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Capitulo 1

Introduccion

Las comunidades ecolégicas como un gran sistema dindmico han sido estu-
diadas desde el siglo XVIII, sin embargo los estudios que més destacan fueron
propuestos por Clements y Gleason [5,6] entre finales del siglo XIX e inicios del
siglo XX. Clements entendia a las comunidades ecolégicas como una especie de
“superorganismo” en el que cada especie jugaba un papel fundamental para el
funcionamiento del sistema. Una de las implicaciones mas importantes de su
trabajo es el planteamiento de limites relativamente precisos entre comunidades
(como ocurre en los organismos). Por otro lado, Gleason plante6 que la estructu-
ra y composiciéon de las comunidades esta fuertemente determinada por factores
azarosos. Segun su teoria ninguna especie es fundamental para la comunidad
y sus limites son difusos. En la actualidad la teoria de Gleason a inclinado la
balanza a su favor gracias a una gran cantidad de resultados paleoecolégicos que
permiten respaldar las principales implicaciones de su teoria. A mediados del
siglo XX surgié una corriente apoyada principalmente por Roberto MacArthur
[6] que postulaba la “competencia” como la interaccién bidtica fundamental,
capaz de controlar la organizacién de las comunidades. Estas ideas fueron gran-
des precursoras de los llamados modelos del no equilibrio, los cuales reconocen a
las comunidades como sistemas que varian en el tiempo, y estas variaciones son
parte del funcionamiento natural de las comunidades. Actualmente el concepto
de nicho es fundamental para comprender la coexistencia de especies que com-
piten por recursos similares. Sin embargo, s6lo recientemente se ha planteado el
rol de la variacién del nicho-intraespecifico [8,9] en la coexistencia de especies.
Se ha especulado que la posibilidad de coexistencia entre especies aumenta, si
los individuos de una especie consumen un recurso preferente, pero difieren en
sus preferencias secundarias. De tal forma que cuando el recurso primario es-
casea, los individuos de la especie comienzan a buscar recursos alternativos y
diversos que produce una reduccién en la competencia intra-especifica aumen-
tando las posibilidades de supervivencia. En la tesis, se planteard un modelo de
la dindmica poblacional entre dos especies, tomando en cuenta la variaciéon de
nicho-intraespecifico. Este modelo permitira determinar el rol y la importancia
que tiene la variacién de nicho-intraespecifico en la coexistencia de especies.
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Preliminares

Los modelos ecoldgicos que implican interacciones entre especies con frecuen-
cia se disenan con sistemas de ecuaciones diferenciales, en muchos casos (como
el nuestro) no lineales. Es bien sabido que no todos los sistemas de ecuacio-
nes diferenciales no lineales pueden ser solucionados usando métodos analiticos,
afortunadamente existen diversas herramientas matemaéticas y computacionales
que nos permiten analizarlos, en este capitulo estudiaremos estas herramientas
matematicas.

2.1. Sistemas de ecuaciones diferenciales

Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden
no lineales

dJ?l

—=F R VN M 7

o 1(21, 22, ..., Tnsl)

d(L’g

7dt = Fg(xl,x2, e ,lEn;t)

dx

—dtn = F,(z1,22,...,2p;1)
donde — denota la derivada temporal de la variable z;Vi € 1,--- ,n mien-
tras que £;Vj € 1,--- ,n son funciones no lineales de las variables z1, - ,zy

y diferenciable de t. En un contexto ecolégico las x;’s denotan el tamano de
la poblacién i-esima y las funciones F;’s denotan la dindmica de la poblacién
i-esima con respecto a los tamanos de las poblaciones interactuantes, las cuales
cambian unas respecto a otras en el tiempo.

Como ya lo hemos mencionado antes no existe un método analitico que
podamos emplear para solucionar este tipo de sistema; sin embargo, una de las
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caracteristicas mas importantes que podemos analizar son aquellos puntos en

los que el sistema se “estaciona” en un punto del espacio fase, es decir, aquel

N dx; .

implican — =0Viel,....na
dt (z7,25,...,2%)

este punto se le conoce como equilibrio o estacionario y su comportamiento en

regiones cercanas es algo que si podemos conocer. Para hallar los puntos de

equilibrio del sistema, buscamos las soluciones de

punto cuyos valores z7,25..., 2z}

Fl(xia‘x;,"'ax;;t) =0
FZ(xafﬂxzv"w‘r;:;t) =0

(L.1)
Fu(a},a3,... 0551) = 0.

Una vez que tenemos los estacionarios del sistema resulta importante ana-
lizar las regiones cercanas a ellos para conocer su naturaleza, para esto resulta
conveniente definir las perturbaciones como

T =x1 —

T = x9 — 5

Tp =Ty — ),
Veamos que la evolucién de las perturbaciones estada dada por las siguientes

ecuaciones B
dz 1

E = Fl(:il +.’£T,Cﬁ2 +Z;,,i’n +£L':;,t)
d-;i?2 ~ * o~ * ~ *
- = Fo(Zy + 2], 22+ a5, ..., &p + 2,3 1)
d:E ~ *  ~ * ~ *
ditn =Fo (T + 2], T2+ 25, . &0 + 25 1)
Hacemos una expansiéon en serie de las funciones Fi, Fy, ..., F,
dx oF _ oF - oF -
71:871 xl_’_ail 1.2_’_.”—’_671 xn+01(2)
t L1 (2 25,..027) L2 (a7,23,....23) In (2} ,23,....a3)
dzx OF: - OF: - OF: -
72:72 x1_|_72 x2_|_..._|_72 $n+92(2)
dt 81:1 (wi(’xz"‘”x;kl) axQ (‘1"1‘71‘37"'7'%:1.) axn (xi(’xz"“7$;kl)
dz OF, OF, oF, _
n _ n T4+ —= To—4 -+ —= Tn+0,(2)

dt 8xl (zf,25,...,x%) 8"52 (zf,25,...,x%) axn (z,25,...,x%)

1 n
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dado que nos interesa conocer las regiones cercanas de (z7,z3,...,}) nos

quedamos a primer orden, es decir despreciamos las funciones 6’s, de modo que
podemos escribir la dindmica de las perturbaciones como

5 ox oz oz ~
] o oFy  OF) oF, o
5 -2 =z ZE2 9
@ — | 021 O O 1.2
at | ¢ : Co T ; (1.2)
Zn oF, OF, oF, Tn
81?1 81'2 3xn (z3,25,...,x%)
que es una linealizacién del sistema alrededor de (z7,z3,...,z}), donde la

matriz de las derivadas parciales, la cual en adelante denotaremos por J, es
llamada Jacobiana y se encuentra evaluada en el estacionario, en el contexto de
modelado en biologia esta matriz se conoce como matriz de comunidad.

Ahora tenemos un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden lineal,
el cual tiene como solucién

%(t) = &oe i s o)t (1.3)

o bien

X(t) = Zcivie&'t (1.4)

Donde los ¢; son constantes determinadas por las condiciones iniciales, mien-
tras que v; y & son los eigenvectores y eigenvalores de J, respectivamente.
Notemos que la evolucién de la solucién (exponenciales) esta regida por los ei-
genvalores de la matriz Jacobiana, a continuacién presentamos la relacién de los
eigenvalores con la naturaleza del estacionario

= Nodo cuando §; e R V i€ {1,2,...,n} y son todos del mismo signo.

e Nodo estable §;, <0 V i€ {1,2,...,n}
e Nodo inestable §; >0 V i€ {1,2,...,n}

= Punto de silla cuando §; tiene diferente signo que §; e i # j
= Centro cuando §; €I V i€ {1,2,...,n}
= Espiral cuando & € C V i€ {1,2,...,n}

e Espiral estable Re(§;) <0 V i€ {1,2,...,n}
e Espiral inestable Re(§;) >0 V i€ {1,2,...,n}

La linealizacién nos permite analizar el comportamiento del sistema alrede-
dor de los puntos estacionarios por medio del andlisis de un sistema lineal. Es por
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eso que estudiaremos con més detalle el siguiente sistema lineal de coeficientes
constantes.

dx dy
il - = 1.
ik +by o = C2 + dy, (1.5)

en adelante supondremos que ad — cb # 0.

Dado que en adelante este tipo de sistemas apareceran recurrentemente resul-
taria conveniente poder analizar la naturaleza de sus estacionarios, para lograr
esto primero veamos que el sistema puede escribise de la siguiente manera

d

5X= Ax (1.6)

<(r( )

La ecuacién (1.6) no es mds que un caso particular del sistema descrito por
la ecuacién (1.2), esto quiere decir que su solucién debe ser un caso particular
de (1.4). Si deseamos obtener los eigenvalores de A es fécil ver que el polinomio
caracterfstico que se obtiene es £2 — (a+d)é+ (ad—be) = 0, o bien €2 —Tr(A)¢+
det(A) = 0, la solucién para £ esta dad por

o Tr(A) + \/TrgA\)Q — 4det(A) (1.7)

Notemos que la expresién (1.7) nos ayuda a identificar el tipo de punto de
equilibrio que tenemos, por conveniencia definimos A = Tr(A)? — 4det(A),
ahora veamos que es posible determinar el tipo de estacionarios en términos de
A del la siguiente manera

donde

= Punto silla si det(A) <0

= Estable si det(A) >0y Tr(A) <0
e Nodosi A>0
e Espiral si A <0

= Inestable si det(A) >0t Tr(A) >0
e Nodosi A>0
e Espiral si A <0

= Centro si det(A) >0y Tr(A)=0

Ahora que hemos definido someramente el tipo de sistemas con el que esta-
remos trabajando también resultaria conveniente hacer algunas menciones mas
especificas sobre caracteristicas mas puntuales de los modelos matematicos que
se emplean en la modelacién de poblaciones ecolégicas. A continuacién presenta-
mos informacién un poco maés especializada en los casos que estaremos tratando.
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2.2. Dinamica de poblaciones

Consideremos la forma en la que se suele describir la dindmica poblacional
entre dos especies con tamanos z(t) y y(t) que interactiian

do dy _

= —zF . _ .
i (z,y5t) o yG (2, y;t)

de modo que F(z,y;t) y G(z,y;t) son las tasas de crecimiento per cdpita de las
especies. La matriz de comunidad tienen la forma

8%0( ) 0G( )8y
* I‘*7y* * ZE*,y* * *
Ve Ve + G y)

Dada la forma del sistema podemos distinguir que existen cuatro tipos dis-
tintos de puntos de equilibrio:

1. (0,0) con matriz de comunidad

(F(?)’ ) G(g, 0)>

2. (k,0) con k >0y F(k,0) =0 teniendo una matriz de comunidad

LOF(k0)  OF(k,0)

ox Jy
0 G(k,0)

3. (0,m) con m >0y G(0,m) =0 con matriz de comunidad

F(0,m) 0
mBG(O, m) m@G(O7 m)
Ox dy

4. (z*,y*) con z* > 0, y* > 0, F(z*,y*) =0, G(z*,y*) = 0 con matriz de

comunidad
LOF (z*,y") LOF (z*,y*)
x T
Ox y
L O0G(z*,y*) LOG (2™, y*)
Y Ox 4 dy

En los cuatro anteriores puntos hemos supuesto, y no por casualidad, que
los estacionarios se encuentran en el primer cuadrante del espacio fase, es decir
x> 0yy >0, esto es debido a que solo los tamanos de poblacién positivos
son biolégicamente aceptables. En el caso 4, en el cual hay coexistencia de espe-
cies, los términos 0, F(z*,y*) y 0,G(z*,y*) son términos auto reguladores que
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normalmente son negativos (pues lo que regulan es el tamano de sus poblacio-
nes correspondientes). Los términos dy F (z*,y*) y 0;G(2*,y*) son términos de
interaccion, cuyas combinaciones de signos describen la naturaleza de la inter-
accion, si ambos signos son negativos se dice que las especies compiten, si tienen
signos opuestos se dice que las especies estan en una relaciéon depredador-presa
y finalmente si ambos términos son positivos se le llama mutualismo a la inter-
accion.

Definicién 1 Se dice que un equilibrio es estable si para toda solucién x(t)
con condiciones iniciales x(0) lo suficientemente cerca del equilibrio, permanece
cerca del equilibrio para todo t — 0.

Definiciéon 2 Se dice que un equilibrio es asintoticamente estable si para
toda solucién x(t) con condiciones iniciales x(0) lo suficientemente cerca del
equilibrio, tiende al equilibrio para todo t — 0.

Podemos enunciar los siguiente teoremas, que resultara ttiles mas adelante.

Teorema 1.1 Si (z*,y*) es un equilibrio del sistema
dx dy

_— = F _— =

o =Py . - =Gy

y si todas las soluciones de la linealizacién, evaluadas en el equilibrio, tienden a
cero cuando t — inf entonces el equilibrio (z*,y*) es asintoticamente estable.

Teorema 1.2 Bajo la hipdtesis del teorema 1.1 si:
(i) Si
P(z,y)
Vi@ =)+ (y —y*)?
Qz,y)
Vi =292+ (y —y*)?

las soluciones del sistema perturbado

— 0 cuando (z,y) — (z*,y*)

— 0 cuando (z,y) — (z*, y*),

dx dy
Fn :F($,y)+P(.’E,y) (AT :G($7y)+Q(fE,y),
dt dt
comenzando lo suficientemente cerca de (z*,y*) tienden a (z*,y*) cuando

t — o0.

(ii) Si |P(z,y)| < A, |Q(z,y)] < A para todo z,y y A lo suficientemente
pequeno, entonces las soluciones del sistema perturbado permanecen den-
tro de KA, para alguna constante K, de las soluciones del sistema no
perturbado p ;

T
e =Flay) . o =Glay)
para t > 0.
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El teorema 1.2 nos dice que un equilibrio asintoticamente estable es relativa-
mente insensible tanto a los cambios en los tamanos de poblacién inicial como
a las pequenas interacciones adicionales que pudieran hacer variar a la poblacion.






Capitulo 3

Modelos Ecolégicos

El estudio de ecosistemas como modelos dindmicos puede ser analizado consi-
derando la variaciéon temporal de innumerables parametros, pero el mas utilizado
sin duda es el tamano de poblaciéon de los organismos de interés del estudio. Uno
de los primeros modelos de dindmica de poblaciones llamado modelo exponencial
se construye considerando una poblacién en la que los individuos se desarrollan
independientemente de otros, en un ambiente sin restricciones de recursos y en
el cual no es posible ninguna forma de competencia.

Denotamos a la densidad de poblacién de una especie al tiempo ¢ por z(t),
donde se asume que x siempre es diferenciable. Notemos que esta asuncion es
poco realista pues en realidad x toma valore estrictamente enteros, pero la supo-
sicién de diferenciabilidad provee una aproximacién razonable para poblaciones
grandes.

La tasa de cambio de la densidad poblacién puede determinarse a partir de
las tasas de nacimiento, muerte y migracion. Si consideramos que esta poblacién
es cerrada, es decir, que no tiene una corriente inmigratoria o emigratoria, en-
tonces el tamano de la poblacién solo cambia a través de las tasas de nacimiento
y muerte. La formulaciéon de modelos especificos requiere la especificacién de las
tasas de nacimiento y muerte.

3.1. Crecimiento Exponencial

Para microorganismos que se reproducen por fragmentaciéon es razonable
asumir que la tasa de natalidad es proporcional al nimero de individuos. Simi-
larmente la tasa de muertes se considera proporcional al nimero de individuos.
Obtenemos la aproximacion

(0}

10
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donde h es un intervalo de tiempo, b es la tasa de natalidad per capita y
1 es la tasa de mortalidad per cédpita. En el limite cuando h = 0 tenemos
dx(t)/dt = (b — p)x(t), si la tasa de crecimiento es definida como r = b —
obtenemos la ecuacién diferencial

dx(t)
dt

= rx(t), (2.1)

cuyas solucién esta dada por una familia de funciones infinita z(t) = kexprt.
La manera mas conveniente para imponer una condicién capaz de describir la
dindmica de poblacién de una poblacién particular es especificando el tamano
inicial de la poblacién al tiempo cero, es decir,

x(t =0) = xp.

El problema dado por las ecuaciones y es conocido como el problema de
valor inicial, cuya nica solucién es

z(t) = e (2.2)

cuando 7 > 0 (o bien b > ) implica que la poblacién z = oo si t = oo, mientras
que sir < 0(o equivalentemente b < p) implica que la poblacién x = 0sit = oco.
En ausencia de nacimientos, es decir, b = 0 la poblacién disminulle con una tasa
i, la esperanza de vida promedio de un miembro de la pobacién es 1/u. Sib > 0
entonces el niimero promedio de descendientes durante la vida de un individuo
segin el modelo de Malthus es b/u, denominado comtnmente como nimero re-
productivo bdsico o radio %, si es mayor que uno los nacimientos exceden las
muertes y el promedio de descendientes por individuo a lo largo de su vida es
mayor que uno, es decir, la poblacién crece; si la razén es menor que uno, en-
tonces el nimero de muertes exceda a los nacimientos y la poblacién desaparece.

La dindmica de una poblacién puede ser aproximada por este modelo solo
por periodos cortos de tiempo. La suposicién de que la tasa de crecimiento de
una poblacion es proporcional a su tamano suele ser poco realista para escalas
de tiempo largas.

A continuacién consideramos modelos no lineales en la tasa de crecimiento,
esto nos conducird a resultados muy diferentes, pero mas consistentes con las
observaciones experimentales.

3.2. Modelo logistico

Las poblaciones cuyas tasas de crecimiento dependen tinicamente del tamano
de poblacion sueles ser las que estdn compuestas de organismos simples, para
organismos complejos se debe considerar otros factores como lo son la compe-
tencia de recursos, edad de los individuos, entre otros. Mas adelante hablaremos
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de algunos de estos factores.

Ahora consideramos que la tasa de crecimiento total disminuye a medida
que aumenta el tamano de la poblacién, un modelo poblacional simple en el que
se cumple lo anterior es cuando la tasa de crecimiento se describe por A — ax.
Esto conduce a la ecuacién diferencial logistica

d
d;f = (A — az)z. (2.3)
Esta ecuacién también es cominmente escrita como
dx T
- f) 2.4
ar = ( k) (24)

con 1 = A\, k = A a, los pardmetros r y k se asumen positivos. Esta nueva
expresion nos permite ver que cuando x es muy pequena el sistema crece expo-
nencialmente, mientras que cuando = se acerca a k la poblacién no cambia, o
bien se “estanca”.

La solucién de la ecuacién (2.4), con condicién inicial z(t = 0) = z es

kxo
xo + (k — zo)e™"t"

x(t) = (2.5)

El pardmetro k es conocido como la capacidad de carga de la poblacion, re-
presenta el tamano de poblacion que los recursos disponibles pueden sustentar.
El pardmetro r se denomina tasa de crecimiento intrinseca, representa la tasa
de crecimiento la tasa de crecimiento per capital si el tamano de poblacién fuera
lo suficientemente pequeno como para despreciar las limitaciones propias de los
recursos. Este modelo predice un crecimiento inicial rapido, para 0 < xg < k,
seguido de una disminucién en la velocidad de crecimiento de la poblacién pro-
vocando que el tamano de la poblacién se acerque a un valor limite.

3.3. Ecuaciones Lotka-Volterra

En este caso nos encontramos con un modelo del tipo presa-depredador,
denotamos al tamano de poblacién de las presas por z(t) y al de depredadores
con y(t). Asumimos que el alimento de las presas es ilimitado, es decir, en
ausencia del depredado la poblacién de presas se comportaria de acuerdo con el
modelo de crecimiento exponencial, por otra parte, los depredadores dependen
de la cantidad de presas. Asumimos que en ausencia de presas los depredadores
deben tener una tasa de muerte per capital constante, es decir en ausencia de
presas dy/dt = —puy, donde p > 0, también asumimos que la presencia de presas
aumenta la tasa de crecimiento del depredador, mientras que la presencia de
depredadores reduce la poblacion de presas. Esto nos conduce a las ecuaciones

dz
i (A —by)z (2.6)
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dit/ = (cx — p)y (2.7)

y (depredadores)

X (presas)

Figura 2.1 Espacio fase de las ecuaciones Lotka-Volterra, donde el punto denotado
por 1 corresponde al méaximo de depredadores, mientras que el punto 2 corresponde
al numero méaximo de presas para la orbita méas pequena que los contiene.

No es posible resolver este sistema analiticamente, pero podemos obtener
informacion de la solucion, eliminando ¢ y analizando la relacién entre los ta-
manos de las poblaciones, via el espacio fase. Podemos eliminar ¢ haciendo el
cociente de (7) y (6)

dy _ (cx —p)y
de (A =by)z’
cuya solucién es
— plogx — Alogy + cx + by = h. (2.8)

El valor minimo de la funcién v(z,y) = —plogx — Alogy + cx + by, esta dado
por z* = p/c, y* = A/b, este es un punto estacionario del sistema (2.6)-(2.7),
el cual también puede ser descrito por v(z*,y*) = hg. Cada orbita del sistema
esta dada por una curva de nivel de v(x,y) = h, para alguna h constante que
cumpla h > hg, para entender lo que pasa en regiones cercanas al estacionario,
nos situamos en un punto cercano x = z* + u, ¥y = y* + v de donde obtenemos
%u2 + %ug = h — hg, esto muestra que cerca del estacionario las orbitas son
curvas cerradas al rededor del punto de equilibrio; dado que las soluciones co-
rren al rededor de las orbitas cerradas, deben ser periddicas como se muestra
en la figura 2.1. El modelo Lotka-volterra es un claro triunfo de los modelos

matematicos de poblaciones ecoldgicas.
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3.4. Competencia entre especies

Consideremos dos especies de tamafo z(t) y y(t), tal que interactian obe-
deciendo el modelo

dzx
at = F(z,y) (2-9)
dy
ar G(z,y) (2.10)

Existen diferentes tipos de interacciones ecoldgicas que se representan matemati-
camente por diferentes signos para las tasas de cambio de las tasas de crecimiento
F(z,y) y G(z,y) con respecto a los tamarfios las poblaciones z(t) y y(t). En par-
ticular para especies en competencia, una de las principales caracteristicas es
que cuando ocurre un aumento en el tamano de cualquiera de las especies en
competencia disminuird la tasa de crecimiento de la otra poblacién, de modo que
Fy(z,y) <0, Gz(x,y) < 0. También se asume que un incremento en el tamano
de cualquiera de las poblaciones tiende a inhibir la tasa de crecimiento de esa po-
blacién, de modo que si  y y no estén cerca de cero Fy(z,y) < 0y Gy(z,y) <O0.

Nos ocuparemos de modelos en los que la tasa de crecimiento per capital es
lineal de la siguiente forma

CC% =z(\ — ax — by) (2.11)
Wyl cx ) (2.12)

donde A, u, a, b, c y d son constantes positivas. Para este tipo de modelo
existen los siguientes cuatro puntos de equilibrio

1. (0,0) con matriz de comunidad <())\ 2)

A
2. (K,0)donde K = - , matriz de comunidad (

AleA —ap)
a

bA
— -2 ap — (a4 c)A
A ac)\> , traza M
0 pu—=% a
y determinante

B W) dr—(b+d
3. (0, M) donde M = % , matriz de comunidad < A O) , traza A= (bt dn

cp d
d
by — dA
y determinante %
d\x—b —CcA
4. (z*,y*) con z* = adi—b/;’ y* = % y z¥ > 0, y* > 0, matriz
de comunidad (_Z;}F :sz/* , traza —ax® — dy* < 0 y determinante

x*y*(ad — bc)
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El primer equilibrio describe la situaciéon en la que ambas especies se ex-
tinguen, mientras que el segundo y el tercero corresponden a la situacion en la
cual una especie sobrevive y la otra se extingue. El cuarto equilibrio describe la
coexistencia de ambas especies. Es facil comprobar que los tres primeros equili-
brios cumplen con A > 0, es decir, en la ausencia de alguna o ambas especies el
sistema no tiene puntos espiral ni centro, pero esta no es la unica informacién
que podemos extraer de los puntos estacionarios, si nos centramos en el prime-
ro es facil corroborar que tanto el determinante como la traza de la matriz de
comunidad son positivas, esto nos indica que (0,0) es un nodo inestable, inde-
pendientemente de la naturaleza de los otros puntos.

Consideremos el equilibrio cuatro y analicemos las posibles combinaciones
de signo para d\ — bu y ap — cA, excluimos el caso para el cual alguna de estas
expresiones es igual a cero pues implicaria que en el cuarto punto no existe la
coexistencia.

Yy Y Y l/
1 / A%
(o,n):r\\\\ \\, ‘// o.M (\(‘\v\\(\x"" ?‘?
— \.(x*,l‘)ﬂ) L N =~ ° (xt‘yi)
y —_ < “~ < ;/1 \

(R
VAN SN

oo 7 ) X (0,0 T A

K.0) x

(2) (b)

Figura 2.2 Espacio fase del (a) caso 1 y (b) caso 2, la zona sombreada representa las
orbitas tales que, de iniciar el sistema en alguno de sus puntos, llevarian a la especie y
a la extincion, mientras que el para el area sin sombrear pasa algo similar, pero para
la especie z extinta.

Caso 1 d\—bu>0yap—cA>0

Esta suposicién tiene tres implicaciones importantes, las cuales son ad—bc >
0, z* >0y y* > 0. entonces hay un punto de equilibrio en el primer cuadrante
del espacio fase, el cual es un nodo estable, ya que el determinante y traza de
la matriz de comunidad son positiva y negativa, respectivamente, mientras que
para los punto tres y cuatro, ambos con determinante negativo, encontramos
que ambos son puntos silla. Todo lo antes descrito se muestra en la figura 2.2
(a). En este caso no importa cual sea la condicién inicial, siempre que sea dis-
tinta de cero, todas las orbitas tienden al punto (z*,y*) si t — oo

Caso 2d\—bu<0yap—cA<O0
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Se sigue de las anteriores relaciones que ad — bc < 0, es decir, otra vez el
punto estacionario se encuentra en el primer cuadrante del espacio fase, pero
en este caso la matriz de comunidad tiene determinante negativo, por lo que
el estacionario es un punto silla. Los puntos (0, M) y (K,0) en este caso son
puntos estables, pues el determinante de sus matrices de comunidad es positivo,
mientras que las trazas son negativas, entonces el espacio fase se divide en dos
zonas, que se pueden observar en la figura 2.2 (b), que se distinguen por orbi-
tas que siempre terminaran llevando a alguna de las dos especies a la extincion
y a la otro a la supervivencia, mientras que la coexistencia es practicamente
imposible, cualquier pequena perturbacién cambiaria la orbita y ocasionaria la
extincién de alguna especie.

Caso 3d\—bu>0yap—cA<O0

En este caso no hay punto equilibrio en el primer cuadrante, ya que z* y y*
independientemente del signo de ad — bc tienen signos opuestos. Por otra parte
si examinamos el estacionario (K,0) notamos que es estable, mientras que en
(0, M) hay un punto silla. Todo nos indica que en este caso todas las orbitas
conducirén a (K, 0).

Caso4d\—bu<O0yap—cA>0

De nuevo el punto de equilibrio se encuentra fuera del primer cuadrante.
Este ocurre algo muy similar que en el caso anterior, solo que en esta situaciéon
(K, 0) es un punto silla, mientras que (0, M) es un nodo estable. Bajo estas con-
diciones la especie x tiende a extinguirse y la y tiende a un tamano de poblacion
M cuanto t — oo.

A los numeros K y M se les llama capacidades de carga de las especies x
e y respectivamente, son el tamano de poblacién que alcanzaria cada especie
alcanzaria en ausencia de las otras especies, es decir libre de competencia. Po-
demos distinguir dos tipos de competencia como calificada y no calificada segun
el efecto inhibidor que cada especie tenga sobre la otra. Diremos que la com-
petencia no esta calificada si % 7]’\4 < 1, es decir, si la competencia tiende a
reducir el tamana total de la poblacién. Esto tiene la intenciéon de describir una
situacién en la que ambas especies dependen de una fuente comin de alimentos
y la competencia se hace dificil la supervivencia de ambas especies. La condicién

% 4 yM < 1 es equivalente a

(eX —ap)(d\ —bu) >0 (2.13)

Esto corresponde a los casos cuatro y tres. Si por otra parte suponemos que la
competencia esta calificada, decimos que

(eA —ap)(dX —bp) <0 (2.14)
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lo que corresponde al caso uno y dos.

3.5. Mutualismo

N

(o,M)4 /\

A
> & y
©,0) 7koy
(a) Facultativo ad > be (b) Facultativo ad < bc

/ (o)

&
-~
<

ya
0,0) -~ (0,0) S(K,00

(c) Obligatorio ad > be (d) Obligatorio ad < bc

Figura 2.3

Hay situaciones en las que la interaccién entre especies tiene beneficios mu-
tuos, por ejemplo un sistema planta-polinizador. La interaccién puede ser facul-
tativa, no indispensable, u obligatoria, lo que quiere decir que cada especie se
extinguira sin ayuda de la otra. Modelamos un sistema mutualista mediante un
par de ecuaciones diferenciales con tasas de crecimiento per capita lineales

dzx

i (A —ax +by) = F(z,y) (2.15)
% =y(u + cx — dy) = G(x, y). (2.16)

El mutualismo de la interacciéon es modelado por la naturaleza positiva de los
términos cx y by. En interacciones facultativas las constantes A\ y u son positivas,
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mientras que en interacciones obligatorias las constantes A y u son negativas. En
cada tipo de interaccién hay dos posibilidades, dependiendo de la relacién entre
la pendiente b/a de la isoclina x y la pendiente d/c de la isoclina y (figura 2.3).
Si ad > bc los efectos mutualistas son menores que los términos auto limitantes
en las tasas de crecimiento per capita, y la pendiente de la isoclina x es mayor
que la pendiente de la isoclina y.

Los estacionarios del sistema son

1. (0,0) con matriz de comunidad ()\ B), determinante Ay > 0 y traza

0
A+
A .
2. (K,0) donde K = — , matriz de comunidad ( 0 _|‘_‘ CA), determinante
a a
,/\M,E)Q < 0y traza (Efl))\+p
a a
by
3. (0, M) donde M = % , matriz de comunidad ()\ —L_ﬂ d OM>7 determinan-
< _
b, b
te —Ap——-p°<Oytraza | = —1)pu+ A
d d
d\+b A
4. (z*,y*) con z* = ﬁ, y* = % y z¥ > 0, y* > 0, matriz
—ax* —bx* dX\ + bu)(eA
de comunidad am* ba:* , determinante (X + bpz)(eA + ap) y traza
—cy*  —dy ad — be
Ca(b+d)p+da+c)A
ad — be

Tanto en interacciones facultativas como obligatorias, si ad < bc los estacio-
narios se encuentran en una regién del espacio fase biolégicamente inaccesible,
esto sugiere que el modelo debe restringirse al caso ad > bd, siendo el caso fa-
cultativo el tnico equilibrio asintéticamente estable. En el caso obligatorio el
Unico equilibrio asintoticamente estable es el origen, asi, en el caso obligatorio
ninguna especie sobrevive. Este modelo puede ser aceptable en el caso facultati-
vo, no obstante, no describe el mutualismo obligatorio. Si consideramos el caso
obligatorio con ad > bc, el equilibrio estable es el origen, mientras que el punto
(z*,y*) es un punto silla que define dos regiones (figura 2.3) una de extincién
mutua y otra de crecimiento infinito, si omitimos el crecimiento infinito, esta se-
paracién es posible biolégicamente, es por esto que para el caso del mutualismo
obligatorio se debe dar un modelo més adecuado.
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Figura 3.1 Variacién del uso del (a) recurso 1 y (b) recurso 2, donde la gréfica morada
representa el tamafio de la capacidad de carga, la grafica azul el tamaio de la poblacién
T que usa el recurso y la gréfica roja la cantidad de la poblacién y que utiliza el recurso.
(c¢) Para un tiempo fijo, se representa en azul el tamano de la poblacién x que gusta
del recurso 1 (barra 1) y 2 (barra 2), mientras que en rojo se observa la cantidad de
individuos que prefieren el recurso 1 (barra 1) y 2 (barra 2).

Consideremos dos especies cuya interaccién ecolégica esta determinada por

20
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la competencia de recursos, donde la poblacion total de cada especie se divide
en dos grupos que se distinguen por sus preferencias en el consumo de recursos,
es decir, las poblaciones estdn sujetas a ciertas preferencias relacionadas con
la competencia, disponibilidad de recursos, condiciones biéticas y abidticas del
medio ambiente, entre otras. Describimos la dinamica de estas dos especies en
competencia con el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales

dz; ) it Yi ,
CZ = XB,P,(i) (1 - x“’) e, i=1,2 (3.1)
dyi . Ti +Yi .
pr YByPy(i) |1 — ——— ) —wyi , i=1,2 (3.2)

donde:
x;: poblacién de la especie x que consume el recurso 4
y;: poblacién de la especie y que consume el recurso
Bz > 0: tasa de natalidad de la especie x
By > 0: tasa de natalidad de la especie y
vz > 0: tasa de mortalidad de la especie x
vy > 0: tasa de mortalidad de la especie y
¢; > 0: capacidad de carga del recurso @

X = Z x;: poblacién total de la especie x
i

Y = Z y;: poblacién total de la especie y
i

0 < P,(4) < 1: distribucién del nicho de la especie i
0 < P,(i) < 1: distribucién del nicho de la especie 1.

Ademas

ZPQJ(Z) :ZPH(Z) =1

Notemos que el lado izquierdo de ambas ecuaciones diferenciales no es més
que el cambio de la poblacién x;, o bien y;, con respecto al tiempo. Por otra parte
el primer término del lado derecho de la ecuacion es el producto de la poblacién
total de la especie; tasa de natalidad, que indica la frecuencia de nacimientos;
distribucién del nicho, que no es més que la manera en la que se dividen y/o
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distribuyen los recursos que emplea una especie (como en una distribucién de
probabilidad discreta), el producto de estos tres términos representa la fraccién
de individuos que nacen con preferencias al consumos del recurso “i”, el cual
hemos asumido es proporcional al tamano de la poblacion, el dltimo término de

i + Y

este producto, 1 — , representa la fraccién del recurso i que se encuentra

c
disponible, lo que indica que este término sirve como un “regulador” del ta-
mano de poblacién que puede sustentar una cantidad de recursos especifica. El
iltimo término es la multiplicacion de la tasa de mortalidad, que representa la
frecuencia de muertes, por el tamano de la poblacién, este producto representa
el niimero de muertes en este grupo de la poblacién por unidad de tiempo, note-
mos que la tasa de mortalidad es la misma para ambos grupos pertenecientes a
la misma especie, esto ocurre ya que consideramos que el consumo de diferentes
recursos no genera una distincién significativa entre los dos grupos, de hecho
esto no solo ocurre con la tasa de mortalidad, también ocurre con la tasa de
natalidad.

Para tener mas claras las diferencias sutiles que existen en la dindmica de
cada grupo escribimos explicitamente el sistema de ecuaciones (3.1)-(3.2)

dx T+
= = (@1 +22)8: Pa(1) (1 - 13“) — Yy
t 1
dzo T2+ Y2
— = @1+ 22)BaFe(2) (1 - —— | — Y2
dt C2
dy, T+ Y
i (y1 + y2)By Py (1) (1 — T ) T
dyz T2 + Y2
- (y1 +y2) By Py(2) <1 T ) VyY2-
Dado el alto nimero de parametros presentes en nuestro sistema resulta
conveniente adimensionalizar. Proponemos el cambio de variables u; = ﬂ,
¢
v = E, Uy = ﬁ, vy = ¥2 y T = tvy:, este cambio de variables no solo
¢ c c

nos sirve para redécir el nimero de parametros, también hemos normalizado
el tamano de las poblaciones, esto es claro si recordamos que la capacidad de
carga representa la cantidad de individuos que un conjunto de recursos pueden
sustentar, si recordamos que el subindice denota la relaciéon de los recursos y
el consumo de los grupos es claro que estas nuevas variables tomaran valores
entre 0 y 1. Después de realizar la sustitucién y luego de hacer algo de dlgebra,
obtenemos el siguiente sistema

duy

g = <u1 + %) Pr(1) (1 —up —v1) —ug = f(ug,vr,ue,ve) (3.3)

du
T: = (cul —+ U2) z/le(2) (1 — Uy — 7)2) — U2 = 9(U17017U27U2> (34)



CAPITULO 4. MODELO PROPUESTO 23

dv v
d—Tl = (m + ?2) vaPy(1) (1 —uq — v1) — yv1 = h(uq,v1, ug, v2) (3.5)
d’UQ .
E = (CUI —+ 1}2) 1/2Py(2) (1 — U — 'U2) — YU2 = Z(Ul, U1, U2, U2) (36)
donde ¢ = C—l, v = &, Vg = & y oy = Jy son los nuevos parametros
C2 Y.

x x x
del sistema y son todos positivos. Hemos encontrado que el nuevo sistema es
descriptible con solo seis términos, lo cual resulta mas conveniente.

4.1. Estacionarios y estabilidad

Hallemos y analicemos sus puntos estacionarios. Primero obtengamos la ma-
triz Jacobiana o de comunidad del sistema.

8u1f 8u2f av1f 8U2
0u g Oug 0 g O,
Ou,h Ou,h Op b O,

Ouyt Ouyt Oyt Oyt

J = , (3.11)

> -

~

Después de realizar las derivadas parciales del sistema (3.3)-(3.6) obtenemos
las entradas de la matriz de comunidad
8u1f = l/lpx(l) (1 - 2’[1,1 — V1 — ﬂ) —1

c

O f = 22220 (1 oy — )

O, | = =T (cur + us)

Do f =0

Ouyg = cv1P(2) (1 — ug — v2)

Burg = Po(2) (1~ 20— vy — cuy) 1
O, g =10

0y 9 = —11P5(2) (cur + us)

Ouyh = —12Py(1) (v1 + *2)

b = 0

Do h =12 Py(1) (1 —ug — 201 — ) —
Ouyh = %y(l)(l —u1 — )

Buyi=0
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8u2i = _VQPyO(Q) (C’Ul + 1)2)
Opyt = cvaPy(2) (1 — ug — v2)
Opyt = 2Py (2) (1 — ug — 2v3 — cv1) — 7.

Ahora que tenemos la matriz de comunidad. Hallemos los estacionarios ha-
ciendo f = g = h =i = 0. Entonces hay que resolver el sistema

(cur +u2) 1 Pp(1) (1 —ug —wv1) —cup =0 (3.7)
(cur +u2) 1Py (2) (1 —ug —wva) —ug =0 (3.8)
(cv1 +v2) o Py(1) (1 —uy —v1) —yevy =0 (3.9)
(cv1 + v2) 12 Py(2) (1 — ug — v2) — v = 0. (3.10)

Primer Estacionario

Primero notemos que nuestro sistema (3.7)-(3.10) posee el estacionario tri-
vial, es decir, uf = 0,u5 = 0,v] = 0,v5 = 0 este punto de equilibrio representa
la extincién de ambas especies. Para conocer la naturaleza de este estacionario
evaluamos en la matriz de comunidad y obtenemos

mP(1)—1  nW 0 0
J _ | enPe(2) wnP(2)-1 0 0
(0,0,0,0) — 0 0 I/QPy(l) — vaPy(1) ’
(&
0 0 cvaPy(2)  1aPy(2) — v

cuyo polinomio caracteristico, después factorizar, es

Piooo (&) = [(12Py(1) =7 =€) (12 Py (2) — 7 — &) — V3P, (1) P,(2)] x
(1 Pe(1) =1 =€) (nPu(2) =1 =€) — PP (1)P:(2)] =0,

para que el polinomio anterior sea igual a cero se debe cumplir que

[(22Py (1) =7 =€) (2P (2) — v — €) = V3 Py (1)P,(2)] = 0 (3.12)
o bien
[(lez(l) -1- 5) (lem(Q) -1- 5) - prm(l)Pz(Q)] = 07 (313)

primero consideremos la ecuacién (3.12), de la cual obtenemos

&= (2 —27)6+y(y —yr2) =0

va =27+ /(v = 29)2 = 4y(y — 1)
2 )

=¢=
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=& =m—7, L=,
si ahora consideramos la ecuacién (3.13)

E-mn-2+(1-1m)=0

vi — 24+ /(1 —2)2 —4(1 —vy)

= =
; . 7

:>§3:V1_1 ) 54:_17

finalmente los eigenvalores son 1 =9 — v, & = —y, &3 =11 — 1y & = —1,
de este resultado podemos decir que dada la naturaleza de vy, 15 y 7, todos po-
sitivos reales, los eigenvalores solo pueden ser reales, més atin hay dos negativos,
esto nos sugiere que solo existes dos posibilidades, que los ¢’s tengan diferentes
signos y el estacionario sea un punto silla, en este caso una pequena perturba-
cién al rededor de (0,0, 0,0) provocaria que el sistema evolucionara lejos de este
estacionario, la otra posibilidad es que los eigenvalores son negativos, para que
esto ocurra es necesario que se cumplan las condiciones 1o < vy v; < 1, en
este caso el estacionario resulta un nodo estable y las pequenias perturbaciones
regresarian al sistema a la extincién, para entender mejor las condiciones que
propician este comportamiento regresemos a las variables originales, dando co-
mo resultado las condiciones 8y < vy y Bz < 7z, estas relaciones nos permiten
ver que el sistema evoluciona hacia la extincién si las tasas de mortalidad de
cada especie son mayores a las tasas de natalidad de su especie correspondiente,
es decir, solo si dentro de las poblaciones se mueren mas individuos de los que
nacen.

Segundo Estacionario

Lo siguiente que hacemos es proponer casos que simplifiquen el despeje, por
ejemplo u} = 0, es facil ver que si sustituimos en la ecuacién (3.7) esto implica
ug = 0V vy = 1, si sustituimos v; = 1 en el resto de ecuaciones esto causara una
incongruencia, por lo que nos quedamos con la opcién u3 = 0, al resolver bajo
estas condiciones obtenemos

uy =0
uy =0
P,(2) Y
F o1 () —
e N CV 2y oy Gy
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e v Py(Z) ’ Py(Z) Py(Q) Y
(“*wa(l)vQPy@)QCPy(l)) *‘“(“Pyu)) (”Pyu)wa(l))

(-7)

Con la intenciéon de obtener mas informaciéon de los estacionaros posibles
despejamos vo de la ecuacién (3.10), bajo estas condiciones (u3 = 0y ug = 0),
pero dejandolo en términos de vy, obtenemos

+

2
Y Y
) cuy + P (@) 1 \/<0v1 + V2P, (2) 1> + 4evy
Vg = — +
2 2
Hasta ahora no hemos mencionado la existencia de ninguna restriccién sobre
las variables poblacionales u; y v;, no obstante es de esperar que sean positivas,
pues si bien es posible obtener valores negativos para ellas no serian resultados
interpretables biologicamente, es por esto que resulta deseable restringirnos a
aquellos casos para los que u; > 0y v; > 0. Entonces solo nos interesa considerar
el panorama para el que el término dentro de la raiz es positivo, ademds notemos
que para que el estacionario sea positivo, es decir biolégicamente aceptable, solo
podemos hacer uso de la suma en el estacionario vs.

Tercer Estacionario

Si continuamos con este razonamiento, proponiendo una o mas variables
igual a cero, nos encontraremos con que solo hay un estacionario més, el cual es

(1‘”;/1132(1)‘1/1}71(2) _2012.2%])3:“(1_6];3;8;) (Hi.zg; _VlP.lr(1)>

(7}

De manera muy similar a lo que ocurrié con el estacionario anterior estas
expresiones representan la extincion de una especie, mientras que la otra subsis-
te. Notemos que la variacion de estos estacionarios es equivalente, en el sentido
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Figura 3.2 Diagrama de (a) bifurcacién y de (b) estabilidad del estacionario en el que
se extingue la especie u y v persiste, con el resto de pardmetros fijados en P,(1) = 0,8,
¢=0,9, v1 = 1,5, nus = 1,2,y = 0,8. También se muestra el (c) tamafio completo de
la poblacion v.

de que podemos etiquetar a las especies de forma aleatoria, junto con sus res-
pectivos parametros. Entonces basta con considerar la bifurcacién de alguno
de los dos. Tomemos el primer estacionario, en el que sobrevive la especie v y
consideremos su variacién respecto a P,(1), como se muestra en la figura 3.2
(a). Ademds podemos notar de la figura 3.2 (b), que bajo esta configuracién de
los pardmetros, el estacionario es inestable (punto silla), cabe aclarar que bajo
otras consideraciones esto no tiene por que mantenerse.

Este estacionario describe la extincién de alguna de las especies, lo cual re-
duce el problema al caso en el que una especie se establece en una regién y
consume recursos hasta llegar a un estado estacionario, es decir, no hay com-
petencia. Lo que si podemos observar es cambia el tamano final de cada grupo,
en general se observa como una preferencia “débil” por el recurso ocasiona la
disminucién del tamano poblacional del grupo, mientras que de manera analoga
una preferencia “fuerte” implica un crecimiento en la poblacién, hasta llegar a
un maximo.

Cuarto Estacionario

Para hallar condiciones de coexistencia entre especies en competencia es
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necesario obtener un estacionario donde u; # 0 y v; # 0, i = 1,2, para obtener
dicho estacionario sumamos (3.7) con (3.8); (3.7) con (3.9); (3.9) con (3.10) y
(3.8) con (3.9) de donde obtenemos, respectivamente, el siguiente sistema

(cuy + u2)vy [Pe(1)(1 —uy —v1) + Pr(2)(1 — ug — v2)] — (cuy + u2)

(1= (u1 + v1)) [11Pe(1)(cur + ug) + nua Py(1)y " (cvr + v2)] — c(u1 + v1)

(cvr 4+ vo)voy [Py (1) (1 — uy — v1) + Py(2)(1 — ug — v2)] — (cvy + o)

(1= (ug 4 v2)) [11Po(2)(cur + us) + nua Py(2)y ™ (cvr 4+ v2)] — (u2 + v2).

Proponemos el cambio de variables wi = cui+us, wy = cv1+vs, wg = uy+vs,
w4 = Uz + V2 ¥ Obtenemos

1

Po(Dws + Pa(2uws =1~ — (3.14)
1
v P, (1) cws
P,(1 : = 1
v Pp(1)wy + 5 Wa 1= ws (3.15)
P,(D)ws + Py(2)ws = 1 — Vl (3.16)
2
P,(2
WPy 4+ 20y, w1 (3.17)
v 1 —wy

Para conseguir este sistema de ecuaciones hemos usado el hecho de que
Po(1) + Po(2) = Py(1) + B, (2) = 1

Notemos que el sistema de las ecuaciones (3.14) y (3.16) se puede escribir
como sigue
P.(1) P.(2)\ (ws\ [1—-v"
P,(1) Py2)) \ws) 01—t
Entonces

() = mma—moEs (Ao o) (12 7)

_ 1 ( Py(2)(1 — nuy ) Py(2)(1 =y ) )
P,(1) = Py(1) \~Py(1)(1 = nug ") + Po(1)(1 = yv3 ')

—ty
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Por otra parte, podemos escribir el sistema compuesto por (3.15) y (3.17)

(58 i) () - ()

Entonces

<m—1Py(2) —mPy(l)) (cws<1 —w3)™!
ey~ H(Py(1)P,(2) — P,(1)P,(2)) \ —1P:(2) v Py (1) wa(1 —wy) !

1 (ngy_le(Q)cw3(l —w3) "t — ey Py (1w (1 — w4)_1>
ey (P (1) — P,(1)) \ =1 Pe(2)cws(1 —ws) ™! + v1 Pp(1wa(1 — wa) ™!

Ahora pensemos en las siguientes reducciones

Py(2) = Pu(2) = Py (21 + P2yt _

1—Py(1) — 1+ P,(1) N P2y = P2t _ - P,(2)v;t — Pu(2)yvy !
Pﬂc(l)_Py(l) Paz(l)_Py<1) Paz(l)_Py<1)
_ P -P0)+ Py 1)”1_1 + Pz(l)'YV2_1 -1 Px(l)'YVz_l — Py(l)’/l_l
o P,(1) = Py(1) - RM-RO
Ademas

wy  Pp(1) = P,(1) + P,(Wvy '+ Po(Dyvy b | Po()yvy ' = Pyt

Pp()yvy ' = Py(L)vy !

Sustituyendo esto en wi, we y haciendo algo de algebra, obtenemos

—Py(l) —cP,(2) + cPy(2)(P:(2) — Py(2)) P, (1)(F(1) — py(l)l) 7

vy LP(2) - vflliy@) vy ' Py(1) — v Py (1) ]
Ve (Fo(1) — Py(1)

P(1)(P(1) = Py(1)  ePy(2)(Pe(2) — Py(2)) |
7V51P$(1)_Vflpy(1) ’YV271P91(2)_V171P11(2)_

wg =

-cPI(Q) - P,(1)+
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Si despejamos uy, ug, v1, vz de las ecuaciones (3.7)-(3.10) obtenemos

ur = 2 s ) (1 ) = 22

wy (1 —w3)

Uy = l/lpw(Q) (cul + ’U,g) (1 — (u2 + Ug)) = V1Px(2)w1(1 — U}4)

P e ey = 2P
vy = T (cvr +v2) (1 = (u1 +v1)) ~e 2(1 3)
Vg = V2IZII(2) (cm + ’UQ) (1 — (Ug + Uz)) = 7V2Py(2) ’LUQ(I - ’LU4)

Ahora veamos que uj, us, v}, v3 en términos de sus variables originales son

oy = P (B2)v = Po(2)yyY)
b o(Pu(1) — Py(1))?
(R —cn + DR RE) BP0 R ]
! ! P2yt = P2yt Pe()yy ' = Py(y
= P2 (P — P (1))
2 (Px(1) = Py(1))?
cPy(2) (Px(2) — Py(2)) Py(1) (P:(1) — Py(1))
e - B T BT
oF = Py(l) (Py(2)7/1_1 - Pr(Q)'YVQ_l)
b o(Pp(1) = Py(1))?
oo (- SRLER A | POEN R0
‘ ‘ P2yt = P2yt Pyt = Py
vF — Py(2) (P:r(l)'VVEI - Py(l)Vfl)
2 (Px(1) = Py(1))?
cPy(2) (Px(2) — Py(2)) &mumu—%mw
P2yt = Pyt Pe(Dyry ' = Py (g
Esto funciona para 0 < w3 < 1y 0 < wy < 1, cuando esta condicién no
se cumple obtendremos que una de las poblaciones tienen tamano 0, es decir

que obtendriamos nuevamente el estacionario trivial y se tendrian que usar las

expresiones para este estacionario, este hecho se observa con més claridad si re-

1+

DY
C1

&a@—am—

gresamos a las variables originales para obtener las condiciones 0 <

T2 + Y2

C2
blaciéon puede exceder el tamano de la capacidad de carga del recurso que esta
empleando.

y0< < 1, esto puede interpretarse como el hecho de que ninguna po-

Para que las poblaciones relativas a 4 y v no diverjan a co se han de cumplir
las siguientes condiciones
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= 11 # 0y vy # 0, lo cual no supone ninguna inconsistencia bioldgica, de
hecho la suposicién de las vs iguales a cero implicaria la extincién de las
especies, llegando entonces al estacionario trivial.

= ¢(P(1) = Py(1))* # 0 = P,(1) # P,(1) = ];8; # 1 lo cual implica
Y
P.(2
P,(2) # Py(2) = +(2) # 1. Esta condicién tiene dos particularidades in-

Py(2)

teresantes, la primera es cuando las P’s son cero, caso en el que no tenemos
particular interés, pues esto implicaria una simplificacién y reduccién en
el sistema cuyo anélisis puede hacerse fuera de estas expresiones analiticas
y que de hecho describiria el caso en el que la especie deja de consumir dos
recursos para consumir uinicamente uno, lo cual no describe el comporta-
miento que estamos analizando aqui. La segunda particularidad es que el
sistema indica que los P;(1)s no pueden ser iguales pues esto provocaria
que el sistema tendiera a infinito, veremos mas adelante como esto afecta
nuestra capacidad para hacer una imagen completa de la bifurcacion.

© P2 = P £ 0= P2 2 P = g £
pero justamente ?;g; si consideramos la condicién anterior, Jiz g; # 1,
entonces es razonable la existencia del caso para el cual %Z—j =l=v=
Z—?. Recordemos que v = ﬁ, v = Ba y Vg = @, sustituyendo en nuestra

© x ©
condicién obtenemos Ty _ @ = & = @, esto tiene implicaciones

Yo Be Vo y
relacionadas a la natalidad y la mortalidad de las especies, pues sugiere
que la relacion entre el nimero de nacimientos y el nimero de muertes que
ocurren dentro de una especie, debe ser el mismo para ambas especie. Es
importante destacar que esta situacién describe solo uno de muchos casos
igualmente aceptables.

= P.(1)yvy ' —P,(1)v; " # 0, notemos que esta condicién deriva en lo mismo

. . 9] . Bz ﬁy
que la anterior, es decir v = — y en consecuencia — = —=.
141 Y Ty
- ce 0 B By :
La condicién que hemos inferido — = —= puede ser interpretada como la

YV Yy
relacién que existe entre la aptitud de la especie x y y, es decir, es una compara-

cion de las capacidades que poseen las especies para soportar las condiciones de
desarrollo del sistema, entonces esta condicién sugiere que el punto de equilibrio
ha de lograrse cuando las dos especies estan igualmente capacitadas para sub-
Py(1)
Py(1)
la restriccién de la distribucion de nichos, en otras palabras, para que el equi-
librio no exceda los limites bioldgicos establecidos, las especies en competencia

sistir, si también consideramos la segunda condicién # 1 que representa
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no deben tener habitos de consumo similares.

Posiblemente la condicién més destacable de entre las cuatro en li%tadas es
P,(1) # P,(1), no obstante también emplearemos la condicién v = 2 estas
v

restricciones casos, en los cuales las distribuciones de nicho de las especies deben
ser lo menos parecidas posible, mientras que sus aptitudes deben ser similares.
Sin embargo, mas adelante analizaremos que es lo que ocurre fuera de estas
restricciones con ayuda de simulaciones numéricas que nos permitan crear una
imagen més amplia de las bifurcaciones de los estacionarios.

0.8 < - 1.0
o . o Urow
cw . o Vrow
0.6 . . . Vi 0.8

06
0.4

04] "Tttteea, et

0.2

0.2

Poblacién(adimencionalizada)
Poblacién(adimencionalizada)

0.0 0.0

-0.2 - -0.2
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Re(§)

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 3.3 (a) Bifurcacién y (c) diagrama de estabilidad del cuarto punto de equi-
librio, en el que las especie u y v persisten, con el resto de pardmetros fijados en
P,(1) =0,8, Px(2) =0,2 ¢=10,9, vy1 = 1,5, v2 = 1,2,y = 0,8. También se muestra el
(d) tamafio completo de las poblaciones finales u y v.

Como ya hemos mencionado para que esta solucién proporcione resultados
biolégicamente coherentes debemos restringirla, en la figura 3.3 se muestra el
diagrama de bifurcacién y estabilidad bajo condiciones 6ptimas para la subsis-
tencia, en particular si nos fijamos en la figura 3.3 (a) podemos notar como
las poblaciones divergen rdpidamente mientas Py, (1) se acerca a P, (1), por otra
parte el diagrama de estabilidad figura 3.3 (c¢) puede dividirse en tres regiones
interesantes, la primera en un intervalo 0 < P, (1) < 0,55 los puntos estaciona-
rios en esta regién son bioldgicamente aceptables (todas las poblaciones tienen
tamafos entre 0 y 1), ademds son nodos estables, la segunda regién esta carac-
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terizada por el intervalo 0,55 < Py(l) < 0,79 en la cual también se tienen nodos
estables; sin embargo, son biolégicamente inaccesibles pues u; < 0y us < 0. La
ultima regién 0,81 < P, (1) < 0,97 contiene estacionarios negativos y mayores a
uno (inaccesibles para cualquier poblacién) que ademds son puntos silla.

4.2. Simulaciones numeéricas

Para comprobar que ocurre con los estacionarios consideramos la solucién
numérica del sistema, para obtener informacién significativa de las simulaciones
consideramos la combinacién de la evolucién de los pardmetros Py(1) y v, a
continuacion en la figura 3.4 se muestran algunos de los resultados obtenidos
mediante la resolucién numérica, en Python, del sistema adimensional (3.3)-
(3.6).

La evolucién de los estacionarios, segin se muestra en la figura 3.4, esta

i . . 3! P .
intimamente relacionado con el cociente — que en términos de las variables
)

- B . . .
originales es ﬁ—, notemos que cuando este cociente es “lejano” a 1 (por arriba
Y

o por abajo) el sistema denota una fuerte tendencia a la extincién de alguna
de las dos especies. Como se menciono anteriormente la estabilidad de los dos
primeros estacionarios depende de una correcta elecciéon de los pardmetros ori-
ginales By, By, Y« ¥ 7y, este hecho fue corroborado pues la soluciéon numérica
nos conduce a este resultado como se muestra en la figura 3.4 (1). Asimismo

para L] figuras 3.4 (e)-(j), la regién en la que P,(1) es lejano al valor de
v

P,(1) i?ldica perfiles similares a los obtenidos para el cuarto estacionario. Final-
mente para las regiones que se encontraban restringidas para los estacionarios
observamos que existen equilibrios estables, los cuales tienen poblaciones mas
uniformes, lo que es de esperarse pues las distribucién de nicho son similares.
En general la evolucién de P, (1) muestra una clara posibilidad de coexistencia
de especies en todos los casos mostrados en la figura 3.4, solo en casos extremos
las poblaciones se vuelven criticas llegando a la extincién, lo cual es consistente
con el hecho de que una diferencia “grande” en la tasa de natalidad de dos espe-
cies determina fuertemente el establecimiento y extincién de las dos poblaciones.

Cabe destacar que se observa que hay coexistencia cuando P, (1) esta aleja-
do del valor P,(1) = 0,6, indicando la reduccién de competencia interespecifica
para cuando las especies difieren es su nicho. Es decir, cuando ambas especies
tienen las mismas preferencias y por lo tanto la misma distribucién de nicho
P,(1) = Py(1), la especie méas débil “u” tiende a extinguirse o bien a reducir
su poblacién. Por otro lado, si su nicho no es el mismo, su poblacién aumenta
como resultado de la disminucién de competencia inter-especifica. Notamos que
la poblacién “v” que representa la especie dominante cuando las especies tienen
nichos idénticos no es necesariamente dominante con respecto a todos los recur-
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Figura 3.4 Evolucién de los puntos estacionarios, donde las figuras de (a) a (1) corres-
ponden a v = 1,16, vo = 1,17, vo = 1,18, vp = 1,19, vo = 1,20, v2 = 1,21,1p = 1,22,
ve = 1,23, vo = 1,24, v = 1,25, 12 = 1,30, v2 = 1,40 respectivamente. El resto de los
pardmetros se ha fijado como ¢ = 1,0, v = 1,0, P,(1) = 0,6, Px(2) = 04,11 =12y
las condiciones iniciales u; = ugs = vi = v2 = 0,6
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sos y por lo tanto su poblacién disminuye. Es decir, la dominancia de las especies
es con respecto a cada recurso. El conjunto de sus aptitudes “locales” en cada
recurso da a las especies su aptitud global. Sin embargo, las inhomogeneidades
en la dominancia con respecto a los recursos puede propiciar la coexistencia de
especies cuando comparten un nicho amplio.

Ahora que hemos hecho un anélisis general de las bifurcaciones observables
resulta interesante llevar a cabo un diagrama que complete el panorama que se
observo bajo las restricciones del cuarto estacionario. Este diagrama se muestra
en la figura 3.5 (a), el cual en un intervalo P,(1) < 0,5 nos remite al caso del
cuarto estacionario, después de pasar esta regién nos conduce a un nuevo esta-
cionario en el que la coexistencia se mantiene, hasta que finalmente para Py(1)
cercano a 1 la especie v se extingue.
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Figura 3.5 (a) Bifurcacién y (b) tamafio completo de las poblaciones finales, donde
Py(1) =0,8, Px(2) =0,2¢ =09, 11 =15, v» = 1,2,y = 0,8 y condiciones iniciales
u1(0) = 0,5, u2(0) = 0,5, v1(0) = 0,2, v2(0) = 0,1.

En marcado contraste con los diagramas de bifurcacién anteriores figura 3.4
(a)-(1) en este caso figura 3.5 (a) la distribucién de nicho de u es marcadamente
desigual para el recurso 1, del cual gusta la mayor parte de la poblacién y el
recurso 2, del cual disfrutan pocos individuos, esto tiene un fuerte impacto en
el establecimiento de las poblaciones. Primero notemos como la poblacién us
siempre mantiene un tamano “pequeno” a pesar de que se aligere la compe-
tencia, es decir cuando P,(1) es grande. En segundo lugar el hecho de que la
competencia se mantenga relativamente ligera para vy en la regién P, (1) < 0,8
ayuda al establecimiento de una poblaciones relativamente grande. Finalmente
para Py(1) > 0,8 “u” se convierte en la especie dominante.

Todas las graficas que hemos analizado hasta el momento nos refieren al
estado final del sistema. Con la intencién de poder visualizar el desarrollo de las
poblaciones hemos simulado la evolucién del sistema adimencional (3.3)-(3.6).
Para ello nos hemos inspirado del diagrama de bifurcacién figura 3.5 (a), el
cual nos ha ayudado a seleccionar la distribuciéon de nicho para cada caso que
deseamos mostrar. En la figura 3.6 (a) hemos seleccionado una configuracién
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tal que la especie u tiene una fuerte preferencia por el recurso 1, mientras que
la especie v la tiene por el recurso 2, es notable el hecho de que esta “baja”
competencia ha permitido el establecimiento de poblaciones con un tamano
significativo, u; y ve, permitiendo también el establecimiento de us y vi. El
resto de figuras 3.6 (b)-(d) no comparten el establecimiento de dos poblaciones
tan parecidas en tamano, en ellas observamos como alguna de las poblaciones
ug para la figura 3.6 (b); vy para la figura 3.6 (c¢) o bien u; para la figura 3.6
(d), siempre tiene un tamarfio significativamente mayor, esto nos indica el fuerte
papel que juega el solapamiento nichos al volver la competencia mas fuerte para
los consumidores de un recurso limitado, ocasionando que la especie con mayor
dominancia sea la mejor establecida.
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Figura 3.6 Simulacién de la dindmica poblacional del sistema adimensional donde las
condiciones son (a) Py(1) = 0,2 u1(0) = 0,25, u2(0) = 0,9, v1(0) = 0,08, v2(0) = 0,25,
(b) Py(1) = 0,43 u1(0) = 0,1, u2(0) = 0,05, v1(0) = 0,2, v2(0) = 0,3, (c¢) P,(1) = 0,72
u1(0) = 0,1, u2(0) = 0,05, v1(0) = 0,35, v2(0) = 0,5 y (a) Py(1) = 0,82 u1(0) = 0,3,
u2(0) = 0,12, v1(0) = 0,05, v2(0) = 0,06, el resto de pardmetros se mantuvieron fijos
en todos las simulaciones en P,(1) =0,8, c=0,9, 11 = 1,5, v = 1,2,y = 0,8.
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Conclusiones

En este trabajo hemos realizados una revisiéon exhaustiva de la dindmica de
poblaciones ecoldgicas, los tipos de interacciones y las caracteristicas de su evo-
lucién. Inspirados por la que, segin el ecélogo Canadiense Robert MacArtur,
es la interaccién bidtica mas fundamental hemos construido un modelo de dos
especies en competencia con nichos solapados, considerando tanto la competen-
cia interespecifica como la intraespecifica. Finalmente hemos encontrado cuatro
puntos estacionarios, el primero que discutimos describe las condiciones bajo
las cuales ambas especies se extinguen, el segundo y el tercero refiere al caso
en el que una especie se extingue mientras que la otra subsiste, el cuarto punto
explica bajo que condiciones la coexistencia de ambas especies es posible.

Con el andlisis del modelo propuesto se pudo concluir que la variacién de
nicho si puede propiciar, para algunos casos, la coexistencia de especies. En gene-
ral, si una especie con aptitud débil se encuentra en competencia con una especie
con actitud fuerte y la débil exhibe una variacién de nicho, la competencia inter-
especifica puede reducirse si su nueva preferencia no es altamente preferida por
la especie dominante. Incluso se observo que debido a la competencia por este
nuevo recurso, los individuos de la especie dominante que prefieren este recurso
se ven disminuidos. Esto es debido a que la especie dominante globalmente, no
es dominante con respecto a este recurso secundario.
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