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Introducción

Los conceptos de ecuación adjunta, matriz transpuesta y operador adjun-

to emergen de manera natural en el estudio de las soluciones de ecuaciones

diferenciales ordinarias y de formas cuadráticas [5][10], aunque no necesaria-

mente con esos nombres, y como instrumentos para el estudio de esos, no

como un área de investigación propia. Todav́ıa, Fredholm, en el estudio de

las soluciones de ecuaciones integrales, define el concepto de operador adjun-

to ligado a ciertos espacios de funciones. Fueron Banach y Schauder quienes

introducen el concepto de operador adjunto en el marco abstracto de los es-

pacios normados. También, de manera independiente, Hildebrant definió el

concepto de operador adjunto [17][6].

Von Newmann y Stone inician el estudio sistemático de operadores ad-

juntos no acotados [3]. Para los problemas teóricos y de aplicaciones fue

necesario ampliar el marco abstracto a otro tipo de espacios y a operadores

lineales no necesariamente acotados. Actualmente es una área de investiga-

ción independiente, fruct́ıfera y con muchas aplicaciones tanto teóricas como

prácticas [8][16].

Para el estudio del concepto de operador adjunto, desarrollamos esta tesis de

la siguiente manera:

Primer caṕıtulo.

Se tiene un repaso de algunos conceptos y resultados básicos de Álgebra Li-

neal, Espacios métricos, Espacios normados y Espacios con producto interno

que usaremos en los caṕıtulos posteriores y que nos facilitarán el desarrollo

de este trabajo.

Segundo caṕıtulo.

Repasamos algunos conceptos fundamentales de matrices que nos permiten

entender el concepto de matriz adjunta, dicho concepto tiene una propiedad

fundamental que nos será de utilidad para formular la alternativa de Fred-

holm. Además, análogamente a las matrices finitas intentar generalizar estos

conceptos desde la perspectiva de las matrices infinitas y mostrando la nece-
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sidad de formular dichos resultados en espacios más generales, de lo cual nos

ocuparemos en el siguiente caṕıtulo.

Tercer caṕıtulo.

Finalmente, trabajamos el concepto de operador adjunto en espacios de Hil-

bert, tomando como gúıa el segundo caṕıtulo de esta tesis.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

En este caṕıtulo daremos algunas definiciones y teoremas básicos de Álge-

bra Lineal, revisaremos algunos conceptos y resultados que necesitaremos en

los siguientes caṕıtulos de tal forma que la tesis tenga una lectura sencilla.

1.1. Espacios vectoriales

Definición 1.1. Un espacio vectorial V sobre un campo K es un conjunto

no vaćıo, en el que están definidas dos operaciones llamadas adición y multi-

plicación por escalares, respectivamente, tales que para cualesquiera x, y ∈ V ,

x + y ∈ V , y para cada k ∈ K y cada x ∈ V , kx ∈ V , con las siguientes

propiedades:

1. (Ley conmutativa) Para todo x, y ∈ V , x+ y = y + x.

2. (Ley asociativa) Para todo x, y, z ∈ V , (x+ y) + z = x+ (y + z).

3. (Existencia de elemento cero) Existe un elemento en V , denotado con

el śımbolo 0, tal que para todo x ∈ V , x+ 0 = x.

4. (Existencia de elementos opuestos) Para cada x ∈ V , existe un y ∈ V
tal que x+ y = 0.
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2 Preliminares

5. (Existencia de elemento idéntico) Para cada x ∈ V , 1x = x.

6. (Ley asociativa) Para cada k, l ∈ K y cada x ∈ V , (kl)x = k(lx).

7. (Ley distributiva para la adición en V ) Para cada k ∈ K y cada x, y ∈
V , k(x+ y) = kx+ ky.

8. (Ley distributiva para la adición en K) Para cada k, l ∈ K y cada

x ∈ V , (k + l)x = kx+ lx.

Los elementos del campo K se llaman escalares y los elementos del espacio

vectorial V vectores. En lo que sigue en esta tesis, K denotará el campo C
de los números complejos o el campo R de los números reales.

Observación 1.1. La unicidad del elemento cero y de elementos opuestos

se deduce fácilmente de la definición 1.1.

Definición 1.2. Sean m,n ∈ N. Una matriz A de orden m× n con valores

de un campo K es un arreglo rectangular de la forma

A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...

am1 am2 · · · amn

 ,

donde cada aij ∈ K se llama entrada. Además (ai1, ai2, . . . , ain) es el i-ésimo

renglón de la matriz A y se considera un vector renglón en Kn, mientras

que (a1j, a2j, . . . , amj) es la j-ésima columna de la matriz A y se considera

a menudo como un vector columna en Km. Algunas veces escribiremos en

forma abreviada la matriz como A = (aij). Además, si el número de renglones

es igual al numero de columnas de una matriz, ésta se llama matriz cuadrada.

Ejemplo 1.1. El conjunto de todas las matrices de orden m×n con entradas

de un campo K es un espacio vectorial, denotado por Mm×n(K), con las

siguientes operaciones: para cada A,B ∈Mm×n(K) y c ∈ K,

A+B = (a+ b)ij = (aij + bij)
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y

cA = c(aij) = (caij)

para 1 ≤ i ≤ m y 1 ≤ j ≤ n.

Ejemplo 1.2. Sea

Cn = {(a1, . . . , an) | a1, . . . , an ∈ C}.

Sean u = (a1, . . . , an), v = (b1, . . . , bn) ∈ Cn, tenemos que u = v si y sólo

si a1 = b1, . . . , an = bn. Además, este conjunto es un espacio vectorial sobre

C con las siguientes operaciones: si u = (a1, . . . , an), v = (b1, . . . , bn) ∈ Cn y

c ∈ C, entonces

u+ v = (a1 + b1, . . . , an + bn)

y

cu = (ca1, . . . , can).

Los vectores en Cn también se pueden escribir como vectores columna
a1

a2
...

an


Ejemplo 1.3. Sea KN = {{xn} | para cada n ∈ N, xn ∈ K}. Con las

operaciones usuales de suma de sucesiones y la multiplicación de una sucesión

por un escalar KN es un espacio vectorial.

El siguiente ejemplo podemos considerarlo como una generalización del

ejemplo 1.2 y debemos prestarle atención especial pues tendrá un papel im-

portante en el desarrollo de esta tesis.

Ejemplo 1.4. Sea

`2 =

{
{xn}∞n=1 | para cadan ∈ N, xn ∈ C y

∞∑
n=1

|xn|2 <∞

}
.
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Usaremos la notación {xn} ó (x1, x2, ...) para denotar una sucesión cuyo n-

ésimo termino es xn.

Además, para x = {xn}, y = {yn} ∈ `2 y λ ∈ C definimos

x+ y = {xn + yn}

y

λx = {λxn}.

Con estas operaciones ver ([19] ejemplo 2.1.3), `2 es un espacio vectorial.

Ejemplo 1.5. Sea c = {{xn} ∈ KN | ĺımn→∞ xn existe}. Con las operaciones

usuales de suma de sucesiones y la multiplicación de una sucesión por un

escalar, c es un espacio vectorial.

Ejemplo 1.6. Sea co = {{xn} ∈ c | ĺımn→∞ xn = 0}. Con las operaciones

usuales de suma de sucesiones y la multiplicación de una sucesión por un

escalar, c0 es un espacio vectorial.

Ejemplo 1.7. Sea c00 = {{xn} ∈ c | existe k ∈ N tal que para cada n ≥
k, xn = 0}. Con las operaciones usuales de suma de sucesiones y la multipli-

cación de una sucesión por un escalar, c00 es un espacio vectorial.

Ejemplo 1.8. Sea X un conjunto no vaćıo. Sea KX = {f : X → K |
f es función} . Con las operaciones usuales de suma de funciones y multipli-

cación de una función por un escalar, KX es un espacio vectorial.

Ejemplo 1.9. Sea B(X,K) = {f ∈ KX | f es acotada en X} . Con las

operaciones usuales de suma de funciones y multiplicación de una función

por un escalar, B(X,K) es un espacio vectorial.

Ejemplo 1.10. Sea B([a, b], K) = {f ∈ K [a,b] | f es acotada en [a,b]} . Con

las operaciones usuales de suma de funciones y multiplicación de una función

por un escalar, B([a, b], K) es un espacio vectorial.

Definición 1.3. Sea V un espacio vectorial dado y sea W ⊆ V no vaćıo. Si

bajo las operaciones de V , W forma un espacio vectorial, entonces W es un

subespacio vectorial de V .
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Observación 1.2. Para ver que W es un subespacio vectorial de V basta

demostrar que W es no vaćıo y, si w1, w2 ∈ W y k1, k2 ∈ K, entonces k1w1 +

k2w2 ∈ W .

Definición 1.4. Sea V un espacio vectorial y S ⊆ V no vaćıo. Un vector

v ∈ V es una combinación lineal de vectores de S si existen u1, . . . , un ∈ S y

k1, . . . , kn ∈ K tales que

v = k1u1 + . . .+ knun.

En este caso decimos que v es una combinación lineal de u1, . . . , un.

Definición 1.5. Sea S ⊆ V no vaćıo del espacio vectorial V . El generado

de S, denotado como gen(S), es el conjunto de todas combinaciones lineales

de vectores de S:

gen(S) = {k1u1 + . . .+ knun | ki ∈ K, ui ∈ S}.

Teorema 1.1. El generado de cualquier subconjunto no vaćıo S de un espa-

cio vectorial V , es un subespacio de V . Más aún, cualquier subespacio de V

que contenga a S debe contener al gen(S).

Demostración. Si x, y ∈ gen(S), entonces existen k1, . . . , kn, l1, . . . , lm ∈ K y

u1, . . . , un, v1, . . . , vm ∈ S tales que

x = k1u1 + . . .+ knun

y

y = l1v1 + . . .+ lmvm.

Luego para α, β ∈ K,

αx+ βy = α(k1u1 + . . .+ knun) + β(l1v1 + . . .+ lmvm)

= (αk1)u1 + . . .+ (αkn)un + (βl1)v1 + . . .+ (βlm)vm.
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Luego αx+ βy ∈ gen(S). Por lo tanto gen(S) es un subespacio de V .

Ahora, sea W un subespacio arbitrario de V tal que contiene a S. Sea w ∈
gen(S), entonces existen k1, . . . , kt ∈ K y w1, . . . , wt ∈ S tales que

w = k1w1 + . . .+ ktwt.

Ya que S ⊆ W , tenemos que w ∈ W . Se sigue que gen(S) ⊆ W .

Definición 1.6. Sea S ⊆ V . S genera al espacio vectorial V si gen(S) = V .

En este caso decimos que los vectores de S generan a V .

Definición 1.7. Un conjunto {v1, . . . , vn} ⊆ V es linealmente dependiente,

si existen k1, . . . , kn ∈ K, no todos cero, tales que

k1v1 + . . .+ knvn = 0.

En caso contrario se dice que {v1, . . . , vn} es linealmente independiente.

Definición 1.8. Un subconjunto S ⊆ V es linealmente dependiente si existe

{v1, . . . , vm} ⊆ S linealmente dependiente; en caso contrario, S es linealmen-

te independiente.

Teorema 1.2. Sea V un espacio vectorial, y sean S1 ⊆ S2 ⊆ V . Si S1 es

linealmente dependiente, entonces S2 es linealmente dependiente.

Demostración. Como S1 es linealmente dependiente, existe {u1, . . . , ut} ⊆ S1

y k1, . . . , kt ∈ K no todos cero tales que

k1u1 + . . .+ ktut = 0.

Como S1 ⊆ S2, se sigue que u1, . . . , ut ∈ S2 y k1, . . . , kt ∈ K no todos cero

tales que k1u1 + . . .+ ktut = 0, es decir, S2 es linealmente dependiente.

Corolario 1.1. Sea V un espacio vectorial, y sean S1 ⊆ S2 ⊆ V . Si S2 es

linealmente independiente, entonces S1 es linealmente independiente.
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Demostración. Supongamos que S1 es linealmente dependiente, entonces por

el Teorema 1.2, S2 es linealmente dependiente, pero esto es una contradicción

pues S2 es linealmente independiente.

Teorema 1.3. Sean V un espacio vectorial y S ⊆ V linealmente indepen-

diente. Si v ∈ V es tal que v /∈ S, entonces S∪{v} es linealmente dependiente

si y sólo si v ∈ gen(S).

Demostración. Supongamos que S∪{v} es linealmente dependiente, entonces

existe {u1, . . . , un} ⊆ S ∪ {v} y k1, . . . , kn ∈ K no todos cero tales que

k1u1 + . . .+ knun = 0. Tenemos que si u1, . . . , un ∈ S, como S es linealmente

independiente k1 = . . . = kn = 0, contradiciendo que k1, . . . , kn son no

todos cero. Aśı, uno de los ui es v, digamos u1 = v y k1 6= 0. Luego de

k1v + . . .+ knun = 0, se sigue que

v = k−11 (−k2u2 − . . .− knun) = −(k−11 k2)u2 − . . .− (k−11 kn)un.

Tenemos que v es una combinación lineal de u2, ..., un ∈ S. Por lo tanto,

v ∈ gen(S).

Ahora, supongamos que v ∈ gen(S). Entonces existen v1, . . . , vm ∈ S y

k1, . . . , km ∈ K tales que v = k1v1 + . . .+ kmvm. Aśı,

0 = k1v1 + . . .+ kmvm + (−1)v.

Ya que vi 6= v para cada i = 1, . . . ,m y los coeficientes en esta combinación

lineal no todos son cero, por lo tanto {v1, . . . , vm, v} es linealmente depen-

diente. Aśı, {v1, . . . , vm, v} ⊆ S ∪ {v}, entonces por el Teorema 1.2, S ∪ {v}
es linealmente dependiente.

Definición 1.9. Una base β para un espacio vectorial V es un subconjunto

linealmente independiente de V que genera a V . Si β es una base para V ,

también decimos que los vectores de β forman una base para V .
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En [18] se demuestra que todo espacio vectorial diferente del trivial tie-

ne una base. Además, tenemos que considerar que las bases en un espacio

vectorial no necesariamente son finitas. En esta tesis estamos interesados

principalmente en espacios vectoriales que tienen bases no finitas.

Teorema 1.4. Sea V un espacio vectorial. Decimos que β = {u1, . . . , un} ⊆
V es una base para V si y sólo si cada v ∈ V se expresa de manera única

como una combinación lineal de los vectores de β, esto es, se representa por

v = k1u1 + . . .+ knun

para los escalares únicos k1, . . . , kn.

Demostración. Supongamos que β es una base para V . Sea v ∈ V , entonces

v ∈ gen(β) = V . Entonces v es una combinación lineal de los vectores de β.

Supongamos que

v = k1u1 + . . .+ knun

y

v = l1u1 + . . .+ lnun

son dos representaciones de v. Se sigue que

0 = (k1 − l1)u1 + . . .+ (kn − ln)un.

Ya que β es linealmente independiente, se tiene que k1−l1 = . . . = kn−ln = 0.

Luego, k1 = l1, . . . , kn = ln. Por lo tanto v tiene una representación única

como combinación de los vectores de β.

Ahora, supongamos que cada v ∈ V se expresa de forma única como com-

binación de los vectores de β. Por esto, se sigue que gen(β) = V . Resta

demostrar que β es linealmente independiente, sean k1, . . . , kn ∈ K tales que

k1u1 + . . .+ knun = 0,

pero el vector 0 también lo podemos expresar como

0 = 0u1 + . . .+ 0un.
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Entonces ya que la representación de los vectores de V como combinación

lineal de los de β es única, se tiene que k1 = . . . = kn = 0, es decir, β es

linealmente independiente. Por lo tanto β es una base para V .

Teorema 1.5. Si un espacio vectorial V es generado por un conjunto finito

S, entonces algún subconjunto de S es una base para V . Por lo tanto V tiene

una base finita.

Demostración. Supongamos que S tiene un vector diferente de cero, diga-

mos u1, entonces {u1} es linealmente independiente. Elegimos los vectores

u2, . . . , uk ∈ S tales que

β = {u1, u2, . . . , uk}

sea linealmente independiente y si adjuntamos a β cualquier vector en S que

no este en β obtengamos un conjunto linealmente dependiente. Afirmamos

que β es una base para V . Por construcción β es linealmente independiente,

resta demostrar que β genera a V . Para esto, demostremos que S ⊆ gen(β).

Sea v ∈ S. Si v ∈ β, entonces v ∈ gen(β). Si v /∈ β, la construcción anterior

muestra que β∪{v} es linealmente dependiente, entonces por el Teorema 1.3,

v ∈ gen(β). Aśı, S ⊆ gen(β), luego por el Teorema 1.1, gen(S) es subespacio

del gen(β), entonces gen(β) = V , es decir, β genera V . Por lo tanto β es

base para V .

Teorema 1.6. Sea V un espacio vectorial generado por un conjunto G que

contiene exactamente n vectores, y sea L un subconjunto linealmente inde-

pendiente de V que contiene exactamente m vectores, entonces m ≤ n y

existe un subconjunto H de G que contiene exactamente n−m vectores tales

que L ∪H genera a V .

Demostración. La demostración es por inducción matemática sobre m. Sea

m = 0; en este caso L = ∅, y tomamos H = G para obtener el resultado.
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Ahora, supongamos que el teorema es verdadero para algún enterom > 0. De-

mostraremos que el teorema es verdadero para m+1. Sea L = {v1, . . . , vm+1}
un subconjunto linealmente independiente de V que consiste de m+ 1 vecto-

res. Por el Corolario 1.1, {v1, . . . , vm} es linealmente independiente, aplicando

la hipótesis de inducción, m ≤ n y existe un subconjunto {u1, . . . , un−m} de

G tal que

{v1, . . . , vm} ∪ {u1, . . . , un−m}

genera a V . Entonces como vm+1 ∈ V , existen k1, . . . , km, l1, . . . , ln−m ∈ K

tales que

k1v1 + . . .+ kmvm + l1u1 + . . .+ ln−mun−m = vm+1.

Notemos que algún li, digamos l1 es distinto de cero, pues en caso contrario

vm+1 = k1v1 + . . .+ kmvm.

Luego

k1v1 + . . .+ kmvm + (−1)vm+1 = 0,

es decir, L es linealmente dependiente, pero esto contradice que L es lineal-

mente independiente. Entonces

u1 = (−l−11 k1)v1 + . . .+ (−l−11 km)vm+

+(l−11 )vm+1 + (−l−11 l2)u2 + . . .+ (−l−11 ln−m)un−m.

Sea H = {u2, . . . , un−m}. Entonces u1 ∈ gen(L ∪H). Como v1, . . . , vm, u2,

. . . , un−m ∈ gen(L ∪H), se sigue que

{v1, . . . , vm, u1, u2, . . . , un−m} ⊆ gen(L ∪H).

Ya que {v1, . . . , vm, u1, u2, . . . , un−m} genera a V , entonces por el Teorema 1.1,

gen(L∪H) = V . Ya que H es un subconjunto de G que contiene (n−m)−1 =

n− (m+ 1) vectores, el teorema es verdadero para m+ 1. Esto completa la

inducción.
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Corolario 1.2. Sea V un espacio vectorial que tiene una base finita, entonces

toda base de V contiene el mismo número de elementos.

Demostración. Supongamos que β es una base finita para V que contiene

exactamente n vectores y sea γ cualquier otra base para V . Si γ contiene

más de n vectores, entonces podemos seleccionar un subconjunto S de γ que

contiene exactamente n+ 1 vectores. Ya que S es linealmente independiente

y β genera a V , entonces por el Teorema 1.6 n + 1 ≤ n, pero esto es una

contradicción. Entonces γ es finito y el número m de vectores en γ satisface

que m ≤ n. Utilizando un argumento similar, se obtiene que n ≤ m. Por lo

tanto n = m.

El Corolario 1.2 se demuestra en [18] para espacios vectoriales arbitrarios,

es decir, dado un espacio vectorial V , entonces cualesquiera dos bases para

V tienen la misma cardinalidad.

Definición 1.10. Un espacio vectorial es de dimensión finita si tiene una

base finita. El número de vectores en cada base para V se llama dimensión

de V y se denota por dim(V ). Un espacio vectorial que no es de dimensión

finita es de dimensión infinita.

Corolario 1.3. Sea V un espacio vectorial de dimensión n.

1. Cualquier conjunto finito que genera a V que contenga exactamente n

vectores es una base para V .

2. Cualquier subconjunto linealmente independiente de V que contiene

exactamente n vectores es una base para V .

3. Cada subconjunto linealmente independiente de V puede ser extendido

a una base para V .

Demostración. Como V es de dimensión n, tenemos que V tiene una base β

con n vectores.
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1. Sea G un conjunto finito que genera a V que contenga exactamente

n vectores. Por el Teorema 1.5, algún subconjunto H de G es una

base para V . El Corolario 1.2, implica que H contiene exactamente

n vectores. Ya que G contiene exactamente n vectores, se sigue que

H = G, aśı que G es base para V .

2. Sea L un subconjunto linealmente independiente de V que contiene

exactamente n vectores. Resta demostrar que L genera a V . Aśı, β

genera a V y L es un subconjunto linealmente independiente de V ,

entonces por el Teorema 1.6, tenemos que existe un subconjunto H de

β con n− n = 0 vectores tales que L∪H genera a V . Entonces H = ∅
y L ∪H = L genera a V . Se tiene que L genera a V .

3. Sea L un subconjunto linealmente independiente de V que contiene m

vectores, además, como β genera a V , entonces por el Teorema 1.6,

existe un subconjunto H de β con exactamente n − m vectores tales

que L∪H genera a V . Aśı, L∪H contiene al menos n vectores, entonces

por 1. tenemos que L ∪H es una base para V .

Observación 1.3. Del Corolario 1.3, vemos que una base β de un espacio

vectorial V es un conjunto máximo linealmente independiente, es decir, β

es un conjunto linealmente independiente y cualquier subconjunto de V que

contenga propiamente a β es linealmente dependiente.

Teorema 1.7. Sea W un subespacio de un espacio vectorial de dimensión

finita V . Entonces W es de dimensión finita y dim(W ) ≤ dim(V ). Más aún,

si dim(W ) = dim(V ), entonces V = W .

Demostración. Sea dim(V ) = n. Si W = {0}, entonces W es de dimensión

finita y dim(W ) = 0 ≤ n. De otra manera, W contiene un vector distinto de

cero digamos x1; aśı, {x1} es un conjunto linealmente independiente. Conti-

nuando con este proceso, encontramos x1, . . . , xk ∈ W tales que {x1, . . . , xk}
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es linealmente independiente, donde k ≤ n = dim(V ) y para cada w ∈ W

tal que w /∈ {x1, . . . , xk}, el conjunto {x1, . . . , xk} ∪ {w} es linealmente de-

pendiente. Luego {x1, . . . , xk} es una base de W . Entonces W tiene una base

finita que contiene no más de n elementos; esto es, dim(W ) = k ≤ n.

Si dim(W ) = n = dim(V ), entonces cualquier base β para W consiste de

exactamente n vectores. Por el Corolario 1.3, β es también una base para V ;

aśı V = gen(β) = W .

Corolario 1.4. Si W es un subespacio de un espacio vectorial V de dimen-

sión finita, entonces cualquier base para W se puede extender a una base para

V .

Demostración. Sea S una base para W . Ya que S es un subconjunto lineal-

mente independiente de V , por el Corolario 1.3, S puede ser extendido a una

base para V .

1.2. Transformaciones lineales

En la presente sección, hablaremos de las transformaciones lineales, las

cuales son funciones entre espacios vectoriales, que no alteran a las combina-

ciones lineales. Es decir, las transformaciones lineales conservan las operacio-

nes estructurales en un espacio vectorial y esta es la razón de su importancia.

Definición 1.11. Sean V y W espacios vectoriales sobre K. Llamamos una

función T : V −→ W un operador lineal o transformación lineal de V a W

si para todo v1, v2 ∈ V y k ∈ K, se cumple que

1. T (v1 + v2) = T (v1) + T (v2)

2. T (cv1) = cT (v1).
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Definición 1.12. Sean V y W espacios vectoriales, y sea T : V −→ W una

transformación lineal. Definimos el kernel de T denotado por ker(T ) como

ker(T ) = {v ∈ V | T (v) = 0}.

Definimos la imagen de T denotada por ImT como

Im(T ) = {T (v) | v ∈ V }.

Teorema 1.8. Sean V y W espacios vectoriales y T : V −→ W una trans-

formación lineal, entonces ker(T ) y Im(T ) son subespacios de V y W , res-

pectivamente.

Demostración. Sean v1, v2 ∈ ker(T ) y α, β ∈ K, como T (αv1 + βv2) =

αT (v1) + βT (v2) = α0 + β0 = 0, luego αv1 + βv2 ∈ ker(T ). Por lo tanto,

ker(T ) es un subespacio de V . Ahora, sean w1, w2 ∈ Im(T ) y α, β ∈ K,

entonces existen v1, v2 ∈ V tales que T (v1) = w1 y T (v2) = w2, luego

αw1 + βw2 = αT (v1) + βT (v2) = T (αv1 + βv2) ∈ Im(T ). Por lo tanto,

Im(T ) es un subespacio de W .

Teorema 1.9. Sean V y W espacios vectoriales, y T : V −→ W una

transformación lineal. Si β = {v1, . . . , vn} es una base para V , entonces

Im(T ) = gen(T (β)) = gen({T (v1), . . . , T (vn)}).

Demostración. Tenemos que T (vi) ∈ Im(T ) para cada i = 1, . . . , n. Ya que

Im(T ) es un subespacio de W , entonces por el Teorema 1.1,

gen({T (v1), . . . , T (vn)}) ⊆ Im(T ).

Ahora, sea w ∈ Im(T ), luego existe un v ∈ V tal que w = T (v). Como β es

una base para V , tenemos que existen k1, . . . , kn ∈ K tales que

v = k1v1 + . . .+ knvn.

Además como T es lineal, entonces

w = T (v) = k1T (v1) + . . .+ knT (vn).
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Por lo tanto, w ∈ gen(T (β)).

Definición 1.13. Sean V y W espacios vectoriales, y sea T : V −→ W una

transformación lineal. Si ker(T ) y Im(T ) son de dimensión finita, entonces

definimos la nulidad de T , denotado por nul(T ) como

nul(T ) = dim (ker(T ))

y el rango de T , denotado por rang(T ) como

rang(T ) = dim (Im(T )).

Teorema 1.10. Sean V y W espacios vectoriales, y sea T : V −→ W una

transformación lineal. Si V es de dimensión finita, entonces

nul(T ) + rang(T ) = dim(V ).

Demostración. Supongamos que dim(V ) = n, dim (ker(T )) = t y sea {v1, . . . , vt}
una base para ker(T ). Por el Corolario 1.4, podemos extender {v1, . . . , vt} a

una base β = {v1, . . . , vn} para V . Afirmamos que S = {T (vt+1), . . . , T (vn)}
es una base para Im(T ). Primero demostremos que S genera Im(T ). Por el

Teorema 1.9 y como para cada 1 ≤ i ≤ t, T (vi) = 0, tenemos que

Im(T ) = gen({T (vt+1), . . . , T (vn)}) = gen(S).

Ahora, demostremos que S es linealmente independiente. Sean bt+1, . . . , bn ∈
K tales que

n∑
i=t+1

biT (vi) = 0.

Como T es lineal, se sigue que

T

(
n∑

i=t+1

bivi

)
= 0.
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Aśı
n∑

i=t+1

bivi ∈ ker(T ).

Entonces existen c1, . . . , ct ∈ K tales que

n∑
i=t+1

bivi =
t∑

i=1

civi.

Luego
t∑

i=1

(−ci)vi +
n∑

i=t+1

bivi = 0.

Ya que β es una base para V , bi = 0 para toda i = t + 1, . . . , n. Entonces

rang(T ) = n− t.

Teorema 1.11. Sean V y W espacios vectoriales sobre K, y supongamos que

{v1, . . . , vn} es una base para V . Para w1, . . . , wn ∈ W , existe exactamente

una transformación lineal T : V −→ W tal que T (vi) = wi para i = 1, . . . , n.

Demostración. Sea v ∈ V . Entonces existen únicos k1, . . . , kn ∈ K tales que

v =
n∑

i=1

kivi.

Definimos T : V −→ W por

T (v) =
n∑

i=1

kiwi.

Primero, T es lineal pues si u, v ∈ V y d ∈ K, entonces existen b1, . . . , bn, c1, . . . , cn ∈
K tales que

u =
n∑

i=1

bivi

y

v =
n∑

i=1

civi.
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Entonces

du+ v =
n∑

i=1

(dbi + ci)vi.

Aśı,

T (du+ v) =
n∑

i=1

(dbi + ci)wi = d

n∑
i=1

biwi +
n∑

i=1

ciwi = dT (u) + T (v).

Además, T (vi) = wi para i = 1, . . . , n. Resta demostrar que T es única,

en efecto, supongamos que U : V −→ W es una transformación lineal y

U(vi) = wi para i = 1, . . . , n. Entonces para v ∈ V con

v =
n∑

i=1

aivi,

tenemos que

U(v) =
n∑

i=1

aiU(vi) =
n∑

i=1

aiwi = T (v).

Entonces U = T .

Corolario 1.5. Sean V y W espacios vectoriales, y supongamos que V tiene

una base finita {v1, . . . , vn}. Si U, T : V −→ W son transformaciones lineales

tales que U(vi) = T (vi) para i = 1, . . . , n, entonces U = T .

Teorema 1.12. Existe una correspondencia uno a uno entre las transforma-

ciones lineales L : Km −→ Kn y las matrices de orden m× n con elementos

en el campo K.

Demostración. Ver [4], Teorema 2.

Definición 1.14. Sea A ∈Mm×n(K). Denotamos por LA la transformación

lineal LA : Kn −→ Km definida por LA(x) = Ax para cada vector columna

x ∈ Kn.

Definición 1.15. Si A ∈Mm×n(K), el rango de A, denotado como rang(A),

es el rango de la transformación lineal LA : Kn −→ Km
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Teorema 1.13. El rango de cualquier matriz es igual al máximo número de

sus columnas linealmente independientes; esto es, el rango de una matriz es

la dimensión del subespacio generado por sus columnas.

Demostración. Para cualquier A ∈Mm×n(K),

rang(A) = rang(LA) = dim(Im(LA)).

Sea β la base estándar de Kn. Entonces β genera a Kn, luego por el Teorema

1.9,

Im(LA) = gen(LA(β)) = gen({LA(e1), . . . , LA(en)}).

Para cada j, LA(ej) = Aej = aj donde aj es la j-ésima columna de A.

Entonces

Im(LA) = gen({a1, . . . , an}).

Aśı,

rang(A) = dim(Im(LA)) = dim(gen({a1, . . . , an})).

Corolario 1.6. Si A ∈ Mm×n(K), entonces el espacio de renglones y el

espacio de columnas de A tienen la misma dimensión.

Demostración. Ver [1] Teorema 12.

1.3. Espacios métricos

Definición 1.16. Sean X un conjunto diferente del vaćıo y d : X ×X → R
una función. Diremos que d es una métrica o una distancia en X, si para

cada x, y, z ∈ X, d cumple con las siguientes propiedades:

a) d(x, y) ≥ 0,

b) d(x, y) = 0, si y sólo si, x = y,

c) d(x, y) = d(y, x),
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d) d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z). (Desigualdad triangular)

A la pareja ordenada (X, d) le llamaremos espacio métrico. En general

diremos, simplemente espacio métrico X.

Ejemplos de métricas

a) Sea X un conjunto diferente del vaćıo. Consideremos d : X × X → R
definida como

d(x, y) =

1, si x 6= y,

0, si x = y.

d es una métrica sobre X y se le conoce como métrica discreta.

b) Sea X = R y consideremos d : R× R→ R definida como

d(x, y) = |x− y|

d es una métrica en R y se le conoce como la métrica usual.

c) Sean X = Rn, p ≥ 1 y consideremos dp : Rn × Rn → R definida como

dp(x, y) =

(
n∑

i=1

|xi − yi|p
) 1

p

, donde x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn),

dp es una métrica en Rn. Con esta métrica Rn se le denota por `p(n). Con

p = 2, d2, se le conoce como la métrica euclideana.

d) Sean X = {{xn}n∈N :
∑

n∈N |xn|p < ∞} , donde p ∈ R, p ≥ 1 fijo y

consideremos dp : X ×X → R definida como

dp(x, y) =

(∑
n∈N

|xn − yn|p
) 1

p

,

dp es una métrica en X. Con esta métrica X se le denota por `p.
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e) Sea X = Rn y consideremos d∞ : Rn × Rn → R definida como

d∞(x, y) = máx{|x1 − y1|, . . . , |xn − yn|},

d∞ es una métrica en Rn. Esta métrica se conoce como la métrica

uniforme y Rn con esta métrica se le denota por `∞(n).

f) Sea X = {{xn} | {xn} es una sucesión acotada de números reales} y con-

sideremos d∞ : X ×X → R definida como

d∞({xn}, {yn}) = sup{|xj − yj| | j ∈ N},

d∞ es una métrica en X. Esta métrica se conoce como la métrica del

supremo y X con esta métrica se le denota por `∞.

g) Sea X = C[a, b] = {f : [a, b] → R | f continua en [a, b]}, y consideremos

d∞ : X ×X → R definida como

d∞(f, g) = sup{|f(x)− g(x)| | x ∈ [a, b]},

d∞ es una métrica en X.

Definición 1.17. Sean X un espacio métrico, xo ∈ X y ε > 0 ,

a) la bola abierta con centro en xo y radio ε, denotado por B(xo, ε), es

el conjunto

B(x, ε) = {x ∈ X | d(xo, x) < ε}.

b) la bola cerrada con centro en xo y radio ε, denotado por B[xo, ε], es

el conjunto

B[x, ε] = {x ∈ X | d(xo, x) ≤ ε}.

Definición 1.18. Sean X un espacio métrico y A ⊂ X. Definamos la dis-

tancia del punto xo al subconjunto A como

d(xo, A) = ı́nf{d(xo, x) | x ∈ A}.
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Definición 1.19. Sea X un espacio métrico, x ∈ X y A ⊂ X.

a) x es un punto interior de A, si existe ε = εx > 0 tal que B(x, ε) ⊂ A.

El interior de A, denotado por int(A) ó
◦
A, es el conjunto de los puntos

interiores de A.

b) V = Vx es una vecindad de x, si x es un punto interior de V .

c) x es punto adherente de A, si para cada vecindad V = Vx de x se tiene

que V ∩A 6= ∅. Esta definición es equivalente a: x es punto adherente de

A, si para cada ε > 0, B(x, ε) ∩ A 6= ∅. La cerradura del conjunto A,

denotada por A, es el conjunto formado por todos los puntos adherentes

de A.

Definición 1.20. Sea X un espacio métrico. Una sucesión en X es una

función f : N→ X; es decir, una función cuyo dominio es el conjunto de los

naturales y su codominio es el espacio métrico X.

Denotaremos una sucesión en X, como {xn}, (xn) o {x1, · · · , xn, · · · }

Definición 1.21. Sea X un espacio métrico. Una sucesión {xn} ∈ X es

una sucesión convergente en X, si existe x ∈ X tal que para cada ε > 0,

existe k = k(ε) ∈ N, tal que d(xn, x) < ε si n ≥ k.

Diremos también que {xn} converge a x.

Una sucesión que no es convergente se llama divergente.

Teorema 1.14. Sea X un espacio métrico. Una sucesión {xn} ∈ X puede

tener a lo más un ĺımite.

Si {xn} converge a x, escribiremos xn −→
n→∞

x ó simplemente xn → x o

ĺımn→∞ xn = x.

Definición 1.22. Sea X un espacio métrico. Una sucesión {xn} ∈ X se dice

que es acotada si existe M > 0 tal que d(xn, xo) ≤ M , para todo n ∈ N y

xo ∈ X.
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Teorema 1.15. Sean X un espacio métrico y {xn} una sucesión en X. Si

{xn} es una sucesión convergente en X, entonces la sucesión {xn} es acotada.

Teorema 1.16. Sean X un espacio métrico y A ⊂ X. Entonces x ∈ Ā, si y

sólo si, existe una sucesión {xn} ∈ A, tal que xn −→ x.

Definición 1.23. Sean X un espacio métrico, {xn} una sucesión en X y

{nk} una sucesión de números naturales estrictamente creciente. A la suce-

sión {xnk
} se le llama subsucesión de la sucesión {xn}.

Teorema 1.17. Sean X un espacio métrico y {xn} una sucesión en X. Si

{xn} converge a x ∈ X, entonces toda subsucesión {xnk
} de {xn} converge a

x.

Definición 1.24. Una sucesión {xn} en un espacio métrico X es una suce-

sión de Cauchy en X, si se cumple que para cada ε > 0, existe k = k(ε) ∈
N, tal que d(xn, xm) < ε si n,m ≥ k.

Teorema 1.18. Sean X un espacio métrico y {xn} una sucesión en X. Si

{xn} es una sucesión convergente en X, entonces {xn} es una sucesión de

Cauchy en X.

Observación 1.4. El rećıproco no siempre es verdadero; es decir existen

espacios métricos en los cuales hay sucesiones que son de Cauchy pero no

son convergentes.

Ejemplo 1.11. Consideremos X = (0, 1), con la métrica usual en X, y la

sucesión {xn} =

{
1

n

}
. Obsérvese que la sucesión {xn} es de Cauchy, sin

embargo no converge en (0, 1).

Teorema 1.19. Sean X un espacio métrico y {xn} una sucesión en X.

Si {xn} es una sucesión de Cauchy en X, entonces {xn} es una sucesión

acotada.

Definición 1.25. Sea X un espacio métrico. Diremos que X es un espa-

cio métrico completo, si toda sucesión de Cauchy es convergente a un

elemento de X.
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Ejemplos de espacios métricos completos

a) Todo espacio métrico discreto es completo.

b) R con la métrica usual es un espacio métrico completo.

c) R con la métrica del supremo es un espacio métrico completo.

d) El espacio Rn con cualquiera de las tres métricas, d1, d2 y d∞, es completo

e) (0,∞) no es completo con la distancia usual.

Definición 1.26. Sean X, Y dos espacios métricos, f : X → Y una función

y xo ∈ X. Diremos que la función f es continua en el punto xo, si se cumple

la siguiente condición: para cada ε > 0 existe δ = δ(ε, xo) > 0 tal que

si x ∈ X, y d(x, xo)X < δ entonces d(f(x), f(xo))Y < ε.

Definición 1.27. Sean X, Y dos espacios métricos y f : X → Y una fun-

ción. Diremos que la función f es continua en X si lo es en todo punto de

X.

1.4. Espacios normados

Definición 1.28. Sea X un espacio vectorial sobre R, una norma es una

función ‖ · ‖: X → R que cumple con las siguientes condiciones

a) ‖ x ‖≥ 0 para toda x ∈ X,

b) ‖ x ‖= 0, si y sólo si, x = 0,

c) ‖ λx ‖= |λ| ‖ x ‖ para toda x ∈ X y toda λ ∈ R,

d) ‖ x+y ‖≤‖ x ‖ + ‖ y ‖ para toda x, y ∈ X. (Desigualdad del triángulo)

A la pareja ordenada (X, ‖ · ‖) se le llama espacio normado. En general,

diremos simplemente espacio normado X.
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Teorema 1.20. Sea X un espacio normado. La función d : X × X → R
definida por d(x, y) = ‖x− y‖ es una métrica en X.

Aśı, todas las nociones de espacios métricos están definidas también pa-

ra los espacios normados. Cuando consideremos un espacio normado como

espacio métrico será con esta métrica.

Definición 1.29. Diremos que un espacio normado es un espacio de Banach

si como espacio métrico es completo.

Ejemplo de espacios normados

(Rn, ‖ · ‖∞), donde la norma se considera como

‖x‖∞ = máx
1≤i≤n

|xi|,

es un espacio normado.

(Rn, ‖ · ‖p), donde la norma se considera como

‖x‖p =

( n∑
i=1

|xi|p
) 1

p

para 1 ≤ p <∞,

es un espacio normado.

(lp, ‖ · ‖p), donde la norma se considera como

‖x‖p =

(∑
n≥1

|x(n)|p
) 1

p

para 1 ≤ p <∞,

es un espacio normado.

(l∞, ‖ · ‖∞), donde la norma se considera como

‖x‖∞ = sup
n∈N
|xn| <∞,

es un espacio normado.
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(C ([a, b],R), ‖ · ‖), donde la norma se considera como

‖x‖ = | máx
x∈[a,b]

|f(x)|.

es un espacio normado.

Definición 1.30. Sean X, Y dos espacios normados. Sea T : X → Y un

operador lineal. Decimos que el operador lineal T es acotado, si existe una

constante M ≥ 0 tal que

‖T (x)‖Y ≤M‖x‖X , para toda x ∈ X.

Denotamos por:

B(X, Y ) = {T : X → Y | T es un operador lineal acotado}

Además, si X = Y denotamos B(X, Y ) por B(X).

En el caso de los espacios normados se introduce el concepto de serie y

serie convergente.

Definición 1.31. Sea {xn}una sucesión en un espacio normado X. La serie

generada por {xn}, es la sucesión {
∑k

n=1 xn}.

A veces, a la sucesión {
∑k

n=1 xn} se le llama sucesión de sumas parciales

de {xn}. También se acostumbra a usar el śımbolo
∑∞

n=1 xn o
∑
xn. para

la serie. A xn se le llama término general de la serie y a
∑k

n=1 xn, la k-

ésima suma parcial de la serie. Si la sucesión {
∑k

n=1 xn} converge, esto es

si ĺımk→∞
∑k

n=1 xn existe, entonces decimos que la serie es convergente y al

ĺımite se le llama la suma de la serie y se denota por
∑∞

n=1 xn o por
∑
xn.

Teorema 1.21. Sea X un espacio normado. Entonces

1. Si
∑∞

n=1 xn converge, entonces ĺımn→∞ xn = 0.
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2. Si
∑∞

n=1 xn,
∑∞

n=1 yn convergen , entonces la serie
∑∞

n=1(xn + yn) con-

verge y
∞∑
n=1

(xn + yn) =
∞∑
n=1

xn +
∞∑
n=1

yn.

3. Si
∑∞

n=1 xn converge y α es un escalar, entonces
∑∞

n=1 αxn converge y

∞∑
n=1

αxn = α
∞∑
n=1

xn.

4. Si Y es un espacio normado, T : X → Y un operador lineal acotado y∑∞
n=1 xn converge, entonces

∑∞
n=1 T (x)n converge y

T (
∞∑
n=1

xn) =
∞∑
n=1

T (xn).

Definición 1.32. Sean X, Y dos espacios normados, un operador lineal T :

X → Y y xo ∈ X. Diremos que el operador T es continuo en el punto xo,

si se cumple la siguiente condición: para cada ε > 0 existe δ = δ(ε, xo) > 0

tal que

si x ∈ X, y ‖x− xo‖X < δ, entonces ‖T (x)− T (xo)‖Y < ε.

Definición 1.33. Sean X, Y dos espacios normados y un operador lineal

T : X → Y . Diremos que el operador T es continuo en X, si lo es en cada

punto de X.

Cuando el espacio normado Y es igual al campo escalar K, los elementos

de B(X, Y ) son llamados funcionales lineales en X. La clase B(X,K) se

denota por X∗.

Teorema 1.22. Sean X y Y espcios normados. Sea un operador lineal T :

X → Y . Son equivalentes

1. T es continuo en 0.
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2. T es continuo en X.

3. T es acotado.

B(X, Y ) es un espacio vectorial con las operaciones usuales de suma de

funciones y multiplicación de una función por un escalar, y además, si Y es

Banach, entonces, B(X, Y ) es un espacio de Banach con la siguiente norma

‖T‖ = sup{‖T (x)‖ | x ∈ X, ‖x‖ ≤ 1}.

Definición 1.34. Sea X un espacio vectorial sobre un campo K. El dual

algebraico de X, denotado como X∗, se define como:

X∗ = {F : X → K | F es funcional lineal}

Tenemos que X∗ es un espacio vectorial sobre K con las operaciones

usuales de suma de funciones y multiplicación de una función por un escalar.

Observación 1.5. Como X∗ es un espacio vectorial podemos hablar del dual

algebraico de X∗; éste es denotado como X∗∗.

1.5. Espacios con producto interno

En esta sección definiremos al producto interno, en base a este se puede

definir la longitud de un vector y el concepto de ortogonalidad. De aqúı

en adelante, centraremos nuestra atención en bases donde los vectores sean

ortogonales y cada una con longitud uno, es decir, bases ortonormales. Se

presentará el proceso de Gram-Schmidt para obtener una base ortonormal a

partir de una base arbitraria.

Definición 1.35. Sea V un espacio vectorial sobre C. Un producto interno

en V es una función que asigna a cada par ordenado de vectores v, w ∈ V
un escalar en K, representado como < v,w >, tal que para toda v, w, z ∈ V
y toda c ∈ K se tiene que:
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1. < v + z, w >=< v,w > + < z,w >

2. < cv, w >= c < v, w >

3. < v,w > =< w, v >, donde la barra indica la conjugación compleja.

4. < v, v >> 0 si v 6= 0

Ejemplo 1.12. Para x = (a1, . . . , an), y = (b1, . . . , bn) ∈ Cn, definimos

< x, y >=
n∑

i=1

aibi

es un producto interno en Cn.

Ejemplo 1.13. Por analoǵıa con el Ejemplo 1.12, definimos para cualesquie-

ra x, y ∈ `2,

< x, y >=
∞∑
i=1

xiyi.

No es fácil ver que esta serie converge, para ello, revisar [19] Ejemplo 2.1.3.

Con esto tenemos un producto interno en `2.

Ejemplo 1.14. Sea V = C([a, b],C). Definamos, < · >: V × V → C como

< f, g >=

∫ b

a

f(x)g(x)dx.

< · > es un producto interno en C([a, b],C).

Teorema 1.23. Sea V un espacio con producto interno. Entonces para v, w, z ∈
V y c ∈ K

1. < v,w + z >=< v,w > + < v, z >

2. < v, cw >= c̄ < v, w >

3. < v, 0 >=< 0, v >= 0

4. < v, v >= 0 si y sólo si v = 0
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5. Si < v,w >=< v, z > para todo v ∈ V , entonces w = z

Teorema 1.24. Desigualdad de Cauchy-Schwarz

Sea V un espacio con producto interno. Entonces, para cada x, y ∈ V se

tiene que

| < x, y > | ≤ ‖x‖‖y‖. (1.1)

Demostración. Si x = 0 o y = 0 entonces (1.1) se cumple, ya que ambos

lados son iguales a cero. Supongamos que x 6= 0 y y 6= 0. Entonces, para

cada α ∈ C se tiene

0 ≤ < x+ αy, x+ αy > =< x, x > +α < x, y >

+α< y, x >+ |α|2 < y, y > .
(1.2)

Tomando α =
− < x, y >

< y, y >
en (1.2), y multiplicando por < y, y > obtenemos

0 ≤ < x, x >< y, y > −| < x, y > |2.

Se sigue que

| < x, y > | ≤ ‖x‖ ‖y‖.

Teorema 1.25. Sea V un espacio con producto interno. Entonces, la fun-

ción, denotada por ‖ · ‖ y tal que ‖ · ‖ : V → R está definida por

‖v‖ =
√
< v, v >

es una norma en V .

Demostración. Sean x, y ∈ V y λ ∈ C. Entonces

1. Es claro que ‖x‖ ≥ 0

2. Tenemos que ‖x‖ =
√
< x, x > = 0, si y sólo si x = 0.

3. ‖λx‖ =
√
< λx, λx > =

√
λλ < x, x > = |λ|‖x‖.
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4. Cuando α = 1, la ecuación (1.2) se escribe como

‖x+ y‖2 = < x+ y, x+ y >=< x, x > +2 < x, y > + < y, y >

≤ < x, x > +2| < x, y > |+ < y, y >

Por la Desigualdad de Cauchy-Schwarz obtenemos

‖x+ y‖2 ≤ ‖x‖2 + 2‖x‖ ‖y‖+ ‖y‖2

= (‖x‖+ ‖y‖)2.

Por lo tanto

‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖.

Teorema 1.26. Sea V un espacio con producto interno. Sean {vn} y {wn}
dos sucesiones de elementos de V que convergen a v, w ∈ V , respectivamente.

Entonces

ĺım
n→∞

< vn, wn >=< v,w > .

Demostración. Sea ε > 0. Como la sucesión {vn} es convergente, entonces es

acotada, es decir existe M > 0 tal que , para cada n ∈ N

‖vn‖ ≤M.

Además, existe k ∈ N tal que, para cada n ∈ N, si n ≥ k, entonces

‖vn − v‖ <
ε

2(1 + ‖w‖)
, y ‖wn − w‖ <

ε

2M
.

Sea n ∈ N, con n ≥ k, entonces

| < vn, wn > − < v,w > | ≤ | < vn, wn > − < vn, w > + < vn, w > − < v,w > |
≤ | < vn, wn − w > |+ | < vn − v, w > |.

Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz obtenemos

| < vn, wn > − < v,w > | ≤ ‖vn‖‖wn − w‖+ ‖vn − v‖‖w‖,
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Por lo tanto

| < vn, wn > − < v,w > | ≤M‖wn − w‖+ ‖vn − v‖ <
ε

2
+
ε

2
= ε.

Definición 1.36. Sea V un espacio con producto interno. Los vectores v, w ∈
V son ortogonales si < v,w >= 0 y se denota por x ⊥ y. Un subconjunto

S de V es ortogonal, si cualesquiera dos vectores distintos en S son ortogo-

nales. Un vector v en V es un vector unitario si ‖v‖ = 1. Finalmente, un

subconjunto S de V es ortonormal si S es ortogonal y todos sus vectores son

unitarios.

Teorema 1.27. Sea V un espacio con producto interno y S = {w1, . . . , wn}
un subconjunto linealmente independiente de V . Definimos S ′ = {v1, . . . , vn},
donde v1 = w1 y

vk = wk −
k−1∑
j=1

< wk, vj >

‖vj‖2
vj

para 2 ≤ k ≤ n. Entonces S ′ es un conjunto ortogonal de vectores distinto

de cero tales que gen(S ′) = gen(S).

Demostración. Ver [13] Teorema 6.4

Definición 1.37. Sea S un subconjunto no vaćıo de un espacio con producto

interno V . Definimos el complemento ortogonal de S, denotado por S⊥, como

S⊥ = {v ∈ V |< v,w >= 0 para todo w ∈ S}.

Con el śımbolo S⊥⊥ representamos el complemento ortogonal de S⊥,etc.

Teorema 1.28. Sea V un espacio con producto interno. Sean S, U subcon-

juntos de V . Entonces

1. S⊥ es un subespacio cerrado.

2. S ∩ S⊥ = {0}.
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3. S ⊂ S⊥⊥

4. Si S ⊂ U , entonces U⊥ ⊂ S⊥.

5. S⊥⊥⊥ = S⊥.

Demostración. Para 1. Sean v, w ∈ S⊥ y α, β ∈ K. Entonces tenemos que

para toda y ∈ S,

< αv + βw, y >= α< v, y >+ β< w, y > = α0 + β0 = 0.

Luego, αv + βw ∈ S⊥. Por lo tanto S⊥ es un subespacio de V . Vamos a

demostrar que S⊥ es cerrado. Sea v ∈ S⊥. Entonces existe una sucesión {vn}
de elementos de S⊥ tal que

ĺım
n→∞

vn = v.

Sea u ∈ S. Como para cada n ∈ N se cumple que < vn, u >= 0 y por

ĺım
n→∞

< vn, u >=< v, u >,

se tiene que < v, u >= 0. Entonces v ∈ S⊥. Hemos demostrado que S⊥ es

cerrado.

2. Supongamos que S ∩ S⊥ 6= {0}. Entonces, sea v ∈ S ∩ S⊥ con v 6= 0.

Como v ∈ S y v ∈ S⊥ se tiene que

< v, v >= 0,

Entonces v = 0 y esto es una contradicción. Aśı S ∩ S⊥ = {0}.
3. Sea u ∈ S y sea v ∈ S⊥. Luego < u, v >= 0. De aqúı se sigue u ∈ S⊥⊥.

Por lo tanto S ⊂ S⊥⊥.

4. Sea v ∈ U⊥ y sea u ∈ S. Entonces u ∈ U , se sigue que < v, u >= 0.

Por lo tanto v ∈ S⊥.

5. De 2. S⊥ ⊂ S⊥⊥⊥. Como S ⊂ S⊥⊥, entonces por 3. S⊥⊥⊥ ⊂ S⊥. Por

lo tanto S⊥⊥⊥ = S⊥.
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Teorema 1.29. Ley del Paralelogramo.

Sea V un espacio con producto interno. Entonces para cada u, v ∈ V se

tiene

‖u+ v‖2 + ‖u− v‖2 = 2(‖u‖2 + ‖v‖2).

Demostración.

‖u+ v‖2 = < u+ v, u+ v >=< u, u > +2 < u, v > + < v, v >

≤ ‖u‖2 + 2| < u, v > |+ ‖v‖2.

y

‖u− v‖2 = < u− v, u− v >=< u, u > −2 < u, v > + < v, v >

≤ ‖u‖2 − 2| < u, v > |+ ‖v‖2.

Entonces, sumando estas dos igualdades obtenemos

‖u+ v‖2 + ‖u− v‖2 = 2(‖u‖2 + ‖v‖2).

Teorema 1.30. Teorema de Pitágoras.

Sea V un espacio con producto interno. Entonces para cada u, v ∈ V

si u ⊥ v, entonces ‖u+ v‖2 = ‖u‖2 + ‖v‖2.

Demostración.

‖u+ v‖2 = < u+ v, u+ v >=< u, u > +2 < u, v > + < v, v >

= ‖u‖2 + ‖v‖2.

Definición 1.38. Sea V un espacio vectorial con producto interno. Sean S

un subconjunto de V y v ∈ V . La distancia de v a S, denotada por d(v, S),

es

d(v, S) = ı́nf{‖v − u‖ | u ∈ S}.
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Teorema 1.31. Sea V un espacio vectorial con producto interno. Sea S un

subespacio de V . Sean v ∈ V y w ∈ S

‖v − w‖ = d(v, S) = ı́nf{‖v − u‖ | u ∈ S}

si y sólo si (v − w) ∈ S⊥. Además si tal vector w ∈ S existe es único.

Demostración. Supongamos que

‖v − w‖ = d(v, S) = ı́nf{‖v − u‖ | u ∈ S}.

y supongamos que no es verdadero que (v − w) ∈ S⊥; es decir que existe un

u ∈ S tal que u no es ortogonal a v−w. Sin pérdida de generalidad podemos

suponer que ‖u‖ = 1. Sea δ =< v − w, u > 6= 0. Definamos

u1 = w + δu.

Entonces

‖v−u1‖2 = ‖v−w− δu‖2 = ‖v−w‖2− < v−w, δu > − < δu, v−w > +|δ|2

= ‖v − w‖2 − |δ|2 < ‖v − w‖2.

Esto contradice que

‖v − w‖ = d(v, S).

Ahora, supongamos que (v − w) ∈ S⊥. Sea u ∈ S. Entonces, por el

Teorema de Pitágoras se tiene

‖v − u‖2 = ‖(v − w) + (w − u)‖2 = ‖v − w‖2 + ‖w − u‖2.

Aśı,

‖v − u‖ ≥ ‖v − w‖.

Por lo tanto ‖v − w‖ = d(v, S). La unicidad se sigue de que

‖v − u‖ > ‖v − w‖,

para u 6= w.
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Teorema 1.32. Sea V espacio vectorial con producto interno. Sea S un

subespacio de V y {v1, . . . , vm} una base ortonormal de S. Para cada v ∈ V
existe un único u ∈ S tal que

‖v − u‖ = ı́nf{‖v − w‖ | w ∈ S}.

Además, para cada w ∈ S v − u ⊥ w y u = v −
∑m

j=1 < v, vj > vj.

Demostración. Para cada (α1, . . . , αm) ∈ Km tenemos

0 ≤ ‖v −
m∑
j=1

αjvj‖2 = < v −
m∑
j=1

αjvj, v −
m∑
j=1

αjvj >

= < v, v > −
m∑
j=1

αj < vj, v > −
m∑
j=1

ᾱj < v, vj > +
m∑

i,j=1

αiᾱj < vivj >

= ‖v‖2 −
m∑
j=1

αj ¯< v, vj >+
m∑
j=1

ᾱj< v, vj >+
m∑
j=1

αjᾱj

= ‖v‖2 −
m∑
j=1

| < v, vj > |+
m∑
j=1

| < v, vj > −αj|2.

Para cada j ∈ {1, · · · ,m}, sea αj =< v, vj >. Entonces se obtiene que

u = v −
m∑
j=1

< v, vj > vj

satisface

‖v − u‖ = ı́nf{‖v − w‖ | w ∈ S}.

Además, para cada i ∈ {1, · · · ,m} se tiene

< v −
m∑
j=1

< v, vj > vj, vi >= 0.

y por lo tanto, como {v1, . . . , vm} es base de S, que para cada w ∈ S se tiene
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< v −
m∑
j=1

< v, vj > vj, w >= 0.

Teorema 1.33. Supongamos que S = {v1, . . . , vk} es un conjunto ortonor-

mal de un espacio con producto interno V de dimensión finita. Entonces

1. S puede ser extendido a una base ortonormal {v1, . . . , vk, vk+1, . . . , vn}
para V .

2. Si W = gen(S), entonces S1 = {vk+1, . . . , vn} es una base ortonormal

para W⊥.

3. Si W es cualquier subespacio de V , entonces dim(V ) = dim(W ) +

dim(W⊥).

Demostración.

1. Por el Corolario 1.3, S puede ser extendido a una base

S ′ = {v1, . . . , vk, wk+1, . . . , wn}

para V . Aplicando el Teorema 1.27 a S ′. Los primeros k vectores re-

sultantes de este proceso son los vectores en S, y este nuevo conjunto

genera a V . Normalizando los últimos n− k vectores de este conjunto

obtenemos un conjunto ortonormal que genera a V .

2. Ya que S1 es un subconjunto de una base, es linealmente independiente.

Como S1 es un subconjunto de W⊥, resta demostrar que S1 genera a

W⊥. Notemos que, para cada w ∈ V , tenemos que

w =
n∑

i=1

< w, vi > vi.

Si w ∈ W⊥, entonces < w, vi >= 0 para 1 ≤ i ≤ k. Entonces

w =
n∑

i=k+1

< w, vi > vi ∈ gen(S1).
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3. SeaW un subespacio de V . LuegoW es un espacio con producto interno

de dimensión finita ya que V lo es. Aśı, tenemos una base ortonormal

{v1, . . . , vk}. Por 1 y 2, tenemos que

dim(V ) = n = k + (n− k) = dim(W ) + dim(W⊥).
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Caṕıtulo 2

Alternativa de Fredholm

2.1. Matrices

En esta sección recordemos algunos conceptos y resultados básicos de

matrices, iniciamos con la siguiente

Definición 2.1. Sean A una matriz m×n y B una matriz n× p. Definimos

el producto de A = (aik) y B = (bkj), denotado AB = (cij), como la matriz

m× p tal que

cij =
n∑

k=1

aikbkj

para 1 ≤ i ≤ m y 1 ≤ j ≤ p.

Teorema 2.1. El producto de matrices A, B y C, satisface las siguientes

propiedades:

1. (AB)C = A(BC) (ley asociativa).

2. A(B + C) = AB + AC (ley distributiva por la izquierda).

3. (B + C)A = BA+ CA (ley distributiva por la derecha).

4. k(AB) = (kA)B = A(kB), con k un escalar.

39
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Definición 2.2. La traspuesta de una matriz A, denotada por At, es la

matriz obtenida escribiendo las filas de A, por orden, como columnas. Es

decir, si A = (aij) es una matriz de orden m × n, entonces At = (atij) es la

matriz de orden n×m con atij = aji para todos los valores i y j.

Teorema 2.2. La operación de trasposición definida sobre las matrices A y

B, satisface las siguientes propiedades:

1. (A+B)t = At +Bt.

2. (At)t = A.

3. (kA)t = kAt, si k es un escalar.

4. (AB)t = BtAt.

Definición 2.3. Definimos la delta de Kroneker δij como δij = 1 si i = j

y δij = 0 si i 6= j. La matriz identidad de orden n × n, denotada por I, se

define por (I)ij = δij.

Definición 2.4. Una matriz cuadrada A de orden n×n es invertible si existe

una matriz B de orden n× n con la propiedad de que

AB = BA = I,

donde I es la matriz identidad.

Teorema 2.3. La matriz B de la definición 2.4 es única.

Demostración. Supongamos que existen B1 y B2 matrices de orden n × n

tales que AB1 = B1A = I y AB2 = B2A = I, entonces

B1 = B1I = B1(AB2) = (B1A)B2 = IB2 = B2.

Por lo tanto la matriz B es única.
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Observación 2.1. Nombramos a la matriz B de la definición 2.4 la inversa

de A y la denotamos por A−1.

Teorema 2.4. Sean A y B matrices cuadradas de orden n× n.

1. Si A y B son invertibles, entonces AB es invertible y (AB)−1 = B−1A−1.

2. A es invertible si y sólo si lo es At.

3. (At)−1 = (A−1)t.

Demostración.

1. Tenemos que

(AB)(B−1A−1) = A(BB−1)A−1 = AIA−1 = AA−1 = I.

y

(B−1A−1)(AB) = B−1(A−1A)B = B−1IB = B−1B = I.

Por lo tanto, B−1A−1 es la inversa de AB.

2. Si A es invertible, existe una matriz B tal que AB = BA = I. En

tal caso, (AB)t = (BA)t = I t por lo que BtAt = AtBt = I. Por

consiguiente, At es invertible con inversa Bt.

Si At es invertible, existe la matriz B tal que AtB = BAt = I. Luego

BtA = Bt(At)t = (AtB)t = I t = I

y

ABt = (At)tBt = (BAt)t = I t = I.

Por lo tanto, A es invertible con inversa Bt.

3. Por 2. Bt es la inversa de At, esto es, Bt = (At)−1. Pero B = A−1; se

sigue que (A−1)t = (At)−1.
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2.2. Alternativa de Fredholm

Uno de nuestros principales objetivos de esta tesis es dar solución a un

sistema de ecuaciones lineales v́ıa el operador adjunto de una transformación

lineal; para comenzar, siguiendo con la idea de matrices de la sección 2.1,

daremos la siguiente

Definición 2.5. Sea A ∈Mm×n(K). Definimos la adjunta de A a la matriz

A∗ de orden n×m tal que (a∗)ij = aji para todo i, j.

Ejemplo 2.1. Sea

A =

(
i 1 + 2i

2 3 + 4i

)
Entonces

A∗ =

(
−i 2

1− 2i 3− 4i

)
Una propiedad importante de la matriz adjunta que nos ayudará a dar

solución al sistema de ecuaciones lineales la revela el siguiente

Teorema 2.5. Consideremos el espacio vectorial V = Kn con producto in-

terno dado en el ejemplo 1.12 del caṕıtulo 1, y sea A = (ais) ∈ Mn×n(K)

entonces < Ax, z >=< x,A∗z > para todo x, z ∈ V .

Demostración. Sean x, z ∈ V . Cada componente de Ax esta dada por

yi =
n∑

s=1

aisxs.

Aśı,

< Ax, z >=
n∑

i=1

yiz̄i =
n∑

i=1

(
n∑

s=1

aisxs)z̄i =

=
n∑

s=1

xs

n∑
i=1

aisz̄i =
n∑

s=1

xs

n∑
i=1

āiszi =< x,A∗z >
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Teorema 2.6. Supongamos que para algún B ∈Mn×n(K),

< Ax, z >=< x,Bz > para todo x, z ∈ V = Kn, entonces B = A∗.

Demostración. Tenemos que para todo x, z ∈ V

< Ax, z >=
n∑

i=1

n∑
s=1

aisxsz̄i,

< x,Bz >=
n∑

s=1

xs

n∑
i=1

bsizi =
n∑

s=1

xs

n∑
i=1

b̄siz̄i =
n∑

i=1

n∑
s=1

b̄sixsz̄i.

Por hipótesis
n∑

i=1

n∑
s=1

aisxsz̄i =
n∑

i=1

n∑
s=1

b̄sixsz̄i

entonces ais = b̄si.

El teorema 2.5 nos dice que la matriz adjunta es única y nos permite

formular la siguiente definición, pero considerando la definición 1.15, pues

nuestro objetivo es ver a las matrices como transformaciones lineales para

facilitar el estudio de los sistemas de ecuaciones lineales.

Definición 2.6. Como en la definición 1.14, consideremos A ∈ Mn×n(K)

y TA : Kn −→ Kn el operador lineal, definido por TA(x) = Ax para cada

x ∈ Kn. El operador conjugado de TA es el operador TA∗ : Kn −→ Kn

definido por TA∗(x) = A∗x para todo x ∈ Kn donde A∗ es la adjunta de A.

Teorema 2.7. Sea A ∈ Mn×n(K). Consideremos el operador lineal TA :

Kn −→ Kn y su operador conjugado TA∗ : Kn −→ Kn definidos por TA(x) =

Ax y TA∗(x) = A∗x para todo x ∈ Kn respectivamente, entonces Im(TA) y

ker(TA∗) son subespacios de Kn.

Demostración. Se sigue del Teorema 1.8.



44 Alternativa de Fredholm

Lema 2.1. Sea A ∈Mn×n(K). Consideremos el operador lineal TA : Kn −→
Kn y su operador conjugado TA∗ : Kn −→ Kn definidos por TA(x) = Ax

y TA∗(x) = A∗x para todo x ∈ Kn respectivamente, entonces ker(TA∗)⊥ =

Im(TA) y Im(TA)⊥ = ker(TA∗). Además, si rang(TA) = k, entonces nul(TA∗) =

n− k.

Demostración. Demostremos que ker(TA∗)⊥ = Im(TA). Sea y ∈ Im(TA). Lue-

go existe x ∈ Kn tal que Ax = TA(x) = y. Sea z ∈ ker(TA∗). Aplicando el

Teorema 2.1

< y, z >=< Ax, z >=< x,A∗z >=< x, 0 >= 0,

es decir, y ∈ ker(TA∗)⊥. Por lo tanto Im(TA) ⊆ ker(TA∗)⊥.

Ahora, sea y ∈ ker(TA∗)⊥. Por demostrar que existe un x ∈ Kn tal que

Ax = TA(x) = y. Para ello, sea x ∈ Kn una solución de A∗Ax = A∗y,

entonces

A∗(y − Ax) = TA∗(y − Ax) = 0,

luego y−Ax ∈ ker(TA∗). Como y ∈ ker(TA∗)⊥, tenemos que < y−Ax, y >= 0.

Además, como Ax es el punto más cercano a y en Im(TA), por el Teorema

1.32, se sigue que para todo x1 ∈ Kn,

< y − Ax,Ax1 >= 0.

En particular, esto es verdadero para x1 = x, entonces

0 =< y − Ax, y > − < y − Ax,Ax >= ‖y − Ax‖2.

Se sigue que y = Ax. Por lo tanto ker(TA∗)⊥ ⊆ Im(TA).

Ahora, demostremos que Im(TA)⊥ = ker(TA∗). Sea z ∈ Im(TA)⊥, luego para

todo y ∈ Im(TA), < z, y >= 0. Es decir, para todo x ∈ Kn

< z,Ax >=< z, TA(x) >= 0.

Entonces por el Teorema 2.1, para todo x ∈ Kn

0 =< z,Ax >= < Ax, z > = < x,A∗z > =< A∗z, x > .
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Aśı, para todo x ∈ Kn, < A∗z, x >= 0, en particular para x = A∗z tenemos

que < A∗z, A∗z >= 0 entonces por el Teorema 1.23, A∗z = 0, se sigue que

0 = A∗z = TA∗(z). Luego z ∈ ker(TA∗). Por lo tanto Im(TA)⊥ ⊆ ker(TA∗).

Después, sea z ∈ ker(TA∗), entonces TA∗(z) = A∗z = 0. Sea y ∈ Im(TA),

luego existe x ∈ Kn tal que Ax = TA(x) = y. Se sigue que

< z, y >=< z,Ax >= < Ax, z > = < x,A∗z > = < x, 0 > = 0.

Aśı, z ∈ Im(TA)⊥. Por lo tanto ker(TA∗) ⊆ Im(TA)⊥.

Por último, como Im(TA)⊥ = ker(TA∗) por el Teorema 2.7, Im(TA) es un

subespacio de Kn, entonces por el Teorema 1.33,

n = dim(Kn) = dim(Im(TA)) + dim(Im(TA)⊥) =

= rang(TA) + nul(TA∗) = k + nul(TA∗),

por lo tanto, nul(TA∗) = n− k.

Recordemos algunos conceptos básicos de los sistemas de ecuaciones li-

neales.

El sistema de ecuaciones
a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = b1,

a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn = b2,
...

...

am1x1 + am2x2 + . . .+ amnxn = bm,

(2.1)

donde aij y bi (1 ≤ i ≤ m y 1 ≤ j ≤ n) son escalares en el campo K y

x1, x2, . . . , xn son n variables que toman valores en K, se llama un sistema

de m ecuaciones lineales con n incógnitas sobre el campo K.

La matriz

A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...

am1 am2 · · · amn


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se llama la matriz de coeficientes del sistema (2.1).

Si consideramos

x =


x1

x2
...

xn


y

b =


b1

b2
...

bm


entonces el sistema (2.1), se puede reescribir como una sola ecuación

Ax = b.

En lo que sigue consideraremos sistemas de ecuaciones con esta representa-

ción.

Una solución del sistema (2.1), es una n-ada

s =


s1

s2
...

sn

 ∈ Kn

tal que As = b. El conjunto de todas las soluciones del sistema (2.1), se llama

el conjunto solución del sistema. El sistema (2.1) se dice que es consistente

si el conjunto solución es no vaćıo; de otro manera es inconsistente.

Definición 2.7. Un sistema Ax = b de m ecuaciones lineales con n incógni-

tas es homogéneo si b = 0. De otra forma, se dice que el sistema es no

homogéneo.

El siguiente teorema nos permite estudiar la solución de un sistema de

ecuaciones lineales a partir del operador adjunto, este resultado es conocido
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como la alternativa de Fredholm, que sirvió de base y analoǵıa para numero-

sas generalizaciones en el análisis matemático. Esto se reflejará en el siguiente

caṕıtulo.

Teorema 2.8.

1. Sea y ∈ Kn, el sistema y = Ax admite solución si y sólo si para cada

z ∈ ker(TA∗), < z, y >= 0.

2. Sea K el conjunto solución del sistema y = Ax, y sea KH el conjunto

solución del correspondiente sistema homogéneo Ax = 0. Entonces para

cualquier solución s de y = Ax,

K = {s}+KH = {s+ k | k ∈ KH}.

Demostración.

1. Supongamos que el sistema y = Ax admite solución, luego existe x0 ∈
Kn tal que y = Ax0 = TA(x0), es decir, y ∈ Im(TA). Sea z ∈ ker(TA∗).

Por el Lema 2.1, ker(TA∗) = Im(TA)⊥. Aśı, z ∈ Im(TA)⊥, entonces

para todo x ∈ Im(TA), < z, x >= 0. Como y ∈ Im(TA), tenemos que

< z, y >= 0.

Ahora, supongamos que para cada z ∈ ker(TA∗), < z, y >= 0, entonces

y ∈ ker(TA∗)⊥, por el Lema 2.1, tenemos que ker(TA∗)⊥ = Im(TA),

entonces y ∈ Im(TA). Se sigue que existe x0 ∈ Kn tal que y = TA(x0) =

Ax0. Por lo tanto, el sistema y = Ax admite solución.

2. Sea s cualquier solución de y = Ax. Demostraremos que K = {s}+KH .

Sea w ∈ K, entonces y = Aw. Luego

A(s− w) = TA(s− w) = TA(s)− TA(w) = As− Aw = y − y = 0.

Entonces w − s ∈ KH , luego existe k ∈ KH tal que w − s = k. Aśı,

tenemos que w = s+ k ∈ {s}+KH . Por lo tanto,

K ⊆ {s}+KH .
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Ahora, sea w ∈ {s}+KH , entonces existe k ∈ KH tal que w = s + k.

Aśı,

Aw = TA(w) = TA(s+ k) = TA(s) + TA(k) = As+ Ak = y + 0 = y,

luego w ∈ K. Por lo tanto {s}+KH ⊆ K.

Ejemplo 2.2. Analicemos las soluciones de un sistema de ecuaciones en R2,

mediante el Teorema 2.8. Demostremos que si y es ortogonal al ker(TA∗) =

{z ∈ R2 : A∗z = 0}, si y sólo si, rangoA = rangoB donde B es la matriz

ampliada de A, es decir, la ecuación y = Ax admite solución.

Demostración. =⇒] Supongamos que el vector y = (y1, y2) es ortogonal a

ker(TA∗), todas las soluciones del sistema

a11z1 + a21z2 = 0 (2.2)

a12z1 + a22z2 = 0

Demostremos que los rangos de la matriz

A =

(
a11 a12

a21 a22

)
,

y la matriz ampliada

B =

(
a11 a12 y1

a21 a22 y2

)
,

son iguales.

Si el rango A = 2, entonce el rango B = 2. Supongamos que el rango A = 1.

Siempre se tiene que rangoB ≥ rangoA = 1. Luego tenemos que demostrar

que

∆1 =

∣∣∣∣∣a11 y1

a21 y2

∣∣∣∣∣ = 0, ∆2 =

∣∣∣∣∣a12 y1

a22 y2

∣∣∣∣∣ = 0.
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En efecto, como y = (y1, y2) es ortogonal a ker(TA∗), entonces para todo

z = (z1, z2) ∈ N(TA∗), < y, z >= y1z1 + y2z2 = 0, luego suponiendo que

z1 6= 0, resulta

∆1 = a11y2 − a21y1 = a11y2 + a21
y2z2
z1

=
y2
z1

(a11z1 + a21z2) = 0,

∆2 = a12y2 − a22y1 = a12y2 + a22
y2z2
z1

=
y2
z1

(a11z1 + a22z2) = 0.

Por lo tanto, el rangoB = rangoA = 1.

⇐=] Supongamos que el vector y = (y1, y2) es tal que rangoB = rangoA,

entonces y = Ax admite solución, digamos (x1, x2). Demostremos que y es

ortogonal a las soluciones z = (z1, z2) del sistema 2.2. En efecto,

y1z1 + y2z2 = (a11x1 + a12x2)z1 + (a21x1 + a22x2))z2 = (a11z1 + a21z2)x1 +

(a12z1 + a22z2)x2 = 0x1 + 0x2 = 0.

Teorema 2.9. Las ecuaciones homogéneas Ax = 0 y A∗x = 0 tienen el

mismo numero de soluciones linealmente independientes.

Demostración. Por el Corolario 1.6, tenemos que rang(A) = rang(A∗), es

decir, rang(TA) = rang(TA∗). Si el rang(TA) = rang(TA∗) = n, entonces por

el Teorema 1.10,

nul(TA) + rang(TA) = nul(TA) + n = n = dim(Kn)

y

nul(TA∗) + rang(TA∗) = nul(TA∗) + n = n = dim(Kn).

Aśı, nul(TA) = 0 y nul(TA∗) = 0, es decir, los sistemas Ax = 0 y A∗x = 0

sólo admiten la solución trivial.

Ahora, supongamos que rang(TA) = rang(TA∗) = k con 1 ≤ k ≤ n. Luego

por el Teorema 1.10, tenemos que

nul(TA) + rang(TA) = nul(TA) + k = n = dim(Kn).
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Entonces nul(TA) = n − k, es decir, la ecuación Ax = 0 tiene n − k solu-

ciones linealmente independientes. Ya que rang(TA) = rang(TA∗), aplicando

nuevamente el Teorema 1.10,

nul(TA∗) + rang(TA∗) = nul(TA∗) + k = n = dim(Kn).

Se sigue que nul(TA∗) = n − k, es decir, el sistema A∗x = 0 tiene n − k

soluciones linealmente independientes. Por lo tanto los sistemas Ax = 0 y

A∗x = 0 tienen el mismo número de soluciones linealmente independientes.

2.3. Matrices infinitas

El material de la presente sección se obtuvo de [3] y [11]. Acontinuación

se da una definición análoga a la definición 1.2.

Definición 2.8. Una matriz infinita A con valores en un campo K es un

arreglo rectangular de la forma

A =



a11 a12 · · · a1m · · ·
a21 a22 · · · a2m · · ·
...

...
. . .

...
...

an1 an2 · · · anm · · ·
...

...
. . .

...
...


,

donde cada aij ∈ K se llama entrada. Escribiremos en forma abreviada a la

matriz infinita por A = (aij).

Siguiendo la analoǵıa con las matrices finitas, podemos dar las siguietes

definiciones.

Definición 2.9. Sean A = (aij) y B = (bij) matrices infinitas. Diremos que

A = B si todas sus entradas correspondientes son iguales, es decir, aij = bij.
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Definición 2.10. Sean A = (aij) y B = (bij) matrices infinitas. Tenemos

que

A+B = (a+ b)ij = (aij + bij)

y

cA = c(aij) = (caij)

Observación 2.2. Con las operaciones de la definición 2.10, es fácil compro-

bar que el conjunto de todas las matrices infinitas forma un espacio vectorial

y lo denotamos como M∞(K).

Guiándonos con la definición de la traspuesta de una matriz finita, tene-

mos la siguiente

Definición 2.11. Sea A = (aij) ∈ M∞(K). La traspuesta de la matriz A,

denotada por At es At = (atij) donde (atij = aji).

Observación 2.3. Podemos verificar que para cada A,B ∈ M∞(K), (A +

b)t = At +Bt, (At)t = A y (kA)t = kAt con k ∈ K.

Pero para demostrar que (AB)t = BtAt, tenemos que definir el producto

de matrices infinitas. Análogamente a la definición para producto de matrices

finitas, tenemos la siguiente

Definición 2.12. Sean A,B ∈M∞(K) . Definimos el producto de A = (aij)

y B = (bij), denotado AB, como

(ab)ij =
∞∑
k=1

aikbkj.

El problema con esta definición es cómo saber si la serie
∞∑
k=1

aikbkj con-

verge. Para ello veamos el siguiente ejemplo donde esto no se cumple.
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Ejemplo 2.3. Sean A,B ∈M∞(K) tales que

A = B =



1 1 · · · 1 · · ·
1 1 · · · 1 · · ·
...

...
. . .

...
...

1 1 · · · 1 · · ·
...

...
. . .

...
...


,

Entonces el producto AB no está definido pues la serie

∞∑
k=1

aikbkj =
∞∑
k=1

1

diverge.

El ejemplo 2.3, nos lleva a plantearnos la siguiente pregunta: ¿Cuándo

el producto de matrices está bien definido? Una respuesta parcial nos la

proporciona el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.4. Sean A,B ∈M∞(K) tales que las filas y columnas de A y B

tienen un número finito de entradas diferentes de cero, es decir,

A = B =



a11 a21 · · · am1 0 0 · · ·
a12 a22 · · · am2 0 0 · · ·
...

...
. . .

...
...

. . .

a1n a2n · · · amn 0 0 · · ·
0 0 · · · 0 0 0 · · ·
...

...
. . .

...
...

. . .


,

En este caso AB esta bien definido.

Según el ejemplo 2.4, tenemos una condición suficiente pero no necesaria

donde el producto este bien definido. Quedando por resolver cuáles son las

condiciones necesarias que hacen que el producto este bien definido.

Ahora, sin considerar si la matriz es cuadrada, tenemos la siguiente definición.
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Definición 2.13. Sea A ∈ M∞(K), diremos que A es invertible si existe

B ∈M∞(K) tal que AB = BA = I = (aij) donde

aij =

{
1 si i = j,

0 si i 6= j.

Observación 2.4. De la definición 2.13 se demuestra que la matriz B es

única y se denota por A−1. Además, nuevamente se tiene que tener cuidado

con los productos AB y BA.

Para finalizar, consideremos al sistema y = Ax donde A ∈ M∞(K).

Consideremos al operador lineal TA : Kn −→ Kn tal que TA(x) = Ax,

donde Kn = {(x1, x2, ..., xn, ...)|x1, x2, ..., xn, ... ∈ K yn ∈ N}. Nuevamente el

producto Ax no sabemos si está bien definido, luego para estudiar el teorema

2.8, se requiere pensar en una teoŕıa más general que las matrices infinitas

la cual abordaremos en el siguiente caṕıtulo.
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Caṕıtulo 3

El Operador Adjunto

En este caṕıtulo estudiaremos el operador adjunto en espacios de Hilbert,

considerando como prototipo el caṕıtulo 2 de esta tesis, y presentaremos al-

gunos ejemplos.

Comencemos por definir a los espacios de Hilbert

Definición 3.1. Un espacio con producto interior completo se llama un es-

pacio de Hilbert.

Ver definición de espacio completo [9] Definición 1.4.5

Ejemplo 3.1. Sea

`2 =

{
{xn}∞n=1 | para cadan ∈ N, xn ∈ C y

∞∑
n=1

|xn|2 <∞

}
.

`2 es un espacio vectorial con producto interior por el Ejemplo 1.4 y el Ejem-

plo 1.13, también por [19] Ejemplo 2.3.4 es un espacio completo. Por lo tanto,

`2 es un espacio de Hilbert.

Sea H un espacio de Hilbert, denotamos

B(H) = {T : H −→ H | T es un operador lineal acotado}.

55



56 El Operador Adjunto

Ejemplo 3.2. Sea R : `2 −→ `2, R(x1, x2, ...) = (0, x1, x2, ...) para todo

(x1, x2, ...) ∈ `2, el operador desplazamiento a la derecha. Es sencillo demos-

trar que R es lineal. Además, como para todo x = (x1, x2, ...) ∈ `2

‖Rx‖2 =
∞∑
i=1

|xi|2 = |x|2 .

Se sigue que, R ∈ B(H).

Ejemplo 3.3. Sea L : `2 −→ `2, L(x1, x2, ...) = (x2, x3, ...) para todo

(x1, x2, ...) ∈ `2, el operador desplazamiento a la izquierda. De forma análoga

al Ejemplo 3.2, se demuestra que L ∈ B(H).

Teorema 3.1. Teorema de la Proyección Sean V un espacio de Hilbert

y S un subespacio cerrado de V . Entonces, para cada v ∈ V existe un único

w ∈ S tal que

‖v − w‖ = d(v, S) = ı́nf{‖v − u‖ | u ∈ S}.

Además (v − w) ∈ S⊥.

Demostración. La unicidad y ortogonalidad se siguen de teorema 1.31. Para

la existencia,

sea d = d(v, S). Existe una sucesión {un} de elementos de S tal que

ĺım
n→∞

‖v − un‖ = d.

Demostraremos que la sucesión {un} es de Cauchy. Sean n,m ∈ N. Entonces,

por la Ley del Paralelogramo se tiene

‖un−um‖2 = ‖(un−v)+(v−um)‖2 = 2‖un−v‖2+2‖v−um‖2−‖un+um−2v‖2.

Entonces, se sigue que

‖un − um‖2 = ‖(un − v) + (v − um)‖2

= 2‖un − v‖2 + 2‖v − um‖2 − 4

∥∥∥∥(un + wm)

2
− v
∥∥∥∥2 .
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Como S es un subespacio de V y un y um pertenecen a S. entonces
un + um

2
pertenece a S y además d2 ≤

∥∥∥∥(un + um)

2
− v
∥∥∥∥2. Aśı, obtenemos

‖un − um‖2 ≤ 2‖un − v‖2 + 2‖v − um‖2 − 4d2

Tomando el ĺımite, en ambos lados de la última desigualdad, cuando

n,m→∞ se tiene que la sucesión {un} es de Cauchy. Como V es un espacio

de Hilbert, existe w ∈ V tal que la sucesión {un} converge a w. Como S es

cerrado w ∈ S.

‖v − w‖ = ‖v − ĺım
n→∞

un‖ = ĺım
n→∞

‖v − un‖ = d.

Teorema 3.2. Sea S un subespacio cerrado de un espacio de Hilbert V .

Entonces

1. V = S ⊕ S⊥.

2. S⊥⊥ = S.

Demostración. Para 1. Sea v ∈ V , entonces existe un único w ∈ S tal que

‖v − w‖ = d(v, S) y v − w ∈ S⊥. Tomemos u = v − w, entonces

v = w + u.

Para demostrar que la representación es única, supongamos que

v = w1 + u1,

con w1 ∈ S y u1 ∈ S⊥. Entonces

0 = w1 − w + u1 − u.

Como w1 − w es ortogonal a u1 − u, entonces por el Teorema de Pitágoras

se tiene

02 = ‖w1 − w‖2 + ‖u1 − u‖2.
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Esto implica que w = w1 y u = u1.

2. Sabemos que S ⊂ S⊥⊥: Aśı que basta demostrar que S⊥⊥ ⊂ S. Sea

v ∈ S⊥⊥, entonces existen w ∈ S y u ∈ S⊥ tal que v = w + u. Como

v, w ∈ S⊥⊥, entonces v − w ∈ S⊥⊥; esto es u ∈ S⊥⊥, pero como u ∈ S⊥.

Entonces u = 0. Por lo tanto v = w+ u = w+ 0 = w ∈ S. Aśı que S⊥⊥ ⊂ S.

A continuación, veremos que dado T ∈ B(H) existe el operador adjunto

T ∗ ∈ B(H) tal que para todo x, y ∈ H,

< Tx, y >=< x, T ∗y > .

Es decir, análogamente para la matriz adjunta del caṕıtulo 2 y el Teorema

2.1 dicha propiedad se satisface. Para ello necesitamos definir lo siguiente

Definición 3.2. Sea H un espacio de Hilbert. Un funcional es un operador

lineal T : H −→ C.

Definición 3.3. Un funcional T : H −→ C es acotado si existe una cons-

tante K tal que para todo x ∈ H,

|T (x)| ≤ K‖x‖.

Teorema 3.3. (Teorema de representación de Riesz) Sea H un espacio de

Hilbert. Para cada funcional T : H −→ C, existe un único y ∈ H tal que

para todo x ∈ H,

T (x) =< x, y > .

Demostración. Sea S = Ker(T ). Si S = H, entonces, para cada x ∈ H, se

tiene

T (x) =< x, 0 > .

Si S 6= Y , entonces, por 1. de Teorema 3.2 existe, 0 6= u ∈ S⊥. Sin pérdida

de generalidad, podemos suponer que T (u) = 1. Sea y = u
‖u‖2 . Sea x ∈ H.

Entonces

< x, y >=< x− T (x)u+ T (x)u, y > .
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Como T (x− T (x)u) = 0 donde (x− t(x)u) ∈ S, entonces

< x, y >= T (x) < u, y >=
T (x) < u, u >

‖u‖2
= T (x).

Si existe y1 ∈ H tal que, para cada x ∈ H se tiene

T (x) =< x, y1 > .

Sea x ∈ H. Entonces

< x, y >=< x, y1 > .

De aqúı se sigue que y = y1.

Teorema 3.4. Sea H un espacio de Hilbert. Si T ∈ B(H), entonces existe

un único operador lineal y acotado T ∗ ∈ B(H), llamado el operador adjunto

de T , tal que para todo x, y ∈ H,

< Tx, y >=< x, T ∗y > .

Además, ‖T ∗‖ = ‖T‖, ‖T ∗T‖ = ‖T‖2 y para cada S, T ∈ B(H), (T ∗)∗ = T y

(ST )∗ = T ∗S∗.

Demostración. Para cada y ∈ H, definimos el funcional φy : H −→ C,

φy(x) =< T (x), y > para toda x ∈ H. Tenemos que el funcional φy es lineal,

pues sean x1, x2 ∈ H y λ∈ C. Luego

φy(x1 + x2) =< T (x1 + x2), y >=< Tx1 + Tx2, y >=

=< Tx1, y > + < Tx2, y >= φy(x1) + φy(x2).

y

φy(λx1) =< T (λx1), y >=< λTx1, y >=

= λ< Tx1, y > = λφy(x1).

Además, φy es acotado, por el Teorema 1.24

φy(x) = | < Tx, y > | ≤ ‖Tx‖‖y‖ ≤
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≤ (‖T‖‖x‖)‖y‖ = (‖T‖‖y‖)‖x‖.

Por otro lado, por el Teorema 3.3, existe una única z ∈ H tal que para todo

x ∈ H
φy(x) =< x, z > .

Aśı, para cada y ∈ H, hay un z ∈ H únicamente determinado tal que para

todo x ∈ H
< Tx, y >=< x, z > .

Por lo tanto, podemos definir una función T ∗ : H −→ H, T ∗(y) = z, tal que

para todo x, y ∈ H
< Tx, y >=< x, T ∗y > .

Afirmamos que T ∗ es un operador lineal. En efecto, sean y1, y2 ∈ H y α1, α2 ∈
C, tenemos que para cada x ∈ H

< x, T ∗(α1y1 + α2y2) >=< Tx, α1y1 + α2y2 >=

= α1 < Tx, y1 > +α2 < Tx, y2 >= α1 < x, T ∗y1 > +α2 < x, T ∗y2 >=

=< x, α1T
∗y1 + α2T

∗y2 > .

Ya que esto se cumple para todo x ∈ H, por el Teorema 1.23 tenemos

que

T ∗(α1y1 + α2y2) = α1T
∗y1 + α2T

∗y2.

Además, T ∗ es acotado, pues para todo y ∈ H

‖T ∗y‖2 =< T ∗y, T ∗y >=< T (T ∗y), y >≤ ‖T (T ∗y)‖‖y‖ ≤

≤ ‖T‖‖T ∗y‖‖y‖.

Como ‖T ∗y‖ 6= 0, se sigue que ‖T ∗y‖ ≤ ‖T‖‖y‖. Por lo tanto, T ∗ es acotado

y ‖T ∗‖ ≤ ‖T‖.
Veamos que ‖T ∗‖ = ‖T‖, ya tenemos que ‖T ∗‖ ≤ ‖T‖. Resta demostrar que

‖T‖ ≤ ‖T ∗‖. En efecto, para todo x ∈ H

‖Tx‖2 =< Tx, Tx >=< x, T ∗(Tx) >≤ ‖x‖‖T ∗(Tx)‖ ≤ ‖x‖‖T ∗‖‖Tx‖.
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Luego para todo x ∈ H, ‖Tx‖ ≤ ‖T ∗‖‖x‖. Aśı, ‖T‖ ≤ ‖T ∗‖. Por lo tanto,

‖T‖ = ‖T ∗‖.
Por último, para ‖x‖ = 1

‖Tx‖2 =< Tx, Tx >=< x, T ∗Tx >≤ ‖x‖‖T ∗T‖‖x‖ = ‖T ∗T‖.

Entonces ‖T 2‖ ≤ ‖T ∗T‖.
Ya que

‖T ∗T‖ ≤ ‖T ∗‖‖T‖ = ‖T‖‖T‖ = ‖T 2‖,

con esto, ‖T ∗T‖ = ‖T‖2.

Una vez demostrado el Teorema 3.4, podemos formular la siguiente

Definición 3.4. Sea T ∈ B(H). El operador T ∗ : H −→ H definido por

< Tx, y >=< x, T ∗y >

para todo x, y ∈ H es el operador adjunto de T .

Una vez dada la definición del adjunto de un operador, intentemos en-

contrar el operador adjunto de un T ∈ B(H) dado.

Ejemplo 3.4. Sea T ∈ B(H) definida para toda x ∈ H, Tx = αx con α ∈ C.

Para encontrar el adjunto T ∗, tenemos que para x, y ∈ H,

< x, T ∗y >=< Tx, y >=< αx, y >=< x, ᾱy > .

Entonces

< x, (T ∗ − ᾱI)y) >= 0 =< x, 0 > .

Luego

T ∗y = ᾱIy.

Por lo tanto, T ∗ = ᾱI.
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Ejemplo 3.5. Sea `2 del Ejemplo 3.1 y sea

τ = {e1 = (1, 0, 0, ...), e2 = (0, 1, 0, ...), ...}

una base ortonormal de `2. Consideremos T : `2 −→ `2 operador lineal

acotado; le asociamos a T una matriz que nos permitirá encontrar el adjunto

de T de manera más sencilla. Para ello, consideremos el siguiente

Teorema 3.5. Si T : `2 −→ `2 operador lineal acotado y sea τ del ejemplo

3.5, entonces existe una matriz infinita

A = (aij)
∞
i,j=1

tal que
∞∑
j=1

∞∑
i=1

|aij|2 <∞,

y para todo x ∈ `2, T (x) = Ax.

Demostración. Sea {xn} ∈ `2. Como τ es base ortonormal de `2, tenemos

que

{xn} =
∞∑
j=1

xjej.

Entonces

T ({xn}) = T

(
∞∑
j=1

xjej

)
.

Como T es continua y lineal, se sigue que

T

(
∞∑
j=1

xjej

)
=
∞∑
j=1

xjT (ej).

Además,

T (e1) =
∑∞

i=1 ai1ei

T (e2) =
∑∞

i=1 ai2ei
...

T (ej) =
∑∞

i=1 aijei
...
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donde aij ∈ C. Aśı, asociamos a T la matriz infinita

A∞ =



a11 a12 · · · a1m · · ·
a21 a22 · · · a2m · · ·
...

...
. . .

...
...

an1 an2 · · · anm · · ·
...

...
. . .

...
...


,

Ahora demostremos que
∞∑
j=1

∞∑
i=1

|aij|2 <∞.

Para ello, primero demostremos que para cada j ∈ N, {aij}∞i=1 ∈ `2, es

decir,
∞∑
i=1

|aij|2 <∞.

Sea j ∈ N, como

ĺım
k→+∞

k∑
i=1

aijei =
∞∑
i=1

aijei,

entonces

{
k∑

i=1

aijei

}∞
k=1

es acotada, luego existe un M > 0 tal que para todo

k ∈ N, ∥∥∥∥∥
k∑

i=1

aijei

∥∥∥∥∥ =

(
k∑

i=1

|aij|2
) 1

2

≤M.

Se sigue que para todo k ∈ N,

k∑
i=1

|aij|2 ≤M2,

es decir,

{
k∑

i=1

|aij|2
}∞

k=1

es acotada. Aśı, por el Teorema(de series con térmi-

nos no negativos),
∞∑
i=1

|aij|2 <∞.
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Ahora, para cada {xn} ∈ `2,

A∞({xn}) =

=



a11 a12 · · · a1n · · ·
a21 a22 · · · a2n · · ·
...

...
. . .

...
...

an1 an2 · · · ann · · ·
...

...
. . .

...
...





x1

x2
...

xn
...


=



∑∞
i=1 a1ixi∑∞
i=1 a2ixi

...∑∞
i=1 anixi

...


.

Veamos que
∞∑
i=1

a1ixi

converge. Por la desigualdad de Holder tenemos que

∞∑
i=1

|a1ixi| ≤

(
∞∑
i=1

|a1i|2
) 1

2
(
∞∑
i=1

|xi|2
) 1

2

.

Como {xn} ∈ `2,
∞∑
i=1

|xi|2 = k <∞.

Aśı,
∞∑
i=1

|a1ixi| ≤ ‖a1i‖ k
1
2 <∞.

Por lo tanto
∞∑
i=1

a1ixi <∞.

Resta demostrar que(
∞∑
i=1

a1ixi,
∞∑
i=1

a2ixi, ...,
∞∑
i=1

anixi, ...

)
∈ `2.

Como para cada j = 1, ...,∞,

∞∑
i=1

ajixi
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converge, tenemos la siguiente sucesión de números complejos

(b1, b2, ..., bn, ...) .

Si esta sucesión converge, entonces el producto para todo {xn} ∈ `2,A∞({xn})
esta bien definido.

Ahora, análogamente como en el caso finito, definimos el adjunto de T

como T ∗ : `2 −→ `2

T ∗(x) =



a11 a21 · · · an1 · · ·
a12 a22 · · · an2 · · ·
...

...
. . .

...
...

a1n a2n · · · ann · · ·
...

...
. . .

...
...





x1

x2
...

xn
...


= A∗∞({xn}).

donde A∗∞ es la matriz traspuesta conjugada de A∞.

Aśı, tenemos que demostrar que para todo x, z ∈ `2, < Tx, z >=< x, T ∗z >.

Sean x, z ∈ `2

< Tx, z >=
∞∑
j=1

(
∞∑
i=1

ajixi

)
zj =

=
∞∑
i=1

xi

∞∑
j=1

ajizj =
∞∑
i=1

xi

∞∑
j=1

ajizj =< x, T ∗z > .

La segunda igualdad se sigue del siguiente teorema (ver [2]):

Teorema 3.6. Sea f una doble sucesión compleja. Supongamos que para

cada m fijo
∑∞

n=1 f(m,n) converge absolutamente y que

∞∑
m=1

∞∑
n=1

|f(m,n)|

converge. Entonces las series
∑∞

n=1

∑∞
m=1 f(m,n) y

∑∞
m=1

∑∞
n=1 f(m,n) con-

vergen absolutamente y tenemos que
∞∑
n=1

∞∑
m=1

f(m,n) =
∞∑

m=1

∞∑
n=1

f(m,n).
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Por lo tanto, el operador T ∗ : `2 −→ `2, definido por T ∗({xn}) =

A∗∞({xn}) para todo {xn} ∈ `2 es el adjunto de T .

Ahora, consideremos una matriz infinita

Ai =



a11 a12 · · · a1n · · ·
a21 a22 · · · a2n · · ·
...

...
. . .

...
...

an1 an2 · · · ann · · ·
...

...
. . .

...
...


.

donde aij ∈ C. Esta matriz define el operador lineal acotado TAi
: `2 −→ `2,

mediante la regla TAi
(x) = Aix para todo x ∈ `2, ya que `2 es separable (ver

[19] página 79).

Teorema 3.7. Sea H un espacio de Hilbert. Sea T : H → H un operador

lineal acotado. Entonces Ker(T ) = Im(T ∗)⊥.

Demostración. Sea x ∈ Ker(T ). Sea z ∈ H. Entonces

< x, T ∗(z) >=< T (x), z >=< 0, z >= 0.

Por lo tanto x ∈ Im(T ∗)⊥; aśı Ker(T ) ⊂ Im(T ∗)⊥. Rećıprocamente, sea

x ∈ Im(T ∗)⊥, entonces

< T (x), T (x) >=< x, T ∗(T (x)) >= 0.

Por lo tanto T (x) = 0, entonces x ∈ Ker(T ); aśı Im(T ∗)⊥ ⊂ Ker(T ).

Corolario 3.1. Todo operador lineal acotado en un espacio de Hilbert con

imagen densa es inyectivo.

Teorema 3.8. Sea H un espacio de Hilbert. Sea T : H → H un operador

lineal acotado con imagen cerrada. Entonces Im(T ) = Ker(T ∗)⊥.
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Demostración. Sea y ∈ Im(T ). Sea z tal que T ∗(z) = 0. Como y ∈ Im(T ),

existe x tal que T (x) = y. Entonces

< y, z >=< T (x), z >=< x, T ∗(z) >=< x, 0 >= 0.

Entonces y ∈ Ker(T ∗)⊥. Por lo tanto Im(T ) ⊂ Ker(T ∗)⊥.

Tenemos que dado un operador T ∈ B(H) podemos asignarle el operador

adjunto T ∗ ∈ B(H), es decir, esta correspondencia tiene propiedades similares

a la conjugación compleja en C como veremos en el siguiente teorema.

Teorema 3.9. Sean A y B operadores acotados en un espacio de Hilbert H.

Entonces

1. (A+B)∗ = A∗ +B∗.

2. (αA)∗ = αA∗.

3. (A∗)∗ = A.

4. I∗ = I

5. (AB)∗ = B∗A∗.

Demostración. Sean x, y ∈ H y α ∈ K.

1.

< x, (A+B)∗y >=< (A+B)x, y >=< Ax, y > + < Bx, y >=

=< x,A∗y > + < x,B∗y >=< x, (A∗ +B∗)y > .

2.

< x, (αA)∗)y >=< αAx, y >= α< Ax, y > =

= < αA∗y, x > =< x, (αA∗)y > .
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3.

< x, (A∗)∗y >=< A∗x, y >= < y,A∗x > =

= < Ay, x > =< x,Ay > .

4.

< x, I∗y >=< Ix, y >=< x, Iy > .

5.

< x, (AB)∗y >=< (AB)x, y >=< A(Bx), y >=

=< Bx,A∗y >=< x, (B∗A∗)y > .

El operador adjunto en espacios de Hilbert apareció en el estudio de

ecuaciones diferenciales e integrales. El operador adjunto nos ayuda a definir

tres importantes clases de operadores(auto-adjuntos, unitarios y normales)

en el espacio B(H). A continuación, definamos a los operadores en el espacio

B(H) que coinciden con su adjunto.

Definición 3.5. Si A = A∗, entonces A es auto-adjunto.

Teorema 3.10. Para cada operador acotado T en un espacio de Hilbert

H, existen únicos operadores auto-adjuntos A y B tales que T = A + iB y

T ∗ = A− iB.

Demostración. Sea T un operador acotado en H. Definimos

A =
1

2
(T + T ∗) y B =

1

2i
(T − T ∗).

Tenemos que A y B son auto-adjuntos, en efecto, sean x, y ∈ H

< Ax, y >=<
1

2
(T + T ∗), y >=

1

2
< Tx, y > +

1

2
< T ∗x, y >=

=
1

2
< x, T ∗y > +

1

2
< x, Ty >= <

1

2
T ∗y, x >+<

1

2
Ty, x > =
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= <
1

2
T ∗y +

1

2
Ty, x > =< x,

1

2
(T + T ∗)y > .

También, tenemos que

< Bx, y >=<
1

2i
(T − T ∗)x, y >=

1

2i
< Tx, y > − 1

2i
< T ∗x, y >=

=
1

2i
< x, T ∗y > − 1

2i
< x, Ty >=

1

2i
< T ∗y, x >− 1

2i
< Ty, x > =

= <
1

−2i
T ∗y, x >+<

1

2i
Ty, x > =< x,

1

2i
(T − T ∗)y > .

Además,

A+ iB =
1

2
(T + T ∗) + i(

1

2i
(T − T ∗)) =

1

2
T +

1

2
T ∗ +

1

2
T − 1

2
T ∗ = T.

Veamos que T ∗ = A− iB, para ello, sean x, y ∈ H, luego

< Tx, y >=< (A+ iB)x, y >=

=< Ax, y > +i < Bx, y >=< x,Ay > +i < Bx, y >=

=< x,Ay > +i < x,By >=< x, (A− iB)y > .

Por lo tanto T ∗ = A− iB.

Para la unicidad, supongamos que existen C y D operadores tales que T =

C + iD y T ∗ = C − iD.
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Conclusiones

En esta tesis se estudiaron las propiedades básicas para los operadores

lineales en espacios dimensión finita y para espacios de Hilbert.

Se vió la alternativa de Fredholm para espacios de dimensión finita. Al igual

que, se consideraron sistemas de ecuaciones de dimensión infinita desde el

punto de vista de las matrices infinitas, para intentar estudiar dicha alterna-

tiva, pero nos encontramos con el problema del producto de matrices infinitas

y de ah́ı, la necesidad de generalizar los operadores en espacios de dimensión

finita y traducir dicha alternativa a operadores en espacios de Hilbert.

De todo este estudio, nos encontramos con el concepto de operador adjunto

que forma parte una rama de las matemáticas llamada análisis funcional y

goza de propiedades importantes que se necesitará otro trabajo de tesis para

poder abordarlas.
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