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Introduccion

En la historia de las matematicas griegas, los dos primeros lugares pertenecen a Euclides
y Arquimedes. El tercer lugar esta generalmente reservado para Apolonio. La fama del “Gran
gedmetra” como lo llamaban sus contemporaneos, se basa en sus sorprendentes secciones conicas,
una obra en ocho libros, de los cuales los primeros 7 han llegado a nosotros.

La obra de Apolonio comienza a filtrarse lentamente hacia Occidente por via de la matemética
arabe. Vitelio, monje polaco establecido en Italia, escribe en 1260 un tratado de o6ptica, que en
el fondo es un comentario al tratado de Optica del drabe Al-Hazen, que residié en la peninsula
ibérica en el siglo XI, y en el que se contienen diversas proposiciones geométricas de Apolonio.

El primer texto griego de Las Conicas que aparece en Occidente es el que Francisco Filelfo,
nacido en Tolentino en 1398, se trajo de Constantinopla a Venecia en 1427.

La primera version al latin de los cuatro primeros libros de Las Conicas fue realizada por

el matematico Juan Bautista Memo, en Venecia. Revela grandes lagunas en el conocimiento del
griego, pero a pesar de ello, al morir Juan Bautista, un sobrino suyo, Juan Maria Memo, edit6 la
obra en 1537. En 1566, en Bolonia, Federico Commandino publica una segunda traduccién, mucho
mejor, de los cuatro primeros libros, basada sobre los textos griegos, y acompanada de los lemas
de Pappus, del comentario de Eutoquio y de dos libros sobre conicas de Serenus Antissensis. Una
segunda edicion de esta obra fue impresa en Paris en 1626.
En 1655 aparece publicado un exponente de lo que constituia el ejercicio de moda en ese tiempo,
la reconstruccion conjetural de las obras perdidas de los clasicos. El Padre Claude Richard publica
en Amberes un comentario de los cuatro primeros libros sobre las conicas de Apolonio, basado en
los textos de Memo y Commandino, seguido de otros cuatro libros que, a juicio del P. Richard,
pretendian reconstruir el contenido de los cuatro libros de Apolonio desconocidos entonces en
Occidente. En 1675 Isaac Barrow, el maestro de Newton en Cambridge, publicé en Londres un
manual de geometria en que condensaba los cuatro primeros libros de Apolonio, ademas de otras
obras de Arquimedes y de Teodosio.

A partir de 1629 comienzan a conocerse en Occidente los primeros manuscritos arabes de la
obra de Apolonio, que contenfan més libros que los hasta entonces conocidos, a través de Golius,
profesor de lenguas orientales en Leyden. El Padre Mersenne se hace eco de ello en una obra
en 1644. Golius los trajo consigo a Holanda, después de un viaje por el Pronio, y en principio
plane6 traducirlos y publicarlos. No se sabe bien por qué no llevé a cabo su proyecto ni por qué
su colecciéon se dispersd después de su muerte. Mientras el gedmetra Viviani, en 1658, se ocupaba
de reconstruir conjeturalmente el contenido de los cuatro libros desconocidos de Apolonio, otro
gedmetra italiano, Borelli, encontr6 en la biblioteca de los Médicis, en Florencia, un manuscrito
arabe, probablemente de la coleccién de Golius, que contenia los libros V, VI y VII de Las Conicas,
en una version resumida y mas o menos retocada por el matematico persa Abalphat de Ispahan,
en 994. Viviani logré que Borelli no publicase tal hallazgo sino después de que él hubiese publicado
su reconstruccion, lo que hizo en 1659. Como se pudo ver después, la reconstruccion del libro V de
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X Introduccion

Viviani fue de un acierto sorprendente y extendia el campo de Apolonio considerablemente. Borelli
por su parte hizo traducir el libro de Abalphat al latin y lo publicé con numerosos comentarios en
Florencia en 1661. Otro manuscrito arabe que contenia una version abreviada de los mismos libros
de Las Conicas, comentada por el gedmetra persa Abdolmelek de Chiraz en 1250, fue adquirida
en 1641 por el orientalista alemén Christian Rau. Este lo tradujo al latin y lo public6 en Kiel
en 1669. La primera versién completa en arabe de los libros V, VI, VII, aparece publicamente en
Occidente al comienzo del siglo XVII en Irlanda, en un manuscrito que los herederos de Golius
habian vendido al obispo de Armach (Codex Armachanus). Se trataba de una traduccion del griego
al arabe realizada en el siglo IX por Thabit ben Kurra, en Bagdad.

En 1704 Halley sustituyé a Gregory como profesor de geometria en Oxford. Gregory habia
traducido los Elementos de Euclides y en 1703 los habia publicado en latin y griego. El y Halley
se habian propuesto traducir y publicar los siete libros de las Conicas de Apolonio.

Con tal fin Halley decidi6 aprender arabe. En 1706 publica Halley el tratado de Apolonio
sobre la seccién de la razén. Muerto Gregory, Halley emprende en solitario la conclusion de
la publicacién de los siete libros conservados de las Conicas y en 1710 aparece la obra en una
impecable presentaciéon. Se compone de tres partes. La primera contiene el texto griego de los
cuatro primeros libros, publicado (en griego) por vez primera, junto con la version latina de
Commandino méas o menos corregida, con los textos griegos de los lemas de Pappus y con el
comentario de Eutoquio, todos los textos griegos acompanados de sus versiones en latin.

En la geometria plana euclidiana, el problema de Apolonio consiste en encontrar las circun-
ferencias tangentes a tres circunferencias dadas; dicho problema se plantea en el tratado sobre
tangencias y se enuncia de la siguiente forma:

“Dados tres objetos, cada uno de los cuales puede ser punto, recta o circunferencia, construir
una circunferencia que sea tangente a los tres objetos dados. (o que los contenga en el caso de los
puntos).”

Cabe senalar al hacer las combinaciones de tres objetos resultan hasta diez tipos de problemas
de Apolonio. Excluyendo a las familias de posiciones particulares que presentan infinitas soluciones,
o ninguna, y a las familias de posiciones que, por simetria, tienen algunas soluciones equivalentes
o prohibidas, la resolucién general del problema resulta en ocho circunferencias que son tangentes
a las tres circunferencias dadas.

En el siglo XVI, Adriaan van Roomen resolvié el problema utilizando la interseccién de
hipérbolas, pero ésta solucién no se basa tnicamente en construcciones con regla y compés, por
lo que puede considerarse menos elegante. Francois Viéte encontrd una soluciéon aprovechando
la simplificacién de los puntos y rectas como casos extremos de circunferencias. El enfoque de
Viéte, que utiliza casos extremos sencillos para resolver otros mas complicados, se considera una
reconstruccion plausible del método de Apolonio.

A su vez, Isaac Newton simplifico el método de van Roomen y mostré que el problema
de Apolonio es equivalente a encontrar una posicion conociendo las diferencias de distancias a
tres puntos conocidos. Esta formulacion tiene aplicaciones en la navegacion y en sistemas de
posicionamiento como el LORAN —Long RAnge Navigation, navegaciéon de largo alcance—, y,
por otra parte, se han desarrollado generalizaciones del problema para otras superficies diferentes
al plano, como puede ser la superficie esférica y otras superficies cuadricas.

Algunos matematicos posteriores introdujeron métodos algebraicos, que transforman el
problema geométrico en una ecuacion algebraica. A estos métodos se les realiz6 una abstraccion
o simplificacion, aprovechando las simetrias inherentes al problema de Apolonio: por ejemplo, las
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circunferencias resolutorias suelen encontrarse en parejas; en una de estas parejas, una circunferen-
cia solucién contiene las circunferencias dadas en su interior mientras que la otra no las contiene.
Joseph Diaz Gergonne aprovechd esta simetria desarrollando un elegante método para encontrar
las soluciones con regla y compas, mientras que otros matematicos utilizaron transformaciones
geométricas como la reflexién en una circunferencia —para que ésta se utilice debe haber simetria
del problema— para simplificar la disposiciéon de las circunferencias dadas. Estos desarrollos
ofrecen una representacion geométrica a través de métodos algebraicos (utilizando la geometria
de la esfera de Lie, introducida por el noruego Sophus Lie) y una clasificacion de soluciones para
las treinta y tres disposiciones esencialmente diferentes posibles en la posicién inicial de las tres
circunferencias.

El problema de Apolonio ha impulsado mucha investigaciéon adicional. Se han estudiado
generalizaciones en tres dimensiones —la construcciéon de una esfera tangente a cuatro esferas
dadas— y en dimensiones superiores. La disposicion de tres circunferencias tangentes entre ellas
ha recibido una atencién especial. René Descartes dio una férmula que relaciona los radios de
las circunferencias dadas y los de las circunferencias resolutorias, que se conoce actualmente
como teorema de Descartes. En este caso, la resolucién iterativa del problema de Apolonio lleva
a la formacion de uno de los primeros fractales descubiertos y dibujados, el tamiz de Apolonio,
importante en teoria de niumeros, concretamente en los circulos de Ford y en el método del circulo
de Hardy-Littlewood.

Su aplicacién principal es determinar una posicion a partir de las diferencias entre las distancias
de, al menos, tres puntos conocidos mediante la trilateraciéon hiperboélica, utilizada en navegacion
y en los sistemas globales de navegacion por satélite como el GPS. Otras aplicaciones incluyen los
codigos de correccién de errores utilizados en los discos DVD, asi como desarrollos en farmacologia.

El presente trabajo de tesis versa sobre el estudio del problema de Apolonio y el Tamiz de
Aplonio (aplicacion recursiva del problema de Apolonio) desde un punto de vista geométrico, para
ello solucionaremos dicho problema utilizando la perspectiva del mismo Apolonio hasta Klein; es
decir,

i) Con ayuda de la Geometria Euclideana estudiamos la solucién del problema de Apolonio
utilizando regla y compas, y considerando los casos propuestos por Viéte en el siglo XVII.

ii) Con la Geometria Cartesiana mostramos el Teorema de los 4 puntos de Descartes y su
aplicacion en la soluciéon del Problema de Apolonio.

iii) Con la Geometria conforme, estudiamos las Transformaciones de Mobius y sus propiedades
geométricas, para poder obtener el Tamiz de Apolonio via la composicion de Transformaciones de
Mbobius.

iv) El Programa de Erlangen, propuesto por Klein en 1872 define geometria como seleccionar
un grupo G cualesquiera, y luego definir la «geometria» correspondiente con el estudio de los
invariantes de G.

Dicho estudio lo realizamos en los 4 capitulos y dos anexos que constituyen este trabajo de
tesis y que a continuacién se describen.

El capitulo 1 versa sobre la soluciéon del problema de Apolonio considerando los 10 casos
propuestos por Viete usando para ello Geometria Euclideana clasica para los primeros 9 casos
(regla y compaés) e inversion para el décimo. También se demuestra el Teorema de los 4 circulos
de Descartes y se define que es el Tamiz de Apolonio.
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En el capitulo 2 se estudia la definicion, clasificacion y propiedades de las transformaciones
de Mobius de variable. Asi como la invarianza de los circulos bajo este grupo para garantizar la
existencia y unicidad del Tamiz de Apolonio asi como la solucion del problema de Apolonio.

En el capitulo 3 se introduce el concepto y propiedades de los grupos Kleinianos. En particular,
se demuestra que el Tamiz de Apolonio es el conjunto limite de un grupo Kleiniano generado por
dos transformaciones de Mdbius parabolicas.

En el capitulo 4 se prueba que el Tamiz de Apolonio es un continuo mediante el estudio del
tridngulo de Sierpinski, pues de este ultimo se prueba que es el atractor de un Sistema Iterado de
Funciones, el limite inverso de continuos y homeomorfo al Tamiz de Apolonio.

En los anexos presentan el codigo en lenguaje Python con el que se generd la soluciéon numeérica
del Tamiz de Apolonio y el co6digo en lenguaje M de Octave que gener6 las figuras de la dinamica

de algunas transformaciones de Mobius.

Finalmente se dan las conclusiones de este trabajo.



Capitulo 1

Solucién del Problema de Apolonio
Usando Geometria Euclideana y
Cartesiana

En el presente capitulo hablaremos sobre la soluciéon del problema de Apolonio y su solucién
desde el punto de vista de la Geometria Euclideana y de la Geometria Analitica.

1.1. Solucién por medio de Geometria Euclideana

A continuacién demostraremos la solucion al problema de Apolonio usando regla y compaés.
Cabe mencionar que para el caso 10 es necesario utilizar inversion.

Observacion 1.1. La estrategia bdsica de los métodos inversos es transformar un problema de
Apolonio dado en otro que sea mds sencillo de resolver, las soluciones del problema original se
encuentran a partir de las soluciones del problema transformado, al deshacer la transformacion.
Las transformaciones examinadas deben cambiar un problema de Apolonio en otro; ademds, deben
transformar las circunferencias, rectas y puntos dados en otras circunferencias, rectas y puntos, y
no en otras formas.

La inversion de la circunferencia tiene esta propiedad y ademds permite elegir de forma libre
el centro y el radio de la circunferencia invertida.

La inversion de la circunferencia de centro O y radio R consiste en la siguiente operacion: a
cada punto P se le asigna un nuevo punto P como O, P y P’ deben estar alineados, y el producto
de las distancias desde P y P’ hasta el centro O sea igual al radio R al cuadrado:

OP-OP = R*.
Antes de dar la solucion a nuestro problema debemos introducir los siguientes conceptos.
Definicion 1.1. 1. Se llama potencia de un punto P respecto de una circunferencia ¢ al

producto de los segmentos determinados por dicho punto y los de interseccion de una secante
trazada por el punto P con la circunferencia A y B. Véase figura 1.1.

2. Se denomina eje radical de dos circunferencias al lugar geométrico de todos los pun-
tos del plano que tienen la misma potencia respecto de las circunferencias y es una recta
perpendicular a la que une los centros de las circunferencias. Véase figura 1.2.
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Figura 1.1: Definicién grafica de potencia

Figura 1.2: Eje radical de dos circunferencias

Teorema 1.1 (Problema de Apolonio). Dados tres objetos tales que cada uno de ellos puede ser
un punto, una recta o una circunferencia, existe al menos una circunferencia que es tangente a
cada uno de los tres elementos dados.

Demostracion:
Dado que deseamos construir al menos una circunferencia tangentes a tres objetos dados y los
cuales pueden ser circunferencias, rectas o puntos. Si consideramos las combinaciones de estos
objetos resultan hasta 10 configuraciones de Apolonio distintas, a las cuales se les puede designar
un codigo de tres letras C, R, P, para denotar si los objetos dados son una circunferencia, una recta
o un punto respectivamente. Los casos que resultan de las combinaciones de los objetos anteriores
son los casos siguientes y su correspondiente soluciéon que enlistamos a continuacion:

1. Dados tres puntos no colineales, el problema se reduce a construir una circunferencia que los
contenga, (PPP).

2. Dadas tres rectas, el problema se reduce a construir una circunferencia que sea tangente a
las tres rectas, (RRR).

3. Dados dos puntos y una recta, el problema se reduce a construir una circunferencia tangente
a la recta y que contenga a los dos puntos, (PPR).
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4. Dadas dos rectas y un punto, el problema se reduce a construir una circunferencia que sea
tangente a las dos rectas y que contenga al punto, (RRP).

5. Dados dos puntos y una circunferencia, el problema se reduce a construir una circunferencia
que contenga a los dos puntos y sea tangente a la circunferencia dada, (PPC).

6. Dadas dos circunferencias y un punto, el problema se reduce a construir una circunferencia
que contenga al punto y que sea tangente a las dos circunferencias dadas, (CCP).

7. Dadas dos rectas y una circunferencia, el problema se reduce a construir una circunferencia
b
que sea tangente a las rectas y a la circunferencia dada, (RRC).

8. Dadas una circunferencia, una recta y un punto, el problema se reduce a construir una
circunferencia que pase por el punto y sea tangente a la recta y la circunferencia dada,
(CRP).

9. Dadas dos circunferencias y una recta, el problema se reduce a construir una circunferencia
que sea tangente a la recta y a las dos circunferencias dadas, (CCR).

10. Dadas tres circunferencias, construir una circunferencia que sea tangente a tres circunferen-

cias dadas, (CCC).

Problema 1: Dados tres puntos no colineales, construir una circunferencia que los
contenga (PPP). Véase figura 1.3

Pasos para la construcciéon:

a) Trazar los segmentos que unan dichos puntos AB, BC, C A.
b) Trazar las mediatrices de los segmentos.
c) Encontrar el punto de interseccion de las mediatrices (P).

)
)
)
d)

Trazar la circunferencia con centro P y radio PA.

(a) Paso 1 (b) Paso 2 (c) Paso 3

(d) Paso 4

Figura 1.3: Soluciéon geométrica problema 1 (PPP).
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Problema 2: Dadas tres rectas, construir una circunferencia que sea tangente a las
tres rectas (RRR).

Este caso a su vez tiene dos posibles configuraciones; la primera es que dos de las rectas
sean paralelas y la otra es que las tres rectas se corten entre si. La solucién que se describe a
continuacion es cuando las tres rectas se cortan entre si. Véase figura 1.4

Pasos para la construccion:

a) Trazar las bisectrices de los angulos que se forman cuando se cortan las rectas.

b) Hallar el punto de interseccion de las bisectrices(Q)), asi como la interseccion de las bisectrices
con las rectas(D, E, F).

c¢) Trazar la circunferencia Cjcon centro en Q y radio QD(o radio QE,QF).
d) Trazar rectas perpendiculares a los puntos de interseccion de las rectas.

e) Hallar los puntos de interseccion de las rectas trazadas en el punto anterior con las bisectrices
(Pr, P2, Ps).

f) Trazar las circunferencias Cy(P1, P E), C3( P2, PoaF), C4(Ps, P3D).

(a) Paso 1 (b) Paso 2 (c) Paso 3

(d) Paso 4 (e) Paso 5 (f) Paso 6

Figura 1.4: Solucion geométrica problema 2 (RRR): Configuracion 2.

Problema 3: Dados dos puntos y una recta, construir una circunferencia tangente
a la recta y que contenga a los dos puntos (PPR).

Configuracion 1: Si los dos puntos dados A y B estan en una recta paralela a la
recta L dada. Véase figura 1.5

Pasos para la construcciéon:

a) Se construye un punto C' sobre la recta L.

b) Se traza la mediatriz del segmento AB.
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c) C es la interseccion de la mediatriz y la recta dada.

d) Se construye la circunferencia que contiene a los puntos 4, By C.

————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————

(a) Paso 1 (b) Paso 2 (c) Paso 3

(d) Paso 4

Figura 1.5: Solucion geométrica problema 3 (PPR): Configuracion 1

Configuracion 2: Si los puntos A y B no estan en una recta paralela a la recta L.
Véase figura 1.6

Pasos para la construccion:

Trazamos la recta AB.

&

=

N N N N N NG

Hallamos la interseccion de AB y la recta L (El punto de interseccion es M).

Trazar la circunferencia C; de didmetro AB.

o

o,

Desde M trazar una tangente a la circunferencia C'.

Marcar el punto de tangencia 7'

)

—

Trazar circunferencia con centro M y radio MT.

Hallar intersecciones entre la recta L y la circunferencia Cs. (P y Q)

=]

Construir las circunferencias que pasan por A, B,Py A, B, Q.
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(c) Paso 3

(g) Paso 7 (h) Paso 8

Figura 1.6: Solucion geométrica problema 3 (PPR): Configuracion 2

Configuraciéon 3: Cuando uno de los puntos esta sobre la recta L. Véase figura 1.7

Pasos para la construcciéon:

a) Trazar el segmento AB.
b) Trazar la mediatriz del segmento AB.
d) Hallar interseccion de la mediatriz y la perpendicular a L ( Punto C ).

)
)
c¢) Trazar perpendicular a la recta L, que pase por B.
)
e)

Trazar circunferencia con centro C' y radio BC.
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e

(a) Paso 1

(b) Paso 2

(c) Paso 3

(d) Paso 4

(e) Paso 5

Figura 1.7: Solucion geométrica problema 3 (PPR): Configuracion 3

Configuracion 4: Cuando los puntos estan sobre una recta perpendicular a la recta

L. Véase figura 1.8

Pasos para la construcciéon:

o

o o
NN N N N

)

e

—

Trazar la recta AB.

Senalar la interseccion de las recta L y AB, (punto P).
Hallar el punto medio M; entre los puntos A y B.
Trazar la perpendicular a la recta AB que pase por Mj.

Trazar la circunferencia con centro A y radio PM1.

Trazar circunferencia con centro C' y radio C A.

Marcar la interseccion entre la perpendicular 1 y la circunferencia C A.
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(a) Paso 1 (b) Paso 2 (c) Paso 3

(d) Paso 4 (e) Paso 5 (f) Paso 6

(g) Paso 7
Figura 1.8: Solucion geométrica problema 3 (PPR): Configuracion 4

Problema 4: Dadas dos rectas y un punto, construir una circunferencia que sea
tangente a las dos rectas y que contenga al punto (RRP).

Configuracion 1: Si las rectas se cortan y el punto queda comprendido entre ellas.
Véase figura 1.9

Pasos para la construccion:

a) Trazar la bisectriz del dngulo formado por las rectas L y M.
b) Hallar el punto simétrico del punto A respecto a la bisectriz.

c¢) Realizar la construccion del problema 3: (PPR).

Configuraciéon 2: Si el punto dado A pertenece a una de las rectas dadas. Véase
figura 1.10
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(a) Paso 1 (b) Paso 2 (c) Paso 3

Figura 1.9: Solucion geométrica problema 4 (RRP): Configuracion 1
Pasos para la construcciéon:

a) Trazar perpendicular P a la recta L por el punto A.

b) Trazar las bisectrices de los angulos determinados por las dos rectas.

c) Hallar intersecciones entre la perpendicular y las bisectrices ( Py @ ).
)

d) Py @ son los centros de las circunferencias buscadas.

(a) Paso 1 (c) Paso 3

(d) Paso 4

Figura 1.10: Soluciéon geométrica problema 4 (RRP): Configuracion 2

Configuraciéon 3: El punto A estia comprendido entre dos rectas que son paralelas.
Véase figura 1.11
Pasos para la construcciéon:
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Trazar circunferencia con centro A y diametro igual a la distancia entre las rectas.

52

o
= = =

Trazar la paralela media M.

Hallar intersecciones entre la circunferencia y la paralela media. (P y Q ).

o

[N

P y @ son los centros de las circunferencias buscadas y los radio son AP y AQ.

Si el punto B esté en una de las dos rectas dadas, la construccién se reduce a encontrar el centro,
que es la interseccién entre la media paralela y la recta que pasa por B y es perpendicular a la
media paralela.

n

(a) Paso 1 (b) Paso 2 (c) Paso 3

(d) Paso 4

Figura 1.11: Soluciéon geométrica problema 4 (RRP): Configuracion 3

Problema 5: Dados dos puntos y una circunferencia, construir una circunferencia
que contenga a los dos puntos y sea tangente a la circunferencia dada (PPC).

Este caso considera tres configuraciones
1) Los puntos son exteriores a la circunferencia.
11) Los puntos son interiores a la circunferencia.
1) Uno de los puntos esta sobre la circunferencia y el otro puede ser interior o exterior.
A continuacion se presenta la solucion de I). Véase figura 1.12
a) Trazar la recta AB.
b) Trazar una circunferencia que pase por A y B, que corte la circunferencia.

c¢) Trazar el eje radical de las circunferencias.

10
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d) Hallar la interseccion del eje radical con la recta AB(k).Desde k trazar rectas tangentes a la
circunferencia.

e) Marcar los puntos de tangencia (L, M).
f) Trazar la circunferencia que pasa por A, B, L.

g) Trazar la circunferencia que pasa por A, B, M.

(a) Paso 1 (b) Paso 2 (c) Paso 3

SN N s
] (<)

. _/ N N\

(d) Paso 4 (e) Paso 5 (f) Paso 6
77\
./
(g) Paso 7

Figura 1.12: Solucion geométrica problema 5 (PPC): Configuracion 1

Problema 6: Dadas dos circunferencias y un punto, construir una circunferencia
que contenga al punto y que sea tangente a las dos circunferencias dadas (CCP).

Configuraciéon 1: Cuando el punto P es exterior a ambas circunferencias. Véase figura
1.13
Pasos para la construcciéon:

a) Hallar los centros de homotecia directo e inverso.

b) Trazar el segmento C;Cy (Que une los centros de las circunferencias dadas).

)
)
c) Hallar las intersecciones del segmento C1C4y con las circunferencias dadas.
d) Trazar la circunferencia que pasa por los puntos A, By P.

)

e) Trazar el segmento PH (Une el punto P con el centro de homotecia H).

11
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f) Hallar la interseccion entre el segmento PH y la circunferencia ABP.
g) Ocultar las rectas tangentes, el segmento C;Cy, los puntos A, B, H y K.

h) Para desarrollar el paso (9), seguir el problema 5 (PPC).

i) Construir la circunferencia que pasa por P y M, tangente a la circunferencia Cj.

j) Se pueden obtener dos circunferencias maés, repitiendo los pasos anteriores para el centro de
homotecia inverso K.

77N 7N :
0 ) .
S ST (e

; ; N

(a) Paso 1 (b) Paso 2 (c) Paso 3

‘ Doy ‘o
L / N/ N \,//
(d) Paso 4 (e) Paso 5 (f) Paso 6
' ( TN
NG Y
(g) Paso 7 (h) Paso 8,9

Figura 1.13: Soluciéon geométrica problema 6 (CCP): Configuracion 1

Configuraciéon 2: Cuando el punto P pertenece a una de las circunferencias (C5).
Véase figura 1.14
Pasos para la construcciéon:

a) Hallar los centros de homotecia directo e inverso (directo H, inverso K).

b) Trazar la recta PH (del punto P al centro de homotecia H).

c) Hallar la interseccion de la recta PH con la circunferencia C; (punto Q).
)

d) Py @ son los puntos de tangencia para una de las circunferencias buscadas.

12
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)

—

— = . —. = [0}
I s N N N N N N

Trazar las semirrectas C1Q y CoP.

Hallar la intersecciéon entre las rectas C1Q y Co P.

Trazar la circunferencia de centro T; y radio 77 P.

Ahora, trazar la recta PK.

Hallar la interseccion entre la recta PK y la circunferencia Cy (punto R).

P y R son los puntos de tangencia para otra de las circunferencias buscadas.
Trazar las semirrectas C1R y CoP.

Hallar la intersecciéon entre las rectas C1R y CoP.

Trazar la circunferencia de centro T5 y radio T5 P.

Problema 7: Dadas dos rectas y una circunferencia, construir una circunferencia

que sea tangente a las rectas y a la circunferencia dada (RRC).

M.

&

[o¥) o
NN N N N

o

e

—

Configuraciéon 2: Cuando la circunferencia esta comprendida entre dos rectas L y
Véase figura 1.15

Pasos para la construccion:

Determinar el radio de la circunferencia dada O.

Trazar paralelas a cada lado de la recta L, a una distancia igual al radio de la circunferencia O.
Trazar la bisectriz del angulo formado por las rectas L y M.

Hallar el punto simétrico del centro O respecto a la bisectriz. (punto O/).

Trazar la recta OO’

Sefialar la interseccion entre la recta OO’ y la recta paralela Ly. (punto M).

Desde M, trazar tangentes a la circunferencia de didAmetro 0O'. Marcar los puntos de tangencia
Dy E.

Trazar la circunferencia con centro en M y radio M D.

Hallar las intersecciones de la paralela L; con la circunferencia CM de centro M.
Trazar las perpendiculares a la paralela Ly por los puntos A y B.

Hallar las intersecciones de las perpendiculares halladas con la bisectriz.

Los puntos P y Q son los centros de las circunferencias buscadas. Trazar circunferencias con
centros en P y () tangentes a las rectas L y M.

Si se siguen estos pasos para la recta paralela Lo, se obtienen otras dos circunferencias.

Problema 8: Dadas dos circunferencias y una recta, construir una circunferencia

que sea tangente a la recta y a las dos circunferencias dadas (CCR). Véase figura 1.16
Pasos para la construcciéon:

13
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(a) Paso 1 (b) Paso 2 (c) Pasos 3y 4

(j) Paso 12 (k) Paso 13

Figura 1.14: Solucion geométrica problema 6 (CCP): Configuracion 2

a) Trazar una circunferencia auxiliar (C]) con radio 7y —rg y una recta paralela a L a una distancia
ro de L (R).

b) Trazar una perpendicular a C{ y a la recta R y hallar sus puntos de interseccion (A4, B, D).

c¢) Trazar una circunferencia auxiliar que pase por B, D, Csy (Auxl).

d) Trazar la recta AC3 y hallar el punto de interseccion con la circunferencia Auzl (CY%).

Trazar la mediatriz del segmento C2C%(M) y trazar el punto k.

f) Trazar una circunferencia auxiliar con centro en la mediatriz (k) y que pase por Cz (Auz2).

g) Hallar el punto de interseccion de la recta ACy con la recta R (C'R), éste sera el centro radical.

14
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‘ v M

(a) Paso 1 (b) Paso 2 (c) Paso 3

(d) Paso 4 (e) Paso 5 (f) Paso 6
(g) Paso 7 (h) Paso 8

(j) Paso 10 (k) Paso 11 (1) Paso 12

Figura 1.15: Solucion geométrica problema 7 (RRC): Configuracion 2

h) Trazar una recta tangente desde C'R hacia la circunferencia Aux2 y hallar el punto de tangencia
T.

i) Trazar una circunferencia con centro CR y que pase por T (Aux3).

j) Hallar las intersecciones de la circunferencia Aux3 con la recta L, estos seran los puntos de
tangencia de las circunferencias solucion (17, T5).

k) Trazar rectas perpendiculares que pasen por los puntos 77,75 y su interseccién con M, estos

15
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seran los centros de las circunferencias solucion (01, 02).

1) Trazar las circunferencias con centro en O1,02 y con radio O1T7, O2T5 respectivamente.

(a) Paso 1

(d) Paso 4

(g) Paso 7 (h) Paso 8 (i) Paso 9

s, . O
(j) Paso 10 (k) Paso 11 (1) Paso 12

Figura 1.16: Solucién geométrica problema 8 (CCR).

Problema 9: Dadas una circunferencia, una recta y un punto, construir una circun-

16
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ferencia que pase por el punto y sea tangente a la recta y la circunferencia dada (CRP).

Configuraciéon 1: El punto dado P esta sobre la recta L. Véase figura 1.17.

Pasos para la construcciéon:

Trazar un segmento perpendicular al centro de la circunferencia dada y hallar las intersecciones
con ésta (puntos A, B).

Unir los puntos A, B con el punto P y hallar las intersecciones con la circunferencia M, N, estos
seran los puntos de tangencia.

Trazar una recta perpendicular al punto P(R).
Unir los puntos M, N con el centro de la circunferencia (L1, L2).

Hallar la interseccién de la recta L1 con R y L2 con R, estos puntos son los centros de las
circunferencias buscadas (01, 02).

Trazar la circunferencia con centro en O1 y radio O1M.

Trazar la circunferencia con centro en O2 y radio O2N.

Configuracion 2: El punto dado P esta sobre la recta L. Véase figura 1.18.

Pasos para la construcciéon:

Trazar un segmento perpendicular al centro de la circunferencia dada y hallar las intersecciones
con ésta (puntos A, B).

Unir los puntos A, B con el punto P y hallar las intersecciones con la recta T'1,T2 estos seran
los puntos de tangencia.

Trazar una recta que pase por el centro de la circunferencia y el punto P(R).

Trazar una recta desde T'1,72 hacia R y hallar sus intersecciones (O1,02) estos serén los
centros de las circunferencias buscadas.

Trazar las circunferencias con centro en O1,radio O1T'1 y centro O2,radio O27T2 respectivamen-
te.

Configuraciéon 3: El punto dado P es exterior a la circunferencia. Véase figura 1.19.

Pasos para la construcciéon:

1. Trazar una perpendicular a la recta L.

2. Hallar las intersecciones de la perpendicular con la circunferencia, O, es el centro de inversion,
A y la interseccion de la perpendicular y la recta dada A’.

3. Hallar las mediatrices de los segmentos AP y PA’ y su interseccion (k).
4. Trazar una circunferencia que pase por A, A’, P (C}).

5. Trazar la recta OP y su interseccién con la circunferencia Cy (P’).

17
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(d) Paso 4 (f) Paso 6

(g) Paso 7

Figura 1.17: Solucién geométrica problema 9 (PRC): Configuracion 1.

6. Trazar el centro radical auxiliar (C'R).

7. Trazar las rectas tangentes desde C'R a la circunferencia C; y trazar los puntos de tangencia
(t,t).

8. Trazar una semicircunferencia con centro en CR y radio C Rt y hallar las intersecciones con
la recta L estos seran puntos de tangencia (17, T7).

9. Trazar la recta OT" y la recta OTY y hallar sus intersecciones con la circunferencia inicial
(T,Ty).

10. Trazar las rectas CT y C'T}.

11. Trazar una recta perpendicular al punto 7" y otra al punto 77 y las intersecciones con las
rectas C'T y CTy respectivamente, estos serén los centros de las circunferencias deseadas.

18
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(d) Paso 4 (e) Paso 5

Figura 1.18: Solucién geométrica problema 9 (PRC): Configuracion 2.

12. Trazar las circunferencias con centro Ol,radio O17; y con centro en 02, radio O2T.

Problema 10: Dados tres circulos, construir una circunferencia que sea tangente a

los tres circulos dados (CCC). Véase figura 1.20.

Pasos para la construcciéon:

a) Trazar dos circunferencias auxiliares con centro en O2 y O3 y radio ro — 11 y r3 — ro respecti-

(=¥ o o

)

]

= -
fa 2N N R N N NN )

vamente Auxl, Aux2.

Unir los centros O2 y O3 y encontrar su interseccion con las circunferencias Auxl, Aux2.(R,S)
Trazar un segmento perpendicular al centro O2 y al centro O3.

Encontrar las intersecciones de los segmentos con sus respectivas circunferencias auxiliares.
Unir las intersecciones, encontrar el punto de interseccion(M) este sera el centro de inversion.
Unir el punto M con el centro O1 (MO1).

Unir el centro O1 con los puntos Ry S.

Dibujar la circunferencia que pasa por R, S, 01 (O4).

Hallar el punto de interseccién de O4 con la recta MO1 (0O1).

Trazar una recta que pasa por los puntos de interseccion de la circunferencia O4 y la circunfe-
rencia Auz2.
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1.1. SOLUCION POR MEDIO DE GEOMETRIA EUCLIDEANA

(a) Paso 1
\.I % *
k i “I k ‘I
(d) Paso 4 (e) Paso 5

(j) Paso 10 (k) Paso 11 (1) Paso 12

Figura 1.19: Soluciéon geométrica problema 9 (PRC): Configuracion 3

k) Hallar la interseccion de la recta anterior con la recta MO1.
1) Trazar el segmento PO?2 .

m) Hallar el punto medio del segmento PO2 (h).
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1.1. SOLUCION POR MEDIO DE GEOMETRIA EUCLIDEANA

n) Dibujar un arco de circunferencia con centro en h y radio hO2.

n) Hallar los puntos de interseccion del arco con la circunferencia auz2 (T'1,72).

o) Trazamos la mediatriz del segmento O101’.
)

Unir los puntos T'1,72 con el punto O2 y hallar los puntos de interseccion con la mediatriz de
0101’ (05,06).

P

q) Unir los puntos 05,06 con los centros dados inicialmente O1,02,03 y hallar los puntos de
interseccion T'3,74,T5,76,T7, T8 (Puntos de tangencia).

r) Trazar las circunferencias con centro en O5, 06 y radio hacia uno de sus puntos de tangencia.

s) Esas circunferencias son las soluciones al problema.

(a) Construccion (b) solucién

Figura 1.20: Soluciéon geométrica problema 10 (CCC).
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1.2. SOLUCION DEL PROBLEMA DE APOLONIO MEDIANTE GEOMETRIA ANALITICA

1.2. Solucién del problema de Apolonio mediante Geometria
Analitica

Descartes encontr6é una relacion entre los radios de cuatro radios tangentes disjuntos entre si,
resultado que hoy en dia es conocido como el teorema de los 4 circulos de Descartes, el cual antes
de enunciarlo definiremos los siguientes conceptos.

Definiciéon 1.2. 1. Circulo interno: Dado cualquier tridngulo, el circulo interno es el circulo
mdas grande contenido en el tridngulo, el cual es tangente a los tres lados, cuyo centro y radio
se denominan incentro e inradio respectivamente.

2. Dado un tridngulo, extiende dos lados en la direccion opuesta a su vértice comin. La
circunferencia tangente a estas dos lineas y al tercer lado del tridngulo se llama excirculo,
cuyo centro y radio se denominan excentro y exradio respectivamente.

3. Semiperimetro: La mitad del perimetro de un poligono.(Se usard el semiperimetro del tridn-
a+b+c

5 para nuestros propdsitos.)

gulo, entonces S =

) ) 1
4. Curvatura del circulo: La curvatura se define como el reciproco del radio r' = —.
r

5. Circulo orientado: Un circulo con una direccion asignada del vector normal unitario, que
apunta hacia adentro o hacia afuera. Un radio positivo implica un vector normal que apunta
hacia adentro (circulo mds pequerio), y un radio negativo implica un vector normal que apunta
hacia afuera (circulo mds grande).

Teorema 1.2. (Cuatro circulos)
Supongamos que los radios de los circulos originales son a1, as,a3 > 0 y el cuarto circulo tiene un

radio ay entonces
1 4 1\2
DIEESACS (1.1
i=1 v

1 i=1

Observacion 1.2. Si comenzamos con tres circulos tangentes entre si con curvaturas ki, ko y ks
respectivamente, podemos resolver 1.1 en términos de la curvatura k4 obteniendo asi que

sz = ki + ko + ks = Vk1ko + koks + kiks por lo que obtendremos dos curvaturas distintas, por
ende, obtendremos exactamente dos circunferencias que resuelven el Problema de Apolonio, uno
con curvatura k;f y otro con curvatura k; dando as? una cota dptima al nimero de soluciones al
problema de Apolonio en el caso 10, hecho notorio en la demostracion del Teorema de los cuatro
circulos de Descartes.

Demostracion: [Teorema de Cuatro circulos]

La clave para iniciar esta prueba es reconocer que los cuatro circulos mutamente tangentes son
parte de una configuracion de ocho circulos, cada uno pasando por los puntos de tangencia de los
otros.

Sean by, bo, b3, by, k1, ko, k3, ks las curvaturas de estos ocho circulos, tales que los circulos con
curvaturas b; son mutuamente tangentes, asi como los circulos con curvatura k;, i = 1,2, 3,4; por
definicién la curvatura es el reciproco del radio del circulo dado.

El teorema establece que si 23 b2 = (3. b;)? se cumple, del mismo modo 23k = (3 k;)?
también se cumple.

Sean a,b, ¢, s,r, . los lados (a, b, ¢) el semiperimetro (s), el inradio (r) y el primer exradio (r.), de
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un triangulo ABC tal que 72 = (s —a)(s ; b)(s = <) yri= s(s(—sbz(as)—c).

Se puede considerar que tres circunferencias mutuamente tangentes tienen centros A, B,C' y
radios s —a, s — b, s — c en el caso de un contacto externo o bien radios s,s — ¢, s — b en el caso de
contacto interno.

Contacto Externo:
Sea r = k%’ s—a = é, s—b= i, s—c= i, entonces tenemos definidos el radio de los tres circulos
mutuamente tangentes con curvaturas by, b3, by, asi como el inradio del incirculo del triangulo ABC,
con curvatura kj.
Expandiendo el lado derecho de (1.1) notamos que

O ob)>=> 07 +2> bidy. (1.2)

i#]

2 (5=a)(s=b)(s—¢)

Sabemos que r al invertir esta ecuacién obtenemos lo siguiente:

2 (s—a)(s—b)(s—c)

1
Ademas k1 = = por definicion, si elevamos al cuadrado ambos términos tenemos k? = —» entonces
r r
s
k2 =
(s—a)(s—b)(s—¢)
s s
S (1.3)

111 1
b2 3 b4 b2b3b4
= S(b2b3b4).

Como s es el semi perimetro del triangulo ABC' |, s = (s —a) + (s — b) + (s — ¢) y sustituyendo en

1.3 tenemos:
k% = s(bobsby) = [(s — a) + (s — b) + (5 — ¢)] (bab3by)

1 1 1
=(—+—+— 14
<b2 + bs + b4) (babsba) (1.4)

= b3by + babs + bobs
o k2 = bobg + boby + b3by. (i)

Contacto Interno:
Sea k% =T, —S = é, s—c= %, i = s — b (el signo — es para especificar el contacto interno).
Entonces tenemos definidos los radios de los 3 circulos mutuamente tangentes con curvatura
ba, b3, by asi como el radio del primer excirculo del trisngulo ABC con curvatura ki.
s(s=b)(s—¢) = . .- — )
Sabemos que 72 = 2=90G=9) i;virtiendo tenemos: 5 = —-5=9__ ademas sabemos que ky = -
e r2 —s(s—b)(s—c)”’ re

c—a

si elevamos al cuadrado tenemos k7 = T%, entonces:
z

K2 = s—a
—s(s —b)(s—c¢)
s—a

-
bab3by

= (S - a)(b2b3b4).
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Por construccién podemos hacer a = b — ¢, con lo cual nos queda
(S —-b-— C)(b2b3b4). (16)
Asi, llegamos a
k?% = (S —b— C)(b2b3b4)
=(s—b—c+ s—s)(babsby)
=—s+4+ (s —=b)+ (s — ¢)(babsby)

(ke Y

by b3 by
= babz + baby + b3bs.
k’% = bobs + baby + b3by. (1)

Del mismo modo, si en lugar de ello elegimos las tres circunferencias mutuamente tangentes
con curvaturas ks, ks, k4 y el incirculo o excirculo b; encontrariamos que kskyq + koky + koks = b%.
Obsérvese que inicialmente, pudimos elegir las tres circunferencias mutuamente tangentes de forma
arbitraria. Por lo tanto podemos permutar los subindices 1,2, 3,4 para obtener:

k2 = bgby + byby + bybs (ii)
kg = b1bg + baby + bob; (111)
k3 = bgby 4 bybo + bobs (iv)

Sumando las ecuaciones ii,iii,iv, obtenemos:

k3 + k3 + k3 + k] = babs + baby + baby + bsby + baby + bibs+
+b1b4 + baba + baby + b3by + b1bay + babs.

Lo cual puede ser escrito también como:

S OEF =23 bib. (1.9)

Similarmente, como se menciona en el parrafo anterior, si se seleccionan tres circulos mutuamente
tangentes con curvaturas k; y el respectivo incirculo b; obtenemos

>0 =2>kik;. (1.10)

Por tanto combinando (1.2),(1.9),(1.10) obtenemos:

O b =D b7 +2> biby=> bi+7 =2 kikj+ Y k= (> ki) (1.11)
b=k (1.12)

Queremos probar que Y b7 = Y k2. Considere

Por lo que:

—b2 4 (bg + b3 + bg)? = — b? + b2 + b2 4 b2 + 2(bobs + baby + bzby)
=— b2+ b3 + b3 + b3 + 2k
= — b2 + kyks + kyky + kaky 4+ k1ko + k1kg + kokg + kyks + kiko + koks + 2k7
=2k1 (ko + k3 + kq) + 2k

=2k1 > ki
=2k1 ) b;.

(1.13)
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Entonces
—b1 + by + bs + by = 2k,

. Sumando cuatro de estas ecuaciones después de elevar al cuadrado cada lado, obtenemos:

dvi=> k. (1.14)

Por lo tanto por (1.11), (1.14)

2> B2 =) b+ > k= b)*

Lo cual completa la prueba. |

Figura 1.21: Los tres circulos iniciales C,C5,C3, y los dos circulos mutuamente tangentes Cy y
C, garantizadas por el teorema de Apolonio.

Observacion 1.3. Una consecuencia inmediata del teorema del circulo de Descartes es que, dada
la curvatura de tres circulos mutuamente tangentes, Cy,Co y C3 podemos resolver las curvaturas
de los dos circulos que son mutuamente tangentes a los tres circulos originales. De esta nueva
coleccion de cuatro circulos mutuamente tangentes, podemos elegir arbitrariamente tres de ellos
y resolver la curvatura de dos nuevos circulos que son mutuamente tangentes a esta seleccion de
tres circulos, estos se llaman circulos apolineos. Sumando los dos circulos apolineos Cy y C5 a
los tres originales, ahora tenemos cinco circulos.

Tome uno de los dos circulos apolineos, digamos C4. Es tangente a CI1 y Cy, por lo que el
triplete de circulos Cy,Cy y Co tiene sus propios dos circulos apolineos. Ya conocemos uno de
estos, es Cs, pero el otro es un nuevo circulo Cg.

De manera similar podemos construir otro nuevo circulo C7 que sea tangente a Cy,Co y Cs, y
otro circulo Cg a partir de Cy, C3 y Cy. Esto nos da 3 nuevos circulos. Podemos construir otros
tres circulos nuevos a partir de Cs, dando seis circulos nuevos en total. Junto con los circulos Cy
a Cs, da un total de 11 circulos.

Continuando la construccion etapa por etapa de esta manera, podemos agregar 2 X 3n nuevos
circulos en la etapa n, dando un total de 2(3™+1) circulos después de n etapas. Los tamanos de los
nuevos circulos estan determinados por el teorema de Descartes, al conjunto limite se le denomina
Tamiz de Apolonio o empaquetado apoloniano como lo nombré Leibniz quien fuera el primero
en realizar la construccion.
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Definicion 1.3. 1. Una configuracion de Descartes es una configuracion de cuatro circulos
tangentes en el plano, en el que tres circulos no tienen una tangente comun.

2. Una configuracion de Descartes orientada es una configuracion de Descartes en la que
las orientaciones de los circulos son compatibles en el siguiente sentido: o (i) los interiores
de los cuatro circulos orientados son disjuntos, o (ii) el los interiores son disjuntos cuando
todas las orientaciones estdn invertidas.

Teorema 1.3. Para cualquier Tamiz de Apolonio generado por una configuracion de Descartes
orientado positivamente, los interiores de todos los circulos en el tamiz son disjuntos.

Demostracion:
Para una demostracion de este teorema el lector puede consultar [Lagarias et al., 2002]. n
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Capitulo 2

Transformaciones de Mobius

En este capitulo estudiaremos las propiedades analiticas de las transformaciones de Mdbius
como endomorfismos de la esfera de Riemann.

2.1. La esfera de Riemann

Algunas veces es necesario estudiar el comportamiento de una funcién de variable compleja
cuando mod z crezca arbitrariamente, por lo cual resulta conveniente agregar al plano complejo
un punto ideal, llamado el punto al infinito, que denotamos co.

Comencemos esta seccion definiendo el concepto de plano extendido.

Definicién 2.1. Los puntos del plano complejo junto con oo forman el plano complejo extendido,
denotado por C.

Geométricamente, el conjunto de niimeros complejos extendidos se conoce como la esfera de
Riemann, y definimos las operaciones con oo con las siguientes reglas:

Sea a un numero finito, entonces definimos:
a—+ 00 = 00
a— 00 =00

a-00=00,a%0

00
*

a

e,

00

a

— = 00, 0.
0 00, a #

. . 0 oo )
Observacion 2.1. Las operaciones oo + 00,0 - 006 y —, no estdn definidas.
00

2.1.1. Proyeccion estereografica y métrica cordal

Un modelo que representa el plano extendido lo constituye la esfera unitaria S? en R3, esto es:
S? = {(z1,72,73) € R3 : 22 + 23 + 2% = 1}.

Para asociar cada punto en el plano con uno de S? se utiliza la siguiente forma geométrica: se
toma el plano 23 = 0 como el plano complejo C y la linea que proyecta el polo norte ez = (0,0, 1)
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de la esfera de Riemann a cualquier otro punto z = (z1, 22, x3) en dicha esfera.

De esta forma se define la funcion
U:S?— {e3} — C.
La cudl es una biyeccion de S — {es} al plano complejo C

1. ¥ es inyectiva.

2. U es sobreyectiva.

Si hacemos corresponder oo con el polo norte ez, obtenemos una biyeccion de S? en C. A esta
biyeccién se le llama La proyeccion estereogrdfica.
Geométricamente el hemisferio sur x3 < 0 corresponde al circulo unitario

A={zeC/|z| <1}

y el hemisferio norte (x5 > 0) al exterior de este disco.
Una propiedad fundamental de la proyeccion estereogréfica es la siguiente:

Proposicion 2.1. Bajo la proyeccion estereogdfica, rectas en C y circulos en C se transforman en
circulos en S? y viceversa.

Demostracion:

a) Un circulo en S? es la interseccion de un plano con la esfera, por lo que sus puntos satisfacen
a una ecuacion de la forma
ari + brs + cx3 = d.

Por lo tanto este circulo es la imagen bajo la proyeccion estereografica de un conjunto cuyos
puntos satisfacen la siguiente ecuacion en el plano

z+7Z z2—Z |22 =1
o\ —— | +b| ——= ) +c|—— ] =d
(|Z|2+1> (Z(Z|2+1)> (|22+1>
Escribiendo z = = + iy, se obtiene

2ax + 2by + c(x? + y* — 1) = d(a® + y* + 1),

que es la ecuacion de una recta o un circulo en el plano, dependiendo si d = ¢ o si d # ¢ (al
completar cuadrados no se puede obtener un radio negativo, puesto que se trata de la imagen
de un conjunto no vacio).

b) Por otro lado, una recta en el plano esta definida por la ecuaciéon
ax + by = c.

Estos puntos bajo la proyeccion estereogréfica son llevados al conjunto de puntos de la esfera

definidos por la ecuacién
X1 To
b =
a(ll’3>+ <1I3) ¢

axy + bxe = ¢(1 — x3).

Los cuales estan contenidos en la interseccion de un plano y la esfera, es decir, se trata de un
circulo. Como m(c0) = (0,0, 1) satisface dicha ecuacion, este circulo pasa por el polo norte,
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lo cual también es evidente a partir de la construccién geométrica. Finalmente, un circulo en
el plano esta definido por las siguientes ecuaciones

|z~ af?

(z—a)(z—a)=r?

I
S

|2]> —az —az + |a|* =7

2> —1

luego, considerando que x3 = W

1+ 23
1—$3

—2R(az) = r? — |a%.

Sia = aj +ias,z = x + iy, entonces R(az) = a1x + azy y la imagen del circulo en la esfera
esta definida por las siguientes ecuaciones

14 2
5 2(arz + azy) = r* — |al?
1—333
1
L ay — 2as 2 =7r% —|al?
1—1‘3 1—1‘3 1—%3

1+ 23 — 20121 — 2a020 = (r* — |a)®)(1 — x3).

Se sigue que estos puntos estan en un plano y por lo tanto constituyen un circulo en la esfera.
|

Definicion 2.2. Se define la métrica cordal en el plano complejo extendido C de la siguiente
forma:

2‘2’1 — ZQ|

V1221 + [22)2
2
V14l

2.2. Transformaciones de Mobius

St 21,29 # 00

(2.1)

do(z1,22) =
St Z9 = 00

Definicion 2.3. Una transformacion de Mdébius o transformacion racional lineal es la funcion
T:C— C de la forma
az+b

cz+d’

T(z) =

donde a,b, c,d son constantes complejas.

(2.2)

Si ad — ¢b = 0 entonces T'(z) resulta un funcion sin interés, enviando cada punto z a un mismo
a
punto de la imagen (f), en este caso excepcional T'(z) es llamado singular. Al hablar de las
c
transformaciones de Mobius supondremos siempre que 7'(z) es no singular, es decir que ad—cb # 0.
Las transformaciones de M6bius mas elementales son:
a) Traslacion: T(z) = z + a.

b) Dilatacion: T'(z) = az,a # 0.
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1
¢) Inversion: T'(z) = —.
z

d) Rotacién: T(z) = e?z.
Toda transformacién de Mdbius es una composicion de estas transformaciones elementales. En

especifico

d .
= 2+ 2+ —, traslacion.
c

1
= z — —, Inversion.
z

(ad —bc) . iy y
» 2z ————5—2, dilatacion y rotacion.
c

a .
s 2z z+ —, traslacion.
c

Es decir b i—b
T(z):az—l— :g_a—c-
cz+d ¢ clez+4d)
Podemos asociar la transformacion T con la matriz ¢ = (Ccl Z) y escribimos T, para la

transformaciéon 1" y tenemos las siguientes propiedades:
1. T, = T, siy solo si existe A tal que la matriz g = Ag’.

2. T_(h'!h = Tgl OT92'

3. Sig= ((1) (1)> , entonces Ty(z) = z.

Para a # 0, definimos % = 00.De esta forma definimos T (c0) =

ol

d
,Tg (_c> = Q.

Definicién 2.4. A las transformaciones de Mdbius 2.2 con ad—bc # 0 se les llama transformacio-
nes bilineales o Automorfismos de C y se define el conjunto Aut(C) ={Transformaciones bilineales
de C}

Proposicion 2.2. Las transformaciones de Mdbius complejas son funciones continuas en C con
la métrica cordal.

Demostracion:
Dado que las meétricas cordal y euclidiana inducen la misma topologia en C, basta probar la

continuidad en co en — si ¢ =00 y en o0, si ¢ = 0.

Ahora, si ¢ # 0y 2z, - —, cuando n — oo se tiene que:
c

az, +b  (=d/c)a+b 1
- y & —
¢ ¢ z—(=d/c)
entonces
az, +b az, +b
czp+d  c(zn — (—d/c))

por lo tanto
az, +b

———,00) — 0 cuando n — 0.
czn +d

ol
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Proposicion 2.3. Dos transformaciones de Mdbius

az+b a'z+b
S f—
cz+d (2) dz+d

T(z) =

son iguales si y solo si, existe k € C, tal que

a=kd,b=kb c=kd,d=kd

Demostracion:
—] Notemos primero que Ty S coinciden en 0 y en oo, se tiene que a = 0, entonces a’ = 0 y si
b = 0, entonces b’ = 0. Probaremos tres casos

Caso L. a,b,c,d # 0 tenemos que:

Escribiendo
d/d =c/d =\ bV =ajd =p
se sigue que:
az+b  pa'z+pb'  p(a’z4b)
cz+d  Az+ M MNdz+d)

En particular, al evaluar S y T en la preimagen de 1, se tiene que % =1

Caso II. Si b,c=0.

/
Evaluando en 1 se tiene que % = % == % = %
Caso IIT Sie=0yb#0.
Como el primer caso v % = p y para alguna \,d = A\d'.
=] Es inmediato. |

2.2.1. Puntos Fijos

Para encontrar los puntos fijos de una transformacién de Mobius T, basta con resolver la
ecuacion T'(z) = z. Supongamos que ¢ # 0. Como T'(c0) = a/c # oo, entonces 0o no es punto fijo.
Buscamos las soluciones al resolver la ecuacion

az+b
=2z
cz+d

esto es equivalente a
>4+ (d—a)z—b=0 (2.3)

que tiene la siguiente solucion

(a—d)++/(d—a)?—4bc

= 2c

con esto vemos que 7'(z) tiene a los més dos puntos fijos. Si ad — bc = 1, los puntos fijos pueden
expresarse como:
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(a—d)£+/(a+d)?—4

z =
2c
y si el radical es 0, es decir si

a+d==+2 (2.4)

entonces existe solamente un punto fijo

a—d

_ 2.5
= (2.5)

Supongamos que ¢ = 0,entonces z = oo es punto fijo y resolviendo 2.3 tenemos ademés del oo, la
solucién

(2.6)

como el otro punto fijo.

Si b = 0, entonces por 2.6, z = 0. Luego Fij(T) = {0,00}.

Si a = d, entonces por 2.6, z = co. Luego Fij(T) = {oo}.
Corolario 2.1. La tunica transformacion de Mdobius que tiene mds de dos puntos fijos, es la
identidad.

Teorema 2.1. a) Una transformacion de Mébius estd determinada inicamente por la aplica-
cion de tres puntos distintos de C.

b) Los valores de esos tres puntos pueden elegirse arbitrariamente en C, con tal de que sean
distintos.

Demostracion:
Para una demostracion detallada consultar [Hermosillo, 1985]. [ |

2.2.2. Transformaciones de Mobius como grupo

El conjunto de matrices 2 x 2 con entradas complejas (g) y determinante 1, forma un grupo
con la multiplicacién de matrices y se denota SL(2,C) —La S indica que el determinante es 1—.
La funcién g — T, es un isomorfismo de grupos entre SL(2,C)/{xI;} = PSL(2,C) y la colecciéon
de transformaciones de Mdobius.

Teorema 2.2. Las transformaciones de Mébius en PSL(2,C) transforman circulos en circulos.

Demostracion: 1
Basta probar que la transformacion z — — tiene la propiedad mencionada. Consideremos para ello

la ecuacion general del circulo.
A(z® +y?) + Bz + Cy = D. (2.7)
1
Escribiendo z = x + iy y — = u + v, c6mo
z

u = < v = Y yuz—i—vzzil
I2+y2’ ~T2+y2 l‘2+y2

Sustituyendo en (2.7) obtenemos:

1 U —v
Al—— VB[4 " J=p
<u2+v2>+ (u2+v2)+0<u2+02>
1

—D(u? +v*) 4+ Bu — Cv = —A,
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que es de nuevo la ecuacion de un “circulo”. Esto se sigue, ya que si D # 0, se pueden completar
cuadrados y obtener la ecuacion del circulo. Este argumento algebraico no se aplica en 0 y en oo,
si el “circulo” pasa por ellos. Sin embargo, probar el resultado para estos puntos es sencillo. Si se
trata de un circulo por el origen, entonces D = 0 y los puntos de la imagen satisfacen la ecuacién
de la recta Bu—Cv = —A. Como oo es la imagen del 0 y esté en dicha recta, se sigue el argumento.

|

2.2.3. Clasificacion de las Transformaciones de Mobius
Las Transformaciones de M&bius las podemos clasificar de la siguiente forma:
1. Por conjugacion.
2. Por geometria .

3. Por traza.

Por Conjugacion

Una clasificacion se obtiene al considerar los puntos fijos en C.
Notemos que si T' es de Mobius y distinta de la identidad, entonces T fija a los méas dos puntos
como se ha mencionado anteriormente. Esto se sigue ya que si T # oo, entonces

az+b
=z
cz+d

& az+b=c?+dz

T(z) =
de donde:
2+ (d—a)z—b=0

(a —d) £ +/(d—a)? — 4bc

2c

z =
Reduciendo el discriminante tenemos:
(d —a)? — 4bc = d* — 2ad + a® — 4bc
=a?—2ad+d? +4ad —4; ya que ad —bc =1
=(a+d)?—4
=Tr(T(z)) — 4.
Asi, tenemos que T tendra un unico punto fijo si la traza de la matriz asociada es 2, y tendra

dos puntos fijos, si el discriminante es distinto de cero.
Por otro lado, si co es un punto fijo, la ecuacion

a, b
dZ d—Z

tiene a lo més, una solucion.

Definicion 2.5. Sea T de Mdébius, tal que fija exactamente un punto en C, entonces a T se le
llama parabdlica

Lema 2.1. Sean T y ¢ transformaciones de Mdbius, entonces T fija un punto w en C si y solo st
S =Ty

Demostracion:
T(w) =w & ¢T(w) = p(w) & eT(w)p~" = p(w). u

Proposicion 2.4. Sea T una transformacion de Mdbius, entonces:
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a) Si T es parabolica, T es conjugada en PSL(2,C) a una traslacion.

b) Si T no es parabdlica, T es conjugada en PSL(2,C) a una transformacién de la forma
z—az,a€C.

Demostracion:

a) Sea T parabdlica con punto fijo zp y ¢ € PSL(2,C), tal que ¢(z¢) = oo, por ejemplo

1
zZ— 20

p(z) =
, Entonces S = ¢T'¢~! fija oo, y por lo tanto es de la forma

S=az+p

, por el lema anterior se sigue que S no tiene otro punto fijo, por lo cual @ = 1(sia # 1, az+ 8
tendria una solucion finita)

b) Supongamos que T fija dos puntos distintos wy,ws y que

zZ — W1

¥ = )
zZ — W2

(si wg = 00, se toma p(z) = z — w). Bajo éstas hipotesis la funcion
S =Tyt

fija 0 e 0o, por lo cual si
_az+b
cz+d’
se tiene b, c = 0. Esto nos dice que cualquier transformaciéon de Mo6bius es conjugada a una
transformaciéon canénica.

Definicion 2.6. Sea T' € PSL(2,C) tal que T fija exactamente 2 puntos en (C, suponga que T es
conjugada en PSL(2,C) a la transformacion S(z) = az. Entonces:

a) Sila|l =1, T se llama eliptica.
b) Sia€RT,T se llama hiperbolica.

c) Sila| #1 yag¢ R T sellama lozodrémica.

Por geometria

Los siguientes casos resolveran la pregunta acerca de que pasa con las transformaciones de

Mo6bius cuando hacemos composiciones sucesivas a puntos y circulos.

1. Consideremos una transformacion de Mdbius ¢, sea x un punto de la esfera de Riemann que
no es punto fijo de . Encontraremos los puntos de acumulacion de la 6rbita de x

. A az+b g -
Solucién. Seax € Cy sea p(z) = ¥ una transformacién de Mdbius, queremos encontrar
cz

los puntos de acumulaciéon de la 6rbita de x.

s = {p(x): 0 €T}

Estudiaremos los casos en los que ¢(z) es parabolica, eliptica y loxodromica.
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L

IT.

Supongamos que ¢ es parabdlica, por tanto ¢(z) es conjugada a una transformacion de
la forma 1 (z) = z 4+ 1 y dado que x no es punto fijo por hipotesis, entonces = # oo.
Tomaremos 7 = (z+1), por lo tanto, cualquier elemento de 7, lo podemos expresar como
z+n, asi si n — oo tendremos que el punto de acumulacion de la orbita seria co. Asi
para una transformacion parabolica cualquiera tendremos que el punto de acumulacion
de la 6rbita seria su punto fijo.

Ahora supongamos que (z) es eliptica, como ¢ es eliptica entonces es conjugada a una
transformacion de la forma ¢ = «z; donde |a| = 1; para este caso 7 = {(az) y cada
elemento de 7, lo podemos pensar como o™z, donde si n — oo, |a™| = |a|® — 1. Para
este caso tenemos que una transformacion eliptica no es méas que una rotacién de un
angulo 6, donde a = ¢%?, asi debemos considerar tres casos:

1) El angulo 0 = l,m € Z,m#0.
m
2) El angulo 6 = gﬂ';g €Q con (p,q) =1.
3) El angulo 8 = zm; donde z es un numero irracional.

Para saber como son las érbitas de los casos anteriores, tomaremos un ejemplo en cada
T . .
caso; vemos que es lo que sucede para o = " donde la transformaciéon asociada a la

enésima composiciéon estaria dada por
(pn(Z) _ eimr/4z,
donde la imagen de un punto zy + iyo estd dada por:
zn = (20 cos(nm/4) — yo sin(nm/4), yo cos (nw/4) + o sin(nw/4))

™
la siguiente figura 2.1 muestra el conjunto de 6rbitas para 6 = F Y= 1.

05

-05

Figura 2.1: Dinamica de ¢ = e"™/42

™
Si variamos el dngulo y consideramos 6 = 3 obtenemos la figura 2.2, mientras que
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Figura 2.2: Dinamica de ¢ = e""™/32
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Figura 2.3: Dinamica de ¢ = ¢™7/62

7r

para un angulo 6 = 5 se genera la figura 2.3 finalmente para el angulo § = x7 con x

irracional, en este caso tomaremos x = v/2 como se ve en la figura 2.4.

Asi para los casos donde 8 = w/m 6 6 = P 1as 6rbitas se acumularan en los vértices de
q

un 2m-agono 6 un 2g-agono regular, mientras que para un dngulo 8 = 7 con = € I, las
orbitas se acumularan en un circulo.

ITII. Por ultimo si ¢(z) es loxodromica, entonces ¢ es una transformaciéon conjugada a una
transformacion de la forma ¢ = «z; donde |a] =# 1, en este caso consideraremos el
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Figura 2.4: Dinamica de ¢ = einV2m,

grupo 7 = (az), si z es distinto de los puntos fijos, los puntos de acumulacion de la érbita
seran "z, donde el médulo de este complejo sera 0 si 0 < |a| < 1, por lo que el punto
de acumulacién seria 0, en otro caso, seria co. Finalmente, para una transformacion
loxodromica cualquiera, las érbitas se estaran acumulando en los puntos fijos de dicha

transformacion.

2. ;Como actiian las transformaciones de Mobius sobre los circulos?

Solucién. Sabemos que las transformaciones de Mobius, nos llevan de rectas y circulos a
circulos y viceversa, jqué forma tendran los circulos cuando se aplican sucesivamente trans-

formaciones de Mobius?
Consideremos la ecuacién de la circunferencia centrada en el origen

22+ =r%r>0.

Tomemos a (z) como una transformacion parabolica, en este caso, podemos trabajar con la
dindmica que le generara la transformacion conjugada ¥ (z) = z 4+ 1 al componerla sucesiva-
mente tendremos ¥"(z) = z + n, la cual desplazara al circulo centrado en el origen hacia la
derecha, asfi el nuevo circulo tendré por ecuacién

2 2 2

(I‘ - TL) =+ y =r,

por otro lado, las rectas de la forma x = k (k, constante) las transformara en rectas de la
forma x = k + n, mientras que las rectas de la forma y = k quedaran fijas.
Supongamos que la transformacion es eliptica, asi podemos considerar el efecto que le hace
su transformacion conjugada, que es de la forma 1) = az = ez, donde su matriz asociada

ei9/2 0
M = ( 0 6—10/2) :

Luego, composiciones sucesivas de ¢(z), tendran la forma 1™ (z) = €™ z. Asi para el complejo
z = x 41y = (cos(nd) +isin (nh))(z +iy) = (x cos (nh) — ysin(nd)) + i(y cos(nd) + x sin (nh))

es,
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tenemos
x = ucos (nf) + vsin (nh);

y = v cos (nh) — usin (nh).

Por lo que el circulo C,. = {ac + % +9% = 7"2} queda fijo, mientras que para las rectas x = k,
T
obtenemos
x cos (nh) + ysin (nf) = k
y para las rectas y = k
ycos (nf) — xsin (nh) = k.

Finalmente, supongamos que ¢ es loxodromica, esto es ¢(z) es una transformacion conjugada
a una de la forma ¥(2) = az, con |a| # 1; sin pérdida de generalidad podemos suponer que
a = "% asi composiciones sucesivas seran de la forma 1" (z) = ™™ por tanto si lo
aplicamos al circulo C,. = {(z,y) : 2% + y*> = r?} obtenemos:

w=u+iv =e"(cos(nd) +isin (nh))(x + iy)

asi
u = xe™ cos (nh) — ye'" sin (nh)
v = ze " sin(nd) + ye' cos (nh).
Por tanto
u cos (nh) 4+ vsin(nh)
- 2eTn
v cos (nf) — usin(nh)
- 2eTm

de este modo ) )
2 2 _ 2 _u tw
x° + y =r = W
Luego, el circulo transformado seria de la forma:
U2 + 1}2 — 47,2627"77, —_ (26rn)2

o equivalentemente
332 4 y2 — (Qern)Q

Por traza

Esta clasificacion es de gran utilidad, ya que permite detectar de manera inmediata de qué tipo
es una transformaciéon de Mdébius dada.

Definicion 2.7. Sea T una transformacion de Mébius distinta de la identidad
a) Si T es parabolica se define su multiplicador como 1.
b) Si T es conjugada a una transformacion de la forma z — kz, k # 0,1 a los nimeros k, % €
les llama los multiplicadores de T .

Se sigue de la clasificacion definida por la conjugacién a formas canénicas que los multiplicadores
estan bien definidos. El grupo de matrices 2 x 2 con entradas complejas y determinante distinto
de 0, se denota por GL(2,C), se define la traza de A € GL(2,C) como la suma de los elementos
diagonales, ésta se denota por Tr(A). Usaremos el siguiente resultado bésico de Algebra Lineal.
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Lema 2.2. La traza es invariante bajo congujacion en GL(2,C).

Demostracion:
Basta probar que Tr(AB) = Tr(BA). Sean A, B € (2,C), ya que Tr(ABA™!) = Tr(A~1AB) =

Tr(B). Escribiendo
_f(a b _fa B
=) m=(00)

_ f(aa+by sk _ faa+cp ok
T I I I

Tr(AB) =Tr(BA).

se tiene

Por lo que

La traza de una transformaciéon de Mobius esta bien definida salvo un signo, puesto que existen
dos matrices unimodales que la definen. |

Definicion 2.8. Dada T € PSL(2,C)

az+b
ez 4d

a+d
Vad —be’

Denotaremos la traza de T' como 2 (T'). Es util tener formulas explicitas de las coordenadas
de los puntos fijos. Obtenemos una expresion en términos de la traza, para ello consideremos

se define la traza de T como +

b
T(2) = %,ad—bc:l,:ﬁ;ud

se tienen dos casos:
C.1 ¢ # 0. En este caso como:
Tz)=z2az+b=(cz+d)zecz +(d—a)z—b=0

los puntos fijos estan dados por

a—d=+/(a—d)?+4ch
2c

usando la condiciéon unimodular, la férmula se reduce a

(a—d)+VZT—14

2.10
5 (2.10)
C.2 ¢=0. En este caso b
a
T(z) = - -
(2) dz—I— yi

Si T es parabolica, oo es el tinico punto fijo. De otra manera

el punto fijo estd dado por
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Teorema 2.3. Sea T € PSL(2,C), T # 14, entonces

1
k+%+2:3{2,

1
donde k, T son los multiplicadores de T y X es su traza.

Demostracion:
I. Si T es parabdlica. Como el cuadrado de la traza es invariante bajo conjugacion se tiene

2AT)=Tr (3 i) =4

y se sigue el resultado.

II. Si T no es parabdlica, en este caso T es congujada a una transformacién de la forma S = kz,
la cual est& definida por la matriz

VE 0
S=|, _L|ePSL20).
Vk

Por lo cual

2
1 1
2T = 2%S) = (\/E+> =k+—-+2
(1) = 2%(8) N ;
|
Para transformaciones con dos puntos fijos a;, s, se tiene una expresion de los multiplicadores
en términos de estos puntos. Sea
az+b

cz+d

T(z)=

con esta propiedad S(z) = kz, donde k es uno de los multiplicadores de T' y

- zZ— Q7
plz) = — o
Entonces
S=¢Te™" y Sp=¢T.
Por lo cual
T(z) —or R
T(z)—as  z—an
evaluando la expresion en oo, se tiene
po ez L _aje—ar
alc— as kE a/e—a

Para el caso de una transformacion en PSL(2,C) que fija dos puntos, uno de los cuales es oo, es
decir, de la forma T' = az + (3, los multiplicadores se encuentran facilmente, estos son precisamente

1
a 'y —. Lo cual se sigue, ya que con esta notacion el segundo punto fijo esta dado por:
@

B

11—«
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y conjugando con ¢(z) = z — , se obtiene

11—«

S(z) = T~ ' (2) = T <z + 1?@) = az.

El siguiente resultado es muy importante, ya que exhibe un criterio sencillo para clasificar cualquier
transformacion en PSL(2,C)

Teorema 2.4. Sea T € PSL(2,C), T #0 y 2 la traza de T. Entonces:
a) T es parabdlica si y sdlo si X = £2;
b) T es eliptica si y solo si Z € (—2,2);
¢) T es hiperbdlica si y sdlo si ' € (—00,2) U (2,00);
d) T es loxodréomica si y solo si 2 ¢ R.

Demostracion:
=] a)Ya se prob6 anteriormente.

b) Como T es eliptica, entonces T' es conjugada a una transformacion de la forma
S(z) = €"z,0 € (0,27) , la cual esta determinada por la matriz

eiG/Z 0
( . ew/?) € PSL(2,C).

Por lo tanto £.27(T) = £.27(S) = £2cos(0/2) € (-2, 2).

¢) Como T es hiperbolica, entonces T estda conjugada a una transformacion definida por la

matriz
vk 0
1 | € PSL(2,C),k € RT,
0 —
VE
por lo cual
12 1
2 (T) = 2(S) = \/E+> =k+2+ >4
1) =2(5) = (Vi+ .
puesto que:

1\2
Vi - ) >0,
< vk
d) Como T es loxodrémica y si p¥, p # 0,1,0 € (0,27) es uno de sus multiplicadores, se sigue

del teorema 2.3 1
p(cosf +isin@) + —(cosh —isinf) +2 = 2*(T).
p

Si 2°(T) € R, se tendria que 2 2(T) € RT y (p—1/p)sinf = 0 por lo que sinf =0y 6 = 7.
Al tomar la parte real se tiene —(p + 1/p) + 2 € R* lo cual es una contradiccion ya que
p+1/p>2.

<] Notemos que si 2 2(T) = 4, se sigue de la primera parte que T no es eliptica, ni hiperbolica
o loxodromica, por lo que debera ser parabdlica. Los casos restantes se demuestran de manera
similar. |

Corolario 2.2. Dos transformaciones de Mobius complejas T',S son conjugadas en PSL(2,C) si
y solo si
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2.3. Aplicacién geométrica

En esta seccién se da solucion al Problema de Apolonio, asi como a la construcciéon del Tamiz de
Apolonio mediante el uso de las transformaciones de Mdbius, para ello necesitamos de la siguiente
proposicion.

Proposicion 2.5. Si C' una circunferencia en la esfera de Riemann, entonces C' es invariante
bajo las transformaciones de Mdbius, es decir, dado T una transformacion de Mébius T(C) es una
circunferencia.

Demostracion:
Sea T una transformaciéon de Mébius sabemos que es la composicion de traslaciones,homotecias e
inversiones,concretamente, 7' = Ty o T3 0 To 0 T1, con T1(2) = z + % Th(z) = %, Ts(z) = bcc_—zadz y

Ty(z) = z + %, recordamos que las traslaciones (T3,74) y las homotecias (T3)transforman circun-
ferencias en circunferencias, por lo que bastara ver que las inversiones transforman circunferencias
en circunferencias. De geometria analitica béasica sabemos que una circunferencia, o linea,tienen
ecuacion Ax + By + C(xz% +y?) = D con A, B,C, D € R,constantes, no todas cero.Sea z = x + iy,

y supongamos z # 0, luego % =u+ v, con u = ﬁ y U= ﬁ por lo que la ecuacién de la
circunferencia es equivalente a: Au — Bv — D(u? + v?) = —C, la cual también es una linea o una
circunferencia. |

Observacion 2.2. Por la Proposicion anterior sabemos que los circulos son invariantes bajo las
transformaciones de Mobius, sin embargo, en el caso de circulos de radio finito se cumple que si

T = {‘C‘ Z} (2.11)

es una transformacion de Mdbius entonces el circulo C' de radio r y centro v su imagen es un
’
circulo C' con centro

roa 1 1 1
a =-—=
c ce(y+d)1— 2

7 N2
(’H—%)
’ T

— 2 _
r—(07+d) rec

para una demostracion de esta afirmacion el lector puede consultar [Rubiano et al., 2011].

Esta proposicion no es ttil para estudiar el comportamiento de circulos concretos bajo la accion
de transformaciones de Mobius, como es el caso del circulo isométrico.

Definicion 2.9. Sea T € Aut(C) definimos
I(T)={2€C:|T'(2)| =1}

a I(T) se le llama el circulo isométrico de la transformacion T.

Teorema 2.5. Todo T € Aut(C) transforma su circulo isométrico en el circulo isométrico de su
transformacion inversa T, invirtiendo su orientacion.

Demostracion:

Sea z € I(T) por lo que |T'(2) = 1|,luego [(T~1)(T(2))| = !

T"(2)]
Debido a que I(T) e I(T~!) son del mismo radio, podemos definir una transformacion T;
compuesta por una traslacién y una rotacion tal que Ty : I(T) — I(T~1) y con z; € I(T) tenemos

que Ty(z1) = T(z1); T1 preserva la orientacion, es isometria y por ser conforme T; € Aut(C).

=1 de donde T(2) € I(T1).
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Supongamos que T : I(T) — I(T~!) preservando la orientaciéon natural de estos circulos, y
recordando que es isometria tenemos que si 22,23 € I(T), 22 # 23 entonces T'(z2) = Ti(22) ¥y
T(z3) = Ti(z3) luego por el teorema 2.1 a) afirmamos que Ty (z) = T(z) Vz € C, pero T} fija al
00, contradiccion ! Luego T no preserva la orientacion al enviar su propio circulo isométrico en el
de su inversa |

Observacion 2.3. Una interpretacion geométrica de T con relacion a su circulo isométrico es la
siguiente:

Sea p € I(T) y por el teorema anterior T(p) € I(T~'); sea L la bisectriz perpendicular al
segmento L' que une los centros de I(T) e I(T~'). Si aplicamos una inversion respecto a I(T),p
queda fijo, y luego una reflexion respecto a L, entonces p cae sobre un punto p1 , que pertenece a
I(T~1), y por 4iltimo mandamos p1 a T(p), por medio de una rotacion con centro en a/c. Luego
si denotamos a la composicion de las dos inversiones con la rotacion, por la transformacion Ty
tenemos que Ty : I(T) — I(T~1) y T1(p) = T(p). Por el mismo razonamiento que utilizamos en la
demostracion anterior, vemos que Ty =T.

Figura 2.5: Circulo isométrico

Los circulos isométricos I(T), I(T~1) se intersectan, se tocan o son ajenos dependiendo del tipo
de transformacion (2.6) que sea, veamos:

I(T) : lez+d| =1 con centro —d/c y radio 1/|c| ;

I(T7Y) :|cz —a| = 1 con centro a/c y radio 1/|c| ; la distancia entre los centros : |a/c + d/c|;
La suma de los radios : 2/|c| Entonces I(T) e I(T") se intersectardn si |% + %‘ < 2/|c| es decir
sila+d| <2 o sea si T es eliptica, de igual manera; si T es hiperbolica I(T) e I(T~') son ajenos;
si T es parabdlica I(T) e I(T~Y) son tangentes; si T es lorodrémica puede suceder cualesquiera de
los casos anteriores, excepto la coincidencia.

Observacion 2.4. De la observacion anterior observamos que las transformaciones parabolicas
garantizan que la tangencia entre el circulo isométrico y de su circulo inverso, esta propiedad serd
de utilidad en el Teorema 2.53. Antes de enunciar y demostrar dicho teorema, daremos la solucion
al problema de Apolonio usando las propiedades de las transformaciones de Mobius.

Teorema 2.6. Dados 3 circulos mutuamente tangentes en el plano, existen exactamente dos circu-
los tangentes a los tres dados.
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Demostracion:

Como es bien sabido, una transformacién de Mébius envia circulos en C a circulos en C, conservando
los angulos entre ellos. En particular, asigna circulos tangentes a circulos tangentes. Para tres
circulos C4, Cs, C's mutuamente tangentes dados en el plano, denotamos por p a el punto tangente
entre C7 y Co, y sea g € PSL2(C) un elemento que mapea p a co. Entonces g envia C; y Cs a
dos circulos tangentes en oo, es decir, dos lineas paralelas, y g(C3) es un circulo tangente a estas
lineas paralelas. En la configuracion de g(Cy), g(C2), g(Cs), esta claro que hay precisamente dos
circulos, digamos, D y D’ tangentes a los tres g(C;), 1 < i < 3. Usando g~!, que es nuevamente
una transformacion de Mobius, se sigue que g~1(D) y g~ 1(D) son precisamente esos dos circulos
tangentes a Cy,Cy, Cy

|

Teorema 2.7. Ezxiste un unico Tamiz de Apolonio.

Demostracion:
Para la construccion del Tamiz consideremos sin pérdida de generalidad tres circulos con radio r
y centros en las raices ciibicas de la unidad: 1, w,w?

Etiquetemos los circulos como X7, Xo, X3 en sentido contrario a las manecillas del reloj y
comenzando con el circulo de radio 1. Deseamos construir un cuarto circulo X y tres funciones de
Mbobius T1,T5,T5 tales que:

T;(X;) =X  coni#j, 4,5 =1,2,3;
Ti(Xi) = Xo;

Ty=RoT,oR™1;

T3 :R_loTloR.

donde R es una rotacién de angulo %’r alrededor del origen. Se sigue que X tiene centro en el
origen pues es invariante bajo R. En efecto,

R(Xo) = R(T1(X1)) = R(Ty(R™(R(X)))) = Ta(R(X1)) = Ta(X2) = Xo.

Por lo que, T se puede definir como la composicion 77 = S o J, donde S es la refleccion a lo
largo del eje de simetria de Xo y X3 v J es la inversién con respecto a un circulo ortogonal X5 y

Xs5. Mas ain, T1(z) = % QZZJ:II , donde I es el centro del circulo de inversion:

I = 14++/9—8r2
= e

Los puntos fijos f y f* de T7 son los puntos de interseccion del circulo de inversion J con el
eje de simetria de X5 y X3. Més atn, f = f% + i donde 5 = % —7r2 =

sin o

1 sina
2 \Jfcos2a—2/3"

Supongamos que 0 < r < § El 4ngulo « en la figura 2.6 es el argumento de (f 4 I), esto es,

cosa— L [ I8
2\ 3(1 —r2)°

Por ende, el radio py del circulo X esta dada por:

_2r2—3+v9—8r2
- 5 )

£0
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Figura 2.6: Construcciéon del tamiz de Apolonio mediante transformaciones de Mobius.

Consideremos X, := Tfl(Xl) y dado que Ty es una transformaciéon de Mdobius y X7 es

invariante bajo T Xo es una circunferencia con radio po, = Ycos2atlvscos 20— T+V/3 cos 2o y con
\/2(2 cos2a—1)(3 cos2a—1)

centro en 0. Asi, X es invariante bajo R y satisface que
Koo = 2_1(X1)7Z =1, 27 3.

Asi

21-1) —I(I-1) 5 L
no |V ey | [esasfeotaf ey 21
= 7 = .
\/61(21_1) \/612(1_1) 2y/cos?a —2/3 cosa + /cos?a —2/3

la cual es parabolica si y solo si 72 = 3 o eliptica si r? > § 0 1% < 2
Cuando r% = % corresponda al caso cuando los circulos X7, X2, X3 con X el circulo inscrito y

X el circulo circunscrito.

Maés atn, si consideremos cualquier otra terna de circulos es posible construir una transforma-
cion de Mobius que envie los tres circulos dados en los circulos propuestos. Por ende, el Tamiz de
Apolonio es tnico. |
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Capitulo 3

Grupos Kleinianos

En este capitulo estudiaremos el concepto de grupo kleinianno, y en particular demostraremos
que el Tamiz de Apolonio es el conjunto limite de un un grupo kleiniano particular.

3.1. Grupos discontinuos

Consideremos un grupo de transformaciones de Mébius G y un conjunto X # 0, este da lugar
a una aplicacion
Gx X — X,

donde a cada par (g, ) se le asocia g(z), es decir esta aplicacion es tradicionalmente definida como
la accién del grupo G sobre el conjunto X, donde también nos interesa el caso en el que X es un
espacio métrico y donde todos los elementos de G sean isometrias de (X, d) ; en este caso diremos
que g actia por isometrias sobre (X, d) o que tiene una accion isométrica de g sobre (X, d).

Definicién 3.1. Sea X un espacio métrico' y sea G un grupo de homeomorfismos de X en si

mismo. Un grupo G actia en un conjunto X, si existe una funcion

w:Gx X —X

tal que p1(g2g1, %) = (g2, (g1, ) y p(lg, z) =

Definicion 3.2. La accion de G en un punto x € X es libremente discontinua, si eriste una
vecindad U de x tal que g(U)NU # O,Vg € G # 1. La vecindad U es llamada una buena vecindad
de z.

Definicion 3.3. El conjunto de puntos en los cuales la accion de G es libremente discontinua es
llamado conjunto libre regular y se denota por °Q2 =° Q(G).

Definicion 3.4. Un subconjunto Y C X es G-invariante o invariante bajo G, si g(Y) =Y,Vg € G.

Definicion 3.5. La clase de equivalencia de la accion del grupo G sobre cualquier conjunto Y se
define de la siguiente manera:

x=y siysdlosi FgeG glx)=y

diremos que X y y son G-equivalentes o equivalentes bajo G.

1X también puede ser un espacio topolégico
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La topologia usual sobre el espacio
Y/G

esta definida por la proyecciéon natural
p:Y =>Y/G
ya que es continua y abierta.

Definicion 3.6. Un subgrupo G de transformaciones de Mébius que es libremente discontinuo en
algin punto z € C es llamado un grupo Kleiniano.

En general el conjunto (@/ G es un espacio complicado, méas no asi el conjunto °Q/G

Corolario 3.1. Consideremos una sucesion {gm} de elementos distintos de un grupo Kleiniano
G. 0o € °Q y tomemos p,, como el radio del circulo isométrico de la transformacion g,,. Entonces
pm — 0

Definicion 3.7. Un espacio topoldgico X se denomina espacio de Hausdorff si para cada par
de elementos x1,xo distintos en X, existen abiertos disjuntos Uy,Us tales que x1 € Uy y x5 € Uy

Proposiciéon 3.1. El conjunto °Q/G es un espacio Hausdorff.

Demostracion:
Supongamos que U; N Uy # B donde, Uy y U, son abiertos ; entonces para algtin x € Uy y x € Us
podemos encontrar una vecindad lo suficientemente pequena que lo contenga y si consideremos
una sucesion x,, — x, esa vecindad V' contendria infinitos puntos de la sucesion que estarian a la
vez en Uy y Us,por otro lado, como los elementos de G son transformaciones continuas tenemos
que g(x,) — g(z) tanto en g(U;) como en g(Us) lo cual contradice el hecho de que Uy, Us sean
buenas vecindades. |

Proposicion 3.2. Todo grupo Kleiniano es numerable.

3.2. Grupos discretos

Definiciéon 3.8. Sea G < SL(2,C), se dice que G es discreto si no existe una sucesion de matrices
distintas T,, € G,n € N tal que T,, = T , cuando n — oo, donde T es una matriz de 2 X 2 con
entradas complejas.

Definicién 3.9. (Convergencia de transformaciones de Mobius) Decimos que una cierta sucesion
{gm} de elementos de un grupo G converge a cierta transformacion g € G si cada entrada de la
matriz equivalente de g,, converge, como nimero complejo a la correspondiente entrada de g.

Proposicion 3.3. Sea G un subgrupo no discreto de transformaciones de Mébius (M). Entonces
existe una sucesion de elementos distintos de G que convergen a la identidad

Demostracion:
Como G no es discreto, existe una sucesion de elementos {g,, } de G que convergen a algtin elemento
g € M.Normalizando G tenemos que ¢ es de la forma z — z + 1 o de la forma z — k?z. En cada
caso podemos verificar que g,,+1 o g} convergen a la identidad. |

Proposicion 3.4. Sea G un grupo Kleiniano. Entonces G es un subgrupo discreto de M.

Demostracion:
Supongamos que G no fuera discreto, entonces existiria una sucesion de elementos distintos {g, }
que convergen a la identidad; es decir g, (2) — I4(z) = 2Vz € C por lo que G no seria discontinuo,
por lo tanto no seria un grupo Kleiniano ! |

Corolario 3.2. Sea G < SL(2,R) discreto, entonces (°Q)° C R.
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3.2.1. Normalizacién, relaciéon cruzada

Si G es un grupo Kleiniano, g una transformaciéon en G y h una transformacion de Mobius.
Los puntos z1, 22,23 € @, pueden ser llevados a x1,x2,23 € C a través de h.Esto es de interés
debido a la conjugacién h o g o h=1.Si aplicamos la transformaciéon h a todos los miembros de G,
realizando la conjugacién de todo el grupo , hGh™!, diremos que el grupo G ha sido normalizado.
Las localizaciones convenientes de los puntos x1, 22, x3 son usualmente 0, 1, co.

Una manera sencilla de realizar la normalizacién es mediante el uso de la relaciéon cruzada.

Definicion 3.10. La relacion cruzada es la transformacion

(21 — z3)(22 — 24)
(21— 2a)(22 — 23)

[217 22, 23724] -

La cudl tiene la propiedad de ser la unica transformacion de Mdébius que transforma zo a 1, z3 a
0y z4 ao0.

3.2.2. Convergencia de Transformaciones de Mobius

Definicion 3.11. Una sucesion de funciones {f,}, fu : X — C. converge uniformemente a
una funcion limitante f en un subconjunto arbitrario no vacio X C C si dado cualquier nimero
positivo € € R existe un valor n € N tal que para toda m > n cada funcion f,, difiere de f no mds
que € para todos los puntos T € X.

Definicion 3.12. Una sucesion de funciones {f,} converge localmente de manera uniforme a f,
st para cada punto x € X existe una vecindad U de x € C tal que f,|lunx es uniformemente
convergente.

Definicion 3.13. Una sucesion de funciones es llamada convergente de manera compacta o
uniformemente convergente sobre conjuntos compactos si converge de manera uniforme
en cualquier compacto K C X.

Teorema 3.1. Supongamos que {T,} es una sucesion infinita de transformaciones de Mdbius
distintas tal que los correspondientes puntos fijos pp,qn convergen a p,q € S?

Ya sea p, = qn (implica una secuencia de transformaciones parabdlicas), o T, es eliptica o p, es
el punto fijos repulsor y qn el punto fijo atractor de T,, (cuando T, es loxodrémica). Existe una
subsucesion {T,,} con alguna de estas propiedades.

= Existe una transformacion T tal que lim Ty (2) = T(z) converge uniformemente en H® U S?.

w» limTy(2) = ¢, para toda z # p convergiendo uniformemente sobre subconjuntos compactos
de H? U (S?\ {p}). También lim Tk,_1 = p, para toda z # q convergiendo uniformemente en
subconjuntos compactos de H3 U (S? \ {q}).

H3 representa el espacio hiperbélico.
Demostracion:
Se estudian por separado los casos de uno o dos puntos fijos, a saber, p£q y p=gq.

= Casop#q
Consideremos un punto ¢ € C distinto de p,q,pn,qn, Vn.La relacion cruzada R,(z) =
(2,¢, Pn, qn) converge a R(z) = (z,(,p, q) uniformemente sobre S? por hipotesis.
Sn(2) = R, T, R;! fija 0 e 0o y tiene las mimas propiedades de convergencia de {T},}. Para
indices grandes, S, (z) = anz con |a,| > 1, |a,| puede ser acotado o no acotado.

1. Si es acotado, entonces .S,, converge uniformemente a una transformacion de Mdbius.
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2. Si no es acotado,entonces existe una subsucesion para la cual lim a,,, = oo lo que sig-
nifica que esta subsucesion converge uniformemente a S(z) = oo para cualquier vecin-
dad(compacta) de z = 0.

= Casop=gq
Sean (1, (> dos puntos en C y (1,(a # g, 0 ¢. Consideramos la relacion cruzada R, (z) =
(2,¢1,Ca, qn) ¥ la conjugacion, S, (2) = R, T, R, * la cual fija 0o y tiene las mismas propiedades
de convergencia de {T,,}. Para indices suficientemente grandes, S, (z) = anz + b,. El otro
punto fijo de S,, es —b,,/(a, — 1). Consideremos una subsucesion de b,, cuyo limite puede ser
acotado o no acotado.

1. Si es acotado limb,, = b # .S, y {T,,} tienen las mismas propiedades de con-
vergencia.Entonces considerando el segundo punto fijo, lima,, = 1. Esto implica que
lim S,, = z +b.

2. Si no es acotado lim b,,, = co. S, se puede reescribir como
m — 1
Sm(2) = b, ((a)z + 1) + z.
bin

Como S, y T, tienen las mismas propiedades de convergencia y el segundo punto fijo
es —b,/(an — 1),lim(a,, — 1)/b, = 0. Obtenemos que lim S,,(z) = co. Su inverso es

b [ 2
1,y _ 9m [ =2
S (z) = m(bm 1).

1 1
o:lfma”l; :h’m(am—>

Pero

También, lim b,, = 0 y por lo tanto lim dm _ 0. Ast lim S-1(2) = o0, Vz.

Definicion 3.14. Sean Cy,C1,Co,Ch ... Cy, Cl un conjunto de circulos disjuntos en C. También
tomemos en cuenta el grupo G = (g1,92,...,gn),con n > 1 cuyos miembros g; cumplen que
g:(C;) = C}.Cada una de las transformaciones g; tiene ademds la particularidad de que el in-
terior de C; es llevado al exterior de C|. Los grupos que verifican tales condiciones son llamados
grupos de Schottky.

3.3. Conjunto limite de grupos Kleinianos

Definicion 3.15. Un punto x es un punto limite para el grupo Kleiniano G si existe un punto
z € °Q, y una sucesion {gm,} de elementos distintos de G con gn(z) = x. El conjunto de todos los
puntos limites es llamado conjunto limite y se denotard como: A = A(G)

Teorema 3.2. La interseccion del conjunto libre regular y el conjunto limite es vacia.

Demostracion:
U es una vecindad de x € °Q. Entonces pasa que g(U) N U = (. Sin embargo, para cualquier
vecindad £, de [ € A, existe un punto ly y hay infinitas transformaciones g,, € G tales que
gm(lg) € L. Eso implica que A N°Q =0 [ |

Teorema 3.3. Sea x un punto limite de un grupo Kleiniano G,z € A(G). Eziste un seqgundo punto
limite y de A(G), no necesiariamente distinto de x y una sucesion {gm} de elementos distintos de
G tal que g, (z) — x converge uniformemente sobre conjuntos compactos de C\ {y}
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Demostracion:
Dado que z es un punto limite,existe un punto zg € °Q y una sucesion {g.,} de elementos distintos
de G tal que g, (20) — .
Si es necesario, para cumplir la afirmacién anterior podemos normalizar la serie funcional a un
conjugado conveniente.
Podemos considerar que zy = co. Elegimos una subsucesion de g,, tal que ¢g,,—1(c0) — y,y es un
punto limite.
Se pretende hacer la descomposicién de la funcion g, usando la representacion dada por la ecuacion

g=roqop

El centro del circulo isométrico de g,,, de hecho la sucesion de los centros de los circulos isométricos
tiende a y ver la figura 3.1.

Sea p,, la reflexion del circulo isométrico de g,,. Sea ¢ la reflexién en la bisectriz perpendicular
del segmento de linea entre ¥ = g,.1(c0) y ¥ = g, (00). Recordemos que ¥ y ¥ son los centros
de los circulos isométricos de la transformacion g,, y su inverso. Si ¢ # 0 todos los g, pueden
descomponerse en términos ¢,, = rogop. ¢ y r son ismometrias. Tomamos r como r(z) =
k2 (z =) + 0 0,(2) = K2(Z =) + 0

gm lleva el exterior de su circulo isométrico al interior del circulo isométrico de su inverso. Es facil
verificarlo, ya que g,,(c0) es el centro de I(g,,!) y la imagen del centro del circulo isométrico de
Gm> 9! es 0o. Por el corolario 3.1 el radio del circulo isométrico tiende a 0. Porque g,,(c0) — x el
centro del circulo isométrico de g;.! tiende a z. Por la convergencia de g,,(c0) — x la convergencia
uniforme de g, se demuestra, ya que la respectiva descomposiciéon también converge. |

C.q

Figura 3.1: Circulo Isométrico y su inverso

Teorema 3.4. A es G-invariante.

Demostracion:
Sean z € A(G) y g € G, como x € A, hay una sucesion {g,,} de elementos distintos de G y un
punto z € °Q tal que g, (z) — x, asi g o g (2) = g(z). Esta es la definicion de punto limite, hay
una sucesion {h,, } que es en realidad h,, = g o g, que converge a g(z). Por lo tanto g(z) € A. R

3.3.1. Algunas propiedades topoldgicas

Recordemos algunos conceptos de topologia

Definicion 3.16. i) El conjunto A C X es denso en X si cada punto x € X pertenece a A J es

un punto limite de A. Equivalentemente ser denso implica que la clausura de A, A, coincide
con X.

it) Un conjunto no denso es aquel cuya cerradura tiene un interior vacio.
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Teorema 3.5. A es no denso en C.

Demostracion:
Por la definicién del conjunto limite hay puntos de °Q2 en cada vecindad de z € A, pero °Q y A
son separados, °Q N A = (), asi el interior de A es vacio. [ |

Teorema 3.6. A es cerrado.

Demostracion:

La demostraciéon se basa en el hecho de que un conjunto cerrado contiene todos sus puntos limite.
Sea {x,,} una sucesion de puntos en A que converge a x. Existe un solo punto z €° Q y una
sucesion {g, x} de distintos g,k tal que gm k — T,
Sea 0y, la distancia minima entre x,, y cualquier otro x; € {x,,}. Ahora hagamos que el subindice
k de gm,x dependa de m, i, e., k(m). Los k(m) son elegidos de forma que el conjunto {g,, x(m)} sea
tal que d(gm,k(m)(2), Tm) < 61 /2. Por lo tanto {gpm, k(m)} es una sucesion de elementos distintos
de G y ya que x,, — x, entonces g, p(m)(2) — .

|

Definicion 3.17. Un punto aislado de un conjunto, es aquel para el que existe una vecindad que
no contiene ningun otro punto del conjunto.

Definicion 3.18. Un conjunto perfecto es un conjunto cerrado sin puntos aislados.
Teorema 3.7. Si A contiene mds de dos puntos, entonces es perfecto.

Demostracion:
Supongamos que A contiene al menos tres puntos. Sean x,y, z € A. Para cualquier punto z existe
una sucesion {g,,} de elementos distintos de G tal que g¢,,(z) — «. Notemos que y # z .Luego
por el teorema 3.3 hay dos puntos limite distintos x1, 22, no necesariamente distintos de z, asi que
gm(21) = Ty gm(x2) = x. Para un m particular g,,(x1) # x 0 gm(x2) # x. Por lo tanto existe
una sucesion de puntos limite que convergen a cualquier punto arbitrario x. |

Definicion 3.19. Un grupo Kleiniano cuyo conjunto limite consiste de a lo mds dos puntos es
llamado Grupo Elemental. Los grupos con conjuntos limite con mds elementos se les llama no
elemental.

Teorema 3.8. La G-orbita de cualquier punto en A(G) es densa en A(G).

Demostracion:
Supongamos que un punto ¢ € A(G) y sea D un disco abierto centrado en (. Supongamos que
la sucesion de elementos distintos {A,} € G han sido normalizados para un w € S?, tenemos que
¢ =limA,(w).
Ahora tomemos (1 # (2 € A(G). Afirmamos que la familia {G} de transformaciones de Mobius
que actua en D no puede omitir los valores (1, (o.
Asumamos lo contrario , suponiendo por tanto que el tercer enunciado del Teorema de Montrel?
se cumple. Bajo esta hipotesis, {G} debe ser normal.
Consideremos la sucesion { A, }. Para algin indice N € N tenemos que A, (w) € D paratodan > N.
Denotemos w' = Ay(w) y el conjunto B, = AnA;,l. lim B, (w') = (. También debemos tener
convergencia. Asi lim B,,(z) = ¢ que convergen uniformemente para z en subconjuntos compactos
de D. Particularmente, la imagen By (D’), de un subdisco D’ el cual verifica que ( € D' C D’ C D,
para indices grandes n,es un subconjunto propio de D’. Por lo tanto, para toda k,n, tenemos que
BE(D') € B¥=* C ... C D’ lo que implica que B,, es loxodrémica(para un n grande) con un punto
fijo atractor en D’. Para un n fijo, la sucesién {B;, ¥} no converge uniformemente en subconjuntos

2Una familia de funciones holomorfas, todas las cuales omiten los mismos dos valores a,b € C es normal. Una
familia F' de funciones holomorfas se llama normal en una regién D de C si toda secuencia de funciones en F' tiene
una subsecuencia que converge de forma compacta en D.
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compactos de D porque contiene los puntos fijos de repulsion, hecho que implica una contradiccion.
Consideremos que para algin £ € A(G),{ no es un punto limite de la G-orbita G(§). Entonces
existe un disco D centrado en ¢ que no contiene puntos de G(§). La G-érbita no se encuentra ni
con ¢ ni con ningdn otro punto de su érbita.Sin embargo se ha probado antes que esto es imposible.
Esto significa que A(G) es denso®. [

Teorema 3.9. A(G) es la clausura del conjunto de puntos fijos loxodrémicos, y si hay puntos fijos
parabolicos es la clausura del conjunto de puntos fijos parabdlicos.

Demostracion:
G es no elemental. Por lo tanto hay infinitas transformaciones loxodrémicas distintas en G. Si &
es un punto fijo loxodrémico de T, cualquier punto A(£) en su G-6rbita es un punto fijo de una
loxodrémica AT A~!. Lo mismo pasa si £ es un punto fijo paraboélico.
Como A es cerrado y denso, A es igual a su cerradura. Sea ¢, un punto fijo atractor de T,
loxodrémica. ( = limg,, es el limite de una subsucesién de potencias positivas {T¥(w)} para
cualquier w distinta del punto repulsor p = limp,,.

Teorema 3.10. Si G tiene indice finto en G entonces A(Go) = A(G)

Demostracion:
Consideremos una transformacion A € G que es loxodréomica. Si Gy tiene indice finito en G hay
un k € N,k > 0 tal que A* € Gy. Asi, A(Gp) tiene el mismo conjunto de puntos loxodrémicos de
A(G).La clausura es A(G). Como la clausura de ambas es la misma entonces A(Gy) = A(G) N

Teorema 3.11. Si Gy es un subgrupo normal de G, entonces A(Go) = A(G).

Demostracion:
Como G es normal, se cumple que gGog~! = Go, Vg € G. La imagen por g de los puntos fijos de un
h € Gy son los puntos fijos de ghg~! € Gy. Entonces gA(Go) = A(Gy), Vg € G. Pero A(Gy) C A(G).
Considerando que la G-6rbita de los puntos fijos de una transformacion loxodromica h € Gq es
densa en A(G), esto significa que los conjuntos limite son iguales.a [ |

3.3.2. El complemento del conjunto limite

Definicion 3.20. Un grupo G actia de forma discontinua en un x € X si hay una vecindad U de
z, tal que g(U) N U = () para todos los g € G menos los finitos.

Definicion 3.21. El conjunto de todos los puntos de X en el que un grupo G actia de forma
discontinua se denonima conjunto de discontinuidad y se denota por Q(Q).

Definicion 3.22. El estabilizador de Y en G es el conjunto
Stabg(Y)={9eG:g(Y)=Y}. (3.1)
Definicion 3.23. El conjunto Y es precisamente invariante bajo el subgrupo H en G si
» H = Stabg(Y).
» g(Y)NY =0,VYg € (G— H).
Teorema 3.12. Sea G un grupo Kleiniano.Un punto x estd en Q(G), si y solo si
» Stab(x) es finito.

» Existe una vecindad U de x tal que es precisamente invariante bajo Stab(x).

3Un subconjunto A C X es denso en X si cada punto z € X si pertenece a A o es un punto limite de A
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Demostracion:
=]
Si z € (G) por definicion Stabg es finito.
Siz e QG), glU)NU # O para un ntmero finito de transformaciones g. Sea V' C U tal que
g(V) NV # 0 solo para g € Stabg(x). La interseccion Ngesiqaps (2)9(V) es una vecindad que es
precisamente invariante bajo H.

<]
Si Stabg () es finito y U es precisamente invariante bajo Stabg(z), entonces g(U) NU # () para el
namero finito de elementos de Stabg(z) . [

Teorema 3.13. Para cualquier grupo Kleiniano G,C es la union disjunta de A(G) y Q(G)

Demostracion: .
Primero se probara que A(G) N Q(G) = 0, después que A(G) y Q(G) hacen una particion de C.

1. Si z € A su orbita es densa (teorema 3.8) en A. Asi hay infinitos elementos de g € G tal que
para cualquier vecindad U de z, g(U) N U = (). Por lo tanto, A(G) N Q(G) = 0.

2. Consideremos un punto z ¢ Q(G). Para cada vecindad U de x hay infinitas traslaciones de
U,gm(U) con m € Ny g, € G que intersectan a U. Entre ellos consideremos una sucesion
de elementos {g,,} € G y una sucesiéon de puntos {z,,} tal que z,,, = =y gm(zm) — . Por
el teorema 3.3 existe una subsucesion de {g,,} y hay dos puntos w,y tales que g,,(z) — w
converge uniformemente en subconjuntos compactos para z € C—y. w y y son puntos limite.
Tenemos dos casos i) = y; ii) ¢ # y. Si * = y entonces, z = y € A(G). De lo contrario , si
x # y, entonces los puntos no se acumulan en y. Hemos demostrado la particién, porque si
x ¢ Q(G) podemos tomar x = w y sucede que z € A(G).

3.4. El grupo Apoloniano

Teorema 3.14. Retomando el Teorema 1.1.

Demostracion:
Dada una configuracion de Descartes invertimos en un circulo centrado en un punto de tangencia
(£). De ésta manera terminamos con una configuracion de Descartes donde dos de los circulos
son lineas rectas (C,Cy) y los otros dos se encuentran en la franja entre ellos.Usando isometrias
Euclidianas organizamos los circulos y lineas de tal manera que C; es la linea {y = —1},Cy
es la linea {y = 1}, C3 tiene centro (—1,0) y radio 1 y C tiene centro (1,0) y radio 1. Re-
cordemos que el inverso de un circulo de radio r y centro (z,y) con respecto a un circulo de

referencia de radio k y centro & = (xg, o) es un circulo de radio v’ = (rfxo)+?§iyo)27r2’ Ad«j—
k

més, el inverso de una linea cuya distancia del centro & = (zo,%0) es d es un circulo de radio 7" = 5.

Ahora, invirtiendo a la configuraciéon inicial de Descartes y utilizando las férmulas anterio-
res, obtenemos los radios de los circulos iniciales. Sustituyendo sus curvaturas en la ecuacién de
Descartes y tras unos cuantos calculos, comprobamos que se cumple. ]

Sea A que denota un empaquetado apoloniano.Entonces el conjunto residual de A, est4 definido
por

AA) = C
CeA
Equivalentemente, si tomamos el complemento en C de los interiores de todos los circulos en A,;nos
queda el conjunto residual A(A).El empaquetado Apoloniano, descansa sobre C.
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Sea Dy = {C1,Cs,C3,C4} una configuracion de Descartes de un empaquetado Apoloniano A.

Consideremos el grupo de transformaciones de Mobius S = (iy, i, 13, 14) actuando sobre @, donde
ir esta definido como una inversiéon con respecto al circulo Cr que pasa a través de los puntos de
tangencia de los circulos C; para | # k.En otras palabras cada inversion i fija tres de los circulos
iniciales en Dy(no puntualmente) y actiia reciprocamente en los dos circulos tangentes a esos tres.
El conjunto de los circulos Cj, es llamado la configuracion dual de Descartes. Dichos circulos se
ilustran en la figura 3.2 junto con los circulos Dy.
Partiendo de una configuraciéon diferente de Descartes tenemos otro grupo de inversiones. Sin
embargo, siempre podemos conjugar estos dos grupos mediante una transformacion de Mdbius.
Recordemos simplemente que las transformaciones de M&bius estdn completamente determinadas
por su accién sobre tres puntos, que en nuestro caso los elegimos como puntos de tangencia y que
mapean circulos a circulos.

Un grupo S es generado por inversiones en los hemisferios cuyas intersecciones con la frontera
son exactamente los circulos C;.Se puede probar que el grupo S es un subgrupo discreto de M ((C)
Notemos que S deja al empaquetado A invariante y hay cuatro S-orbitas de circulos en A, llamadas
S(Ck).Asi, el grupo S genera al empaquetado A completamente a través de esas inversiones y el
conjunto limite Ag es igual al conjunto residual A(A) de A. Por esta razén el grupo S ha sido

llamado el grupo Apoloniano.

Figura 3.2: Configuracion de Descartes Dy y su dual

Proposiciéon 3.5. Para un grupo S y un empaquetado Apoloniano A, tenemos que Ag = A(A).

Demostracion:
As es el conjunto de todos los puntos de acumulacién de la érbita S, para cualquier 2 € H?. Ademas
de que A(A) es la cerradura de todos los puntos de tangencia de los circulos en el empaquetado
tenemos que Ag C A(A). Supongamos que z € A(A) y N es cualquier conjunto abierto que contiene
a z. Entonces N contiene infinitos circulos de .A.Como se mencioné anteriormente 4 esté generado
por las érbitas S(ék) para k = 1,2, 3,4 entonces ahi existe k y una sucesion s; finita de elementos
de S tales que s5;(Cx) C N para toda I. Se sigue que z € Ag y que A(A) C Ag. [ |

Si tomamos el circulo C; de la configuracién de Descartes Dy para ser el circulo unitario,
entonces podemos calcular facilmente la expresion analitica de las i’s.La expresion general de una
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inversién en un circulo de radio r y centro w esta dada por:

. wz 4+ r? — ww
i(2) = ——— —

zZ—w
Entonces, los generadores del grupo Apoloniano son

z

We) =7 lx)=2
o (Q+pz-1 o o (-1+di)z-1
W) =S WO s

Las i;’s son funciones conformes que invierten la orientacién. De cualquier forma podemos re-
escribirlos como composiciones de funciones que preservan la orientacién que son elementos de
PSL(2,C) y la funciéon complejo de conjugacion j.Entonces i, = oy, o j donde las «ay’s estan repre-

sentadas por las siguientes matrices,
(1 0 (10
M=\ o) 27 o 1

(144 -1 (147 -1
B 4 MTU 1 144)
El grupo General de Mébius, GM(C) es generado por conjugacion compleja y el subgrupo M(@) =
PSL(2,C).Asi el subgrupo que preserva orientacion de los elementos de S denotado por S), esta

dado por
Sp=5SNPSL(2,C).

Ya que ay = I y notando que ay = a,:l tenemos

Sp =(0nda, 103, 01 Gy, a0, Qo (i, Qi diy, X300, Qg (ia. Q3 (i, QL4 i1, (LGl Oy (i3

Sp =(a1, a3, ).

S}, es discreto como un subgrupo de S,entonces S}, es un grupo Kleiniano.Ademas Sy, es un subgrupo
normal infinito de S y
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Capitulo 4

Propiedades topologicas del Tamiz
de Apolonio

En este capitulo demostraremos que el Tamiz de Apolonio es un continuo, es decir, un conjunto
compacto conexo y no vacio; para ello demostraremos primero que este es homeomorfo al tridngulo
de Sierpinski.

4.1. El tridAngulo de Sierpinski
Para poder construir dindmicamente el tridngulo de Sierpinski debemos recordar algunos con-

ceptos de Analisis matemaético.

4.1.1. Sistema Iterado de Funciones

Antes de definir un Sistema Iterado de Funciones, se introduciran algunos conceptos.

Definicion 4.1. Un espacio métrico es una dupla (M,d), dénde M es un conjunto y
d: M x M — R es una funcion que para cualesquiera dos puntos x,y, define la distancia d(x,y)
entre ellos y que satisface las siguientes propiedades:

1. Positividad: Para todo x,y € M la cantidad d(x,y) es un nimero real no negativo que
desaparece si y sélo si x =1y

2. Simetria: d(z,y) =d(y,z) Vx,y€ M.
3. Desigualdad Triangular: d(z,y) < d(z,z) + d(z,y) para todo x,y,z € M.

Definicién 4.2. 1. Una sucesion {xz,} en un espacio métrico (M,d) es convergente si existe
a € M tal que d(zn,a) = x cuando n — oo.

2. Una sucesion {xy} se llama fundamental o sucesion de Cauchy si satisface:

lim d(zpm,z,) =0 (4.1)

m,n— oo

3. Un espacio métrico se llama completo si cada sucesion fundamental es convergente.

4. Un subespacio X de un espacio métrico (M,d) se llama cerrado en M si contiene todos sus
puntos limite.
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5. Una funcion [ de un espacio métrico en si mismo se llama contractante o contraccion
si existe un numero real X € (0,1) tal que

Teorema 4.1. (Punto fijo para funciones contractantes). Supongamos que M es un espa-
cio métrico completo y f es un funcion contractante de M en si mismo. Entonces existe un unico
punto fijo para f en M, es decir, el punto x satisface f(x) = x.

Demostracion:
Sea x¢ un punto arbitrario de M. Consideremos la sucesion {x,,},>0 definida por z, = f(zn—1),
para n > 1.
Afirmamos que esta sucesion es convergente. Para esto demostremos que la sucesion {z,} es una
sucesion de Cauchy. En efecto, sea d := d(xo,z1). Entonces dado que f es contractante en M
satisface (4.2). Asi,

d(x1,20) < X-d,d(xg,23) <A d,- - d(@p, Tni1) <A - d

n

Por lo tanto, para cualquier m < n tenemos que d(x,, T,) < ZZ;}R Ned < 1’\_—)\ - d. Entonces

lim d(zpm,z,) =0,

m,n—oo

lo cual demuestra la afirmacion.
Como M es completo, la sucesion de Cauchy tiene un limite el cual denotamos .

La funcion f al ser contractante es continua. Por lo tanto, f(ze) = lm, e f(2n) =
lim,,, Tnt1 = Too,i-€. Too €s un punto fijo.

Finalmente, si tenemos dos puntos fijos z,y, entonces d(x,y) = d(f(z), f(y)) < A-d(zx,y). Esto
es posible si y solo si d(x,y) = 0, por lo que z = y. |

Definicion 4.3. Sea M un espacio métrico. Denotamos por K(M) la coleccion de todos los subcon-
juntos compactos no vacios de M. Definimos la distancia entre un punto x y un conjunto compacto
Y denotado por d(z,Y) como

d(z,Y):= inf d .
(z,Y) = inf d(=,y)
Ahora la distancia entre dos conjuntos X yY se define como

d(X,Y) := méx{sup d(z,Y),sup d(X,y)}.
reX yey

A em=

X Y

Figura 4.1: Distancia de Hausdorff
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Teorema 4.2. Supongamos que una familia de funciones contractantes { f1, fa,... fn} en M ésta
dada. Si definimos la transformacion F : K(M) — K(M) por

F(X) = fi(X)U fo(X)U... U fi(X), (4.3)

entonces F' es contractante. Mds ain, existe un unico subconjunto compacto no vacio X C M que
cumple que F(X) =X

Observacion 4.1. Algunas veces, se utiliza una definicion mds general. En lugar de 4.3, se define
la funcion F como sigue

FX) = px)JrOU. - UsrUY, (4.4)
donde Y es un subconjunto compacto fijo de M. Esta funcion generalizada también es contractante.

Definicion 4.4. Dada una funcion continua f : X — X denotaremos por f°" a la composicion
de f consigo misma, n veces. Para n =1 escribiremos f en lugar de f°

Definicion 4.5. Dado un espacio métrico completo X con métrica acotada d, definimos el espacio
H(X)={A C X : A es compacto y diferente del vacio}.

A el espacio H(X) se le llama espacio de fractales.

Observacion 4.2. Un resultado muy conocido es el Teorema del punto fijo de Banach, que
dice que toda contraccion w definida sobre un espacio métrico completo X tiene eractamente un
punto fijo; es decir, existe un inico punto x € X tal que w(x) = x.

Ademds, si x es el punto fijo, este punto se puede obtener calculando el limite de la sucesion
(2, f(2), f%(2),...) , tomando cualquier punto z € X.

Teorema 4.3. Si {w; : ¢ € {1,2,...,n}} son contracciones en X, en donde X es un espacio
métrico completo, entonces W : H(X) — H(X) definida por W(A) = U w;(4), para cada

A € H(X), es una contraccion.

Demostracion:
Para una prueba detallada ver [Camargo and Isaacs, 2012]. |

A continuacién introduciremos el conjunto de Sistema Iterado de Funciones.

Definicion 4.6. Un sistema iterado de funciones (SIF), consiste de un espacio métrico com-

pleto X y un conjunto finito de contracciones wi,ws,...,w, sobre X. Lo notaremos por
{X, w1, wa,...,w,}. Ademds, el punto fijo de la contraccion W definida en H(X) por las con-
tracciones wy, wa, . .., w, como en el Teorema 4.3, lo llamaremos atractor.

A continuacion realizaremos la construccion del tridngulo de Sierpinski resultado de un SIF
como atractor de un STF'. Para ello, recordemos que es triangulo de Sierpinski.

Definicion 4.7. Sea A equildtero de lado 1, junto con su interior. Determine los puntos medios
de los lados de A y una dichos puntos de tal manera que se forme un tridngulo por lo que se
forman cuatro tridngulos de los cuales se elimina el tridngulo central. Luego, en cada uno de los
tres tridngulos que quedan se repite la construccion y asi sucesivamente; se determina una Sucesion
de conjuntos Sy, S1,S52, ..., Sn, ..., Figura 4.2.

Sea (Sr),, la sucesion obtenida anteriormente, se define el tridngulo de Sierpinski que notaremos
S, como S :=N5L S,
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S S S,

Figura 4.2: Construccion del triangulo de Sierpinski

Teorema 4.4. Sean wy,wsy,ws contracciones en R?, definidas de la siguiente manera:

1 V3 3

donde {R? wy,we, w3} es un sistema iterado de funciones cuyo atractor es el tridngulo de
Sierpinski S

Demostracion:

El conjunto S; se obtiene escalando tres copias de A cada una por un factor de r = 1/2.
Supongamos que el lado inferior de A se encuentra a lo largo del eje x con vértices en el origen y
en el punto (1,0), entonces dos de los tridngulos escalados se trasladan para que la parte inferior

izquierda los vértices estan en (1/2,0) y (%, %) respectivamente, véase la figura 4.3.

Escalar por 1/2 Rotar
Hacer 3 copias |
A Y

/ -120° | Trasladar
-~

Figura 4.3: Construccion del tridngulo de Sierpinski
Aplicando induccion matematica sobre la sucesion {F™(A)},, obtenemos los conjuntos S,,.
Por construccion se tiene que cada S, es un conjunto compacto no vacio y que ademés: Sy 2

S1D825...8,2D...

Solo resta mostar que (S,),, es una sucesion de Cauchy en H(R?). En efecto,

T 12x 2

V3 V3 V3 v3
d(S0, 81) = 75:d(S1, 52) = d(52,53) = 75555 -+ A Sn1) = d(S0, 51) = 35750

de modo que si m > n se tiene:
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m—1
V3 V3 V3 V3,1 1
d s < ,, . = eee —_— = 7(7 cee 7)
(5 Sn) = = 4055, 5541) = 1550 + oo 2xom 12\ T gm) 70
cuando n, m — oo. u

4.2. El triangulo de Sierpinski como limite inverso de conti-
nuos

En la seccion anterior obtuvimos a & como el atractor de un SIF ahora lo obtendremos utili-
zando Teoria de Continuos, para ello introduciremos los siguientes conceptos.

Definicion 4.8. Un continuo X se dice indescomponible si no existen dos subconjuntos propios A
y B de X tales que X = AU B.

Definicion 4.9. Un punto x de un espacio X es llamado un punto de corte local si existe una
vecindad conezxa abierta U de x tal que U \ {x} no es conexo.

Definicion 4.10. Una curva cerrada simple es cualquier espacio homeomorfo al circulo unitario.
Definicion 4.11. Un arco es cualquier espacio que es homeomorfo al intervalo cerrado [0,1].

Definicion 4.12. Un grafo es la union de un nimero finito de arcos tal que cada par de estos
arcos son disjuntos, o se intersecan en uno o sus dos puntos extremos. Los arcos que forman el
grafo los llamaremos aristas y los puntos de interseccion de las aristas de un grafo los llamaremos
vértices. Un vértice de un grafo lo llamaremos vértice simple, si es un punto de interseccion
de a lo mds dos aristas.

Definicion 4.13. Un dominio complementario de un plano continuo X es cualquier componente
del complemento de X.

Definicion 4.14. Sean X un espacio métrico y compacto y { Ay, }nen una sucesion de subconjuntos
de X. Definimos el limite inferior de {Ay,}nen, denotado por liminf A,, y el limite superior de
n—oo

{A, }nen, denotado por limsup A,,, como:
n—oo

1. liminf A,, = {z € X : para toda vecindad U de X, tenemos que U N A,, # 0,

n—00

para cada n > k,para algin k}

2. limsup A,, = {z € X : para toda vecindad U de X, tenemos que U N A,, # 0,

n—oo
para un ndmero infinito de indices}

Finalmente, diremos que la sucesion {A,}nen converge a A, denotado por lim A4, = A, si
n— oo
A =liminf A,, = limsup A,.

n—0o0 n—oo
El limite dado en la definicién 4.14 coincide con el limite que obtenemos si consideramos la

sucesion {Ay tnen en H(X) como espacio métrico.

Definicion 4.15. Sea {X,, }nen una sucesion de espacios métricos compactos. Para cada n € N,
sea fP: X,11 — X, una funcion continua y sobreyectiva.La doble sucesion {X,, f2 1 }en
la llamaremos sucesidn inversa.Ademds, el limite inverso de la sucesion inversa{X,, 7} en
que denotamos por @{Xn, oY o definimos por
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@{Xn,f:fﬂ} = {(xn)neN € H X, fr Y2 41) = z,, para cada n} . (4.6)

neN

Teorema 4.5. El limite inverso de espacios métricos compactos es un espacio métrico compacto
y el limite inverso de continuos es un continuo.

Para una demostracién detallada de este teorema el lector puede consultar [Nadler Jr, 1992].

Definicion 4.16. Un subconjunto S € M es llamado e-red en M si para cualquier m € M existe
un punto s € S tal que d(m, s) < e.

Teorema 4.6. (Sobre e-red). Un espacio métrico (M,d) es compacto si es completo y para
cualquier € > 0 existe una e-red finita en M.

Sea Ty el grafo en R? tal que las aristas forman un tridngulo equildtero con

vértices(simples):(0,0), (1,0), (3, ?).Deﬁnimos T, = W°"=1(T1). donde W es la construccién so-

bre H(X) definida usando las contracciones wi, ws, w3, como en el teorema 4.3(ver figura 4.4).

Ty Ty =W (I1) T3 = WO(Ty)

Figura 4.4: Construccion de S a partir de {R?, w, wo, w3}

Es importante tener en cuenta la siguiente observacion.

Observacién 4.3. Por la definicion de W, el grafo Tpy1 = w1 (Tx) U wa(Tx) Uws(Tk).

Sea T} = w;i(Ty), con i € {1,2,3}. Entonces w; : Ty, — T} es un homeomorfismo, pa-
ra cada i € {1,2,3}, tal que T} tiene sus vértices simples en (0,0),(%,0) Yy (i,%),TkQ en
(3,0, (3,2) y (3, 8) y T¢ en (5, 9), (3. %2) y (3,52),como se puede ver, para k € {1,2}, en

la figura 4.4.Ademds para cada k, T}, siempre tiene los mismos vértices simples (0,0), (1,0), (%, @)

Para cada k € N, definamos f,f“ : Tx+1 — T} de la siguiente manera:

(2, y) = w; N, y), cuando (z,y) € Ty, i € {1,2,3}. (4.7)

Evaluando en (4.5), tenemos que wi(1,0) = w2(1,0) = (1), wi(3, @) = wg(%,é) = (4, %) y

w3(0,0) = w3(0,0) = (3, ¥2). Ademas, T} N T = {(3,00}, TENTE = {(1,2)} y RN T} =
{(%7 ?)}, para cualquier k£ € N.De lo anterior tenemos que ff“ esta bien definida y es continua,
para cada k € N. La razon por la cual escogimos las contracciones definidas en el teorema 4.4 es

para que la funcién f,’j“ esté bien definida.

Es importante resaltar, para tener una idea geométrica, que la definicion de la funcién f,f“ :
Tit+1 — Ty se puede presentar como fF | = f|z, : T — Th—1,dondef(x,y) = 2(g3(g2(g1(z,v)))),

y:

(x,y) st \/§(ac - %) < Y;
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o (z,7) siy <)
g2(T,y) =
('Tv ? - y) 51 % S Y,
(z,9) si y<—V3(x—1);

g3(w,y) =

S R SR Tt Sh R S B E R 7
Esta definicion muestra con mayor claridad la continuidad de la funcién. Ademas, no es dificil

verificar que las funciones g1, g2 y g3 son dobleces del plano R?, como mostramos, para k = 2 en
la Figura 4.5.

9

Figura 4.5: Funcién f3 paso a paso.

Baséndonos en lo anterior y en la Definicion 4.15, {T5,, f'_; }nen es una sucesion inversa. Defi-
nimos el continuo (ver Teorema 4.5)

s = 1m{Ty, S} (48)

Como S es el atractor del STF {R?, wy, ws, w3} que definimos anteriormente, entonces tenemos
que W(S) =T . Asi, es natural definir una sucesion inversa donde cada uno de los espacios factor
es homeomorfo a § . Con base en esta idea, definiremos un continuo que denotaremos como Lg.

Sabemos que S = w1(S) U ws(S) Uws(S), donde wy,wy,ws son las contracciones definidas en
4.4. La funciéon g : S — S, definida por g(z,y) = wi_l(x,y) si (z,y) € wi(S),i € {1,2,3} esta bien
definida y es continua. Asi podemos definir la sucesién inversa {S,, g% '},cn, donde S,, = Sy
n+l — g, para cada n € N.Definimos

In
Ls =1m{S,, g1} (4.9)

Para cada k € N definimos K& = Ym{ Tk, fﬁ',’:“}, donde T; y f;,*t! las tomamos como en 4.8.
Notemos lo siguiente:

1. K% es homeomorfo a Kg, para cada k € N.
2. Como Ty41 C Tiy2, tenemos que IC’; C IC{Z}H7 para cada k € N.

Una propiedad del continuo Kg es que,como Kg es el limite inverso de grafos, Kg tiene dimensién
1.

Teorema 4.7. Lg = lim IC’§
k—o0
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Para ver la demostracion consultar [Camargo and Isaacs, 2012]

Proposicion 4.1. Si x € Lg, entonces existe un subcontinuo T de Lg tal que x € T y T es
homeomorfo al tridngulo de Sierpinski S.

Demostracion:
Sea & = (T, )nen un punto en Lg. Como Sy = w1 (Sy) Uwy(S1)Uws(S1), tenemos que x5 € wy, (St)
para algiun k € {1,2,3}.0bsérvese que g%|wk1 (&1) = wl;l Wk, (S1) — &1 es un homeomorfismo.
De la misma manera, existe ky € {1,2,3} tal que x3 € Wk, ¥ 95 |w,, = w,;zl D W, (S2) = Sa es
un homeomorfismo. Como wy, (S1) C S, tenemos que wg, (Wi, (S1)) es un subcontinuo de wy, (S2)
Y 95wy (wi, (81)) * Why (Why (S1)) — wy, (S1) es un homeomorfismo. De forma inductiva, para cada
n € N, existen ki, kz, ..., kn € {1,2,3} tales que 2,11 € (wp, 0 - -0wp, )(S1) ¥ I (wn, 00w, )(S1)
(wg,, 0+ 0wy, )(S1) = (wg, o owg, )(S1) es un homeomorfismo.

Asi definimos L,, = (wy, o---owg, )(S1) y Aot = gz+1|(wk"o~~~owk1)(81)a para cada n € N.

Notese que {L,,h"*1} es una sucesién inversa tal que z € T = @{Ln,hgﬂ}. vy T C Ls.
Ademas dado que L,, es homeomorfo a S y h"*! es un homeomorfismo para cada n € N tenemos
que T es homeomorfo a S. [ |

Observacion 4.4. Observemos que por la autosimilitud del tridngulo de Sierpinski S, podemos
decir que para cualquier abierto U en Lg, existe una copia de S contenido en U.

4.3. Caracterizaciéon topologica del Tridngulo de Sierpinski

En esta seccion estudiaremos la relacion entre el tridngulo de Sierpinski y el Tamiz de Apolonio.

Proposicion 4.2. Sea X un continuo localmente conexo en el plano.Entonces para cada € > 0
solo hay un nimero finito de dominios complementarios de X con didmetro mds grande que €.

Definicion 4.17. Toda curva cerrada simple C' en un continuo X se llamard enlace siempre que
X\ C sea conexo.

Teorema 4.8. Un continuo X es homeomorfo a al tamiz de Apolonio si y sélo si
1. X es plano y conexo localmente,
2. dos enlaces cualesquiera en X se cruzan como mdximo en un punto,
3. no hay ningun punto en X comun a tres enlaces,
4. X contiene al menos tres enlaces, cada par de los cuales se cruza,
5

. Siempre que haya tres enlaces cada par de los cuales se corta, hay otros dos enlaces que se
cortan a cada uno de los tres enlaces dados.

Demostracion:
Se observa facilmente que cualquier espacio homeomorfo al tamiz de Apolonio satisface todas las
condiciones 1-5.

Reciprocamente, supongamos que X es un continuo que satisface las cinco condiciones. Por la
condicion 4 existen tres enlaces distintos Cy, C7 y C5 cada uno de los cuales se interseca. Observamos
que de la condicién 5 y de la condiciéon 1 se deduce que para cualquier tripleta de enlaces que se
cruzan entre si, existen exactamente otros dos enlaces que se cruzan con cada uno de los tres enlaces
dados.

Denotemos por A = U2 ({0,1,2}" un conjunto de indices.Por induccién construimos una familia
de enlaces {L(a) : a € A} tales que:
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» L(a) toca a L(a,b) siempre que a € {0,1,2}" y b € {0,1,2}" donde n € No,m € Ny
by ¢ {ba...by}.

» L(a) toca a C; siempre que i € {0,1,2},a € {0,1,2}" e i & {a1,...,an}.

Sea L()) un enlace que toca a los enlaces Cy, Cy, Cs. Por la condicién 5 hay dos de ellos por lo
que tenemos dos posibles opciones. Suponemos que se han construido todos los enlaces L(a) para
la| < n y que satisfacen la hipotesis de induccion.Fijamos a € A e i € {0,1,2}, donde |a| =n, y
definimos un enlace L(a,i). Distinguimos varios casos:

» Sin =0, consideramos tres enlaces L(0), C;, Cy donde {3, j,k} = {0,1,2}. Estos tres enlaces
se intersectan entre si.Por tanto, segiin la condicion 5, hay otros dos enlaces que tocan a los
tres enlaces dados. Uno de ellos es el enlace Ci. Definimos L(7) como el otro enlace.

» Sin>1yl|{a1,...,a,}| =1, podemos encontrar j y k tales que {4, 5, k} = {0,1,2}. Clara-
mente los enlaces L(a),C; y Cj se tocan entre si por la hipotesis de inducciéon.Por lo tato
hay otros dos enlaces que que tocan a cada uno de estos tres. Uno de ellos es L(a, ..., an-1).
Definimos a L(a, %) como el otro enlace.

» Sin>1ya = = ay,, podemos definir j = a, y k tal que {3, j,k} = {0, 1,2}.Los enlaces
L(a),L(ay,...,an—1) y Ck se tocan entre si.Por lo tanto, hay otros dos enlaces que tocan
cada uno de estos tres. Uno de ellos es C;.Definimos L(a, i) como el otro enlace.

« Si {a1,...,an} = |{a1,...,an,i}| = 2.Podemos encontrar j € {aj,a,} y k tales que
{i,4,k} = {0,1,2}.Sea ! < n un namero natural para el cual a; # a;y1 = -+ = a, = i.Ademas
sea m < n el mayor namero entero para el cual a,, = i.Los enlaces L(a), L(ay,...,a;—1) y
C}, se tocan entre si.Por lo tato hay otros dos enlaces que que tocan a cada uno de estos
tres.Uno de ellos es L(ay, ..., am—1).Sea L(a, i) €l otro enlace.

» Si [{a1,...,an}]| =2y |{a1,...,an,i}| = 3. Denotemos por ! < n un ntumero natural para
el cual a; # aj41 = -+ = ay,. Después encontramos el namero natural m < [ para el cual
am ¢ {am+1,.-.,an,1}. Los enlaces L(a), L(a1,...,a1—1) y L(a1,...,a,—1) son tres enlaces
cada par de los cuales se intersectan. Por lo tanto, hay otros dos enlaces que tocan cada uno
de estos tres. Uno de ellos es C;. Definimos L(a, %) como el otro.

» Si {a1,...,an}| = {a1,...,an,i}| = 3. Denotemos por | < n un namero natural para el
cual a; # aj41 = --+ = a, = i. Después encontramos el niimero natural m < [ para el cual
am & {@m+1, ..., an,i}.Podemos encontrar el mayor nimero entero p < n para el cual a, = 1.
Los enlaces L(a), L(a,...,a;—1) y L(a1,...,am—1) son tres enlaces cada par de los cuales
se intersectan. Por lo tanto, hay otros dos enlaces que tocan cada uno de estos tres. Uno de
ellos es L(ay,...,ap—1). Definimos L(a, ) como el otro.

En cada caso podemos verificar facilmente que la hipotesis de induccién se sigue cumpliendo.
Ahora definimos un funcién f : {(a,4) : a € A,i < 2} — X como sigue:

» f(i) es el tnico punto en la interseccion C; N Cy, donde {3, j, k} = {0,1,2}.

» Sil{a1,...,an,i}| =2y a, # i definimos f(a, i) para ser el tinico punto en L(ay, ..., a,_1)N
C) donde k satisface {a,,i,k} = {0,1,2}.

» Si {a1,...,an,i}| = 2 y a, # i encontramos un namero natural ! < n para el cual
a; ¢ {aj41,...,an,i} y definimos f(a,i) para ser el tnico punto en L(ay,...,an—1) N
L(al,...,al,l).

Consideramos la familia de enlaces {Cy,C1,C2} U {L(a) : a € A} y enumeramos como
{Dy, : m € M} una familia de todas las cerraduras de los dominios complementarios de estos
enlaces que no intersectan a X. Notemos que los didmetros de los conjuntos D,, convergen a
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cero por la proposicion 4.2.Los supuestos de la proposicion 4.2 se satisfacen debido a la condicién 1.

Para mostrar que la funcién f es uniformemente continuo es suficiente probar que para cada
£ > 0 existe un n € N tal que los componentes de R? | J{D,,, : m < n} son de didmetro menor que
€. Supongamos que eso no es cierto.Entonces existe un € > 0 y hay dominios complementarios G,,
de R? U{D, : m < n} cuyos diametros son al menos ¢ y tales que G, 4+1 C G,,.Para cada m € Ny
hay tres indices distintos entre si p,,, gm, m € N tal que G,,, es el dominio complementario acotado
de R?\ (D, UD,, UD, ).Porla eventual restriccién a una subsecuencia de (G,,) y la posible
permutaciéon de p.,, ¢m v Tm basta con considerar los siguientes tres casos.

» La sucesion (p,,) tiende a infinito y ¢, y 7, son constantes. Denotamos por z el tinico punto
en Dy, N D,,. Como los diametros de (D,,, ) convergen a cero obtenemos que (D,, ) converge
al punto x. Entonces los conjuntos G,, tienden a x y asi los diametros de G,,, convergen a
cero.

= Las sucesiones (p;;) v ¢n tienden a infinito y 7, es constante. Hay un punto € X que es
un punto limite de la sucesion (D, U D, ).De manera similar al caso anterior llegamos a
que la sucesion G, converge al punto x y sus diametros tienden a cero.

» Todas las sucesiones (py,), (¢m), (rm) convergen a infinito. Entonces obtenemos que el dia-
metro de G, es menor o igual al diametro de D, U D, U D, el cual converge a cero.

En todos los casos se obtiene una contradiccion.

Denotamos por g : {0,1,2} — X la tnica extensién continua dla funcién f. Usando la con-
dicion 2 llegamos a que g(ai,...,an,4,5) = g(a1,...,an,7,4) y esas son las unicas posibilidades
cuando g(z) = g(y) para z # y por la condicién 3.Asf la imagen de {0, 1,2} bajo g es homeomorfo
al tridAngulo de Sierpinski.

Ahora recordamos que habfa dos posibilidades L(Q) y L'(), como elegir el primer enlace en
el proceso inductivo. Por lo tanto podemos obtener por la misma prueba otra familia de enlaces
{L'(a) : a € A} y la funcién correspondiente f’ y su continua extension g.

Por un razonamiento similar al de la prueba de que f es uniformemente continua, podemos
demostrar que la union de las imagenes de los funciones f y f’ es densa en X. Y por tanto la union
de las imégenes de g y ¢’ cubre todo el espacio X. La interseccion de las imégenes de los g y ¢’ esta
formada por tres puntos. Se trata de los puntos contenidos en exactamente dos enlaces de Cy, C1 y
Cs. Asi obtenemos que X es homeomorfo al cociente de la suma directa de dos copias del triangulo
de Sierpinski, donde se identifican los vértices correspondientes. Por tanto, X es homeomorfo al
tamiz de Apolonio. [ |

Observacion 4.5. Como la eleccion de los tres enlaces Cq, C1, Co al principio de la prueba anterior
fue aleatoria llegamos a la conclusion de que para cualquier tripleta de enlaces distintos que se
cruzan entre si Cy, C1,Co existe un homeomorfismo del tamiz de Apolonio sobre si mismo, que
envia C; sobre C! para cualquier i < 2.

Lema 4.1. Sea X un continuo localmente conexo y K un subcontinuo no degenerado de X con
frontera finita. Entonces cada punto de la frontera de K es un punto local de corte de X.

Demostracion:
Sea x un punto de la frontera de K. Como la frontera de K es finita y X es localmente conexo,
existe una vecindad abierta conexa U de x cuya intersecciéon con la frontera de K contiene solo
el punto z. Tenemos que el conjunto U \ {z} es una union disjunta de dos conjuntos abiertos
KnNU\{z}y U\ K.Ambos conjuntos son nos vacios y como z es un elemento de la frontera de
K. Entonces x es un punto de corte de U y consecuentemente es un punto de corte local de . B

Teorema 4.9. Cualquier subcontinuo del tamiz de Apolonio cuya frontera esté formada por exac-
tamente tres puntos es homeomorfo al triangulo de Sierpinski.
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Demostracion:
Supongamos que X es un subcontinuo del tamiz de Apolonio con exactamente tres puntos vy, vy, vo
en la frontera.Por el lema 4.1 sabemos que los puntos v;,7 = 0, 1,2 son puntos de corte local, que
son aquellos puntos en el tamiz de Apolonio donde se cruzan dos enlaces distintos.Para cualquier
par de indices 7,5 € {0, 1,2} existe un dominio complementario Dy, donde {i, j, k} = {0,1,2} y los
puntos v; y v; pertenecen a la frontera de Dy.Las fronteras Cy, C1,Co de Dy, D1, D2 son enlaces
distintos por pares y {v;} = C; N Cj para 4, j,k = {0, 1, 2}. Por la observacion 4.5 concluimos que
X es homeomorfo al tridngulo de Sierpinski. |

Corolario 4.1. Sea X un continuo y sean vg,v1,vs tres puntos en X. Definimos un espacio Y
como la suma de X y una copia disjunta X' de X donde cada punto v; se indentifica con v, que
es un punto correspondiente en X'.Si el espacio Y es homeomorfo al tamiz de Apolonio, entonces
X es homeomorfo al tridngulo se Sierpinski.

Demostracion:
Claramente X es un subcontinuo del tamiz de Apolonio Y y que su frontera consta de tres puntos.
Entonces por el teorema 4.3 se sigue que X es homeomorfo al tridngulo de Sierpinski. |

Observacion 4.6. Del Teorema anterior se sigue que el Tamiz de apolonio es un continuo pues
por el Corolario 4.1 estos dos conjuntos son homeomorfos, y por la Proposicion 4.1 se sigue que el
tridngulo de Sierpinski es un continuo, por ende, el Tamiz de Apolonio también lo es.
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Conclusion

En este trabajo de tesis se abordo6 la solucion del problema de Apolonio desde la perspectiva
de la escuela griega hasta la perspectiva de Félix Klein, es decir, desde la construcciéon con regla y
compaés hasta una categorizacion topologica del tamiz de Apolonio.

Ademas, sabemos que al estudiar la recursividad del problema de Apolonio obtenemos el tamiz
de Apolonio el cual es un objeto geométrico que se puede construir computacionalmente; como lo
muestran los anexos de este trabajo; y en los que sin duda se logra apreciar la fuerza del estudio
geométrico a través de funciones complejas.

El tamiz de Apolonio es una estructura fractal de gran interés para muchos mateméticos, los
cuales utilizando herramientas de Sistemas Dinamicos, Teoria de Numeros, Teoria de la Medida y
Teoria de la Dimension se sabe que:

1. La dimensiéon de Hausdorff del Tamiz de Apolonio esta acotada.

2. Existe una funciéon racional cuyo conjunto de Julia es homeomorfo al Tamiz de Apolonio.

Los cuales son propiedades interesantes de estudiar a futuro.
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Apéndice A

Anexo: Codigo en lenguaje Python

Con el siguiente codigo se solucioné de manera numeérica el problema de Apolonio, generando
asi el tamiz de Apolonio.

import math
import cmath
import random
from PIL import Image,
import matplotlib.colors as colors

coles=colors.cnames

ImageDraw

e = Image.new("RGB", (imgx, imgy))
= ImageDraw.Draw(image)

values= coles.values ()
lista= list(values)
imgx = 512

imgy = 512

imag

draw

def apxI(u, v):

def

def

def

def

return abs (abs (u)

apxICir(a, b):

return (abs(al[0]

CirTan(a, b):

return (apxI(al[0]
abs(b[1])))

abs(al[1]) -

CirInt(a, b):
dist = abs(al[0]

return (dist + eps < rmin + rmax and dist + rmin > rmax + eps)

Tangente(a, b,

- abs(v)) <= eps

- b[0], abs(al1]) + abs(b[1])) or apxI(alO]

- b[01)
rmin = min(abs(al[1]), abs(b[1]))
rmax = max(abs(al[1]), abs(b[1]))

@) 3

- b[0]) <= eps and apxI(al1]l, b[1]))
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f1l
if

if

if

if

re

ag = True
apxICir(a, b) or apxICir(a, c) or apxICir(b, c):
flag = False
not CirTan(a, b):
flag = False
not CirTan(a, c):
flag = False
not CirTan (b, c):
flag = False
turn flag

def Tan4(a, b, c, d):

re

def td

k1
k2
k3

turn Tangente(a, b, d) and Tangente(a, c, d) and Tangente(b, c, d)

es(a, b, c):
= 1.0 / al1]
= 1.0 / b[1]
= 1.0 / cl1]

tempO = 2.0 * math.sqrt(kl * k2 + k1 * k3 + k2 * k3)
templ = k1 + k2 + k3

k4
k4

0 = templ + tempO
1 = templ - tempO

tempO = 2.0 * cmath.sqrt(k1*k2*a[0]*b[0]+k1*k3*a[0]*c[0]+k2*xk3*b[0]*c

[0l

templ = k1 * a[0] + k2 * b[0] + k3 * c[0]

cd
c4d
cd
cd

r0
ri

cO
cl
c2
c3
if

el

0 = (templ + tempO) / k40

1 = (templ - tempO) / k41
2 = (templ - tempO) / k40
3 = (templ + tempO) / k41

= 1.0 / k40

= 1.0 / k41

= (c40, r0)

= (c41, r1)

= (c42, r0)

= (c43, r1)

Tan4(a, b, ¢, c0) and Tand4(a, b, c, cl):
return (c0, ci1)

se:
return (c2, c3)

def pxy(x, y):

kx
ky
re

maxIt

= int((x - xa) / (xb - xa) * (imgx - 1))
= int((y - ya) / (yb - ya) * (imgy - 1))
turn (kx, ky)

= input ("Ingrese el numero de iteraciones a realizar:")
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maxIt=int (maxIt)
n=3
if maxIt <2:

while maxIt <2:

maxIt = input("Ingrese el numero de iteraciones a realizar:")

maxIt=int (maxIt)

eps = 0.0001

circulos = []
a = 2.0 * math.pi / n

r math.hypot (math.cos(a) - math.cos(0),
r0O = 1.0 + r
rl = r0 - 2.0 *x r

ox = r0
oy r0
rmin = 2.0 * rO / math.hypot (imgx, imgy)

xa = ox - r0
xb = ox + rO0
ya = oy - r0
yb = oy + r0

circulos.append ((complex (ox, oy), -r0))
for j in range(m):

cx = math.cos(a * j) + ox

cy = math.sin(a * j) + oy

circulos.append ((complex(cx, cy), r))
if rl > rmin:

circulos.append ((complex (ox, oy), rl))

pO =0
for i in range (maxIt):
p = int (100 * i / (maxIt - 1))
if p > pO:
p0 = p

while True:

a = random.choice(circulos)
b = random.choice(circulos)
¢ = random.choice(circulos)

if Tangente(a, b, c):
break

d = tdes(a, b, c)
for e in d:
dx = e[0].real
dy = e[0].imag
dr = e[1]

math.sin (a)

math.sin(0)) / 2.0
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if dx > 0.0 and dy > 0.0 and dr > rmin:

flag = True
for cir in circulos:

if apxICir(cir, e) or CirInt(cir, e):
flag = False
break
if flag:
circulos.append(e)

for cir in circulos:
dx cir [0] . real
dy = cir[0].imag

dr = abs(cir[1])
try:
v = random.randint (0, len(lista))
draw.ellipse ((pxy(dx - dr, dy - dr), pxy(dx + dr, dy + dr)),outline
=listalv])
except:
pass

image .show ()
image.save ("TamizDeApolonio_" + str(maxIt) + ".png", "PNG")

Como se menciond éste codigo resuelve de manera numérica el problema 10 (CCC). Dicho
codigo implementa el teorema de Descartes y un método recursivo para la generacion de las
circunferencias tangentes.

Notemos qué, conforme se incrementan las iteraciones la figura que se genera se vez cada vez
més “llena”; generando asi el tamiz de Apolonio. Especificamente en la figura A.1 generamos un
tamiz con 200 iteraciones, pero,se notan huecos atin en la estructura, en cambio con 3000 iteraciones
se genera el tamiz visto en la figura A.3, donde se ve més completo.
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Figura A.1: Tamiz de Apolonio 200 iteraciones
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Figura A.2: Tamiz de Apolonio 1000 iteraciones
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Figura A.3: Tamiz de Apolonio 3000 iteraciones
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Apéndice B

Anexo:Cdéodigo lenguaje M de Octave

n=100;
w = zeros(1l,n);
z= zeros(1,n);

teta=sqrt (2) *pi;
p=rad2deg(teta);

x0=1;
y0=0;

for i=1:n

x=x0%cosd (i*p)-yO*xsind (i*p) ;
y=yOx*cosd (i*p)+x0*sind (i*p) ;
w(i)=x;

z(i)=y;

endfor

hold on

f = gcf;

set (gca, "box", "off")
plot(w,z, ’b*’, ’markersize’,

axis ’square’

plot(w,z, ’bx*’, ’markersize’,

saveas (f,’prd. jpg’)
hold off

linewidth’,
minx= 1.15*min(w); maxx=1.15*max(w) ;
miny= 1.15%*min(z); maxy=1.15*max(z);
plot (maxx ,0,’>k’,’markersize’ ,15, markerfacecolor’,’k’);
plot ([minx ,maxx],[0,0],’k’,’linewidth’,2);
plot (0,maxy,’"k’,’markersize’,15, >markerfacecolor’,
plot ([0,0], [miny ,maxy],’k’,’linewidth’,2);

linewidth?’,

3)

3)
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