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Introduccion

Durante varias etapas de su desarrollo, la Topologia General ha tenido
varias interacciones con la Teoria de Conjuntos; una de éstas ocurrié en la
década comprendida entre los anos 1960 y 1970. Como era de esperarse, di-
cha interaccién generd una gran actuacién de los métodos conjuntistas en la
investigacion topolodgica; v ya para finales de dicha década se tenian muchas
preguntas topoldgicas de caracter conjuntista y habia la posibilidad de uti-
lizar técnicas combinatorias, y nuevas traducciones de la técnica de forcing
se generaron con la finalidad de resolver problemas propios del ambito de
la Topologia General. De entre las respuestas obtenidas se pueden encontrar
varias de tipo consistente o de consistencia y de entre éstas, las que tienen
que ver con el ya famoso Axioma de Martin, AM.

Muchos de estos resultados, en los que se emplea AM, se encuentran en la
literatura, de manera aislada o en textos que no se consiguen con facilidad.
Ademas, los resultados se presentan como para especialistas en las areas de
Topologia y Teoria de conjuntos; luego, surge la necesidad de tener un tra-
bajo que presente tanto los aspectos basicos como los detalles que se dejan al
lector, de una herramienta tan importante como AM y sus aplicaciones. Un
trabajo que sea alcanzable por un publico no tan restringido, sino apto para
estudiantes de los tltimos semestres de Licenciatura en Matematicas o de los
primeros semestres de Maestria en Matematicas.

Esta es la idea principal del presente trabajo de tesis: Aplicaciones del
Axioma de Martin, de manera bésica y detallada.

El trabajo se encuentra dividido en tres capitulos. El primero de ellos,
como es usual, es una compilacién de resultados, notaciones y definiciones,
intentando, en la medida de lo posible, que esta obra sea autocontenida.

Dividido en tres secciones, el capitulo dos (que es donde inicia nuestra
labor) centra su atencién al Axioma de Martin y algunas aplicaciones. La
primera seccion de este capitulo, contiene el material suficiente para esta-
blecer el famoso Axioma de Martin, ademas de algunos ejemplos de 6rdenes
parciales. La segunda seccién presenta las aplicaciones mas usuales o comu-
nes, o incluso las primeras aplicaciones que uno se puede encontrar al iniciar
un estudio sobre el axioma en cuestién. Es importante comentar que el ma-
terial expuesto en estas dos secciones esta basado, casi en su totalidad, en el
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texto de Kunen [13]. La tercera y ultima seccién de este capitulo, estd dedi-
cada, por una parte a extender a la clase de los espacios m-completos, la cual
es mas amplia que la de los espacios Hausdorff, compactos y por otra parte
a extender él Teorema de categoria de Baire. Por supuesto, se hace un breve
estudio de esta clase de espacios. Por otro lado, en esta secciéon analizamos,
en presencia de AM, el problema siguiente (que bien citamos como Axioma
de Martin y separabilidad).

Problema 1. ;Bajo qué condiciones sobre un espacio topologico X, se ob-
tiene la separabilidad de X ?.

El tercer y ultimo capitulo de nuestra obra, esta basado en la seccion
Axioma de Martin y separabilidad, del trabajo [1]. En este, estudiamos a
la clase de los espacios Martin—x—completos. Esta clase de espacios surge
del analisis que diversos autores han hecho referente al problema anterior
(Axioma de Martin y separabiliad).
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Capitulo 1

Preliminares

1.1. Notaciones y definiciones

Con la finalidad de hacer, en la manera de lo posible, un trabajo auto-
contenido, en el presente capitulo, presentamos una serie de resultados y
definiciones que son requisito para la exposicion de nuestra obra. Iniciamos
con algunos resultados y definiciones referentes a ntimeros ordinales y cardi-
nales; el lector interesado en una exposicion mas detallada del material que
se presenta a continuacién, puede consultar [6] o [4].

Definicién 1.1. Un conjunto o es un numero ordinal (o simplemente un
ordinal) si:

(1) « es transitivo (i.e. todo elemento de « es un subconjunto de «),

(11) v es bien ordenado por la relacion de pertenencia restringida a o, que se
define por €,= {(a,b) :a € a,b € a y a € b}.

Si a es un ordinal, el conjunto o U {a}, se llama sucesor de a y es deno-
tado a + 1 (el sucesor de cualquier ordinal es un ordinal). Esto permite una
clasificacién de ordinales: un nimero ordinal «a, es llamado ordinal sucesor si
a = 8+ 1 para algun ordinal 5. En otro caso « es llamado ordinal limite.

Para cada par de ordinales «, 8 definimos: a < 3 si y sélo si a € .

Se dice que dos conjuntos bien ordenados (X, <) y (Y, <) son isomorfos,
si existe una funcién f inyectiva con dominio X y rango Y, tal que para todo
x,y € X:

z<ye flz) 2 fly).

Observacién: (i) si a y [ son nimeros ordinales, entonces o y 8 son

isomorfos si y sélo si a = f3
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(74) Todo conjunto bien ordenado es isomorfo a un \inico nimero ordinal.
De aqui, si X es un conjunto bien ordenado, el tipo de orden de X es el tinico
ntmero ordinal al cual X es isomorfo.

Definicién 1.2. Un ordinal o, se llama ordinal inicial si o no es equipotente
a cualquier 5 € « (i.e., no existe una funcion inyectiva con dominio v y rango

B

El Axioma de Eleccién (AE) implica que todo conjunto es equipotente a
un ordinal inicial.

Definicién 1.3. Sea X un conjunto, el cardinal de X se define como el inico
ordinal inicial equipotente a X.

Asi, un ntimero cardinal es un ordinal inicial.

Si k es un cardinal, denotamos s, al menor cardinal mayor que . Un
cardinal de la forma s, se llama cardinal sucesor. Un cardinal limite es aquel
cardinal que no es sucesor. De aqui que k es un cardinal limite si para todo
cardinal A\ < K, AT < k.

En el presente trabajo (atin cuando algunas veces usamos Xy y Ny para
el primer cardinal numerable y el primer cardinal no numerable), con w y w;
denotamos a ambos, el primero ordinal y cardinal infinito y el primer ordinal
y cardinal no numerable.

Definicién 1.4. Sea \ un ordinal limite. Un conjunto A C X se dice acotado
en A, si existe v € X tal que A C . En otro caso se dice que A es no acotado
en A.

Sea (7, : p € §) una sucesién transfinita de ordinales de longitud 6. Deci-
mos que la sucesién es creciente si 7y, < 73, siempre que p < < 0.

Definicién 1.5. Sea 0 un ordinal limite, y sea (7, :p € 0) una sucesion
creciente de ordinales en X. Decimos que la sucesion (7, : p € 0) es cofinal
en A, si el conjunto {v, : p € 8} es no acotado en A.

La cofinalidad de A, denotada cf()), es el menor ordinal limite, 6, tal que
existe una #-sucesion creciente la cual es cofinal en .

Es importante comentar que cf(A) es un cardinal y cf(\) < .

Definicién 1.6. Un cardinal infinito k es reqular si cf(k) = k; en otro caso,
se dice que k es un cardinal singular.
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Otra forma de dedinir la singularidad de un cardinal es la siguiente:
Un cardinal infinito x es llamado singular si existe una sucesién creciente
(7, : p € 0) de ordinales v, < k cuya longitud § < k y sup{v, : p € 0} = k.

Teorema 1.7. Todo cardinal sucesor e infinito es reqular.

Sea E un conjunto. Denotamos por P(E) al conjunto potencia de FE,
[E]™" es la coleccién de todos los subconjuntos de E con cardinalidad < &, y
[E]" denota la coleccién de todos los subconjuntos de E con cardinalidad &.

El teorema siguiente es de gran ayuda.

Teorema 1.8. Si k es un cardinal infinito, entonces:

(i) [[x]=] = &,

(i) si A\ es un cardinal tal que A < kK, entonces H/{]<’\‘ < Kk* y también,
(6] < w2

Lema 1.9. (Kénig) Si k es un cardinal infinito y cf (k) < X, entonces k < K.

Usaremos las siguientes notaciones y convenciones topolédgicas (mismas
que se usan en [2]).

Si X es un espacio topolégico y A C X, usamos A para denotar la clau-
sura de A; en caso de trabajar con varios espacios a la vez, usamos, por
ejemplo, cly (A), para la clausura de A respecto del espacio Y. Similarmente,

o

denotamos A para el interior de A en X e Inty(A), para el interior de A en
Y.

Recordemos que D C X es denso en X (o simplemente denso) si D= X.
Se dice que un espacio X es separable si éste contine un subespacio denso
numerable. También, C' C X es nada denso, si int(X \ C) = 0.

Un subconjunto D de X se dice que es discreto si D es un espacio discreto
con la topologia de subespacio. Asi, D es discreto si y sélo si para todo p € D,
existe U conjunto abierto en X que contiene a p tal que U N D = {p}.

Para notaciones y definiciones de los invariantes cardinales topolégicos (o
funciones cardinales topoldgicas), recomendamos al lector los textos de Hodel
[5] o Juhéasz [8]; que son en los que nos hemos basado.

Debido a que serd muy usado en la mayoria del trabajo, a continuacion
recordamos la definicién de celularidad. Una familia celular (en un espacio
topdgico X) es una coleccién U, de conjuntos abiertos, no vacios y ajenos dos
a dos en el espacio X . La celularidad de X, denotada por ¢(X) se define como
el nimero cardinal ¢(X') = sup{|U| : U es una familia celular en X }4w (vea,
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por ejemplo [5]). Se dice que un espacio topolégico X es c.c.c. o que tiene
la propiedad de Suslin si ¢(X) = w. Claramente todo espacio topolégico
separable tiene la propiedad de Suslin.

Lema 1.10. Si para todo Sy € [S]™, ¢(Xs,) < K, con X, = [ecs, Xs
entonces c(X) < &k, donde X = [],_, Xs. En particular, si para cada Sy €
[S]™, X, tiene la propiedad de Souslin (¢(]],cq, Xs) < w) entonces X tiene

la propiedad de Suslin.

Demostracién. Supongamos que U = {V,, : @ € K™} es una familia celular
en X, de cardinalidad x*. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que
cada V, es un abierto canénico de X. Para cada a € ", denotamos por
F,, al conjunto formado por las coordenadas restringidas de V,, y sea F =
{Fo:aer}.

Afirmacién: |F| = xT. Supongamos que no. Considere la funcién f :
kT — F, definida por f(a) = F,. Ahora bien, para cada Fz € F, sea
Ag ={v € rt: f(y) = Fp}; entonces k™ = UFﬁefAﬂ Puesto que |F| < kT
y kT = ‘UFBG}'AB‘ < D rer |4sl, por la regularidad de kT, existe F, €
F tal que |A,|] = kT. Consideremos ahora la coleccién {V, :a € A,} C
Uy {prr,(Va) o € Ay} Note que al ser {V, : a € A,}, una familia celu-
lar, entonces la familia {erW(Va) fa € A,Y}7 también es celular. Ademas,
{pre,(Va) @ € Ay }| = |A,| = £7; 1o cual implica que ¢(Xp,) > £*. Pero
esto contradice nuestra hipdtesis. Por tanto |F| = k™.

Asi, por el lema 1.9 aplicado a F, existe un conjunto A C s con |A| = kT,
Fo=A{F,:a€ A} C F y un conjunto F tales que para todo o, € A con
a# B, FyN Fgz = F. Se tienen dos casos:

(i) F =10.Sean ay S en A con o # By (ys)ses € X. Considérense
(2s)ser, € pre,(Va) € Xi, v (Ws)sery € priy(Vs) € Xp,. Ahora, sea

z, sl s€F,
Ts =4 ws si s&lrlp
ys si s € S\(FoU Fp)

entonces (x;)ses € Vo N V. Por tanto V, NV # 0, lo cual no puede ocurrir,
pues Vg, Vg € U.

(17) F # (). Para cada o € A, denotemos por V* al conjunto prp(V,) C
Xr; dado que {V,, : @ € A} es una familia celular, se tiene que {V : a € A}
es una familia celular en X de cardinalidad x*. Entonces ¢(Xr) > k. Pero
esto contradice nuevamente a nuestra hipétesis. Por tanto, ¢(X) < k. ]



Capitulo 2

Axioma de Martin y
aplicaciones

2.1. Axioma de Martin

Para iniciar, introducimos los conceptos necesarios para formular el Axio-
ma de Martin.

Definicién 2.1. (a) un orden parcial es una pareja (P, <) tal que P # 0 y
< es una relacion en P que es reflexiva (¥ p € P (p < p)) y transitiva
~VpgreP(p<qghg<r—p<r).Sip<gq, sedice que "p
extiende a q”. Los elementos de P se llaman condiciones.

(b) (P, <) es un orden parcial en el sentido estricto si y solo si satisface la
condicion adicional siguiente:

Vg (p<qhqg<p—p=q).

En este caso se define p < q si y solo sip < qAp#q.

Es usual escribir solamente P para referirse al orden parcial (P, <).

Ejemplo 2.2. Sea X un conjunto no vacio. Considere P = X. Trivialmente
la relacion "<’= X x X es un orden parcial.

Ejemplo 2.3. Sea X un conjunto no vacio. Considere P = P(X). Para p,
q € P, definimos p < q si y sdlo sip C q. Entonces P es un orden parcial (en
el sentido estricto).
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Es importante comentar que la mayoria de los érdenes parciales que usa-
remos en este trabajo seran érdenes parciales en el sentido estricto. En este
caso, debemos observar que < es transitivo e irreflexivo (Vp (p £ p)), vy p < ¢
siysdlosip=q V p<gq.

Definicién 2.4. Sea (P, <) un orden parcial.
(1) Una cadena en P es un conjunto C C P tal que ¥ p,q € C (p < qVq < p)
(13) Diremos que p, q € P, son

1. Compatibles si 3r € P (r <pAr <q).
2. Incompatibles (p L q) sim3IreP (r<pAr<gq).

(1ii) Una anticadena en P es un subconjunto A C P tal que ¥ p,q € A
(p#q—pLlaq).

(1v) P tiene la propiedad de la cadena contable (c.c.c.) si toda anticadena en
P es contable (numerable).

Ejemplo 2.5. Consideremos el orden parcial (wy, <) donde < es el orden
usual en los ordinales. Es claro que todo subconjunto de wy es una cadena;
sin embargo, toda anticadena tiene cardinalidad < 1. Por lo tanto este orden
parcial tiene la c.c.c.

Ejemplo 2.6. Sea X un conjunto tal que X # 0 y P = P(X)\{0}, con
p < q sty solo si p € q. Observemos que p, q € P son incompatibles si y
sélo sipNq = (0. En caso de que p,q sean compatibles (observe que p y q
son compatibles si y sélo si pNq # D) entonces r = pNq es una extension
comun de p y q. Mds ain, (P, <) tiene la c.c.c. si y sdlo si |X| < w. En
efecto, si (P, <) tiene la c.c.c., entonces | X| = [{{z} : x € X}| < w, pues
{{z} : z € X} es una anticadena en P. Supongamos, ahora, que | X| < w y
que P no satisface la c.c.c. Entonces existe una anticadena, {A, : o < wi}
en P. Para cada x € X, denotemos a, = {o < wy : x € A,}. Entonces existe
zo € X tal que |ay,| = wy. Lo cual es una contradiccion. Por tanto, P tiene
la c.c.c.
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Ejemplo 2.7. Sean X un espacio topoldgico y P = {p € X : p es abierto N
p # 0}: Consideremos la relacion siguiente sobre los elementos de P: p < q si
y solo si p C q. Claramente esta relacion hace de P un conjunto parcialmente
ordenado (en el sentido estricto). Igual que en el ejemplo anterior, tenemos
quep L q siy sélo sipNq=0. De aqui se sigue, inmediatamente, que P sa-
tisface la c.c.c. si y sdlo si X satisface la propiedad de Suslin; i.e., ¢(X) = w
(en la teoria de los invariantes cardinales, se dice que un espacio topoldgico
satisface la c.c.c. o cumple la propiedad de Suslin si c¢(X) = w, vea [5]. En es-
te contexto, podemos decir que P satisface la c.c.c. si y sélo si la satisface X).

Recordemos que un algebra booleana es un séxtuplo A = {4, V, A, —,0,1}
en el que A es un conjunto, V y A operaciones binarias en A, = una operacion
unaria sobre Ay 0,1 € A tales que:

l.VeeA zVe=xyrzAhr==x

2. Vr,ye A, xVy=yVaxyzrzANy=yAzx

@

Va,yz€ A,zV(yVz)=(@Vy)VzyzA(yAz)=(xAy) Az

i

Ve,ye AjzV(zAy)=xyzA(xVy) =z
5. Va,y,z€ A, aV(zAz) = (xVy)A(xzVz)yxA(yVz) = (zAy)V(zAz)
6. VeeA xN-x=0yzV-x=1

7 VeeA zN0=0yzVv1l=1

Ejemplo 2.8. Sea A = {A,V,A\,—,0,1} un dlgebra booleana y P = A\{0}.
La relacion siguiente, en P, da un orden parcial a éste: x < y si y solo si
TVy=1y.

Definicién 2.9. Sea (P, <) un orden parcial. entonces
(a) D C P es un conjunto denso en (P, <) siVpeP I de D tal que d < p.
(b) G C P es un filtro en (P, <) si tiene las siguientes propiedades:

1.VpgqeGdreGtal quer <pAr<gq.
2.VpegGVqgePtal queq<p—qeqg.
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(c) Sea D una familia de subconjuntos densos de P. Un filtro G es D—genéri-
co, si para todo D € D, DNG # (.

La proposicion siguiente es empleada en la prueba del Teorema 2.34.

Proposicién 2.10. ([10]) Sean D = {D,, : « < A} una familia de conjun-
tos densos en P y A un cardinal infinito. St G C P es un filtro D-genérico,
entonces existe G' C G tal que:

1. 1G'| = A;
2. Para todo o < X\, Do NG # 0, y
3. Para cualesquiera p,q € G', existe r € G' tal quer <p yr <gq

Demostracion. Para cada o < A, fijamos un punto p € D,NG y llamamos Ag
al conjunto formado por tales puntos. Ahora bien, recursivamente definimos,
para todo 0 < o < A\, A,y1 como el conjunto de los r € G, formado como
sigue:

Por cada p, ¢ € A,, fijamos r € G. Ahora, sea G’ = |J{An : @ < A},
Claramente, por construccién, G satisface (1) y (2).

Veamos que G’ satisface (3). Para ésto, sean p y ¢ € G'. Es claro que si
p = q, entonces (3) se verifica trivialmente. Asi que supongamos que p # q.
Entonces existen a; < Ay ay < Atalesquep € A,, vy ¢ € A,,; sin pérdida de
generalidad, supongamos que a; < g, entonces p, ¢ € A,,; luego, existe r €
Agy+1 (y por tanto en G') tal que r < py r < q. La prueba esta completa. [

Ahora estamos listos para formular el Axioma de Martin.

Definicién 2.11. AM(k) es el enunciado: Cuando (P, <) es un orden parcial
no vacio con la propiedad de la cadena contable (c.c.c.), y D una familia de
subconjuntos densos de P con |D| < k, existe un filtro G en P que es D-
generico.

AM es el enunciado: V k < 2¥ se cumple AM(k).

Intuitivamente, las condiciones (elementos de IP) dicen algo acerca de G o
algiin objeto que planeamos construir directamente de G. Si p extiende a g,
entonces p dice mas de G que q.
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Hemos visto que en el enunciado de AM, sélo se piden cardinales menores
que 2“. Una cuestiéon inmediata es: ;jPor qué no se pide en la definicién de
AM(2¥)7 En el resultado siguiente obtenemos la respuesta a esta cuestién.

Lema 2.12. (a) Si A < k entonces AM(Kk) — AM(A).
(b) AM(2¥) es falso.
(c) AM(w) es verdadero.

Demostracion. (a) Es inmediato de la definicién.

(b) Sea
P={p:pCwx2A|p| <w A p es una funcién}.

Diremos que p < ¢ si y sélo si ¢ C p. De aqui, p y ¢ son compatibles si
y 8610 Si D |dom(p)ndom(q)= 4 |dom(p)ndom(q)- En efecto, supongamos que p y
q son compatibles y que p |dom(p)mdom(q)7é q |dom(p)mdom(q). Entonces existen
x € dom(p) Ndom(q) y y1, Y2, con y; # y» tales que (z,y1) €py (v,42) € q.
Ahora, por hipétesis, existe r € P tal que r < py r < ¢q. Luego, (z,y1) €ry
(x,y2) € 7, en contradiccién con el hecho de que r es una funcién.

Ahora supongamos que p |gom(p)ndom(q)= 4 |dom(p)ndom(q)- S€a 1 = p U q.
Entonces r es una funcién: Si (z,y1), (x,y2) € 7, entonces se cumple:

(1) (x,91), (v, 92) € — Y1 = Yo,
(2) (a:,yl), <x7y2) EP—=Y1 =Y ¥
(3) ((z,91), (z,92) €EpNq) = y1 = ya.

Por tanto, r es un funcion y claramente r < py r < q.
Dado que |P| = w, concluimos que P tiene la c.c.c.

Ahora, para cada n € w, consideramos D,, = {p € P : n € dom(p)}. Para
cada h : w — 2, tomamos Dy, = {p € P: In € dom(p) tal que p(n) # h(n)}.
Finalmente consideremos D = {D,, : n € w} U{E}, : h € “2}. Entonces D es
una familia de a lo méas 2“ conjuntos densos en P. En efecto,

1. Sea ¢ € P. Si ¢ € D,, no hay nada que probar. Si ¢ ¢ D,,. sea p =
qU{(n,0)}, entonces p € D,, y p < q. Por tanto, D,, es denso.
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2. Sea q € P. Si ¢ € Dy, no hay nada que probar. Si ¢ ¢ Dj, tomamos
n=mazx{i € w:i € dom(q)} + 1y definimos p = qU {(n,1 — h(n))},
entonces p € Dy, y p < q. Por tanto, D), es denso.

Finalmente, por AM(2¥), existe un filtro D-genérico, G, tal que para todo
DeD,GND#0.

Como G es un filtro en P, entonces los elementos de G son compatibles
dos a dos; luego, fg = |JG, es una funcién con dominio w (pues para cada
ne€w,GgND,#0)yran(fg) C 2.

Sin embargo, dado que para toda h : w — 2, GN Dy, # (), tenemos que fg
es diferente de toda tal h.

(¢) Sea P un orden parcial con la propiedad c.c.c. ysea D = {D,, : n € w}
una familia de conjuntos densos. Tomemos, py € Dy. Puesto que D; es denso
en P, existe p; € D; tal que p; < py. Continuando recursivamente, obtenemos
una sucesioén pg > p; > ... tal que p; € D;. Sea G = {p € P : para algin i €
w,p; < p}. Entonces G es un filtro D-genérico en P que cumple lo requerido.

]

Notemos que de las condiciones (a) y (b), en el lema anterior, se deduce
que AM(x) no es valido para 2¢ < k. De este hecho tenemos una cuestién
inmediata: ; Existe un cardinal x tal que se verifica el lema anterior al reem-
plazar a w por k7

Denotemos M al conjunto de los nimeros cardinales w < k < 2 tales
que AM(k) no es vdlido. Es claro que M # () y que w ¢ M. En adelante,
tomamos m = min{x < 2¥: AM(k) es falso}.

2.2. Aplicaciones I

En esta seccién presentamos algunas aplicaciones de AM. Iniciamos con la
introduccién de un orden parcial y sus propiedades. Una de sus aplicaciones
es que permite concluir, bajo AM, que toda familia casi ajena en P(w) con
cardinalidad menor que 2* no es maximal (Corolario 2.18).

Sea A C P(w). En el conjunto P4 = {(s,F) : s € [wW]<* A F € [A]<“},
definimos la relacion siguiente:

(t,E) <(s,F)siysblosisCt N\FCEAVxzeF (zNtCs).



2.2 Aplicaciones I 11

No es dificil verificar que la relacién anterior satisface las condiciones de
orden parcial (en el sentido estricto), que se dan en la Definicién 2.1

A continuacién presentamos algunas propiedades que se verifican en este
orden parcial.

Lema 2.13. En Py, (s1, F1) y (s2, F») son compatibles si y sélo si
VeeF (xNsyCs) AV e, (xNs; Csy),

en este caso (s1 U sq, F1 U Fy) es una extension comin.

Demostracion. =) Supongamos que (s1, F1) v (s2, Fy) son compatibles, en-
tonces existe (r, F') € P4 tal que (r, F') < (s1, F1) y (r, F') < (s2, F3), enton-
ces s Cry sy Crcon ello s;Usy C r; de manera andloga tenemos que
Fy U F, C F. Ademas, para todo x € F;, xNr C s;, ¢ = 1, 2. Ahora bien,
como s; U sy C 7, tenemos que para todo z € Fi, xNsys CxNr C sy,
también, para todo x € Fy, zNs; CxNr C ss.

(< Supongamos que V& € Fy (xNsy Cs1) yVao € F (xNs; Csa),y
sea <T, F> = <81 U SQ,Fl U F2>

Afirmacion: (r, F) < (s1, F1) y (r, F) < (s2, F3). Resta probar que para
todo x € F;, xt Nr C s;. Para ver esto, notemos que s; C s;Usy =1y
F; C FUF, = F;i =1, 2. Claramente, para toda x € F; (xNs; C s;). Ahora
bien, por hipodtesis, para toda x € F; tenemos que x N sy C s1; luego, para
todax € Fy (xNs;)U(xNsy) C s1, pero (xNs1)U(zNsy) = 2N (s1Usy) = xNr;
asi, para toda x© € F se tiene que x Nr C s1. Por tanto, (r, F) < (sq, F}).
De manera andloga se concluye que sy C r, (r,F) < (s9, F3). La prueba
esta completa.

[
Si G es un filtro en P4, denotamos dg = |J{s : I F € [A]<* ((s, F) € G)}.

Teorema 2.14. Sean G un filtro en P4 y (s, F') € G, entonces para todo
x € F', se tiene que x Ndg C s'.

Demostracién. Sea s" € {s: 3 F ((s,F) € G)}. Entonces existe F” € [A]<*
tal que (s, F") € G. Como G es un filtro, (s', F") € Gy (s",F") € G son
compatibles. Luego, por el Lema 2.13, tenemos en particular que V x € F’
(xNs” C¢). La prueba estd completa. O
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Ahora denotamos, para cada x € A, D, = {(s,F) € P4 :x € F}.

Corolario 2.15. Sea v € A. Entonces:
(a) SiG es un filtro en Py y GND, # 0, entonces |x Ndg| < w.
(b) D, es denso en P 4.

Demostracion. (a) Como G ND, # (), existe (s, F') € G N D,. Ahora bien,
dado que G es un filtro en P 4, por el Teorema 2.14, para todo = € F’ se tiene
que (x Ndg) C s, y como |s| < w, en consecuencia |z N dg| < w.

(b) Basta observar que para cualquier (s, F') € P4, se tiene que (s, F' | J{z}) €

Dy y (s, FFU{x}) < (s, F).
]

Para continuar, veremos que el orden parcial P4 tiene c.c.c.
Lema 2.16. P4 tiene la propiedad de la cadena contable.
Demostracion. Supongamos que no y sea {(s., Fr) : € < w;} una anticadena
no numerable en P 4. Entonces para cualesquiera n, pu < wiy, con n # u,
existe x € F), tal que z N's, & s, 0 existe € F), tal que x N5, & s,,. Luego,

podemos concluir (en cualquiera de los dos casos) que s, # s,; lo cual no
puede ocurrir, pues |[w]<“| = w. Por lo tanto P4 tiene la c.c.c. ]

Teorema 2.17. (AM(k)) Sean A,C C P(w), tales que |A| < &, |C| < k. Si
para todo y € C y cada F € [A]<¥ se cumple que |y\|J F| = w, entonces
existe d C w tal que

IL.VzeA(dNz| <w), y
2.Vyel (ldny|l =w).
Demostracion. Denotemos, para caday € Cy n € w,
EY={(s,F) ePy:sNy & n}

Afirmacion: Para todoy € C yn € w, EY es denso en P 4. En efecto, sean
(s,F) € Py, y € Cyn € w. Como |y\|JF| = w, elegimos m € y\|JF tal
que m > n. Pongamos s = s U{m} y ' = F. Es claro que (s, F') € EY.
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Ahora veamos que (s, F') < (s, F). Obviamente s C s, ' C F'. Por 1ilti-
mo, si x € F, entonces xtNs = xN(sU{m}) = (zNs)U(xn{m}); pero
cN{m}=0,pueszr € Fym¢g|JF. Asi, tNs =xNs Cs. Por lo tanto,
(s',F") < (s, F) y con ello EY es denso.

Ahora consideremos el conjunto D = {EY : y € CAn € w}U{D, : v € A}.
Por la afirmacién anterior y el Corolario 2.15 (b), tenemos que D es una
familia de subconjuntos densos en P4 con |D| < k. Luego, por AM, existe un
filtro D—genérico, G, en Py. Sea d = dg = |J{s: I F € [A]~¥ : (s, F) € G}.
Del Corolario 2.15 (a), tenemos que x € A, |d N x| < w. Resta probar que
siy € C, entonces |d Ny| = w. En efecto, supongamos que no es asi, es
decir, que para algin yy € C, ocurre que |d Nyo| < w. Sea ny € w tal que
dNyo € ng. Puesto que G es D-genérico, tenemos que existe (s, F') € GNEY.
Lo cual implica que s Nyy € ng, y esto es es una contradiccion, ya que
sNyo CdNyg C ng. Asi, para todoy € C, |[dNy| = w. ]

Corolario 2.18. (AM(k)) Sea A C P(w) una familia casi ajena de cardina-
lidad K, donde w < k < 2. Entonces A no es mazimal casi ajena.

Demostracidn. Supongamos que no; es decir, que A C P(w) es una familia
maximal casi ajena. Sea C = {w}.

Afirmacion: Para todoy € C, y cada F € [A]~“, |y\ | F| = w. En efecto,
supongamos que para algin F = {z; : i € 1,n} ocurre que |w\(;_, ;)| < w.
Entonces |, #§| < w. Pongamos = = ((;_, x{)¢ y notemos que x ¢ A;
pues de lo contrario, |x; N x| < w, lo cual implica que x; C (,_, z§, una
contradiccién. Un argumento similar justifica el hecho de que AU{x} es una
familia casi ajena y A C AU {x}, en contradiccion con la maximalidad de
A. Lo que demuestra la afirmacion.

Ahora ya podemos aplicar el Teorema 2.17 a C y A, lo cual nos garantiza
la existencia de d C w tal que se satisfacen las condiciones 1 y 2 de dicho
teorema. De estos hechos se obtiene que A U {d} es una familia casi ajena
tal que A C AU {d}. Luego, por la maximalidad de A, d € A. Lo cual
es imposible, pues por la propiedad 1 del Teorema 2.17, |d N d| < w; pero
ldNd| = |d] = w. O

Corolario 2.19. (AM(k)) Sea B C P(w) una familia casi ajena de tamano
K, donde w < k < 2¥. Si A C B, entonces existe d C w tal que V x € A
[dNz| <w ypara toda x € B\A, dNx = w.
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Demostracion. Sea C = B\A.

Afirmacién: Para todo y € C y cada F € [A]<¥, |[y\UF| = w. En
efecto, sean y € C, y F = {x; : i € {1,2,...,n}} € [A]<¥. Entonces
Y\F = Ni_,(y \ z;), y dado que B es familia casi ajena, tenemos que ca-
daynaz (i € {1,2,...,n}) es finito; luego, |y\ U;_,(y N z;)| = w. Ademas,
Y\Uis (y Na) C Nz (y \ @), pues si a € y\UZL,(y Nx;), entonces a ¢
Ui, (y N a;), lo cual implica que para cada i € {1,2,...,n}, a € y\z;. Asi,
AU (y M) € (Vy(y\ 22), 3 por Jo tanto [y\ U F| = .

Ahora, aplicando el Teorema 2.17 a C y A, obtenemos d C w de tal forma
que las afirmaciones 1 y 2 de dicho teorema, se verifican. De estos hechos se
obtiene, trivialmente la conclusion del resultado. O

Teorema 2.20. (AM(r)) Siw < Kk < 2¥, entonces 2% = 2.

Demostracion. Puesto que la conclusién es inmediata si kK = w, supondremos
que w < K. Sea B una familia casi ajena tal que B C P(w), con |B| < k.
Consideremos la funciéon @ : P(w) — P(B), definida por ®(d) = {x € B :
|z Nd| < w}. Por el corolario anterior, ® es sobreyectiva; luego, 2% < 2¢. Por
otro lado, por aritmética cardinal (vea [13]), w < &, implica que 2* < 2%. Por
lo tanto, 2* = 2".

O

Corolario 2.21. (AM) 2 es regular.

Demostracion. Pongamos A\ = ¢f(2*). Por definicién de cofinalidad, A < 2¢.
Veamos que no puede ocurrir que A < 2¥. Si A < 2, entonces por el Teorema
1.9, aplicado a A y K = 2, tenemos que k = 2¢ < r* = 292): pero del
teorema anterior sabemos que 2¢/(*) = 22 = 2% 1o cual es una contradiccién.
Por tanto, 2¥ es regular. O

Teorema 2.22. (AM(r)) Sea X un espacio Hausdorff, sequndo numerable y
sin puntos aislados. Si {U, : « < Kk} es una familia de subconjuntos densos
y abiertos en X, entonces eziste una coleccion {V,, : n € w} de conjuntos
densos y abiertos en X tal que:

(Ve S ) Vs

n<w a<k
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Demostracion. Sea B = {B; : i < w} una base numerable de X.

Para cada j < w, denotamos ¢; = {i € w: B; C B;}. Para cada a < &,
tomamos a, = {i € w: B; Z Uy}. Sean C = {¢; : j <w}y A= {a,: a <k}
Claramente, C y A son unos subconjuntos de P(w) con |C| < ky |A| < k.

Ahora bien, siy € Cy F' € [A]<“, entonces existe j < w tal que y = ¢;.
Sea F' = {a,, : k < m} para algin m < w. Entonces y\ | F' = ¢;\(U{aq, :
k < m}. Ahora, dado que cada U,, es denso y abierto, podemos asegurar la
existencia de € B; N (({Ua, : k € {1,2,...,m}}). Luego, como B es una
base, existe j' € w tal que x € By C B; N ([ {Uq, : k € {1,2,...,m}}). Note
que para todo i < w tal que B; C Bj, se cumple que i € C;\(|U{aq, : k <m}.
De aqui y del hecho de que X es un espacio Hausdorff, separable y sin puntos
aislados, tenemos que |¢;\ | J{an : @ € F}| = w.

Lo anterior nos permite aplicar el Teorema 2.17 a las colecciones C y A,
para obtener un conjunto d C w tal que las condiciones 1 y 2 del teorema, se
satisfacen.

Definamos, para cadan € w, V,, = |{B; :i € d e i > n}.

Puesto que para todo j < w, |[dN¢;| = w, entonces para cada n € w existe
un i >n, talquet € dy B; € B;NV, CV,. Esto es, cada V,, es denso.

Finalmente, dado que para cada o < k, |d Na,| < w, se tiene que para
algin n € w, dNa, C n. Asi, para todo ¢ > n, tenemos que si i € d, entonces
B; C U,. Lo cual implica que V,, C U,. Por lo tanto, (\{V,, : n € w} C
(HUa : a < K}

]

Corolario 2.23. (AM(k)) Sea X un espacio Hausdorff, sequndo numerable y
sin puntos aislados. St {K, : a < k} es una familia de subconjuntos cerrados
y densos en ninguna parte, en X entonces existe una coleccion {H, : n € w}
de conjuntos cerrados y densos en ninguna parte, en X de tal forma que:

U K. € | Ha

a<k n<w

Demostracion. Se sigue del teorema anterior y el hecho de que el complemen-
to de un conjunto cerrado y denso en ninguna parte es un conjunto abierto
y denso. ]

Recordemos que un subconjunto M de un espacio topoldgico X es llamado
de la primera categoria si existe una coleccién numerable {K, : n € w}
de conjuntos densos en ninguna parte tales que M = (J{K, : n € w}.
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Claramente, todo subconjunto de un conjunto de la primera categoria es de
la primera categoria.

Corolario 2.24. (AM(k)) Sea X un espacio Hausdorff, sequndo numerable
y sin puntos aislados. Si {M,, : « < k} es una familia de subconjuntos de la
primera categoria en X, entonces | J{M,, : a < K} es de la primera categoria.

Demostracion. Por hipétesis, para cada o < k, M, C |J{K? : n € w}; donde
cada K es denso en ninguna parte en X. Sea K = {?z n<wya<k}
Claramente, |KC| < k. Luego, por el corolario anterior, existe una coleccién
numerable de cerrados densos en ninguna parte, H, n € w tal que

UK CU{H,:n < w}.

Luego U{M, : a < k} CU{H, :n < w}. Asi, [ J{M, : a < k} es de la
primera categoria en X. ]

De lo anterior tenemos, en particular, que si {M,, : @ < k} es una familia
de subconjuntos de la primera categoria en R, entonces | J{M, : @ < Kk} es
de la primera categoria.

Teorema 2.25. (AM(k)). Sea X un espacio Hausdorff y compacto con la

ccc. Si{U,:a <k} esuna coleccion de subconjuntos densos y abiertos en
X, entonces (U, : a < k} # 0.

Demostracion. Consideremos el orden parcial del Ejemplo 2.7. Dado que X
satisface la c.c.c., tenemos que P tiene la c.c.c.

Para cada «, sea D, = {p € P : p C U,}. Observemos que cada D, es
denso en P. En efecto, sea ¢ € P. Como U, es denso, entonces g N U, # (;
luego, por la regularidad de X, existe p € P tal que p C U, N q. Entonces
p € D, y claramente p < q.

Asi, para D = {D,, : @ < Kk}, existe un filtro D-genérico G. Puesto que G
es un filtro, tenemos que G tiene la pif y como X es compacto, tenemos que

(Wp:pe G} +#0,y porlo tanto, ({U, : a < Kk} # 0. O

Lema 2.26. (AM(wy)). Sea X un espacio con la c.c.c. y {U, : o < wy} una
familia de subconjuntos abiertos no vacios de X, entonces existe A C wy no
numerable tal que {U, : o € A} tiene la propiedad de la interseccion finita.
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Demostracion. Pongamos, para cada o < wy, Vo, = [J{U, : v > a}. Entonces
a < 3 implica que V3 C V.
Afirmacion 1: Existe a < wy tal que para todo 8 > « se cumple que

V=V, (*)

Supongamos que no. Entonces, por recursion, podemos construir una sucesion
de ordinales, estrictamente creciente, {ag : & < wy} tal que para cada § < wy,
Vae\WVae,, # 0. Observemos que la coleccion U = {Vo \Va,,, : € < wi} es
una familia celular en X . En efecto, supongamos que no; i.e. existen U,V € U
tales que U N'V # (). Entonces existen p, £ < w; tales que U = V%\V%+1 v
V= VaE\V%H. Fijemos x € UNV y supongamos, sin pérdida de generalidad,
que p < &. Del hecho UNV # () se sigue que p+1 < &; luego, Ve C V11 y por
tanto, Ve C Vp+1. Ahora bien, dado que x € V = Vag\v tenemos que
x € Vj41; lo cual no puede ocurrir ya que x € U = Vap\Vap+l. Asi, U es una
familia celular con |U| = wy, en contradiccién con el hecho de que ¢(X) = w.
Con lo que se demuestra la afirmacion.

Fijemos « tal que para todo 3 > «, Vﬁ =Va yseaP={pCV,:pes
abierto A\ p # (0}, con el orden dado en el Ejemplo 2.7. Entonces P satisface
la c.c.c., debido a que X la cumple.

Consideremos, para cada a < [ < wy,

Dg={peP:37>p(pCU,)}

Afirmacion 2: Dg es denso (para cada o < 3 < wy). En efecto, sea p € P.
Es claro que si p € Dg, no hay nada que probar. Supongamos que p ¢ Dg.
Por (x), tenemos que V,, C Vg; luego pN Vs # (). De aqui, existe v > /3 tal
que pNU, # 0 Sea ¢ = p N U,. Entonces, claramente, ¢ < p y q € Dg. Por
lo tanto, Dg es denso en P.

Ahora, sea D = {Dg : o < f < wy}. Por AM(w,), existe un filtro D-
genérico G. Tomemos

A={y<w :3peG(pCU,)}.

Qg1

Dado que, evidentemente, G satisface la pif, tenemos que {U, : v € A}
también cumple la pif. [

Terminamos esta primera serie de aplicaciones del Axioma de Martin con
el resultado siguiente, el cual se refiere a la productividad de la propiedad se
Suslin.
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Teorema 2.27. (AM(wy)) El producto arbitrario de espacios c.c.c. tiene c.c.c.

Demostracion. Por el Lema 1.10, es suficiente demostrar que el producto de
dos espacios c.c.c. tiene c.c.c.

Sean X y Y espacios con la c.c.c. y supongamos que X X Y no tiene c.c.c.,
entonces existe una familia celular {W, : @ < w;} en X x Y. Para cada «,
elegimos un abierto basico y no vacio U, x V, de X xY tal que U, xV, C W,
por el lema anterior, existe A C w; no numerable tal que {U, : « € A} tiene
la pif. De aqui que si o, € Ay a # 3, entonces U, N U # 0; pero
(Ua x Vo) N (Us x Vz) = 0; luego, para cada a, f € A (o # ), VaN'V5 = 0.
Por lo tanto, {V, : @ € A} es una familia celular en Y. En contradiccién con
el hecho de que Y es c.c.c. lo cual prueba el teorema. O

2.3. Aplicaciones II (separabilidad)

En la presente seccion nos interesamos en un par de objetivos. El primero
es extender el Teorema 2.25 a una clase mas amplia de espacios topoldgicos
(vea el Corolario 2.35). Diversos autores han realizado trabajo en esta direc-
cién (vea [9]). La nocién con la que trabajaremos aqui, fue introducida por
Juhész en [9].

Recordemos algunos conceptos antes de iniciar.

Definicién 2.28. Sea X un espacio topologico.

1. Una m-base de X es una coleccion V de conjuntos abiertos no vacios en
X tal que st U es un conjunto abierto abierto en X, entonces V.C U
para algin V € V.

2. El m-peso de X se define como
min {|V|:V es una ™ — base de X} + w.
FEste nimero cardinal es denotado por mw(X).

Como es sabido, vea por ejemplo [13], AM es equivalente al enunciado
siguiente:

Todo espacio compacto con la propiedad de Suslin satisface la propiedad
fuerte de Baire; 7.e. no es la unién de menos que 2% subconjuntos densos en
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ninguna parte.

Resulta que la compacidad puede reemplazarse por una propiedad mas
general, completez, lo cual no es extrano puesto que la propiedad de Baire
esta mas relacionada con la completez que con la compacidad.

En [9], Juhdsz define la propiedad con la cual trabajaremos en lo sucesivo.
Antes de presentarla, recordemos que una coleccion U de abiertos no vacios
en el espacio topologico X es una base de filtro regular si para cualesquiera
U,V eUexiste W eld talque W CUNV.

Definicién 2.29. (/9)) Un espacio regular X es m-completo si existe una
coleccion {B, : a < A} de m-bases, con A < 2, con la propiedad de que para
cualquier G C |{Ba, : a < A} base de filtro regular en X con |G| < 2¢ tal
que para todo o <\, GN B, # 0, ocurre que (G # 0.

Entre las clases importantes de espacios topologicos se encuentran la de
los espacios Hausdorff y compactos y la de los Cech-completos. Recordemos
que un espacio Tychonoff X es Cech-completo si X es Gy en toda com-
pactacién (vea [2]). Una consecuencia del resultado siguiente es que ambas
pertenecen a la de los m—completos.

Recordemos que un subconjunto Y del espacio X es G, o de tipo G,
(donde k es un cardinal) si Y es la intersecciéon de a lo mas k conjuntos
abiertos en X.

Teorema 2.30. ([10]) Sea X un espacio Hausdorff y compacto, y k < 2.
S1Y es un subespacio denso de tipo G en X, entonces Y es m—completo.

Demostracion. Por hipétesis, existe una coleccion {V,, : a € k} de conjuntos
abiertos en X tales que Y = ({V, : a € k}.

Sea, para cada o < K, B, = {UNY : U es conjunto abierto en X y clx(U)
Vot

Afirmamos que para todo o < k, B, es una m-base en Y. En efecto,
sean o < Ky V abierto no vacio en X, entonces existe W abierto en X tal
que V =Y NW. Dado que X es Tychonoff, existe un conjunto abierto no
vacio, W', tal que clx (W) C W NV, (pues W NV, #0). Ahora bien, como
Y es denso en X, tenemos que Y N W’ # (. Obviamente, Y N W' € B, y
Y NW'"C V. Por lo tanto, B, es m—base de Y.

Ahora veremos que si G C | J{B, : @ € k} es una base de filtro regular
tal que para todo a € k, G N B, # 0, entonces (G # 0. Para cada G € G,
existen a € Ky U, abierto en X tales que G = Y NUpa) v G € B,

N
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(luego, Uy € Vi). Dado que G es una base de filtro regular, tenemos
que la coleccién G = {clx(Uw,e)) : G € G} es una familia de conjuntos
cerrados no vacios con la propiedad de la interseccién finita en X, el cual es
compacto; entonces, [ B’ # 0. Finalmente, tenemos que para todo o < k,
existe I, € G N B,. Por tanto, para cada o < k, By = Un,p,) NY. Por la
construccién tenemos que U(% By C Va; de donde zy € (), < Va =Y. Este

hecho y el que G es una base de filtro regular implican que (B # ().
Esto prueba que Y es m-completo. O

Corolario 2.31. Los espacios Cech-completos y los espacios compactos son
m-completos.

Ejemplo 2.32. Un espacio Tychonoff X es llamado subcompacto si X tiene
una base B C 7(X) \ {0} tal que para toda base de filtro reqular U C B,
AU # 0. Es inmediato de la definicion que todo espacio subcompacto es
w-completo.

Ejemplo 2.33. Un espacio Tychonoff X se dice ser disperso, si todo subespa-
cio no vacio de X tiene un punto aislado. Recientemente en [3], demostraron
que todo espacio disperso es subcompacto; luego, tenemos que todo espacio
disperso es w-completo.

Ahora vamos a mostrar que los espacios m-completos y de Suslin, tienen
la propiedad fuerte de Baire.

Teorema 2.34. (AM) Si X es un espacio m-completo con ¢(X) = w, entonces
X no es la union de menos de 2¥ conjuntos densos en ninguna parte.

Demostracion. Sean {B, : @ < A} una coleccién de m—bases que garantiza la
m-completez de X y {A¢ : £ < Kk} una coleccién de k < 2¥ conjuntos densos
en ninguna parte.

Para ver que X # [J{A¢ : £ < A}, pongamos P = [ J{B, : @« € A\}. Para
U,V €P, definimos U <V siysélosi U C V.

Observe que si U, V' € P son incompatibles, entonces U NV = (). De este
hecho tenemos que ¢(X) = w implica que P es c.c.c.

Definamos, para cada (o, &) € A X k,

D(a,&) ={UeP:UeB,yUnA =0}

Afirmamos que para todo (o, &) € Ax K, D(a, €) es denso en P. En efecto,
fijemos (o, &) € A X k, y sea V € IP. Tenemos dos casos:
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1. V € D(a, ). No hay nada que probar.

2. V ¢ D(a,§). Supongamos, sin pérdida de generalidad, que V' € B,.
Entonces V N A¢ # (); mas atn, V' \ A¢ # 0. La regularidad de X y el
hecho de que B, es una mw-base garantizan la existencia de U € B, tal
que U C V \ A, lo cual implica que U € D(a,£) y U < V.

De lo anterior, D(«, §) es denso en P.

SeaD = {D(,&) : (o, &) € Axk}. Puesto que |D| < Ak < 2¥, existe filtro
D-genérico G. Por la Porposicién 2.10, existe G C G tal que las condiciones
(1)-(3), de dicha proposicion se verifican. Claramente, G’ es una base de filtro
regular, con |G'| < 2¢ y tal que para todo o < A\, G'NB,, # (. Luego (G # 0.
Observe que si p € (G, entonces p € X \ [J{A¢ : £ < A}. La demostracién
esta completa. O

Corolario 2.35. (AM(k)). Sea X un espacio w-completo con la c.c.c. Si{U, :
a < K} es una coleccion de subconjuntos densos y abiertos en X, entonces

({Us:a <k} #0.

Demostracion. Basta observar que el complemento de todo conjunto denso
es denso abierto en ninguna parte. O

Corolario 2.36. (AM) Si X es m-completo y ¢(X) = w, entonces X*“ tiene
la propiedad fuerte de Baire.

Demostracion. Sea {B, : o < A} una coleccién de 7 bases que atestiguan la
m—completez de X. Definimos, para cada o < Ay cada n € w, B(a,n) como
la familia de todos los conjuntos abiertos basicos en X*“ de la forma

({m'(B):ieT}

, donde I € [w]<¥, B; € B, para cada i € [ y n € I. Claramante, cada
B(a,n) es una m—base de X*. También es inmediato que si F C | J{B(a,n) :
a < A\,n < w} es una base de filtro regular con |F| < 2¥ y para todo
(a,n) € A xw FNB(a,n) # 0, entonces F,, = {m,(B) : B € F} es una base
de filtro regular con |F,| < 2¥, contenida en |J{B, : @ < A}, y tal que para
todo a < A, F,, N B, # 0. Luego, (| F # (. Por lo tanto, X“ es m-completo.
Ademaés, AM y ¢(X) = w implican que ¢(X*) = w (vea Teorema 2.27). Asi que
por el teorema anterior, X“ tiene la propiedad fuerte de Baire. O
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El resultado siguiente no usa AM, no obstante es interesante por si mismo.
Antes damos algunos conceptos.

Definicién 2.37. Sea xk un cardinal infinito. Un espacio topolégico X es un
espacio k-Baire si para todo cardinal X < k y toda familia {D, : o < A} de
conguntos densos y abiertos en X se cumple que (\{Da : < A} # 0.

En particular, todo espacio w;-Baire es un espacio de Baire. Ademas, es
claro que todo espacio que satisface la propiedad fuerte de Baire es 2“—Baire.

Teorema 2.38. Sean X wun espacio topolégico y k un cardinal infinito. Si
X% es un espacio k—Baire y mw(X) < k, entonces d(X) = w.

Demostracion. Sea P una m—base para X tal que |P| < k. Para cada P € P
definase el conjunto

gp = {ﬂﬂ'1<Gl) 1 e [W]<WVZ cl: G = Z?’Lt(G),ElZ el: G, = P}
iel

Notese que cada elemento de Gp es una mbase para X*, de lo cual se sigue

que Dp = |JGp es un conjunto denso de X“. Dado que |[P| < k' y X es

k-Baire, se sigue que D = (\{Dp: P € P} # 0.

Sea x € D. Afirmamos que S = {z, = m,(x) : n € w} es un conjunto
denso en X. En efecto, sea G C X un conjunto abierto no vacio en X.
Entonces existe P € P tal que P C Gy, dado que x € Dp, existe n € w tal
que m,(x) =z, € P C G, de lo cual se concluye que S es denso y por lo
tanto d(X) = w. O

Corolario 2.39. (AM) Si X es un espacio m-completo de celularidad nume-
rable y mw(X) < 2¥, entonces d(X) = w.

Demostracion. Se sigue inmediatamente del Corolario 2.36 y el Teorema 2.38.
O

El resultado anterior es la base para demostrar varios teoremas del tipo si-
guiente: (AM-+—HC) implica que si X es completo, Suslin y tiene caracter local
pequeiio, entonces X es separable (vea Hajnal y Juhdsz [9], Sapirovskii [11],
Tall [12]). El resultado que presentamos enseguida es del tipo en cuestion,
aunque de caracter general.

Recordemos que para un espacio topoldgico X, t(X )" es el menor cardinal
regular & con la propiedad de que para cualquier A C X y = € A, existe
B € [A]<* tal que z € B.
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Teorema 2.40. ([10]) (AM) Suponga que X es un espacio topoldgico con
co(X) =w ytt(X) < 2% Sitodo subespacio cerrado de X es m-completo y
Y ={z e X :mx(z,X) <2} es denso, entonces X es separable.

Demostracion. Sea t*(X) = A. Para cada y € Y tomamos una m—base local,
By, tal que |B,| < 2¥. Ademas, para cada G C X abierto elegimos y) €
Y NGy sea y(g) un elemento arbitrario de Y. También, para A C Y definimos:

A =AU {y(x\Z)} U {y(UnV) UV e U{B.:z€ A}}

A continuacén, definimos recursivamente una coleccion {Fg¢ : £ < A} de
subconjuntos de X:

(i) Fo=0.

(if) Para todo & < A, Feyy = Ff

(iii) Si ¢ < A es un ordinal limite, no cero, definimos Fe = |J{F, : o < &}

Observemos que la regularidad de x y la definicién de A" (para A C Y)
implican que para todo £ < A, |F¢| < 2¥. Veamos ahora que:

(1) ¢(F\) = w. En efecto, sea H una familia no numerable de conjuntos
abiertos de F). Para cada H € H elegimos un punto z(H) € H 'y
un conjunto abierto en X, Gy, tal que H = F) N Gy. Entonces, para
cada H € H, existe By € Bym) tal que By € Gy. Como X tiene c.c.c,
existen Hy y Hy € H tales que By, N By, # ). Ahora, considerando que
A es un ordinal limite, existe £ < A tal que x(H;), x(Hz) € Fg; luego,
Bu,, B, € U{By : y € F¢}. Lo cual implica que y(s,, ng,,,) € Fy C Fi,
ademas Y(Bu,NBu,) € By, N By, con lo cual Y(By,NBu,) € By, N By, N
F, C BH1 ﬂBH2 NFy C GH1 ﬂGH2 NFy, = (GHl ﬂF)\) N (GH2 ﬂF)\) =
Hi; N Hsy, por lo tanto Hy N Hy # (), y asi H no es una familia celular,
y por tanto c¢(F)) = w.

(2) mw(F)) < 2. En efecto, sea V = {UNF, : U € |J{B, : y € F\}. Veamos
que V es una 7-base para Fy. Sea, pues, W un conjunto abierto no
vacio en Fy. Como F\ es denso en F,, existe yo € W N Fy; luego,
dado que A es limite, existe & < A tal que yo € F¢. Por otro lado,
existe un conjunto abierto W’ en X de tal foma que W = Fy N W’.
Como yo € W'y B, es una m-base local de y, existe By € By, tal
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que By C W', Entonces yp,, € Fey1 C Fy; luego, FxN By € Vy
FxNBy CFyNW' =W.

Por lo tanto, V es una 7-base para Iy y, dado que |V| < 2, concluimos
que Tw(Fy) < 2¢.

(3) F es separable. Dado que C(E)\) = ¢(F\) < wy mw(Fy) < 2¢ por el
Corolario 2.39, tenemos que F'y es separable.

(4) F = X. En efecto, dado que t7(X) = Ay F) = J{F: : £ < A}, tenemos
que Fy = [J{F¢ : € < A}. Luego, dado que F es separable, existe
D C F denso numerable. Ahora bien, como \ es regular, existe £ < A
tal que C' C F¢. Finalmente, tenemos que FiCFep CH = F¢. Pero
para A C Y, ocurre que A’ C A sélo cuando A = X. Asi que Fg =X
y por lo tanto Fy = X.

La demostracién esta completa. O

Corolario 2.41. (Juhdsz [9]) (AM) Suponga que X es un espacio topoldgico
con ¢(X) =w ytT(X) < 2% Sitodo subespacio cerrado de X es m—completo
y mx(X) < 2¥, entonces X es separable.

Corolario 2.42. (AM+—HC) Si X es un espacio compacto de celularidad
numerable y t(X) = w, entonces d(X) = w.

Para terminar con esta seccién presentamos una lista de problemas para
los que hasta el momento, no conocemos respuesta alguna.

1. ;Para qué tipo de subespacios es hereditaria la m—completez de un
espacio?

2. (Es productiva la propiedad de m-completez?

3. ;Las imagenes continuas de espacios m—completos, comparten esta pro-
piedad?

4. jExiste alguna relacién entre los espacios pseudocompletos (segin Ox-
toby o Todd) y los m—completos?

5. i(AM+—HC) Si X es un espacio de Lindelof de celularidad numerable
y t(X) = w, entonces d(X) = w?.



Capitulo 3

Axioma de Martin y
Separabilidad

3.1. Martin—k—completez

Diversos autores han trabajado en la linea que marcan los resultados
vistos en la ultima seccién del capititulo anterior, particularmente los que
conducen a la separabilidad de espacios topoldgicos. En este capitulo pon-
dremos nuestra atencién en esa misma linea, pero de manera unificada. El
resultado central de este capitulo es el Teorema 3.13, que entre otras cosas
es una especie de teorema fuerte de Baire.

Definicién 3.1. Sea k un cardinal. Diremos que un espacio topolégico X es
Martin-k-completo si existen <, U tales que

(i) = es un orden parcial sobre los subconjuntos abiertos no vacios de X
definido por G < H si G C H por lo tanto, G X H si G = H o
G < H, tal que G < H implica que G C HysiGC G < H C H,
entonces G < H.

(i) Si G1,Gy son conjuntos abiertos y O # G1 C Go, entonces existe un
conjunto abierto no vacio H tal que H C G y H < Gs.

(iii) U es una coleccion de m—bases para la topologia de X .

(iv) Si G es una familia de subconjuntos abiertos no vacios de X tal que G
es dirigida hacia abajo por X, e intersecta a todos los miembros de U,

entonces (G # 0.

25
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(v) [U] <&

Si X es Martin-O-completo (es decir, las condiciones anteriores se satisfa-
cen para U = ()). entonces decimos que X es Martin-completo. Adem4s, se
dird que X es Martin-< k-completo si X es Martin-A-completo para algin
A < K.

Debido a que las condiciones de la Definicién 3.1 pueden resultar extranas
y de dificil manejo, a continuacién demostramos, de manera explicita (salvo
el primero), algunos hechos elementales que ademés de contribuir a obtener
un poco de comprension de dichas condiciones, seran de gran ayuda, mas
adelante, en las demostraciones de diversos resultados. Quizas valga la pena
verificar algunos hechos elementales de manera explicita. En cada uno, la
relacién con la que se trabaja estd definida sobre los conjuntos abiertos no
vacios de un espacio topologico X.

Proposiciéon 3.2. Si la relacion < satisface las propiedades siguientes
G<H—-GCHGCG <HCH—-G=<H,
entonces la relacion, <X, definida
GgxH+~<G=HVG<H.
es un orden parcial que satisface la condicion (i) de la Definicion 3.1.

Proposicién 3.3. Si la relacion < satisface (i) y (ii) de la Definicion 3.1,
entonces para cualesquiera Gy y Gy abiertos tales que G1 NGy # 0, existe un
abierto no vacio H tal que H X G1 y H < Gs.

Demostracion. Es claro que el resultado se verifica si G; = G. Si Gy € Gy,
entonces G1 NGy C G, asi que por (77) de la Definicién 3.1, existe un abierto
no vacio, Hy tal que Hy C Gi NGy v H < Gy. Si Hy = (G; basta tomar
H = H;. Si Hy C Gy, aplicamos (i) de la Definicién 3.12; a los conjuntos
H; y GGy, para encontrar un conjunto abierto no vacio, H, tal que H C H;
y H < G1. Entonces H C H; < G5, asi que por (i) de la Definicién 3.12,
concluimos que H < G5. Por lo tanto, en este caso, H < G,y H X G,. [

De los resultados anteriores se sigue que en el conjunto P de conjuntos
abiertos no vacios de X, los conjuntos vinculados hacia abajo y los centrados
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hacia abajo, asi como las anticadenas descendentes, son los mismos para las
relaciones < y C, También los elementos minimales de IP son los mismos para
ambos ordenes. Esto significa que P es dirigido hacia abajo por la c.c.c, o es
centrado dirigido hacia abajo por < si y sélo si P tiene la misma propiedad
para C, si y sélo si el espacio X es c.c.c, o o-centrado.

Encontramos también que si U es una m—base para la topologia de X
(es decir es coinicial con P respecto a C), entonces U es coinicial con P
respecto a <. Evidentemente cuando queremos verificar la condicién (iv) de
la Definicion 3.1 basta considerar familias no vacias sin elemento minimo.

Proposicién 3.4. Sea 5 una relacion que satisface (i),(ii) de la Definicion
3.1. 51 G es una coleccion de conjuntos abiertos no vacios sin elemento mini-
mo, son equivalentes:

(a) G es dirigida hacia abajo por <.
(b) G es dirigida hacia abajo por CyV Ge€G3dHeG H<G.

(¢) G*={H:HC X es abierto, 3 G € GH O G} es dirigida hacia abajo
por <X.

Demostracion. (a) = (b). Sean G, H € G. Como G es dirigida hacia abajo
por <, existe F' € G tal que FF < Gy F < H, asi (por (i) de la Definicién
3.1), FC Gy F C H. Por lo tanto G es dirigida hacia abajo por C.

Ahora sea G € G abierto y no vacio, entonces existe o € G. Definimos
D = G\{xo}. Es claro que D es abierto y D C G. Luego, por (i) de la
Definicién 3.1, existe H abierto no vacio tal que H C Dy H < G.

(b) = (¢) Tomemos Hy, Hs € G*, entonces existen G1, Gy € G tales que
G; C H;,i=1, 2. Por (b), existen F'y F' € G* tales que FF C G;, i =1, 2
y F' < F,y F' < F. Aplicando (b) a F', existe K € G tal que K < F',
asi K C F', y por tanto F' € G*. Finalmente, dadoque K C F < FC Gy
K CF < F CH, concluimos que K < Gy K < H.

(¢) = (a) Sean G,H € G conjuntos abiertos y no vacios, entonces
G,H € G*, asi existe FF € G* tal que FF < G y F < H. Por otro lado,
existe ' € G tal que I’ C F. De lo anterior tenemos que F' C F < G,
FFCF<Hcomlocual FCFCGyF CFCH.Porlotanto ' <Gy
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F' < H, con ello hemos demostrado que G es dirigida hacia abajo por <.

Del resultado anterior tenemos que si G y G* son como en éste, entonces
NG # 0 siy sélo si [)G* # . De este hecho se desprende que la condicién
iv) de la Definicién 3.1 es equivalente a

(7v)": Siempre que G sea una coleccién no vacia de conjuntos abiertos no
vacios dirigida hacia abajo por C tal que para todo G € G existe H € G, con
H < Gy también para todo U € U existe G € G con U € U tal que G C U,
entonces (G # 0.

Ahora sea k un cardinal y sea X un espacio topoldgico. Un par de cues-
tiones que emanan inmediatamente de la Definicién 3.1 son:

1.- Suponga que, para todo A < k, X es Martin—A—completo. ;Es X un
espacio Martin—k—completo?, y

2.- {Si X es Martin—«—completo, entonces X es Martin—-A-completo, para
todo A < K?

El resultado siguiente, entre otras cosas, va en la direcciéon que marca
estas preguntas.

Lema 3.5. Las afirmaciones siguientes se verifican.

(a) Si X es Martin-k-completo y A > k, entonces X es Martin-A—completo.

(b) Si X es Martin-w-completo entonces X es Martin-completo.

Demostracion. (a) Si X es un espacio Martin-x—completo entonces existen
<, U tales que satisface las condiciones de la Definicién 3.1, entonces tomemos
exactamente <, U y notemos que |U| < k < A, con lo cual X es Martin-\-
completo.

(b) Sea X un espacio Martin—w—completo por lo tanto existen < y U que
satisfaen las condiciones de la Definicién 3.1 de donde |U| < w.

Si U = () entonces claramente X es Martin-completo.

En otro caso podemos expresar a U como U = {U,, : n € w}.

Para cada conjunto G C X abierto y no vacio definimos:
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Ne={n:ncw, pUcUGCU}y

O(G) =min(Ng) si Ng #0 y O(G) = w si Ng = 0.

Observemos que si G y H son abiertos no vacios tales que G C H, entonces
O(G) > O(H). En efecto, si O(G) = n, O(H) = myn < m, entonces n € Ng
y para todo U € U, se tiene que H C U, y por tanto G C U. Asi n ¢ Ng lo
cual es una contradiccion.

Ahora definimos una relacién, <1, sobre los conjuntos abiertos de X, como
sigue: Para Gy H, G <1 Hsi G < H y,obien O(H) =w 6 O(G) > O(H).
Diremos que G <1 HsiG=H 6 G <1 H.

Es claro que < satisface la primera parte de (7) en la Definicién 3.1. Para
la segunda parte, supongamos que G C G’ <; H' C H. Lo cual implica que
G C G < H C H,ypor tanto G < H. Resta probar que o bien O(H') = w
6 O(H) < O(G). Pero, G’ <; H', implica uno de los dos siguientes:

(1) ©(H') = w. En este caso O(H) =w, y asi G <; H.

(2) ©(H') < ©(G"). En este caso tenemos las relaciones siguientes: ©(H) <
O(H'), ©(H") < B(G") y O(G") < O(G); luego, O(G) > ©(H); y por tanto
G <1 H.

A continuacién verificamos que la relacién < satisface (¢7) de la Definicién
3.1. Sea () # Gy C G5. Como X es Martin—w—completo, existe H abierto y
no vacio tal que H C Gy y H < G5. Si ©(G3) = w entonces O(H) = w (pues
H C Gy) y entonces H C Gy y H <1 Go. En el otro caso ©(Gy) = n < w.
Como U, es m-base, existe U € U,, tal que U C H; luego, dado que U C H <
Go C Gy, tenemos que U < Gy, y, claramente, O(U) > O(G2) = n, por lo
tanto, U <1 Gy y U C G;.

Veamos, ahora, que la relacién dada también satisface la condicion (iv) de
la Definicién 3.1. Sea G una familia no vacia de subconjutos abiertos no vacios,
dirigida hacia abajo por < y sin elemento minimo. Entonces G es dirigida
hacia abajo por = (y sin elemento minimo) y, por (¢) en la Proposicién 3.4,
la coleccién

G*={H : H es abierto, 3G € G,G C H}

es dirigida hacia abajo por <.

Afirmacion: Existe una sucesion de conjuntos abiertos no vacios, {G,, :
n € w} C G, estrictamente decreciente, respecto a <1, tal que para todo
n € w,n < O(G,). En efecto, sea m € w y supongamos que para cadan < m
hemos construido la coleccién estrictamente decreciente {G,, : m < n} de
tal forma que para cada n < m, n < ©(G,). Por la condicién (b) de la
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Proposicion 3.4, existe H € G tal que H <, G,. Entonces H < G, y o
bien ©(H) = w 6 O(G,) < O(H). Luego, basta considerar, en cualquiera
de los dos casos a G,.1 = H y claramente tendremos que G,11 <1 G, y
O(Gpy1) < n+ 1. Lo que demuestra nuestra afirmacion.

De la afirmacién anterior (y la definicién de ©) tenemos que G* intersecta
a todo U, y por tanto (\G* # 0; luego, (G # 0.

Por lo tanto X es Martin-completo. O

Entre otras cuestiones naturales en el estudio de propiedades en espacios
topologicos se encuentran las de analizar si la propiedad en cuestion se hereda
a subespacios o si ésta es productiva. El lema que presentamos a continuacion
nos dice qué pasa respecto a estos dos casos. Recordemos que un subconjunto
Y de un espacio topoldgico es G, si Y es la interseccion de a lo ‘'mas k
conjuntos abiertos en X.

Lema 3.6. Las afirmaciones siguientes se verifican.

(a) Sea X un espacio Martin-k-completo y casi reqular. Si'Y es un subespa-
cio denso y G, de X, entonces Y es Martin—r-completo.

(b) Si para cada i en el conjunto de indices I tenemos un espacio X; que
es Martin-—r;-completo, entonces X = [],.; X; es Martin-r-completo,
donde k es el cardinal kK =), k;. En particular, el producto arbitrario
de espacios Martin-completo es Martin-completo, y el producto de a lo
mas k espacios Martin-k-completos, es Martin-k-completo.

Demostracion. (a) Puesto que X es Martin-k-completo, existen <, U tales
que las condiciones en la Definicién 3.1 se satisfacen. Denotamos por Zy a la
topologia de Y (como el subespacio de X), y para cada A € Zy, definimos

Wa={G: G C X abierto, GNY = A}.

Claramente, para cada () # A € Zy tenemos que Wy # ().
Consideremos la relacién, A <y, definida en Zy \ {0} como sigue:

A<y Bsiysblosi A=B 6 A<y B.

Donde A <y B siy sélo si Wy < Wp.

Afirmacién 1: Para cada A € Ty se tiene que W4 C A. En efecto, sea
xr € Wy y V una vecindad de x. Dado que x € W, existe U C X abierto
no vacio tal que x € U y UNY = A, con lo anterior x € U NV y ademas
es abierto, asi UNV NY # 0 (pues Y es denso en X) de esta manera



Martin-k-completez 31

VNUNY # 0, peroVNUNY =V NA porlotanto VNA# Dy de
aqui z € A.

Ahora nos daremos a la tarea de verificar que la relacion <y satisface las
condiciones de la Definicion 3.1. Supongamos que A <y B, entonces A = B
o bien W, < Wg. Tenemos dos casos:

(i) A= B. Claramente A C B.

(11) Wy < Wg. Si x € A, entonces x € W, pues claramente A C Wy;
luego, dado que W, < Wy implica que W, C Wy tenemos que x € Wg. De
aqui ya es inmediato que x € B y por tanto A C B.

Para verificar que H C H <y G CqG implica H <y G primero mostra-
remos la siguiente:

Afirmacion 2: si A C B entonces W4 C Wpg. En efecto, sea x € Wiy,
entonces x € U para algun U C X abierto tal que U NY = A. Sea ,
W = UUV, dondeV es cualquier abierto en X tal que VNY = B. Claramente
x € W y notemos que WNY = (UUV)NY = (UNY)u(VNY) = AUB = B,
pues A C B, asix € Wpg.

Ahora, si H C H <y G C G entonces H < G/, ademas Wy C Wy
yWe CWeyasi Wy € Wy < Weor C We entonces Wy < We y por lo
tanto H <y G.

Veamos que la relacion dada satisface (ii) de la Definicién 3.1. Sean A, B €
Iy y 0 # A C B. De la Afirmacién 2, tenemos que ) # W C Wg. Por (ii)
de la Definicion 3.1, existe un abierto no vacio G tal que G C W, y G < Wp.
Como X es casi regular existe H C X abierto y no vacio tal que H C G.
Como HNY C H, entonces HNY C H C G < Wx vy ademas, por la
Afirmacion 1, Wyny € H NY'; luego, obtenemos que:

Wy CTHNY CG < Wp

v dado que HNY # 0, pues Y es denso en X, concluimos que Wiy < Wp
v HNY <Xy B. También HNY C GNY C A. por lo tanto <y satisface la
condicién (ii) de la Definicién 3.1.

Para cadad € U, seally = {A: A€, 3V € U, A C V}. y para
H € H hacemos Vg = {A: Ac Ty, AC H}.

Afirmacion 3: Para todoU € U, Uy es m—base de Y. FijemosU € U y sea
V' un abierto no vacio en Y. Como X es casi regular y U es m—base de X,
existen A', V' € U tales que A’ C V' y V! C V. Tomemos A = A'NY. Dado
queY es denso, temos que A = A'NY = A’ C V', lo que implica que A € Uy .
Finalmente, dado que A’ C V', tenemos que A =A'NY CV'NY =V. Asi,
Uy es m—base.
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Consideremos, ahora, para cada H € H, Vg ={A: A€ Ty, AC H}.

Afirmacion 4: Para todo H € H, Vg es m—base de Y. Sea V un abierto
no vacio en Y. Entonces existe un abierto, V', en X tal que V. =Y NV’ La
casi regularidad de X, garantiza la existencia de un abierto no vacio A’, en
X, de tal forma que A’ C V' N H. Tomemos A = A'NY. Dado que Y es
denso, tenemos que A = A'NY = A’ C V' N H, lo que implica que A € Uy.
Finalmente, tenemos que A = A'NY CV'NY C V. Por tanto Vg es w-base
paraY. SeaV ={Uy :U € Uy U{Vy : H € H}, entonces V es una colec-
cién de m—bases como se requiere en las condiciones (iii) y Definicion 3.1(iit).

Resta probar que la relacion, <y, satisface la condicién (iv) de la Defi-
nicién 3.1. Sea G una colecién que satisface las hipétesis de (iv) de la De-
finicién 3.1, y sin elemento minimo. No es dificil verifcar que la coleccion
W ={W,: A€ G} es dirigida hacia abajo por < y no tiene elemento mini-
mo; luego, por la Proposicién 3.4, tenemos que W* = {V € 7x : existe H €
G tal que H C U} es dirigida hacia abajo por <. Luego, por esa misma pro-
posicion, tenemos que, para todo H € W*, existe G € W* tal que H < G.
Ademés, notemos que si U € U, entonces (por hipdtesis), existe A € G N Uy
y por ello existe U € U tal que A C U. Como W4 C A, concluimos que
WaCU. Asi ) £ O\W* =W (vea (iv)' después de la Proposicién 3.3).

Sea Z = ({{Wa : A € G}. Observemos que si H € H existe A € GN Vg
tal que ACH. Luego, Z C W,y Wy C A implican que Z C H. Por tanto
Z C(H =Y y por lo tanto (|G # 0. Asi, <y, cumple la condicién (iv) de
la Definicién 3.1.

Con todo, Y es Martin-|V|-completo.

Si K es infinito entonces |V| < k y asi Y es Martin-xk—completo. Si k
es finito entonces V es finito y Y es Martin—w—completo luego es Martin—
completo y finalmente Martin—kx—completo.

(b) Para cada i € I sean <; y U; tales que satisfacen las condiciones de
la Definicién 3.1, para cada X; y |U;| < k;.

Un cilindro en X es un conjunto de la forma C' = [[{C; : i € I}, donde
C; C X; paracadai € I y {i: C; # X}, es finito.

Si G, H son conjuntos abiertos no vacios en X decimos que:

G < H si G C H y existen cilindros en X, C = [[{C; : i € I} y
C' =TJ{C! :i € I} tales que C' y C' son abiertosen X y G CC CC' CH
y para todo i € I se cumple que C; <; C’; o bien C; = X, o C’; es un conjunto
abierto minimal no vacio.
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Recordemos que el conjunto abierto minimal para <; es el conjunto abier-
to minimal para C. Decimos que que G x H siG=H oG < H.

Verifiquemos que < satisface las condiciones de la Definicién 3.1. Sean
G, H abiertos no vacios tales que G < H, entonces G = H o G < H, si
G = H, entonces G C H; en caso que G < H existen cilindros abiertos C,C"
tales que G C C C C' C H y por tanto G C H.

Es inmediato de la definicién de < que si G C G' < H' C H, entonces
G < H. En suma, la relacion < satisface (i) de la Definicién 3.1.

Para (ii). Supongamos que G y H son conjuntos abiertos en X y que
0 # G C H entonces existe un cilindro abierto C' C G. Sea

J={i:icl C;+# X; C; no es minimal }
Entonces J es finito. Tomemos un cilindro abierto C' tal que
DACi < C;VieJyCi=C,Viel\J.
De aqui se tiene que C' C C" entonces () # C C G pues C C C' C G y dado

que C C C C C' C H tenemos que C < H. Asi < satisface (ii).

Para cada v € I, y cadaUd € U;, definimos:
Vj,={C:C C X : es cilindro abierto y C; € U}.

Veamos que cada V;, es m—base. En efecto, sea G un abierto en X entonces
existe un cilindro abierto C tal que C C G, asi C; = m;|C], de donde C; es un
conjunto abierto en X;; luego, existe CF € U € U tal que C; C C;. definimos
el cilindro abierto C' como sigue:

C’;:Cj‘yC’;:ijaraj#i.

Asi C" €V}, y C' C G. Por lo tanto V}, es n-base para X.

Claramente V. = {V}, : i € I,U € U,;}. es una coleccién de t—bases para
la topologia de X.

Sea G una coleccion no vacia de conjuntos abiertos en X, dirigido hacia
abajo por <, sin elemento minimo y que intersecta a todo elemento de V.

Consideremos, para cada i € I,

G = {B C X, : B es abierto, y existe G € G, ;|G| C B},
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donde m; : X — X, es la proyeccion usual.

Afirmacion 1: Para cada i € I, G; es dirigido hacia abajo por C. En
efecto, sean Ay, Ay € G;, entonces existen Gy, Gy € G tales que m;[G1] C Ay
y mi|Ga] € Ay. Como G es dirigida hacia abajo entonces existe C' € G el cual
satisface que C' < Gy y C < G5 lo cual implica que C' C Gy y C' C Gs; luego,
WZ[C] Q Wi[Gl] Q Al y WZ[C] Q Wi[GQ] Q AQ, con lo cual 7T,L{C] Q Al N A27
asi Ay N Ay € G;, ademas A1 N Ay C Ay vy A1 N Ay C Ay por tanto G; es
dirigida hacia abajo por C.

Afirmacion 2: Para cadai € 1, () G; # 0. Si G; tiene elemento minimo, en-
tonces trivialmente (| G; # (). Supongamos que G; no tiene elemento minimo.
Tomemos B € G, tal que B # X;. Entonces existe H € G tal que n[H| C B.
Luego, para tal H, existe G € G tal que G < H. Entonces existen cilin-
dros abiertos C,C", para G y H que satisfacen la definicion de <. Entonces
C; = m|C'] € m[H] C B, asi C; # X;. Como ;]G] C Cj, entonces C; € G;.
Notemos que C; no puede ser un conujunto abierto minimal distinto del vacio
(pues estamos suponiendo que G; no tiene elemento minimo); luego, dado que
G CC, C;e g yC;<; B. De esto se sigue (Proposicién 3.4—(b)) que G; es
dirigido hacia abajo por <;. Ahora, sea U € U;. Como G intersecta a todo
elemento de V, existe C' € GN Vzir Entonces C; € G; NU; luego, G; intersecta
a todo elemento de U; y por tanto (\G; # 0.

Ahora, dado que G no tiene elemento minimo, tenemos que si H € G,
existen G € G y un cilindro abierto C' tales que G C C' C H. En este caso,
para todoi € I, C; € G;. Asi

0 #1NG::iel} cNG.

Como G es arbitrario, cocluimos que la relacion <, también satisface la con-
dicion (iv) de la Definicion 3.1(iv).
Entonces X es Martin—|V|-completo. Pero |V| < > . |U;| < &, asi X
es Martin-k-completo.
m

Ejemplo 3.7. Un espacio casi-reqular y localmente compacto es Martin—
completo. En particular un espacio Hausdorff compacto es Martin—completo.

Demostracion. Consideremos la relacién <, definida como sigue: Para con-
juntos abiertos G v H, G < H si G es compacto y G C H. Ahora definimos
< como sigue: G < H siysolosi G = H 6 G < H. A continuacién veremos
que esta relacién satisface las condiciones (i), (i7), (iv) de la Definicién 3.1.
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(i) Sean G, H conjuntos abiertos y no vacios tales que G < H entonces
G=H 6G < H.Si G= H entonces claramente G C H; si G < H entonces
G C H ycomo G C G se tiene que G C H.

Ahora si G C G’ < H C H entonces G es compacto y G’ C H'. Como
G C G entonces G C G CH CHconlocual G C H y G es un subconjun-
to cerrado del conjunto compacto G’ por lo tanto G es compacto y asi G < H.

(i1) Sean A, B conjuntos abiertos para los cuales ) # A C B. Como A # ()
tomemos = € A, asi A es una vecindad de x y como X es localmente com-
pacto existe un conjunto abierto U tal que x € U C U C Ay U es compacto,
por tanto U C A y dado que A C B entonces U C B y U es compacto lo
cual implica que U < B.

(iv) Sea G una familia no vacia de conjuntos abiertos no vacios dirigi-
da hacia abajo por < y sin elemento minimo., Mostremos que (|G # 0.
Claramente la coleccién {G : G € G} la cual tiene la propiedad de la inter-
seccién finita. Como G es dirigida hacia abajo, podemos elegir Gy € G tal
que Gy es compacto. Sea Gy = {G : G < Gy y G € G}. Evidentemente Gy
es una coleccién de conjuntos cerrados en el compacto G que tiene la p.i.f.
(pues G es dirigida hacia abajo); luego, [ Gy # 0. Veamos que (Gy € G.
En efecto, sean = € (1Go y G € G. Como G es dirigida hacia abajo existe
G < g tal que G < Go y G < G. Paratal G existe G € g tal que G < @,
as&G <G CGyyG" <G CaG, portantoG < GoyG =< G luego enton-
ces G € Gy v en consecuencia z € G y G” C G, pues G < G de lo anterior
se tiene que x € G y por lo tanto x € () G. De esta manera () # (1Go € G,
y en consecuencia (|G # (). Con todo, X es Martin—completo [

Ejemplo 3.8. Se dice que un espacio topolégico X es absoluto G, si X es
homeomorfo a un subespacio de un espacio Hausdorff y compacto el cual es
expresable como la interseccion de a lo mds k conjuntos abiertos (los espacios
Cech—completos son, por ejemplo, G, ~absolutos). Se sigue del Lema 3.6 que
todo espacio G.—absoluto es Martin-x-completo; un espacio metrico completo
es Martin-completo.

Recordemos que un espacio X es compacto—base si existe una base U para
la topologia de X tal que si

G C U tiene la pif entonces ({U : U € U} # 0.
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Un espacio casi regular X es casi—subcompacto si existe una m—base U para
la topologia de X tal que siempre que

G C U que satisface que para cualesquiera G, Gy € G, existe G € G,
G C G1 N Gy, entonces (G # 0.

Claramente un espacio compacto-base es casi-subcompacto.

Ejemplo 3.9. Los espacios compacto-base y los espacios casi-subcompactos
son Martin-completos.

Demostracion. Supongamos que X es casi—subcompacto y que U es una 7—
base que lo atestigua. Definimos <, como sigue:

G<HsiG=HoexisteUelU, GCUCUCH.

Veamos que la relacion, <, satisface las condiciones de la Definicion 3.1.
(1) Si Gy H son abiertos no vacfos en X tales que G < H, entonces
G=HodUeU,GCUCUC H. En cualquiera de los dos casos G C H.

(#7) Consideremos conjuntos abiertos A y B tales que () # A C B. Como
X es casi regular existe V' C X abierto no vacio tal que V' C VC A; ademas,
como U es mbase, existe U € U tal que U C V y como consecuencia U C V.
Luego, UQUQVCAycomOAQB, entoncesUgUQUQByporlo
tanto U C Ay U < B.

(7v) Sea G una familia no vacia de conjuntos abiertos no vacios que es
dirigida hacia abajo por < y sin elemento minimo. Definimos:

G={U:UcU,3GeG, GCU}.

Notemos que si Uy, Us € G, entonces existen Gy, Gy € G tales que Gy C Uy
y Gy C Uy luego, dado que G es dirigida hacia abajo existe G' € G tal que
G CGy y G C Gy, entonces G C G1NGy C A1NA, y para G existe G € G
tal que G < G’y por tanto existe U € Y tal que G* C U C U C G de donde
Ueg@,ademis U C G C Uy NU,. Asi, dado que X es casi-subcompacto
NG #0.

Afirmacion: G C N G. En efecto, sean x € (G y G € G, como G
es dirigida hacia abajo existe G € G tal que G < G, y en consecuencia
G' CUCUCG para algin U € U, asi U € Gy por lo tanto x € U por
consiguiente x € G pues U C G, esto muestra que x € (G. Como (G # 0
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se tiene que (G # 0.

Con todo, X es Martin—completo. [

Se dice que un espacio topolégico (X, T) es co—metrizable si existe una
topologia, 7/, sobre X la cual es metrizable y separable y tal que:

1. 7" Cr,

2. Cada punto de X tiene una base de vecindades para T consistente de
7' —cerrados.

Si la topologia ' es una topologia polaca, diremos que X es co—polaco.

Ejemplo 3.10. Un espacio co-polaco es Martin-completo.

Demostracion. Sea (X,Z) un espacio co-polaco, y sea C la topologia polaca
asociada a X. Para G, H € 7 no vacios diremos que G < H si G = H o
clix,c)G C H. No es dificil verificar que la relaciéon < satisface las condiciones
(7) — (i7) de la Definicién 3.1. Ahora, para n € w, sea

U, = {G: G e T\{0}, didm(G) < 27"

donde didm (G) es el didmetro de G para una métrica completa C definida.
Entonces cada U,, es una m—base para Z. Ademas, también tenemos que < y
{U, : n € w} satisfacen la condicién (iv) en la Definicién 3.1. Esto demuestra
que X es Martin—w—completo en Z; luego, por el Lema 3.5 (b), X es Martin—
completo. [

Antes de presentar el resultado siguiente, presentamos la siguiente defi-
nicion.
Definicién 3.11. Sea P un conjunto parcialmente ordenado y R C P. Dire-
mos que:

1. R es una anticadena hacia arriba en P si cualesquiera dos elementos
distintos de R no tienen una cota superior comun en P.

2. P es ccc-hacia arriba, si toda anticadena hacia arriba en P es numera-
ble.

3. R es ligado hacia arriba si todo par de elementos de R tiene una cota
superior en P.
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4. P satisface la condicion de Knaster hacia arriba si, para cualquier R C
P, no numerable, existe un subconjunto no numerable R' C R el cual
es dirigido hacia arriba.

Lema 3.12. Sea P un orden parcial que satisface la condicion de Knaster
hacia arriba. Sean D, R y S familias de subconjuntos de P tales que:

» D <my, |R| <my, |S| < my;
= todo elemento de D es cofinal en P;

» SN Ry # 0 para todo S € SU{P}, Ry C R finito.
Entonces existe una sucesion {P,;}ic., de subconjuntos de P tal que:
(o) Para todo i € w, P; es no vacio y dirigido hacia arriba;

(B) Para todoi € w, ,NQ #0, Q € D;
(v)siReR, {i: BN R =0} es finito;

(0) si S eS8, {i: PNS #0} es infinito.

Demostracién. (a) Sea R* = {PN )Ry : Ry € [R]<“}. Entonces P € R*,
D & R, RNR € R* siempre que R, R € R*. En efecto, si R,R € R*
entonces R = PN (R y R = PN Ry para R, Ry C R, |R| < wy
|Ry| < w. Entonces RNR = (PN R)N(PNNRy) =PN (R () R2) donde
RiNR: C Ry |R(R: <w. Ademéds RN S # () siempre que R € R* y
SeSs.

Para R € R* seaR:{q:EIpER,qu}.

Para cada n € w, definimos F,, = {({pi)i<n, Bn) : pi € P, R, € R*}, y sea
X = U{F, : n € w}. Notemos que con esta notaciéon, x € X implica que

existe n(x) € w tal que x € F(y).

Para z,y € X definimos < como sigue: x < y si y sélo si

L n(z) <n(y),

2. si i < n(x) entonces p¥ < p?,
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3. p! € Ry para n(z) <i<n(y),y

4. Ragy) S Raga)-
No es dificil verificar que < es un orden parcial en X.

(b) Veamos que X satisface la condicion de Knaster hacia arriba. Sea
Y C X no numerable definimos Y,, = {y : y € Y,n(y) = n}, por lo tanto
podemos expresar a Y como Y = [J{Y,, : n € w}. Entonces existe my € w tal
que Y = {y € Y : n(y) = mg} es no numerable. Para i < mq definimos Y;
de manera inductiva y tal que Y; es no numerable, de la siguiente manera:

Yo CY',Y; C Yy parai > 0;

si x,y € Y; entonces para pf, p! existe ¢ € P tal que pf < q y p! < q, puesto
que P satisface la condicion de Knaster hacia arriba. Ahora si x,y € Y,,,
podemos encontrar una sucesion finita {g; }i<m, tal que pf < ¢;, p! < ¢; para
cada i < mg y asl 2 = ((¢i)i<me Bn@) N Rngy)) es tal que z < zy y < 2.
Asi Y, es ligado hacia arriba y como Y es arbitrario concluimos que X sa-
tisface la condicién de Knaster hacia arriba.

(c) Para cada m € w, @ € DU {P} definimos
TQm = {‘1. SRS X,TL(Z') > m7pfn € Q}a

Afirmacion Ty, es cofinal en X. En efecto, sea x € X, debemos hallar
z € Tom tal que v < z. Sim < n(x) tomamos x = y. Si m > n(z), entonces
tomamos r € Ry, y definimos a y como sigue:
Sii < n(z) consideramos p! = p¥, y paran(z) < i < m, tomamos p! = ry, fi-
nalmente, hacemos R,y = R, (y). Con todo, tenemos quey = ((p})i<m, Ru(y))-
Notemos que en cualquiera de los dos casos se tiene que x <y y n(y) > m.
Ahora dado que () es cofinal en P existe un q € () tal que ¢ > p¥ . Ahora
definimos a z como sigue:

Si i < n(y) consideramos p; = p!, y para i # m, tomamos p; = q y
R, =R,

p! = r y, finalmente, hacemos Ry, (y) = Ry (2); esto es 2 = ((p7)i<m, Ru())-
Claramente z € Ty, y v < y < z por lo tanto Ty, es cofinal con X.

(d) Para cada R € R, definimos Up = {x € X : R, C R}.



40 Capitulo 2. Axioma de Martin y separabilidad

Notemos que, para cada R € R, Ug es cofinal con X, pues si v € X,
entonces x < ((p¥)i<n(z)s Rn) N R) € Ug.

(e) Para cada S € S y m € w, definimos Vg,, = {x € X : existem <i <
n(z),p? € S}. Veamos que cada Vs, es cofinal con X. En efecto, si x € X,
entonces existe r € R,NS. Consideremos, para cadai < n(x), p! = p? y para
n(xz) < i < max{m,n(x)+ 1}, p! = r. Entonces y = ((p!)i<n(y), Rn(z) € Vom;
donde n(y) = max{m, n(x) + 1} satisface que x < y.

(f) Puesto que D, R y S tienen cardinalidad menor que my, existe Z C X
dirigido hacia arriba, tal que T, N Z # 0, UrNZ # 0 y Vs, N Z # 0, para
cadaQ e DU{P}, ReER, SeSymew.

Sea P, = {p € P: existe z € Z tal que n(z) > i1 y p < pf}. Veamos que
la sucesion {P; : i € w} satisface lo deseado.

(o) Como Z N'Tp; # 0, tenemos que P; # (). Ademds, si p, q € P; existen
z, y € Z tales que n(x) > i, n(y) > i, p < p¥ y q < p!. Ahora bien, z y y
tiene una cota superior comin z € Z; luego, n(z) > i y pi € P; es una cota
superior para pf, p!, p y q. Por lo tanto, P; es dirigido hacia arriba.

(B) SiQ € Dei € w, existe z € ZNTy,;. Entoncesn(z) > iy p; € P,NQ.
Asi BN Q # 0.

(v) Si R € R, entonces existe z € Z N Ug. Si i > n(z), entonces existe
x € T, N Z. Sea y una cota superior comin para x y z en Z. Entonces
n(y) > n(z) > i > n(z), asi p! € R,. Sear € R, tal que r < p?, entonces
r € P,NR, C P,N R. Luego, para todo i > n(z), bLNR # 0, y {i € w:
P,N R # 0} is finito.

(0) Sis € S, ym € w. entonces existe z € Z N Vg,,. Entonces existe i € w
tal que m < i < n(z) yp; € S. Luego, P,N S # 0. Asi, dado que m fue
arbitrario, tenemos que {i € w : P,N.S # 0} es infinito.

La prueba esta completa. O

Para cardinales k, denotamos MAK(k), a la afirmacién: Si P es un orden
parcial no vacio el cual satisface la condicion de Knaster hacia arriba, y D es
una familia de subconjuntos cofinales de P con |D| < k, entonces existe un

subconjunto dirigido hacia arriba, P, el cual intersecta a todo elemento de
D.

Teorema 3.13. Sea X un espacio con la c.c.c. y Martin—< m—-completo. Si
G, H, yV son familias de subconjuntos abiertos de X tales que

(1) 1G] <m, [H] <m, [V] <m,
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(i1) todo elemento de V es denso en X, y

(1) HN\Go #0Y H € HU{X} finito y Gy C G,
entonces existe una sucesion {x, tne, en X N[V tal que:
(a) VG eg, {n:z, ¢ G} es finito.
(b) VHeH, {n:z, € H} es infinito.

Demostracion. (a) Tomemos <, U tales que satisfacen las condiciones de la
Definicién 3.1, con |U| < m. Sea P el conjunto de conjuntos abiertos
no vacios en X, ordenados por <. Entonces P es c.c.c. y dirigido hacia
abajo. Para cada G € P definimos Q¢ = {F € P: E C G}.

(b) Sea D =UU{Qv : V € V}. Entonces todo elemento de D es una m—
base. En efecto, claramente s6lo debemos mostrar tal afirmacién para
la coleccién {Qy : V € V}. Sea Vi € V arbitrario y tomemos un abier-
to no vacio, B, en X. Entonces Vo N B # (), pues Vj es denso en X.
Ademas, dado que V} es abierto, tenemos que B N Vj es un abierto en
X;més aun VyNB C Vyy VonNB C Bceonlocual VN B € Qy, y
asi QQy, es m—base. Por tanto D es coinicial

Sean R ={Q¢:G € G}, S={Qun: H € H}.
Notemos que (por (ii7)), si Go C G es finito y H € H U {X} entonces

HNNGo € QuN({«Qc : G € Go}.

Asi siGy €[]y H € HU{X}, entonces QuN({ Q¢ : G € Go} # 0.
De donde S N(Ry # 0 para todo S € SU{P} y Ry € R.

(c) Del el Lema 3.12, existe una sucesion { P, }en de subconjuntos de P tal
que

() todo P, es no vacio es dirigida hacia abajo por =
(B) P,NnQv #0, BP,nUADVneN, VeV UeU
(7) {n: P.NQg = 0} es finito, VG € G

(0) {n:P,NQu # 0} es infinito, V H € H
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Entonces, para cada n € w, (P, # 0 (puesto que < y U satisfacen
la condicién (iv) de la Definicién 3.1). Asi, para cada n € w, fijamos
Ty € () Pa.

Afirmacioén. Si P, N Qy # 0 entonces x,, € V. En efecto si P, NQy # ()
entonces existe U € P, N Qv lo cual implica que =, € U C V. De
aqui se sigue que para todo n € w, x,, € (| V. Entonces

» {n:2,¢G}C{n:P,NQg =0} es finito, VG € G
» {n:x, € H} D {n: P,NQyu # 0} es infinito, V H € H

Por lo tanto {x,},en tiene las propiedades requeridas.

Corolario 3.14. Sea X un espacio con la c.c.c. y Martin-< m-completo.

(a) la interseccion de a lo mds m conjuntos densos abiertos en X es denso.

(b) Simw(X) < m, entonces X es separable.

(c) Siw < cf(k) <k <m, entonces k es un calibre de X.

Demostracion. (a) Sean V una familia de menos que m conjuntos abiertos

densos en X. Tomemos, V, un abierto no vacio y consideremos G = (),
H = {V'}. Del Teorema 3.13, aplicado a G, H y V), obtenemos que existe
una sucesion {x, e, en X N[V tal que (a) y (b) de dicho teorema
se verifican. Luego, por (b), tenemos que V N (V). Por tanto [V, es
denso en X.

(b) H una mbase patra X, con |H| < m. Por el Teorema 3.13, aplicado a las

familias H y G = V = (), tenemos que existe una sucesién {z, : n € w},
la cual verifica las condiciones (a) y (b) de dicho teorema. De aqui se
sigue, usando (b) y el hecho de que H es m—base, que D = {z,, : n € w}
es denso en X, y por ende X es separable, jsera densa en X7

(c) Sea {H¢}ec, una familia de conjuntos abiertos no vacios. Por el Teorema

3.13, aplicado a las familias H y G = V = (), tenemos que existe una
sucesion {x,, : n € w}, la cual verifica las condiciones (a) y (b) de dicho
teorema. Puesto que w < cf(k), tenemos que existe ng € w tal que
{& : @, € He}| = [H]. Por tanto  es calibre de X.

]
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Antes de ver el resultado siguiente presentamos una definicién y un re-
sultado que sera de utilidad en la prueba del mismo.

Definicioén 3.15. Sean X y Y espacios topoldgicos. Una funcion [ de X
sobre Y es continua si para todo A = A, f(A) #Y.

Proposicion 3.16. Si f : X — Y es continua y sobreyectiva tal que para
todoy €Y, f~1({y}) es compacto, entonces existe Xo C X con Xy = Xy tal
que f(Xo) =Y y flx, es irreducible.

Demostracion. Sea F = {F C X : F = F, f(F) = Y} ordenado por la con-
tencion. Veamos que toda cadena en F es acotada inferiormente en F. En
efecto sea C una cadena en F y llamemos F = [\{F : F' € C} claramente F¢
es cerrado y ahora veamos que f(Fg) = Y. Supongamos que Y\ f(F¢) # ()
y fijemos yo € Y\ f(F¢). Por hipétesis B = f~'({yo}) es compacto. Adem4s
B C X\({F : F € C} en efecto pues si paraalgin b € B, b€ ([{F : F € C}
entonces yo = f(b) para todo F' € C entonces yy € f(F¢) lo cual es contra-
diccién. Pero X\ (\{F: F € C} = J{(X\F) : F € C}. Como B es compacto
existen {Fy, Fy, ..., F,,} € C tales que B C [J{(X\F;) :i € {1,2,....,n}}. Sea
F,, tal que para todo i € {1,2,...,n}, F,, C F;. Entonces B C (X\F,,), de
aqui que para todo b € B se tiene que b ¢ F,,, = F,, (pues b € (X\F,,) vy
(X\F,,) N F,, = 0) de donde BN F,, = 0 lo cual es una contradiccién (pues
para todo = € F,,, se tiene f(z) # yo es decir yo ¢ f(F,,) =Y) por lo tanto
Fe € F y para todo F' € C se tiene Fp C F y asi toda cadena tiene ele-
mento minimal con ello F tiene elemento minimal digamos X, y claramente
Xo = X0y f(Xg) =Y. Veamos que f|x, es irreducible, en efecto pues si
FC Xpen Xogy f(F) =Y por la minimalidad de X, F = Xj.

O
Proposicion 3.17. Sea X un espacio Hausdorff compacto. Entonces
(1) mw(X) <méax{tT(X),s(X)};
(i) Si K es un calibre de X y t*(X) < cf(k), entonces mw(X) < kK;

Demostracion. Haremos, simultdneamente, las pruebas de (i) y(ii). Sea A =
max(tt(X), he(X))" para la parte (i) y A = c¢f (k) para la parte (ii).
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Supongamos que mw(X) > A. A continuacién, vamos a construir una
sucesion {ge : & < A}, de funciones g : X — [0,1], para & < X y una
coleccidén {G¢ : 0 < & < A}; de tal forma que:

1. Para cada £ < A, g¢ : X — [0, 1], es continua y no constante, y

2. Paracada 0 <& <\, 0 ¢ ge(X \ Ge)

Sea £ < Ay supongamos que hemos construido, para cada n < ¢, a g, y
G, de tal forma que (1) y (2) se verifican. Pongamos, f¢(z) = (g,)y<¢ € [0, 1]°.
Dado que mw(X) > A > t7(X) > w, tenemos que X es infinito y t7(X) > w;
¥y A > w; como consecuencia 7w (X ) > méx(w, [£]) > mw([0, 1]%) y por ende,
fe no puede ser irreducible. Luego, existe G¢ € X abierto no vacio tal que
fe(X\G¢) = fe(X) y X\Ge # 0. Dado que X es T}, existe g¢ no constante y
distinta de cero en X'\G¢. Esto termina la construccién.

Ahora, para cada & < A, hacemos He = {z : g¢(z) > 0}.

Afirmacién: Si x € X, entonces |{¢ : x € H¢}| < t7(X). Es suficiente
demostrar que si § < Xy cf(0) = tT(X), entonces existe ( < 6 tal que
gn(z) = 0 para ¢ < n < 6. Tomemos, pues, un tal § < \. Definamos, por
recursion:

Para cada § < ( < 0, £ < 0 elegimos x¢: como sigue x¢¢ = x. Dado w¢¢
elegimos x¢cy1 € X\G¢ tal que fe(xeci1) = fe(vee). Para ordinales limite
¢ € (&, 0] elegimos un punto clausura de (xg,),1c. Las afirmaciones siguientes
se prueban por induccion sobre (:

(a) Sin < & < ¢ < 6, entonces g,(vec) = gy(x). Supongamos que la
afirmacion es cierta para todo o < (. Entonces tenemos dos casos:

(a.1) ¢ es sucesor. Pongamos ( = a+ 1, y seann < £ < a+1 <
. Entonces, si n < § < «a + 1, entonces ¢ o41 fue tomado tal
que Tgar1 € X \ Ga ¥ fa(Teat1) = fa(Tea); Iuego, gy(Tear1) =
9n(Tea)-

(a.2) ¢ es limite. Pongamos ( = a+ 1, y seann < £ < a+ 1 <
. Entonces, sin < § < a + 1, entonces ¢ .41 fue tomado tal
que Tear1 € X\ Ga ¥ falTear1) = falTea); luego, g,(vear1) =
9n(Te,a)-

(b) Si&<n< (<40, g,(xe) =0.
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Ahora sea y un punto clausura de (x¢g)erg y tendremos ge(y) = ge(x) para
todo £ <0 yy € {xeg:&<0}. Comott(X) = cf(0) existe ( < 0 tal que
y € {xep : £ < (}. Ahora sin € ((,0), g,(xeg) = 0 para todo & < (, asi que
gn(z) = g,(y) = 0, como se requiere.

Esto finaliza la parte (ii), por que A = cf(k) y K es un calibre de X, de
modo que no deberia ser un punto perteneciente...

Para concluir la parte (i), requerimos de un poco mas de trabajo. Ponga-
mos o = max{t"(X), he(X)}.

Elifjanse, inductivamente para { < «, conjuntos Y, C X y A¢ C A\, como
sigue. Sea {& < a y suponga construidos a Y, y A,, para cada n < . Por
construir a Yy; y A¢. Pongamos A¢ = {¢ < A : He N (U, Y,) = 0}. Ahora
elija Ye C |J{H; : ¢ € A¢} de tal forma que Y es maximal respecto a la
propiedad

|Ye N H¢| <1, para todo ¢ € Ag.

Observemos que para cada £ < «, Y es discreto; luego, |Ye| < s(X) (vea
[5]); de donde, |Ye¢| < a. Ahora, dado que para cada v € X, [{{ < XA :x €
He}| < t7(X) < a, tenemos que [{¢ < A He N (Ugcay,) # 0 < ¥
A, # 0. Ahora tomemos cualquier ( € A, y cualquier + € H;. Si € < a,
entonces ( € Ag, perox & Ye, porque H:NY, = 0); asi que por la maximalidad
de Ye, existen 0(§) € A¢ y ye € Y tales que ambos x y y,; pertenecen a Hy(g).
Sin < (a, entonces 0(§) € A¢ asi que Hy) no puede intersctar a Y;; como
Yn € Hyy MY, entonces 6(n) # 6(§).

Asi |[({€ -2z € Hed)| > |({0(8) : € < a})] = a > t7(X), lo cual es una
contradiccién con (b). Asi que en (i) también tenemos una contradiccion.

]

Corolario 3.18. Si X es un espacio Hausdorff compacto, entonces mw(X) <
max(tt(X),d(X)").

Demostracion. Se obtiene de aplicar (ii) con k = max{t*(X),d(X)*}. O

Corolario 3.19. Sea X un espacio Hausdorff y compacto, separable y con
estrechez numerable. Entonces X tiene una mw-base numerable.

Demostracion. Claramente max(t*(X),d(X)") < wy; luego, por (iii) de la
proposicién anterior, 7w (X) = w. O
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Corolario 3.20. Sea X un espacio Hausdorff y compacto con ¢(X) = w. Las
afirmaciones siguientes son satisfechas.

(a) SitT(X) <m, entonces mw(X) <tT(X) y X es separable.
(b) [m > w| Sit(X)=w, entonces Tw(X) = w.
(c) [m > wi] Si x(X) =w, entonces X es separable y .

Demostracion. (a) Notemos que w < ¢f(tT(X)) < t7(X) < m, del Coro-
lario 3.14 ¢, tenemos que t7(X) es un calibre de X. Entonces por el
Corolario 3.17(i7), m(X) < t7(X) < m y asi, de la Proposicién 3.14 b,
concluimos que X es separable.

(b) Dado que t(X) = w, entonces t7(X) < wy < m, por (a) se tiene 7w (X) <
t7(X) < wy, asi (por la proposicién anterior) mw(X) < w.

(c) Como X es primero numerable, entonces t(X) = w (pues para cualquier
espacio, X, t(X) < x(X), vea [5]); luego, por (b) X tiene una m—base
numerable; i.e. Tw(X) < w y como d(X) < mw(X) (vea [5]) tenemos
que d(X) < w y por tanto X es separable.

0

Corolario 3.21. (m > w;) Sea X wun espacio Hausdorff y compacto con
t(X) = w, entonces hd(X) = he(X).

Demostracion. Si X es finito entonces trivialmente hd(X) = he(X). Su-
pongamos que X es infinito entonces he(X) < hd(X) (esta desigualdad se
verifica para cualquier espacio, vea [5]). Para mostrar la otra desigualdad,
sea Y C X. Claramente Y es un espacio Hausdorff y compacto con estrechez
numerable. Tenemos dos casos:
(i) ¢(Y) = w: Entonces
dY) <mw(Y) =7mw(Y) <w < he(X)

(ii) ¢(Y) > w. Por (b) del corolario anterior, t*(Y) < wy; luego, por el
Corolario 3.17 (7), tenemos que
dY) <7(Y) =7(Y) < méx{w, he(Y)} = he(Y) < he(X).
Asi en todo caso d(Y) < he(X) y hd(X) < he(X). O
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Proposicion 3.22. Sean X un espacio c.c.c. y G, absoluto, y Y la imagen
continua de X. Si max{wy,t"(Y)} < cf(k) <k <m entonces d(Y) < k.

Demostracion. Dado que X es G, absoluto, existen un espacio Hausdorff y
compacto, Z y una coleccién {H : £ < k} de abiertos en Z, de tal forma
que X = ({H¢ : £ < k}. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer
que Z = X, por lo que Z tambien es c.c.c. Sea T la topologia de Z. Sea
¢ : X — Y una funcién continua sobreyectiva.

Supongamos que d(Y) > k. Usando induccién sobre k, vamos a definir
conjuntos conjuntos numerables A, C X y familias de abiertos en Z, U C T
(€ < k) tales que |Ue| < max{w,|{|}, como sigue: Sea & < K y supongamos
construidos, para todo n < £ a A, € [X]=¥ y U, € [Z]sm&iwlnl}t Sea By =
U{A4, : 7 < &}. Entonces |B¢| < k, en efecto |Be| = [|U{A4, : 1 < &} <
> n<e [Ay] S w €] = méx(w, [§]) < k. Ast [p[Be]| < & y por lo tanto ¢[Bg]
no es denso en Y, pues hemos supuesto que d(Y) > k. Ahora definimos
Ee = ¢ [ Be]] (notemos que E¢ # X). Consideremos Fy = E¢ (la cerradura
de E¢ en Z). Veamos que Fr N X = E¢. En efecto, notemos que Fy N X =
EgﬂX_: 0~ H(p(Be))NX = o Y (p(Be) = E¢ (pues ¢ es continua), por tanto
Eg;«éXyasiFg#Z.

Sea U € T tal que

(a) Z\F¢ € Ug, He € Us;

(b) SiU,V € |{U, : n <&}, entonces UNV € Us;

(c) SiU e U{Uy :n <&}y X e UNBe existe Vtal quex € VCV CU
y V,Z\V ambos pertenecen a U;

Observemos que B¢ y [J{U, : n < &} tienen cardinalidad menor o igual
que el max(w, [£])); luego, |Ue| < max{w, |£|}. Ahora como X es G,—absoluto,
entonces X es Martin—x—-completo y como x < m, entonces X es Martin—
< m-—completo.

Aplicando el Teorema 3.13 a las familias H = Us y G = V = 0, existe
Ae € [X]=¥ tal que Ac NU # 0, para todo U € Ug (no vacio).

Sea U = |J{U¢ : € < Kk} entonces (por las condiciones (a) y (b) y la
definicién de Fy), U es base para una topologia & en Z mds gruesa que Z.
Como 7 tiene la c.c.c. entonces & también.

Pongamos B = (J{A4¢ : £ < k} y sean F la Z-clausura de B (i.e. F =
cl(Z,z))B) y & la topologia inducida en F' por &. Como F intersecta a todo
elemento no vacio de U, F' es &-denso en Z, y también es c.c.c. bajo &p.
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Afirmacién (F,®r) es casi regular. Si S € &r y S # 0, existe W € &
tal que S = W N F y como W es unién de elementos de U, existe U € U
tal que ) # FNU C S. Sea { < k tal que U € Ue. Entonces Ac NU # 0.
Asi, existe x € U N B; luego, por la condicion (c), existe V' € Ugyy tal que

reV CV CU. De donde Ac NV 2 0, v’ - UyZ\VI € Ug41; de aqui que
VeV CU. Conlocual 0 4 FANVCFNFNV.  CFNUCS.
Esta ultima contencion es cierta pues:

FAV C FAV = FAV® = FN(FNV®) C FNFNV. C FNF V' =
FNV®=FNV CFNU.Pero FNFNV =FNV ",

Por lo tanto, (F,®f) es Martin—completo. Aplicando el Teorema 3.13 a
F,6pconV ={FNH;:{ <k} yF=A{FnNU:U € U\D}, tenemos
que existe un conjunto numerable C' C (\V = F N X tal que para todo
UeU\{0}, CNU #0; luego c’ =z Ahora, observemos que

PlC] € plF N X] = [X NB'] C o[B] = o[U{A € < 1} =
lU{Be : € <k} = U{p[Be] : € <} =U{p[Be] : £ < r}
Esta ultima igualdad se da pues siz € |J{p[B¢] : £ < K}, comott(Y) < cf(k)
existe Cy C | J{p[Be] : £ < k} con |Cy| < t7(Y) < ¢f(k) tal que x € Cj luego
dado que |Cy| < cf (k) existe & < k tal que Cy C p[Bg,). Asiz € Cy C ¢[Bg,].
Por otro lado, el hecho de que w < cf(k), implica que existe ( < K
tal que ¢[C] C m y C C E¢. Pero en este caso c° C F, # Z, pues
Z\F: € U CU C &. Lo cual es una contradiccion. O

Corolario 3.23. [m > w;| Sea X un espacio con t(X) = w. Si X es la ima-
gen continua de un espacio Cech-completo y c.c.c., entonces X es separable.

Teorema 3.24. Sea X un espacio Hausdorff con ¢(X) = w tal que todo
subespacio cerrado es Martin—< m—completo. Sea, ademds, k < m un cardi-
nal regular. SitT(X) <k <myY ={z:2 € X,m(x,X) < Kk} es denso,
entonces X es separable.

Demostracion. Pongamos A = t1(X). Notemos que A > w;. Paracaday € Y
tomamos una 7-base local, B, tal que |B,| < k. Ademés, para cada G C X
abierto elegimos y(@) € Y NG y sea yp) un elemento arbitrario de Y. También,
para A C Y definimos:
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A continuacén, definimos, recursivamente una coleccién {F; : £ < A} de
subconjuntos de X:

(i) Fo=0.
(ii) Para todo & < A, Feyy = F{

(iii) Si ¢ < A es ordinal limite, no cero, Fr = | J{F, : o <&}

Observemos que la regularidad de x y la definicién de A" (para A C Y)
implican que para todo & < A, |F¢| < k. Veamos ahora que:

(1) ¢(F\) = w. En efecto, sea H una familia no numerable de conjuntos
abiertos de F\. Para cada H € H elegimos un punto z(H) € H y
un conjunto abierto en X, Gy, tal que H = F, N Gy. Entonces, para
cada H € H, existe By € Bym) tal que By € Gy. Como X es c.c.c
existen H; y Hy € H tales que By, N By, # (. Ahora, considerando
que A es ordinal limite, existe £ < A tal que z(H,), x(Hz) € Fy; luego,
Bu,, Bu, € U{By : y € F¢}. Lo cual implica que y(s,, npy,) € F¢ C F),
ademas Y(Bu,NBu,) € By, N By, con lo cual Y(Bu,nBm,) € By, N By, N
F, C BH1 ﬁBH2 NFEy C GH1 ﬂGH2 Nk = (GHl ﬂF)\) N (GH2 ﬂF)\> =
H, N H; por lo tanto Hy N Hy # () y asi H no es una familia celular y
por tanto ¢(F)) = w.

(2) mw(F)) < k. En efecto, sea V ={UNF):U € J{B, : y € F)}. Veamos
que V es una mbase para Fy. Sea, pues, W un abierto no vacio en
F. Como F) es denso en Fy, existe yo € W N Fy; luego, dado que
A es limite, existe & < A tal que yo € F¢. Por otro lado, existe un
abierto W’ en X de tal foma que W = Fx N W’. Como yo € W'y By,
es m-base local de yp, existe By, € By, tal que By, € W’. Entonces
YBw €F§+1 QF)\; luego, F)\QBW GVYFAﬂBW QFAHW/:W.

Por lo tanto V es mbase para Fy y [V| < k. Asf 7w (F)) < V] < k.

(3) F es separable. Dado que ¢(Fy) = c¢(Fy) <w y mw(Fy) < w < my por

el Corolario 3.14(b), tenemos que F'y es separable.
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(4) F = X. En efecto, dado que t"(X) = Ay F)\ = J{F: : £ < A}, tenemos
que Fy = [J{F¢ : € < A}. Luego, dado que F es separable, existe
D C Fy denso numerable. Ahora bien, como A es regular, existe £ < \
tal que C' C F¢. Finalmente, tenemos que FCF Ch = F¢. Pero
para A C Y, ocurre que A’ C A sélo cuando A = X. Asi que Fg =X
y por lo tanto Fy = X.

La prueba esta completa. O

Corolario 3.25. [m > w] Sea X wun espacio Hausdorff c.c.c. y primero
numerable tal que todo subespacio cerrado de X es Martin—w,—completo. En-
tonces X es separable.

Demostracion. Se sigue del teorema anterior, con kK = ws. ]
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Conclusiones

Como hemos podido ver en el Capitulo 2, de este trabajo de tesis, el
material previo a la definicién del Axioma de Martin no sélo es poco sino
que, ademas, es hasta cierto punto sencillo de comprender y usar; a diferen-
cia, por ejemplo, con lo que ocurre con la clase de los espacios Martin—x—
completos, cuya definicién es bastante compleja. Atin més, este axioma es
una herramienta muy util y manejable, que en muchas casos su aplicacion
genera demostraciones, ademas de elegantes, sencillas de comprender.

No tenemos duda de que la manera en la que exponemos al Axioma
de Martin y algunas de sus aplicaciones, en las dos primeras secciones del
Capitulo 2, haran que el lector le tome un mayor sabor e interés al tema. Si
bien en estas secciones el aporte sélo sea en cuanto al orden de las ideas y
el de presentar el material con el mayor lujo de detalles, la labor no ha sido,
digamos, sencilla o trivial.

Para el caso de la tercera seccién del Capitulo 2, ademas de extender
el famoso Teorema de Categoria de Baire a una clase mas amplia que la
de los Hausdorff y compactos (Teorema 2.34), abordamos el problema de la
separabilidad de un espacio topoldgico bajo el Axioma de Martin (teoremas
2.39 y 2.43) . En ésta, basados en el trabajo de Juhdsz en [9], intitulado
Consistency results in topology, estudiamos a los espacios m—completos. En
esta teméatica han quedado diversas cuestiones a revisar, entre otras:

1. ;Para qué tipo de subespacios es hereditaria la m-completez de un es-
pacio?

2. (Es productiva la propiedad de m-completez?

3. (Las imagenes continuas de espacios m—completos, comparten esta pro-
piedad?

4. ;Existe alguna relacién entre los espacios pseudocompletos (segin Ox-
toby o Todd) y los m-.completos?

5. ((AM+—-HC) Si X es un espacio Lindeldf de celularidad numerable y
t(X) = w, entonces d(X) = w.

Si bien el capitulo final de este trabajo estd basado en la referencia [1],
completar los detalles en las demostraciones de resultados y ejemplos que



52 Capitulo 2. Axioma de Martin y separabilidad

presentamos en éste no fue, para nada, sencilla. La definicién de la clase de
espacios Martin—x-completos es bastante compleja y aiin cuando se presentan
resultados que permiten hacer méas comprensible y manejable a esta clase de
espacios, el material es bastante pesado y complejo. En esta parte, se podria
concluir que se extienden algunos resultados de la tercera seccion del Capitulo
2, por ejemplo el Teorema 2.43, sin embargo, para esto se requiere de una
respuesta afirmativa al primer problema de la lista siguiente, que bien resulta
un camino a seguir.

1. ;Son los espacios m—completos, Martin—x—completo, para algiin cardi-
nal k7

2. (Son los espacios pseudocompletos (ya sea segun Oxtoby o Todd),
Martin—k—completo, para algin cardinal x?

3. (Hay alguna equivalencia entre estas clases de espacios y los Martin-x-
completos, para algin k7
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