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Resumen

En el presente trabajo, estudiaremos un micronadador esférico desde un punto de vista teérico
y de simulacién computacional bajo efectos puramente Brownianos, debido a la friccién con
el solvente en el cudl se encuentra inmerso a temperatura ambiente (T' = 300K), ausente de
interaccion entre particulas y campos externos. Se supone que el espacio donde se mueve es lo
suficientemente grande, es decir, recipientes cuyas dimensiones son érdenes de magnitud maés
grandes comparados con el didmetro de la particula, lo que nos permite despreciar los efectos de
pared.

Se utiliza el formalismo de Smoluchowski en la parte tedrica para determinar la ecuacién de
movimiento que describa el desplazamiento cuadratico medio en diferentes regiones de la escala
difusiva, que involucre tanto la parte traslacional como rotacional, incluyendo la determinacién
de algunas cantidades importantes como perfiles de velocidad. La ecuacion resultante se grafica
en Matlab y se realizan comparaciones con estudios experimentales.

Para la simulacién numérica en Dindmica Browniana, usamos la ecuacién de Langevin y el
método de ecuaciones en diferencias finitas para plantear las ecuaciones de movimiento discretas e
implementar un algoritmo computacional en Matlab, a fin de obtener graficas del desplazamiento
cuadratico medio, que abarque la region balistica y difusiva.

La parte experimental nos limitamos a comentarla, mencionamos la importancia en diferentes
areas, la diversidad de aplicaciones y los avances mas recientes tanto experimentales como

tecnoldgicos, incluyendo retos dentro del desarrollo de la materia activa.
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Introduccion

En 1827 el botédnico escocés Robert Brown realizaba sus observaciones del polen en flores a través
de su microscopio, donde descubrié delgados objetos inmersos en agua, con un movimiento
en zigzag bastante peculiar, similar al movimiento de las bacterias y espermatozoides. Brown
decidié investigar mas a fondo sobre este hecho, preguntandose si estos objetos que habia
observado se trataban de seres vivos debido a su movimiento, sin embargo, al realizar sus pruebas
experimentales, intent6 recrear lo observado esparciendo polvo de arcilla, arena, etc, en agua. Se
llevé una gran sorpresa al ver que reproducian tal movimiento erratico si éstas particulas eran
lo suficientemente pequenas, llegando a la siguiente conclusion: “La materia inanimada se
mueve espontaneamente en un liquido, siempre que las particulas de materia sean
lo suficientemente pequenas” [1].

Por todo lo anterior, es que se le conoce como Movimiento Browniano al movimiento aleatorio
de las particulas inmersas en un fluido. Este fenénomeno tuvo gran importancia en el siglo XX,
pues sirvié como prueba de que los a&tomos y moléculas existen, bajo la argumentacion de que el
movimiento aleatorio se debia a las constantes colisiones entre las “microparticulas” del fluido y
las particulas Brownianas, lo cuél le valié el Premio Nobel de la Fisica a Jean Perrin por haberlo
comprobado experimentalmente.

En los ultimos siglos, con el desarrollo de la termodindmica y la mecénica estadistica se lograron
avances tecnolégicos que generaron una variedad de dispositivos que se ocupan en el dia a dia,
pues su teoria describia con gran acierto su comportamiento junto con sus propiedades, no
obstante, solo eran aplicables para la materia en equilibrio térmico o estados estacionarios,
sorprendentemente pudo describir procesos levemente fuera de equilibrio con ayuda de la
termodinamica fuera de equilibrio.

Por otra parte, en el mundo real la naturaleza esta fuera de equilibrio para lo cual las herramientas
de la termodindmica y la mecédnica estadistica enfrentan grandes dificultades. Aunque en la dltima
decada han habido grandes avances en el estudio de estos sistemas fuera de equilibrio, no existe
aun una teoria concreta que prediga el comportamiento de éstos, por lo que se ha convertido en

una rama nueva de gran interés dentro de la fisica, a la que nombraron Materia Activa [2].
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CAPITULO 0 INTRODUCCION

En nuestra vida cotidiana nos encontramos con diferentes colectivos de animales que parecen
moverse de manera sincrénica y organizada, como si todo el conjunto de estos seres tuviera
una manera especifica de moverse de tal modo que pudiera describirse en conjunto, como un
sélo ente. Pero este comportamiento también lo hemos visto en microorganismos, por ejemplo,
suspensiones de bacterias, tejidos celulares y nadadores artificiales, estos sistemas conforman la
“materia activa”.

Esta nueva rama de estudio se encuentra en expansion, se posiciona entre la fisica de la materia
blanda y la biologia, es de gran interés actual pues se piensa que la Materia Activa es el modelo
apropiado para construir y probar una teoria que integre conocimientos interdisciplinarios, siendo
un area vasta y se propone centrar esfuerzos en formular un marco teérico usando las herramientas
de la fisica estadistica y la termodinamica, poniendo especial atencién a preguntas que pueden
ser abordadas tedrica, numérica y experimentalmente [3].

Por otra parte, las tecnologias de tultima generacion que usan materia biolégica a micro o
nanoescala incorporan materia activa en campos como la biofisica o la nanotecnologia, solo por
mencionar algunos, por lo que describir sus propiedades y predecir sus comportamientos promete

impactar en su desarrollo [4].
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CAPITULO 0 INTRODUCQION
0.1. MATERIA ACTIVA TEORICA

0.1. Materia Activa Teorica

Podemos estudiar la materia activa desde distintos enfoques. El primero de éstos es la de
Langevin; en esté se analiza la trayectoria de una particula Browniana, teniendo en cuenta su
dindmica e imponiendo el cumplimiento de las Leyes de Newton, que siguen siendo aplicables a
escalas Brownianas.

Su deduccién consiste en buscar las fuerzas que actian sobre una particula Browniana inmersa
en un solvente, en donde se identifican dos tipos: fuerzas aleatorias y fuerzas de arrastre para
establecer una ecuacion determinista, sin embargo, un problema a resolver fue la naturaleza
de la fuerza aleatoria, cuya solucién consistié en emplear cantidades promedio, gracias a ello
puede trabajarse la aleatoriedad del sistema y obtenerse cantidades importantes,por ejemplo, el
desplazamiento cuadrético medio y la expresién para el coeficiente de difusién, cuyos resultados
coincidieron con los obtenidos mediante la deduccién de Einstein [1].

Por otra parte, tenemos el enfoque de Smoluchowski, cuya deduccién se basa en un tipo de
movimiento discretizado, su modelo del movimiento browniano asumia que una particula solo
podia moverse a la izquierda o a la derecha a lo largo de un eje con igual probabilidad. Tomando
en cuenta la naturaleza aleatoria se establece una ecuacion de movimiento para las funciones de
densidad de probabilidad de las coordenadas de posicién para las particulas Brownianas, en la
escala de tiempo difusiva, con estos resultados podian obtenerse cantidades caracteristicas del

sistema, mencionadas anteriormente [5].




CAPITULO 0 INTRODUCCION
0.2. MATERIA ACTIVA EXPERIMENTAL

0.2. Materia Activa Experimental

En cuanto a la parte experimental, las particulas activas se diferencian de las no activas por su
capacidad para impulsarse. Los microorganismos vivos se impulsan a si mismos para diferentes
propésitos, como encontrar comida, escapar de depredadores y desplazarse en su hdbitat [6].
Inspirdandose en estos microorganismos, los investigadores han desarrollado recientemente varias
particulas artificiales capaces de un movimiento autopropulsado activado por luz localizada,
concentracién y gradientes de temperatura. A pesar de la variedad de posibles mecanismos de
autopropulsién, podemos identificar algunas caracteristicas clave para describir el movimiento
de una micro o nanoparticula autopropulsada: (1) direccionalidad en un intervalo de tiempo
caracteristico, (2) ruido de orientacién y (3) ausencia de inercia [7].

Los micromotores artificiales operan con combustibles suministrados localmente y realizan tareas
complejas, ofrecen un gran potencial para diversas aplicaciones biomédicas, incluida la entrega y
liberacién auténoma de medicamentos, manipulacion celular, etc. Se han fabricado para operar
en matrices bioldgicas [8], cuyo rendimiento ha sido probado exclusivamente en condiciones in
vitro, sus comportamientos y funcionalidades en un entorno in vivo siguen siendo desconocidos.
Sin embargo, para recrear el comportamiento de la materia activa experimentalmente se emplean

las particulas Janus, ver figura

Snowman & Mushroom Spherical Patchy
Ellipsoids & Rods Discs Raspberry

Figura 1: Tipos de particulas Janus [7]




CAPITULO 0 INTRODUCCION
0.2. MATERIA ACTIVA EXPERIMENTAL

Estas son particulas asimétricas con dos regiones en su superficie que difieren en sus propiedades
fisicoquimicas, constan de distintos tamanos y formas, ya sean esferas perfectas, rodillos, discos,
elipsoides, etc. Esto permite estudiar distintas propiedades de su movimiento en presencia o
ausencia de campos externos como lo son: un campo magnético, eléctrico, gravitacional, un
campo de velocidades, entre otros [7]. Por ejemplo, podemos recrear la autopropulsién si una
de las superficies de nuestra particula Janus consta de algiin metal que pueda catalizarse y

descomponerse para producir la propulsién en forma de evaporacion, ver figura [2]

(a) (b) (c) (d)

“ 2 r’*f\ \f:l;\

Figura 2: Trayectorias en dos dimensiones de particulas Brownianas activas con diferentes
velocidades (pm/s). (a) v =10, (b) v =1, (¢) v =2y (d) v = 3 durante 10s @

104m

Otros avances importantes se realizan en el estudio del movimiento colectivo de particulas,
ya sea con nadadores biol6gicos o artificiales, ver figura [3] . Para ilustrarlo, investigaciones
recientes han empleado cadenas de particulas coloidales que presentan oscilaciones debido a
fuerzas difusioforéticas que compensan las interacciones coloidales, de este modo, al anclar las
particulas en un extremo se rompe la simetraa cabeza-cola y la oscilacién se transforma en un
patrén de onda viajera, por lo que la cadena se comporta como un cilio en movimiento, el cual
consta de movimiento de batido y autopropulsién que estdn presentes en diversidad de modelos
fuera de equilibrio, logrando recrear artificialmente el movimiento caracteristico de la materia

activa }

@ Artificial Swimmers

’ Janus rods
Janus spheres AM
- .

< ) e ‘.i"l'

Mchim] particles ; Sperlnatozga
vesicles \ :
E. coli

Figura 3: Tipos de nadadores: biolégicos y artificales \|




CAPITULO 0 INTRODUCCION
0.2. MATERIA ACTIVA EXPERIMENTAL

Mas atn, recientemente se ha experimentado con nadadores bioldgicos, un ejemplo, es el
movimiento colectivo de Escherichia coli dentro de una gota esférica en una emulsién de agua
en aceite, creando una gota propulsada por bacterias. Se mostré que el movimiento de la gota
es el de un caminante aleatorio que persiste por unas cuantas décimas de segundo, de igual
manera, encontraron que propiedades del sistema, tales como el tiempo de persistencia, velocidad
media y coeficiente de difusién de la gota son proporcionales a la concentracién bacteriana
empleada independientemente del tamano de la gota. Los resultados muestran que los organismos
microscépicos pueden transferir energia mecanica util a su entorno de confinamiento, abriendo

el camino al ensamblaje de motores mesoscopicos compuestos por micronadadores |11].




CAPITULO 0 INTRODUCCION
0.3. MATERIA ACTIVA COMPUTACIONAL

0.3. Materia Activa Computacional

Finalmente, podemos analizar el movimiento de particulas activas Brownianas empleando
diferentes tipos de lenguaje de programacién como lo son Python™, MATLAB®), C, entre otros.
Estos lenguajes poseen librerias que nos permiten recrear el movimiento de particulas activas
Brownianas o agentes bioldgicos. En este trabajo nos enfocaremos en el uso de Matlab debido a
su versatilidad y cardcter multiplataforma. Muchas de sus librerias facilitan trabajar con objetos,
datos, funciones y graficas, en especial con nimeros aleatorios que son de nuestro especial interés
para recrear los llamados Procesos Estocdsticos, donde el Movimiento Browniano entra en dicha
categoria, ademas, el método de ecuaciones en diferencias finitas tiene una preferencia sobre otros
métodos, debido a la discretizacién de las ecuaciones de movimiento que resultan ser facilmente
programables [12]. La facilidad en la sintaxis de este lenguaje, nos auxilia en la caracterizacién
de propiedades como lo son, promedios, varianzas, etc. Ya que, no solamente estd presente la
aleatoriedad tipica de un proceso estocastico, también entran en juego muchos efectos de la fisica
que deben verse reflejados en el tratamiento computacional, por ejemplo, el hecho de que estamos
sujetos en un campo gravitacional y por ende, esperamos de manera intuitiva que sea reflejado
en una simulaciéon numérica o los efectos de una particula inmersa en algin solvente donde se
generan campos de velocidad para un fluido circundante como suele ocurrir para la materia activa
en su entorno natural, incluso el estudio de coloides en trampas épticas puede ser recreado de
manera exitosa [13].

Por todo ello, se considera que las herramientas computacionales son de gran auxilio, gracias
a su empleo en el manejo de gran cantidad de datos obtenemos una perspectiva diferente del
problema, desde graficas para analizar desplazamientos, velocidades y, en general, el movimiento,
hasta la elaboracién de animaciones que simulan el movimiento de particulas reales activas en

condiciones de laboratorio [14], o en entornos complejos [9).




CAPITULO 0 INTRODUCCION
0.3. MATERIA ACTIVA COMPUTACIONAL

En el capitulo 1 hablaremos sobre la parte histérica de nuestros modelos, los fundamentos en
los cuales se basan los desarrollos, asi como los recientes avances en investigaciones de areas
interdisciplinarias de forma experimental y la importancia de la simulacién computacional.
Tambien discutiremos sobre la fisica involucrada en el andlisis de la materia activa, es decir,
todos los conceptos que nos permitiran el estudio de diferentes regiones, las teorias bases en las
cuales son vélidas diferentes aproximaciones. El comportamiento del solvente, su composicién y
consideraciones acerca de las particulas seran abordados.

En el capitulo 2 trabajaremos con el enfoque de Langevin para encontrar la ecuacion en diferencias
finitas que se aplicard en la simulacién computacional, se explica la importancia del ruido blanco
en las simulaciones de movimiento Browniano, esencialmente en la discretizacion de las ecuaciones
de movimiento. La parte rotacional serd tratada por separado usando este mismo enfoque de
manera tedrica.

En el capitulo 3 usamos el enfoque de Smoluchowski para encontrar la ecuacion del
desplazamiento cuadratico medio combinado de un micronadador esférico, es decir, la parte
rotacional y traslacional en una misma ecuacién que describe todo el movimiento en la region
difusiva para la cudl se realizan diversas aproximaciones.

En el capitulo 4 se presentan todos los resultados y graficas obtenidas a partir de los modelos
planteados, donde los valores utilizados en las simulaciones son resultados experimentales citados
y que pueden ser consultados en la bibliograffa. Para terminar, se mencionan las conclusiones

donde se establece el cumplimiento de los objetivos.




Capitulo 1

Escalas de tiempo en los sistemas

coloidales

1.1. Fisica del Solvente

El movimiento Browniano en un liquido es un proceso dual: el movimiento térmico de coloides
en cualquier direccion se debe a la incompresibilidad del liquido acompanado de un flujo que se
opone al movimiento de estos, es decir, el fluido se opone a cambiar su masa y volumen en una
regién determinada. Cuando se agita un liquido, las capas de fluido se deslizan unas a otras, lo
cual causa una disipacién de energia que se manifiesta como la viscosidad del liquido, cuanto
mayor sea la viscosidad mayor serd la energia en forma de trabajo que debe invertirse para
mantener el movimiento del liquido.

Cuando un coloide se desplaza en un fluido, una consecuencia es la aparicion de fuerzas de presién
porque el liquido tiene que ser empujado fuera del camino, otro efecto es la induccién de los flujos
de corte, ya que, el liquido se pega en cierta medida a la superficie del objeto, dando lugar a
fuerzas tangenciales de corte. El calcular la fuerza hidrodinamica total que el fluido ejerce sobre
un objeto en movimiento involucra la magnitud de una fuerza externa que tiene que ser ejercida
sobre el objeto para mantener su velocidad constante, a partir de estas fuerzas se define el factor
de friccion que en general depende de la geometria del objeto.

Estos efectos conocidos son vistos macroscopicamente y entendidos mediante la Mecdnica de
fluidos, sin embargo, podriamos preguntarnos que sucede a escala microscopica, para ello
asumiremos la validez de la Teoria cinética con sus postulados aplicables al Movimiento

Browniano.



CAPITULO 1 ESCALAS DE TIEMPO EN LOS SISTEMAS COLOIDALES
1.2. POSTULADOS DE LA TEORIA CINETICA

1.2. Postulados de la Teoria Cinética

1. Movimiento Aleatorio: Las particulas se encuentran en un estado de movimiento
aleatorio perpetuo moviéndose erraticamente, cuya energia depende solo de la temperatura.
Este movimiento no tiene una oritacién preferencial en promedio, en consecuencia, todas
sus propiedades estadisticas son las mismas para todas las direcciones, ademas, los gases
y las soluciones son homogéneos en escalas macroscopicas de longitud, es decir, escalas de
longitud mucho mas grandes comparadas con el tamano del radio de las moléculas que los
constituyen.

2. Interacciones despreaciables: Se asume que las particulas son mutuamente
independientes, dicho de otro modo, son particulas ideales. El hecho de que sean
mutuamente independientes se ve reflejado en su energia potencial, ya que, serd igual a
cero y las unicas interacciones posibles entre particulas son colisiones elasticas, lo cual
significa que no se disipa energia cinética entre particulas brownianas.

3. Fracciones de volumen bajas: Las particulas tienen un volumen finito, mientras que
las moléculas del solvente son lo suficientemente pequenas para despreciar su volumen. Las

fracciones de volumen ¢ se definen como:
N
¢=3Vo=r" (L.1)

Donde N es el nimero de particulas presentes en el volumen V' de nuestro sistema, V), es

el volumen de la particula coloidal y p corresponde a la densidad de nimero.




CAPITULO 1 ESCALAS DE TIEMPO EN LOS SISTEMAS COLOIDALES
1.3. MICRONADADORES

1.3. Micronadadores

Las particulas autopropulsadas toman energia de su entorno y la convierten en movimiento
dirigido resultado de una superposicion de fluctuaciones aleatorias y natacién activa en un entorno
liquido. Al estar inmersas en un fluido, las particulas activas estan sometidas a una fuerza viscosa
en direccion opuesta a su velocidad y al ruido térmico que generan las moléculas de fluido.

Por otra parte, tenemos a las particulas Janus mencionadas anteriormente, cuyo tamano abarca
radios de aproximadamente 0.1, 5, 100 y 10* nanometros, respectivamente |1]. Su superficie se
recubre parcialmente con un catalizador que conduce a reacciones electroquimicas no isétropas
y, por tanto, genera un movimiento dirigido. La mayoria de los estudios se han concentrado
en el comportamiento de los micronadadores en condiciones homogéneas de entorno, donde
normalmente se observa desde un movimiento balistico en tiempos cortos hasta una difusién
mejorada en tiempos largos, esto ultimo debido a cambios aleatorios en la direccién de nado.
Sin embargo, las particulas autopropulsadas a menudo se mueven con patrones determinados en
sus entornos, por ejemplo, dentro del tracto intestinal que proporciona el habitat natural del E.
coli o durante biorremediacién donde las bacterias quimiotacticas se propagan a través de suelos
porosos contaminados. De manera similar los micronadadores artificiales también deben realizar
de forma confiable sus tareas en complejos alrededores dentro de dispositivos de laboratorio u
organismos vivos. Como primer paso hacia condiciones mas realistas se estudia el comportamiento
de particulas Janus en entornos con patrones donde los encuentros frecuentes con obstdculos se

vuelven importantes.




CAPITULO 1 ESCALAS DE TIEMPO EN LOS SISTEMAS COLOIDALES
1.4. ESCALAS DE TIEMPO

1.4. Escalas de tiempo

Las escalas de tiempo son una parte fundamental en nuestro desarrollo, en la teoria nos permite
realizar aproximaciones en modelos matematicos para describir de manera més precisa muchos
de los fenémenos fisicos de nuestro interés y en la experimentacién son indispensables para
promediar las observables de nuestro sistema para calcular cantidades importantes.

Ahora bien, surge una diferencia respecto a las escalas de tiempo: las moléculas del solvente
visualizan una particula coloidal como un objeto extremadamente lento, mientras que el coloide
experimenta un constante bombardeo de moléculas que chocan contra él a una frecuencia muy
alta. En general existen variedad de escalas de tiempo, no obstante, podemos agruparlas en 2
categorias: una que se relaciona con la masa de los coloides y otra que comprende tiempos de
difusion donde los coloides pierden memoria de su propia masa, es decir, hacemos la distincién
entre movimiento balistico y movimiento Browniano.

Un aspecto en particular es la validez que otorga a ciertos modelos tedricos, en la Ecuacién
de Langevin para fuerzas aleatorias solo es valida en escalas de tiempo que son mucho mas
grandes a las escalas de tiempo del solvente 7g, mientras que la escala mas pequena en donde
siguen siendo validas las asunciones de la Tedérica Cinética se denomina Fscala de Fokker-Planck
Trp. La escala de tiempo del solvente es del mismo orden que el tiempo de relajacién para las
coordenadas de posicién del solvente que es de aproximadamente 10~'4s, sin embargo las escalas
de tiempo relevantes para la descripcién de Langevin es de al menos 10™%s. De aqui podemos
establecer el siguiente rango de escalas de tiempo, donde 7p es la escala de tiempo difusiva y

m/v es el tiempo de relajacién de momento lineal.
m
Ts << Tpp << 5 << Tp (1.2)

Dicho de otro modo, el rango de tiempo en los cuales realizaremos nuestro andlisis tedrico y
computacional debe ser méas grande que la escala de tiempo del solvente y de Fokker Planck para
que tenga concordancia con la experimentacién al mismo tiempo que se cumplen los postulados
de la teoria cinética y debe ser menor a la escala de tiempo difusiva donde el sistema llega
al equilibrio, resultando en movimiento puramente aleatorio. A continuacién mencionaremos

algunas de las escalas de tiempo maés importantes.
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CAPITULO 1 ESCALAS DE TIEMPO EN LOS SISTEMAS COLOIDALES
1.4. ESCALAS DE TIEMPO

1.4.1. Tiempo de relajacién de momento 7y,

Consideremos una particula coloidal con estado inicial vy, 130 = mup en t = 0. Queremos saber
el tiempo 7 r que le toma a la esfera perder todo su momento inicial debido a la viscocidad del
solvente y a la disipacién de su energia con el mismo.

Si el solvente es un continuo, de acuerdo a la Ley de Stokes la fuerza de viscocidad de la esfera

es yU(t), donde ~ es el factor de friccién de Stokes. Por segunda Ley de Newton

- dP(t)  di(t)
F= a

por ende

ﬁNeta - _’Yt'l_)'(t) (14)

debido a que conocemos una expresion para la fuerza, podemos encontrar la siguiente ecuacién

diferencial

= —(t) (1.5)
La cudl es facilmente integrable y cuya solucién es

t t
o(t) = toexp {—%} = Upexp {—} (1.6)
m TMR

En esta parte definimos la escala de tiempo para la relajacion del momento como

TMR — (17)

m
Ve
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CAPITULO 1 ESCALAS DE TIEMPO EN LOS SISTEMAS COLOIDALES
1.4. ESCALAS DE TIEMPO

1.4.2. Tiempo de relajacion de momento angular 745

Supongamos que nuestra esfera coloidal rota con una velocidad angular Qo en t = 0. Nos
preguntamos por el tiempo 74r que le toma a la esfera disipar todo su momento angular debido
a la viscocidad y friccion del solvente. Nuevamente utilizamos la Segunda Ley de Newton para
el caso rotacional .

() (L8)
donde 7, es la fricciéon rotacional, J = IS} es el momento angular, I el momento de inercia de

una esfera. Es evidente que la forma de la Ec.(1.8)) es andloga a la Ec.(1.5), en este sentido su

solucién sera

Q(t) = Qoexp [_’y}t} = Qoexp {—t} (1.9)
TAR

Donde definimos a

TAR = — (1.10)

T

1.4.3. Tiempo de relajacion rotacional 75

Cuando una esfera coloidal ha realizado varios pasos angulares intercambiado momento angular
con el solvente, entra en el régimen difusivo ¢ >> 74p. Al iniciar su movimiento los
desplazamientos angulares netos son despreciables, para que éstos sean apreciables debemos
esperar determinado tiempo

1 nR?

= — r~ — 1.11
™=y X g (L11)
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Capitulo 2

Formalismo de Langevin para particulas

activas y no activas

2.1. La ecuacién de Langevin

La teoria de Einstein y Smoluchowski solo es aplicable al movimiento Browniano a tiempos largos,
recordemos que el desplazamiento cuadratico medio para tiempos mas largos que la relajacién

de momento 7p;r viene dado por
W(t) =6D (t>>TyRr) (2.1)

En contraste con la teoria de difusion para tiempos menores a la relajacién del momento, donde

se encuentra una relacion del tipo

W (t) ~ t* (2.2)

esto significa que se pierden algunos grados de libertad al contabilizar el movimiento a tiempos
cortos.
Este vacio se llena con la Ecuacién de Langevin. Para obtenerla partimos de la ecuacién

determinista macroscépica (fenomenolégica)

dv L
cuyas interacciones son del tipo
F(f) = —VU(7) (2.4)
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CAPITULO 2 FORMALISMO DE LANGEVIN PARA PARTICULAS ACTIVAS
Y NO ACTIVAS
2.1. LA ECUACION DE LANGEVIN

Donde U(7) es el potencial de interaccion.
La ecuaciéon de Langevin se obtiene reemplazando la velocidad 1% por la ¢ de una particula
Browniana, que es fluctuante y agregando al lado derecho de la Ec.(2.3) un término fluctuante

fr(t), lamada fuerza aleatoria tenemos

—

m % = 1+ F(@) + falt) (2.5)

La fuerza fluctuante se debe a las colisiones de las moléculas del fluido circundante con la particula
Browniana que no estdn incorporadas en la fuerza de friccién —~,7.

Dado que la particula es mucho més pesada que la molécula del fluido, suponemos que la fuerza
aleatoria varia rapidamente e irregularmente en la escala de tiempos de la velocidad y se puede
construir como una suma de muchas contribuciones de las moléculas del fluido circundante en
diferentes momentos, cada una de las cuales no estéd correlacionada con otras escalas de tiempo.
El Teorema del Limite Central dice que las fuerzas aleatorias se distribuyen en forma Gaussiana

descrita tinicamente por los dos primeros momentos

< fr(t)>=0 (2.6)

< fr®)fr(t') >= (2yKpT)d(t —t') (2.7)
En muchas situaciones tratamos con el comportamiento de un movimiento Browniano con
tiempos mucho més grandes que el tiempo de relajacién de momento, donde la velocidad o
la inercia de la particula se vuelven irrelevantes. Por ejemplo en el movimiento de coloides,
macromoléculas, biomoléculas e incluso el ADN donde 1),z es mucho menor que la escala de
tiempos relevantes de los movimientos. Cuando tratamos dichos casos hablamos de la Ec. de
Langevin Subamortiguada. De la Ec. podemos identificar algunos casos:

Para tiempos largos en la escala difusiva adopta la forma

dr(t - >
30— )+t (28)
Para particulas en ausencia de campos
dr(t -
w00 fn (29)

dt
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CAPITULO 2 FORMALISMO DE LANGEVIN PARA PARTICULAS ACTIVAS
) Y NO ACTIVAS
2.2. SIMULACION DEL RUIDO BLANCO

2.2. Simulacion del Ruido Blanco
Ahora bien la Ecuacién de Langevin (Ecj2.5)), puede modelarse con ruido blanco L(t) para la
parte aleatoria del sistema. Dicho ruido debe obedecer las siguientes condiciones:

= Su promedio es cero

< L(t)>=0 (2.10)
= Para cualquier valor de ¢, se tiene que
<Lt)*>=1 (2.11)
= L(t1) es independiente de L(t3) para cada t; # to
Para tratar L(t) mediante el método de diferencias finitas, consideraremos la ecuacién

i(t) = L(t) (2.12)

que corresponde al caso mas simple de la ecuacién de difusién libre, cuya solucién es llamada
Caminata Aleatoria. La discretizacion de esta solucién se logra imponiendo el cumplimiento de
las propiedades mencionadas anteriormente por parte de los niimeros aleatorios. Dada la solucién

discreta L;:

<L;>=0 (2.13)
< (LiAt)? >
— =1 (2.14)

es decir, imponemos que tenga una varianza de 1/At para asegurar que la solucién converja
fuertemente [13], donde At es el tamafio del intervalo de tiempo . En este sentido es conveniente,

reescalar el término L; de la siguiente manera con un generador de ntimeros aleatorios I;

I
Li =
VAL

(2.15)

Ahora que tenemos funciones discretizadas, podemos igualar las ecuaciones (2.12) y ([2.15))

Mo:;iff:uw: (2.16)
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CAPITULO 2 FORMALISMO DE LANGEVIN PARA PARTICULAS ACTIVAS
, Y NO ACTIVAS
2.2. SIMULACION DEL RUIDO BLANCO

despejando para xz; obtendremos la ecuacién en diferencias finitas para trayectorias de difusién
libre
T =xi—1 + LVAL (217)

Siguiendo con esta idea podemos generalizar al caminante aleatorio para dos y tres dimensiones,

donde cada movimiento a lo largo del eje y y z, viene dado por

Yi = Yi-1 + VAL (2.18)
zi = zi—1 + VAL (219)

Nuestro caminante aleatorio tiene una serie de posibilidades limitadas para cada eje, es decir
puede moverse con pasos enteros en el rango [-1,1] a lo largo de sus 3 direcciones. En el caso 2D
corresponderia a las posibilidades [1,0],[-1,0] para indicar un paso ya sea a la derecha o izquierda
a lo largo del eje z, y [0,1],[0,-1] para indicar un paso arriba o hacia abajo a lo largo del eje y.
Finalmente en el caso tridimensional, las posibilidades de movimiento para nuestro caminante
aleatorio se reduce a 6 posibilidades; a lo largo del eje = [1,0,0], [-1,0,0], a lo largo del eje y
[0,1,0],[0,-1,0], y a lo largo del eje 2z [0,0,1],[0,0,-1]. De este modo, podemos recrear el movimiento

aleatorio de una particula en la dimensién que sea de nuestro interés tal como se muestra en las
figuras @1),22) v £3)

Caminata Aleatoria

01 -
0.0 1
[ =
=1
5 01
o .
&
-0.2
-0.3
T T T T T T
0 1 2 3 4 5
Tiempo t le6

Figura 2.1: Simulacién caminata aleatoria para N=1000 pasos
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CAPITULO 2 FORMALISMO DE LANGEVIN PARA PARTICULAS ACTIVAS
Y NO ACTIVAS

2.2. SIMULACION DEL RUIDO BLANCO

Desplazamientos en 2D

—a— Tayectoria
..... @ Fosicion inicial
Posicion final

Pasos en y

Pasos en x

Figura 2.2: Simulacién de una caminata aleatoria en dos dimensiones. Se ha graficado el
desplazamiento a lo largo de los dos ejes para recrear el caminante aleatorio wvisto desde arriba,
en este caso, se ha indicado solamente la posicién inicial y final sin detallar el sentido de la
trayectoria. Consulte

® Tayectoria

Desplazamientos en 3D

Posicion inicial

. Posicion final

Figura 2.3: Simulaciéon de una caminata aleatoria en tres dimensiones. La trayectoria va
cambiando la degradacion de colores del més oscuro al més claro, para indicar el punto de
partida hasta el punto final
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CAPITULO 2 FORMALISMO DE LANGEVIN PARA PARTICULAS ACTIVAS
Y NO ACTIVAS
2.3. MOVIMIENTO PASIVO

2.3. Movimiento Pasivo

En el caso de los organismos vivos el mecanismo de autopropulsiéon a menudo implica una
deformacion, por simplicidad este aspecto no se tendra en cuenta para la simulacién numérica.
Los modelos numéricos pueden describir el movimiento de particulas pasivas esféricas usando las
ecuaciones de Langevin y simularse usando ecuaciones en diferencias finitas.

Supongamos que tenemos una particula microscépica esférica flotando en una gota de solucién
liquida depositada en un portaobjetos. La masa de la particula es del orden de 10~* kg. Si lo
observamos con un microscopio, veremos que la particula se mueve erraticamente flotando sobre
la superficie plana de vidrio del portaobjetos. Si seguimos la particula, registrando su posicién
en momentos separados regularmente por un intervalo de tiempo fijo dt, encontraremos que su
movimiento de traslacién es puramente difusivo, con traslacion y difusién constante para cada

una de las dos direcciones principales. El coeficiente de difusion traslacional D; se define como

kT
Ve

0 _
Dy = (2.20)
En el caso de particulas esféricas podemos medir su orientaciéon y encontraremos al igual que
en el movimiento traslacional, una tendencia de movimiento erratico teniendo particulas que se

orientan aleatoriamente. Donde el coeficiente de difusién orientacional viene dada por

kT
Tr

DY (2.21)
La causa de este movimiento errdtico de rotacién y traslacion son las interraciones entre las
particulas coloidales suspendidas y las moléculas del fluido, las cuales son afectadas por la
temperatura, ademas en el equilibrio presentan una funcién de distribucién de velocidades igual
a la distrubucion de Maxwell. Debido a estas colisiones los coloides experimentan una fuerza y
una torca que perturba su movimiendo, lo que conocemos como ruido térmico.

El movimiento de traslacién puede describirse mediante la ecuacién de Langevin

ma = —y, 5+ Fuy (2.22)
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CAPITULO 2 FORMALISMO DE LANGEVIN PARA PARTICULAS ACTIVAS
Y NO ACTIVAS
2.3. MOVIMIENTO PASIVO

Donde el primer término hace referencia a la fuerza de friccién debida a la viscosidad del fluido y
el segundo es la fuerza térmica estocéstica, la cual tiene promedio cero y varianza 2kpT; |7]. Ya
que la masa de la particula es muy pequena podemos despreciar la inercia, de hecho el tiempo de
relajacién Ty r nos dice el intervalo de tiempo necesario para que esto suceda. Para particulas de
silica con 2um de diametro, 7p;g = 0,1us. Esto quiere decir que en algun instante el movimiento

serd con velocidad constante, asi
Y0 =Fy (At >> 7Targ) (2.23)
Por otra parte la Ec. de Langevin puede escribirse como
di = /2D%dL (2.24)

donde dL es el diferencial de un proceso de Wiener correspondiente a la parte aleatoria del
sistema.

De acuerdo al método de Ecuaciones en Diferencias Finitas, la solucién continua dependiente
del tiempo z(t) de una ecuacién diferencial ordinaria puede aproximarse mediante una secuencia
discreta dependiente del tiempo z;, la cual es la solucién de la correspondiente ecuaciéon en

diferencias finitas evaluada en pasos de tiempo iguales, que tienen la forma
t; = iAt (2.25)

Si At es suficientemente pequenio, podemos aproximar x; & x(t;). De este modo la velocidad (t)
se define como

. Ti— Tie Az

La Ec.(2.24) puede reescribirse explicitamente para cada una de sus componentes cartesianas

COmo:
dz = \/2DYdL, (2.27)
dy = \/2D%dL, (2.28)
dz = \/2D%L. (2.29)
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CAPITULO 2 FORMALISMO DE LANGEVIN PARA PARTICULAS ACTIVAS
Y NO ACTIVAS
2.3. MOVIMIENTO PASIVO

Cuyos valores discretizados son:

Az = \/2DYAtl, (2.30)
Ay = \/2DVALL, (2.31)
Az = \/2DYALL, (2.32)

Recordando que Ax = z; —x;_1, de manera andloga para Ay y Az encontraremos las ecuaciones

que describen el movimiento pasivo de una particula Browniana aplicindolo a cada componente:

T; = Tij—1 + QD?Atlx (233)
Yi = yi—1 + \/2DJ Atl,, (2.34)

Adicionalmente para ecuaciones de segundo orden puede encontrarse facilmente la aceleracién

discretizada

. Ty — Ti_1 Ti—1 — Ti—2 Ti —2wi_1 + T2
(t) = (( A ) ! AL )> /At = (At)j (2.36)

Hasta este punto solo hemos analizado el movimiento puramente Browniano. Uno podria
preguntarse que sucede si tomamos en cuenta otro tipo de fuerzas en la Ec. de Langevin,
retomando la Ec.(2.5)) solamente despreciaremos las fuerzas debidas a campos externos, es decir

F (7) = 0. La ecuacién se reescribe de la siguiente forma
mi(t) = =y (t) + fr(t) (2.37)

Utilizando las expresiones para &, & y desarrollando el algebra correspondiente se obtiene la

Ecuacién de Movimiento Balistico (Ver Apéndice :

2 At 1 V2KpT
= 2Ewdtm Tig+ — B (A3, (2.38)
1+ v At/m 1+ v At/m m(1l 4+ v At/m)
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CAPITULO 2 FORMALISMO DE LANGEVIN PARA PARTICULAS ACTIVAS
Y NO ACTIVAS
2.3. MOVIMIENTO PASIVO

En el caso de una particula esférica, el coeficiente de friccion traslacional viene dado por

v = 6w Rn (2.39)

Uno de los resultados de nuestra simulacion es la obtencién de graficas de movimiento para
particulas brownianas, podemos ver incluso la similitud que tienen con las formas de una gota
de tinta difundiéndose gracias a efectos de gravedad, aun que en nuestro caso, dicho efecto ha

sido despreciado, ver Figura [2.4

Movimiento Browniano en Escala Difusiva

Trayectoria Browniana

%107 Posicion inicial
Posicion final

0 x107
y(t) -5 x(t)

Figura 2.4: Simulacién de Movimiento Difusivo para una particula Browniana esférica situada
en el origen, inmersa en agua con N = 10000, At = 0,1, R = 100nm,T = 298K ,n = 0,89¢P).

Consulte
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CAPITULO 2 FORMALISMO DE LANGEVIN PARA PARTICULAS ACTIVAS

Y NO ACTIVAS
2.3. MOVIMIENTO PASIVO

Incluso podriamos generalizar nuestro cédigo para mas de una particula Browniana, en general el

movimiento tiene un comportamiento divergente alejandose de su centro hasta llegar al equilibrio,

tal como se muestra en la Figura [2.5]

10 Movimiento Browniano en Escala Difusiva
6 ~ Trayectorias Brownianas
Particula 1
Particula 2
5 Particula 3
Particula 4
4 Particula 5

%1078

Figura 2.5: Simulacién de Movimiento Difusivo para P = 5 particulas Brownianas esféricas

situadas en el origen, inmersas en agua con N = 10000, At = 0,1, R = 100nm, T = 298K ,n =
0,89¢P). Consultar
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CAPITULO 2 FORMALISMO DE LANGEVIN PARA PARTICULAS ACTIVAS
Y NO ACTIVAS
2.4. MOVIMIENTO ROTACIONAL

2.4. Movimiento Rotacional

Si consideramos una marca sobre la superficie de una esfera unitaria, podemos estudiar la difusiéon
de la misma. Ya que el vector 4(t) denota la posicién de la orientacién coincidiente con la marca
supuesta anteriormente, dicha orientacion es respecto al eje z. El desplazamiento angular de la
marca al tiempo ¢ es definido por 4(t) — g, donde 4g es la posicién de la marca en ¢ = 0 El

desplazamiento cuadrdtico medio angular MSAD (por sus siglas en inglés), estd dado por

< (a(t) — G9)? >=< 1 - g > + < a(t) - a(t) > =2 < a(t) - 4o > (2.40)

pero al tratarse de vectores unitarios, las dos primeras contribuciones del lado derecho de la

ecuacién son iguales a 1, asi

< (a(t) — 09)* >=2 —2 < cosf > (2.41)

Realizando los célculos necesarios (Ver apéndice ) se llega a la siguiente ecuacion de difusion
rotacional

< (a(t) — Gg)* >= 2 — 2exp|[—t/Trr] = 2(1 — exp[—t/TrR]) (2.42)

Que llamaremos decaimiento orientacional debido a la exponencial elevado a una potencia

negativa.
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CAPITULO 2 FORMALISMO DE LANGEVIN PARA PARTICULAS ACTIVAS
Y NO ACTIVAS
2.5. MOVIMIENTO ACTIVO

2.5. Movimiento Activo

Para una particula con velocidad inicial ¢ con orientacién ¢(t), que experimenta ademds una
velocidad angular 2, debido a una torca actuando sobre la particula, las ecuaciones de movimiento

en dos dimensiones son:

%x(t) =wvcos (t) +1/2D?1, (2.43)
%y(t) = vsin@(t) + /2D?1, (2.44)
%qb(t) —Q+ /2D, (2.45)

Usando el mismo razonamiento para la discretizacion de las ecuaciones de movimiento utilizado

en el movimiento pasivo, tenemos:

d Tj — Tj—1
—x(t) = 2.4
a0 Az (2.46)
d Yi — Yi—1
—y(t) = =—— 2.47
Syt = 12 (2.47)
d Gi — Pi1
—p(t) = ———— 2.48
Son) = 2= (2.49)
L=l (2.49)
VAL '
Entonces las ecuaciones de movimiento para una particula activa resultan en:
bi = pi_1 + QAL + \/2DOAtL, (2.50)

T =21 +vcosdi_1 At + /2D Atl, (2.51)
Yi = Yi—1 +vsing; 1At + 4/ 2D?Atly (252)
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Capitulo 3

Formalismo de Smoluchowski

3.1. Funcion de densidad de probabilidad

La posicién de una particula esférica en el espacio puede expresarse en coordenadas cartesianas
mediante el vector

F=xi4yj + zk (3.1)

que corresponde a su movimiento de traslaciéon dado por el vector de posiciéon que va desde el
origen de nuestro sistema de referencia hasta el centro de la particula esférica, cabe recalcar
que tambien pueden experimentar movimiento de rotacién. En este caso hablamos de un vector
de orientacién que va desde el origen de la particula esférica browniana hasta un punto sobre
la superficie de la esfera unitaria, que puede expresarse en coordenadas esféricas debido a la

simetria de la particula, el vector unitario correspondiente viene dado por
@ = sin 6 cos ¢i + sin 0 sin ¢ + cos Ok (3.2)

Ademaés, podemos representar el desplazamiento sobre la superficie de la esfera unitaria mediante
la diferencia de vectores unitarios

div=1—1 (3.3)

el vector primado indica la posicion final del eje de rotacion de nuestra particula.
Deseamos conocer la probabilidad de encontrar a la particula en un estado con posicién 7y

orientacién 4, es decir, calcular P(7,,t)drda, donde 7 € (7,7 + dF) y 4 € (4,4 + da), cuyas
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CAPITULO 3 FORMALISMO DE SMOLUCHOWSKI
3.1. FUNCION DE DENSIDAD DE PROBABILIDAD

magnitudes de los vectores diferenciales estan dadas por
|dF] = dadydz (3.4)

|dit| = sin 6dOd¢ (3.5)

En general, debe cumplirse la condicién de normalizacién para la probabilidad de encontrar a la
particula en un estado dado

/ dFdiP(F, o, 1) = 1 (3.6)
Deseamos conocer las funciones de densidad de probabilidad, tambien conocidas como funciones
fase f = f(F,a) = f(X), al igual que cantidades promedio

<f >:/dfdaf(r,a)P(f,a,t)/dX’f(X')P(X,t) (3.7)

Dichas funciones fase pueden ser funciones escalares o campos vectoriales y son la contraparte
microscépica de las variables macroscépicas con la condicién de que son termicamente fluctuantes,

esto es, se tratan de variables estocasticas
X = X(7a) (3.8)

Es conveniente mencionar que podemos conocer el estado inicial de la particula en un tiempo

dado, lo cual nos permite trabajar con probabilidades conjuntas
P(7o, @0, 71, i to, 11 )dFoditgdiydivy = P(Xo,to, X1, 11)dXod X, (3.9)

y probabilidades condicionales

P(iatv)_('()ato)d)_(’

P(X,t| X, t0)dX = .
P(Xo,t0)

(3.10)
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CAPITULO 3 FORMALISMO DE SMOLUCHOWSKI
3.2. ECUACION DE CONTINUIDAD

3.2. FEcuacion de Continuidad

La ecuaciéon de continuidad es una ecuacidon exacta de movimiento para la densidad de

probabilidad P(7,t) en términos de un flujo de probabilidad [5|. Para una particula coloidal

podemos analizar dos casos debido a su movimiento traslacional y rotacional.

Consideremos el “ntimero de puntos” en un volumen arbitrario V' del espacio, los cuales
)

presentan una orientacién diferente, por tanto, el nimero total de puntos con sus respectivas

orientaciones se expresa como

N(t):/dX’P()Z’,t):/VdF/AdaP(f;a,t) (3.11)

En donde A es una regién de la superficie de nuestra particula coloidal. Entonces la tasa de

cambio de estos puntos a lo largo del tiempo es

‘ﬂz;ft) /dX P(X 1) /dr/du— P(7,4,t) (3.12)

3.2.1. Ecuacion de continuidad traslacional

Para el caso traslacional esta tasa de cambio puede determinarse mediante un flujo de particulas
que entra y sale a través de la frontera OV de nuestro volumen V. Para cuantificar el flujo de
entrada y salida, definimos dicho flujo como el vector 3(77, t) cuya magnitud es igual al nimero
total de puntos por unidad de area por unidad de tiempo, el cudl es perpendicular a la direccién
de fy cuya direccién es a lo largo de la velocidad térmica local promedio de las particulas .
Definimos el flujo a través de la frontera identificando los casos donde la particula sale o entra

del sistema, respectivamente

.dS >0

<y

.dS <0

<y

(3.13)

27



CAPITULO 3 FORMALISMO DE SMOLUCHOWSKI
3.2. ECUACION DE CONTINUIDAD

Por definicion el flujo j'(f', t) es el vector cuya magnitud es igual al nimero de puntos que pasan

por unidad de superficie y por unidad de tiempo

(7, t) = U(F, t) P(7t) (3.14)

La componente del flujo paralela a un elemento de superficie sobre la frontera de nuestro volumen
no cambia el numero de puntos dentro de V. Solo la componente perpendicular nos da un
flujo de entrada y salida. Si 7 es el vector unitario perpendicular a la frontera, la componente
perpendicular a lo largo de la misma sera ; fi. Este es el ntmero de puntos que entran o salen
de nuestro volumen V por unidad de tiempo y por unidad de drea (localmente). Tomando en

cuenta las contribuciones locales de superficie dS resulta que

i f[g , dSn(F) - j(7,1) (3.15)

Si utilizamos el Teorema Integral de Gauss en la Ec.(3.15]), obtenemos

/V df[aatP(F, D4V t)} —0 (3.16)

es decir, que para cualquier volumen arbitrario se cumple la igualdad

%P(ﬁ t)=—V-j(Ft) = =V - G(F,t)P(Ft) (3.17)

de este modo, la Ec.(3.12)) en el caso traslacional (que denotaremos con T'r) se transforma en

ngi;(t) __ /V a7 /A iy - [5(7, ) P(7 )] (3.18)
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3.2.2. Ecuacién de continuidad orientacional

Similarmente al caso traslacional, nos interesa encontrar la expresion para el cambio en el nimero
de puntos que entran o salen de una superficie A a través de su frontera cerrada 0A. Si dl es
una longitud infinitesimal de longitud de arco de nuestra curva dA, denotamos como # al vector
unitario tangencial a A apuntando en sentido antihorario.
Anélogamente al caso traslacional, debido a la definicién dada por la Ec. establecemos la
siguiente relacion

ot

j= —tP(ﬁ G, t) (3.19)

Sin embargo, la componente del flujo que presenta cambios en el nimero de puntos entrando
o saliendo de A es la componente perpendicular a ¢ y localmente paralela al vector unitario de
superficie. La direccién de tal vector unitario es igual a @ x ¢. De este modo el nimero total de

puntos pasando a través de A por unidad de tiempo es

d]\;“;(t) _ /V dF ]i difi x i) [P(F i 1) (3.20)

usando las identidades vectoriales del Apéndice B, resulta que

dNA(t)__/ 4% = L. 00
e Vdr aAdl P(7, 4, t)a x 5 (3.21)

utilizando el Teorema Integral de Stokes, tenemos

at) _ _/VdF/A div - {vﬁ x <P(F,ﬂ,t)a x ‘2?)] (3.22)

donde

i (3.23)
Finalmente usando la identidad (colocar referencia), encontramos la expresién

dNTf‘;(t) - _/V dF’/A divit x Vg - [ﬁp(f’,a,t)] (3.24)
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3.2.3. Ecuacion de continuidad general

De acuerdo a los resultados obtenidos, para una particula que presenta movimiento traslacional
y rotacional, la ecuacién de continuidad general puede expresarse como la suma de ambas

contribuciones

AN(t) _ dNro(t) | dNa(t)

dt dt dt (3.25)

Sustituyendo con las Ecs. (3.18]) v (3.24]) en la Ec.(3.25),

AN (t)
dt

_— /V dF /A di{V - (7P 1)) + - [GP(7,1)]} (3.26)

Donde se ha definido al operador de rotacién R como

R=1uxVj, (3.27)

De acuerdo a la Ec.(3.26)), concluimos que

%P(F,ﬂ,t) = V- [#(F )P )] - R- [ﬁp(f,a,t)] (3.28)

Que corresponde a la Ecuaciéon de continuidad general para una particula que se traslada y

cambia de orientacién. En el caso de N particulas, la Ec.(3.28]) se escribe de la siguiente manera

0

P N 1) = - i {vj [ HPEN AN 1] - R [QP(FN, av, t)] } (3.29)

j=1
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3.3. Ecuacion de Smoluchowski

Cuando una particula browniana se encuentra inmersa en algin fluido, esta siendo bombardeada
constantemente por las moléculas del solvente que lo conforman lo cual genera no solo un
movimiento de traslacién adicional al movimiento propio de la particula coloidal,tambien genera
un movimiento de rotacién. Para encontrar la ecuacién de Smoluchowski, nos colocamos en el
régimen difusivo, es decir, cuando los momentos traslacionales y orientacionales se han relajado,
dicho de otro modo, en un determinado lapso de tiempo las fuerzas totales al igual que las torcas

actuando sobre la particula llegaran al equilibrio ;

. dp

Fipta = — =0 3.30
ot = 2 (3:30)
. dJ

Ttotal:EZO

Cabe recalcar que la fuerza total es la suma de 3 contribuciones consideradas; la fuerza
hidrodindamica debido a la presencia del fluido, la fuerza de interaccién debido a la presencia
de otras particulas coloidales y la fuerza aleatoria browniana debido a los golpeteos por parte de

las moléculas del solvente. En este sentido, la fuerza neta es de la forma:
Frotar = F" + FT 4 FP7 (3.31)
Asimismo para las torcas actuando sobre la particula coloidal
Frotal = T + 7 4+ 7P (3.32)
Por lo que se refiere a las fuerzas de interaccion, éstas se definen como

Fl=_-Vo (3.33)

en donde ® = ®(7#,4) corresponde al potencial de interaccién.

Como una primera aproximaciéon de acuerdo a la Mecdnica de Fluidos, la fuerza y torca
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hidrodindmica pueden expresarse de la siguiente manera

FM = 4,0 (3.34)

7= ~,0

Para encontrar la forma de la fuerza y torca Brownianas, basta con sustituir las expresiones

(13-33) v (3.34)) en las deficiones (3.31]) y (3.32)), cumpliendo la condicién del régimen difusivo, en

consecuencia

—7 T =V + FP" =0 (3.35)

Q- RO+ 7P =0 3.36
ot

Multiplicando y diviendo por KT ambas ecuaciones,

7= KfT{fﬂwp + BFP"} (3.37)
t
S PEAL L) T

T

con
1

ﬂ:KBT

(3.38)

Hasta ahora hemos obtenido los pardmetros necesarios en la Ec.(3.37)), que corresponden a las

incognitas de la Ec.(3.28]). Sustituyendo valores,

oP ., R R
= {v DY (—w@ n BFBT) P} 3 [DE (—BR(D n B?B’”) P} (3.39)
Sin embargo, en el equilibrio, la funcién densidad de probabilidad P debe tener la forma de una
densidad de probabilidad de Boltzmann de acuerdo a la Mecanica Estadistica, dicho de otro

modo

P=eP? (3.40)

Considerando que la Ec.(3.39) consta de la parte traslacional y rotacional, analizamos cada
contribucién a la misma ya que debe ser cero por separado, asi pues, en el equilibrio la derivada

de la densidad de probabilidad debe ser cero. Analizando:
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= Parte traslacional

V- DY (—mq) + ﬁﬁB*) P=0 (3.41)

Teniendo en cuenta la Ec.(3.40)), su gradiente puede expresarse de la siguiente manera
VP =V (e #?) = —pgVde P = _gVoP (3.42)

De tal forma que podemos identificar tales términos en la Ec.(3.41)) y en el equilibrio el

paréntesis debe ser cero, asi

VP =—BFP"p (3.43)
Despejando para FBr
=B VP
F°r = _KBTT =—-KgTVInP (3.44)
= Parte rotacional
R [D? (—[3R<I> + BFB’"” P=0 (3.45)

Al igual que la parte traslacional, debe cumplirse que la expresién en paréntesis debe ser
cero en el equilibrio y que la densidad de probabilidad tiende a ser una exponencial de

Boltzmann. Aplicando el operador de rotacién a P
R[P] = —BR[®]e ?® = —BR[®|P (3.46)

Por tanto, despejando para 757

—BR[®|P = —p7P"P (3.47)
= R[P] = —B7P"P
= 7P = —KBT%R[P]

- 7P" = _KpTR[In P

Finalmente, la Ecuacién de Smoluchowski de equilibrio local (donde las fuerzas brownianas son
despreciables) para N cuerpos es

N
%—I; =Y {D¢v - [V;P+BPV;®] + DX [ ;P + BP(R;(])] } (3.48)

j=1
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3.4. Difusién y movimiento activo de un micronadador

esférico

La ecuacién de movimiento para un nadador acrivo se puede obtener de la siguiente manera:
debido a que los micronadadores activo son autopropulsados, es decir, toman energia del medio
circundante para moverse preferentemente en una direccién, desde luego que esto se ve reflejado en
la densidad de probabilidad P = P(4,t), pues ésta no serd simétrica, matematicamente hablando
P(a,t) # P(—u,t). Ademds carecerd de fuerza de interaccién entre particulas debido a que es
méas grande en comparacién con las moléculas del fluido que componen el medio circundante.
Con respecto al andlisis de fuerzas, si denotamos a v = vgt como la velocidad del micronadador
activo, éstas seran;

F" = —3@ + ot = —72(7 — vott) (3.49)

Recordemos que en la escala difusiva la fuerza neta es cero, asi
Fyotar = F" + FP" = 0 (3.50)

Y utilizando la Ec.(3.44)), en la Ec.(3.50)), tenemos

— (0 —vott) — KgTVInP =0 (3.51)
por lo tanto
7= %Ou — DYVInP (3.52)
t

En el caso orientacional, se aplican los mismos principios

Frotal = 7" + 77" = =7, — KpTR[In P] = 0 (3.53)
despejando para Q;
- R[P(7,,1)]
Q=-D; — 3.54
" P(F,4,t) ( )
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Y de acuerdo a la Ec.(3.28), la ecuacién de difusién para un nadador activo esférico se escribe

como

Una cantidad experimentalmente accesibles es el desplazamiento cuadratico medio W (t), que

para particulas esféricas autopropulsadas es (Ver Apéndice :

2 2
_ano Yo Yo —2D0%
W(®) = 6DPt + Tt + o {e - 1} (3.56)
= Para tiempos pequefios (t << 1/D?) (Ver Apéndice [D)):

W (t) = 6Dt + vit? (3.57)

= Para tiempos grandes (t >> 1/D?) (Ver Apéndice :

2
Yo

W(t) = 6Dt + Dot (3.58)
T

Notemos que para un micro nadador esférico con velocidad inicial vg = 0 se recupera el

movimiento difusivo (movimiento pasivo), donde sélo intervienen interacciones entre moléculas
del solvente con la particula de prueba, reduciéndose a la Ecuacion de Einstein para el

desplazamiento cuadritico medio (2.1).
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Capitulo 4

Resultados y analisis

4.1. Comparacion: movimiento activo y pasivo

En el caso de microparticulas esféricas autopropulsadas cubiertas de platino con diametros
d =1.62+0.13um, se tienen las siguientes magnitudes caracteristicas de sus cantidades
deterministas; v, =3.1ums~ 1, 7 =3.9s, DY =0.31um? De acuerdo con [14] se realizaron pruebas
experimentales con éstas microesferas inmersas en agua oxigenada al 10 %, podemos emplear las
Ecs.(3.56),(3.57) v (3.58)), y obtener la Figura que coincide con la presentada en el articulo
citado, vea la Figura [£.1H]

. %esplazamiento cuadratico medio a diferentes tiempos

—S—MS8D a Tiempos corfos
300 | | MSD a Tiempos largos i 300
MSD General
250
-
E «_ 200
% 200 g
NE 150 =~
E ]
v
100 = 100
50
0
QO clmS
0 6 8 10
0 2 4 6 8 10

Tiempo (s)
(a) MSD graficado utilizando el At/sec

formalismo de Smoluchowski a diferentes ~ (b) MSD experimental para diferentes
escalas de tiempo escalas de tiempo. Consulte [14]

Figura 4.1: Comparacién del desplazamiento cuadratico medio de un micronadador activo a
diferentes escalas de tiempo (Eci3.56)), para v, =3.1ums~!, 7 =3.9s, DY =0.31um?. Consulte

ET
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4.2. Movimiento Balistico vs Difusivo

Para la realizacion de esta simulacién, nos enfocamos en una particula de silica, cuya densidad
es p =2.6g/cm® y radio R = 1um, en un recipiente de agua a temperatura ambiente 7' = 300K,
cuya viscosidad es de n = 1¢P, que presenta solamente movimiento traslacional. Con los datos
obtenidos, podemos calcular la masa de la particula, que resulté en m = 11pg. Los coeficientes
de friccién y difusién traslacional son 4 = 19nNs/m, DY = 22pm? /s, respectivamente.

Se utiliz6 una escala log-log para poder apreciar con claridad el comportamiento del
desplazamiento cuadratico medio, ademas de adimensionalizar el tiempo realizando el cociente
con el tiempo de relajacién de momento que en este caso corresponde a 1)y =0.58us. Cuando el
tiempo alcanza dicho valor, podemos observar la transicién del movimiento balistico al régimen
difusivo mostrado como una linea recta, la transicién se da en t/mpr = 1, ver Figura Podemos

observar una grafica del mismo estilo en [13], ver Figura [4.2D]

E(‘)esplazamiento Cuadrético Medio Balistico vs Difusivo 3 @ : @ pl @ i @ -3
- ] 1 L} .“"
—#— Movimiento Balistico 101k i i LTy 1
—#— Movimiento Difusivo ' ]
-42 r [ 1 1
| '
10-3) : H 1
—~ -44 ) \
& a L i p 1
3 N S
NA 46 E; 105k : 1
= )
% I v ‘2 — 1
L5 107F // y ——01p, Ao
i // 0.03 pg
-50 Z — 001p,
10-2F — 0.005p, 1
5 . . L L "
5 4 -3 2 -1 0 1 2 3 104 102 102 101 1@ 10! 10°
try, Time (s)

(a) Regién Balistica obtenida de manera  (b) Regién balistica obtenida de experimental
computacional de acuerdo con

Figura 4.2: < W (t) >?2 para un micronadador de sflica con movimiento balistico y difusivo, con
pasos de tiempo de dt = 10ns, interaciones de I = 10° y como condiciones iniciales, la particula
esta colocada en el origen. La duracién de la simulacién es de 10us. Ver
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4.3. Decaimiento Orientacional

Empleando la Ec. , podemos obtener la gréfica del desplazamiento cuadratico medio angular
en funcién del tiempo para distintos valores de DY, los cuales fueron tomados a distintas escalas
para apreciar el comportamiento. Podemos notar que para DY << 1 la orientacién de la particula
tarda mds tiempo en llegar a la escala difusiva y tiende a comportarse de manera lineal, por
otra parte, para DY >> 1, la particula entra casi inmediatamente en la escala difusiva, cuya

orientacién queda a merced del ruido térmico, ver Figura

Desplazamiento Angular

1.8

1.6

14

1.2

0.8

<u (t)}u,)>* (rad)’

0.6

0.4

0.2

0 2 4 6 8 10 12 14 16
t(s)
Figura 4.3: < 4(t) — g > para un micronadador esférico con diferentes valores de coeficiente de
difusién rotacional. Consulte [E.2]
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4.4. Caso Limite. Langevin vs Smoluchowski

Adicionalmente nos preguntamos si el modelo de Smoluchowski y Langevin coinciden en algtin
momento, recordando que la ecuacién de Smoluchowski se escribe directamente a la escala
difusiva. En este sentido podriamos compararlo con la ecuacién de Langevin sobreamortiguada
escrita en diferencias finitas, bajo estas condiciones estariamos en la misma escala de tiempo.
Podemos apreciar claramente que simulando el movimiento activo con Langevin o Smoluchowski
obtenemos grificas del mismo estilo y en el caso limite donde v =0m/s nos conduce directamente
al movimiento pasivo. La discrepancia entre rectas depende de las condiciones iniciales de la
simulacién en diferencias finitas, ver Figura [1.4]

MSD Tedrico (Smoluchowski)

MSD Computacional (Langevin) 8
14 Grafica Log-Log
Grafica Log-Log —+—v=0p m/s
——v=0; m/s Trl—#—v=1pmis
12 —*F—v=1umfs V=2t mfs
v=24 mfs 6 —*—v=3pm/s
—+—v=3umfs
10 5
<4
K E
E 8 =
= N3
o~ N’_‘
= =
E 6 v o2
v
1
4
0
2 -1
-2
0 -2 -1 0 1 2 3 4
-3 2 -1 0 1 2 3 4 5 t(s)
ts]
(a) Langevin. Consulte (b) Smoluchowski. Consulte

Figura 4.4: Comparacién del desplazamiento cuadratico medio de un micronadador activo
computacional y tedricamente, para 7g =3.9s, DY =0.31um?.
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4.5.

Simulaciones de un micronadador esférico

A continuacién podemos observar los diferentes tipos de movimiento para un micronadador activo

cuando tiene diferentes velocidades traslacionales y angulares, Como puede verse en las figuras

4.5aj{4.5byd. 5¢]

v=0pum/s, Q2 =0radls, t=1.661s

v=10 um/s, ) = Orad/s,t=1.157 s

E 1 W
> 02} i
3 ]
or =
02 -2
04 4
4
osk
0.2 16 0 2 4 6 8 10 12
X [1#m]
(a) Micronadador esférico con v = 0Oum/s, (b) Micronadador esférico con v = 10um/s,
Q = 0rad/s Q =0rad/s

v=10 um/s, 2 = Sradls,t=2.09s

€
Al
ok
-1 L L L T 1 1 o
-2 -1 0 1 2 3 4 5
X [pem]
(¢) Micronadador esférico con v = 10um/s, Q@ =
5rad/s

Figura 4.5: Diferentes movimientos para un micronadador esférico para I = 106,At = 1073s,R =
1uym, T = 300K, n =0.001cP
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Conclusiones

En este trabajo se abord6 el problema de un micronadador esférico activo en condiciones
de laboratorio, cuya tarea era estudiar su movimiento a partir del modelo de Smoluchowski
y Langevin bajo diferentes condiciones de velocidad traslacional y rotacional junto con el
desplazamiento cuadratico medio como una medida de exploracién de su entorno, tanto teérica
como computacionalmente. De acuerdo con los resultados podemos decir que todos los propdésitos
planteados fueron realizados de manera exitosa, ya que, se obtuvieron las ecuaciones de
movimiento correspondientes a cada modelo, de las cuales calculamos las funciones para el
desplazamiento cuadratico medio orientacional y traslacional presentes en las graficas obtenidas
para diferentes escalas de tiempo, al igual que la realizacién de simulaciones en tiempo real
para la observacién de las trayectorias en diferentes tipos de movimiento. Podemos concluir que
el formalismo de Smoluchowski nos permite trabajar con N particulas a través de la funcién
de densidad de probabilidad, el hecho de que nos imponga directamente la escala difusiva
permite que la propuesta de una exponencial de Boltzmann para la funcién de densidad de
probabilidad recree el desplazamiento cuadratico medio como un caso general, y en particular
el de un micronadador esférico activo, donde estan presentes las contribuciones traslaciones y
orientacionales. Al encontrar la forma del desplazamiento cuadrédtico medio fue posible realizar
aproximaciones de acuerdo con las escalas de tiempo. Entendiendo el tiempo de relajacién como
el tiempo necesario para que la particula pierda todo su momento lineal y angular, se pueden
distinguir dos casos: para la escala de tiempos cortos, el tiempo ¢ es mucho menor que el tiempo
de relajacion 7r por lo cudl puede aplicarse una serie de Taylor y reducir la ecuaciéon del MSD;
para la escala de tiempos largos se toma el caso contrario y debe considerarse que al transcurrir
el tiempo el sistema se ha relajado por completo, por tanto, encontrar el tiempo de relajacién
nos permite distinguir las dos regiones de movimiento activo y difusivo, entendiéndolo como un
tiempo de transicion. Por esta razén se encuentra que el MSD orientacional tiende a una meseta,
ya que, al relajarse el sistema las contribuciones orientacionales dependen del ruido térmico que

en promedio son cero debido a su naturaleza aleatoria.
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El modelo de Langevin implementado con ecuaciones en diferencias finitas nos permitié analizar el
comportamiento del movimiento balistico, region que no aparece con el modelo de Smoluchowski
debido a que en la escala difusiva la fuerza neta es cero. En esta regién, el movimiento depende de
la masa y tiende al movimiento difusivo, es decir, cuando la particula inicia su movimiento “sabe”
que tiene masa y conforme avanza en el tiempo “pierde memoria de su masa’ comportandose
como un objeto puntual. Finalmente, las gréaficas obtenidas tienen el mismo comportamiento
que en las recientes investigaciones presentes en la bibliografia para la parte experimental,

computacional y tedrica, corroborando con éxito todos los objetivos del presente trabajo.
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Apéndice A

Desplazamiento
Cuadratico Medio (MSD, por sus siglas

en inglés)

A.1. Ecuacidon diferencial MSD

Para encontrar el desplazamiento cuadratico medio, multiplicamos la Ec.(3.26)) por el factor

[ dF § divr?, entonces

0 Y P B 00 o dW(t) 0 5
o (/dr%dur P(T,u,t)) —/dr]{dur EP(r,u,t)— 0 s (A1)

dvgt(ﬂ _ / i j{ dir?V - [uoilP(F, i, 1)

=
+ D?/df‘f dur*V2P(F, i, t) (A.2)

+ DE/dff dar?R*P(F, 4, t)

Usando las siguientes identidades

/ dFf(PY - G(F) = — / 4G (F) - Vf(7) (A.3)
| / 47 f (F)V2g(7) = / oV F () (A4)
74 diuf (8) R2g(a) = f divg(a) 21 (a) (A5)



APENDICE A DESPLAZAMIENTO CUADRATICO MEDIO (MSD, POR SUS
SIGLAS EN INGLES)
A.1. ECUACION DIFERENCIAL MSD

Identificamos para el caso traslacional

f@=r (A.6)
G(7) = 4P(F,a,t) (A7)
g(7) = P(7,a,1) (A.8)
Mientras que para el caso rotacional
fla)=r? (A.9)
(@) = P(7,,t) (A.10)

De este modo la Ec.(A.2), se convierte en

dVZt(t) = / di’ j'{ difvoa P(7, 4, t)] - [Vr?]

+D$/dff di P(7, 0, t) V22 (A.11)

+ D? / dr f div P(7, 4, t) R?r?
Sin embargo

0 Ori | Or; or; .
VT2 = 77’1'7"1‘ = ’I"iai::k + a:kTZ = 27‘787:’6 = 21"15]ﬂ = 2?”15“ = 21"7; = 27’ (A12)

Usando la Ec.(A.12), podemos calcular

2
V2T2 = %Tﬂ‘i = % [(;ik(’fﬂ“z)} = %27“7;5;“‘ = 261‘]@(5}“‘ = 2(5“‘ = 2(3) =6 (A13)
k c 7

Donde i = z,y, z. Por otro lado

R*[r?]=0 (A.14)
Asi

W (t)

= o

= 2v0/df'f dafi - ¥ P (7, 4, t) +6D§/d?7{ da P(7, 4, t) (A.15)

Usando las definiciones (C.2) y (3.7)) en la Ec.(A.15)), finalmente llegamos a la ecuacién diferencial

44



APENDICE A DESPLAZAMIENTO CUADRATICO MEDIO (MSD, POR SUS
SIGLAS EN INGLES)
A.2. CALCULO PARA <U - R >

para el MDS.,
=2uy < U-7> (t) + 6D} (A.16)

A.2. Calculo para <4 -7 >

Queremos encontrar una expresién para < @ - > para ello multiplicamos la Ec.(3.55|) con el

factor 4 - ¥ en ambos lados, por consiguiente

;(/dF]{dﬁﬁ-FP(F,ﬁ ) =—vo/dr7§ (a-M)V - [aP(r,a,t)]

+D0/dr7{du - 7F)V2P(F, 1, t) (A.17)
+D2/dﬁfda (- 7)R%[P(F, a,1t)]

Nuevamente usando las identidades (A.3)),(A.4) y (A.5)), obtenemos una expresién tratable

aat(/deduu TP(rut))—vo/drfduuP DV - (- 7)

+ D} / di’ 74 daP(7, 0, t)V? (4 - 7) (A.18)

+D0/drj§dupm R?.q0)-7

Dado que 4 es un vector unitario constante

V(t-7)=4-VFi=1 (A.19)
Ademads, es claro que
V=0 (A.20)
Y usando la siguiente identidad
R?. a=-2a (A.21)

Sf en la Ec.(A.26) también usamos la definicién (3.7)), ésta se reduce a

d<u-7>

7 =vo+2D° < -7 > (1) (A.22)
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APENDICE A DESPLAZAMIENTO CUADRATICO MEDIO (MSD, POR SUS
SIGLAS EN INGLES)
A.3. EXPRESION PARA EL MSD

Asumiendo que en t = 0 la particula se encuentra en el origen 7(0) = 0, podemos resolver
facilmente la ecuacién diferencial de la siguiente manera:

Multiplicando por 2D?/2D? el lado izquierdo de la ecuacién y despejando para separar las
variables < 4 - 7> y t se tiene

1 d(=2D)<a-7>)
2D0 vy —2D0 < G- 7> (t)

= dt (A.23)

haciendo el cambio de variable u = vg —2D? < @-7 > (t) = du = d(—2D? < 4 -7 >) la ecuacién

adopta la forma

1 du
_ = = lnu = —2D° A24
D0 u dt = dlnu dt ( )

Regresando a las variables dependientes del tiempo e integrando en el intervalo [0, ¢]
Infvg — 2DY < @ -7 > (t)] — Invg = —2D% (A.25)
Aplicando exponencial a ambos lados de la Ec.(A.25)) y despejando para < 4 - 7 >, finalmente

A o ) —2p0
<u-r>= ﬁ (1 — € QDTt) (A26)

A.3. Expresion para el MSD

Con los resultados obtenidos podemos sustituir la Ec.(A.26) en la Ec.(A.16]), por ende

2
aw(t) _ . Do+ % (1 _ 6—2D2t) (A.27)
integrando en el intervalo [0, t], es facil ver que

2
204

t) = 6D%
Wit = 6DVt ot + 5rpaye

[6*2’3% - 1} (A.28)

Que corresponde a la expresién analitica para el desplazamiento cuadratico medio que estdbamos

buscando.
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Apéndice B

Algebra del Movimiento Balistico

Tenemos la ecuacién

mi(t) = —yi(t) + fr(t) (B.1)

Sustituyendo las expresiones (2.26]) y (2.36)), junto con el proceso de Wiener para la parte aleatoria

Tr; — 2.131'_1 +Ti—2 o Ti — Tj—1 + \/QKBT’YI‘
" (At)2 -7 At VAt

= ma; —m2x;_1 +mr_o = —yr; At + vz At + /2K Ty (At)3/2,

= (m+ Atz = (M2 + YAz — mai_s + /2K Ty (AL w; (B.2)

g o m2AaAy o m o VRETY ey
(m + vAt) (m + yAt) (m 4+ ~vAt)

(2 +vyAt/m) 1 2KpTy

P = T -1 — - A3/
v (1+7At/m)m ! (1+7At/m)z 2+m(1+’yAt/m)( L
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Apéndice C

Desplazamiento Angulares

C.1. Calculo para < cosf >

Para encontrar la dependencia temporal de < cosf >, necesitaremos la funcién de distribucién
orientacional P(0,t), correspondiente a la probabilidad de que el vector unitario se encuentre en
determinada orientacién al tiempo t.

En este punto podemos auxiliarnos de la ecuacién de difusién aplicada al caso orientacional

aP(6,1)
ot

= DOV2P(0,t) (C.1)

Como el vector de orientacion se mueve en la superficie de nuestra particula coloidal, suponiendo

un radio unitario r = 1, la condicién de normalizacién se escribe de la siguiente manera
2 ™ ™
/ / P(6,t)r?sin 0dOdp = 27r/ P(6,t)sinfdf = 1 (C.2)
o Jo 0
Que de acuerdo a la Ec.(3.7), podemos escribir
2m ™ ™
< cosf >= / / P(6,t)sin 0 cos dfd¢ = 271'/ P(6,t) sin 0 cos 6db (C.3)
o Jo 0

Debemos encontrar una ecuacion diferencial en funcién del tiempo para < cosf >, por ende,

derivamos la Ec.(C.3) respecto al tiempo

TOP
d<cos€>:27r/ OP(0,t)
0

g7 5 Sin 0 cos 0do (C4)
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APENDICE C DESPLAZAMIENTO ANGULARES
C.1. CALCULO PARA < COS#8 >

Utilizando la Ec.(C.1)) dentro de la integral

d < cost >

o :27TD2/ V2P(0,t)sin @ cos 0d (C.5)
0

Recordando la expresion para el Laplaciano en coordenadas esféricas

10 ([ ,0P 19 oP 1P
2P0,t) = 5 o (5 36 \sind 962 '
VP(9,1) r2 Or <T 6r> t 2 5in6 00 (Sm 89) +Tzsin29 0¢? (C9)

En nuestro caso, solamente sobrevive la parte angular respecto 6, siendo cero los términos

restantes, asi

d < cosf > T 1 0 oP
G872 _orp® [ 2 (sin0% ) sin6 cos 0d8
dt T /0 2 sin 6 90 (Sm ae)sm o8

C.7
=27D? /Tr 9 sin Ga—P cos 0d6 n
N "Jo 00 00
Realizando integraciéon por partes, donde
u = cosf = du = — sin 6df (C.8)
o (. 0P . 0P
dv = 20 (sm 980) =0v= SlnH% (C.9)
/0 % <sin 0%1;) cos 0df = {cosﬁsin&aa];]o - /0 sin? Gaa—];d@ (C.10)
Nuevamente integramos por partes, tomando las variables
u = sin? 0 = du = 2sin 6 cos 0df (C.11)
P
dv = a—dQ = v = P(6,t) (C.12)
00
La segunda integral se reduce a
sin Hﬁdﬁ = [sin* 6P (0, t)]o —2 [ P(6,t)sinf cosdb
0 0 (C.13)

1 i 1
:—727r/ P(6,t)sinfcosfdf = —— < cosf >
™ 0 ™
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APENDICE C DESPLAZAMIENTO ANGULARES
C.1. CALCULO PARA < COS#8 >

donde identificamos la definicién de < cosf >, correspondiente a la Ec.(C.3)), llegando a la

igualdad

/0 % (sin@%j) cos0df = f% < cosb >

Sustituyendo (C.14]) en obtenemos la ecuacién diferencial

d < cosf >

= —2DY < cosf >
dt

Podemos apreciar que la expresién anterior puede resolverse facilmente como sigue:

d < cosb > _ —2ngt
< cosf >

= In< cosf > = —2D%

=< cos 0 >= exp[—2D%] = exp[—t/7rR]

Finalmente la expresién para los desplazamiento angulares es

< (@(t) —do)* >= 2 — 2exp[—t/7rr] = 2(1 — exp[—t/TrR])

(C.14)

(C.15)

(C.16)

(C.17)
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APENDICE C DESPLAZAMIENTO ANGULARES
C.2. APROXIMACION A TIEMPOS LARGOS W(T)

C.2. Aproximacion a tiempos largos W (t)

Al obtener una equivalencia del < cos > en términos de una funcién exponencial podemos hacer
la siguiente aproximacién para t >> 1/D? janalizando la Ec.. El hecho de que al pasar el
tiempo la exponencial tiende a ser cero, tiene la consecuencia fisica de que en la escala difusiva el
ruido térmico tiende a aleatorizar la direccién de la particula, por tanto, es igualmente probable
que se encuentre en cualquier direccén. Asi

@,

0 (C.18)

=6DY
W(t) =6 tt+D$ (@D0)?

En este punto, debido a que t >> 1/D?, podemos despreciar el término constante para reducir

nuestra ecuacion
0 U% 0 v%
W(t):6Dtt+D0t:6<Dt +6D0)t:6Defft (C.19)

Donde hemos definido el coeficiente de friccién efectivo

2

Deyy =D} + 76330 (C.20)

T
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Apéndice D

Serie de Taylor

La expansién de Taylor es una herramienta muy poderosa para obtener una representacion en
serie de potencias de funciones.
Si asumimos una funcién f(z) infinitamente diferenciable en un intervalo a < x < b, ésta puede

escribirse como serie de potencias de la siguiente manera:

F@) = f(@) + (& = a)f'(@) + 5= f"(a) +
(& —a) (D.1)
=> "W
n=0 :

D.1. Funcién Exponencial

Sea f(x) = e®. Diferenciando y tomando a = 0, tenemos f(™(0) = 1 para toda n = 1,2,3....

Entonces .
ele—l—w-i-aj%—i—i—...:;i (D.2)
haciendo el cambio z — —z
z? 23 > "
e*f:1-ag+§—§+...=Z;J(—1)"H (D.3)

Es de nuestro interés considerar el limite a tiempos cortos t << 1/D? = tD? << 1, tomando

—x = —2DY, analizamos el término

(—2Dt)?  (—2DY?)?
T

exp[—2D%] =1 — 2D% + + = (D.4)
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APENDICE D SERIE DE TAYLOR
D.1. FUNCION EXPONENCIAL

Donde las contribuciones de orden superior al cuadrético se vuelven despreciables, por tanto, a

tiempos cortos

(=2D;t)

exp[—2D%] — 1 = (1 —2D% + 51

) —1=—-2D% + 2(D?)** (D.5)

Sustituyendo (D.5)) en , obtenemos el desplazamiento cuadratico medio a tiempos cortos

2

2
0 Yo Yo 0 0122
W(t) = 6Dt + D—Qt—&- 2(DU)2 [—2D>t + 2(D?)*]

2 2
= 6DV + %t - %t + v2t? (D.6)

= 6Dt + vat?
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Apéndice E

Cdédigos de simulacién

Python

E.1.

[T I 4 B P S
|

R e e R e N =
B I T ) I PR o B = s
I e e I e e |

Desplazamiento Cuadratico

Tiempos

function X=DCMTC(D,V,tau)
t1=0:0.1:3.5;
DeltaTC=6*D*t1+(V."2)*(tl."2);
plot(tl,DeltaTC,'*")

hold on;

t2=3.5:0.1:10;
DeltaTL=(6*D+ (V. 2) *tau) *t2;
plot(t2,DeltaTl,'*")

hold on;

t=0:0.1:10;

en Matlab y

Medio a Diferentes

Deltal=6*D*t+(V."2)* (tau."2)* (1/2)* ((2*t/tau) texp (-2*t/tau) -1):

plot(t,Deltal, '*")
hold on

legend('Tiempos cortos', 'Tiempos largos', 'MSD', 'Location', "northwest')

xlabel ('Tiempo t')
ylabel ("<W(t)>"{2}[‘\mu m~{2}]1")

title('Desplazamiento cuadratico medic a diferentes tiempos')

Figura E.1: Cédigo para desplazamiento cuadratico medio en Matlab
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APENDICE E CODIGOS DE SIMULACION EN MATLAB Y PYTHON
E.2. DECAIMIENTO ORIENTACIONAL

E.2. Decaimiento Orientacional

1 function []=Rot (tau,taul,tauZ, tau3, taud)
2 - t=0:0.1:500;
3= Dr=1/tau;
dl|= Drl=1/taul;
5= Dr2=1/tau2;
6 — Dr3=1/tau3;
T |= Dré4=1/taud;
g8 - ori=2* (l-exp(-t/tau)):
9 - Ooril=2*(l-exp(-t/taul));
10 — oriZ2=2*(l-exp(-t/tau2));
11 — Oori3=2z2* (l-exp(-t/taul));
1z — Ori4=2*%(l-exp(-t/taud));
13|= plot(t,ori,'-*")
14 — hold on
15 — plot(t,0ril, '-*")
16 — hold on
17 |= plot(t,0riz2, '-*")
18 = hold on
19 — plot(t,0ri3,'-*")
20 — hold on
21 — plot(t,0rid,'-*")
aE|= x1im ([0 50])
23 — ylim([-1 3])
24 — grid on
G = legend('D {r}=10','D {r}=2','D {r}=0.2','D {r}=0.1",'D {r}=0.05","'southeast
26 — xlabel('t(s)")
27 |= ylabel('<u (t)-u_{0})>"2 (rad)')
28 — title('Desplazamiento Angular')

Figura E.2: Cédigo para el Decaimiento Orientacional en Matlab
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APENDICE E CODIGOS DE SIMULACI()N EN MATLAB Y PYTHON
E.3. MOVIMIENTO DE PARTICULAS EN ESCALA DIFUSIVA

E.3. Movimiento de particulas en escala difusiva

1 %Programa que simula N particulas en la escala difusiva
2 function [¥,Y,%,t,D]=MovDN(F,N,dt,X0,Y0,%0,R,T,Vis)
3= K=1.38e-23;
4 - D=K*T/ (6*pi*R*Vis);
3= ¥ (1)=X0;
&= ¥ (1)=x0;
1= Z(1)y=Z0;
E|= for p=1:1:P
g= for n=1:1:N
10 - X(n+l)= X(n)+sqgrt (2*D*dt) *randn(l,1);
iLil (= end
12 - for n=1:1:N
13 - ¥(n+l)= Y(n)+sqgrt (2*D*dt) *randn(l,1);
14 — end
15 — for n=1:1:N
16 — Z(n+l)= Z(n)+sqgrt(2*D*dt) *randn(l,1);
LT (= end
18l = t=(0:dt: (N-1) *dt); %Tiempo total transcurrido
19 — plot3(X,Y,2, 'linewidth', 1)
20 — hold on
21 - end
22— xlabel ('z(t)")
23 — ylabel('y(t) ')
24 — zlabel('z(t)")
25— title('Movimiento Browniano en Escala Difusiwva')
26 — lgd=legend('Particula 1','Particula 2','Particula 3','Particula 4','Particula 5','Location', "northeast');
27— 1gd.Title.String = 'Trayectorias Brownianas':

Figura E.3: Cédigo para el movimiento difusivo de particulas en Matlab
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APENDICE E CODIGOS DE SIMULACION EN MATLAB Y PYTHON
E.4. MOVIMIENTO DE UNA PARTICULA EN ESCALA DIFUSIVA

E.4.

=1 &y N W b
|

[ T O TS T (G TG T 0 T O T O B o B S e e = = =
@ = ;U W D W m - oo e Wk e O W
1 (O O A A |

Movimiento de una particula en escala difusiva

%Programa que simula el movimiento browniano en 3D en la escala difusiwva
function [¥,Y,%,t,D]=MovD(N,dt,%0,Y0,%0,R,T,Vis)
K=1.38e-23;
D=K*T/ (6*pi*R*Vis) ;
X(1)=x0;
Y(1)=Y0;
Z(1)=E0;
for n=1:1:N
X(n+l)= X(n)+sqgrt(2*D*dt) *randn(l,1);
end
for n=1:1:N
Y(nt+l)= Y(n)+sgrt(2*D*dt) *randn(l,1);
end
for n=1:1:N
Z{ntl)= Z(n)+sgrt(2*D*dt)*randn(1,1):

end

t=(0:dt: (N-1) *dt); %Tiempo total transcurrido
plot3(X,Y,%Z, 'red', "linewidth', 1)

hold on

plot3(X(1),¥Y(1),Z(1),'cb"', 'LineWidth", 8)

hold on

plot3 (X (n+l),¥(n+l),2(n+l), 'ok', 'LineWidth', B)
xlabel ('x(t)")
ylabel ('y(t)")
zlabel('z(t)")
title('Movimiento Browniano en Escala Difusiva')
legend ({'Trayvectoria Browniana','Punto inicial', 'Punto final'}, 'Location', 'northeast’'
lad = leaend:
Figura E.4: Cédigo para el movimiento difusivo de una particula en Matlab
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APENDICE E CODIGOS DE SIMULACION EN MATLAB Y PYTHON
E.5. MOVIMIENTO BALISTICO VS DIFUSIVO

E.5. Movimiento Balistico vs Difusivo

function [] = DCM(N,dt,R,d,T,Vis)

1
2 - Y=Zeros;
3= X=zZeros;
4 — X(1)y=0;
5l= Y(1)=0;
6 — Y(2)=0;
7 - K=1.38e-23;
8- m=4/3*pi*R*3*d;
9 — D=K*T/ (6*pi*R*Vis);
10 — gamma=6*pi*R*Vis;
Ll (= tau=m/gamma;
12 — for n=3:1:N %Movimiento balistico/inercial
113 |= Y(n)=((2+dt* (gamma/m) )/ (1+dt* (gamma/m) } *¥ (n-1) )} - ((1/ (1+dt* (gamma,/m) ) } *Y (n-2}) . ..
14 — +((sqrt(2*K*T*gamma) ) * ((dt) ~(3/2)) *randn (1, 1)/ (m* (1+dt* (gamma/m) ))) ;
15 — end
16 — for n=1:1:N %movimiento difusivo
[T |= X(n+l)= X(n)+sgrt (2*D*dt) *randn(l, 1)’
18 = end
19 — for n = 0:1:sqrt (length(¥))
20 — DCM(n+l) = mean((Y(n+l:end)-Y(l:end-n))."2);
21 — end
22 — for n = 0:1:sgrt(length (X))
b3 = DCM1 (n+1) = mean((¥(n+l:end)-¥(l:end-n))."2);
24 — end
25 — Tt = dt*(0:1:1length(DCM)-1);
26 — tl = dt*(0:1:1length(DCM1)-1);
27 — figure
28 — plot (log(t/tau), log (DCM) , "'—*")
G (= hold on
30 — rlot (log(tl/tau), log(DCM1), '-*")
SHNES legend ('Movimiento Balistico', 'Movimiento Difusivo', 'Location', 'northwest')
32 — xlabel ('t/\tau {M}')
5] = ylabel ("<w(t)>"{2} (nm"~2)")
34 — title('Desplazamiento Cuadratico Medio Balistico ws Difusivo')

Figura E.5: Cédigo para el movimiento difusivo vs balistico de un micronadador esférico en
Matlab
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APENDICE E CODIGOS DE SIMULACION EN MATLAB Y PYTHON
E.6. LANVEGIN VS SMOLUCHOWSKI

E.6. Lanvegin vs Smoluchowski

1 function X=Smokc (D, tau)
al= t=0:0.1:100;
3= for i=0:1:3
4 — Deltal=4*D*t+(1i.72)* (tau.*2)* (1/2) * ((2%t/tau) texp (-2*t/tau)-1);
gl|= plot(log(t),log(Deltal),'-*")
6 — hold on
i|= end
8= legend('v=0\mu m/s', 'v=1\mu m/s', 'v=2\mu m/s', 'v=3\mu m/s', 'Location’, 'northwest")
g — xlabel('t (s)")
10 — ylabel ('<W(t)~{2}> (\mu m"2)"')
11 - title ('MSD Tedérico (Smoluchowski)')
12 — leg = legend('show");
i13i|= title(leq, 'Grafica Log-Log')
14 — grid on
15 %SmoRAc (0.31,3.9)

Figura E.6: Cédigo para el modelo de Smoluchowski de un micronadador esférico, en Matlab.

1 function []1 = DCMAc(N,dt,tau,Dt)
al= Y=zeros;
= X=zeros;
4 — Xx(1)y=0;
&l= Y (1)=0;
6 — E(1)=0;
7= Omega=0;
8 — Dr=1/tau;
9 — for i=0:1:3
10 — for n=1:1:N %movimiento difusivo
L1l (= Z(n+l)= E(n)+Omega*dt+sgrt (2*Dr*dt)*randn(1,1)|;
12 = end
13 — for n=1:1:N %movimiento difusivo
14 — X(n+l)= ¥(n)+i*cos(Z(n))+sart(2*Dt*dt) *randn(1,1);
LG (= end
16 — for n=1:1:N %movimiento difusivo
17 — Y(n+l)= Y(n)+i*sin(Z(n)) +sqrt(2*Dt*dt) *randn(1,1) ;
18= end
19 — for n = 0:1:sgrt(length(¥))
20 — DCM(n+1) = mean((X(n+l:end)-¥X(l:end-n))."2+(Y(n+l:end)-Y(l:end-n))."2);
21 — end
22 — tl = dt*(0:1:1length(DCM)-1);
23 — plot(log(tl),log(DCM), "'—-%")
24 — hold on
25 — end
26 — legend('v=0\mu m/s", 'v=1\mu m/s', 'v=2\mu m/s', 'v=3\mu m/s', 'Location', 'northwest"
27 — xlabel ('t [s]")
28 — ylabel ('<W(t)>"{2} [‘mu m"~2]")
29 — title('MSD Computacional (Langewvin)')
30 — leg = legend('show");
il |= title(leg, 'Grafica Log-Log')

32 - grid on
Figura E.7: Cédigo para el modelo de Lanvegin de un micronadador esférico, en Matlab.
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APENDICE E C(')D;Gos DE SIMULACION EN MATLAB Y PYTHON
E.7. SIMULACION: MOVIMIENTO DE UN MICRONADADOR ESFERICO

E.7. Simulacion: movimiento de un micronadador esférico

1 function [x,t,DT,DR] = SimBrow(N,dt,x0,R,T,eta,V,W)

al= kB = 1.38e-23; % Constante de Boltzmann [J/K]

g|= gamma = 6*pi*R*eta; Coeficiente de Fr on [Ns/m]

4 — DT = kB*T/gamma; % i [m*2/5]
5 — DR = 6*DT/ (B*R"2); al rotacional [rad*2/s]
@|= x(1,:) = z0;

Tl= theta = 0;

8 = tau=1/DR;

Cil= forn = 1:1:N

Lo — #x(n+l,:) = x(n,:) + sgrt(2*DT*dt)*randn(l,2);

11— theta = theta + sgrt(2*DR*dt)*randn(l,1);

L2 - theta = theta + dt*w;

L35 |= Xx(n+l,:) = x(n+l,:) + dt*V*[cos(theta) sin(theta)]:

L4 — vx=V*cos (theta);

L5 |= vy=V*sin (theta);

L6 — cla

L7 |= hold on

L8 — plot(x(l:n+l,1)*le6,x(1l:n+l,2) *leg, "k'")

L9 — plot(x(n+l,1) *leé,x(n+l,2) *1leb6, 'o', 'MarkerEdgeColor’', 'k', '"MarkerFaceColor', 'g')
20 — or=quiver (x(n+l,1)*leé,x(n+l,2)*led,vx*led,vy*leg,0.1);

1= c=or.Color;

12— or.Color="blue';

13 = axis equal sguare

4 — title(['v = ' num2str(V*le6) ' \mum/s, ','\Omega = ' num2str(W) ' rad/s, ','t = ', num2str(dt*(n+l)) ' s'])
15 — xlabel ('x [\mum]"')

16 — ylabel ('y [‘\mum]')

1= box on

18 — axis equal

19 — grid on

30 — drawnow () ;

Fil = end

32 - t = [0:dt:(N-1)*dt]:

Figura E.8: Cédigo para el movimiento de un micronadador esférico activo, en Matlab.
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APENDICE E CODIGOS DE SIMULACION EN MATLAB Y PYTHON
E.8. CAMINANTE ALEATORIO 1D

E.8. Caminante Aleatorio 1D

1 dimport matplotlib.pyplot as plt

2 import matplotlib

2 import numpy as np

4 def CaminataAleatoria(M,x@):

Trayectoria=np.zeros(N)

Trayectoria[@]=xe

for i in range (1,N):

8 Trayectoria[i]=Trayectoria[i-1]+np.sqrt(dt)*np.random.choice([-1,1],p=[©.5,0.5])
9 return Trayectoria

11 def Tiempo(N,dt):

12 tiempo=np.zeros(N)

13 tiempo[6]=0

14 for i in range (1,N):

15 tiempo[i]=tiempo[i-1]+dt*i
16 return tiempo

17 N=1006e

18 dt=e.1

19 CA=Caminataaleatoria(N,@)

26 TiempoTranscurrido=Tiempo(N,dt)

21 plt.title('caminata Aleatoria’)

22 plt.xlabel('Pasos x")

23 plt.ylabel('Posicion')

24 plt.plot(TiempoTranscurrido,CA)

25 plt.savefig(“Caminata Aleatoria.jpg"”, bbox inches="tight")

Figura E.9: Cédigo para la gréfica de un caminante aleatorio en 1 dimensién en Python
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APENDICE E CODIGOS DE SIMULACION EN MATLAB Y PYTHON
E.9. CAMINANTE ALEATORIO 2D

E.9. Caminante Aleatorio 2D

1 import matplotlib.pyplot as plt

2 import matplotlib

3 dmport numpy as np

4 def Pasos2D():#Posibilidades del caminante aleatorio

5 posibilidades=np.array([[1,0],[-1,6],[©,1],[©,-1]])

6 return posibilidades[np.random.choice([©,1,2,3])]
7 def Caminata2D(N):

8 x=np.zeros(N)

9 y=np.zeros(N)

10 Pos2D=np.array([0,0])

11 for i in range(1,N):

12 Pos2D= Pos2D+np.sqrt(dt)*Pasos2D()
3 x[1]=Pos2D[@]

14 y[1i]=Pos2D[1]

15 return x,y

16 N=1leee

17 dt=e.1

18 x,y=Caminata2D(N)

19 plt.plot(x,y, " 'p-',c="purple")

20 plt.plot(x[e],y[e], o' ,ms=18@)

plt.plot(x[N-1],y[N-1], 'ko',ms=1@)

plt.xlabel('Pasos en x")

plt.ylabel('Pasos en y")

plt.title( 'Desplazamientos en 2D")

plt.legend([ 'Trayectoria', 'Posicidn inicial', 'Punto final'])
plt.savefig("Caminata Aleatoria 2D.jpg", bbox_inches='tight', pad _inches=0.1,)
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Figura E.10: Cédigo para la grafica de un caminante aleatorio en 2 dimensiones en Python
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APENDICE E CODIGOS DE SIMULACION EN MATLAB Y PYTHON
E.10. CAMINANTE ALEATORIO 3D

E.10. Caminante Aleatorio 3D

1 import matplotlib.pyplot as plt

2 import matplotlib

3 dmport numpy as np

4 def Pasos2D():#Posibilidades del caminante aleatorio

5 posibilidades=np.array([[1,0],[-1,6],[©,1],[©,-1]])

6 return posibilidades[np.random.choice([©,1,2,3])]
7 def Caminata2D(N):

8 x=np.zeros(N)

9 y=np.zeros(N)

10 Pos2D=np.array([0,0])

11 for i in range(1,N):

12 Pos2D= Pos2D+np.sqrt(dt)*Pasos2D()
3 x[1]=Pos2D[@]

14 y[1i]=Pos2D[1]

15 return x,y

16 N=1leee

17 dt=e.1

18 x,y=Caminata2D(N)

19 plt.plot(x,y, " 'p-',c="purple")

20 plt.plot(x[e],y[e], o' ,ms=18@)

plt.plot(x[N-1],y[N-1], 'ko',ms=1@)

plt.xlabel('Pasos en x")

plt.ylabel('Pasos en y")

plt.title( 'Desplazamientos en 2D")

plt.legend([ 'Trayectoria', 'Posicidn inicial', 'Punto final'])
plt.savefig("Caminata Aleatoria 2D.jpg", bbox_inches='tight', pad _inches=0.1,)
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Figura E.11: Cédigo para la grafica de un caminante aleatorio en 3 dimensiones en Python
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