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Resumen

En el presente trabajo se obtendran soluciones exactas y aproximadas de métricas anis6tropas
e inhomogéneas en el marco de los modelos multidimensionales de la gravedad y se realizara un
analisis fisico de las mismas en el contexto de la fisica moderna y, en particular, de la cosmologia.

El primer capitulo consiste en una presentacion general de la teoria de los mundos membrana y
su relacion con la fisica moderna. En el segundo capitulo estudiamos un modelo pentadimensional
de gravedad acoplada a un campo escalar fantasma no auto-interactuante en el que hemos anadido
una funcion que depende tnicamente de la dimension extra y que nos permitira realizar un estudio
més general de esta clase de modelos. Partiendo de una métrica cuyo sector espacial es inicialmente
anisétropo e inhomogeneo, veremos que al obtener la solucién de nuestro modelo la misma se
isotropiza super-exponencialmente en el tiempo mientras que el campo fantasma se desvanece
exponencialmente en el tiempo, lo que es congruente con el modelo estandar de la cosmologia en
el que se establece que el universo parti6 de un estado altamente anisétropo e inhomogéneo que
rapidamente transité6 a un estado isétropo y homogéneo como el que se observa en la actualidad.
Finalmente en el tercer capitulo estudiamos un modelo con N dimensiones extra, encontramos una
solucién aproximada para el factor de deformaciéon y analizamos el comportamiento de ésta.






Introduccion

Pocos anos después de la formulacion exitosa de la teoria general de la relatividad por parte
de Albert Einstein hubo intentos por crear una teoria de campo unificado que diera cuenta en
un marco comun de las dos interacciones fundamentales conocidas en aquel entonces: gravedad
y electromagnetismo. Motivados por los éxitos de unificacion de Maxwell y del propio Einstein,
existia una esperanza de acoplar en un unico sustrato el campo gravitacional codificado en el tensor
meétrico g, y el campo electromagnético codificado en el cuadripotencial A,,.

Uno de los primeros modelos de campo unificado vio la luz en 1921 cuando T. Kaluza publico
un articulo en el que intentaba acoplar la gravedad y el electromagnetismo con el auxilio de una
quinta dimensién y un campo escalar auxiliar [1]. Esta quinta dimension tendria una naturaleza
sutil debido a lo que Kaluza llamé condiciéon de cilindro: las derivadas de los campos respecto
a este parametro adicional eran nulas o sumamente pequenas al ser de orden superior. Con esta
condicion Kaluza simplifico las ecuaciones de Einstein de este modelo pentadimensional y pudo
estudiar también las ecuaciones de movimiento.

Sin embargo, y como el propio Kaluza notd, quedaba la cuestién de como demostrar la exis-
tencia de esta quinta dimension y el por qué no habia indicios de la misma en las observaciones
experimentales de su época. Seria O. Klein quien en 1926 proveeria de una posible explicacion a
esta tltima cuestion [2]. Basado en los altimos avances de Schrédinger y Heisenberg en la teoria
cuéntica y teniendo en cuenta la cuantificaciéon de la carga eléctrica, Klein sugirio que la quinta
dimensién podria estar compactificada en un circulo de radio del orden de 1073% cm. Con ésto
Klein también daba cuenta de la condicién de cilindro que Kaluza introdujera a mano.

Con el tiempo el modelo de Kaluza y Klein seria refinado por Einstein y grupos independientes
de investigacion en Alemania, Francia y Suiza. Sin embargo, con el descubrimiento de las inter-
acciones nucleares disminuy6 el impetu por la bisqueda de un campo unificado, pues ahora a las
dos interacciones clasicas de la gravedad y el electromagnetismo habia que agregar un conjunto de
interacciones exdticas de naturaleza enteramente nuclear y que parecian tener atin menos relacion
con la visién geométrica de Einstein.

Durante los anos 30 y 40, en el contexto del desarrollo de la fisica de particulas, surgi6 la deno-
minada teoria de matriz S (la letra S del inglés Scattering) o matriz de dispersion. Las matrices S
fueron introducidas por J. A. Wheeler en 1937 [3] como herramientas de calculo para las complejas
interacciones nucleares no relativistas y posteriormente retomadas y reinterpretadas por W. Hei-
senberg en 1943 en el primero de una serie de articulos en teoria de particulas elementales [4,5]. En
aquellos anos se habia encontrado que con la introducciéon de términos no lineales en la ecuacion
de onda los calculos perturbativos con integracién sobre cuadrimomentos de particulas virtuales
conducian a divergencias a menos que se supusiera un corte superior del momento. Heisenberg pro-
puso que esto era un indicador de una longitud universal [y, tan fundamental como las constantes
¢y h, y que limitaria la posibilidad de ciertas mediciones. Basado en los resultados experimentales
de su tiempo, propuso que dicha longitud universal seria del orden de 10~ '3cm

La idea de Heisenberg era construir un modelo mas general que la teoria cuéntica de campo
centrandose en cantidades observables como las probabilidades de colisién, absorcién y emision,
ya que estas cantidades estdn asociadas con el comportamiento asintotico de los campos y pueden
ser estudiadas con matrices, las matrices S, que involucran el momento, el espin y otros ntimeros
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cuéanticos de estados de entrada y salida de particulas no interactuantes. La ventaja de este enfoque
es que no requeria de hacer referencia explicita al espacio y al tiempo, con lo cual se evitaban las
dificultades presentes en el estudio de colisiones de particulas no puntuales como el protén y el
neutron.

En los anos siguientes se fue desarrollando el modelo de Heisenberg con el estudio de las pro-
piedades analiticas de los elementos de la matriz S [6] y se encontr6 que mediante este método
surgia un numero de singularidades “falsas” que no estaban asociadas con estados estacionarios y
no estaban presentes para potenciales acotados. Debido a éste y otros problemas, la matriz S se
fue dejando de lado como modelo general en favor de la teoria cuantica de campo que también
venia siendo refinada con los métodos lagrangianos desarrollados por Dyson, Feynman, Schwinger
y Tomonaga que reconciliaban las divergencias. Sin embargo, las matrices S siguieron jugando
un importante papel en el estudio de interacciones nucleares fuertes ya que proveian de una he-
rramienta analitica para el calculo de las relaciones de dispersion, ademas de que el estudio de
sus singularidades abriria eventualmente un nuevo campo que trascenderia su propoésito inicial y
cumpliria en parte el objetivo de Heisenberg de un modelo unificado.

Durante los anos 50 y 60 el estudio y puesta a prueba de los modelos de interacciones nucleares
fuertes fueron consolidando una visién unificada de la miriada de particulas que se descubrian en
los laboratorios de altas energias. En el contexto de las teorias de matriz S destacan los trabajos de
M. Gell-Mann y su modelo de quarks en la primera etapa [7], de S. Mandelstam y la introduccion
de las hoy conocidas como variables de Mandelstam [8] y de T. Regge y su extension del momento
angular [9]. El trabajo de estos tltimos en conjunto con los de otros fisicos conducirian al Bootstrap
model o modelo de Cuerda-de-apoyo, un antecedente de los modelos de cuerdas. Este enfoque partia
de suposiciones generales sobre las simetrias que debia obedecer la matriz S y tenia la ventaja de
derivar resultados sin introducir teoria de perturbaciones ni teoria de campo.

En 1968 el fisico italiano G. Veneziano publicaria un articulo en el estudio de las amplitudes de
dispersion de trayectorias linealmente crecientes considerando las simetrias estudiadas peviamente
por Regge y Mandelstam [10], dando origen al modelo de resonancia dual, denominado asi por la
dualidad entre los polos de Regge y las resonancias de interacciones nucleares fuertes. Este trabajo
es considerado la piedra fundacional de los modelos de cuerdas, pues a partir de éste se construiria
una generalizacion consistente a N particulas (el modelo de Veneziano es de 4) modelado por
un namero infinito de osciladores armonicos simples describiendo el movimiento de una cuerda
unidimensional extendida [11].

Después de la publicacion del articulo de Veneziano hubo un desarrollo prodigioso en el campo
de los modelos de cuerdas. Las siguientes décadas se irfan formulando una variedad de construc-
ciones teodricas que afiadirian nuevos tipos de simetrias capaces de albergar los diferentes campos
fisicos conocidos y otros tantos desconocidos. Destaca primeramente el estudio de los patrones
bosoénicos del modelo generalizado de resonancia dual por parte de J. H. Schwarz, J. Scherk [12]
y T. Yoneya [13], descubriendo que estos patrones encajan con los del hipotético graviton e in-
corporan la electrodinamica escalar. Durante estos anos también se descubrié que eran necesarias
dimensiones extra para que los modelos fueran consistentes, en particular, un ntimero total de 10
dimensiones era requerido [14], aunque nuevamente surgia la cuestion de por qué no se observaban.
Es en este punto que hubo un renacer del modelo de Kaluza-Klein y los mecanismos de compacti-
ficacion [15] heredando con ello también uno de los principales puntos incomodos a los que ya se
habia enfrentado Kaluza, la cuestion de como detectar esas dimensiones extra. Poco depués llega-
rian los modelos de supercuerdas, un refinamiento que permitia incorporar fermiones con la ayuda
de supersimetria, pues previamente las cuerdas solo incorporaban bosones de manera natural. Mas
tarde y ante el panorama de multiples modelos de supercuerdas apareceria uno que incorporaria a
todos a través de dualidades no triviales: la teoria M. La teoria M incorpora suposiciones que ya
habian surgido de supercuerdas y las complementa con otras para tener un criterio unificado: 6+1
dimensiones adicionales, supersimetria, dualidad S y dualidad T entre otros ingredientes [16]. El
transito de 10 a 11 dimensiones permitia reinterpretar las supercuerdas como casos particulares de
objetos multidimensionales denominados membranas.



IX

He aqui que aparecen los objetos centrales de nuestro trabajo: los mundos membrana. Motivados
por los avances de la teoria M las siguientes décadas serfan ricas en la elaboracién de modelos
cosmologicos, un camino que inicialmente no estaba contemplado por los teoricos de la mecanica de
cuerdas pero que probaria ser enriquecedor en el estudio y abordaje de cuestiones tan fundamentales
como el problema de jerarquia y la isotropia del fondo césmico de microondas.
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Capitulo 1

Mundos Membrana

En la actualidad el concepto de membrana tiene varias acepciones, aunque de manera general
pueden entenderse como objetos (3+41)-dimensionales que se propagan a través de espacios multi-
dimensionales. Si bien hay antecedentes de ideas similares ya en la década de los 80 [17], no seria
hasta la segunda mitad de los 90 que los modelos tomarian relevancia y serfan estudiados en el
contexto de la cosmologia.

Como ya hemos comentado, uno de los principales conflictos que surgen de los modelos de
cuerdas es la cuestion de las dimensiones extra. Existen al menos dos maneras de lidiar con el
problema: a) compactificando las dimensiones en variedades de alta complejidad como en los mo-
delos de Kaluza-Klein o b) suponer que el Universo entero es una membrana que se propaga en un
hiperespacio multidimensional (que puede ser extendido).

A finales de los 90s, los trabajos de Merab Gogberashvili [18,19] por un lado y Lisa Randall y
Raman Sundrum [20,21] por otro serian de los primeros estudios de las membranas en dimensiones
extendidas cuyo enfoque permitia que a través de una dimensién extra el problema de jerarquia se
pudiera, en principio, resolver.

La idea general en estos modelos es que nuestro Universo observable es una membrana que se
propaga a través de un sustrato (N-+4)-dimensional. Las interacciones electromagnética, débil y
fuerte estarian confinadas en la membrana mientras que la gravedad seria libre de propagarse a
través del sustrato, lo que haria de la gravedad una interaccién mucho més débil en apariencia. La
constante de gravitacion universal G4 y la constante cosmoldgica A4 son en realidad cantidades
efectivas de las verdaderas constantes (N-+4)-dimensionales Gy14 ¥ An44.

1.1. Cosmologia de Mundos Membrana

El modelo paradigmatico en la teoria matematica de mundos membrana corresponde a una
3-(mem)brana (3 componentes espaciales y una temporal) que se propaga en un sustrato N-
dimensional y cuya accion esta sujeta a las siguientes prescripciones [22]:

1. La dinamica del sustrato esta descrita por una acciéon de dimensién superior definida en
términos de una densidad lagrangiana de los campos ¢(x,w) que dependen de todas las
coordenadas espacio-temporales del sustrato

Ssust[Qb] = /d4dew\/ |g(4+N)|L(¢(I,’lU)), (11)

donde z corresponde a las (34+1) coordenadas de la membrana y w a las N dimensiones extra.

2. La dinamica de la membrana esta descrita por una acciéon (341)-dimensional de los campos
en la misma, la cual se puede promover naturalmente a una expresiéon de dimensién superior
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1.1. COSMOLOGIA DE MUNDOS MEMBRANA

via una funcion delta:
Suranali) = [ dtaduwnlgcy £(o(a)3Y (@ - i), (1:2)

donde consideramos que la membrana esta localizada en la posicion @ = Wy a lo largo de
las dimensiones extra, g(4) es la métrica 4D inducida en la membrana y ¢(x) corresponde
a los campos confinados a la membrana que sélo dependen de las cuatro dimensiones del
espaciotiempo de nuestro Universo.

3. Finalmente, la accién puede contener términos que acoplan los campos del sustrato y la
membrana. Estos ultimos estan localizados en el espacio y, por tanto, es natural que una
funcién delta esté involucrada en tales términos, por ejemplo, en la siguiente forma:

Smiz [d)v 90] = /d4$de |g(4+N) ‘¢2 (1’7 w)@(‘r)(sN (u_j - 'U_jO) (13)

— [ e\ lo|* @ w0 (o) (1.4)

A partir de aqui se puede proceder a la reduccion dimensional y trabajar en un modelo efectivo
cuadridimensional integrando sobre las dimensiones extra.

En el caso de que las dimensiones adicionales del sustrato estén altamente curvadas es conve-
niente proceder de manera alternativa.

Algunas de las primeras aproximaciones a los problemas donde la densidad de energia de la
membrana es suficientemente grande para afectar la estructura del sustrato consistieron en modelos
pentadimensionales donde dos membranas se colocan en los extremos de una quinta dimensién con
simetria AdS. Estos modelos se conocen como modelos de Randall-Sundrum (RS) e incorporan
campos fermiénicos confinados a las membranas mientras que la gravedad es libre de propagarse
entre éstas y el sustrato. Poco después, al estudiar las modificaciones a las ecuaciones de Friedmann
que introducian los modelos como los de RS se empezd a considerar la anchura de las membranas
para compensar estas discrepancias incorporando también un enfoque cosmoldgico.

La anchura de la membrana depende directamente del factor de deformaciéon de la métrica
y juega un papel importante en modelos 4+N-dimensionales con N > 2. En el caso de modelos
pentadimensionales podemos distinguir entre los de membrana delgada de los trabajos de Randall y
Sundrum y los de membrana ancha como los de Kanti, Langlois y colaboradores [23,24]. La cuestion
de la anchura de la membrana se torna importante cuando uno analiza las auto-interacciones de
la materia en el sustrato pues en el caso de membranas delgadas éstas se vuelven divergentes.

De manera general, estos modelos poseen una métrica de la forma:

ds® = f2(w)guda*dz” — [dw? + r*(w)dQa 4], (1.5)

donde la métrica tetradimensional g, representa espaciotiempo de Minkowski o de Sitter, dQ3,_;
es el elemento de linea de una variedad compacta (N — 1)-dimensional (generalmente una (N — 1)-
esfera unitaria) y f(w) es el factor de deformacion.

A grandes rasgos las soluciones de membrana ancha pueden ser clasificadas en dos grandes gru-
pos: soluciones estdticas y soluciones dependientes del tiempo [25], a su vez, las soluciones estaticas
pueden identificarse en membranas anchas topolégicamente no triviales y triviales, dependiendo si
se da por supuesta la presencia de defectos topologicos o no en el espaciotiempo, respectivamente.

El caso mas simple de una solucién topolégicamente no trivial corresponde a soluciones pentadi-
mensionales de membrana ancha y un solo campo escalar con simetria de Poincaré tetradimensional:

5= [@ev=g [ijGR (V6P -V (9)]. (1.6)
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En general, la métrica de un espaciotiempo estético de cinco dimensiones con simetria de Poincaré
en cuatro dimensiones puede escribirse como

ds® = eQA(“’)anx“dx” + 34 g2, (1.7)

donde A es una funcién de la coordenada extra sujeta a una restriccion que depende del potencial.
En [26] se demostr6 que para encontrar soluciones regulares el potencial V' debe alternar signos y
estar sujeto al siguiente ajuste

V(o0) =0,V (w) := /Ow V=gV (¢(w))dw = /w SAWY (¢ (w))dw, (1.8)

0
el limite de anchura cero estéa bien definido y la solucién se reduce al modelo de Randall-Sundrum
si el valor asintotico del potencial V(¢) es una constante: la constante cosmologica del sustrato.
Por otro lado, si consideramos un campo escalar fantasma:

S = /d%\/fg [16;(;(3 —2A) + %(wp)? - V((b)} (1.9)

se pueden encontrar soluciones exactas que permiten localizar particulas masivas de naturaleza
fermionica como en [27] en donde se propuso un potencial tipo Sine-Gordon:

V(®) =B <1 + cos 2;11)) , (1.10)

sin embargo, al encontrar la expresion para el factor de deformacion en este modelo se observa que
es creciente y por tanto no localiza gravedad en la membrana. En general, los modelos con campos
escalares autointeractuantes son inestables incluso a nivel clésico y por ello se han propuesto
modelos donde s6lo aparece el término cinético en la accién, aunque las inestabilidades a nivel
cuéntico pueden persistir.

Un modelo de gravedad acoplada a un campo fantasma no auto-interactuante en cinco dimen-
siones esta descrito por la siguiente accion

. 1
S/d"l’”{ma

En [30] se propuso la siguiente métrica donde la parte espacial de la brana es anisotropa:

(R—2A) + ;(V@)Q] : (1.11)

ds? = e24w) {—dt2 + a?(t)[e" ) (da? + dy?) + e 24w 2] 4 dw2} . (1.12)

El campo fantasma ® y las funciones métricas e dependen del tiempo y de la dimensién extra,
ademas se incluye un factor cosmologico dependiente del tiempo a(t).

La dependencia temporal de la funcién u induce una dinamica en la parte espacial de la brana
que permite estudiar mecanismos de isotropizaciéon de manera analitica.

1.2. Isotropizacién de la membrana

Existe en la actualidad un consenso en cosmologia que establece que nuestro Universo comenzo
su evolucién a partir de un estado altamente anisétropo que transité a un estado altamente is6tropo
como el que observamos hoy en dia. El mecanismo mas popular para explicar este fenémeno es el
conocido como Inflacién Coésmica, sin embargo, un nimero de mecanismos alternativos han sido
propuestos a lo largo de los afios entre los que se encuentran los modelos de mundos membrana.
En el contexto de los modelos de membrana ancha destaca el trabajo ya mencionado al final
de la seccion anterior donde se aprovecha la dependencia temporal de la parte espacial en (1.8),
inicialmente anisotropa, y se analiza la evolucion del campo fantasma a lo largo del sustrato. Se
encuentra que el factor de deformacion es
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1.2. ISOTROPIZACION DE LA MEMBRANA

Alw)=—-=1 cosh? (H (w — wy)) |, (1.13)

2" 6H?

y el factor cosmologico
a(t) = age’. (1.14)

Ademas, la funcion u(t,w) es proporcional al campo fantasma el cual satisface la ecuacion de
Klein-Gordon:

b+ 3% o _ 340 =0, (1.15)
a

Esta ecuacion tiene solucion exacta proponiendo el siguiente ansatz para el campo escalar:

D(t,w) ~ u(t,w) = e(t)x(w)e 24, (1.16)

De manera que
u(t,w) = (Dye?" + Dye ") (Clpé‘[tanh(H(w — wp))] + C2Q% [tanh(H (w — wo))]> e, (1.17)

con p = V% -2 u= % - 2—22 y H, Q, Cy, Co, D1 y Dy constantes arbitrarias. El analisis
de estas funciones por parte de los autores demuestra que la métrica (1.8) se isotropiza super-
exponencialmente en el tiempo.

En los siguientes capitulos presentaremos una extension de este modelo donde hemos incluido
una funciéon h(w) arbitraria que multiplica la componente dw? de la métrica (1.8) lo que nos
permite, en principio, explorar una variedad més rica de modelos.




Capitulo 2

Modelo pentadimensional y
mecanismo de isotropizacion

2.1. Accibon

Proponemos una accién en 5D que describe gravedad acoplada con un campo fantasma no
auto-interactuante que depende del tiempo y se propaga en el sustrato:

1
S— [ & —2A) + = (VD)2 21
[ v | g (R -2 + 5(70) (2.1)
donde G y A son las constantes de Newton y cosmologica en 5D, respectivamente. EI campo
fantasma ® depende tunicamente del tiempo y de la dimension extra, es decir, ® = & (¢, w), donde
w se refiere, a partir de aqui, a la dimensién adicional.

2.2. Ecuaciones de Campo

Las ecuaciones de campo son

2
R,, = —-0,00,0 + ggwA (2.2)
L 9.(vV=4g"0,0) =0 (2.3)
—99° Ov0) = )
/—g H
donde hemos redefinido el campo escalar como o = vV81GP.
2.3. Meétrica
Motivados por los trabajos [28], [29] y [30], proponemos la siguiente métrica:

ds? = e24w) (=dt® + Gonn (t, w)dz™dz" + h(w)dw?), (2.4)

donde el factor de deformacion A = A(w), el factor de escala h = h(w) y la métrica en 3D G (t, w)
son funciones arbitrarias. Sin pérdida de generalidad, podemos expresar g,y (t, w) = a(t)gmn (t, w)
donde

G (t, W) = diag(e ™) et (tw) o=2ultw)y, (2.5)



CAPITULO 2. MODELO PENTADIMENSIONAL Y MECANISMO DE
ISOTROPIZACION
2.3. METRICA

Esta forma de la métrica en 3D nos permitira obtener soluciones analiticas. Tenemos entonces que

ds? = e24W) (=dt® + a®(t) grn (t, w)dz™ dz™ + h(w)dw?). (2.6)

Nuestro modelo describe una brana anisotropicamente deformada a lo largo de las coordenadas
espaciales , 7, z mediante el factor e*(*™) que depende del tiempo ¢ y de la coordenada adicional
w, con una deformacion adicional en el tiempo introducida por el factor de escala cosmolégico a(t).
El factor de deformacion A(w) es una funcién arbitraria de w que nos permite obtener soluciones
suaves y modela una configuracion de brana ancha en el sentido de [30].

Los simbolos de Christoffel no nulos de nuestro modelo son

Fttw _ A/7 FtII — Ftyy — a26u(% + %)7 thz — a2e—2u<% _ ’ib),
thx:Fyty:%'i_%? thz:%_ﬁﬂ mex:way:Al+u§/a
szz = A/ - ’LL/, Fwtt = AT/? wam = Fwyy = _a2eu(%/ + %/)7
szz:_a2€—2u(%’_%>7 Fwww:A/"i_%’

donde / y - indican derivadas respecto de la dimension extra y el tiempo, respectivamente. De modo
que las componentes no nulas del tensor de Riemann son:

" ¢ ot a2 aw A/, W
Ria'a Rwy—“[a i) (T -0 73| @7
Cou l/a  _N\/2a _. at, A’
Ris'y = —ae = 5 (3 - 20) (T +20) + T+ 4 - “'4 ’ 28
R,,%, =R, —u—/+u—w+d—w (2.9)
te w — Tty w T 2 4 2. ’ .
L
R, = —i +uu — 2L, (2.10)
a
Al
Ryt = —A" 2.11
tw w + 2h ) ( )
AN WR AW W2
e _p oy g% IR 2.12
Rrw w Ryw w 9 + 2h + 4h 9 4 ( )
AR W'N /
z — _A// " _ A/ /_ 2. 2'13
Por otro lado, las componentes no nulas del tensor de Ricci son:
3a 302 m 1 AR
=—— - — A" A= — 2.14
R . T TATEsAN - o (2.14)
Ry = —guu’, (2.15)
i 26 4 3au o1l AR u’ 3 u'h’
Ryw =Ry, =a%e" | —+ 5+ -4+ —— — (A" +342)— —(— —A ’) 2.16
w= e T gty o — WA s — (T A T gz |- (210)
o ald o 247 3at y n 1 AR ” , o u'h
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2.4. SOLUCIONES

3 2A'H
Ryw = —5u 244" + T (2.18)

Finalmente, con este ansatz las ecuaciones de campo de Einstein son:

3 3., 1 AR, 2A
o2 A// 314/2*— :_2_7214 2.19
PR LIRS R e A (2.19)
—3in’ = —2607, (2.20)
i 232 i 3ad 1
ST (A 34
a + a? + 2 " 2a (A7 + )h
uﬁ// + §A/ , l + A/h/ + u/h/ B % 24 (2'21)
2 T2 T o T T
. 2 .2 .. 1
207 G 304 y3amyl
a a? a h (2.22)
1 AW WW 2A '
"3 A WS _ _ o 2A
+ (v’ + u)h—F?h2 57,2 3¢
/ 2A’R / 2A
—gu VYV U ?62%. (2.23)
El campo fantasma o(t,w) obedece la ecuacion de Klein-Gordon:
1 366
o + 340" — QU/h_lh/‘| [} (2.24)
a

2.4. Soluciones

De la componente tw de las ecuaciones de Einstein tenemos que

o(t,w) = \/gu(t, w), (2.25)

salvo una constante aditiva que podemos despreciar. Como veremos, esta expresion nos permitira
realizar varias simplificaciones.

La ecuacién de Klein-Gordon queda contenida en las componentes zx, yy y zz y podemos sumar
las componentes tt y zx para obtener una ecuacion para a(t):

a a\ 2

Z_(Z) =0 2.26

. () (2:26)
con soluciéon de la forma

a(t) = age’. (2.27)

Sustituyendo esta expresion en las componentes tt, ww y simplificando obtenemos dos ecuaciones
que involucran el factor de deformacion A(w) y la funcion h(w)

1 2A
A"+ 3A"% — §A’h*1h’ — 3H?h = —?emh. (2.28)
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ISOTROPIZACION
2.4. SOLUCIONES

—4A" 4 2A' W7 = %emh. (2.29)

Si multiplicamos la primer ecuacién por 4 y la sumamos con la segunda obtenemos una sola ecuacion
no lineal de primer orden para A(w)

6A2 = (6H? — Ae*)h; (2.30)

cuando sustituimos esta expresion en las ecuaciones de Einstein y consideramos (2.13) y (2.15)
encontramos que se satisfacen idénticamente, por lo que podemos afirmar que esta es la tnica
ecuacion relevante para A(w).

Tenemos entonces una familia de ecuaciones diferenciales que dependen del factor h(w), en par-
ticular, podemos simplificar la busqueda de soluciones si hacemos que la funciéon h sea una funcion
de A haciendo que la ecuacion diferencial (2.18) no dependa explicitamente de la coordenada extra
w. Con este criterio podemos explorar un conjunto de modelos que involucran algunos ya estu-
diados y otros nuevos. Por ejemplo, si proponemos hi(A) = cte. obtenemos el modelo estudiado
en [30]:

Ai(w) =In [ZI sech [H(w — wo)}] ) (2.31)

donde 6b% = A.

Si proponemos ho(A) = =24

recuperamos el modelo estudiado en [31]

6H> A
W cos? ( g(w - wo)>1 . (2.32)

Finalmente, el modelo en el que nos concentraremos corresponde a h(A) = 24 y tiene soluciéon

1 A
Afw) =3 n (H2w? + 6?) (2.33)

que no se habia estudiado previamente. Con esta eleccion de h(A) la ecuacion de Klein-Gordon

toma la forma
(0,// + 2Alo_l> 672A _ (& + 3ao’> =0, (2_34)
a

si elegimos el siguiente ansatz para el campo escalar:

Ag(w) = %ln

o(t,w) ~ u(t,w) = e(t)x(w)e™ ™), (2.35)

la ecuacion de Klein-Gordon se reduce al siguiente par de ecuaciones diferenciales ordinarias

X// . (A// + A’2 _ Q2e2A)X _
(2.36)

—2
A A
X// _ <H2'UJ2 + 6H2> [(QHQ _ QQ)H2’LU2 _ (H2 + QQ)GHz X = 0’

E€+3Hé+ Q% =0, (2.37)

donde € es una constante arbitraria.
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2.4. SOLUCIONES

La ecuacion para x(w) tiene solucion exacta:

Y(w) = V6HWw? + A(Ole [u / 6%410} 00?2 [z GTwD (2.38)

donde P2 y Q2 son las funciones asociadas de Legendre de segundo orden del primer y segundo
tipo respectivamente y grado

1 9 02
YTV
A diferencia de [30], nuestra ecuacion para x(w) no posee un espectro de estados de energia
mixto y por tanto la constante {2 es un parametro a definir dependiendo del tipo de solucién que
deseemos.
La ecuacion para €(t) corresponde a la ecuacion diferencial de un oscilador armoénico amorti-
guado con coeficiente de amortiguamiento 3H y solucién general

(2.39)

€(t) = e 21 (Dye Pt 4 Dyert) (2.40)

2
SN s )

Dependiendo del tipo de amortiguamiento tenemos tres tipos de soluciones: a) Infra-amortiguado

donde

Q% > #), b) criticamente amortiguado (2 = %) y ¢) sobre-amortiguado (02 < %).
a) Para el caso infra-amortiguado tenemos
e(t) = De~3H1 cos(wt + §), (2.42)

donde D y ¢ son constantes determinadas por las condiciones iniciales y

2

o 9H®
4

Las oscilaciones decaen exponencialmente a cero con el tiempo y por lo tanto la funciéon u(t, w) se

desvanece, lo que conduce a una métrica 5D isétropa.
b) La soluciéon para el caso criticamente amortiguado es

w=1/Q (2.43)

e(t) = e 21Dt + ), (2.44)

donde D y § son constantes determinadas por las condiciones iniciales. Al igual que en el caso
infra-amortiguado, la funcion u(t, w) se desvanece exponencialmente isotropizando la métrica 5D.
c¢) Finalmente, para el caso sobre-amortiguado la solucion es

e(t) = De™ 31 cosh(wt + 6), (2.45)
donde D y § son constantes determinadas por las condiciones iniciales y
w=1/——0Q2 (2.46)

Nuevamente, como en los casos anteriores, la funcion u(¢, w) decae exponencialmente isotropizando
completamente la métrica 5D.




CAPITULO 2. MODELO PENTADIMENSIONAL Y MECANISMO DE
ISOTROPIZACION
2.5. ESCALAR DE CURVATURA

La forma general de la funcion u(t, w) (y por tanto también del campo escalar o (¢, w)) es

u(t,w) = e(t)x(w)efA(w)

. 6H w2 + A [6H4 G6H4 2.47
— ¢ 2t (\%};) (Dle*pt + D2€pt) (Cle {z Tw} + C2QZ [z\/Tw]) ( )

que, como ya vimos, decae exponencialmente en el tiempo isotropizando la métrica 5D que toma
la forma

ds? = AW [—qt? 4 o (t)(dz? + dy® + d2?) 4 24 du?]. (2.48)

2.5. Escalar de Curvatura

Podemos realizar una comparacion cualitativa béasica de nuestro modelo y el del articulo original
calculando el escalar de curvatura mas simple: el escalar de Ricci, ya que todas nuestras funciones
métricas dependen sélo de t y de w:

R(t,w) = ¢" Ry = ¢" Ryt + 9" Ryw + ¥V Ry + 9°° R + ¢ Ry

3u? w1 AW 30?2 (2.49)
2 el " 2\~ v
BH?+ 2 — (24" + 3472 + Sh].

—2A

Explicitamente:

10A 3—4A 1. N\2 _—2A
| Seta ity — wnp ]

10A 3 o—3H (1722 A N2
3 T3¢ ( * 6H?

2
X { <3H(D1€pt 4 Dae=t) — p(Dyet — Dzept)> (6H4w2 + A)

x (1—v)? [6H4w<Cle [zﬁ } +C’2Q2{ 6AH4w}>
vz ] o) )

que converge al valor constante M conforme ¢ crece, correspondiente a un sustrato isotropizado

y maximamente simétrico.
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CAPITULO 2. MODELO PENTADIMENSIONAL Y MECANISMO DE
ISOTROPIZACION
2.5. ESCALAR DE CURVATURA

El siguiente cuadro muestra las graficas comparadas de las proyecciones del escalar de Ricci
correspondientes al modelo original de [30] y nuestra extension para diferentes valores de Q2 cerca
del origen donde ocurre la mayor parte de las fluctuaciones antes de desvanecerse en el tiempo:

h(w) = 1 e24
22 =0
0% =2H?
10108 ‘_
2 _ 9772 AP
= §H ot
5.107h
1 -103},\:
P

Tabla 2.1: Proyecciones de R(t, w) para distintos valores de 2. El color naranja indica orden/grado
real mientras que el azul orden/grado complejo de las funciones asociadas de Legendre.

Se observa que el modelo con h(w) = 1 tiene un comportamiento menos suave que el de
h(w) = €*4 en el sentido que las variaciones de la funcién x(w) (y por tanto del escalar de Ricci)
son mas pronunciadas. Esto se debe a que en el modelo con h(w) = 1 el argumento de las funciones
asociadas de Legendre es tanh[H (w — wy)] el cual se aproxima rapidamente a la unidad conforme
w crece lo que provoca que tanto Pé‘ /2 COMO Qg /2 alcancen sus extremos mas rapido de lo que lo

hace la expresion (2.50).
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Capitulo 3

Una aproximaciéon N-dimensional

3.1. Modelo N+4-dimensional

Una de las generalizaciones del modelo presentado corresponde al caso de IV + 4 dimensiones
con la siguiente accion:

1 1
= [ dV ey =g | ——= (R —2A) + = (VD)? 1
5= [ @ty | g (B -24) + 5(VEF|. (3.1)
cuyas ecuaciones de campo son:
2
RMV = —8M0‘81,U + mgMVA, (32)
1
——0,(v/—gg"*0,0) =0, 3.3
donde hemos redefinido el campo escalar como o = vV81GP.
Proponemos una métrica de la forma:
ds® = 2 (—dt? + a*(t) gon (t, w)dz™dz™ + h(t,w)dw?), (3.4)
donde
N
dw? = Zdw? (3.5)
j=1
Grn(t,w) = diag(e™ (), gua(tw) guo(t)) (3.6)
con la condicién
up(t,w) + ua(t, w) + us(t,w) = 0. (3.7)

Ahora, el factor de deformacion A, las funciones métricas u,, y el factor de escala h dependen
del radio w de una N-esfera. Con este enfoque las ecuaciones de Einstein son:

3.. 1 A/
Rup: == — 2(if 4+ 03 +03) + [A7 + (W = 1) 2 + (N +2)4%|n~?

N .« N ... (N—2

. 7h_1h+ 7h—2h2+ ( )A/h_2h/ (38)
2 1 2

2
__~2_7 2A
ST TN 2¢

13
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3.1. MODELO N+4-DIMENSIONAL

1 . .
Ryj: —§(a1u3 + dguly + tzuy) — (N — 1)h™ h + (N — 1)h 2R}/
+ (N +2)A'h"th = =260,

N -2 Na, .
— %A’h”h’ + Egh‘lh (3.10)

P v . B W
Rjy [h + gh—llﬁ + 3ah (A”+ (2N +1)— + (N+2)A’2>
2 4 2 a w

1 2N —3 1 ,
— 5h—lh“ _@N=3) 5 )h—lh’ — 1(N —4)h%n? — NA’h—lh’] ik

/!

+ —%(u'f +us? +ugd) — ((N +2)A" — (N + 2)% (N + 2)A’2> (3.11)

N -2 N -2 / ixk
7( 5 )h71h11+( 5 )hlh/+i(N2)h2h2+(N+2)A/h1h/]Xi
w w
2 X‘iXk /9

— 2A
= me hA(sJk — ?U 5

y la ecuacién de Klein-Gordon:

! N -2 16 N ;
o’ + (N — 1)% + (N +2)A 0" + (2)a’h‘1h’] ht—6— ?"’T‘T - Edh‘lh =0 (312

De (3.7) y (3.10) obtenemos otra ecuacion:

;;Rmm = % %2 —|A"+ (N - 1)%/ +(N+2)4% | p!
_ %A’h”h’ n géh_lh (3.13)
SN
que si sumamos con (3.8) y simplificamos obtenemos:
8t<%> + i(u% + 03 + u3) + %(h - CZL — %h*h?)h*l — 52, (3.14)




CAPITULO 3. UNA APROXIMACION N-DIMENSIONAL
3.2. FUNCION H INDEPENDIENTE DEL TIEMPO

3.2. Funcién h independiente del tiempo

Ahora, si suponemos que h no depende del tiempo y proponemos la siquiente forma de las
funciones métricas:

gmn(t7w) — diag(eu(t,w)’ eu(t,w)7 672u(t,w))7 (315)

las ecuaciones de campo de Einstein se convierten en:

. W
Ry : _3a_ 3 + [A” +(N—-1)=+(N+ 2)A’2] !
a 2 w (3.16)
+ (N B 2)A/h72h/ — _O'_2 _ 2A 6214
2 N+2 7
ol N
a 2% iy, 30ty " A w0l 1
Rom © =+ — + 4+ 2= —[A +(N-1)= + (N +2)4 }h
ulrgm (Nfl)u;n (N+2) 1,1 —1 (N*2) 1y —21.1
et 5 Al | h fTAh h (3.18)
(N_)/—Q/_ 2A 2A
1 U, h™"h" = g 5€
Rjk
A/
a)— (A" + (2N +1)— + (N +2)A?
w
(3.19)
1 2N —3 1 ,
- 5h—lh” - (27)h‘1h’ - Z(N —4)h2h 2 = NA'L I
w
— 2A 2A
“Nt2f h
(3.20)
3 2 " '2
b)—iu —(N+2)[A"——-A
(3.21)
N -2 R’ ) ,
. 5 ) (h” -=- gh”h 2> Wt + (N+2)Ah " =—0?
w
y la ecuacion de Klein-Gordon en:
! N -2 10
o’ + (N — 1)% +(N+2)A 0" + (2)J’h1h’] ht—6— ?"170 =0. (3.22)

La forma de estas ecuaciones es muy parecida al caso N = 1 excepto porque aparece explicitamente
el radio de las dimensiones extra w lo que rompe la autonomia de nuestras ecuaciones y convierte su
estudio en una tarea mas compleja. Sin embargo, como veremos a continuacion, podemos obtener
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CAPITULO 3. UNA APROXIMACION N-DIMENSIONAL
3.3. UNA APROXIMACION AL FACTOR DE DEFORMACION A(W)

una solucion aproximada para el factor de deformacion A(w) si imponemos una relacién particular
entre Ay h.

Todas las ecuaciones correspondientes a las componentes jk se reducen a dos ecuaciones: (b) y
(a)+(b), esta tltima es igual a:

/ A N -1 N -1
BT TSRy d IL £ PR LS TP
v v (3.23)
(N — 1) —277'2 1y =137 _ '2 2A 2A
5 h™“h*“+4+2A'h"h' = —0c“+ N+2e h.

Nuevamente, la componente tj nos relaciona o y u:

o(t,w) = \/gu(t, w), (3.24)

salvo una constante que podemos despreciar y por tanto la ecuacion (3.23) se reduce a

!
- (N+3)A”+(N71)%

N 42

N -1 B / 2A
_ ! 5 ) (h” +——h"'h 2) h=t 424 h W = ———¢*Ah. (3.25)
w
Por otro lado, si sumamos las componentes ¢t y zx de las ecuaciones obtenemos:

ht - L; 2) h=2n = . (3.26)

- - A//
s T w2 Y

24 2a%2 4 3au o (N-1Dud (N+2)
——+t—F+5F —
a a 2 2a

que sumada a la expresion del campo escalar, considerando (3.24), nos da la misma ecuacion para
el factor cosmolégico que ya habiamos obtenido:

. g
¢ (9) —0, (3.27)
con solucion

a(t) = agef®. (3.28)

3.3. Una aproximacion al factor de deformacion A(w)

Si mutliplicamos la componente ¢t de las ecuaciones por h, teniendo en cuenta (3.24) y (3.27),
sumando lo que resulte a la ecuacion (3.25) y simplificando obtenemos:

6H?

N -1 n ,
-1 (h” +o = hth? 4 h2> At =0. (3.29)

’ ]_ (
"o 2 A1t
(N +2)[A" — A% = AR h]+ 5 N1

Volviendo a las componentes jk, en particular, si mutiplicamos (b) por % y lo sumamos con la
ecuacion anterior lo que resulta es una expresiéon donde hemos eliminado el acoplamiento A’h~1h':

Al , " (N+2 -1
(N+2)<A”+w—A2>+ Nh”+(3N—4)%—( : ) ’%:o. (3.30)

RiR2 4 12H2h2]
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3.3. UNA APROXIMACION AL FACTOR DE DEFORMACION A(W)

Podemos intentar resolver esta ecuacion diferencial si establecemos una relacion funcional entre A
y h aprovechando que ambas funciones dependen tnicamente de w. En particular, observando la
forma de la ecuacién entre corchetes nos es conveniente proponer la siguiente relacion

A’ / 6H?
Al = A% = — h 3.31
+ w N+2" (3:31)
de manera que en la ecuacién
' (N +2 ,
N+ (3N - 4) - ( ; =12 — g (3.32)

no aparezca el término proporcional a h?, simplificando su estudio. Una solucién a esta ecuacién
(que se satisface para todo N) es

h(w) = how™?, (3.33)
que sustituyendo en (3.31) y simplificando nos da la expresion
A y  H?
Al = — AP+ — =0, (3.34)
w w
donde H? = 61}(,0522. Podemos resolver esta ecuacion exactamente y obtenemos:
A
A(w) =1In 0 _ (3.35)

VTl (5) + BEo( )

donde Iy y Ky son las funciones modificadas de Bessel de orden cero del primer y segundo tipo,
respectivamente, y B es una constante por determinar. Cuando sustituimos esta expresion en las
ecuaciones obtenemos la siguiente relacion:

vrh(3) -BK(2) i

L = , (3.36)
\/7?10(;)4'3}(0(5) 2w
que, en general, no se satisface, sin embargo, si hacemos B = 0 vemos que las funciones
e a
F(w) = Y Gw) = —. 3.37
W= ¥ Cw=g, (337)
se aproximan rapidamente entre si conforme w crece. Las expansiones en serie de Iy e I5:
_ H2 J _ _ H2 k
H = (m) H & (m)
B(D) =" ()= (3.38)
| 41
w = I 2w —
nos permiten aproximar la funcién:
_ £ )k
L2y 7Y R H H?
F = w — T~ — 3.39
(w) Io(&) T 2w - (H2 )’ 2w + 4w? ( )
w

>ico 5t

§=0 " 41!

de donde es evidente que la funcién F' se aproxima rapidamente a la funcién G en el intervalo
€ (2H,00) (Figura 3.1), lo que significa que nuestras ecuaciones para el factor de deformacion

se resuelven asintoticamente. Ademas, dado que el factor H es proporcional a H y este a su vez

se espera que sea del orden de la constante cosmolégica, como se encontré en [30], podemos intuir

que la aproximacion ocurre rapidamente.
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3.3. UNA APROXIMACION AL FACTOR DE DEFORMACION A(W)

Figura 3.1: Gréficas de las funciones F(w) y G(w) para H = 1.

Desde luego, una solucién completa de las ecuaciones de Einstein requiere que las funciones sa-
tisfagan las expresiones para todo w y no sblo asintoticamente. Hay que notar, sin embargo, que en
este modelo N-dimensional todavia podemos hacer uso de una importante propiedad de las ecuacio-
nes, a saber, la componente tt y la ecuacion de Klein-Gordon estan contenidas en las componentes
rx, yy y 2z lo que nos permite reducir el nimero de ecuaciones diferenciales independientes.

Finalmente, si utilizamos el siguiente ansatz para el campo escalar:

o(t,w) ~u(t,w) = e(t)x(w)e_¥‘4 (3.40)

la ecuacion de Klein-Gordon se reduce al siguiente par de ecuaciones diferenciales ordinarias

/ / N2
N N2 gy A N2 e 0
X' = (N =3)~ o |A (N =3) AT - X =0, (3.41)

€+3Hé+ Q% =0, (3.42)

— 2 .. L . 2
donde OQ? = 2]'\17"4_92 . La ecuacion para y(w) es no auténoma y por tanto considerablemente més
dificil de resolver, sin embargo, la ecuacion para €(t) es idéntica a la que estudiamos en el capitulo

2 y tiene solucion

e(t) = e~ 3H (Ce™P" + De?*), (3.43)

2
p— \/% _ o (3.44)

El analisis de esta expresion es idéntico al ya realizado, sin embargo dejamos el estudio de la
ecuacion (3.41) como una propuesta para un trabajo posterior y por tanto la determinacion de la
solucién completa para el campo escalar y los coeficientes métricos.

con
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Conclusiones

Los modelos de membranas que se propagan a través de sustratos N-dimensionales son impor-
tantes en fisica tedrica ya que nos permiten, en principio, dar respuesta al problema de jerarquia,
una cuestion que sigue siendo importante en nuestra comprension de las interacciones fundamen-
tales puesto que la gravedad permanece aislada de muchas propiedades que las otras interacciones
comparten, en particular, la intensidad con la que interactia con la materia dista veinticuatro
o6rdenes de magnitud de la interaccion débil.

El modelo cosmolégico planteado en este trabajo funciona como una generalizacion del modelo
estudiado en [30]. Hemos agregado un factor h(w) que modifica la componente dimensional extra
de la métrica permitiéndonos un estudio méas general de esta clase de geometrias.

Aparte de reproducir el modelo del que partimos, encontramos una simplificacion para la ecua-
cion del factor de deformacion reduciéndola a una ecuacion de primer grado a diferencia de la de
segundo grado que aparece en el articulo original.

Nuestra métrica se isotropiza super-exponencialmente en el tiempo y de una forma cualitati-
vamente diferente a la original como se observa en la tabla (2.1), asimismo el campo fantasma se
desvanece exponencialmente en el tiempo cualquiera sea la magnitud del coeficiente de amortigua-
miento, 2.

Finalmente, realizamos un estudio del caso N-dimensional e intentamos construir una soluciéon
que fuera lo mas general para las ecuaciones de campo y encontramos una funcién-solucién aproxi-
mada del factor de deformacion A(w), ademdas vimos que el comportamiento temporal del campo
fantasma y los coeficientes métricos se mantiene en este modelo, decayendo exponencialmente. Fu-
turos trabajos pueden enfocarse en la busqueda de soluciones analiticas generales que no sean solo
aproximaciones y, en particular, soluciones de agujeros negros que nos permitan un estudio en el
contexto de la dualidad AdS/CFT.
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Apéndice A
Escalar de Kretschmann

El Kretschmann del modelo estudiado en el capitulo 2 es

K =9""9" g,00" R, s Ry s
2 2

) g
— 12¢44 % 42 (u + 17‘) +2Hi(i — a?) + H2 (202 — 20 + H?)
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