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Capitulo 1

Objetivos

Objetivo general
Se buscan las condiciones para que si S (no necesariamente separable o completa) es una solucién de la
ecuacién de Hamilton-Jacobi (HJ), entonces 1 = exp(iS/h) sea solucién a la ecuacién de Schrodinger.

Objetivos particulares

1. Analizar la forma general que debe tener el potencial V(g,t) para que dada una solucién S a la
ecuacién de HJ, ¢ = exp(iS/h) satisfaga la ecuacién de Schrodinger.

2. Determinar si una solucién completa de la ecuacién de HJ da lugar a un conjunto completo de
funciones de onda (como sucede en el caso de una particula libre).

3. Obtener la interpretacion fisica.






Capitulo 2

Resumen

La mecanica clasica es una teoria contenida dentro de la mecanica cuantica y es por ello, que en
cierto limite debe ser posible recuperarla a partir de la cudntica, a esto se le conoce como aproximacion
semiclésica. Es un hecho conocido que, al menos en casos simples, la ecuacién de Hamilton-Jacobi puede
obtenerse como un limite de la ecuacién de Schrodinger [6]. Por otro lado, existen ejemplos en los que
1 = exp(—iS/h) da una relacién exacta entre una solucién, S, de la ecuacién de Hamilton-Jacobi y una
solucién 9, de la ecuacion de Schrodinger correspondiente. Quizé el ejemplo mas simple de esto sea el de
una particula libre, con S = k-r —k?t/2m, donde k es una constante. El movimiento de una particula en
un campo central y el de una particula cargada en un campo magnético uniforme, son también ejemplos
en los que ocurre lo mismo.[I]

Esta situacién es un tanto similar a lo que ocurre en el caso de las ecuaciones de Einstein para el
campo gravitacional, las cuales son no lineales; sin embargo, existe un conjunto de soluciones exactas
de estas ecuaciones que son también solucién de las ecuaciones de Einstein linealizadas (Teorema de
Xanthopoulos).






Capitulo 3

Conceptos preliminares

3.1. La ecuacion de Hamilton-Jacobi

Existen diversas formulaciones de la mecanica clésica, todas ellas equivalentes entre si. La diferencia
entre una y otra serd el espacio en el cual se analice al sistema. Por ejemplo, si se estudia el Lagrangiano
de un sistema, se analiza el espacio de configuraciones conformado por las coordenadas generalizadas
qi(t), donde i = 1,...,n y n es el nimero de grados de libertad del sistema fisico. En cambio al analizar
el Hamiltoniano, se trabaja en el espacio fase conformado por coordenadas y momentos (¢;,p;). La
ventaja del formalismo Hamiltoniano es que al estudiar al sistema en un espacio de mayor dimension
(2n), las transformaciones de coordenadas que se pueden realizar son mas variadas, ademds cuando se
tratan sistemas conservativos, el Hamiltoniano coincide con la energia del sistema por lo que es mas
facil la interpretacién fisica de los resultados. Alin maés, este enfoque permite analizar la transicién de la
mecanica clasica a la cudntica de manera natural.

La accidn clasica se define como la integral de L sobre una trayectoria permitida por las ecuaciones de
movimiento, desde una configuracién ¢; = (q1(¢;), ..., qn(t;)) en el tiempo ¢; a otro punto g; en el tiempo

tfi

Stastyiatd) = S(5.0) = [ Llalt). (o).t (3.1)

ti

3.1.1. Principio de Hamilton

La dindmica lagrangiana describe el sistema fisico en el espacio de configuraciones a través del principio
de Hamilton. Las coordenadas generalizadas son funciones parametrizadas por el tiempo y las trayectorias
que sigan estas coordenadas estardn determinadas por las leyes de la naturaleza, es decir no cualquier
trayectoria en el espacio de configuraciones correspondera a la evolucién temporal del sistema fisico. El
principio de Hamilton selecciona la trayectoria verdadera entre un punto ¢; al tiempo ¢; y otro punto gy
en el tiempo ¢y, establece que serd aquella en la cual la variacién de la accién cldsica sea idénticamente
cero:

5S =35 < /t jf L(q(t),q(t),t)dt> — 0, (3.2)

dicho de otro modo, la trayectoria real es aquella para la cual la accién tiene un valor estacionario
(usualmente un minimo). La condicién ec. (3.2)) impone restricciones sobre los caminos posibles entre dos
puntos en el espacio de configuraciones y es equivalente a las ecuaciones de Euler-Lagrange:

d [ OL OL
dt (aq) T og (3:3)
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Es importante observar que las ecs. (3.3)) son un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo
orden, es por ello que en esta descripcion, para conocer la evoluciéon temporal del sistema es necesario el
valor inicial de ¢;(t) y de su derivada temporal ¢;(t).

3.1.2. Formulacién Hamiltoniana

Como ya se ha mencionado antes, es posible estudiar al sistema fisico desde otro espacio, conocido
como espacio fase; en éste los puntos se identifican mediante pares coordenados (g, p;). Los momentos
conjugados p; se definen a partir de la Lagrangiana:

0L(q,q,t)

9 pi(q,4,1). (3.4)

pi =
De la ec. (3.4]) se observa que los momentos conjugados son funciones de (g, ¢,t), as{ que es posible
obtener las velocidades ¢ como funcién de (g, p,t).

qi = ’Ui(qapa t)a (35)

ahora se busca una transformacién de la Lagrangiana que dependa de los momentos conjugados y no de
las velocidades generalizadas.

OL

(]
para construir esta nueva funcion a la que se llama Hamiltoniana, se realiza la transformada de Legendre
al Lagrangiano:

H(q7p7 t) = vipi - L q.L:vl . (37)

Ahora la descripcién dindmica estd dada en términos de coordenadas (g;, p;) independientes entre si,
este espacio es 2n dimensional. Una trayectoria en el espacio fase determina completamente la evolucién
temporal del sistema, con condiciones iniciales (g;,p;). En este caso se utiliza el principio de Hamilton
modificado para obtener las trayectorias validas.

0S5 =96 (/ttf (vip; — H(q, p, t))dt) =0, (3.8)

i

las variaciones se realizan sobre las coordenadas independientes (g;, p;) v de ahf se obtienen las ecuaciones
de Hamilton:

Gt oy (39)
dpi OH

i _ _ 1
o o0 (3.10)

a diferencia de la formulacién Lagrangiana, ahora se tiene un sistema de ecuaciones diferenciales de
primer orden; pero el doble de ecuaciones. Como ya se ha mencionado, una ventaja es que hay més
posibilidades al hacer transformaciones de coordenadas ya que se ha duplicado el nimero de coordenadas
independientes.

Hasta ahora se ha mencionado la funcién Hamiltoniana sin hacer referencia al significado fisico de
ésta. Para ver su significado, suponga que el sistema fisico involucra tnicamente fuerzas conservativas,
entonces el potencial depende sélo de las posiciones, y eso implica que:

oL or
dq;  0g; - b

(3.11)
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utilizando este resultado en la expresién (3.7), se obtiene:

oT
H(q,p,t) = vi— — L | 0., 3.12
(¢,p:1) Vi 5 |gi=v: (3.12)

dado que si T es una funcién homogénea de grado dos en las velocidades

oT
o = o, 1
v % (3.13)

y L =T —V, al sustituir esto en (3.12) se observa que:
H(g,pt)=2T — (T —V)=T+V = E, (3.14)

la Hamiltoniana corresponde a la energia total del sistema cuando éste es conservativo. La teoria de
Hamilton permite un entendimiento esencial de la estructura formal de de la mecédnica y es bésico para
la transicién de la mecdnica cldsica a la mecdnica cudntica.|2]

3.1.3. Transformaciones canonoides y candnicas

En algunas ocasiones resulta conveniente realizar una transformacién de coordenadas (g;,p;) —
(Qi, P;), para evidenciar las cantidades fisicas que permanecen constantes durante el movimiento. Es-
te cambio de coordenadas se debe efectuar con ciertas restricciones, se busca que las nuevas coordenadas
cumplan las ecuaciones de Hamilton.

Considere una transformacion de coordenadas:

(gi,pi,t) — (Qi, Pi t) (3.15)

esta transformacién no asegura de ninguna manera que la evolucién temporal de las nuevas variables
preserve ain la forma de las ecuaciones de Hamilton. Es decir, no siempre existe una nueva funcién
K(qi,pi, t) tal que:

. 0K
Gi=op
(3.16)
. oK
"="%,

Dado un Hamiltoniano especifico H, a aquella transformacién (g;,p;) — (Q;, P;) tal que existe una
funcién K que cumple las ec. , se le denomina transformacién canonoide con respecto a ese
Hamiltoniano (H). Una transformacién que es canonoide con respecto a todos los Hamiltonianos, se
llama candnica.

En las nuevas coordenadas, también se debe cumplir el principio de Hamilton. Asi que:

6/L(q,q‘,t)dt =0, (3.17)

5/£(Q7Q,t)dt =0, (3.18)
de las ec. (3.17) y (3.18)), se sigue que:
6/(L _ L)t =0, (3.19)

asi que los lagrangianos correspondientes a cada transformacién de coordenadas difieren por:
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dF
L-L="" (3.20)

esto implica que la funcién F' media la transformacién de las coordenadas (g,p) a (Q, P). F' se denomina
funcion generatriz. En el caso general, F' serd una funcion de las coordenadas viejas y nuevas; junto
con el tiempo esto involucra 4n + 1 coordenadas:

F = F(¢,p,Q, P,b). (3.21)

Sin embargo hay también 2n ecuaciones de transformacién para @ y P, por lo que F' sélo contiene
2n + 1 variables independientes. Es necesario que la funcién generatriz contenga tanto una coordenada
del viejo conjunto ¢ (o p) como una del nuevo @ (o P) para asi establecer la relacién entre los sistemas.
Estas son algunas posibilidades para la funcién generatriz:

FIZF(Q7Q7t)7 FQZF(Q7P7t)7

F3=F(p,Q,t), Fy=F(p,P,t). (3.22)

Cada una de estas funciones tiene 2n-+1 variables independientes. La eleccién de una transformacion u
otra, dependera del problema en cuestién. Para analizar cémo estas funciones generan las transformaciones
candnicas, se utilizard la funcién F; como ejemplo. [3]

3.1.4. El formalismo de Hamilton-Jacobi

A continuacién se analiza la funcién generatriz Fy(q, P, t), si esta funcién cumple:

0*F,y
d 2
et (6qi8Pj) #£0, (3.23)
las ecuaciones
or, OF,
i = ) i = ) 3.24
Pi= 5 Q=3 R (3.24)

dan una transformacién canénica, Q; = Q;(q;,p;,t), Pi = P;(¢;,p;,t), tal que las ecuaciones de Hamilton
preservan su forma:

. oK . 0K
Qi—aipi, Pi—*@, (3.25)

donde

oF,
K=H+ —/—. 3.26
5 (3.26)
Si se encuentra una funcién Fy tal que el nuevo Hamiltoniano sea idénticamente cero, las ecuaciones
de movimiento se simplifican y la solucién se vuelve trivial: @Q; = const., P; = const.. Renombrando a la

funcién F» como S, y combinando las ec. (3.26) y las primeras ecuaciones en ([3.24]) se obtiene:

oS as

La ec. es una ecuacién diferencial parcial de primer orden para la funcién S(g;, P;,t), se le
conoce como ecuacién de Hamilton-Jacobi y la funcién S serd llamada funcion principal de Hamilton. La
ec. no contiene las variables P;, la solucién tendrd n pardametros libres correspondientes a estos P;,
en este caso la solucién a la ecuacién de Hamilton-Jacobi se denomina solucion completa.[5]

La ecuacién HJ contiene n + 1 variables independientes, ¢; y t. Esto se parece a la ecuacion de
Schrodinger en el espacio de configuracién: el mismo orden en tiempo y las mismas variables indepen-
dientes; sin embargo hay una diferencia importante: mientras que la ecuaciéon de Schrédinger es lineal
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en ¢, la ecuacién de HJ no lo es. La no linealidad proviene de la dependencia cuadratica de H en los
momentos conjugados que entran como derivadas de la funcién principal de Hamilton con respecto a la
posicién, p; = 05/0q;.

3.1.5. Funcién principal de Hamilton

En el caso de un sistema conservativo, H no es una funcién explicita del tiempo, de la ec. (3.27) se
observa que si H = E es constante, entonces:

-—=H=F. 2
T (3.28)

La ecuacién anterior, permite observar que la funcién S se puede separar como sigue:

S(qi, Pi,t) = So(qs, P;) — Et, (3.29)
tomando la derivada total de S se obtiene:

ds 0S8 . oS . oS
@ og, q; + 87PiPi + ETE (3.30)

pero los valores P; son parametros constantes, asi que P; = 0 y la ecuacién anterior se reduce a:

ds _9s . . 98

. 7 Ay . ].
T PR T (3.31)
por otro lado sabemos que:
oS aS
—=p; — =—H, 3.32
o P o (3.32)
entonces
ds . .
o —Pidi—H = L(qi, dis 1) (3.33)

Note que H y L podrian ser funciones explicitas del tiempo, entonces la funcién S se puede obtener
integrando respecto al tiempo la ec. (3.33))

S = /Ldt -+ constante. (3.34)

La funcién S corresponde a la accién clasica, sin embargo, esta tltima relacién no puede ser utilizada
para cdlculos practicos debido a que L depende de las coordenadas originales (g;,p;), mientras que S
depende de las coordenadas ¢; y de los pardmetros P;[4].

En el caso de la teoria de Hamilton, una forma de seleccionar una trayectoria clasica particular es
especificar ¢; y p; iniciales, pero esto no se puede ocupar en mecanica cudntica, debido al principio de
incertidumbre. Afortunadamente existe la teoria de Hamilton-Jacobi, la cual evade este problema, ademas
ofrece una descripcién de la dindmica muy diferente de aquella dada por las ecuaciones de movimiento de
Hamilton o Lagrange; el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias se reemplaza por una sola ecuacion
diferencial parcial .

Hamilton dio una descripcidon geométrica muy elegante de como las trayectorias de las particulas
surgen de una formulacién continua de la mecanica. De la misma manera que se describen los rayos de
6ptica geométrica a partir de la 6ptica ondulatoria (éptica fisica). Considere un sistema conservativo, es
decir el Hamiltoniano no depende del tiempo y ademas la masa de cada particula es la misma. Entonces
la funcién principal de Hamilton para cada particula es:

S(q,t) =Wi(q) — Et, (3.35)
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donde F es la energia, se obtiene el gradiente de S:
VS| = |VW|=+2m(E -V). (3.36)

Primero considere la familia de superficies W (q) = constante, la cual coincide con la familia de superficies
de S(g,t) = const. al tiempo t = 0. Es claro, de la ec., que para un tiempo t dado la superficie S
habré cambiado su posicién. Ahora fije la atencién en una superficie particular W(q) = Wy, cuando ¢t = 0
la superficie S = Wy, al avanzar el tiempo a t serd necesario que la superficie S se mueva para coincidir
con W(q) = Wy + Et y asi sucesivamente mientras el tiempo transcurra. Las superficies de S = const.
pueden ser consideradas frentes de onda, finalmente, el momento es dado por:

_9W(g)
Di 9q; ,

(3.37)

y corresponde a la familia de curvas normales a las superficies de S = const., es decir, son las trayectorias
sobre las que un sistema puntual ¢(¢) se mueve de acuerdo a las leyes de la mecdnica. Asi como en 6ptica
geométrica los rayos son la familia de curvas normales a los frentes de onda. [6]

3.2. Aproximacion semiclasica

La ecuacién de Schrédinger se puede resolver de manera aproximada con el método de WKB, deno-
minado asi por Wentzel, Kramers y Brillouin, quienes aplicaron por primera vez este método. También
es llamada aproximacién semiclasica o cuasicldsica. Debido a que los articulos de Schrédinger y de Bro-
glie hicieron evidente que i aparece explicitamente en las amplitudes de mecanica cuantica en la forma
exp(if/h), esto planted la pregunta de si hay circunstancias bajo las que 8 no depende de 7, y si es asi cudl
es el significado de 6 en mecanica clédsica; fue esto lo que dio pie al método WKB.

Para analizar esto, se propone una solucién a la ecuacién de Schrodinger de la forma (x,t) =
exp(if(x,t)/h), ahora bien para entender el limite entre la mecénica cldsica y la cudntica, es necesario
analizar qué le ocurre a la funcién de onda cuando & — 0. Sin embargo, dicho limite carece de sentido
porque el valor h es constante, por ello se realiza el andlisis considerando que las dimensiones de la acciéon

son grandes en comparacion a la magnitud de f. Para ello considere una expansién en serie de potencias
de h de la funcién 6:

0=S(z,t)+ %51 (z,) + (?) So(z,t) + ..., (3.38)

donde S(z,t) es una solucién a la ecuacién de HJ. De acuerdo a (3.38)), S serd una buena aproximacién
a 0 si:
a8

2 2
h@ S
ox

T (3.39)

De esta forma, la funcién 6 = S(z,t) siempre y cuando (3.39) se cumpla, asi que la solucién propuesta
anteriormente se puede sustituir por: ¢ = exp(iS/h) [0].
Se tiene la ecuacién de Schrodinger en una dimensién dependiente del tiempo:

oy

+ V(:C’t)w(x’t) = _ihaa (340)

_h® 9*Y(a,t)
2m  Ox?

y se sustituye la funcién de onda ¢ (x,t) = exp(iS(x,t)/h) como solucién a la ecuacién anterior, se obtiene:

1 /0S\? S ih 9°S

Dado que la condicién (3.39) se cumple, entonces la ec. (3.41)) se reduce a la ecuacién de HJ, donde
S(x,t) es la funcién principal de Hamilton. Considere una funcién de onda estacionaria de la forma:

10
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P(x,t) = exp(iS(x)/h)exp(—iEt/h), lo cual es vélido para cualquier sistema cuyo Hamiltoniano sea
constante de movimiento, y por tanto su correspondiente funcién principal de Hamilton es separable:

S(x,t) = So(x) + Si(t) = W (x) — Bt. (3.42)

En el formalismo de HJ el momento estd definido como P = 95/0x, ahora la dependencia espacial
estd contenida tnicamente en la funcién caracteristica de Hamilton W (x), entonces: P.4sico = dW/dx.
En analogia a lo que ocurre en éptica geométrica, una superficie de S = cte. avanza tal como un frente
de onda. Ahora bien, el vector P,sico corresponde entonces a un vector de velocidad, el cual indica
la direccién de propagacién de estas superficies de S = cte., en otras palabras las superficies S = cte
son perpendiculares al momento de las particulas en movimiento, y las guian sobre trayectorias fijas de
acuerdo a las leyes dindmicas de movimiento [7].

11






Capitulo 4

Analisis y resultados

4.1. Caso unidimensional

Se presentard la forma que debe tener la funcién principal de Hamilton S, para que 9 = */" sea
solucién a la ecuacién de Schrodinger, asi como la forma del potencial V' (g, t) para el caso con un tnico
grado de libertad gq.

En los libros de texto, la forma de obtener la aproximacién semiclasica a la mecéanica cuédntica es
mediante el limite i — 0, esto estd justificado cuando el término que contiene /i es pequeno comparado
con los demés términos en la ecuacién. De hecho esto tiene como consecuencia que la aproximacién sea
valida cuando el momento es mucho més pequeno que el gradiente del potencial.

La transicién de la cudntica a la mecanica clasica, es andloga a la transicion que hay entre la 6pti-
ca ondulatoria y la 6ptica geométrica, es por ello que se utiliza la ecuaciéon de Hamilton-Jacobi y la
de Schrodinger. De hecho, Schrodinger se inspird en la ecuaciéon de Hamilton-Jacobi para proponer la
ecuacién que lleva su nombre.

La ecuacién de Schrodinger dependiente del tiempo es:

N oY
Hy =ih—. 4.1
=iy (41)
Proponiendo la siguiente solucién:
b(g,t) = @I, (4.2)
se obtiene:
1 (95\? as _ ih 9°S
— | = )+ ——=——. 4.
2m (8q> +Vie)+ ot 2m 9¢? (43)

El lado izquierdo de la ec. (4.3) corresponde exactamente a la ecuacién de Hamilton-Jacobi de la
mecanica clasica. Hasta aqui, este es el mismo analisis realizado en los libros de texto, sin embargo en
vez de tomar el limite 7 — 0 se propone lo siquiente:

05
0¢2

Se observa que la ec. (4.4]) corresponde a la ecuacién de Laplace unidimensional (aunque S puede
depender de t), al resolverla se obtiene la funcién principal de Hamilton:

(4.4)

S(q,t) = qp(t) + (1), (4.5)

13
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donde p(t) y r(t) son funciones arbitrarias del tiempo. Ahora bien, la funcién S a su vez satisface la
ecuacién de Hamilton-Jacobi, por lo cual se debe cumplir:

oo | 50 @0+ 70|+ V(@0 + 5 (ap(t) +7(0) =0, (46)

Despejando a V(g,t) de la ec. (4.6, se obtiene la forma del potencial:

Vig.t) = —5 O — af (1) — 7' (0). (47

Se observa entonces que para potenciales de la forma , la funcién principal de Hamilton clésica,
estd contenida en la solucién de la ecuacién de Schrédinger (g, t) = 5@t/ A diferencia de la apro-
ximacion que se presenta en los libros de mecénica cuantica, en este caso la solucion es exacta, ya que
no hay restriccion alguna para el momento de las particulas o su longitud de onda, como sucede en la
aproximacién semicldsica. Un caso particular, trivial, serfa particula libre ya que V(g,t) = 0.

Por otra parte cuando V(g,t) # 0 y tiene la forma 7 la fuerza correspondiente a dicho potencial
es:

F = p/ (1), (4.8)

donde 11 es un vector unitario en la direccién de la fuerza.

De la expresién anterior se observa que si la funcién p'(t) = cte., se tiene el caso de una fuerza
homogénea, por ejemplo el campo gravitacional o un campo eléctrico uniforme.

La ecuacién de Hamilton-Jacobi no es lineal porque el término 95/9q aparece cuadriticamente en el
Hamiltoniano, esto implica que la superposiciéon de soluciones independientes no es solucién. El niimero
de soluciones a una ecuacién diferencial parcial es infinito, como es bien conocido, dado un Hamiltoniano
para un sistema mecénico con n grados de libertad, el conocimiento de una solucién completa (es decir,
una solucién que contiene n constantes aditivas arbitrarias) de la ecuacién HJ correspondiente, permite
obtener la solucién a las ecuaciones de movimiento [8]. Asi que alguna de las soluciones completas (esto es,
una en particular) cumplird la condicién establecida en la ec. . A continuacion se muestran algunos
ejemplos concretos con un grado de libertad.

4.1.1. Particula libre

Un ejemplo que se puede analizar facilmente es particula libre. Al resolver la ecuaciéon de Hamilton-
Jacobi se obtiene:

S(¢q,E,t) = qV2mE — FEt, (4.9)

donde FE = cte.

Esta solucién es completa porque contiene un parametro libre, que en este caso corresponde al valor
de la energia F.

Evidentemente la forma de la funcién principal de Hamilton mostrada en la ec. , corresponde a
un caso especial de la solucién hallada anteriormente en la ec. . Por otra parte, también la siguiente
funcién soluciona la ecuaciéon de HJ correspondiente a una particula libre:

(- Q)
S(Q7 Q7 t) - 2t .
Aunque esta es una solucién completa, no es de la forma de la ec. y entonces ésta no produce
una solucién a la ecuacién de Schrodinger de la forma 1) = e?5/%
La ec. genera la siguiente solucién a la ecuacién de Schrodinger:

¥(g,t) = exp [W} . (4.11)

(4.10)
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Note que en este caso, la solucién completa de HJ S, lleva a un conjunto completo de funciones de
onda que satisfacen la ecuacién de Schrodinger. La propagacion de la onda cudntica estd dada por el
operador de evolucién temporal, que en este caso contiene a la energia y la onda preserva su forma. Cada
funcién describe una onda plana, en la que la particula tiene una energia definida F y de acuerdo con
la relacién de de Broglie, momento p = ik = h/)\; por lo que el espectro de energias de una particula
libre es continuo. Dicho de otra forma, aunque es un conjunto completo de funciones, no son cuadrado
integrables porque al tener energia definida la integral sobre todo el espacio diverge; asi que serd necesario
preparar paquetes de onda los cuales estan localizados en cierta region del espacio y resultan de la
superposicién de varias ondas planas con distinto nimero de onda (o energfa).

4.1.2. Fuerza homogénea en el espacio

A continuacion se analiza el caso de una particula bajo la accién de una fuerza constante, para resolver
el problema, partimos de la forma que debe tener el potencial dada por la ec. (4.7)), como V = —Fq se
obtiene la solucién a la ecuacién de HJ:

P%t  FPt*2 F?3

PFEt)=(P+Ft)g— — — —— _
S(q, P, F,t) = (P + Ft)q 5 " o —

, (4.12)

la ec. (4.12) es una solucién completa a la ecuacién de HJ porque tiene un pardmetro libre Py ademds
no es separable, los valores de p(t) y r(t) en (4.5) se han obtenido mediante la expresién del potencial

(B, asf que:

p(t) = P+ Ft, (4.13)
' (P+ Ft)?
r(t) == (4.14)

el potencial:
1
V(g t) = —%[P + Ft]? — q(F) + = —Fq. (4.15)

La correspondiente solucion a la ecuaciéon de Schrodinger es:

i(P+ Ft)q iP* iFPt* iF?%3
_ _ _ _ 4.1
V(g t) = exp [ n omh ~ 2mh  6mh |’ (4.16)
la funcién de onda anterior se puede escribir también de la siguiente manera:
(P+Ft)qg i(P+Ft)3 iP3
£ = _ , 4.17
Wla,t) = exp [l h 6mFh | P | 6mFh (4.17)

Observe que al igual que la funcién principal de Hamilton, la funcién de onda (4.16]) tampoco es separable.
Otra forma de resolver este problema en cudntica, es analizar la ecuacién en el espacio de momentos,
al realizar esto la funcién de onda que se obtiene es la siguiente:

¢(p) = exp [Flh (Ep - é?;)] ) (4.18)

y para obtener la solucién en el espacio de coordenadas se aplica una transformacién de Fourier, esto da
como resultado la funcién de Airy:

W] , (4.19)

/ & N
Y'(q,t) oc exp [h (p+ Ft)q s

donde p es el momento de la particula, la ec. (4.19)) es el resultado de superponer eigenestados de energia
con igual probabilidad, los cuales estdn dados por la ec. (4.18). Ademds la ec. (4.17), muestra que la
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solucién obtenida con la funcién principal de Hamilton, es proporcional a la solucién que se obtiene por
el método usual. Por otra parte, las funciones de Airy conforman un conjunto completo, entonces jlas
funciones de la ec. conforman un conjunto completo? En efecto, la solucién dada por la ec.
conforma un conjunto completo:

[ " e, 00 (g = \/;Th&q ~ ) (4.20)

la relacién de completitud se cumple manteniendo fijo el tiempo ¢, al igual que en el caso de una onda
plana libre, el espectro es continuo y el momento P puede tomar cualquier valor.Las funciones de onda
(4.16) son eigenfunciones del operador de momento inicial: p — Ft.

4.1.3. Transformacion canédnica: Particula libre a Particula en un campo ho-
mogéneo

A continuacién se realiza una transformaciéon de coordenadas, de un sistema de referencia inercial a
uno no inercial. Para ello se utiliza el procedimiento presentado en el articulo [9]

Ug_leg =r— %th, Ug_lpU = p — mgt, (4.21)

el pardmetro en este caso es g, que corresponde a la aceleracién entre los dos marcos de referencia. Al
diferenciar respecto a g y evaluando en g = 0 se obtiene:

1

1 1,
- _Z il = _ 4.22
—[A, x] 2t , 7 [A, ] mt, ( )

zh[

utilizando las ecuaciones anteriores y las siguientes relaciones:

. 0A ., 0A
[A,z] = zha—p, [A,p] = —zh%, (4.23)
se obtiene la forma de A:
A=mat — §t2 +f(b). (4.24)

Si f(t) = —mgt3/6, la expresién (@.24)) sirve para construir el operador que transforma la funcién de
onda para particula libre en la funcién de onda para movimiento en un campo homogéneo en el espacio.

Do t3
A= t— —t° — — 4.25
m 3 mg x ( )
la transformacién unitaria entonces es:
) 3
Uy = exp [;L (mgxt — g%t2 — mgQG)] , (4.26)

y finalmente la funcién de onda correspondiente a una particula que se mueve en un campo homogéneo
es:
; 2 3
7 pt P ot
r,t) =exp |- +mgt)r — — —g=t" —mg°— || . 4.27
¥(z,t) p[h((p gtle = 5— =95 9% (4.27)
Observe que sustituyendo F' = mg en la expresién (4.16), se obtiene una expresién idéntica a (4.27)),

donde g =z y p = P. Es decir, se ha encontrado un operador unitario que transforma la funcién de onda
de un sistema de referencia inercial a uno no inercial.
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4.1.4. Potencial V = ktq

Utilizando la ec. (4.7)), se encuentra la forma que debe tener la funcién principal de Hamilton:
S@.Pt) = (L2 P)q— = (P2 + Lo + Li2e (4.28)
G5 =5 7 om 3 20 ’ ‘

ésta es una soluciéon completa a la ecuacion de HJ, donde el parametro libre es P. La funcién de onda
que soluciona la ecuacién de Schrodinger es:

p i kt? P 1 P2 1 Pt 1 1245
De igual forma, la solucién dada por la ec. conforma un conjunto completo de funciones de onda
para cada valor fijo de t. El espectro de P también es continuo, por lo que es necesario formar un paquete
de onda para que las funciones sean cuadrado integrable, igual que en el caso de una particula libre.
Ademis la funcién de onda es eigenfuncién del operador p — kt2, con eigenvalor P, para cada valor
fijo de t.

4.2. Caso de dos dimensiones

Se presenta el andlisis para una particula con dos grados de libertad. En este caso el hamiltoniano
tiene la siguiente forma en coordenadas cartesianas:

-9 2 2 2
7Py __(e 9 (e
H = o + V(x,y,t) = 5 [(m) + (8y) V(z,y;t), (4.30)
asi que la ecuacion de Schrédinger dependiente del tiempo es:
B (0% 0% o
—— | =+ = V(z,y,t)y =ih—. 4.31
2m (83:2 + 8y2> +Vizy =i ot (4.31)
Proponiendo la siguiente solucién: ‘
b, y,t) = SEvD/n (4.32)

se obtiene:

: 2 2
aS  ih (85 85)7 (4.33)

L (O8N (SN iy gy 25 (25 2°S
2m |\ Oz Oy s ot 2m \0z2 = Oy?
el lado izquierdo de la ec. (4.33)) corresponde exactamente a la ecuacién de Hamilton-Jacobi de la mecénica
clasica, siempre que el lado derecho de la ecuacion satisfaga:

%S 9%S

77t a2 =0 (4.34)

La solucién més general a la ecuacién diferencial (4.34) es de la forma:

S(a9,0) = u(e,y,0) = 5 [£(,0),0) + Te@ 9,9 (4.3)

donde z = x + iy y f es una funcién analitica. Es decir, la solucién es una funcién arménica. Utilizando
la ec. (4.35) en la ecuacién de HJ, la cual corresponde al lado izquierdo en la ec. (4.33):

1 [/ar\? af oF aF\°  [of\? of oF af\’
m[(ax) +2(grar) + (3r) +(3) 2 (va) + (&)

17

+V(zt)+ %Lfa—: /)

(4.36)

=0.




CAPITULO 4. ANALISIS Y RESULTADOS
4.2. CASO DE DOS DIMENSIONES

Las funciones complejas que componen a la solucién dada por la ec. (4.35)), satisfacen las siguientes
ecuaciones diferenciales parciales de primer orden:

of  .of of of

% = —Z@, % = Z@, (437)
pues se tiene que:
of Ou Ov v Ou [(Ou  Ov Of
Ox 8m+18x Oy ’ay Z<8y+28y> Zay’ (4.38)
8?_8u Ov  Ov  Ou . (Ou Ov _,8?
dr Oz Z&E_ay—’_lay_Z(@y z8y>_26y7 (4.39)
al sustituir la ec. (4.37) en la ec. (4.36]) se obtiene la forma que debe tener el potencial:
_ L of 1o+

Proponiendo la forma de la funcién f se pueden obtener ejemplos de sistemas fisicos en los que el resultado
de tomar en cuenta cada camino cudntico posible en la integral de trayectoria de Feynman, es equivalente
a la trayectoria clésica. Sustituyendo la ec. (4.40) en la ec. (4.36)), se obtiene lo siguiente:

1 [raf\? _afoF [0F\° [98f\> _ofaf [OF\’
— (2] 22 4+ (2 =L 222 4 (Z2) | = 4.41
8m [(&v) Ox Oz * Ox * Oy + Oy Oy + Oy 0, (4.41)
asi se obtiene la siguiente condicién:

%(Imf) = f%(Ref). (4.42)
En la teoria de la integral de trayectoria, se establece que cuando la lagrangiana es a lo mas cuadratica
en las coordenadas generalizadas, entonces la tinica contribuciéon que permanece después de realizar la
integral de caminos, es la cldsica[l0]. Sin embargo, en este caso se estd encontrando que la condicién
necesaria para que esto se cumpla es que las funciones que componen al potencial sean analiticas. Es
decir, las funciones deben cumplir las condiciones de Cauchy-Riemman y por lo tanto corresponden a
funciones armoénicas. El potencial cambia la fase de las amplitudes asociadas a cada camino, lo cual
cambia los patrones de interferencia constructiva y destructiva entre las amplitudes de los diferentes
caminos posibles. Se ha encontrado que si el potencial, para el caso de dos dimensiones y sin dependencia
en las velocidades, tiene la forma dada por , entonces sélo la fase correspondiente a la accién clésica
contribuye a la integral de caminos. Es decir, e*/" es solucién a la ecuacién de Schrodinger.

A continuacién se presenta el mismo anélisis para el caso de coordenadas curvilineas ortogonales ¢y, ¢2,
con factores de escala hi, ho. En este caso, la ecuacion de Hamilton-Jacobi se expresa como:

RN A AN A
2m | h? \ ¢ h3 \ 0¢2

Por otro lado se tiene el laplaciano en coordenadas curvilineas:

1 [0 [hyOO d (hy oY
02 — [ <) + 9 ()} 4.44
v hahi | 0q1 \ b1 Oqq O0q2 \ h2 0g2 ( )

+ V(g1 g2, t) 0 (4.43)

“r‘a:

Asi que la ecuacién de Schréodinger es:

RGN {3 (maw) 9 (hlaw
2m hohy 8(]1 ho aql (9(12 ha GQ2

)] V1,00, 10 = hO0 (4.45)
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Proponiendo la solucién ¥ = e*5/" para la ecuacién de Schrodinger, se obtiene:
oS
+ V(qla q27t) + =

El 1(65)2+1(8S>2
2m h% 8(]1 h% 8q2 ot (446)

B m{m?s 1925 1 a(hQ)aS 1 8(h1>85}

e [ =
hi 0g3 = h3 8¢5  hiha 01 \h1) Oq1  hihg Ogo 0qa

ha

“2m

Para obtener la ecuacién de Hamilton-Jacobi se debe cumplir que:

2 2
10°8 108 1 0 <h2> 0S8 1 0 <h1> as (4.47)

75t sast—F 5|5+ — |\— =

h% 8(15 h% 8(13 hihy Oq1 \h1) Oq1 ~ hih2 Oq2 \ h2 ) Oq2
La cual corresponde a la ecuacién de Laplace en dos dimensiones para coordenadas curvilineas. Es decir,
la condiciéon que se debe cumplir para que dada una funcién principal de Hamilton S, la exponencial

e"/M gea solucién a la ecuacién de Schrédinger no depende del sistema coordenado en que se analice al
sistema fisico.

4.2.1. Oscilador armoénico invertido bidimensional

El oscilador arménico invertido, es un ejemplo que cumple con las caracteristicas dadas por la ec.

(4.35). Se propone la funcién f(z,t) = f(z,y,1):

k ;
Flat) = fl@,y,1) = 5 (2% = y")g(t) + ilkay)g(t) + h(t) (4.48)
Las funciones g(t) y h(t) se determinardn més adelante. Por ahora, dada la forma de la funcién f(z,t),
es posible obtener la forma del potencial:

k2 k
V(at) = Viegt) = — o (a? 4 7)0%(0) — 20 ~?)/ ()~ H(D) (1.49)
De la ec. (4.49) se observa que si g(t) = 1 y h(t) = —FEt, se obtiene el potencial correspondiente a un
oscilador armoénico invertido bidimensional:

2

V(z,y,t) = (z* +¢*) + E, (4.50)

m

la funcién principal de Hamilton es:
1
S(z,y,t) = ik(ﬁ —y?) — Et, (4.51)
la solucién a la correspondiente ecuacién de Schrédinger serd:

Y(x,y,t) = exp % [k(z® —y?) — EY]. (4.52)
El oscilador arménico invertido comenzé como un ejercicio en el libro de Landau, sus aplicaciones fisicas
han ido en aumento desde la tesis de Doctorado de Barton (publicada en [II]), como un modelo de
juguete para explicar los modelos inflacionarios en una etapa temprana. Es interesante observar que ambos
potenciales el oscilador arménico y el arménico invertido son producidos a la vez en una trampa ideal de
Penning la cual, por lo general se utiliza para confinar particulas cargadas. En su configuracién normal,
un campo electrostatico cuadrupolar crea un potencial de oscilador armoénico sobre el eje de simetria de
la trampa, induciendo confinamiento a lo largo de esta direccién. Ademads en el plano ortogonal surge un
potencial de oscilador armoénico invertido conduciendo a las particulas hacia las paredes de la trampa.
Con el fin de compensar este tltimo efecto, se aplica un campo magnético estatico y homogéneo a lo largo
del eje de simetria de la trampa [12].
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Observe que la solucién presentada en la ecuacién (4.51) y (4.52)) no es completa porque no contiene
ningin parametro libre. La soluciéon que se presenta a continuacién si es completa:

mw —w w 1 —2w W
S(x7y,t):7(:v2—y2)+Ple "z + Pre t?J"‘m(Pfe Wt — piet) (4.53)

contiene como pardametros libres a P; y P», ademds w y m son constantes. La correspondiente solucién a
la ecuacion de Schrodinger es:

oy t) = exp 1 | B2 (@? = y?) + Preml + Pac'y + o — (PR — Piet) (4.54)

Cada funcién de onda de la solucién anterior ([4.54) es eigenfuncién comin de los operadores conservados
e“!(py — mwz) y et (p, + mwy) con eigenvalores P; y P, respectivamente.

4.2.2. Potencial V = T%

La funcién In(z) es armoénica, por lo que debe cumplir la ecuacién de Laplace (4.34)). Si se propone la
funcién f(z,t) como:

f(z:8) = g(t) In(z) + h(t),

(4.55)
para obtener el potencial asociado a esta funcion, se utiliza :
V(rt)=— ggi — ¢/ ()In(r?) — W' (1), (4.56)
si g(t) =k y W' (t) = 2F, el potencial queda expresado finalmente como:
12
Vrt) = 52 +2F, (4.57)
y la funcién f(z,t) tiene la siguiente forma:
f(z,t) = kln(z) — Et, (4.58)
esta funcién debe cumplir , observe que:
a% (Imf) = a% [k arctan (%)} - 7332]{75;/2’ (4.59)
y por otra parte:

0 d [k ky

— (Ref) = = |z In(a? +¢?) - Bt| = 4 4.60

oo (Ref) = o | Snta 4 ) - ] = (4.60)

de las expresiones anteriores, (4.59) y (4.60), se observa que f(z,t) cumple la relacién. Asf que la funcién
principal de Hamilton es:

S(r,t) = kIn(r?) — Bt (4.61)
La solucion al problema anédlogo cudntico sera entonces:

P(r,t) = exp %kln(rQ) - %Et (4.62)
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4.3. Caso tridimensional
Se ha realizado el andlisis para el caso unidimensional y bidimensional, ahora se presenta el andlisis

para tres dimensiones (o tres grados de libertad) en coordenadas curvilineas ortogonales. En este caso el
hamiltoniano tiene la siguiente forma:

2
g P v .
H= m +V(Q1,(I27QS,t)a (463)
el operador dado por:
H | d [ hyhs 0 hihs O hihy O
o h {(23 U}>+ (13 1/))+ <12 lﬁ)]’ (4.64)
2m 2m hihohs [ 0q1 \ h1 Oq Oq2 \ ha Ogo O0gs \ hs Ogs

asi que la ecuacién de Schrodinger dependiente del tiempo es:

21 9 (hahs aw) (h1h3 aw) (h1h2 alp)} Lo
— | + — + — + Vg1, q2,q3; ) = ith—.
2m hihahs [8611 ( hy Oq g2 \ h2 0g2 dqs \ hs Oqgs (01, 02, 433 ) = i (8t |
4.65

Proponiendo la siguiente solucién: A
(g, t) = eS@n/h (4.66)

se obtiene:
oS

L (L (SN L (0S)E 1 (0SN} os
2m | h? \ ¢ h3 \ 9q2 h3 \ dgs ot

[AES LFS LS, 1D (Igh) 35 LD ()25 4
h% aqg h% ﬁqg h% 3Q§’ hihahs 0q1 hi oq hihahs Ogo ha 0qo

n 1 0 <h1h2> BS}
hihahs Oqz \ hs ) Ogqz]’
El lado izquierdo de la ec. (4.67) corresponde exactamente a la ecuacion HJ de la mecénica clésica,
siempre que el lado derecho de la ecuacién satisfaga:

+ V (1, q2,93:t) +

2m

P9 oS APS 1 (1) 05
ht dgs  h3 dg5 B3 dg5  hihahz Oqi \ hi ) Oqu (4.68)

T NIYAY S N(YAY S
hihahs Oga \ ha ) Oqa  hihahs Ogs Jq3 ’

La ecuacién diferencial (4.68) es el laplaciano en coordenadas curvilineas:

se 10 (Ih; S\
vs_Hjhj 50 \ 97 g, =0, (4.69)

la solucién en coordenadas cartesianas a esta ecuacion es:
S = Cij.. k995 - - @, (4.70)

donde S es un polinomio homogéneo de grado p, los coeficientes (reales o complejos) son simétricos en sus
p indices (4,7,---=1,...,n) y tr(Cyj. k) = 0. Una vez mas se sustituye la solucién (4.70)) en la ecuacién
de HJ y asi se obtiene la forma del potencial:

p(Cij.. k)ziz; . La® d

V=_ _4
2m dt

(Cij..kTiTj ... 1), (4.71)
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una solucién trivial es particula libre en 3 dimensiones, lo cual es un resultado esperado ya que particula
libre corresponde a V = 0, ademds se sabe que ¢ = expPT=FN/" eg la onda plana y conforma un
conjunto completo de funciones de onda.

Para encontrar soluciones, sélo es necesario proponer una matriz Cj;. . simétrica y de traza cero, ya
que ésta determina el potencial y la solucién S.

Observe que la funcién de onda propuesta como solucién siempre tiene médulo constante sin importar
en qué dimensién se analice, asi que la probabilidad es constante. Esto nos indica que es necesario en
cada caso formar paquetes de onda, asi como se realiza para particula libre.
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Conclusiones

» Las soluciones que se han presentado tienen una caracteristica especial, la densidad
de probabilidad resulta ser constante para cualquier punto del espacio. Ademaés las
soluciones no son cuadrado integrables.

= La solucién obtenida se puede utilizar como base, para formar paquetes de onda y
de esta manera la densidad de probabilidad de la funcién de onda ya no es constante
y es cuadrado integrable, asi como en el caso de una particula libre.

» Las soluciones mé&s usuales al problema de una particula que se mueve en un
campo homogéneo en el espacio, son las funciones de Airy y se observé que las
soluciones obtenidas con el método propuesto son equivalentes a éstas, aun maés,
estas funciones, al igual que las de Airy, conforman un conjunto completo.

= No ha sido necesario resolver la ecuacién de HJ, la cual es una ecuacion diferencial
parcial (no siempre sencilla de resolver), una vez que se propone el potencial la
funcion principal de Hamilton se determina casi automaticamente.

» Las soluciones completas a la ecuacién de Hamilton-Jacobi S(z;,t), llevan a un
conjunto completo de soluciones a la ecuacién de Schrodinger ¢ = expiS/h.

= Se analizo la transformacién candnica que se debe realizar en cuantica, para pasar
de particula libre a particula en un campo homogéneo.

= Se observo que el problema en una dimension es muy restringido, ya que el potencial
puede ser a lo mas lineal en la coordenada. Sin embargo para el caso en dos
dimensiones, las posibilidades son mas amplias, ya que se pueden construir de
funciones principales de Hamilton que son arménicas y éstas pueden ser utilizadas
para construir una solucion a la ecuacion de Schrodinger.
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= Las soluciones obtenidas no son separables, al menos no necesariamente, por lo que
obtenerlas mediante el método usual de separaciéon de variables no es posible.

» Dado un potencial, se busca la forma de las funciones r(t) y p(t) o f(z,t) para
construir la funcién principal de Hamilton, de tal forma que i» = expiS/h sea
solucion a la ecuacién de Schrodinger.

= Para un potencial dado, la existencia de una solucién simultanea a la ecuacién de
HJ y Laplace, no implica que todas las soluciones a la ecuaciéon de HJ satisfacen la
ecuacion de Laplace.
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