BENEMERITA UNIVERSIDAD AUTONOMA DE PUEBLA

o"
e

>

‘o
im
‘v

FACULTAD DE CIENCIAS FISICO MATEMATICAS

POSTGRADO EN CIENCIAS MATEMATICAS
Estudio de bifurcaciones en un modelo biofisico de
excitabilidad celular
TESIS
QUE PARA OBTENER EL GRADO DE:
MAESTRO EN CIENCIAS MATEMATICAS

PRESENTA:

LIC. LEONARDO REMEDIOS SANTIAGO
DIRECTORES DE TESIS:

DR. MARCO ARIELI HERRERA VALDEZ

DRA. LUCIA CERVANTES GOMEZ

JUNIO 2016



Dedico este trabajo a mi familia, amigos y profesores.



Agradecimientos

Agradezco al Consejo Nacional de Ciencia y Tecnologia por la beca recibida

de enero de 2014 a diciembre de 2015.

II



Indice general

Indice de figuras A
Introduccién 1
1. Modelo termodinidmico de excitabilidad celular 6

1.1. Normalizacién de corrientes . . . . . . . .. .. ... ... .. .. 8
2. Algunas bifurcaciones del modelo en codimensién 1 11

2.1. Contribuciones relativas de los canales de potasio respecto a los

canales de sodio . . . . . . . .. 11

2.2. Anilisis de bifurcaciones en funcion de la corriente de estimulo . . 19
2.2.1. Modelo con contribucién relativa de canales % =8 . ... 19

2.2.2. Modelo con contribucién relativa de canales % =20 ... 38

3. Resultados obtenidos y conclusiones 65
Apéndices 70
A. Derivacion del modelo 71

B. Resumen de resultados tedricos utilizados en el estudio de bifur-

caciones 76

111



Referencias

v

83



Indice de figuras

2.1. Diagrama de bifurcacion al variar la contribucion relativa de los
canales i6nicos. . . . . . . ...
2.2. Analisis del modelo (1.2) suponiendo una proporcion Z—g =1 ...
2.3. Analisis del modelo (1.2) suponiendo una proporciéon £ =8. . . .
2.4. Analisis del modelo (1.2) suponiendo una proporcién 2£ = 15.
2.5. Condicion de transversalidad de la bifurcacion de Hopf. . . . . . .
2.6. Diagrama de bifurcacion al variar la corriente aplicada con una
contribucion de canales i6nicos % =8
2.7. Secciones de la ceroclina de v determinadas por el punto fijo. . . .
2.8. Curva solucion del sistema (1.2) con proporcion 25 = 8 y condicion
inicial By, . . . .
2.9. Curva solucion del sistema (1.2) con proporcion % = 8y condicion
inicial 5. . . . . .o
2.10. Region R; delimitada por la curva solucién con condicién inicial
Ey y la seccion de la ceroclina entre Ey y el punto de retorno Fj. .
2.11. Region R, delimitada por la curva solucién con condicién inicial

E5 vy la seccion de la ceroclina entre E3 y el punto de retorno Fjy. .

2.12. Region R= Ry \int(Ry). . . . . .« . oo oo it

13
14
15
17

20
22

23

23

24

25



2.13.

2.14.

2.15.

2.16.

2.17.

2.18.

2.19.

2.20.

2.21.

2.22.

2.23.

2.24.
2.25.

2.26.

2.27.

2.28.

2.29.

Curva solucion del sistema (1.2) con proporciéon 2£ = 8 y condicion
inicial Eil ................................
Curva solucion del sistema (1.2) con proporcion Z—K = 8y condicién
inicial Ej3. . . . . . . e

Region R;; delimitada por la curva solucién con condiciéon inicial

E;1 v la secciéon de la ceroclina entre E;; v el punto de retorno Ejs.

Region R, delimitada por la curva solucién con condiciéon inicial

FEi3 v la seccion de la ceroclina entre F;3 y el punto de retorno Ey.

Region R; = Ry \int(Ri2). .« « « v o i
Simulacion del modelo (1.2) con parametro Ig = —208 nA.
Cuenca de atraccion de Ig = =208 pA. . . . . . . . .. ... ...
Cuenca de atraccion de Ig = —160pA. . . . . . . . .. ... ...
Comportamiento de los valores propios del sistema al variar Ig.
Condicion de transversalidad de la bifurcacion de Hopf. . . . . . .

Diagrama de bifurcaciéon al variar la corriente aplicada con una

Q|
Z

Curva solucion del sistema (1.2) con proporcion 25 = 20 y condi-
cidon inicial F3. . . . . ..
Region R; delimitada por la curva solucién con condiciéon inicial
Ey y la seccion de la ceroclina entre Ey y el punto de retorno Fj. .
Region R, delimitada por la curva solucién con condicién inicial
E5 vy la seccion de la ceroclina entre E3 y el punto de retorno Fjy. .

Region R = Ry \ int(Ry). . . . . . . . o oo

VI

28

29
30
31
32
33
35
36

38
40

41

41

42

43



2.30.

2.31.

2.32.

2.33.

2.34.

2.35.

2.36.

2.37.

2.38.

2.39.

2.40.

2.41.

2.42.

2.43.

2.44.

2.45.
2.46.

Curva solucién del sistema (1.2) con proporcion 25 = 20 y condi-
cibn inicial E;1. . . . . .
Curva solucion del sistema (1.2) con proporcion 25 = 20 y condi-
cion inicial Fy3. . . . . .

Region R;; delimitada por la curva solucién con condiciéon inicial

E;1 v la secciéon de la ceroclina entre E;; v el punto de retorno Ejs.

Region R, delimitada por la curva solucién con condiciéon inicial

FEi3 v la seccion de la ceroclina entre F;3 y el punto de retorno Ey.

Region R; = Rio \int(Ri1). .« « o v v e
Simulacion del modelo (1.2) con parametro Is = —2980 nA.
Cuenca de atraccion de Ig = —2980 pA.. . . . . . . . . ... ...
Cuenca de atraccion de Ig = —2970pA.. . . . . . . ... .. ...
Comportamiento de los valores propios del sistema al variar Ig.
Condicion de transversalidad de la bifurcacion Hopf. . . . . . . ..
Secciones de la ceroclina de v determinadas por el punto fijo. . . .
Curva solucion del sistema (1.2) con proporcion 25 = 20 y condi-
cion inicial By, . . . .
Curva solucion del sistema (1.2) con proporcion 25 = 20 y condi-
cién inicial Fs. . . . . . . s
Region R; delimitada por la curva solucién con condicién inicial
E4 y la seccion de la ceroclina entre F; y el punto de retorno Fs. .
Region Ry delimitada por la curva solucién con condiciéon inicial
E5 y la seccion de la ceroclina entre E3 y el punto de retorno Fjy. .
Region R= Ry \int(Ry). . . . . .« o v v v v i

Secciones de la ceroclina de v determinadas por el punto fijo. . . .

VII

46

47
47
48
50
51
52
23
o4

%)

56

o7

57
58



2.47.

2.48.

2.49.

2.50.

2.51.

2.52.
2.53.

Curva solucién del sistema (1.2) con proporcion 25 = 20 y condi-

an
ciébn inicial Ey. . . . . . 60
Curva solucion del sistema (1.2) con proporcion 25 = 20 y condi-

N
cion inicial Fs. . . . . . L 60

Region R; delimitada por la curva solucién con condiciéon inicial
E; y la seccion de la ceroclina entre E; y el punto de retorno F,.. 61

Region R, delimitada por la curva solucién con condicién inicial

Es3 v la seccion de la ceroclina entre Fs y el punto de retorno Ey. . 62
Region R =Ry \int(Ry). . . . . . . . ... .. 62
Comportamiento de los valores propios del sistema al variar Ig. . 63
Condicién de transversalidad de la bifurcacion de Hopf. . . . . . . 64



Introduccion

Este trabajo se propuso estudiar modelos de excitabilidad celular, en particular
modelos de dindmica neuronal. En fisiologia, el estudio de la excitabilidad celular
es de gran importancia para entender como células y tejidos mandan, reciben y
procesan senales a otras partes del organismo.

El trabajo pionero en el estudio de la excitabilidad celular fue el de Hodgkin y
Huxley (1952), que consisti6 en describir el proceso de transmision eléctrica a lo
largo del axon del calamar gigante, con un sistema de 4 ecuaciones diferenciales
no lineales. Un resultado importantes del trabajo de Hodgkin y Huxley es que
permite tratar el proceso de la produccién de potenciales de accion como un
sistema dinamico.

Durante la segunda mitad del siglo XX, después de los trabajos de Hodgkin y
Huxley, empez6 a aumentar de manera exponencial la cantidad de experimentos
y resultados sobre la excitabilidad neuronal y surgieron una gran variedad de
patrones distintos en los potenciales de accion. Se siguieron principalmente dos
tendencias en este tipo de estudios.

a) La que consiste en establecer modelos simplificados, tales como los modelos
genéricos bidimensionales obtenidos por Fitz-Hugh y Nagumo [12, 20]; el mode-
lo de Morris-Lecar [19], que contenia dos corrientes idnicas (potasio y calcio);

el modelo minimo de excitabilidad de Av-Ron et al. [4]; el modelo modificado de



FitzHugh-Nagumo desarrollado por Aliev y Panfilov [3]. b) La otra tendencia con-
siste en desarrollar modelos de dimension alta, los cuales dan una descripcién de
la célula lo méas precisa posible. Hay muchos ejemplos de tales modelos detallados
en neurociencias y cardiofisiologia. Uno de los mejores ejemplos es el trabajo en
gasteropodos de Connor y Stevens [8] y el de células ganglionares de Fohlmeister
y Miller [11]. Ejemplos en fisiologia cardiaca incluyen el trabajo de células huma-
nas atriales de Priebe y Beukelmann [22] de 15 variables o el de Ten Tussche [27]
de diecinueve variables. De interés particular, el trabajo de Rasmusson [23, 24|
es un ejemplo importante de como combinar fisiologia experimental y teoria ma-
tematica para producir un modelo de la dindmica membranal. Es natural ver
modelos que median las dos tendencias descritas anteriormente. Por ejemplo, las
reducciones del modelo de Priebe y Beuckelmann realizadas por Bernus et al. [6]
de seis variables o la reduccion del modelo de Ten Tusscher realizada por Panfilov
et al. |26] a nueve variables.

En el trabajo de Herrera Valdez [14] se trata de apoyar mas este enfoque
mediante la btisqueda de un modelo de menor dimensiéon. Dado que la geome-
tria del campo vectorial en el espacio fase refleja el comportamiento cualitativo
del modelo, los modelos de baja dimensiéon deberian mantener las propiedades
generales del sistema original, y también tendrian que ser genéricos y eficientes
desde el punto de vista computacional. Como FitzHugh y otros investigadores
han mencionado, la excitabilidad celular se puede representar usando modelos
bidimensionales con una variable rapida amplificadora y una variable lenta de
recuperacion. En contraste con las formulaciones fenomenologicas de los modelos
de FitzHugh-Nagumo, Barkley o de Izhikevich, el modelo es biofisico, en el sen-
tido de que todos los términos estan relacionados directamente con los procesos

biofisicos.



El modelo propuesto en el trabajo de Herrera Valdez [14] esta conformado por
dos variables: una que corresponde a v, el potencial transmembranal, y otra mas
lenta que corresponde a una variable de recuperacién, que en modelos biofisicos,
tipicamente representa la proporcion promedio de canales de potasio, que tienden
a restaurar el potencial de membrana.

En este trabajo estudiaremos un caso particular del modelo propuesto en [14],
un modelo bidimensional auténomo con variables v y w, que representan el poten-
cial transmembranal y la proporcién de los canales abiertos de KT, respectivamen-
te, ademas con parametros relacionados con las neuronas corticales piramidales.

Muchas células de la misma clase son capaces de producir diferentes tipos de
actividad eléctrica, dependiendo de su etapa de desarrollo, de las condiciones del
microambiente o eventos importantes que rodean la vida del animal, lo que a su
vez puede reflejarse en ritmos circadianos. Algunos de los cambios que condu-
cen a cambios cualitativos en la actividad mostrada por una célula excitable se
producen durante el tiempo de desarrollo de la célula, con resultados finales que
pueden no notarse a nivel del tejido o a nivel de la totalidad del organismo. Las
células excitables del mismo tipo, identificadas por la forma, ubicacién, patrones
sindpticos genéricos y funcion, pueden no producir el mismo tipo de actividad a
nivel individual. Tales cambios se pueden reflejar en el modelo, en teoria, como
cambios muy lentos en uno de los parametros del modelo. Uno de tales parame-
tros es el nivel relativo de expresion de las proteinas que median el transporte
ionico.

El objetivo de este trabajo es estudiar bifurcaciones presentes en este modelo al
tomar como parametros de interés la corriente de estimulo y el cociente ;’TKQ, que
representa la contribucion maxima de los canales de K relativa a la contribucion

maxima de los canales de Na™. Hacer un estudio de esta naturaleza permite intuir



el comportamiento macroscéopico del modelo con respecto a patrones de expresion
de canales que pudieran observarse en una neurona. El modelo se puede extender
a versiones no autonomas o estocasticas.

Ademés se presenta una técnica para demostrar la existencia de ciclos limites,
respaldada tedricamente por el teorema de Poincaré-Bendixon, que sigue las ideas
del primer retorno y utiliza métodos numeéricos para la resoluciéon de sistemas de
ecuaciones diferenciales.

Es importante mencionar que la combinacion de formulaciones biofisicas, apro-
ximaciones experimentales y técnicas nuevas tanto mateméticas como compu-
tacionales para simular y analizar modelos de excitabilidad celular, ha permitido
descubrimientos muy ttiles para entender muchos fenémenos que ocurren en los
sistemas excitables en general. Asimismo los modelos biofisicos se usan para en-
tender fen6menos como el papel de las corrientes transmembranales en el proceso
de excitabilidad celular, haciendo predicciones que permiten interpretar resulta-
dos experimentales.

Primero presentaremos de manera concreta el modelo a estudiar en esta te-
sis, una tabla de los parametros del modelo y una breve descripcién del mismo
(Capitulo 1).

Después presentaremos un estudio de bifurcaciones al tomar la proporciéon de
canales de potasio con respecto a los canales de sodio como parametro de bifurca-
cién sin corriente de estimulo (Seccion 2.1). El comportamiento del modelo para
tres proporciones distintas, y en particular la actividad marcapasos sin necesidad
de una corriente de estimulo, se tratan mediante anélisis de bifurcacion.

Posteriormente presentaremos un analisis de bifurcacion que toma como paré-
metro de interés la corriente de estimulo, fijando la proporcion de canales (Seccion

2.2). Los sistemas considerados presentan, dependiendo del equilibrio de contri-



buciones de corrientes de potasio y sodio, dos tipos de curvas de puntos fijos
como funciéon del parametro de bifurcacion: uno monoétono y uno no monédtono,
con sucesiones distintas de diferentes bifurcaciones.

El apéndice A contiene un breve resumen de la derivacién del modelo propues-
to en el trabajo de Herrera Valdez [14] y el apéndice B contiene resultados ya
establecidos en la teoria de sistemas dinamicos, los teoremas de las bifurcaciones

de Hopf y la bifurcacion silla-nodo, asi como el teorema de Poincaré-Bendixon.



Capitulo 1

Modelo termodinamico de

excitabilidad celular

El principal objetivo del modelo propuesto en el trabajo de Herrera Valdez [14]
es definir descripciones biofisicas de cémo las moléculas se mueven a través de
la membrana celular y afectan el potencial de membrana. Las expresiones para
derivar tales flujos desde una perspectiva macroscopica se derivan tomando en
cuenta la difusién, la deriva eléctrica y los cambios en la energia libre de un sis-
tema con dos compartimentos separados por una membrana, cada uno con iones
en una solucién. La comunicacién por senales eléctricas es una de las principales
funciones que realizan las células excitables, permiten una coordinacién rapida
entre las diferentes redes de células y a su vez, las propiedades eléctricas de las
células dependen del transporte i6nico. El transporte idnico ocurre a través de la
membrana y puede ser mediado por proteinas que facilitan su difusién o translo-
can mecanicamente iones en contra de su gradiente electroquimico. El transporte
transmembranal se ha incluido en muchos modelos de potencial de membrana, sin

embargo, los flujos involucrados se han expresado en muchas formas funcionales



que no siempre incluyen los mismos elementos, por ejemplo, las concentraciones
ionicas, temperatura y otros factores.

La construccion del modelo utilizado en este trabajo depende de una formula-
cion de las corrientes transmembranales impulsadas por deriva eléctrica y difusion,
es una generalizacion de una derivaciéon basada en principios termodinamicos y
electroquimicos previamente reportado en [10] y ampliado en [14].

Un resumen de la derivacion propuesta en el trabajo de Herrera Valdez [14] se
puede ver en el apéndice A.

Supongamos que existen N, canales en la membrana y que la apertura de un
canal se puede representar por un ntimero p, entre 0 y 1, entonces la corriente

membranal completa por compuertas se puede escribir como

vr

I = 2N, pyasT/S.S; sinh {@} .

Si las concentraciones transmembranales y la temperatura absoluta son cons-
tantes, asNsT\/S.S; se puede pensar como una constante ag que representa la
corriente maxima a través de la membrana al pasar por un poro abierto. Ade-
més, ya que el término de amplitud ag es un multiplo del nimero de canales en
la membrana, el término se puede ver como un indicador de la expresion de los
canales.

El modelo que estudiaremos en esta tesis es un caso especifico del propuesto
en [14], que es un caso particular de la expresion general derivada por Herrera
Valdez [15] y estd expresado mediante dos ecuaciones diferenciales con dos co-

rrientes membranales de compuerta y una corriente asociada a la bomba de sodio

y potasio:
Cow = —Iy(v,w;p) — Ii(v,w;p) — Ink(v;p) — Is
(1t s s 2522 (1.1)
Ow = 1y (fw(v;p) _w) exp S e I expl™Tt vr .
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donde

Ix(v,w;p) = 2wag sinh (U — UK) ,
QUT

In(v,w;p) = 2(1 —w)fm(v;p)ay sinh (U - UN) ,
QUT

v — 3uy + 20k — Varp
QUT ’

[NK(’U;p) = 2ENKSiIlh(

520
fulvip) = —2 o ivm]»
14+ explt™

or
v—vyw
exp [nw v ]

fw(v;p) = [ m]
14 expl™ or

En este modelo v representa el potencial transmembranal y w la proporciéon de
los canales abiertos de K. La activacion de Na* es tan rapida que se supone en
estado estable; f,,(v : p) representa el estado estacionario de activacion para los
canales de Na™. De forma similar, f,,(v; p) representa el estado estable estaciona-
rio de w. El parametro vy = kT'/q (mV) es el potencial termal (k es la constante
de Boltzmaan, T es la temperatura absoluta, y ¢ es la carga elemental); vx con
X € {N,K,NK} es el potencial de inversion para cada una de las corrientes.

Un ejemplo de valores de pardmetros que simulan la actividad eléctrica en

células corticales piramidales se encuentran en la tabla 1.1.

1.1. Normalizacion de corrientes

Se pueden normalizar las amplitudes dividiendo entre un término de norma-
lizacion que podria ser ay, g, ayk, ay + G + Gyg, 0 cualquier otra amplitud
conveniente. La eleccion de @ permite hacer diferentes interpretaciones del mo-

delo. Por ejemplo, @ puede ser la suma de todas las amplitudes, en este caso,



Parametro | Valor U. Descripcién

C 20 pF | Capacidad de la Membrana
vr 26.7268 | mV | Potencial (termal) de Boltzmann a 37°C
VK -90 mV | Potencial de Nernst para K+
UN 70 mV | Potencial de Nernst para Na™
VATP —450 mV | Potencial para transporte basado
en ATP
U, —25 mV | Potencial de activaciéon media para canales

transitorios de Na™ v-dependientes

U -1 mV | Potencial de activacion media para canales
transitorios de KT v-dependientes

Nm 5 — Coeficiente de activacién de

los canales transitorios de Na™

TNy 3 - Coeficiente de activaciéon de

los canales de K™+

Tw 0.1 L | Tasa basal para el cambio conformacional
cerrado = abierto en los canales de K+
Sw 0.7 — Sesgo de asimetria para la constante de tiempo de K+
axK nay pA | Amplitud méaxima para la corriente de KT

conn € {1,...,20}

an 1000 pA | Amplitud méxima para la corriente de Nat
aN g 50 pA | Amplitud maxima para la corriente de ATPasa
SK,SN,SNK % Factor de rectificacién de las corrientes

Is — pA | Corriente de estimulo

Tabla 1.1: Parametros.

cada término % se puede pensar como una ponderacién por una corriente total
méaxima. Ademés, la amplitud méaxima de cada corriente se puede pensar como
un maltiplo del nimero de canales que median esta corriente, de esta forma estas

normalizaciones permiten interpretaciones en términos de la expresion de cana-



les relativa a algin canal u otra expresion relevante. Por ejemplo, si todas las
corrientes en el modelo se dividen entre la amplitud méaxima del canal de sodio

Na™, es decir, @ = ay; las relaciones

_ak _an _ GNK
g = —, aGN = —, ANK = —
an an an

se pueden pensar como amplitudes relativas a la contribuciéon de los canales de
Na't en la membrana. De esta forma ax es proporcional a la relaciéon de canales
de KT respecto a los de Na™. En otras palabras, ax se puede pensar como un
indicador de la expresion relativa de los canales de K en la membrana con
respecto a la expresion de los canales de Na™.

En este trabajo vamos a utilizar a ay como parametro de normalizaciéon para

obtener un modelo normalizado:

ow = n(=JIyv,w;p) — Jp(v,w;p) — Ing(v,w;p) — Js), 12)
dw = 1y (fulvip) —w) (exp(l_sw)n“’ Tt pexp ™ v;;w) : .
dondenz%vij:af_;.

De esta forma tenemos las corrientes normalizadas:

Jg(v,w;p) = wg—K sinh (U _ UK) ,
an 2ur

I(usp) = (1= w)f(o )2 s ( - ”N) |

2UT
a . (V)
Ink(v,w;p) = ENNK sinh (T:K> _

10



Capitulo 2

Algunas bifurcaciones del modelo

en codimension 1

2.1. Contribuciones relativas de los canales de potasio res-

pecto a los canales de sodio

Comenzaremos estudiando la estructura del diagrama de bifurcacion del mo-
delo dejando fijas la corriente de entrada en Ig = 0 y la contribucién de los
canales de Na™, pero variando la proporcion g—g mediante el incremento de la
contribucion de los canales de KT (Figura 2.1).

A medida que aumenta %, se observa una sucesiéon de bifurcaciones, como
el cambio del tipo de puntos fijos del sistema de nodos asintéticamente estables
a focos asintOticamente estables, una bifurcacion de Hopf y una bifurcacion de
puntos de equilibrio. La bifurcaciéon de Hopf da lugar a un ciclo limite estable y
la bifurcacién de puntos de equilibrio da lugar a una coexistencia de tres puntos
de equilibrio, dos de ellos inestables y uno asintoticamente estable.

El cambiar la expresion relativa de los canales de K en la membrana respecto

11



a la expresion relativa de los canales de Na™ modifica la excitabilidad del sistema,
ya que estamos aumentando la poblacion de los canales de K y, por extension, la
corriente mas grande involucrada en la recuperacion del potencial de membrana.
En los siguientes parrafos estudiaremos de manera mas detallada el cambio en la

excitabilidad del sistema en algunos casos particulares de esta expresion relativa.

Voltaje

Corriente Aplicada

2500 —2000  —1500  —1000 ~500 1000

Figura 2.1: Diagrama de bifurcaciéon variando la proporcion de los canales i6nicos. Los puntos
azules corresponden a nodos asintéticamente estables, los puntos rojos a focos asintéticamente
estables, los circulos rojos corresponden a focos inestables, los circulos azules corresponden a

nodos inestables y los circulos negros corresponden a puntos silla.

12



Proporciéon £ =
an

Esta proporciéon % = 1 se puede pensar en términos de una misma contri-
bucion de los canales de Na®™ y de K*. El sistema tiene un unico punto fijo
(E = (—3.94424, .418123)) y un nodo asintoticamente estable (valores propios de
la matriz Jacobiana evaluada en este punto \; = —3.37844 y Ay = —0.877956).
Como consecuencia, el potencial de membrana con esta proporciéon relativa de
canales converge asintoticamente sin oscilaciones al punto de equilibrio (Figura
2.2(a)).

Las ceroclinas del modelo exhiben un tnico punto de interseccion, lo que con-
firma la existencia de un tnico punto de equilibrio (Figura 2.2(b)). Las curvas
solucion del sistema con tres condiciones iniciales distintas muestran trayectorias
que crecen primero respecto a v con poco incremento en w; cuando la variable
w empieza a incrementar mas, v casi no cambia y después decrece. Este es un
comportamiento comin en los sistemas excitables y se debe a las distintas escalas

de tiempo de las dos variables del sistema (Figura 2.2.)

Vv — Ceroclinade v — Ceroclinade w — Simulacién w

20 ﬂ 08

-20

—-40

0 //’/,,,
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Proporcién % =8

Las simulaciones del modelo con esta proporciéon con cuatro condiciones dis-
tintas nos muestran oscilaciones sostenidas en el plano (¢,v) (Figura 2.3(a)). El
sistema tiene un nico punto de equilibrio (F = (—18.9345,.117835)), que tiene
valores propios complejos con parte real positiva y parte imaginaria distinta de
cero (Ao = 0.210932 +£1.92154i), lo que indica que el punto fijo del sistema es un
foco inestable. En el plano (v, w), cuatro curvas solucién convergen hacia un ciclo
limite, el cual surge por una bifurcacion de Hopf, lo que muestra la estabilidad

asintotica del ciclo limite (Figura 2.3(b)).

W _Ceroclinade v — Ceroclinadew

\Y 04

0 20

(a) Comportamiento del potencial de membrana (b) Curvas solucion y ceroclinas del modelo

Figura 2.3: Anélisis del modelo (1.2) suponiendo una proporcion % = 8.
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Proporcién % = 15

El modelo, a diferencia de los casos anteriores, exhibe tres puntos de equi-
librio. Un punto de equilibrio (E; = (—27.18,0.502768)) con valores propios
reales positivos (A; = 7.51667 y Ao = 0.152124), lo cual nos indica que es un
nodo inestable. Un segundo punto de equilibrio (Fy = (—39.4936,0.0131152))
cuyos valores propios son reales, uno positivo y otro negativo (\; = 2.72517 y
Ay = —0.0815612), lo que nos indica que es un punto silla. Finalmente, un tercer
punto de equilibrio (F3 = (—62.8505,0.000964893)), con valores propios reales
negativos (A\; = —0.698338 y Ay = —0.145374), lo cual nos indica que es un nodo
asintoticamente estable.

Las curvas soluciéon con cuatro condiciones iniciales distintas muestran los
cambios debidos a las escalas de tiempo de las variables del sistema en el plano
(v,w). Ademés observamos una convergencia asintotica sin oscilaciones al punto

de equilibrio Ej.

W — Ceroclinade v — Ceroclinade w

0.3

—40
/
—-60 _
V — A
-80) 7 t ( —
20 40 60 80 100 120 140 80 %0 10 20 0 P
(a) Comportamiento del potencial de membrana (b) Curvas solucién y ceroclinas del modelo

Figura 2.4: Analisis del modelo (1.2) suponiendo una proporcion % = 15.
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Bifurcaciéon de Hopf

En esta seccion nos vamos a enfocar en una bifurcacion de la sucesion de
bifurcaciones observadas al variar la contribucion relativa de los canales de potasio
respecto a los de sodio % Observamos un cambio en la estabilidad en focos
asintéticamente estables y en los siguientes péarrafos vamos a demostrar que este
cambio de estabilidad se debe a la presencia de una bifurcaciéon de Hopf.

Para esto veremos que el sistema cumple con las tres condiciones de una bi-
furcacion de Hopf. Primero calcularemos el valor critico del sistema en el cual el
punto de equilibrio tiene valores propios complejos con parte real cero; procede-
remos a verificar después la condicion de transversalidad y de no degeneracion.

Mediante simulaciones, hemos encontrado que el valor critico para esta bifur-
cacion es 1y = % = —7.65589876, en el que el punto fijo del sistema (Fy =
(—18.535127,0.1225755)) correspondiente a este valor critico tiene valores pro-

pios complejos con parte real cero. La matriz Jacobiana evaluada en este punto
de equilibrio es:
0.205699  —1551.36
0.00248325 —0.205699
tiene valores propios A; o £ 1.95195:.

Dada la complejidad de las funciones involucradas, se obtuvieron numeérica-
mente algunos valores de la parte real de los valores propios en una pequena
vecindad de 79 y se utiliz6 el método de minimos cuadrados para obtener una
aproximacion para la funcién de la parte real de los valores propios de la matriz
Jacobiana. De esta forma, tenemos que p(e) = —4.67049 + 0.610041¢ y por lo
tanto u/(€p) = 0.610041 # 0, por tanto se cumple la condicién de transversalidad
(Figura 2.5).

Para calcular el pardmetro de la condicion de no degeneracion haremos pri-
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Parte Real

0.0002 -

0.0001 -

Proporcion de canales ionicos

L L
7.6560 7.6562

—-0.0001 -

—0.0003

Figura 2.5: Ajuste de la parte real de los valores propios.

mero un cambio de coordenadas para trasladar el punto de equilibrio al ori-
gen y fijaremos el valor del parametro en el valor critico Iy, es decir, haremos
v = —18.535127 + 11 vy w = 0.1225755 + 2. Denotaremos este nuevo sistema

comao:

omnm = F(Vh%)a (2-1)

Oy = G(Vh 72)-

Haciendo ahora un nuevo cambio de variables lineal

=7

awF(%, Y2)V2 = _671F(71772) - —wy,

donde w es la parte imaginaria del valor propio de la matriz Jacobiana evaluada

en el punto de equilibrio, tenemos el nuevo sistema:

17



O = —wy+ f(z,y), (2.2)

oy = wr+g(z,y),

donde
f(z,y) = F(n,7) +wy

g(z,y) = — (O F (71, 72) F(71,72) + 05, (71, 72)G(01,72))
’ W — wx ’

) . oy
asi el pardmetro de no degeneracion a = 15 (foze + fayy + Gyyy)

+igs (Fay (Faw + o) = 9oy (o + Gyy) = FoaGow + fuyyy) = 0.139645 # 0, con lo

cual demostramos la presencia de una bifurcacion de Hopf hipercritica (Apéndice

B).
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2.2. Analisis de bifurcaciones en funciéon de la corriente de

estimulo

En esta seccion se realizara un andlisis del modelo de la siguiente forma: se
fijaran dos contribuciones de canales de K respecto a los de Nat considerando
dos diagramas de bifurcacién, uno monoétono y uno no, variando la corriente
aplicada o corriente de estimulo Is como pardmetro de interés. Este analisis sigue

siendo un analisis de bifurcacién de codimensién 1.

2.2.1. Modelo con contribucién relativa de canales =8

ol
217

Analizaremos el modelo con la proporcion % = &8, ya que presenta un dia-
grama de bifurcacion no monotono (Figura 2.6). A medida que la corriente de
estimulo (o corriente aplicada) aumenta, se distingue un cambio en el tipo de pun-
tos fijos del sistema: de nodos asintoticamente estables a focos asintéticamente
estables; es importante mencionar que esta bifurcaciéon no es distinguible con base
en equivalencia topologica, sin embargo esta bifurcacion es de gran importancia
en fisiologia (Conclusiones). Ademas; observamos un régimen de biestabilidad en
el cual coexisten un ciclo limite estable, un ciclo inestable y un punto fijo, que
en este caso es un foco asintoticamente estable. Posteriormente se observa una
pérdida de estabilidad del punto fijo del sistema, lo cual se debe a una bifurcacion
de Hopf subcritica. La pérdida de estabilidad del punto fijo del sistema no afecta
la existencia del ciclo limite estable. A continuacion se observa la desaparicion
del ciclo limite estable del sistema y el surgimiento de dos puntos de equilibrio,
un nodo asintoticamente estable y un punto silla. Finalmente se observa la des-
aparicion de dos puntos fijos inestables del sistema, un punto silla y un nodo

inestable.
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Corriente Aplicada

—-2500 —2000 —-1500 -1000 -500 1000

Figura 2.6: Diagrama de bifurcacion con una contribucion relativa de canales de K respecto a
los de Na™ de 8. Los puntos azules corresponden a nodos asintéticamente estables, los puntos
rojos a focos asintéticamente estables, los circulos rojos corresponden a focos inestables, los
circulos azules corresponden a nodos inestables y los circulos negros corresponden a puntos

silla.

Régimen de biestabilidad

Después de hacer una serie de simulaciones en las que se variaron las condicio-
nes iniciales, se detecté un régimen de biestabilidad. La biestabilidad en modelos
de excitabilidad celular ya se habia observado, por ejemplo en [1] y [2].

Mediante simulaciones se encontré que para
Is € [—208.7,—107.141679)

el modelo exhibe un punto fijo, que en este caso es un foco asintéticamente estable,
un ciclo limite estable y un ciclo limite inestable. Este intervalo es el intervalo de

bifurcacion del modelo con esta proporcion relativa de canales.
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Existencia de ciclos limite

Ciclo limite estable En esta seccion demostraremos de la existencia del ciclo
limite estable para el caso particular Ig = —208 pA. En este caso el sistema
exhibe un solo punto de equilibrio en (—18.3865,0.1243), con valores propios
complejos con parte real negativa (A2 = —0.188415 + 2.01376i) que indican que
es un foco asintéticamente estable. Las ceroclinas del sistema estan determinadas

por el sistema:

o =0,
' (2.3)

(9tw =0.

Para la ceroclina de w tenemos que:
w(v) = fu(v), (2.4)
mientras que para la ceroclina de v tenemos que:
2 fm(v) sinh <5N%> + QT—NK sinh <3NK“_3”N+12);K_”ATP> + al—;

w(v) = (2.5)

2 fy(v) sinh (sN”;;N> — 2¢£ sinh (sK ”;;K>

Notacién: En lo que resta del trabajo denotaremos a la ceroclina de v como
la funcion velina(v).

Consideraremos las secciones de la cerolina de v determinadas de la siguiente
forma: A = {(v,vclina(v)) | —18.2089 < v} y B = {(v,vclina(v)) | v < —18.20}.
Estas dos secciones difieren en que en A el cambio d,w es positivo, mientras que
en B el cambio dyw es negativo (Figura 2.7).

Tomaremos ahora un punto sobre la seccion A de la ceroclina de v, F; =

(11, velina(11)). Numéricamente obtenemos el tiempo del primer retorno de la
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W — ceroclinadev — ceroclina dew

~Voltaje

Figura 2.7: Secciones de la ceroclina de v.

curva solucién con condicion inicial E; a esta misma seccioén, este tiempo es
t = 9.772417, y el punto de primer retorno es F, = (11.962542,0.047905), lo
cual nos indica que nos estamos alejando sobre la ceroclina de v del punto de
equilibrio. Denotaremos esta curva solucion como C) (Figura 2.8).

Ahora consideraremos el punto E3 = (13, vclina(13)) sobre la seccion A de la
ceroclina de v. Obtenemos numéricamente el tiempo del primer retorno de la curva
solucién con condicién inicial F3 a la seccion A; este tiempo es ¢t = 9.50014422 y
el punto del primer retorno es aproximadamente F4 = (11.975219,0.04787969),
lo cual nos indica que nos estamos acercando sobre la ceroclina de v al punto de
equilibrio. Esta curva la denotaremos por Cy (Figura 2.9).

Consideremos la region R; delimitada por C1UA;, donde A; = {(v, velina(v)) |
11 < v < 11.962542} es la seccion de la ceroclina de v delimitada por E; y Es.
Notese que ninguna curva soluciéon con condiciones iniciales fuera del segmento de

la ceroclina de v que va de E; a F5 puede cruzar C por el teorema de existencia
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— ceroclinadev — ceroclinadew

C1

&Dvdtde

Figura 2.8: Curva solucién que inicia en F; y termina en el punto del primer retorno Fy (Curva

color negro).

— ceroclinadev — ceroclinadew

EmEs

X

Voltaje

L
20

Figura 2.9: Curva solucién que inicia en E3 y termina en el punto del primer retorno E; (Curva

color verde).
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y unicidad de soluciones. Ademas, la region R; contiene al punto de equilibrio y
dado que A; C A, el flujo se dirige hacia el exterior de R; sobre los puntos de A;
(Figura 2.10).

Figura 2.10: Region R; conformada por la curva solucién y la seccién de la ceroclina de v

determinadas por F; y Es.

De forma anéloga consideremos la region Ry delimitada por Cy U A,, donde
Ay = {(v,vclina(v)) | 11.975219 < v < 13} es la seccion de la ceroclina de v
delimitada por F3 y E,. Al igual que en el caso anterior, ninguna curva solucion
puede cruzar C5 por el teorema de existencia y unicidad de soluciones. A diferencia
del caso anterior, por la forma de Ry y dado que Ay C A, el flujo sobre los puntos
de Rj se dirige hacia el interior de Ry (Figura 2.11).

Notese que la region R, contiene a la region R; dada la eleccion de los puntos.
Esta contenciéon se puede invertir si se cambian los puntos para la construcciéon
de las regiones. De esta forma consideremos la region R = Ry \ int(R;); esta

region es invariante positiva por su construcciéon y ademas no contiene puntos de
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0.12

Cy
0.10

0.08

\0.16

—-60 -40 -20 0 0.04

Ay

Voltaje

0.02

Figura 2.11: Region Rs conformada por la curva solucién y la seccién de la ceroclina de v

determinadas por F3 y Ej4.

equilibrio, asi, por el corolario B.0.5 del Teorema de Poincaré-Bendixon, existe

un ciclo limite en la region R = Ry \ int(R,y) (Figura 2.12).

w
R
2 T
Ry

60 0 20 0 N Volige

B B - 0.04
_0.02
- —

Figura 2.12: Region R = Ry \ int(R1).
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Ciclo limite inestable Debido a la complejidad de las funciones involucradas, no
se ha podido obtener una solucién analitica del sistema, por lo tanto se ha tra-
bajado so6lo con los resultados de las simulaciones. Sin embargo, las simulaciones
muestran que el sistema tiene solucion atn para tiempos ¢ < 0, asi que utiliza-
remos esta propiedad y trabajaremos con el flujo ¢(—t) con ¢ > 0, lo cual nos
permite efectuar un estudio del ciclo limite inestable aplicando la técnica para de-
mostrar la existencia de ciclos limite estables. Al igual que en la seccién anterior,
trabajaremos con Ig = —208 pA.

Consideraremos las mismas secciones de la ceroclina de v de la seccién an-
terior, sin embargo, como estamos trabajando con el flujo ¢(—t) con t > 0, el
comportamiento en J;w cambia, es decir, en A J,w es negativo, mientras que en
B el cambio en 0,w es positivo.

Tomaremos como primer punto inicial F; = (11, vclina(11)) sobre la seccion
A de la ceroclina de v. Numéricamente obtenemos el tiempo del primer retorno
de la curva solucién con condicién inicial E;; a esta misma seccidn; este tiempo es
t = 13.88317476 y el punto del primer retorno es E;; = (10.04898637,0.051885).
Esto nos indica que nos estamos acercando al punto de equilibrio sobre la ceroclina
de v. Denotaremos esta curva solucion con condicién inicial E; como Cj; (Figura
2.13).

Ahora tomaremos como condicién inicial el punto sobre la seccion A, E;3 =
(10, velina(10)). Obtenemos numéricamente el tiempo del primer retorno de la
curva solucion con condicion inicial F;3 a esta misma seccion; este tiempo es t =
13.94148376886 y el punto del primer retorno es E;y = (10.04898267,0.0518851).
Lo cual nos indica que nos estamos alejando sobre la ceroclina de v del punto de
equilibrio. Denotaremos esta curva solucion como Cje (Figura 2.14).

Consideremos ahora la region R;; delimitada por C;; U A;;, donde A;; =
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Figura 2.13: Curva solucién que inicia en F;; y termina en el punto del primer retorno FEj;o

(Curva color café).

— ceroclinadev — ceroclinadew W

‘ : : ‘ : —— Voltgje

-50 —-40 -30 -20 -10 10

Figura 2.14: Curva solucién que inicia en F;3 y termina en el punto del primer retorno E;4

(Curva color purpura).
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{(v,velina(v)) | 10.04898637 < v < 11} es la region de la ceroclina de v deli-
mitada por E;; v Fj;. Por el teorema de existencia y unicidad, ninguna curva
solucion puede cruzar C;; y por el comportamiento del flujo sobre la seccién A,
toda curva solucion que tenga condicién inicial en A;; C A ird hacia el interior

de R; (Figura 2.15).

- Voltaje
/

Figura 2.15: Region R;; conformada por la curva solucién y la seccién de la ceroclina de v

determinadas por E;; vy Fjs.

Anéalogamente consideremos la region R;; delimitada por Cjs U A, donde
Aip = {(v,velina(v)) | 10 < v < 10.04898267} es la region de la ceroclina de
v delimitada por E;3 y Ej4. Al igual que en el caso anterior, por el teorema de
existencia y unicidad, ninguna curva solucién puede cruzar C; y por el compor-
tamiento del flujo sobre la seccion A, toda curva solucién que tenga condicion
inicial en A;; C A ird hacia el exterior de Ry (Figura 2.16).

En este caso la contenciéon de las regiones se invierte y tenemos que R;; contiene

a la region R;o, por lo tanto consideremos la region R; = Ry \int(R;2); esta region
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L L
-50 -40

Figura 2.16: Region R;> conformada por la curva soluciéon y la secciéon de la ceroclina de v

determinadas por E;3 y Fi4.

es invariante positiva por su construccion para el flujo p(—t) con t > 0 y ademas
no contiene puntos de equilibrio, por el corolario B.0.5 del Teorema de Poincaré-

Bendixon, existe un ciclo limite en la region R; = Ry \ int(R;2) (Figura 2.17).

Cuencas de atraccién

Es posible identificar mediante simulaciones la cuenca de atraccion del punto
fijo del sistema cuando el parametro de bifurcacién Ig se encuentra en el inter-
valo de bifurcacion. Comenzaremos estimando la cuenca de atraccion del punto
fijo del sistema para el caso particular Ig = —208 pA. Como se mencioné en la
seccion anterior, el modelo exhibe un foco asintéticamente estable como punto
fijo (Ey = (—18.3865,0.1243) con valores propios A; o = —0.1884 + —2.0138i).
Utilizaremos la técnica anteriormente mencionada con la siguiente variante: hare-

mos una simulacion para ¢ € [—100, 100] con condiciones iniciales en la ceroclina
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S Voltgje

Figura 2.17: Regl(’)n Rj, = Ril \znt(qu)

de v con valor de v en la regién comprendida entre el ciclo limite estable y el
ciclo limite inestable (Figura 2.18) y utilizaremos iterativamente el proceso para
determinar los puntos de interseccién de la curva solucién con la ceroclina de v.

Comenzaremos con el estudio de la simulaciéon para tiempos negativos con el
fin de determinar la ubicacion del ciclo limite inestable. Se encontr6 que para
t < —27.841, la sucesion de puntos que intersecan la ceroclina de v converge
aproximadamente al punto 10.049, por lo tanto utilizaremos este punto como un
punto que pertenece (aproximadamente) al ciclo limite inestable (ciclo de color
negro de la figura 2.19) que corresponde con el limite de la cuenca de atraccion
del punto fijo del sistema FEj. Posteriormente procedimos a analizar la simulacion
para tiempos positivos y notamos que para tiempos t > 19.3033 la sucesion de
puntos de interseccion con la ceroclina de v converge aproximadamente al punto
11.9702, por lo que lo consideramos como si estuviera en el ciclo limite estable

(ciclo de color morado de la figura 2.19). La region de atraccion del punto de
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Figura 2.18: Simulacion con ¢ € [—100, 100].

equilibrio Ej estd determinada por el ciclo limite inestable, toda curva solucién
con condiciones iniciales fuera de esta curva converge al ciclo limite estable.
Procedimos a realizar el mismo proceso pero ahora para un valor de paradmetro
Is = —160 pA, para observar como va cambiando la region de atraccion. En este
caso el sistema exhibe como punto fijo un foco asintoticamente estable (Ey, =
(—18.5082,0.1229) con valores propios A\;2 = —0.0999 £ 2.0005i). Observamos
que para t < —19.6956, la sucesion de puntos de interseccion con la ceroclina
de v converge aproximadamente a —14.6479, punto (aproximado) del ciclo limite
inestable (curva negra de la figura 2.20) que determina la cuenca de atraccion del
punto fijo del sistema. Ahora determinaremos de manera mas precisa la ubicacion
del ciclo limite estable del sistema. Para t > 19.0662, la sucesion de puntos
de interseccion con la ceroclina de v converge aproximadamente a 11.9949, que
consideramos como punto (aproximado) del ciclo limite estable (curva morada
de la figura 2.20). Como podemos observar, el ciclo limite inestable que rodea al
punto de equilibrio Fy ha reducido su tamano y por tanto ha disminuido la region

de atraccion del punto de equilibrio (Figura 2.20).
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W — ceroclinadev — ceroclinadew

Voltge

Figura 2.19: Cuenca de atraccion del punto fijo del sistema para el valor del parametro I =
—208 nA. La curva color negro representa el ciclo limite inestable y la curva color morado el

ciclo limite estable.
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W — ceroclinadev — ceroclinadew

Voltge

Figura 2.20: Cuenca de atraccion del punto fijo del sistema para el valor del parametro I =
—160 pA. La curva de color negro representa el ciclo limite inestable y la curva color morado

representa el ciclo limite estable.
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Bifurcaciéon de Andronov-Hopf

Como se observa en la secciéon anterior, la cuenca de atraccion del punto fijo
del sistema (ciclo limite inestable) disminuye al aumentar la corriente aplicada,
al final del intervalo de bifurcacion se observa en las simulaciones que el punto
fijo del sistema pierde su estabilidad, lo que sucede debido a una bifurcacion
de Andronov-Hopf en la cual el ciclo limite inestable desaparece y el punto fijo
del sistema pierde su estabilidad. Mostraremos que el sistema cumple con las
condiciones de la bifurcacién de Andronov-Hopf.

Comenzaremos encontrando el valor critico del sistema en el cual el punto
fijo del sistema tiene valores complejos con parte real cero. Mediante simulacio-
nes encontramos que el valor critico es Iy = —107.141679 pA y el punto de
equilibrio correspondiente tiene valores propios complejos con parte real cero
(Ey = (—18.645324,0.1212514), valores propios Ao £ 1.9807419i). La matriz

Jacobiana evaluada en este punto de equilibrio es:

0.206153  —1608.5
0.0024655 —0.206153

El sistema presenta un cambio en los valores propios de la matriz Jacobiana
evaluada en el punto de equilibrio, pasa de valores propios complejos con parte
real negativa a valores propios complejos con parte real positiva (Figura 2.21).
Ahora veremos que el sistema cumple con la condiciéon de transversalidad; la
condicién de transversalidad nos dice que el par de valores propios complejos con-
jugados cruzan el eje imaginario con velocidad distinta de cero. Dada la comple-
jidad de las funciones involucradas, se obtuvieron numéricamente algunos valores
de la parte real de los valores propios en una pequena vecindad de I y se utilizo el
método de minimos cuadrados para obtener una aproximacion para la funciéon de

la parte real de los valores propios de la matriz Jacobiana. De esta forma tenemos
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Figura 2.21: Comportamiento de los valores propios.

que () = .205163 + .00191487 I y por lo tanto u/(ly) = .00191487 # 0, por
tanto la condicion de transversalidad se cumple (Figura 2.22).

Veremos a continuacion que el sistema cumple con la condicién de no dege-
neracion, lo cual nos quiere decir que cierta combinaciéon de los coeficientes de
Taylor del sistema no se anulan. Para calcular el parametro de la condicién de no
degeneracion realizaremos primero un cambio de coordenadas para trasladar el
punto de equilibrio al origen y fijaremos el valor del parametro en el valor critico
Iy, es decir, haremos v = —18.645324 4+ v; y w = .1212514 4 5. Denotaremos

este nuevo sistema como:
at’)/l == F<717 72)7 (26)
Oys = G(71772)'

Haciendo ahora el cambio de variables lineal vy = z y 0., F(71,7%2)7 =
—0,, F(11,7%) — * — wy, donde w es la parte imaginaria del valor propio de la

matriz Jacobiana evaluada en el punto de equilibrio, tenemos el nuevo sistema:
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Parte Rea

0.003p

0.002¢

0.001;

-1085 -108.0 -1075e-1070 -1065 -106.0 -1055 Ll Lol

Figura 2.22: Ajuste de la parte real de los valores propios.

or = —wy+ f(z,y), (2.7)

Oy = wx+g(z,y),

donde
flz,y) = F(n,7%) +wy
_(anF(%ﬁz)F(%ﬁQ) + 37217(71,72)@(71,72))

g(z,y) = R ,

. < <z _ 1
asi, el parametro de no degeneracion a = 35 (fewe + fayy + Gyyy)

tin (foy (oo + Fou) = Gay (Gaa + Gyy) — FroGoe + FuyGyy) = 141525 # 0.

Con esto demostramos la presencia de una bifurcacion de Hopf subcritica.
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Bifurcacién Silla-Nodo

Tras aumentar la corriente de estimulo detectamos una bifurcacion silla-nodo
en la cual aparecen un punto silla y un nodo asintéticamnete estable.

Estudiando la funcion

Io(w) = —2(1— fu(v))fm(v)ay sinh ( ;TUN) 8)
T e R

obtenemos que el valor critico para esta bifurcacion es Iy = 1.42028; pA y el punto
de equilibrio asociado tiene un valor propio cero y otro valor propio real distinto

de cero (F = (—56.2798,0.002)). La matriz Jacobiana es:

121978 —540.318
.000145528 —.644634

con valores propios A\; = —.522656 y Ay = 0. Consideremos la funcion I(v, Is) =

(Is — Io(v)). Asi, el parametro de no degeneraciéon es

LI, L)

5 = 0196588 # 0.

Por otra parte, el pardmetro de transversalidad es

c— 8I(UE, IS)

=1

de esta forma demostramos la existencia de una bifurcacion silla-nodo.

37



2.2.2. Modelo con contribucién relativa de canales ;—g =20

Ahora analizaremos el caso en que 2 = 20, ya que presenta un diagrama de
an
bifurcaciéon monotono al tomar como parametro de interés g (Figura 2.23).

Voltagje

~8000 6000 ~2000 2600 Corriente Aplicada

Figura 2.23: Diagrama de bifurcacién con proporcion 20. Los puntos azules corresponden a nodos
estables, los puntos rojos a focos estables, los circulos rojos corresponden a focos inestables y

los circulos azules a nodos inestables.

Al incrementar la corriente aplicada se observa una serie de bifurcaciones en
el sistema, comenzando por un cambio en el tipo de puntos fijos del sistema, de
nodos asintéticamente estables a focos asintéticamente estables. Ademas existe un
régimen de biestabilidad en el cual coexisten un foco asintéticamente estable, un
ciclo limite inestable y un ciclo limite estable. Posteriormente aparece la pérdida
de estabilidad del punto fijo del sistema via una bifurcacion de Hopf. Luego
observamos un cambio en el tipo de puntos de equilibrio, de focos estables a focos
inestables sin afectar la existencia del ciclo limite estable. El ciclo limite estable
que coexiste con el punto de equilibrio inestable del sistema desaparece via una

bifurcacion de Hopf y el punto fijo del sistema gana estabilidad. El dltimo cambio
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observable es nuevamente un cambio en el tipo de puntos de equilibrio, de focos

asintoticamente estables a nodos asintdticamente estables.

Régimen de biestabilidad

Tras una serie de simulaciones, detectamos un régimen de biestabilidad en
el sistema con esta proporcion relativa de canales de potasio y sodio. Mediante
simulaciones se ha encontrado que para Ig € [—2983.6, —2963.49920857) el mo-
delo exhibe un foco asintéticamente estable, un ciclo limite inestable rodeando el

punto fijo del sistema y un ciclo limite estable rodeando el ciclo limite inestable.

Existencia de ciclos limite

Ciclo limite estable En esta secciéon demostraremos la existencia del ciclo limite
estable para el caso particular Ig = —2980 pA. En este caso el sistema exhibe un
tinico punto de equilibrio (F = (—21.4166,0.0918)) con valores propios complejos
con parte real negativa (A2 = —0.0230247 £ 2.67397i), lo que nos dice que el
punto fijo del sistema es un foco asintéticamente estable.

Consideraremos las secciones de la cerolina de v determinadas de la siguien-
te forma: A = {(v,vclina(v)) | —21.4166 < v} y B = {(v,vclina(v)) | v <
—21.4166}. Estas dos secciones difieren por cuanto en A el cambio d,w es positi-
vo, mientras que en B el cambio J;w es negativo (Figura 2.24).

Tomaremos ahora un punto sobre la seccion A de la ceroclina de v, F; =
(=13, vclina(—13)). Numéricamente obtenemos el tiempo del primer retorno a
esta misma seccién de la curva soluciéon con condicién inicial Fp, este tiem-
po es t = 3.250003 y el punto del primer retorno es aproximadamente F, =
(—12.799392,0.82701132), lo cual nos indica que nos estamos alejando sobre la

ceroclina de v del punto de equilibrio. Denotaremos esta curva soluciéon como C
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W

— ceroclinadev — ceroclinade w

0.6

Figura 2.24: Secciones de la ceroclina de v.

(Figura 2.25).

Ahora consideraremos el punto F3 = (—12,vclina(—12)) sobre la seccion
A de la ceroclina de v. Obtenemos numéricamente el tiempo del primer re-
torno de la curva solucién con condicién inicial F5 a la seccidon A, este tiempo
es t = 3.342743377 y el punto del primer retorno es aproximadamente £, =
(—12.2704698, 0.0817279), lo cual nos indica que nos estamos acercando sobre la
ceroclina de v al punto de equilibrio. Esta curva la denotaremos por Cy (Figura
2.26).

Consideremos la region Ry delimitada por C1UA;, donde A; = {(v, velina(v)) |
—13 < v < —12.799393} es la seccion de la ceroclina de v delimitada por E; y
Es. Notese que ninguna curva soluciéon con condiciones fuera del segmento en la
ceroclina de v que va de E; a FEy puede cruzar C por el teorema de existencia
y unicidad de soluciones. Ademas, la region R; contiene al punto de equilibrio

y dado que A; C A, el flujo es hacia el exterior de R; sobre los puntos de A;
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— ceroclinadev — ceroclinadew

010

0.09-

E>

7.\mVoItaj €

Figura 2.25: Curva solucién que inicia en F; y termina en el punto del primer retorno Ey (Curva

color negro).

— ceroclinadev — ceroclinade w

Figura 2.26: Curva solucién que inicia en F3 y termina en el punto del primer retorno E,4 (Curva

color verde).
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(Figura 2.27).

0.095

-, Voltaje

L
-35

0.075 -

Figura 2.27: Regién R; conformada por la curva solucién y la seccién de la ceroclina de v

determinadas por F1 y Fs.

De forma anéloga consideremos la region Ry delimitada por Cy U A,, donde
Ay = {(v,vclina(v)) | —12.2704698 < v < —12}, es la seccion de la ceroclina
de v delimitada por F5 y FE,. Al igual que en el caso anterior ninguna curva
solucion puede cruzar Cy por el teorema de existencia y unicidad de soluciones.
A diferencia del caso anterior, por la forma de R, y dado que Ay C A, el flujo
sobre los puntos de A, es hacia el interior de R, (Figura 2.28).

Notese que que la region R, contiene a la region R; dada la eleccién de los
puntos. Esta contencion se puede invertir si se cambian los puntos para la cons-
truccion de las regiones. De esta forma consideremos la region R = Ry \ int(R;),
esta region es invariante positiva por su construccion y ademas no contiene pun-
tos de equilibrio, asi, por el corolario B.0.5 del Teorema de Poincaré-Bendixon,

existe un ciclo limite dentro de la region R = Ry \ int(R,) (Figura 2.29).
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Figura 2.28: Regién Ry conformada por la curva solucién y la seccién de la ceroclina de v

determinadas por F3 y Ej.

Figura 2.29: Region R = Ry \ int(R1).
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Ciclo limite inestable Al igual que el caso del ciclo limite con la proporcién
relativa de canales % = 8, trabajaremos con el flujo ¢(—t) con t > 0y con Ig =
—2980 pA. El procedimiento de demostracion es anadlogo al caso anteriormente
mencionado, por tanto vamos a dar sélo los aspectos importantes.
Consideraremos como punto inicial E; = (—17,vclina(—17)) en la secciéon
A de la ceroclina de v. El tiempo del primer retorno de la curva solucién con
condicion inicial E;; es t = 2.663179539529 y el punto del primer retorno es apro-
ximadamente E;y = (—16.9806772,0.0891572). Esto nos indica que la solucion

se aleja del punto de equilibrio sobre la ceroclina de v. Denotaremos esta curva

solucién como C;1 (Figura 2.30).

— ceroclinadev — ceroclinadew

Figura 2.30: Curva solucién que inicia en F;; y termina en el punto del primer retorno Ej;

(Curva color café).

Ahora consideraremos como punto inicial E;3 = (—16.5, vclina(—16.5)) punto
de la seccién A de la ceroclina de v. El tiempo del primer retorno de la curva

solucion con condicion inicial Ej3 es t = 2.72581736 y el punto del primer retorno
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es aproximadamente FE;; = (—16.536084,0.088612). Lo cual nos indica que la
solucién se mueve sobre la ceroclina de v al punto de equilibrio. Denotaremos

esta curva solucion como Cjy (Figura 2.31).

— ceroclinade v/ — ceroclinade w

Figura 2.31: Curva solucién que inicia en E;3 y termina en el punto del primer retorno F;4

(Curva color morado).

Consideremos ahora la region R;; delimitada por C;; U A;;, donde A;; =
{(v,vclina(v)) | =17 < v < —16.9806772} es la region de la ceroclina de v
delimitada por F;; y Eys. Por el teorema de existencia y unicidad, ninguna curva
solucion puede cruzar C;; y por el comportamiento del flujo sobre la seccidén A,
toda curva solucién que tenga condiciéon inicial en A;; C A ird hacia el exterior
de R;; (Figura 2.32).

Anéalogamente, consideremos la region R;; delimitada por Cjs U A;9, donde
Ajp = {(v,vclina(v)) | —16.536084 < v < —16.5} es la region de la ceroclina de
v delimitada por E;3 y E;4. Al igual que en el caso anterior, por el teorema de

existencia y unicidad, ninguna curva solucion puede cruzar C; y por el compor-
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- Voltaje

Figura 2.32: Region R;; conformada por la curva solucién y la seccién de la ceroclina de v

determinadas por E;1 y Ejo.

tamiento del flujo sobre la seccion A, toda curva solucién que tenga condicion
inicial en A;; C A ira hacia el interior de Ry (Figura 2.33).

En ese caso la regién R;y, contiene a la region R;;; consideremos la region
R; = Rjs \ int(R;), esta region es invariante positiva para el flujo p(—t) con
t > 0 por su construccion y ademas no contiene puntos de equilibrio; por el
corolario B.0.5 del Teorema de Poincaré-Bendixon, existe un ciclo limite en la

region R; = R;p \ int(R;1) (Figura 2.34).

Cuencas de atraccién

Mediante simulaciones, es posible estimar las cuencas de atracciéon de los pun-
tos fijos del sistema cuando Ig se encuentra en el intervalo de bifurcacién. Em-
pezamos con el caso particular Ig = —2980 pA, para lo cual nos basamos en una

simulacion sobre la ceroclina de v y t € [—100, 100].
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- Voltaje

0.084 -

Figura 2.33: Region R;s conformada por la curva solucién y la seccién de la ceroclina de v

determinadas por E;3 y Fi4.

0.094 -

0.092 -

- Voltaje

Figura 2.34: Region R; = R \ int(R;1).
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Figura 2.35: Simulacién con ¢ € [—100, 100].
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El proceso es anélogo al presentado con la proporcion relativa de canales Z—‘; = 8.
El sistema exhibe un tinico punto fijo Ey = (—21.4166,0.0918) con valores
propios complejos con parte real negativa (A2 = —0.023+2.6739i), lo que indica
que es un foco asintéticamente estable. Para determinar el ciclo limite inesta-
ble, consideramos la simulacién para tiempos negativos y encontramos que, para
t < —75.5581, la sucesion de puntos que intersecan la ceroclina de v converge
aproximadamente a —16.79, punto (aproximado) del ciclo limite inestable (cur-
va negra de la figura 2.36) y limite de la cuenca de atraccion del punto fijo del
sistema. Ahora determinaremos el ciclo limite estable, para lo que utilizaremos
la simulacién para tiempos positivos; encontramos que, para t > 82.3608, la su-
cesion de puntos que intersecan con la ceroclina de v converge aproximadamente
a —12.51, que consideramos como punto (aproximado) del ciclo limite estable
(curva morada de la figura 2.36). De esta forma, cualquier curva solucién que
comienza fuera del ciclo limite inestable converge al ciclo limite estable.
Realizaremos también el estudio de la region de atraccion para Is = —2970 pA,
para observar el cambio de la region de atraccion del punto de equilibrio. En este
caso tenemos que el sistema exhibe un tnico punto fijo (Ey = (—21.432,0.09167))
con valores propios complejos con parte real negativa (A2 = —0.009 + 2.6710i),
lo que nos indica que el punto fijo del sistema es un foco asintéticamente estable.
Para estimar el ciclo limite inestable, consideramos la simulaciéon para tiempos
negativos y observamos que, para t < —151.9746, la sucesién de puntos que inter-
secan la ceroclina de v converge aproximadamente a 19.007, punto (aproximado)
del ciclo limite inestable (curva negra de la figura 2.37) y limite de la cuenca de
atraccion del punto fijo. Ahora estimaremos el ciclo limite estable; observamos
que, para t > 43.1739, la sucesion de puntos que intersecan la ceroclina de v

converge aproximadamente a —10.9017, el cual consideramos como punto (apro-
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— ceroclinadev — ceroclinadew

Figura 2.36: Cuenca de atraccién del punto fijo del sistema para el valor del pardmetro I =
—2980 pA. La curva color negro representa el ciclo limite inestable y la curva color morado

representa el ciclo limite estable.

30



ximado) del ciclo limite estable (curva morada de la figura 2.37). Toda curva
solucion que tenga condiciéon inicial dentro del ciclo limite inestable converge al
punto fijo del sistema.

La region de atracciéon del punto de equilibrio ha disminuido, como se puede

observar en las figuras 2.36 y 2.37.

— ceroclinadev — ceroclinadew

Figura 2.37: Cuenca de atraccion del punto fijo del sistema para el valor del parametro I =
—2970 pA. La curva color negro representa el ciclo limite inestable y la curva color morado

representa el ciclo limite estable.

Bifurcaciéon de Andronov-Hopf Subcritica

Como se observa en las figuras 2.36 y 2.37, la cuenca de atraccion de los puntos
fijos del sistema ha disminuido, y a medida que aumenta la corriente aplicada, el
punto fijo del sistema pierde su estabilidad y desaparece el ciclo limite inestable

mediante una bifurcacion de Hopf. En los siguientes péarrafos mostraremos que el

o1



sistema cumple las condiciones para la existencia de una bifurcacion de Hopf.
Comenzaremos calculando el valor del parametro critico en el cual el punto
fijo del sistema tiene valores propios complejos con parte real cero. Mediante
simulaciones se ha encontrado que el valor critico es Iy = —2963.49920857 pA y
el punto de equilibrio correspondiente (FE = (—21.44196598,0.915755867)) tiene
valores propios complejos con parte real cero. La matriz Jacobiana evaluada en

este punto de equilibrio:

0.219111  —3505.33
0.00204601 —0.219111

tiene valores propios Ao = £2.66907:. El sistema presenta un cambio en los
valores propios de la matriz Jacobiana evaluada en el punto de equilibrio; pasa
de valores propios complejos con parte real negativa a valores propios complejos

con parte real positiva (Figura 2.38).

Parte imaginaria

° 2k

Parte Red

L L L L
-2 -1 1 2

o’
° -2r °
®e o®®

oo °®

Figura 2.38: Comportamiento de los valores propios.

Ahora veremos que el sistema cumple con la condicién de transversalidad; esta
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condicién nos dice que el par de valores propios complejos conjugados cruzan
el eje imaginario con velocidad distinta de cero. Usando la técnica de minimos
cuadrados y algunos valores de la parte real de los valores propios en una pequena
vecindad de Iy, se encontr6 una aproximacion de la funcién de la parte real
de los valores propios en funcion de la corriente de estimulo. Asi tenemos que
p(I) = 4.13929 + 0.00139676 I y por lo tanto u/(ly) = 0.00139676 # 0, por lo
tanto la condicion de transversalidad se cumple (Figura 2.39).

Parte Real

0.002

Corriente de etimula

2967 -2066 2965 29 2963 —2062 2961

—-0.002

—-0.004

—0.006]

Figura 2.39: Ajuste de la parte real de los valores propios.

Mediante el mismo procedimiento que en el caso anterior calculamos el paré-
metro de no degeneracion; este parametro nos indica que cierta combinacion de
los coeficientes de Taylor del sistema no se anulan. En este caso este parametro
es a = 0.137054. Con esto demostramos la presencia de una bifurcacion de Hopf

subcritica.

Ciclo limite en coexistencia con nodos inestables

Estudiaremos el comportamiento asintotico del sistema cuando existen nodos

inestables. Tomamos como caso particular cuando Is = —186.889 pA. En este
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caso el modelo tiene un unico punto de equilibrio (F = (—35,0.0215331)) con
valores propios reales positivos (A\; = 4.76248 y Ay = 0.0503904), lo cual nos
indica que es un nodo inestable. Las ceroclinas del sistema estan determinadas
por el sistema (2.3).

Consideremos las secciones sobre la ceroclina de v determinadas por el pun-
to de equilibrio de la siguiente forma: A = {(v,vclina(v)) | v > =35}y B =
{(v,velina(v)) | v < —35}. En estas dos secciones tenemos el siguiente compor-
tamiento: en la secciéon A el cambio J,w es positivo, mientras que en la seccion B

el cambio Oyw es negativo (Figura 2.40).

— ceroclinadev — ceroclinadew

Voltaje

T L L L L L
—-60 -50 —-40 -30 -20 -10 0

Figura 2.40: Secciones de la ceroclina de v.

Tomaremos el punto E; = (—34.5, vclina(—34.5)) sobre la ceroclina de v en la
seccion A. Numéricamente obtenemos el tiempo del primer retorno a la seccion
A de la curva solucién con condicién inicial Ej; este tiempo es t = 7.401956
y el punto del primer retorno es aproximadamente Ey = (4.17039,0.0271851).

Denotaremos esta curva soluciéon como €. Dado que la primera coordenada del
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punto de retorno es 4.17039 > —34.5, tenemos que la curva solucion se aleja

cuando regresa a la ceroclina de v del punto de equilibrio (Figura 2.41).

— ceroclinadev — ceroclinadeww

0101

~ Voltage

Figura 2.41: Curva solucién que inicia en F; y termina en el punto del primer retorno Es (Curva

color negro).

Ahora tomaremos como punto inicial F3 = (10, velina(10)) sobre la ceroclina
de v en la seccién A; al igual que el caso anterior, obtenemos numéricamente
el tiempo del primer retorno a esta seccién de la curva solucién con condicién
inicial Ej3, este tiempo es t = 7.30301 y el punto del primer retorno es F;, =
(4.69485,0.026606). Denotaremos esta curva solucion como Cy. Notese que la
primera coordenada de Fj es 4.69485 < 10, lo cual nos indica que la curva solucién
se acerca al punto de equilibrio sobre la ceroclina de v (Figura 2.42).

Consideremos la region Ry delimitada por C1UA;, donde A; = {(v, velina(v)) |
—34.5 < v < 4.17039} es la seccion de la ceroclina de v que esta delimitada por Ey
vy Fs. Notese que, por el teorema de existencia y unicidad de soluciones, ninguna

curva solucién puede atravesar la curva C) . De esta manera, R; es invariante
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Figura 2.42: Curva solucién que inicia en F3 y termina en el punto del primer retorno E4 (Curva

color verde).

negativa y ademas contiene al punto de equilibrio (Figura 2.43).

Similarmente, consideremos la regién Ry delimitada por Cs U As, donde Ay =
{(v,velina(v)) | 4.69485 < v < 10} es la seccion de la ceroclina de v delimitada
por B3y E4. Asi, la region R, es invariante positiva (Figura 2.44).

En este caso, por la eleccion de los puntos para la construccion de las regiones
Ry y Rs, tenemos que la region Ry contiene a la region Ry, de esta forma con-
sideremos la region R = Ry \ int(R;), esta region es invariante positiva por su
construcciéon y no contiene ningin punto de equilibrio. Por el corolario del teorema
de Poincaré-Bendixon, existe un ciclo limite en la region R = Ry \ int(R;)(Figura

2.45).
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Figura 2.43: Region R; conformada por la curva solucién y la seccién de la ceroclina de v

determinadas por F1 y Fs.
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: \Q Voltge
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Figura 2.44: Regién R, conformada por la curva solucién y la seccién de la ceroclina de v

determinadas por F3 y Ej.
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Figura 2.45: Region R = Ry \ int(Ry).

Ciclo limite en coexistencia con focos inestables

De manera andloga al caso anterior, estudiaremos el comportamiento asintotico
del sistema, pero cuando existen focos inestables. Tomamos como caso particular
cuando Ig = —2079.29 pA. En este caso particular el modelo tiene un tinico punto
de equilibrio (F = (—23,0.0780291)) con valores propios complejos con parte real
positiva (A1 2 = 1.31098 £ 1.96057), lo que nos indica que es un foco inestable.

Al igual que el caso anterior, consideraremos dos secciones de la ceroclina de
v separadas por el punto de equilibrio, es decir, consideremos la seccion A =
{(v,vclina(v)) | v > =23} y B = {(v,vclina(v)) | v < —23}, estas dos secciones
se diferencian en que el cambio J,w en la seccion A es positivo, mientras que en
la seccion B el cambio es negativo (Figura 2.46).

Estudiaremos el comportamiento asintotico del sistema tomando en cuenta el
punto Ey = (—22.5,vclina(—22.5)) en la seccién A de la ceroclina de v. Numérica-

mente obtenemos el tiempo del primer retorno a esta seccion de la curva soluciéon
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Figura 2.46: Secciones de la ceroclina de v.

con punto inicial F1, este tiempo es t = 3.39173 y el punto del primer retorno es
aproximadamente Fy = (—4.40573,0.0571695). Denotaremos esta curva solucion
como C7. Notese que la primera coordenada de Fy es —4.40573 > —22.5, lo cual
nos indica que la curva solucion se aleja cuando regresa a la ceroclina de v del
punto de equilibrio (Figura 2.47).

Ahora consideraremos el punto E3 = (4, vclina(4)) € A. El tiempo del primer
retorno a esta seccion de la curva solucién con condicién inicial E3, que se obtuvo
numéricamente, es t = 3.4633363 y el punto del primer retorno es aproximada-
mente Fy = (—3.972494,0.0564114), denotaremos esta curva solucion como Cs.
Notese que la primera coordenada de F, es —3.972494 < 4, lo cual indica que
la curva solucién se mueve sobre la ceroclina de v hacia el punto de equilibrio
(Figura 2.48).

Consideremos la region R; delimitada por C1UA;, donde A; = {(v,vclina(v)) |
—22.5 < v < —4.40573} es la seccion de la ceroclina de v delimitada por E; y Fs.
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010

— ceroclinadev — ceroclinadew

Figura 2.47: Curva solucién que inicia en F; y termina en el punto del primer retorno Es (Curva

color negro).

— ceroclinadev — ceroclinadew

0.09F

C

0.07[

0.041

Figura 2.48: Curva solucién que inicia en F3 y termina en el punto del primer retorno E, (Curva

color verde).
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Notese que, por el teorema de existencia y unicidad de soluciones, ninguna curva
solucion puede atravesar la curva C' . De esta manera, R; es invariante negativa

y ademads contiene al punto de equilibrio (Figura 2.49).

w

Voltaje

Figura 2.49: Region R; conformada por la curva solucién y la seccién de la ceroclina de v

determinadas por F; y Es.

Consideremos también la region R delimitada por Cy U As, donde A, =
{(v,velina(v)) | —3.972494 < v < 4} es la seccion de la ceroclina de v delimitada
por B3y E4. Asi, la region Ry es invariante positiva (Figura 2.50).

Al igual que el caso anterior, por la eleccion de los puntos para la construccion
de las regiones tenemos que Ry C Ry, por lo tanto consideramos la region R =
Ry \ int(R;), esta region es invariante positiva por su construccion y no contiene
ningin punto de equilibrio. Por el corolario del teorema de Poincaré-Bendixon,

existe un ciclo limite en la region R = Ry \ int(R;) (Figura 2.51).
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X A

Ez

Voltaje

I 1 I I
—-40 -30 -20 -10

Figura 2.50: Region Rs conformada por la curva solucién y la seccién de la ceroclina de v

determinadas por F3 y Ej.

Voltagje

Figura 2.51: Region R = Ry \ int(Ry).
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Bifurcacion de Andronov-Hopf Hipercritica

A medida que aumenta la corriente de estimulo, se observa la desaparicion
del ciclo limite estable y ganancia de estabilidad del punto fijo del sistema. A
través de los siguientes parrafos mostraremos que el sistema cumple con las con-
diciones de una bifurcacion de Andronov-Hopf. Comenzaremos encontrando el
valor critico en el cual el sistema tiene un punto fijo con valores propios com-
plejos con parte real cero. Mediante simulaciones hemos encontrado que el va-
lor critico es Iy = —72.49179130 pA y el punto de equilibrio correspondiente
(E = (—49.11800575,0.004491369)) tiene valores propios complejos con parte

real cero. La matriz Jacobiana evaluada en este punto de equilibrio:

H07756 —1688.15
000254831 —.507756

tiene valores propios A = +0.415185i. En este caso la parte real de los valores

propios pasa de positivo a negativo. (Figura 2.52).

Parte imaginaria

04T 900000000,

Parte Real

L L L L L L
-03 -0.2 -01 0.1 0.2 0.3

Figura 2.52: Comportamiento de los valores propios.
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Ahora calcularemos la condicién de transversalidad de la bifurcacién de An-
dronov-Hopf. Dada la complejidad de las funciones involucradas, se obtuvieron
numéricamente algunos valores de la parte real de los valores propios en una
pequena vecindad de [y y se utiliz6 el método de minimos cuadrados para obtener
una aproximacion de la parte real de los valores propios de la matriz Jacobiana
en funcion de la corriente de estimulo. Asi, tenemos que p(l) = —0.658935 —
00908979 I y por lo tanto p/(Iy) = —.00908979 # 0, por lo tanto la condicion de

transversalidad se cumple (Figura 2.53).

Corriente de estimulo

~7248 ~7246

—0.0001}
—-0.0002¢
—0.0003¢

—0.0004¢

Figura 2.53: Ajuste de la parte real de los valores propios.
Realizando el mismo procedimiento que en los casos anteriores, calculamos el

pardmetro de no degeneracion, que en este caso es a = —0.0108955 # 0. Con esto

demostramos la presencia de una bifurcacién de Andronov-Hopf hipercritica.
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Capitulo 3

Resultados obtenidos y conclusiones

Aportaciones y resultados obtenidos

El estudio de las bifurcaciones en modelos de excitabilidad celular es muy
importante para entender los mecanismos subyacentes de la célula que rigen los
distintos tipos de comportamiento de su actividad eléctrica. En [14] se propone
un modelo de baja dimensién que se obtiene a partir de las leyes biofisicas que
rigen la actividad eléctrica, el cual se obtuvo a partir de modelos de corrientes
ionicas publicadas en [10]. En este trabajo estudiamos un caso particular del mo-
delo propuesto en [14] con parametros correspondientes a las neuronas corticales
piramidales y se realizé un estudio de bifurcacion tomando como parametros de
interés: la contribucion relativa de los canales de potasio respecto a los canales
de sodio. y la corriente de estimulo.

Se desarroll6 un método para determinar las regiones donde se encuentran
los ciclos limite estables e inestables; ademas, refinamos este método para poder
encontrar de manera aproximada las regiones de atraccion en el caso del régimen
de biestabilidad. Este método sigue las ideas del primer retorno de Poincaré y esta

respaldado por el teorema de existencia y unicidad para la soluciéon de ecuaciones
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diferenciales y por las propiedades algebraicas del sistema.

Resultados obtenidos

I. Tomando en cuenta la contribucion relativa de los canales de potasio res-
pecto a los canales de sodio, encontramos los siguientes resultados matematicos

importantes:

= Para un valor de pardmetro entre 1 y 3 se observa la presencia de un tnico

punto de equilibrio que es un nodo estable.

= Para un valor de parametro entre 4 y 7.65 se observa la presencia de un

tnico punto de equilibrio estable que es un foco estable.
= Para el valor de 7.65 se observa una bifurcacion de Hopf hipercritica.

= Para un valor de parametro entre 9 y 16 tenemos una coexistencia de tres

puntos de equilibrio dos inestables y uno estable.

= Para un valor mayor que 16 tenemos la existencia de un solo punto de equi-

librio estable.

Estos resultados sugieren que es posible transformar neuronas en neuronas
marcapasos o que dejen de serlo modificando la expresion de los canales i6nicos
sin la necesidad de una corriente de estimulo.

I1. Para el caso en que la corriente de estimulo se tom6 como pardmetro de
interés, se fijo la expresion de canales i6nicos en dos valores de tal forma que el
diagrama de bifurcacién mostrara una forma monétona y otra no monotona.

Para el caso no monétono tenemos los siguientes resultados:

» Para la corriente de estimulo en el intervalo I € [—208.7,—107.1416) se
tiene un régimen de biestabilidad en la cual coexisten dos atractores del

sistema: un punto de equilibrio estable y otro inestable.
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= Para el valor de la corriente de estimulo g = —107.1416 pA, una bifurcacién

de Hopf subcritica.

= Para el valor del parametro Ig = 1.42 pA se tiene una bifurcacion silla-
nodo, con lo cual desaparece el ciclo limite estable y coexisten tres puntos

de equilibrio.

= Para el valor I = 1065.03 pA tenemos la anulaciéon de dos puntos de equi-

librio inestables.

Para el caso mondtono tenemos los siguientes resultados:

= Para el valor de la corriente de estimulo en el intervalo I5 € [—2983, —2963.5)
el modelo exhibe un régimen de biestabilidad, es decir, coexistencia de un

ciclo limite estable, un punto de equilibrio estable y un ciclo limite inestable.

= Cuando la corriente de estimulo tiene un valor de Ig = —2963.5 pA tenemos

una bifurcacion de Hopf subcritica.

= A partir del valor de la corriente de estimulo Ig = —1277.81 pA tenemos la

coexistencia de un ciclo limite estable con un nodo inestable.

» Para un valor de la corriente de estimulo I¢ = —102.145 pA tenemos un
cambio del tipo de puntos de equilibrio: un foco inestable que coexiste con

un ciclo limite estable.

= Para un valor de Is = —79.49 pA tenemos una bifurcacion de Hopf hipercri-

tica.

Como se puede observar, en este caso se llevo a la neurona de una actividad
de reposo a un régimen de biestabilidad y de regreso a un estado de reposo que
corresponde con el potencial de bloqueo. Sin embargo, también se transité por

una coexistencia de tres puntos de equilibrio: dos inestables y uno estable.
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Conclusiones

El estudio aqui presentado nos permitié observar una sucesion de bifurcaciones
al variar la contribucion relativa de los canales de potasio respecto a los canales
de sodio. Entre estas bifurcaciones se encuentran el cambio de tipo de los pun-
tos fijos del sistema, una bifurcacion silla-nodo y una bifurcacion de Hopf. Estos
resultados sugieren que es posible que una neurona se convierta en marcapasos
o que deje de serlo a partir de cambios la expresion de los canales i6nicos sin la
necesidad de una corriente de estimulo. También es posible que cambie el tipo
de convergencia hacia el punto fijo del sistema, es decir, una convergencia asin-
totica sin oscilaciones (correspondiente a nodos asintoticamente estables) o una
convergencia con oscilaciones (correspondiente a puntos focos asintéticamente es-
tables). Esta tltima bifurcacion ocurre cuando los nodos asint6ticamente estables
se convierten en focos asintoticamente estables y tiene gran importancia porque
cambia la manera en la que las entradas de informacion a una neurona son proce-
sadas. Cuando el punto reposo de una célula esta asociado a un nodo, la neurona
integra informaciéon agregando estimulos. En cambio, cuando el reposo es un fo-
co, la neurona integra informacion con respecto a la frecuencia de entrada de la
informacion, ademas de su amplitud, y tiene capacidad de resonar con ciertas fre-
cuencias de entrada y filtrar otras. Como consecuencia, una neurona puede tener
varios modos de funcionamiento con respecto a como transforma la informacion
que recibe en espigas.

Se hizo un andlisis de bifurcaciéon en dos diagramas de bifurcacion que se
obtienen al variar la corriente de estimulo y al fijar la contribucion relativa de
los canales de potasio respecto a los canales de sodio, un diagrama mondtono y

uno no. Se observa en este caso una sucesiéon de bifurcaciones entre las cuales se
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encuentran el cambio del tipo de estabilidad de los puntos fijos del sistema, bifur-
caciones de Hopf y silla-nodo. Observamos ademas un régimen de biestabilidad
en ambos diagramas de bifurcacion.

Una ventaja del modelo presentado en esta tesis consiste en que es de dos
dimensiones e incluye parametros fisiol6gicos. Una gran ventaja adicional es que
tiene una gran riqueza en su comportamiento, ya que permitié reproducir diferen-
tes tipos de comportamiento del voltaje al variar solo la contribucion relativa de
los canales de potasio respecto a los canales de sodio y la corriente de estimulo,
como por ejemplo oscilaciones subumbrales, convergencia asintética, actividad
marcapasos y regimenes de biestabilidad. Estos resultados coinciden con otros
reportados en la literatura, lo que hace de este modelo una muy buena fuente
de estudio para este tipos de fenémenos y una manera de entender mejor los
mecanismos que difieren entre estos tipos de comportamiento. De esta forma,
los principios de difusion, deriva y energia libre hacen del modelo genérico pro-
puesto en [14] un modelo capaz de modelar fenomenos fisiologicos observados en
experimentos.

Algunas alternativas interesantes para continuar con este tipo de trabajo con-

sistirian en extender el modelo usando versiones no auténomas o estocasticas.
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Apéndice A

Derivacion del modelo

En esta seccién aportamos un breve resumen de la derivaciéon del modelo rea-
lizada en el trabajo de Herrera Valdez [14].

Consideremos un sistema que consta de moléculas de un solvente y un soluto, s,
que es isotérmico y sujeto a una presion uniforme. Denotaremos la concentracion
de las moléculas en el soluto por S = S(&,t) y expresada en unidades de moles.
La energia cinética térmica de las moléculas causan colisiones con las particulas
en el medio y, como consecuencia, el movimiento de las moléculas en la solucion
es aleatorio y a su vez estas colisiones causan un flujo de particulas en favor de
su gradiente de concentracion, llamado difusion. La dindmica de este movimiento

aleatorio se puede describir por la ley empirica de Fick:
dp = —DsVS,

donde @ es el flujo i6nico (mols/m?/sec), Dg es el coeficiente de difusion
(m?/sec). El término VS es un vector que representa la tasa de cambio de la
concentracion respecto al espacio.

La deriva puede ser causada por una fuerza f (N/mol) en combinacién con

colisiones debidas a la energia cinética térmica. Supongamos que f = —VU,
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donde U es alguna funciéon potencial y supongamos ademas que la densidad molar
S esta dada por la distribucion de Boltzman, esto es, las moléculas se mueven de
un estado de alta energia libre a estados de baja energia libre. Esto quiere decir
que el cambio en el potencial respecto al espacio expresado en términos de moles
esta dado por

A\

U=—RT-2
v <

si las particulas de soluto se mueven con una velocidad promedio proporcional a

f, con constante de proporcionalidad uy, el flujo resultante es

-

b, = Si=Su.f (A1)
= u,RTVS, (A.2)

donde R es la constante de los gases ideales, y T es la temperatura en K. La
constante u, es la movilidad mecanica molar de s (mmols™' N~1). Por la relacion

de Einstein sabemos que el coeficiente de difusiéon es
Dy = u,RT.

El flujo de particulas en una solucion esta determinado por varios factores que
incluyen temperatura, presion hidrostatica, potenciales eléctricos y gradientes de
concentracion. Se puede obtener una descripcion electroquimica macroscopica
del movimiento de las moléculas a través de la membrana tomando en cuenta
el flujo electrodifusivo, que se obtiene acoplando el movimiento aleatorio de las
moléculas a lo largo de sus gradientes quimicos con deriva eléctrica. Consideremos
una molécula s con carga eléctrica y la fuerza f generada por un campo eléctrico
con intensidad —VU, donde U = U(Z, t) es un potencial eléctrico. En este caso la
fuerza eléctrica de un mol de s particulas es f = —z,F'VU, donde z, es la valencia

de sy F'es la constante de Faraday. Si el flujo debido a la deriva eléctrica se supone
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como el producto de la densidad ionica y la velocidad promedio de las particulas,

SV, y que U es proporcional a la fuerza en el campo, entonces
Qypipe = —S(usz FVU).

De esta forma, el flujo neto de particulas es la suma de los flujos producidos por

deriva y difusion

d, = —u,(RTVS + 2,FSVU)
= —usFSV(vrlog$S + zU),
donde ®, es el flujo ionico (moles/cm?) y vp = k”;—eT es un potencial térmico

(mV'), también llamado potencial de Boltzmann. El flujo también se puede ex-
presar en términos de densidad de corriente (A/cm?), para hacer esto es necesario

multiplicar CI;S por z, "
J= — sz, SV (vplog S + 2,U).

Es posible derivar una forma funcional general que unifique la descripcion de
la corriente mediada por transportadores electrogénicos o canales i6nicos, para
ello se requiere tomar en cuenta la energia y los cambios conformacionales de
los canales i6nicos y transportadores. Los parametros involucrados se pueden
obtener usualmente de los datos experimentales y se pueden escribir ecuaciones
diferenciales que describen la cinética asociada.

Consideremos una reaccion cinética reversible

A= B.
B

En equilibrio, la energia libre de la reaccion satisface:

@ _ (_ﬁ)
8 P kT
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donde AG es el cambio en la energfa libre de la reaccion en el estado estacionario.
Estas expresiones se pueden utilizar en diferentes situaciones, por ejemplo en el
cambio conformacional abierto — cerrado en una proteina o el intercambio de
moléculas a través de la membrana mediado por un transportador. Las tasas a y
[ se pueden escribir como:

AG AG]

a= rexp(—akb—T) y B =rexp {(1 — U)kb_T

donde r se puede pensar como una tasa basal y o (posiblemente entre 0 y 1) con-
trola la simetria del tiempo constante de la reaccion. Por ejemplo, consideremos
dos compartimentos transmembranales etiquetados con 0 y 1 respectivamente.
La membrana entre estos compartimentos puede ser la membrana plasmatica o
la membrana de un organelo. En general, si la membrana es la membrana plas-
maética, el compartimento 0 se ve como el compartimento extracelular. El flujo
transmembranal de moléculas S; ....S,, transportadas por una bomba que re-
quiere energia del AT P se puede pensar en términos de una reacciéon cinética

como
n151,i1 —+ o4 nmSm,im + ATP % n1517j1 —+ 4 nmSme + ADP~ + P+,

con iy, jx € Zo v jr = i + lmod 2 € {0, 1} representan los compartimentos en
los que las moléculas se encuentran localizados y se translocan después, respecti-
vamente. El cambio en la energia libre AG producido por los cambios conforma-

cionales que translocan las moléculas se puede escribir como:
AG = AGy + -+ -+ AG,, + AG arp,

donde AG) denota el cambio en la energia causada por la k-ésima molécula.

El cambio en la energia libre producida por la conversion de AT P es

AG arp = qeVaTP,
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donde varp &= —450mV . Notese que AG arp < 0. Por lo tanto la reaccion AT P —
ADP~ + P" se puede pensar como una pérdida de energia.

El cambio en la energia libre producido por la translocacion de un ion es
AGy = qezenk(v — vp)(Je — i), k=1,...,m,

donde vy y z; son el potencial de Nernst y la valencia del k-ésimo ion.

Por lo tanto AG = q. [varp + Y ey (Jk — ix)ngzk(v — vg)], de esta forma

g “ . .
@ = Texp |- (vATP + Z(]k — )2k (V — Uk:))]

T k=1

B = rexp (1-09) <UATP + Z(]k — dp)npzp(v — Uk))] :

v
T k=1

El nimero total de cargas movidas por unidad de tiempo esta dado por

i = g.(a—p),

con 'y  como fueron descritos anteriormente. Entonces, si hay N transporta-

dores en toda la membrana, la corriente macroscopica se puede escribir como

I = Ngr {exp [—% (Varp + D4y Uk — e)nezr(v — Uk))] }

N o [5r + Z2 et ]

T

En el caso especial cuando o = 1/2 tenemos que

. 1 U
I = 2Nrq, sinh [_W (UATP + Z(jk — ik)ngzg(v — Uk))] :

T k=1
De forma andloga y siguiendo el mismo proceso para canales idnicos podemos

obtener la expresion de la corriente mediada por éstos.

75



Apéndice B

Resumen de resultados teodricos
utilizados en el estudio de

bifurcaciones

En este apéndice presentamos los teoremas importantes para el estudio de
bifurcaciones realizado en esta tesis. Para una consulta méas detallada sobre estos

resultados a utilizar se puede consultar [25, 21].
Teorema de Hartman-Grobman

Consideremos el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias

donde x = z(t) es una funcion vector valuada de una variable independiente ¢ y
f: Q= R™ es una funcion f = (f1, fa,..., fn), con f € C*). En lo que sigue
vamos a considerar {2 un subconjunto abierto de R".

El Teorema de Hartman-Grobman es un resultado muy importante en la teo-

ria cualitativa local. Este teorema muestra que cerca de un punto de equilibrio
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hiperbolico x*, el sistema no lineal
i = ()
tiene la misma estructura cualitativa que el sistema lineal
T = Ax (B.2)

con A= Df(xz*). En esta parte vamos a considerar que el punto de equilibrio ha

sido trasladado al origen.

Definicién B.0.1. Dos sistemas auténomos de ecuaciones diferenciales ordinarias
tales como (B.1) y (B.2) son topoldgicamente equivalentes en una vecindad del
origen si hay un homeomorfismo H : U +— V', donde U y V son conjuntos abiertos
que contienen al origen, y H envia trayectorias de (B.1) en U en trayectorias de
(B.2) en V' y preserva su orientacion dada por el tiempo en el sentido de que si

una trayectoria va de z; a x5 en U, entonces su imagen va de H(z1) a H(z2) en

V.

Teorema B.0.2. El Teorema de Hartman-Grobman. Sea f € C'(Q) y sea
@i el flujo del sistema no lineal (B.1). Supongamos que 0 es punto de equilibrio
hiperbolico. Entonces existe un homeomorfismo H de un conjunto abierto U que
contiene al origen en un conjunto abierto V que contiene al origen, tal que para
cada xog € U hay un intervalo abierto Iy C R que contiene al cero, tal que para
todo xo € U y t € Iy

H o ¢i(x0) = ¢ H(x0),

es decir, H manda trayectorias de (B.1) cerca del origen en trayectorias de (B.2)
cerca del origen y preserva la direccion determinada por la parametrizacion del

tiempo.
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Orbitas periddicas y ciclos limite

Vamos a presentar resultados sobre orbitas periodicas y ciclos limite de un

sistema dinamico ¢(t, z) definido por

T = f(x).

Definicién B.0.3. Un ciclo u érbita periddica de B es cualquier curva solucion
cerrada de B que no es un punto de equilibrio de B. Una 6rbita periddica I" es
estable si para todo € > 0 existe una vecindad U de I' tal que para todo x € U,
d(T),T) < e, es decir, si para todo x € U y t > 0, d(¢(t,z),T') < e. Una orbita
periodica I' es inestable si no es estable, y ' es asint6ticamente estable si es estable

y si para todos los puntos z en alguna vecindad U de I

lim d(¢(t,z),I") = 0.

t—o00
Ciclos del sistema B corresponden a soluciones periodicas, puesto que ¢(-, zy)
define una curva solucion cerrada si y solo si para todo t € R ¢(t + T, z9) =
o(t, o) para algin T > 0. El minimo T para el cual la igualdad se cumple es el
periodo de la érbita periddica ¢(-, o).
Ahora enunciaremos un resultado sobre existencia de ciclos limite. Primero

recordaremos el teorema de Poincaré-Bendixon.

Teorema B.0.4. Teorema de Poincaré-Bendizon. Supongamos que I't estd con-
tenida en una region acotada en la cual hay una cantidad finita de puntos criticos.

Entonces w(7) es:
1. Un punto critico.
1. Una orbita cerrada.

III. Un grdfico - puntos criticos unidos por orbitas heteroclinicas.
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Como un corolario tenemos el siguiente resultado:

Corolario B.0.5. Sea D un conjunto cerrado y acotado que no contiene puntos
criticos y supongamos que D es invariante positivo. Entonces existe un ciclo limite

contenido en D.

Ahora mencionaremos algunos criterios que permiten establecer cuando un

sistema (B.1) no tiene ciclos limite. Comenzaremos con el criterio de Bendixon.

Teorema B.0.6. Criterio de Bendixon. Sea () una region simplemente conexa
y f € CYQ). Sila divergencia del campo vectorial f, V - f, no es idénticamente
cero y no cambia de signo en Q, entonces (B.1) no tiene ninguna drbita cerrada

situada totalmente en €.

Un resultado méas general de este tipo, el cual se puede demostrar usando el

Teorema de Green, es el criterio de Dulac.

Teorema B.0.7. Criterio de Dulac. Sea Q2 una region simplemente conezxa y
[ € CYRQ). Si existe una funcion B € C*(Q) tal que V- (Bf) no es idénticamente
cero y no cambia de signo en ), entonces (B.1) no tiene ninguna drbita situada
totalmente en 2. Si A es una region anular contenida en Q0 en la que V - (Bf)

no cambia de signo, entonces hay a lo mds un ciclo limite de (B.1) en A.
Bifurcacién de Hopf

En esta seccién enunciaremos las condiciones necesarias para demostrar la
presencia de una bifurcaciéon de Hopf en un sistema autéonomo bidimensional

dependiente de un parametro. Consideremos el sistema

i = F(z,y,p) (B.3)
y = G(z,y, 1)
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y supongamos que (x,y) = (0,0) es un punto de equilibrio cuando el parametro
de bifurcacion es u = ug. Este sistema presenta una bifurcacion Andronov-Hopf

en el punto de equilibrio si se satisfacen las siguientes tres condiciones:

= No hiperbolicidad. La matriz Jacobiana evaluada en el punto de equilibrio

F, F,
G, G,

L —

tiene un par de valores propios imaginarios puros, +iw € C con w # 0.

= No degeneracion. El cambio lineal de variables

r=¢§ y Fy=-Ff—-uwn
convierten el sistema B.4 en:
£ = —wn+f(&n) (B.4)
n o= wl+g(&mn),

donde las funciones

—(FIF(ZE,?/) + FyG(iL‘,y))

w — wé

f€n) =F(r,y)+wn v g(&n) =

no tienen términos lineales en £ y 7. El parametro

1 1
a = 1_6 (facx:c + fxyy + gyyy) + m (f:r:y (f:m: + fyy))

1

16_w (_g:vy (gx:v + gyy) - facacgacac + fyygyy)

es distinto de cero.

» Transversalidad. Sea ¢(u) £w(u) los valores propios complejos conjugados de
la matriz Jacobiana de B.4 para u cerca de i, con ¢(uo) = 0y w(po) = w. La

parte real, ¢(b), debe ser no degenerada con respecto a p, esto es, ¢ (ug) # 0.
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Bifurcaciéon Silla-Nodo

Vamos a enunciar las condiciones suficientes y necesarias para determinar la

presencia de una bifurcacion silla-nodo. Un sistema

T = f(xvlu)a

que tiene un punto de equilibrio xy para algin valor del pardmetro pg, exhibe

una bifurcacion silla-nodo si se cumplen las siguientes condiciones:

= No hiperbolicidad. La matriz Jacobiana evaluada en el punto de equilibrio
tiene exactamente un valor propio cero y los otros valores propios tienen

parte real diferente de cero.

Las siguientes condiciones se enunciardn solo para modelos neuronales donde
el pardmetro de interés es la corriente de estimulo, Ig, para propositos de este
trabajo.

Aprovechando que el parametro de interés es la corriente de estimulo Ig en el
modelo neuronal, podemos aprovechar las condiciones mencionadas en [16], que
son mas simples que las condiciones generales.

Sea I(v,I) la relacién de estado estacionario v — I, por ejemplo I(v,I) =
I — I(v). Supongamos que el modelo tiene un punto de equilibrio vy en el valor

de parametro Iy y que la condiciéon de no hiperbolicidad se cumple.

» No degeneracion. La derivada de segundo orden de I(v, I) evaluada en v, es

diferente de cero, es decir,
- 1 61(1}, [0)

“ 2 Ov?

£ 0.

» Transversalidad. La funcion I(v, I) es no degenerada respecto al parametro

de bifurcacion I, esto es,

aI(Uo, ])

c=—ar 7"
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evaluada en I = 1.
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