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Introduccion

Es conocido que todo R-médulo izquierdo se puede sumergir en un R-moédulo izquierdo inyectivo,
mientras que no siempre ocurre que todo R-médulo izquierdo es imagen homomorfa (o cociente)
de algiin R-mdédulo izquierdo inyectivo. Hay clases de anillos que se pueden caracterizar por esta
propiedad. Por ejemplo, los anillos R en los que todo R-mddulo izquierdo es imagen homomorfa
de algiin R-moédulo izquierdo inyectivo son precisamente los anillos cuasi-Frobenius. Una pregunta
natural es qué sucede cuando esto se restringe a los R-médulos ciclicos, es decir, preguntarse qué
propiedades y caracterizaciones tienen aquellos anillos que satisfacen que todo R-modulo izquierdo
ciclico es imagen homomorfa de algin R-mddulo izquierdo inyectivo. Esta situaciéon se vuelve no
trivial cuando el anillo (visto como méodulo) es excluido de la hipotesis. Asi que el objetivo de este
trabajo es estudiar la estructura de anillos en los cuales todo modulo izquierdo ciclico propio (es
decir, modulos ciclicos que no son isomorfos al anillo visto como moédulo) es imagen homomorfa
de algtin médulo izquierdo inyectivo.

En 2011, Aydogdu y Lopez-Permouth [3] estudiaron una perspectiva alterna en el anélisis de la
inyectividad de un moédulo, mediante un concepto al que llaman subinyectividad. Con base en
resultados de este articulo, es posible ver que los moédulos ciclicos propios tienen una estrecha
relacion con el concepto de subinyectividad. En la década de los 70, Faith [6] trabajé sobre la
estructura de anillos que, en particular, cumplen la propiedad de que todo R-moédulo izquierdo
ciclico propio es imagen homomorfa de algin R-moédulo izquierdo inyectivo, més precisamente
estudié anillos-PCI, logrando una importante clasificaciéon de los mismos. Por otro lado, en el
resultado principal de [8] los autores describen la estructura de los anillos que satisfacen que sus
modulos ciclicos propios son proyectivos o inyectivos, siendo un resultado clave para establecer,
en el segundo capitulo de este trabajo, una relacion entre anillos hereditarios y dominios-PCI.
Recientemente, en 2021, se publicé un articulo de Elif Tugce Meri¢ llamado “When proper cyclics
are homomorphic image of injectives” en el cual se estudian anillos R con la propiedad de que
todo R-modulo izquierdo ciclico propio es imagen homomorfa de algiin modulo izquierdo inyectivo,
siendo este el articulo principal del cual se estudian los resultados para este trabajo. Tal propiedad
tiene importantes conexiones con conceptos tratados en articulos de hace décadas, por ejemplo
con el concepto de anillo R-QF3 que se encuentra en [11] y que fue publicado por Yutaka Kawada.
Con este preambulo es evidente lo profundo e interesante que puede ser el estudio de los médulos
ciclicos propios.

Respecto a la estructura del presente trabajo, se tienen cuatro capitulos. El primer capitulo consta
de preliminares en los que se abordan conceptos y demostraciones basicas de anillos y teoria
de modulos, los cuales seran de gran utilidad para los posteriores capitulos. En el Capitulo 2 se
define la propiedad (P), misma que sera central en la mayoria de resultados, y se presentan algunas
primeras consecuencias de anillos que satisfacen tal propiedad. En el capitulo 3 se presentan algunas
caracterizaciones de anillos que satisfacen la propiedad (P), entre ellas una que esta relacionada
con los anillos N-QF3 izquierdos, ademas de ser de interés analizar cuando esta propiedad esta
presente en los anillos artinianos. De los resultados del Capitulo 3 se podra concluir que existen
anillos que satisfacen (P) pero no son cuasi-Frobenius. Finalmente, en el Capitulo 4 se estudian
K-algebras de Artin, buscando establecer que una K-algebra de Artin satisface la propiedad (P)
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si y solo si la K-algebra en cuestion es un anillo cuasi-Frobenius, por lo que en este caso si se
tendra la equivalencia. Para ello, se necesitaran de forma auxiliar algunos resultados referentes a
dualidades entre ciertas categorias de médulos, por lo que se dedica toda la seccion 4.2 a presentar
los resultados pertinentes a este tema.



Indice general

Introduccion

1.

PRELIMINARES

1.1. Mobdulos Cerrados y Clausuras Esenciales . . . . ... ... .. ... .......
1.2. Mobdulos Singulares y No-Singulares . . . . . .. ... . ... ... ... ....
1.3. La Parte No-Singular de un Médulo Semisimple . . . . . . .. ... .. .. ... ..
1.4. Modulos Uniformes y Dimension Uniforme . . . . . . . ... .. ... ... ...
1.5. Modulos Esencialmente Finitamente Generados . . . . . . . . ... ... ... ...
1.6. Anillos Hereditarios y Semihereditarios . . . . . . ... . ... ... ... ....
1.7. Algunos Tipos de Anillos . . . . . . .. ...
1.8. Dominios Enteros y Moédulos Libres de Torsiéon . . . . . ... ... .. .. ... ..
1.9. Cambios de Anillo . . . . . . . . .

2. Médulos Ciclicos Propios y la Propiedad (P)
2.1. Primeras Consecuencias de la Propiedad (P) . .. ... ... .. ... .......
2.2. Anillos-PCIL . . . . . o
3. Caracterizaciones de la Propiedad (P)
3.1. (P), el Submodulo Singular y la Parte No-Singular del Zoclo . . . ... ... ...
3.2. Anillos N-QF3 . . . . .o
3.3. (P) en Anillos Artinianos . . . . . . . ... e
4. K-Algebras de Artin y la Propiedad (P)
4.1. Primeros Conceptos . . . . . . . . o i
4.2. Dualidades . . ... .. ... ... .... R A
4.3. Conexion entre la Propiedad (P) y las K-Algebras de Artin . . . . .. ... ... ..
5. Conclusiones
Bibliografia

VIII



Capitulo 1

PRELIMINARES

A través del presente trabajo, R denotara a un anillo asociativo con identidad. Los R-moédulos
seran izquierdos, a menos que explicitamente se diga lo contrario. R-Mod (Mod-R) es la categoria
de R-modulos izquierdos (derechos) y R-mod (mod-R) es la categoria de R-modulos izquierdos
(derechos) finitamente generados. Si M es un R-moduloy A, B,C < M, entonces A <g M denota
que A es un sumando directo de M, B <. M denota que B es esencial en M y C <M denota que
C' es superfluo en M. El zoclo de M es denotado por zoc(M) y el radical de M es denotado por
rad(M), exceptuando el caso M = R, donde el radical es denotado por J(R). Si M es de longitud
finita (en el sentido de (6) de las Definiciones 3.5.1 de [10]), entonces denotamos a la longitud de
M como Le(M). Ademéas, £ (M) denotara a la reticula de submodulos de M.

Como se enfatizo en la introduccion, este capitulo tiene por objetivo presentar resultados bésicos
sobre teoria de anillos y moédulos que seran de gran relevancia para las demostraciones de los
resultados en los posteriores tres capitulos.

1.1. Moédulos Cerrados y Clausuras Esenciales

Definicion 1.1.1. Sea M un R-moédulo. Se dice que un submoédulo C' de M es cerrado en M si,
para cada submoédulo U de M, C' <., U < M implica que C' =U.

Ejemplo 1.1.2. Sean M un R-mdédulo semisimple y N un submoédulo de M. Supongamos que
existe B < M tal que N <., B. Entonces, como B es semisimple, existe N’ < B tal que B = N®N'.
Dado que NN N’ =0y N <. B entonces N’ = 0, es decir, B = N. Por lo tanto, N es cerrado en
M.

Teorema 1.1.3. Sean M un R-mddulo y N un submddulo de M. Si & = {A < M|N <., A},
entonces @ tiene un elemento mdzrimo.

Demostracion. Notese que @ es no vacio ya que N € ®. Sea ¥ una cadena no vacia en ¢ y
consideremos C' = |J A. Entonces C es submédulode M y N < C. Sea H < C tal que NNH = 0.
Ae?¥
Si A€ %, entonces NN(HNA) =0donde HNA < A. Dado que N <., A, se sigue que HNA = 0.
Asi, H=HnNC=Hn(U A4) = U (HNA)=0. Entonces N <., C, lo cual implica que C € ®.
Ae€ Ae€
Como C es cota superior de &, entonces, por el Lema de Zorn, ® tiene elementos maximos. |



CAPITULO 1. PRELIMINARES
1.1. MODULOS CERRADOS Y CLAUSURAS ESENCIALES

Definiciéon 1.1.4. Sea N un submodulo de g M. Si C' es maximo en ® = {4 < M|N <., A},
entonces diremos que C' es una clausura esencial de N en M.

Observacion 1.1.5. Si N es submddulo de g M y C' es una clausura esencial de N en M, entonces
C es cerrado en M.

Proposicién 1.1.6. Sean I un R-mddulo inyectivo y N < I. Si C es una clausura esencial de N
en I, entonces C' es inyectivo. Por lo tanto, en este caso, C' es una cdpsula inyectiva de N.

Demostracion. Sea E un R-modulo tal que C < E'y C <.s E (F no necesariamente esta contenido
en I o viceversa). Entonces, si consideramos a los morfismos inclusion ¢1 : C — E e 19: C — 1,
por la inyectividad de I, existe un morfismo g : E — I tal que el tridngulo

c —" S FE

conmuta. Si n € Kerg N N, entonces 0 = g(n) = g(t1(n)) = t2(n) = n, lo cual implica que
KergnN' N = 0. Dado que N <., C <. E, entonces N <., E y en consecuencia Kerg = 0. Si
consideramos a § = g|™9, entonces g es un isomorfismo. De N <., E se sigue que §(N) <., Imyg,
donde g(N) = g(N) = g(t1(N)) = 12(N) = N, es decir, N <.; I'mg. Ademas, §(C) < I'mg donde
g(C) = g(C) = g(11(C)) = 12(C) = C, es decir, C < Img. Como C es maximo en I con la
propiedad de que N <., C, se sigue que C' = I'mg. Sin embargo, dado que C' < E, existe e € E\C
tal que g(e) € Img = C, entonces e € g~1(C) = g~ *(g(C)) = C, pero esto contradice que e € E\C.
Por lo tanto, no existe ningtin R-moédulo E tal que C < E'y C <.s F, de ahi que C es inyectivo
(cf. [13, Lema 3.28]). Como N <.; C'y C es inyectivo, entonces C' es capsula inyectiva de N. W

Definiciéon 1.1.7. Sea A un submoédulo de g M. Entonces AL < M es llamado un seudocom-
plemento de A en M si es maximo con la propiedad A N AL = 0, es decir, si C < M es tal qe
ANC =0y At < C entonces A+ = C.

La demostraciéon de la existencia de seudocomplementos para un submodulo puede consultarse en
el Teorema 5.2.3 de [10].

Definicion 1.1.8. Sea M un R-modulo izquierdo. Se dice que la pareja (1, E) es una cdpsula
inyectiva de M si E es inyectivo y 7 : M — E es un monomorfismo esencial (es decir, 1 es
monomorfismo y se cumple que Imn <.s E).

En el Teorema 5.6.4 de [10] se puede consultar la demostracién de que todo moédulo tiene una
capsula inyectiva. Del Teorema 5.6.3 de [10], se puede deducir la unicidad (salvo isomorfismo) de
las capsulas inyectivas. Finalmente, si (1, E) es la cépsula inyectiva de M, entonces denotamos a
E por E(M) y, por el Lema 5.5.6 de [10], se puede considerar a 1 como el morfismo inclusion.
Frecuentemente solo decimos que E(M) es la capsula inyectiva de M.




CAPITULO 1. PRELIMINARES
1.1. MODULOS CERRADOS Y CLAUSURAS ESENCIALES

La siguiente proposicién nos da una caracterizacion bastante tutil de los submodulos cerrados, ya
que involucra el concepto de ser cerrado con ser seudocomplemento y la forma que deben adoptar
estos submodulos. Los cuatro incisos estarédn presentes en algunas demostraciones posteriores.

Proposicion 1.1.9. Sea C' un submddulo de M. Entonces las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes:

(1) C es cerrado en M.

(2) C=MnX, donde X es algin sumando directo de E(M).
(3) C es un seudocomplemento de un submddulo de M.

(4) SiV < M es tal que C <V <.s M, entonces V/C <.,s M/C

Demostracion. [(1) = (2)] Dado que C < M < E(M), entonces, por la Proposicion 1.1.6, una
clausura esencial X de C en EF(M) es un R-modulo inyectivo. Se sigue que X es un sumando
directo de E(M). Por otro lado, C' <.; X implica que C' <.s M N X. Como C es cerrado en M, se
concluye que C' = M N X.

[(2) = (3)] Sea C = X N M con X un sumando directo de E(M). Entonces existe Y < E(M) tal
que E(M) = X @Y. Consideremos S = M NY y veamos que C' = S+ en M. Primero, obsérvese
que CNS=(XNM)NMNY)=XNYNM=0NM =0. Ahora, sean D < M talque C < D'y
d € D\C. Entonces d # 0y d = x + y para algunos z € X, y € Y. Notese que y # 0, pues en caso
contrariod=x € XND < XNM = C, lo cual contradice la eleccién de d. Por lo tanto, se tiene
la siguiente igualdad:

y=—x+d. (1.1)

Dado que M <., E(M) y Ry # 0, se tiene que M N Ry # 0, asi que existe r € R tal que
0#£rye MNRy < MNY =S. Multiplicando r en (1.1) obtenemos que

0#ry=—rz+rd. (1.2)

Se sigue que —re =ry—rde MNX =C (ry € My rd € D < M). Entonces, de (1.2), se tiene
que 0#rye DNS (rye S, —re+rd € C+ D = D), es decir, DN S # 0. Por lo tanto, C es
maximo en M con la propiedad C NS = 0, o bien, C = S+ en M.

[(3) = (1)] Sea S < M tal que C = S+. Si C <., U < M, entonces UNS = 0 ya que CN(UNS) =
(CNS)NU =0NU = 0. Como C es maximo en M con la propiedad C' NS = 0, se sigue que
C =U. Por lo tanto, C es cerrado en M.

[(1) = (4)] Sea N/C < M/C tal que (V/C)N(N/C) =0.8Siv:M — M/C es el epimorfismo
natural, se tiene que C' = v=1(0) = v=}((V/C) N (N/C)) = v~ 1 (V/C)Nnv=Y(N/C) = VN N.
Ademas, de V <.s M se tiene que VN N <5 N, es decir, C <.; N. Como C es cerrado en M se
sigue que C' = N. Entonces N/C = 0. Por lo tanto, V/C <.s M/C.

[(4) = (1)] Sea U < M tal que C' <., U. Sea C* un seudocomplemento de C' en M. Entonces
C @ C* <.s M (cf. [1, Proposicion 5.21]). Ya que C < C @ C*+ <., M, entonces de la hipotesis
se sigue que (C @ C1)/C <., M/C. Por otro lado, Ct NU = 0 ya que CN (CtNU) = (CN
CHYNU =0NU =0 con C <., U. Esto implica que (C CH)NU =C @ (C+NU) = C. Sea
v:M — M/C el epimorfismo natural. Dado que Kerv = C, C < C @ C+ y C < U entonces
0=v(C)=v(CaCHNU)=v(CoCH)NvU)=((CaC+)/C)n(U/C), lo cual implica que
U/C =0 (yaque (C®CH)/C <.s M/C), es decir, U = C . Por lo tanto, C es cerrado en M. N




CAPITULO 1. PRELIMINARES
1.2. MODULOS SINGULARES Y NO-SINGULARES

1.2. Moédulos Singulares y No-Singulares

Definiciéon 1.2.1. Sean M un R-modulo izquierdo (derecho) y X un subconjunto de M. Definimos
el anulador izquierdo (anulador derecho) de X en R como

anng(X) :={r € R:rz =0 para cada z € X'}
(ann, :={r € R:rz =0 para cada = € X }).

Si X = {z}, entonces el anulador izquierdo (derecho) de X en R se denota por anng(z) (ann,(z)).

No es dificil ver que los anuladores izquierdos (derechos) son ideales izquierdos (derechos) de R.

Definicién 1.2.2. Sea M un R-moédulo izquierdo.

(1) Un elemento m € M se dice que es un elemento singular de M si el ideal izquierdo
anng(m) es esencial en gR. El conjunto de todos los elementos singulares de M es denotado
por Z(M).

(2) Decimos que M es un moédulo singular si Z(M) = M.

(3) Se dice que M es un modulo no-singular si Z(M) = 0. En particular, decimos que R es un
anillo no-singular izquierdo si Z(grR) = 0.

El submoédulo singular es muy importante en el Capitulo 2 y el Capitulo 3, pues se hacen afir-
maciones que lo involucran directamente y lo relacionan con la propiedad principal que se estara
trabajando en los mencionados capitulos.

Observacion 1.2.3.
(1) M es singular y no-singular, simultineamente, si y solo si M = 0.

(2) En general, para un mddulo M, no ser “singular” no necesariamente es lo mismo que ser
“no-singular”. Por ejemplo, consideremos al grupo abeliano M = 7 X Zo. Entonces x =
(1,[1]) € M es tal que anng(z) =0 y por ende x ¢ Z(M), de ahi que Z(M) # M. Ademds,
y = (0,[1]) € M es tal que anng(y) = 27 <¢s Z, es decir, 0 £y € Z(M). Por lo tanto zM
no es singular y tampoco es no-singular.

Lema 1.2.4. Sea M un R-mddulo izquierdo. Entonces se cumplen las siguientes propiedades:
(1) Z(M) es un submddulo de M y es llamado el submddulo singular de M.
(2) Si f: M — N es un morfismo de R-mddulos, entonces f(Z(M)) C Z(N).

(8) Si L < M, entonces Z(L) = LN Z(M). En particular, Z(Z(M)) = Z(M), es decir, el
submddulo singular de M es un mddulo singular. Ademds se sigue inmediatamente que sub-
mddulos de mddulos singulares son singulares y submodulos de mddulos no-singulares son
no-singulares.




CAPITULO 1. PRELIMINARES
1.2. MODULOS SINGULARES Y NO-SINGULARES

Demostracion. (1) Para 0 € M, se tiene que anng(0) = R <.srR y por ende 0 € Z(M). Sean
mi,me € Z(M), entonces anng(my) N anng(ma) < anng(mi + mg) < R, donde anng(mi) N
anng(ma) <.srR. Se sigue que anng(my + ma) <.srR, es decir, my + mg € Z(M). Ahora, sean
r€ Rym e Z(M). Si consideramos s € R\anng(rm), tenemos que (sr)m = s(rm) # 0, lo cual
implica que sr # 0. Como anng(m) <.srR, entonces existe t € R tal que tsr # 0y tsr € anng(m),
es decir, (tsr)m = 0. Entonces se tiene que ts # 0y ts € anng(rm). Por lo tanto, para cada s €
R\{0} existe t € R tal que ts # 0y ts € anne(rm), lo cual es equivalente a que ann;(rm) <.srR,
o bien, es equivalente a que rm € Z(M).

(2) Seay € f(Z(M)), entonces existe m € Z(M) tal que y = f(m). Sir € anny(m), entonces rm =
Oy ry=rf(m)= f(rm) = f(0) = 0, es decir, anny(m) < anne(y). Dado que anny(m) < sgR,
entonces anng(y) <esrR, o bien, y € Z(N).

(3) Se sigue inmediatamente de la definicion de submoédulo singular. [ |

Corolario 1.2.5.
(1) Z(gR) es un ideal (bilateral) de R.
(2) Si R+#0, entonces Z(rR) # R.

Demostracion. (1). Por (1) del Lema 1.2.4 solo resta demostrar que sim € Z(rR) y r € R entonces
mr € Z(rR). Ya que anng(m) < anng(mr) y anng(m) <.spR, se sigue que anng(mr) <.rR, es
decir, mr € Z(grR).

(2) Si R # 0, entonces el ideal 0 no es esencial en gR. Ya que anng(1) = 0, se sigue que 1 ¢ Z(grR).
Por lo tanto, Z(rR) # R.

Similarmente a como se defini6 Z(gR) se puede definir el submoédulo singular Z(Rg) de Rr. Atn
cuando Z(Rg) y Z(rR) son ideales de R, en general no se cumple que Z(Rg) = Z(gR) (ver (5)
de los Ejemplos 7.6 de [13]).

Corolario 1.2.6. Sean M y N R-mddulos tales que M = N. Entonces se tiene lo siguiente:
(1) Si M es singular, entonces N es singular.
(2) Si M es no-singular, entonces N es no-singular.

Demostracion. Sea f: M — N un isomorfismo. Por (2 ) del Lema 1.2.4 se tiene que f(Z(M)) <

Z(N) y [UZ(N)) < Z(M). Entonces Z(N) = [(f{(Z(N))) < [(Z(M)) < Z(N), es decir,
f(Z(M)) = Z(N). Si M es singular, entonces Z(N) = f(Z(M)) = f(M) = N y (1) esta demos-
trado. Si M es no-singular, entonces 0 = f(0) = f(Z(M)) = Z(N) y (2) estd demostrado. [

Proposicion 1.2.7. Sean M y N R-mddulos isomorfos. Entonces M/Z(M) = N/Z(N).

Demostracion. Sea ¢ : M — N un isomorfismo de R-mo6dulos y sea v : N — N/Z(N) el
epimorfismo natural. Por (2) del Lema 1.2.4 se tiene que ¢(Z(M)) < Z(N), asi que Z(M) <
Ker(vyp). Dado que Ker(vy) = o~ (Ker(v)) = ¢ (Z(N)) y, nuevamente por (2) del Lema 1.2.4,
e Y(Z(N)) < Z(M), se sigue que Ker(vyp) < Z(M). Por lo tanto, Z(M) = Ker(vy) y del primer
teorema de isomorfismos se concluye que M/Z(M) = N/Z(N). [ |
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Teorema 1.2.8. Sean R un anillo no-singular izquierdo y M un R-mddulo izquierdo. Entonces
Z(MJZ(M)) =0, es decir, M/Z(M) es no-singular.

Demostracion. Dado que Z(M/Z(M)) < M/Z (M), entonces existe B < M tal que B contiene a
Z(M)y Z(M/Z(M)) = B/Z(M). Ahora veamos que Z(M) <.s B. Sea C' < B tal que Z(M) N
C = 0. Entonces C es no-singular (pues Z(C) = Z(M)NC =0) y vt : C — B/Z(M) es un
monomorfismo donde ¢ : C' < B es el morfismo inclusion y v : B — B/Z(M) es el epimorfismo
natural (en este caso, Ker(vi) = Z(M)NC = 0). Se sigue que C es singular ya que C = I'm(vi) e
Im(vi) es un submodulo del modulo singular B/Z (M) = Z(M/Z(M)). Por lo tanto, C' es singular y
no-singular simultaneamente, es decir, C' = 0 y se concluye que Z(M) <.s B. Si Z(M/Z(M)) # 0,
entonces Z(M) # By existe x € B tal que z ¢ Z(M). Dado que = ¢ Z(M) entonces anng(z) no es
esencial en g R, de ahi que existe un ideal izquierdo no cero I de R tal que anny(x)NI = 0. Entonces
el morfismo A, : I — Iz definido por A, (i) = iz es un isomorfismo, pues Ker, = anng(x)NI = 0.
Como Z(rR) = 0, entonces Z(I) = Z(gR) NI = 0y, por (2) del Corolario 1.2.6, se sigue que
Z(Iz) = 0. Obsérvese que 0 = Z(Ix) = Z(M) N (Iz) contradice que Z(M) <.s B. Por lo tanto,
Z(M/Z(M)) =0.

|

Proposicion 1.2.9. Sea {M;}icr una familia de R-mddulos. Entonces Z(D M;) = @ Z(M;).
i€l i€l

Demostracion. Sea © = (x;)icr € Z(€D M;). Entonces, para cada i € I, anng(x) < anng(z;) v,
i€l

como anng(z) <.srR, se sigue que anng(z;) <.srR. Por lo tanto, para cada i € I, x; € Z(M;),

de ahi que z € @ Z(M;). Ahora, sea y = (y;)icr € D Z(M;) y sea Iy el soporte de y. Entonces,

il il
anng(y) = () anne(y;) y, como anne(y;) <esrR para cada i € Iy con Iy finito, se sigue que
i€ly
anng(y) <esrR. Por lo tanto, y € Z( M;). =
iel

Proposicion 1.2.10. Si R#0 y F es un R-mddulo libre, entonces Z(F) # F.

Demostracion. Sea © € F un elemento de una base de F. Sea r € anny(z), entonces rz = 0, lo
cual implica que = 0. Por lo tanto, anng(z) =0y x ¢ Z(F) (ya que el ideal izquierdo 0 no es
esencial en rR). [

Proposicion 1.2.11. Un R-mddulo M es singular si y solo si existen R-mddulos A y B tales que
A<, ByM=B/A.

Demostracion. [=] Supongamos que M es singular. Para M, existen F' un R-modulo librey K < F
tales que M = F/K. Notese que K # 0, pues en caso contrario F' = M y en consecuencia F serfa
singular, lo cual contradice a la Proposicion 1.2.10. Sea {x;};c; una base para F y sea x € F tal
que z # 0. Mostraremos que K <., F exhibiendo la existencia de un elemento s € R tal que
sz # 0y sx € K. Existe un subconjunto finito {i1,...,i,} de I y existen r1,...,r, € R tales que

T = T;T;, - 1.3
Jy
j=1

Sin pérdida de generalidad, supongamos que r1 # 0. Para caday € F,seay = y+ K € F/K. Como
F/K es singular (por ser isomorfo a M), se tiene que anng(Ts,) <esrR y anng(Ts,) N Rry # 0.
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Entonces existe s1 € R tal que s1r1 # 0y s17m1 € anng(Ty,), es decir, s171T;, = S17124, = 0, lo cual
implica que syrix;, € K. De (1.3) se sigue que

n

$1T = s1mT4, + E S1T§Ti; (1.4)
i=2

Notese que s1z # 0, pues en caso contrario, en (1.4), se tendria una combinacion lineal de elementos
en {x;,,...,z;, } igual a 0, lo cual implicaria que s;7; = 0 para j = 1,...,n, pero s1r1 # 0. Ahora,
si s17; = 0 para cada j € {2,...,n}, entonces s1z = s17mz;, € K y habriamos terminado eligiendo
s = s1. En otro caso, si s17; # 0 para algiun j € {2,...,n}, reordenando indices de ser necesario,
podemos suponer que s;r3 # 0. Repitiendo el proceso anterior, usando que F'/K es singular,
obtenemos sy € R tal que sa28179 # 0y s28172 € anny(Ty,), es decir, sas17r22;, € K. Entonces de
(1.4) obtenemos la siguiente igualdad:

n
59812 = 8281T1%i, + S281T2%4, + E 828174, - (1.5)
Jj=3

Los primeros dos sumandos del lado derecho en (1.5) pertenecen a K y sos1x # 0 pues en caso
contrario, si sas1z = 0, entonces en (1.5) se tendria una combinacion lineal de elementos en
{zi,,...,x;, } igual a 0, lo cual implicaria que sps17; = 0 para todo j € {1,...,n}, pero sas1r2 # 0. Si
898171 = 0 para cada j € {3,...,n}, entonces s381x = $28171%;, + 2817224, € K, lo cual implicarfa
en este caso que si elegimos s = so51 entonces sx # 0y sz € K y habriamos terminado. De ser
necesario, si continuamos el proceso, eventualmente se tendra un entero positivo m € {1,...,n} tal
que si § = $;,Sm_1- ...+ 81 € R, entonces sx # 0y sz € K. Tras la m-ésima repeticion del proceso,
se garantiza que K <.; F.

[«<] Supongamos que A y B son R-mddulos tales que A <.;s By M = B/A. Para cada elemento
b =0b+ A € B/A tenemos que mostrar que ann(b) <. rR. Sea y € R\anny(b). Entonces
yb = yb # 0, es decir, yb ¢ A. Como A <., B, existe z € Rtal que zyb # Oy zyb € A. Asi zy # 0 y
2y € anng(b), lo cual implica que anng(b) <.s rR. Por lo tanto B/A es singular y en consecuencia,

por (1) del Corolario 1.2.6, se concluye que M es singular. |

Corolario 1.2.12. Sean R un anillo, I un ideal izquierdo de R y M un R-mddulo izquierdo tal
que M = R/I. Entonces M es singular si y solo si I <.srR.

Demostracion. [=] Si M es singular, entonces R/I es singular por ser isomorfo a M. Se sigue que
anng(1 + 1) <.sgR, donde anng(1+1)=1.

[«<] Se sigue directamente de la Proposicion 1.2.11. [ ]

De la Proposiciéon 1.2.11 y el Corolario 1.2.12 es evidente que el concepto de esencialidad nos provee
de demasiados modulos singulares, pues basta conocer un modulo esencial en otro (por ejemplo un
modulo y su capsula inyectiva) y formar el respectivo cociente para tener un ejemplo explicito de
modulo singular.

Proposicion 1.2.13. Sea R un anillo no-singular izquierdo y E un R-mddulo izquierdo inyectivo.
Entonces Z(E) <g E.

Demostracion. Sea N < E tal que Z(E) <.; N. Por el Teorema 1.2.8 se tiene que E/Z(FE) es
no-singular y en consecuencia N/Z(FE) es no-singular. Ahora, por la Proposicion 1.2.11 se sigue
que N/Z(E) es singular. Entonces, N/Z(E) es no-singular y singular simultdneamente, es decir,
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N/Z(E) = 0. Por lo tanto Z(E) = N y se concluye que Z(E) es cerrado en E. Dado que E es
inyectivo, entonces E coincide con su cépsula inyectiva y por (2) de la Proposicion 1.1.9, se sigue
que Z(E) es sumando directo de E. |

Proposicion 1.2.14. Un mddulo gM es no-singular si y sélo si Homgr(A, M) = 0 para cada
modulo singular rA.

Demostracion. [=] Si M es no-singular, A singular y f: A — M es un morfismo de R-modulos,
entonces f(A) = f(Z(A)) C Z(M) =0, es decir, f = 0.

[<] Si Homp(A,M) = 0 para cada modulo singular A, entonces, en particular, se tiene que
Hompg(Z(M), M) = 0. Se sigue que el morfismo inclusion Z(M) < M es cero, lo cual implica que
Z(M) =0, es decir, M es no-singular. |

Proposicion 1.2.15. La clase de todos los R-mddulos izquierdos no-singulares es cerrada bajo
productos y sumas directas.

Demostracion. Si {C;};er es una coleccién de modulos no-singulares y gA es un modulo sin-
gular, entonces, por la Proposicion 1.2.14, Hompg(A,C;) = 0 para cada i € I. Por lo tanto,
0= ][] Homg(A,C;) 2 Hompg(A, [ C;), donde el isomorfismo es de grupos abelianos. Nuevamen-
i€l iel
te por la Proposicion 1.2.14, [] C; es no-singular. Que la suma directa de modulos no-singulares
iel
es no-singular se sigue del hecho de que la suma directa es submoédulo del producto directo y todo
submoédulo de un moédulo no-singular es no-singular. [ |

Proposicion 1.2.16. Sea pS un mddulo simple. Entonces S es singular o proyectivo, pero no
cumple ambas propiedades simultdneamente.

Demostracion. Basta demostrar que S no es singular si y solo si S es proyectivo. Dado que S es
simple, entonces S 2 R/M con M un ideal izquierdo maximo de R. Si S no es singular entonces
R/ no es singular y, por el Corolario 1.2.12, se sigue que 9 no es esencial en rR, asi que existe
H <pRtalque H # 0y MNH = 0. Como 9 es maximo, entonces g R = M@ H y en consecuencia
S = R/M = H, lo cual implica que S es proyectivo ya que H lo es por ser sumando directo de
rR. Reciprocamente, si S es proyectivo, entonces R/ es proyectivo, lo cual implica que 9 es
sumando directo de rR. Entonces existe 0 # K <gpR tal que gR = 9 @ K. Se sigue que M
no es esencial en rR, entonces R/ no es singular (Corolario 1.2.12) y en consecuencia S no es
singular. ]

Corolario 1.2.17. Sea g M un mddulo semisimple. Entonces M es no-singular si y solo si M es
proyectivo.

Demostracion. Para la demostracion, consideremos M = @ S; con S; simple para cada i € I.

icl
[=] Notese que S; es no-singular para cada ¢ € I, pues son submodulos de M y M es no-singular,
en consecuencia S; no es singular para cada i € I. Por la Proposiciéon 1.2.16, S; es proyectivo para

cada i € I, lo cual implica que M es proyectivo.
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[<] Si M es proyectivo, entonces S; es proyectivo para cada i € I, lo cual implica que S; no es
singular para cada i € I (Proposicion 1.2.16). Como cada S; es simple y no es singular, se sigue que
Z(S;) = 0 para cada i € I, es decir, S; es no-singular para cada i € I. Dado que la suma directa
de no-singulares es no-singular (Proposicion 1.2.15) entonces se tiene que M es no-singular. |

Proposicion 1.2.18. Si Z(rR) es cerrado en rR, entonces R/Z(rR) es un R-mddulo izquierdo
no-singular.

Demostracion. Sea L <gR tal que Z(gR) < Ly Z(R/Z(grR)) = L/Z(rR). Veamos que
Z(rR) <¢s L. Para ello, sea T' < L tal que Z(gR) NT = 0. Entonces T es no-singular, pues
Z(T) = Z(grR) NT = 0. Consideremos el morfismo f = vi, donde ¢ : T — L es el morfis-
mo inclusion y v : L — L/Z(rR) es el epimorfismo natural. Notese que Kerf = Kerve =
N Kerv) =17 YZ(rR)) = Z(gkR)NT = 0, lo cual implica que f es inyectiva y en consecuencia
T2 Imf <L/Z(gR). Dado que Z(R/Z(rR)) = L/Z(gR) es un modulo singular, entonces Im f
es singular ya que Z(Imf) = ImfNZ(R/Z(rR)) = ImfN(L/Z(rR)) = Imf, lo cual implica que
T es singular. Como T es, simultdneamente, un médulo singular y un médulo no-singular se sigue
que T = 0. Por lo tanto, Z(gR) <es L. Por hipotesis, Z(rR) es cerrado en rR, entonces se sigue
que Z(rR) = L. Por lo tanto, Z(R/Z(gR)) = L/Z(rR) = 0, es decir, R/Z(gR) es un R-modulo
izquierdo no-singular. |

Proposicion 1.2.19. Sean P y M R-mddulos izquierdos tales que P es semisimple no-singular y
existe un epimorfismo ¢ : P — M. Entonces M es no-singular.

Demostracion. Dado que P es semisimple, entonces Keryp <g P, es decir, el epimorfismo ¢ se
escinde. Entonces existe un morfismo v : M — P tal que ¢y = 1 (cf. [10, Corolario 3.4.11]). Se
sigue que ¥(Z(M)) < Z(P) = 0, lo cual implica que Z(M) = 1y (Z(M)) = py(Z(M)) = ¢(0) = 0.
Por lo tanto, M es no-singular. |

1.3. La Parte No-Singular de un Médulo Semisimple

Proposicion 1.3.1. Sea rM wun mddulo semisimple. Entonces el conjunto {L <
M| L es no-singular} tiene elemento mayor.

Demostracion. Como g M es semisimple, entonces Z(M) <g M. Sea N < M tal que Z(M)@® N =
M. Nétese que N es no-singular, pues Z(N) = Z(M) NN = 0. Sea L < M tal que L es no-
singular. Se tiene que Z(M) = M/N y en consecuencia, por (1) del Corolario 1.2.6, M/N es
singular. Sea v : M — M/N el epimorfismo natural. Dado que L es semisimple no-singular
entonces, por la Proposicién 1.2.19, v(L) es no-singular. Ademas, v(L) < M/N implica que v(L)
es singular ya que M/N es singular. Entonces, v(L) es, simultdneamente, singular y no-singular,
lo cual implica que v(L) = 0, es decir, L < N. Por lo tanto, N es el elemento mayor del conjunto
{L < M|L es no-singular}. [ |

Definicion 1.3.2. Sea g M un moédulo semisimple. Se define la parte no-singular de M como
el submodulo N de M tal que M = Z(M) @ N.
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Observacion 1.3.3. Como se vio en la demostracion de la Proposicion 1.5.1, la parte no-singular
de un mddulo semisimple rRM es un mddulo no-singular y elemento mayor del conjunto {L <
M]|L es no-singular}. En particular, se tiene que la parte no-singular de M es inica respecto a la
propiedad que la define.

Vamos a demostrar que la parte no-singular de zoc(grR) es un ideal de R. Antes veamos una
definicion y un resultado que nos ayudaran en tal objetivo.

Definicion 1.3.4. Sea M un R-mo6dulo izquierdo. Se dice que un submodulo U de M es total-
mente invariante si ¢(U) < U para cada ¢ € Endg(M).

Ejemplo 1.3.5. Para todo modulo gM, los submoédulos 0, M, zoc(M), Z(M) y rad(M) son
ejemplos de submodulos totalmente invariantes.

Proposicion 1.3.6. Los ideales de R coinciden con los submddulos totalmente invariantes de rR.

Demostracion. Sean U un ideal de Ry ¢ € Endgr(R). Entonces para cada u € U se tiene que
p(u) = up(l) € U. Por lo tanto, U es un submodulo totalmente invariante de g R. Reciprocamente,
supongamos que B es un submoédulo totalmente invariante de rpR. Sea r € R arbitrario pero fijo.
Consideremos la funcion A, : R — R definida por \.(z) = zr para cada x € R. Noétese que A,
es un morfismo de R-modulos izquierdos, pues si a,b,s € R entonces A-(a + sb) = (a + sb)r =
ar + (sb)r = ar + s(br) = Ar(a) + sA-(b). Como B es un submo6dulo totalmente invariante de gR,
se sigue que br = \.(b) € B para cada b € B. Por lo tanto, B es un ideal de R. [ |

Proposicion 1.3.7. Sea N la parte no-singular de zoc(grR). Entonces N es un ideal de R.

Demostracion. En razén de la Proposicion 1.3.6, para ver que N es un ideal de R se demostrara
que es un submodulo totalmente invariante de rR. Sea ¢ € Endr(R). Como N es semisimple
no-singular, por la Proposicion 1.2.19, ¢(N) es no-singular. Ademas, ¢(N) es semisimple, es decir,
©(N) < zoc(rR). Como se hizo notar en la Observacion 1.3.3, N es elemento mayor del conjunto
{L < zoc(gR)|L es no-singular}, de ahi que p(N) < N. [ |

Aunque se defini6 la parte no-singular de un médulo semisimple arbitrario, para los resultados
de los capitulos posteriores, de mayor interés sera la parte no-singular del R-médulo semisimple
zoc(grR).

1.4. Moédulos Uniformes y Dimensién Uniforme

Definicion 1.4.1. Un moédulo distinto de cero gM es llamado uniforme si todo submodulo
distinto de cero de M es esencial en M.

Observacion 1.4.2. Un mddulo distinto de cero gM es uniforme si y solo si la interseccion de
cualesquiera dos submddulos distintos de cero de M es no trivial. En libros como en [10], a los
mddulo uniformes los llaman irreducibles, siendo estos un caso particular de lo que ahi se define
como que un modulo sea irreducible sobre algin submddulo.

10
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Teorema 1.4.3 (del reemplazo de Steinitz). Sean U = U1 ®...®U,, yV = V1 ®...®V,, submddulos
esenciales de un médulo rM, donde los U;’s y los V;’s son médulos uniformes. Entonces, n = m.

Demostracion. Podemos suponer que m < n. Afirmamos que para U= Uy ® ... ® U, existe
algin j € {1,...,n} tal que U NV; = 0. En caso contrario, si no existe tal j, se tendria que
0#UNV; <. Vj para cada j € {1,...,n}, pues los V;’s son modulos uniformes, lo cual implica
que

TNV ®..oUNV,)<es Vi ®..0V, =V

(cf. [10, Teorema 5.1.7]). Como (U NVi) @ .. @ (UNV,) <UNV, se sigue que_ UNV) <. V.
Entonces, dado que V <. J\/./f\ se tiene que onv <es My, en consecuenma U <es M. Por la
definicion de U se tiene que U NU; = 0, lo cual implica que U; = 0 (ya que U <es M), pero esto
contradice que Uy # 0. Por lo tanto, etiquetando nuevamente de ser necesario, podemos suponer
que UNVy = 0. Sea UY = U @ V;. Entonces UV NU; # 0 (en caso contrario, Uy + UM =
U,eU® =U, @ U @® Vi, =U @ Vi, pero U 4+ V7 no puede ser una suma directa ya que U <.4 M
y V1 #0), de ahi que

UDNU) @U@ ... DUy <es U1 @ U @ ... U, = U <o M.

Dado que (U(l) NUL) @U@ ...aU, < UM entonces UM <., M. Obsérvese que para pasar de U
a UM solo se ha reemplazado el sumando U; por V;. Repitiendo el anterior proceso (etiquetando
nuevamente a Vs, ..., V;, de ser necesario), podemos pasar de U™ a

U =VioVooUs®...» Uy,
y deducir que U® <., M. Después de m pasos, llegamos a que
UM =V, @ .8 Vy, <es M.

Sin > m entonces V11 ® ... » V,, = 0, pues se tiene la suma directa V = U g Vg1 ...V,
con U™ <_. M. Entonces Ving1 = ... =V, = 0, lo cual contradice que todos los V;’s son distintos
de cero. Por lo tanto, n = m. |

Definicién 1.4.4. Para un entero no negativo n, decimos que un R-mo6dulo M tiene dimension
uniforme n, lo cual denotamos por u.dimM = n, si existe un submoédulo V de M tal que V <., M
y V es suma directa de n submoddulos uniformes. Si no existe tal entero no negativo n, escribimos
u.dimM = oo.

Es precisamente el teorema del reemplazo de Steinitz el que garantiza la buena definicién de la
dimensién uniforme.

Observacién 1.4.5. Para un modulo gM se tiene que u.dimM =0 si y solo st M = 0. Por otro
lado, u.dimM =1 si y solo si M es un mddulo uniforme.

Proposicion 1.4.6. Sea gM un mddulo tal que u.dimM = n < co. Entonces, para toda suma
directa de k submaodulos de M distintos de cero, N = N1 @ ... ® N, < M, se cumple que k < n.

11
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Demostracion. Sean M y N como en el enunciado de esta proposicion. La demostracion procedera
por induccion sobre n. Si n = 0, entonces M = 0 y no hay nada que demostrar. Si n = 1, entonces
M es uniforme y no puede suceder que k£ > 1 puesto que se llegaria a una contradicciéon con que
todo submodulo distinto de cero de M es esencial en M. Ahora, sea n > 1. Como u.dimM = n,
existe V< M tal que V <.s M y V es suma directa de n m6dulos uniformes. Se sigue que

N{:=N;NV#0 y Nij®&..®& N, <V.

Sean V1, .., V,, moédulos uniformes tales que V=V, &...eV, y N = Ni&... EBN]Q. Entonces existe
j €{1,...,n} tal que NNV; = 0, pues en caso contrario, si no existe tal j, entonces 0 # NNV; <., V;
para cada j € {1,...,n}, lo cual implica que

NNV @ .. d(NNVy) <ee Vi@V, =V

(cf. [10, Corolario 5.1.7]). Como (NN V1) @ ...® (N NV,) < N, se sigue que N <, V, lo cual
contradice que NNN{ = 0 con N{ # 0. Etiquetando nuevamente de ser necesario, podemos suponer
que N N'V; = 0. Entonces se tiene lo siguiente:

N=N/(NNWV)=((N+W)/W) < (V/V)=2he .. eV,

Por lo tanto, podemos sumergir a N en Vo®...®V, donde u.dim(Vo & ...8V,,) = n— 1. Invocando
la hipotesis de induccién en este punto, se tiene que kK — 1 < n — 1, es decir, k < n. |

Proposicion 1.4.7. Sea M un R-mddulo. Entonces u.dimM < oo siy solo si M no contiene una
suma directa infinita de submddulos distintos de cero.

Demostracion. [=] Supongamos que u.dimM = n < co. Si M contiene una suma directa infinita
de submoédulos distintos de cero, entonces de tal suma directa podemos obtener otra suma directa
de submodulos distintos de cero con un ntmero finito de sumandos mayor que n, lo cual, por la
Proposicion 1.4.6, no es posible.

[<] Si M = 0, entonces u.dimM = 0 < oo. Supongamos que 0 # M no contiene sumas directas
infinitas. Obsérvese que todo submoédulo de M distinto de cero contiene un submédulo uniforme.
En caso contrario, si existe N < M tal que N # 0y N no contiene submddulos uniformes, entonces
existen submoédulos A; y By de N tales que 41 + By = A; @ By con Ay # 0 # B; (ya que, en
particular, N no es uniforme). Como B; no es uniforme, entonces contiene submodulos Ay y Bo
tales que Ay + By = As ® By y Ay # 0 # Bs. Continuando este proceso, podemos obtener una
suma, directa infinita A1 ® Ay ® A3 @ ... < M, lo cual contradice nuestra hipotesis. Sea Vi un
submodulo uniforme de M. Si V4 no es esencial en M, entonces existe Vy < M distinto de cero tal
que V1+ V5 = V1@V Sea V5 un submoédulo uniforme contenido en V3. Entonces, Vi 4+ V2 = Vi @ Vs,
Similarmente, si V3 @ V5 no es esencial en M, podemos encontrar un submoédulo uniforme tal que
Vi4+Vo+ V3=V, @&V, @ V3. Por hipotesis, este proceso no puede continuar indefinidamente, es
decir, existe un entero positivo n tal que V1 @ ... ® V;, <.; M, donde V; es un médulo uniforme
para cada j € {1,...,n}. Por lo tanto, u.dimM = n < cc. [ |

Corolario 1.4.8. Sea M un R-mddulo. Entonces u.dimM = oo si y solo si M contiene alguna
suma directa infinita de submddulos distintos de cero.

Corolario 1.4.9. Sea M un R-mddulo tal que u.dimM < oco. Si N < M, entonces u.dimN es
finita y u.dimN < u.dimM .
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Demostracion. Sea N < M con u.dimM < oco. Siu.dimN = oo, entonces, por el Corolario 1.4.8, N
contiene alguna suma directa infinita de submodulos distintos de cero, en consecuencia M contiene
alguna suma directa infinita de submoédulos distintos de cero, pero esto contradice a la Proposicion
1.4.7. Por lo tanto u.dimN < oco. De la Proposiciéon 1.4.6 se concluye que u.dimN < u.dimM. N

Corolario 1.4.10. Si M es artiniano o noetheriano, entonces u.dimM < oo.

Demostracion. Cada condicion de cadena (ascendente o descendente) impide la existencia de una
suma directa infinita de submodulos distintos de cero en M. Por lo tanto, por la Proposiciéon 1.4.7,
se tiene que u.dimM < oo. [ |

Definiciéon 1.4.11. Sea R un dominio (no necesariamente conmutativo). Se dice que R es un
dominio de Ore Izquierdo si para cada a,b € R\{0} se tiene que

Ran Rb#0.

Teorema 1.4.12 (de Goldie). Para cada dominio R las siguientes propiedades son equivalentes:
(1) R es un dominio de Ore izquierdo.
(2) u.dim(gR) = 1.
(3) u.dim(grR) < co.

Demostracion. [(1) = (2)] Sean I y J ideales izquierdos de R distintos de cero. Consideremos
i € lyj € Jtales que i # 0 # j. Dado que R es un dominio de Ore izquierdo, se tiene que
0# RiNRj CINJ. Porlotanto gR es uniforme, es decir, u.dimM(grR) = 1.

[(2) = (3)] Es evidente.

[(3) = (1)] (Por contrapositiva) Supongamos que existen a,b € R\{0} tales que Ra N Rb = 0.
Veamos que X = {ba’ : i > 0} es un subconjunto libre de g R. Por induccién sobre n, demostremos
que {ba®,...,ba"} es libre. Para n = 0, si rba® = 7b = 0, entonces r = 0 ya que b # 0 y R es un

n .
dominio. Ahora, supongamos que n > 0y que Y r;ba’ = 0 para algunos rq, ...,r, € R. Entonces
i=0

n . n ) n ) n—1 .

rob = — Y ribat = — Y (riba*1)a € RbN Ra = 0, de ahi que Y. 7ba*~! = > ri1ba’ =0y
i=1 i=1 i=1 i=0

rob = 0, lo cual implica que ry = 0 y, por hipdtesis de induccién, se tiene que r1 = ... = r, = 0.

Por lo tanto, para cada natural n, {ba’,...,ba™} es libre y en consecuencia X es libre. Entonces

rR contiene a la suma directa infinita @ Rba’, lo cual implica que u.dimrR = co en razén del
i>0
Corolario 1.4.8. [

1.5. Moddulos Esencialmente Finitamente Generados

Definicion 1.5.1. Se dice que un modulo pM es esencialmente finitamente generado si
existe un submoédulo N de M tal que N es finitamente generado y N <.s M.
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Lema 1.5.2. Un mddulo M tiene dimension uniforme finita si y solo si cada submddulo de M
es esencialmente finitamente generado.

Demostracion. [=] Supongamos que u.dimM < oo. Sean N < M y n := u.dimN. Entonces, por
el Corolario 1.4.9, n < u.dimM < oo y en consecuencia existen moédulos uniformes U; < N, con
i €{1,...,n}, tales que

U®...eU, <, N.

Para cada i € {1,...,n}, fijamos un elemento distinto de cero u; € U;. Entonces, para cada i €
{1,...,n}, 0 # Ru; <.s U, lo cual implica que

o

n
Rui Ses @ Ui Ses N.
i=1

=1

n
Por lo tanto, > Ru; <.s N y se concluye que N es esencialmente finitamente generado.
i=1

[<] (Por contrapositiva) Supongamos que u.dimM = oo. Entonces, por el Corolario 1.4.8, M

contiene algin submoédulo N = & M; donde M; # 0 para cada ¢ € Z,. Ahora, cualquier
i€y

submodulo finitamente generado N’ de N esta contenido en alguna suma directa de la forma

M, @® My @ .... ® M, para algtn entero positivo » > 0. Entonces N’ N M,;; = 0, lo cual implica

que N’ no es esencial en N. Dado que N’ es un submoédulo arbitrario finitamente generado de N,

se sigue que [N no es esencialmente finitamente generado. |

Proposicion 1.5.3. Sean R un anillo no-singular izquierdo y g M un mddulo proyectivo. Entonces
M es finitamente generado si y solo si es esencialmente finitamente generado.

Demostracion. [=] Si M es finitamente generado, entonces M es esencialmente finitamente gene-
rado ya que M <., M.

[<] Sea N = > Rb; <.s M. Primero, veamos que para cada f € Homg(M,R), si f(N) =0
i=1
entonces f = 0. Supongamos que f(N) = 0, entonces podemos inducir un morfismo de R-moédulos

izquierdos f : M/N — R definido por f(m+N) = f(m) (cf. [10, Teorema 3.4.7]). Como N <., M,
entonces, por la Proposicion 1.2.11, M/N es un médulo singular. Entonces

F(M/N) = f(Z(M/N)) < Z(rR) =0,

lo cual implica que f = 0y por ende f = 0. Ahora, dado que M es proyectivo, por el Lema de la Base

Dual (cf. [10, Teorema 5.4.2]), existen familias {a;|i € I} C M y {f;|i € I} C Hompg(M, R) tales

que para cada a € M, f;(a) # 0 solo para un ntimero finito de elementos i € I ya= > fi(a)a;.
fula£o

En particular, para cada j € {1,...,n}, fi(b;) = 0 salvo para un namero finito de elementos ¢ € I,

asi que existe un subconjunto finito Iy de I tal que ¢ ¢ I implica que f;(b;) = 0 para cada

j €{1,...,n}. Entonces, para cada ¢ ¢ I se tiene que f;(N) = 0, lo cual implica que f; = 0. Por

lo tanto, para cada a € M, de a = > fi(a;)ai, se tiene que a = Y fi(a)a; € Y, Ra;. Por lo
i€l i€lo iclo
fi(a)7#0
tanto M = > Ra;, es decir, M es finitamente generado. |
i€ly
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CAPITULO 1. PRELIMINARES
1.6. ANILLOS HEREDITARIOS Y SEMIHEREDITARIOS

1.6. Anillos Hereditarios y Semihereditarios

Definicién 1.6.1. Un anillo R es hereditario izquierdo (derecho) si cada ideal izquierdo (dere-
cho) de R es un R-moédulo izquierdo (derecho) proyectivo. Si R es hereditario izquierdo y hereditario
derecho, decimos que R es hereditario.

Proposicion 1.6.2. Sean R un anillo hereditario izquierdo y g : E — N wun epimorfismo de
R-mddulos izquierdos con E inyectivo. Entonces, N es inyectivo.

Demostracion. Sea I un ideal izquierdo de Ry f : I — N un morfismo de R-moédulos izquierdos.
Como [ es proyectivo, entonces existe un morfismo h : I — F tal que gh = f, es decir, el diagrama

1z
E——— N

conmuta. Como E es inyectivo, por el Criterio de Baer, existe un morfismo ¢ : R — FE tal que
pt = h conmuta, donde ¢ : I — R es el morfismo inclusioén, es decir, el diagrama

I———R

conmuta. Sea 7 = gy : R — N. Entonces 7t = (gp)t = g(pt) = gh = f, es decir, el diagrama

I ——>3 R

conmuta. Por el Criterio de Baer, IV es inyectivo. |

Definicion 1.6.3. Un anillo R es semihereditario izquierdo (derecho) si cada ideal izquierdo
(derecho) finitamente generado de R es proyectivo como un R-mé6dulo izquierdo (derecho). Si R es
semihereditario izquierdo y semihereditario derecho, decimos que R es semzthereditario.

Proposicién 1.6.4. Un anillo R semihereditario izquierdo es no-singular izquierdo.

Demostracion. Sean 0 #m € Ry f: R — Rm el epimorfismo definido por f(r) = rm. Como
m # 0, se sigue que anng(m) # Ry, ademads, se tiene la siguiente sucesion exacta corta:

/

0 —— anng(m) —— R Rm 0.
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Como Rm es proyectivo, entonces Kerf = I'mt = anng(m) es un sumando directo propio de gR.
Entonces anng(m) no es esencial en gR y por ende m ¢ Z(rR). Por lo tanto Z(grR) = 0, es decir,
R es no-singular izquierdo. [ |

Teorema 1.6.5. Sea R un anillo hereditario izquierdo. Entonces R es noetheriano izquierdo si y
solo si u.dimpR < co.

Demostracion. [=] Si pR es noetheriano, entonces no puede contener sumas directas infinitas de
submodulos distintos de cero. Por la Proposicién 1.4.7, se concluye que u.dimpR < 0.

[«<] Supongamos que u.dimpR < co. En particular, R es semihereditario izquierdo, por lo que R es
no-singular izquierdo (Proposiciéon 1.6.4). Sea I un ideal izquierdo de R. Entonces I es proyectivo
(pues R es hereditario izquierdo) y, por el Lema 1.5.2, I es esencialmente finitamente generado ya
que u.dimpR < co. Entonces, por la Proposicion 1.5.3, I es finitamente generado. Como [ es un
ideal izquierdo arbitrario de R y es finitamente generado, se sigue que pR es noetheriano. |

1.7. Algunos Tipos de Anillos

En esta seccion se definirdn algunos tipos especificos de anillos que aparecen en los enunciados
de los resultados de los siguientes capitulos y se presentarédn algunas consecuencias elementales de
estas definiciones, esto con la intenciéon de hacer lo méas auto-contenido posible el presente trabajo.

Definicion 1.7.1.

(1) Un ideal propio P de R es un i¢deal primo de R si para cada a,b € R, aRb C P implica que
a€ePobeP.

(2) Un ideal propio S de R es un ideal semiprimo de R si para cada a € R, aRa C S implica
que a € S.

(3) Se dice que R es un anillo primo si 0 es un ideal primo de R.

(4) Se dice que R es un anillo semiprimo si 0 es un ideal semiprimo.

Proposicion 1.7.2. R es un anillo semiprimo si y solo si para cada ideal izquierdo (derecho,
bilateral) I de R, I? = 0 implica que I = 0.

Demostracion. [=] Sea I un ideal izquierdo (derecho, bilateral) de R tal que I? = 0. Entonces,
para cada a € I, aRa C I? = 0. Dado que 0 es un ideal semiprimo de R, se sigue que a = 0. Por
lo tanto, I = 0.

[«<] Sea a € R tal que aRa = 0. Entonces (Ra)(Ra) = 0y, de la hipotesis, se sigue que Ra = 0, es
decir, a = 0. Por lo tanto 0 es un ideal semiprimo de R. |

Teorema 1.7.3. Para cada anillo R distinto de cero, las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(1) R tiene un tnico ideal izquierdo mdximo.

(2) R tiene un unico ideal derecho mdzimo.

16



CAPITULO 1. PRELIMINARES
1.7. ALGUNOS TIPOS DE ANILLOS

(8) R/J(R) es un anillo con division, donde J(R) denota al radical de Jacobson de R.
(4) R\U(R) es un ideal de R, donde U(R) denota al grupo de las unidades de R.

(5) R\U(R) es un grupo bajo la suma.

(6) Para cada entero positivo n, a1 + ... + a, € U(R) implica que algin a; € U(R).
(7) Sia+beU(R), entonces a € U(R) 6 b€ U(R).

Demostracion. [(1) = (3)] Por hipétesis, el tinico ideal izquierdo maximo de R es J(R). Entonces,
R/J(R) solo tiene dos ideales izquierdos (a saber los ideales 0 y R/J(R)), lo cual implica que
R/J(R) es un anillo con division.

[(3) = (1)] Sea M un ideal izquierdo méaximo de R. Entonces 9t/ J(R) es un ideal izquierdo de
R/J(R), donde 0 y R/J(R) son los unicos ideales izquierdos de R/J(R) ya que este tltimo es un
anillo con division. Por lo tanto, M/ J(R) = 0, es decir, M = J(R).

[(2) & (3)] La demostracion es simétrica a la realizada en (1) < (3).

[(3) = (4)] Sea z € R\J(R). Entonces = + J(R) es invertible en R/J(R), por lo que existe
y € R\J(R) tal que zy + J(R) = yx + J(R) = 1+ J(R). Se sigue que zy,yz € 1+ J(R) donde
1+ J(R) CU(R) (cf. [10, Lema 9.3.1), lo cual implica que existen ug,u1 € U(R) tales que zy = ug
y yr = u;. Entonces en R, x tiene inverso derecho e inverso izquierdo y, por lo tanto, = tiene un
inverso (el inverso izquierdo y el inverso derecho deben coincidir), es decir, z € U(R). Ademas,
dado que J(R) < R, es claro que si z € U(R) entonces x ¢ J(R). Por lo tanto, z ¢ J(R) si y solo
si € U(R), equivalentemente, R\U(R) = J(R).

[(4) = (5) = (6) = (7)] Son tautologias.

[(7) = (3)] Sea a € R tal que a ¢ J(R). Entonces existe un ideal méximo izquierdo 9 tal que
a ¢ 9. Entonces M + Ra = R, lo cual implica que 1 = m + ba para algunos m € My b € R.
Como m +ba € U(R) y m ¢ U(R), (7) implica que ba € U(R). Se sigue que existe u € R tal que
(ub)a = 1 y en consecuencia ((ub) + J(R))(a + J(R)) = 1 + J(R). Por lo tanto, todo elemento
distinto de cero en R/J(R) tiene inverso izquierdo (lo cual implica que también van a ser inversos
derechos), asi que (R/J(R))\{0} es un grupo con la multiplicacion, o bien, R/J(R) es un anillo
con divisién. n

Definicion 1.7.4. Un anillo R distinto de cero que satisfaga alguna de las condiciones del Teorema
1.7.3, se dird que es un anillo local

Definicion 1.7.5. Se dice que R es un anillo semilocal si R/J(R) es un anillo artiniano izquierdo
o, equivalentemente, si R/J(R) es un anillo semisimple.

Observacion 1.7.6. Todo anillo local es un anillo semilocal. Por otro lado, la equivalencia de la
Definicion 1.7.5, se puede consultar en (b) del Teorema 9.2.2 de [10].

Proposicion 1.7.7. Si R tiene un nimero finito de ideales izquierdos mdzimos, entonces R es
semilocal.
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Demostracion. Sean 9y, ..., M, los ideales izquierdos maximos de R. Consideremos el morfismo de

moédulos ¢ : R — @ R/M; definido por ¢(r) = (r+My, ...,r+M,,). Entonces Kerp = (| M; =
i=1 =1
J(R)y R/J(R) = Imp < @ R/M,;. Dado que € R/M; es semisimple, entonces r(R/J(R)) es
i=1 i=1
semisimple, lo cual implica que g/ (g)(R/J(R)) es semisimple (ver Corolario 1.9.7), es decir, R es

semilocal. |

La siguiente proposiciéon nos dice que bajo ciertas condiciones un anillo semilocal tiene un ntimero
finito de ideales izquierdos maéaximos, siendo un tipo de reciproco de la Proposicion 1.7.7. Sin
embargo, para la demostracion se hace uso del Teorema de Wedderburn para anillos semisimples,
cuya prueba es extensa y no esta en sintonia con los resultados previamente demostrados. Entonces
para la siguiente proposicién solo se citara su respectiva demostracion.

Proposicion 1.7.8. Si R es semilocal y R/J(R) es conmutativo, entonces R tiene un nimero
finito de ideales izquierdos mdzimos.

Demostracion. Ver la Proposicion 20.2 de [12]. |

Corolario 1.7.9. Si R es conmutativo, entonces R es semilocal si y solo si R tiene un numero
finito de ideales mdzximos.

Demostracion. La afirmacion se sigue directamente de la Proposiciéon 1.7.7 y de la Proposiciéon
1.7.8. |

Definicion 1.7.10. Se dice que R es un anillo regular (en el sentido de von Neumann) si para
cada r € R existe v’ € R tal que rr'r = r.

Teorema 1.7.11. Un anillo R es regular (en el sentido de von Neumann) si y solo si para cada
a € R, Ra <ggrR.

Demostracion. [=] Sea a € R. Por hipotesis, existe a’ € R tal que aa’a = a. Si x = a’a, entonces
Rz < Ray 2? = (d’a)(d’a) = d’(ad’a) = a'a = z, es decir, z es idempotente. Ahora, si ra € Ra
para algin r € R, entonces ra = r(aa’a) = (ra)(a’a) = (ra)z € Rz, de ahi que Ra = Rx donde
Rz es un sumado directo de pR al ser generado por un elemento idempotente.

[«<] Sea a € R. Por hipotesis existe H <pR tal que Ra & H = R, lo cual implica que 1 = ra + h
para algtin € R y algin h € H. Entonces, para cada z € Ra, x = z1 = z(ra + h) = zra + zh
por lo que * = zra € R(ra) (pues x — xra = vh € Ra N H = 0), de ahi que Ra = R(ra) con
ra = (ra)(ra), es decir, ra es un elemento idempotente. Como a € Ra = R(ra), entonces a = t(ra)
para algin t € Ry se tiene que a(1 —ra) = t(ra)(1 — (ra)) = 0 (ya que ra es idempotente), lo cual
implica que a = ara. Por lo tanto, para cada a € R existe r € R tal que a = ara, es decir, R es
regular (en el sentido de von Neumann). |

En (d) de los Ejemplos 2.32 de [13], se puede ver que los anillos regulares (en el sentido de von
Neumann) son hereditarios. Ademas, si I es un ideal izquierdo de un anillo regular (en el sentido
de von Neumann) tal que I? = 0, entonces para cada a € I se tiene que existe un elemento a’ en
el anillo tal que @ = aa’a € I? = 0. Entonces, por la Proposicién 1.7.2, se concluye que los anillos
regulares (en el sentido de von Neumann) son semiprimos.
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Definicion 1.7.12. Un anillo R es llamado indescomponible si para cada par de anillos Ry y
Ry, R = Ry X Ry implica que R{ =06 Ry = 0.

Observacion 1.7.13. Sean R, Ry y R son anillos tales que R~ Ry X Ry y p: Ry Xx Ro — R
un isomorfismo de anillos. Como Ry y Ro son ideales bilaterales de Ry X Ry (donde Ry x {0} se
identifica con Ry y {0} X Ry se identifica con Rs), entonces ¢(R1) y ¢(R2) son ideales bilaterales
de R. Ademds, R = ¢(R1) ® ¢(Rz2). Para ver esto, sea v € R, entonces r = ¢(r1,r2) para
algunos r1 € Ry y ro € Ry. Se sigue que r = ¢(r1,0) + ¢(0,12) € ©(R1) + ¢(R2). Ademds, si
x € p(R1) N@(R2), entonces © = ¢(r1,0) = ¢(0,r2) para algunos r1 € Ry y ro € Ra, como ¢ es
inyectivo, entonces (r1,0) = (0,7r3), es decir ry =0 y ro =0, lo cual implica que x = 0.

1.8. Dominios Enteros y Moédulos Libres de Torsion

Definicion 1.8.1. Sean R un dominio entero y A un R-modulo.

(1) Se dice que A es un R-mddulo de torsion, si para cada a € A exister € Rtalquer #0y
ra = 0.

(2) Se dice que A es un R-mddulo libre de torsion, si para cadar € Ry cadaa € A, ra =0
implica que r =06 a = 0.

Ejemplo 1.8.2. (1) Todo grupo abeliano finito es un Z-moédulo de torsion.

(2) Si R es un dominio entero, R es un R-modulo libre de torsion.

Proposicion 1.8.3. Si R es un dominio entero y A es un R-mddulo, entonces tA = {a € A|Fr €
R:r#0 yra=0} es un submddulo de A y tA es un mddulo de torsion.

Demostracion. Claramente 0 € tA. Si a,b € tAy r € R, entonces existen r1,r2 € R\{0} tales que
ria = 0y rob = 0. Entonces, rirg # 0y rire(a+1b) = (rire)a+ (r172)(rb) = (rar1)a+ ((rire)r)b =
ro(ria) + (r17)(r2b) = 0, lo cual implica que a + rb € tA. Por lo tanto, tA < A y por su definiciéon
tA es un modulo de torsiom. [

Observacion 1.8.4. Si R es un dominio entero y A es un R-mddulo, entonces A es de torsion si
y solo si A =1tA. Por otro lado, A es libre de torsion si y solo si tA = 0.

Definicion 1.8.5. Si R es un dominio entero, entonces se dice que un R-moédulo M es divisible
si rM = M para cada r € R con r # 0.

Proposicion 1.8.6. Supongamos que R es un dominio entero y F' es su campo de fracciones.
Entonces, como R-maddulo, F es libre de torsion y divisible.
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Demostracion. Sea x € F y supongamos que existe r € R\{0} tal que rz = 0. Como F es un
campo y R C F, se sigue que x = 0. Por lo tanto, el tnico elemento de torsién de F' es el elemento
0, es decir, F es libre de torsion. Ademés, para cada s € R\{0}: ss~'x = z, donde s~ !z € F, es
decir, se tiene que sF' = F. Por lo tanto F es divisible como R-médulo. |

Proposicion 1.8.7. Si R es un dominio entero y F es su campo de fracciones, entonces R es
esencial en F.

Demostracion. Mostremos que para cada x € F', con x # 0, existe € R tal que rx € Ry rz # 0.
Para esto, sea * = a/b con a,b € R\{0}, entonces rz = a € R\{0} donde r = b € R. Por lo tanto,
R <.s F (cf. [10, Lema 5.1.6]). [

Proposicion 1.8.8. Si R es un dominio entero y M es un R-mddulo libre de torsion y divisible,
entonces M es inyectivo.

Demostracion. Sean I un ideal de R distinto de cero y f : I — M un morfismo. Fijamos algin
xg € I con xy # 0. Entonces por ser M divisible se tiene que M = xoM, de ahi que f(zo) = xomo
para algian mg € M. Ahora, para cada a € I,

zof(a) = f(xoa) = flaxo) = af(xo) = axomo = Toamy. (1.6)
Como M es libre de torsion, por (1.6), se sigue que f(a) = amg. Entonces
f:R—-M
a — amy
es un morfismo tal que f|; = f, es decir, el diagrama

I—— R

Por el criterio de Baer, M es inyectivo. |

Corolario 1.8.9. Si R es un dominio entero y F' es su campo de fracciones, entonces F' es una
cdpsula inyectiva de R.

Demostracion. Por la Proposicion 1.8.6, F' es un R-moédulo libre de torsion y divisible. De la
Proposicion 1.8.8, se sigue que F' es inyectivo y la Proposicion 1.8.7 implica que R <.s F'. Por lo
tanto, F' es capsula inyectiva de R. |

Lema 1.8.10. Si R es un dominio entero, entonces no tiene sumandos directos no triviales.

Demostracion. Sean I, e I5 ideales de R tales que R = I & Is. Entonces, 1 = i1 + iy para
algunos i; € I e iy € I5. Se sigue que i1 = ;1 = iy(iy + ia) = 45 + i1io, lo cual implica que
11(1 —i1) = 4393 € 1 N I3 = 0. Como R es dominio entero, entonces iy = 06 i1 = 1. Si i3 = 1,
entonces I1 = R e I = 0. En el otro caso, si i1 = 0 entonces io = 1, lo cual implica que Is = R e
L, =0. [ |
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1.9. Cambios de Anillo

Existen ciertas formas naturales e importantes de que un moédulo sobre un anillo herede una
estructura de modulo sobre otro anillo. Por ejemplo, de una manera completamente natural, todo
modulo sobre un anillo R tiene estructura de médulo sobre todo subanillo de R. En general, algunos
de estos “cambios de anillo” estan inducidos por morfismos de anillos.

Observacion 1.9.1. Sean ¢ : R — S un morfismo de anillos unitarios y M un S-mddulo
izquierdo. Si la estructura sM se obtiene del morfismo de anillos A : S — End(M), entonces

A¢: R — End(M)

induce una estructura de R-mddulo izquierdo en M. Aqui, la multiplicacion por escalares estd dada
por

Vre Rz e M:rz:=((A9)(r))(z) = (A(6(r)))(z) = o(r)z.

Ademds, si f : M — N es un morfismo de S-mddulos izquierdos, entonces f también es morfismo
de R-mddulos izquierdos, ya que si ™ € R y a,b € M se tiene que

flra+0) = f(¢(r)a+b) = o(r)f(a) + f(b) = rf(a) + f(b).

De la Observacion 1.9.1 se tiene claramente el siguiente resultado.

Proposicion 1.9.2. Sea ¢ : R — S un morfismo de anillos unitarios y sea M un grupo abeliano
que es simultdneamente un R-mddulo izquierdo y un S-mddulo izquierdo tal que para cadar € R y
cada x € M, rm := ¢(r)m. Entonces

L(sM) < ZL(rM) = L(ymyM) < ZL(zM).

Teorema 1.9.3. Sean R, S y S’ anillos, ¢ : R — S y ¢’ : R — S’ morfismos de anillos
unitarios con ¢ suprayectivo, y consideremos K := Ker¢ y K' := Ker¢'. St K' C K, entonces
existe un inico morfismo de anillos unitarios v : 8" — S tal que V¢’ = ¢, es decir, el diagrama

conmuta. Ademds, 1) es inyectiva si y solo si K = K'.

Demostracion. Supongamos que K’ C K. Dado que ¢’ es suprayectiva, entonces para cada z’ € S’
existe x € R tal que ¢'(x) = 2’. Entonces, definimos ¢ : §" — S como ¥ (z’) = ¢(z) para cada
2’ € 5, donde x € R es tal que ¢'(z) = a’. Obsérvese que 1 esta bien definida, pues si z1,22 € R
son tales que ¢'(x1) = ¢'(x2), entonces ¢'(x1 — z2) = ¢'(x1) — ¢'(x2) = 0, lo cual implica que
x1 —x9 € K' C K y por ende ¢(x1) = ¢(x2), es decir, (¢’ (x1)) = (¢ (x2)). Por construccion,
es claro que 1 es un morfismo de anillos unitarios tal que ©¥¢’ = ¢. Que v sea el tinico morfismo
de anillos unitarios tal que ¥¢’ = ¢ se debe a que ¢’ es suprayectivo y por ende un epimorfismo
de anillos unitarios. Finalmente, v es inyectiva si y solo si Kery) = 0 donde Kery = ¢/(K) y
¢'(K)=0siysolosi K C K'.

[ |
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Proposicion 1.9.4. Sean M un R-mddulo izquierdo e I un ideal de R contenido en el anulador
de M. Entonces M es un R/I-mddulo izquierdo con la multiplicacion por escalares definida por

Vr+IeR/I,YmeM: (r+I)m=rm.

Demostracion. Supongamos que M es R-modulo izquierdo via el morfismo de anillos A : R —
End(M).Siv: R — R/I es el epimorfismo natural de anillos, entonces Kerv = I C KerA donde
Ker) es el anulador de M y, por el Teorema 1.9.3, existe un tnico morfismo de anillos unitarios
n: R/I — End(M) tal que el triangulo

conmuta. Por lo tanto, via el morfismo de anillos unitarios n, M tiene estructura de R/I-modulo
izquierdo, donde para cada r+ 1 € R/I y cada m € M se tiene que

(r+ Dm = (n(r + 1))(m) = (n(v(r)))(m) = () (r))(m) = (A(r))(m) = rm.

Definicion 1.9.5. Un R-moédulo izquierdo M es llamado fiel si para cada r € R, rM = 0 implica
que 7 = 0.

Observacion 1.9.6. Si M es R-mddulo izquierdo via el morfismo de anillos unitarios A : R —
End(M), entonces M es fiel si y solo si KerA = 0.

Por la Observacion 1.9.1, la Proposicion 1.9.2 y la Proposicion 1.9.4 se tiene el siguiente corolario.

Corolario 1.9.7. Sea M un R-mddulo izquierdo, y sea I un ideal de R contenido en el anulador
de M. Entonces

(1) un subgrupo de M es un R-submddulo si y solo si es un R/I-submddulo. Esto es, las reticulas
de R-submddulos y de R/I-submddulos de M coinciden.

(2) M es fiel como R/I-mddulo izquierdo (es decir, el anulador de M es trivial) si y solo si I es
el anulador de M.

Proposicion 1.9.8. Sean ¢ : R — S un morfismo de anillos unitarios suprayectivo y M un S-
mddulo izquierdo. Si RM es inyectivo (considerando a M con la estructura de R-mddulo izquierdo
inducida por ¢), entonces sM es inyectivo.
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Demostracion. [=] Sean f : A — By g: A — M morfismos de S-mddulos izquierdos con f
monomorfismo. Por la Observacion 1.9.1, f y ¢g son morfismos de R-moédulos izquierdos donde f
es inyectivo. Por hipoétesis, existe h : B — M un morfismo de R-moédulos izquierdos tal que el
triangulo

A—7L B
g (1.7)
- h
I
M

conmuta. Notese que h también es morfismo de S-modulos, pues si s € S 'y b € B, entonces existe
r€ Rtal que ¢(r) =sy

h(sb) = h(¢(r)b) = h(rb) = rh(b) = ¢(r)h(b) = sh(b).

Por lo tanto, de (1.7) se sigue que gM es inyectivo. |
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Capitulo 2

Moédulos Ciclicos Propios y la
Propiedad (P)

2.1. Primeras Consecuencias de la Propiedad (P)

Los modulos ciclicos propios y lo que se va a definir como la propiedad (P) seran conceptos
centrales para el resto de resultados de este trabajo, asi que en este capitulo se empezarédn a
exhibir algunas propiedades y consecuencias relativas a estos conceptos, estudiando anillos que
satisfacen la propiedad (P) bajo ciertas hipdtesis adicionales.

Definicion 2.1.1. Se dice que un R-modulo izquierdo C' es ciclico propio si C' es ciclico y no es
isomorfo a pR.

De manera inmediata se tiene que para cada n, Z, es un Z-médulo ciclico propio y que cada campo
F no tiene modulos ciclicos propios diferentes de cero.

Los anillos cuasi-Frobenius dan cierta inspiracién para la propiedad principal que se estudiard en
este capitulo, ademéas de que estan involucrados en los principales resultados del Capitulo 3 y del
Capitulo 4, respectivamente, asi que es pertinente definirlos y mencionar algunas propiedades de
estos anillos tan importantes.

Definicion 2.1.2. Sea R un anillo noetheriano izquierdo. Entonces, se dice que R es un anillo
cuasi-Frobenius si pR es inyectivo.

Observaciéon 2.1.3. Si R es un anillo cuasi-Frobenius, entonces R es artiniano (izquierdo y
derecho) y autoinyectivo (izquierdo y derecho), por ello no se hace énfasis en el lado en la Definicion
2.1.2. Para ver la demostracion de este hecho, consultar [10, Teorema 15.2.1].

Teorema 2.1.4 (Faith-Walker). Las siguientes condiciones son equivalentes para un anillo R:
(1) R es cuasi-Frobenius.

(2) Todo R-mddulo izquierdo (derecho) proyectivo es inyectivo.
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(8) Todo R-mddulo izquierdo (derecho) inyectivo es proyectivo.

Demostracion. Ver [10, Teorema 13.6.1]. [ |

Como se hizo notar en la introduccion del presente trabajo, los anillos cuasi-Frobenius pueden
caracterizarse por la interesante propiedad de que cada uno de sus modulos izquierdos es cociente de
algin moédulo izquierdo inyectivo. El siguiente teorema muestra tal resultado, siendo practicamente
una consecuencia del Teorema de Faith-Walker.

Teorema 2.1.5. R es cuasi-Frobenius si y solo si todo R-modulo izquierdo es cociente de algun
R-mddulo izquierdo inyectivo.

Demostracion. [=] Dado que todo R-moédulo libre es proyectivo y todo R-moédulo proyectivo es
inyectivo (Teorema 2.1.4), entonces todo R-mo6dulo es cociente de un inyectivo ya que todo R-
modulo es cociente de un libre.

[<] Sea P un R-modulo proyectivo. Entonces, por hipotesis, P = I/H con I inyectivoy H < I. Se
sigue que I /H es proyectivo, lo cual implica que H <gI y por ende existe L < [ tal que H®L = I.
Entonces L = I/H = P, de ahi que P es inyectivo ya que L lo es. Por lo tanto todo R-mo6dulo
proyectivo es inyectivo, es decir, por el Teorema 2.1.4, R es cuasi-Frobenius. |

Ahora, respecto al Teorema 2.1.5, nos restringimos en los posteriores resultados y estudio a la clase
de los R-modulos ciclicos propios mediante lo que conoceremos como la propiedad (P), es decir,
serd de interés conocer la estructura de aquellos anillos en los que todo médulo ciclico propio es
cociente de algtn inyectivo.

Definicién 2.1.6. Decimos que R satisface la propiedad (P) si cada R-modulo izquierdo ciclico
propio es imagen homomorfa de algin R-mddulo izquierdo inyectivo.

Definicion 2.1.7. Dados los R-modulos M y N, decimos que M es N-subinyectivo si para cada
morfismo f : N — M existe un morfismo f : E(N) — M tal que f|y = f, es decir, tal que el
diagrama

N ——* 5 E(N)
f
oo
»
M

conmuta, donde ¢ es el morfismo inclusion.

El concepto dado en la Definicion 2.1.7 seréa de gran utilidad, pues guarda una estrecha relacion
con los médulos ciclicos propios como se mostraré posteriormente en el capitulo.

Proposicion 2.1.8. Si N es proyectivo, entonces cada imagen homomorfa de un mddulo N -
subinyectivo es N -subinyectivo.

Demostracion. Sean M un moédulo N-subinyectivo, g : M — K un epimorfismoy f: N — K
un morfismo. Dado que N es proyectivo, existe un morfismo h : N — M tal que gh = f. Tal
situaciéon la podemos visualizar en el siguiente diagrama conmutativo:
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N
no”
f
z<’/
M—2 K

Como M es N-subinyectivo entonces h se puede extender a un morfismo h: E(N) — M. Entonces
gh : E(N) — K cumple que para cada n € N, gh(n) = g(h(n)) = g(h(n)) = (gh)(n) = f(n), es
decir, el triAngulo

N B(N)

conmuta. Por lo tanto, K es N-subinyectivo. |

Lema 2.1.9. R satisface (P) si y solo si todo R-mddulo izquierdo ciclico propio es R-subinyectivo.

Demostracion. [=] Sea R un anillo que satisface (P) y C un R-moédulo izquierdo ciclico propio.
Entonces C' es la imagen homomorfa de algiin médulo inyectivo E. Sea f : R — E un morfismo.
Como FE' es inyectivo, existe g : F(R) — E tal que g|g = f, es decir, g hace conmutativo al
siguiente diagrama:

R E(R)
f
/// g
»
E

Entonces, E es R-subinyectivo. Ya que R es proyectivo y C' es imagen homomorfa de F, entonces,
por la Proposiciéon 2.1.8, se sigue que C' es R-subinyectivo.

[<] Supongamos que todo R-moédulo izquierdo ciclico propio es R-subinyectivo. Entonces, para
cada ciclico propio pC' = R, el epimorfismo

c:R—C

T e

se puede extender a un morfismo ¢ : E(R) — C'. Dado que o es epimorfismo, entonces & también
lo es y asi C es imagen homomorfa de un R-moédulo inyectivo. Por lo tanto R satisface (P). |

Proposicion 2.1.10. Supongamos que R un dominio entero. Entonces R satisface (P) si y solo
st R es un campo.

Demostracion. [=] Supongamos que R es un dominio entero que satisface (P) con campo de
fracciones F'. Entonces, por el Corolario 1.8.9, F' es una capsula inyectiva de R. Supongamos que
existe T un ideal propio no cero de R. Obsérvese que R/I es un R-modulo ciclico y se puede ver
que como R-mo6dulo no es isomorfo a R. Para esto, supongamos que R/I y R son isomorfos como
R-mo6dulos. Entonces R/I es proyectivo y se sigue que el epimorfismo natural v : R — R/I se
escinde, es decir, I = Kerv es un sumando directo de R, pero esto contradice el Lema 1.8.10 y,
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en consecuencia, se concluye que R/I es un R-moédulo ciclico propio. Ahora, por el Lema 2.1.9,
v: R — R/I se puede extender a un morfismo o : F — R/I que también es epimorfismo porque
vloes. Sir+ 1€ R/I, entonces existe s € F tal que 7(s) = r + I. Por la Proposicion 1.8.6 F es
divisible como R-mo6dulo y como I es no cero existe ig € I\{0} tal que s = iot para algin ¢t € F. Se
sigue que r + I = 0(s) = v(ipt) = iov(t) = 0 (la ultima igualdad se tiene porque ioo(t) € I(R/I)),
lo cual implica que R/I = 0, pero esto contradice que I es un ideal propio de R. Por lo tanto R es
un dominio entero simple, es decir, R un campo.

[«<] Si R es campo, entonces el tnico R-moédulo ciclico propio es 0 y este es, evidentemente, imagen
homomorfa de cualquier R-mé6dulo inyectivo. |

Lema 2.1.11. Si R es un anillo que satisface (P), entonces todo R-mddulo izquierdo ciclico propio
es suma directa de un mddulo singular y un mddulo inyectivo.

Demostracion. Sea C' un R-modulo izquierdo ciclico propio. Dado que R satisface (P), existe un
modulo inyectivo E' y un epimorfismo f : E — C. Si A es una clausura esencial de Kerf en F,
entonces, por la Proposiciéon 1.1.6, A es inyectivo y en consecuencia A es un sumando directo de E.
Entonces existe B < F tal que F = A& B. Consideremos la funcion ¢ : A@ B — (A/Kerf)® B
definida por p(a+b) = (a+Kerf,b).Sia,a’ € A,b,b/ € Byr € R, entonces se tiene que ¢(r(a+b)+
(a'+b")) = p((ra+ad" )+ (rb+b)) = ((ra+ad" )+ Ker f,ro+V') = ((ra+Kerf)+(a'+Kerf),rb+b') =
(ra+ Kerf,rb)+(a'+ Kerf,V') =r(a+ Kerf,b)+ (' + Ker f,t') = rp(a+b)+¢(a’ +b'), es decir,
@ es un morfismo de R-moédulos que evidentemente es suprayectivo. Es claro que Kerf < Kerp
ysiz=a+be Kerp,cona € Ay b e B, entonces (0 + Kerf,0) = p(x) = (a + Kerf,b), lo
cual implica que b =0y z = a € Kerf. Por lo tanto Kerp = Kerf y, por el primer teorema de
isomorfismos, (A® B)/Kerf = (A® B)/Kerp = (A/Kerf)® B. Ademas, como f es epimorfismo,
entonces C = E/Kerf, donde E/Kerf = (A® B)/Kerf = (A/Kerf) @ B. Por la definicion de
A se tiene que Kerf <., A, asi que, por la Proposicion 1.2.11, A/Kerf es un modulo singular.
Ademés, B es inyectivo ya que es un sumando directo de E. Por lo tanto C' es suma directa de un
moédulo singular y un médulo inyectivo. ]

Corolario 2.1.12. Si R es un anillo que satisface (P), entonces todo R-mddulo simple proyectivo
es inyectivo.

Demostracion. Sea C' un R-mo6dulo simple proyectivo. Entonces, por el Corolario 1.2.17, C es
no-singular. Dado que C es simple, entonces es ciclico y se cumple alguno de los siguientes dos
casos:

(1) Si C es isomorfo a g R, entonces g R es simple. Se sigue que g R es inyectivo (todo modulo sobre
un anillo semisimple es inyectivo, [10, Corolario 8.2.2]) y por lo tanto C también lo es.

(2) Si C no es isomorfo a gR, entonces C' es ciclico propio y, por el Lema 2.1.11, C = S@ F
donde S es un R-modulo singular y E es un R-moédulo inyectivo. Como C' es no-singular, entonces
S es no-singular, lo cual implica que S = 0 (pues S es, simultdneamente, singular y no-singular).
Entonces C' = E y se concluye que C es inyectivo. |

Corolario 2.1.13. Sea R un anillo no-singular izquierdo que satisface (P). Entonces cada ideal
izquierdo simple de R es inyectivo.

Demostracion. Sea S un ideal izquierdo simple de R. Dado que rR es no-singular, entonces S
es no-singular y, por el Corolario 1.2.17, se sigue que S es proyectivo. Por el Corolario 2.1.12 se
concluye que S es inyectivo. |
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El siguiente lema sera clave en varias demostraciones del siguiente capitulo, donde constantemente
se tendran descomposiciones de la forma RrR = A& B.

Lema 2.1.14. Supongamos que R satisface (P) y que no es autoinyectivo izquierdo. Si existe una
descomposicion pR = A ® B, entonces A ¢ B es semisimple y el otro es isomorfo a pR.

Demostracion. Supongamos que R satisface (P) y que no es autoinyectivo izquierdo. Ademaés,
supongamos que existe una descomposicion pR = A® B. La demostracion se hara en los siguientes
dos pasos:

Paso 1. Vamos a demostrar que si alguno de A y B no es semisimple entonces el otro es inyectivo.
Supongamos que A no es semisimple. Entonces existe un submédulo propio A’ de A que no es un
sumando directo de A. Notese que R/A’ no es proyectivo, ya que en caso contrario el epimorfismo
natural v : R — R/A’ se escinde, es decir, se tendria que Kerv = A’ <g Ry existirfa B’ <gR
tal que R = A’ @ B’, luego, por la Ley modular, A = ANR=AN(A' @& B)=A® (B’ NA
lo que contradice que A’ no es sumando directo de A. Entonces R/A’ no es isomorfo a rR, es
decir, R/A" es ciclico propio. Por el Lema 2.1.9, R/A’ es R-subinyectivo y en consecuencia el
epimorfismo natural v : R — R/A’ se puede extender a un morfismo 7 : F(rR) — R/A’ que
también es epimorfismo ya que v lo es. Ahora, como R/A’ = (A® B)/A’ = (A/A’) ® B (donde el
isomorfismo (A @ B)/A’ =2 (A/A") @ B se puede demostrar de manera similar a como se demostro
el isomorfismo (A @ B)/Kerf = (A/Kerf) ® B en la demostracion del Lema 2.1.11), entonces B
es una imagen homomorfa de R/A’. Entonces existe un epimorfismo ¢ : R/A’ — B. Se sigue que
el epimorfismo v : E(R) — B se escinde ya que B es proyectivo por ser sumando directo de gR.
Entonces E(rR) = Ker(pv) ® N para algin N < E(rR). Por el primer teorema de isomorfismos,
B = E(rR)/Ker(pv) = N. Asi, B es inyectivo por ser isomorfo a N que es un sumando directo
del R-modulo inyectivo E(gR).

Paso 2. Ahora vamos a concluir que alguno de A y B es semisimple y el otro isomorfo a g R. Notese
que alguno de A y B debe ser semisimple pues, en caso contrario, si A y B no son semisimples
entonces el Paso 1 implica que A y B son inyectivos y en consecuencia gR = A @ B es inyectivo,
pero esto contradice que R no es autoinyectivo izquierdo. Sin pérdida de generalidad, supongamos
que A es semisimple. Resta demostrar que B es isomorfo a gR. Como B = R/A, entonces B es
ciclico. Si B no es isomorfo a pR, entonces B es ciclico propio y debe ser la imagen homomorfa
de algin R-modulo inyectivo E, asi que existe un epimorfismo f : E — B. Dado que B es
proyectivo, entonces E = Kerf ® H y por el primer teorema de isomorfismos, B = E/Kerf = H.
Entonces B es inyectivo por ser isomorfo a un sumando directo de E. Notese que A también es
ciclico propio ya que A = R/B donde R/B es ciclico y A no puede ser isomorfo a pR pues, en
caso contrario, si A =ZgR entonces grR seria semisimple y en consecuencia R seria autoinyectivo
izquierdo contradiciendo nuestra hipotesis sobre R. Ahora, por el Corolario 1.2.17, A es no-singular
ya que es semisimple y es proyectivo (A es proyectivo por ser sumando directo de gR). Por el Lema
2.1.11, A= N&T con N singular y T inyectivo. Entonces N es no-singular (por ser submodulo
de un modulo no-singular) y singular simultaneamente, de ahi que N = 0 y en consecuencia A es
inyectivo, lo cual no es posible ya que B es inyectivo y R = A @ B seria inyectivo contradiciendo
que R no es autoinyectivo izquierdo. Por lo tanto, B es isomorfo a g R.

Obsérvese que en el Lema 2.1.14 se pide la hipotesis de que R no sea autoinyectivo izquierdo.
Ahora, todo anillo autoinyectivo izquierdo trivialmente satisface (P), pues cada ciclico (propio 6
isomorfo a pR) es imagen homomorfa del inyectivo grR. Entonces, para la gran mayoria de los
resultados posteriores, se pedird que cuando el anillo satisfaga (P) no sea autoinyectivo izquierdo.
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Corolario 2.1.15. Si R satisface (P) y no es autoinyectivo izquierdo, entonces todo ideal izquierdo
inyectivo de R es semisimple.

Demostracion. Supongamos que R no es autoinyectivo izquierdo y que satisface (P). Sea I un ideal
izquierdo inyectivo de R. Entonces, de la inyectividad de I se sigue que existe un ideal izquierdo J
tal que RR =1 ® J. El Lema 2.1.14 implica que I es semisimple o isomorfo a pR. Como R no es
autoinyectivo izquierdo, I no es isomorfo a gR. Por lo tanto, I es semisimple. |

Proposiciéon 2.1.16. Sea R un anillo que satisface (P) pero que no es autoinyectivo izquierdo. Si
rR no es inescindible, entonces N no es finitamente generado, donde N es la parte no-singular de
de zoc(rR).

Demostracion. (Por contradiccion) Supongamos que gR no es inescindible y que N es finitamente
generado. Como N es semisimple finitamente generado, entonces N es artiniano y noetheriano.
Por el Corolario 1.4.10 se tiene que n := u.dimN < oco. Sean Ag y By ideales izquierdos propios
de R tales que R = Ay @ By. Por el Lema 2.1.14, sin pérdida de generalidad, podemos suponer
que Ayg 2R y que By es semisimple. Como Ay iR tenemos que existen A; y By submddulos
propios de A tales que Ag = A1 ® B1y A1 = Ay, By = By. Entonces By + By = By & By y, como
Ay =2 Ay ZRR, se sigue que existen A, y By submodulos propios de A; tales que A1 = As @ Bs
con Ay & Ay y By & By. Se sigue que By + By + By = By @ By @ Bs. Continuando de esta
n
manera n veces, se tiene que B := P B; es semisimple proyectivo (pues para cada i, B; = By
i=0
donde By es semisimple proyectivo). Por el Corolario 1.2.17, B es semisimple no-singular, de ahi
que B < N, pues N es el mayor submodulo no-singular de zoc(gR) (ver Observacion 1.3.3), pero
esto contradice a la Proposiciéon 1.4.6. |

Lema 2.1.17. Supongamos que R satisface (P). Para cada ideal izquierdo cerrado C de R, se
tiene que C es un sumando directo de gR ¢ R/C es un R-mddulo inyectivo.

Demostracion. Sea C un ideal izquierdo cerrado de R. Supongamos que C no es un sumando
directo de g R y mostremos que R/C es un R-moédulo inyectivo. Sea A un seudocomplemento de C
en pR. Notese que R/C es ciclico y no es proyectivo (en caso contrario, C' serfa un sumando directo
de rR), por lo que R/C no puede ser isomorfo a gR. Se sigue que R/C es un R-modulo izquierdo
ciclico propio y, por el Lema 2.1.9, el epimorfismo natural v : R — R/C se puede extender a un
morfismo o : E(rR) — R/C. Veamos que R/C es un sumando directo de E(gR)/C. Consideremos
t:R/C — E(gR)/C el morfismo inclusion y « : E(rR)/C — R/C definido por a(z+C) = v(z).
Obsérvese que « esté bien definida, pues si z1, 22 € E(gR) son tales que 21 +C = x5+ C, entonces
x1 — 29 € C'y, dado que 7 extiende a v, entonces 0+ C = v(zy —x2) = U(x1 —x2) = U(x1) — P(22)
lo cual implica que (x1) = P(x2). Es claro, por su definiciéon, que « es morfismo. Ademés, para
cada r +C € R/C, (aw)(r + C) = a(r+ C) = v(r) = v(r) = r + C. Por lo tanto, como ¢ es
monomorfismo y tiene inverso izquierdo, se tiene que ¢ es un monomorfismo que se escinde (cf. [10,
Corolario 3.4.11]), es decir, R/C = Im(:) es un sumando directo de E(grR)/C. Entonces existe
D < E(rR) tal que

E(rRR)=R+Dy RND=C. (2.1)

Sean Ay D clausuras esenciales de Ay D en E(gR), respectivamente. Ahora, veamos que F(gR) =
A@® D. Seay € AN D y supongamos que y # 0. Se sigue que, en particular, 0 # y € A y existe
rr € Rtal que 0 # my € A, pues A <., A. Ahora, como 0 # y € D entonces 0 # ry € D
y existe 7o € R tal que 0 # rory € D, pues D <., D. Entonces, como ry € A se tiene que
0#romye AND=(ANR)ND=AN(RND)=ANC =0 lo cual es una contradiccion. Por
lo tanto, A+ D = A® D. Como A y D son clausuras esenciales en E(rR), por la Proposicion
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1.1.6, se sigue que ambos son inyectivos y en consecuencia A @ D es inyectivo. Entonces A @ D
es un sumando directo de E(grR), lo cual implica que A @ D es cerrado en E(rR) (Proposicion
1.1.9). Como A es seudocomplemento de C en gR se sigue que A ® C <.; R <.; E(gR), entonces
A®C <5 E(grR). Dado que A&C < A®D < E(gR) (pues C < D por (2.1)) y A& C <., E(rR),
entonces A® D <., E(grR), lo cual implica que A® D = E(RR) pues A® D es cerrado en E(rR).
Consideremos la proyeccién canénica 7 : A @ D — A. Obsérvese que se tienen las siguientes
igualdades:

E(rR)=A@D=R+D=R+D=n(R)®D, (2.2)

donde la igualdad sefialada con * aun se tiene que verificar. Sea 7 € E(grR), entonces de las

igualdades en (2.2), existen 7 € Ry do € D tales que ¥ = 7 + dy. Ahora, para r € R < E(rR),
existen @ € Ay d; € D tales que 7 = @+ dy, lo cual implica que 7 = (a+d;) +do = a+ (dy +dp) =

7(r) + (dy + dy) € m(R) + D, es decir, E(rR) < 7m(R) + D. La otra contencion es evidente. Por
lo tanto, se han demostrado ya todas las igualdades de (2.2). Ahora veamos que m(R) = A. Si
a € A < E(rR) entonces, por (2.2), a = r + d para algunos r € m(R) y d € D. Se sigue que
a—r=decAND =0, lo cual implica que @ = r € 7(R), es decir, A < 7(R). La otra contencién
es inmediata por la definicion de 7. Notese que C = RN D, pues de D <., Dy grR <..rR
podemos implicar que C = RN D <., RND (si H< RN D es tal que RN DN H = 0, entonces
RNH=0pues RNH<H<RND<DyD<.,D;de RNH =0 se sigue que H = 0, pues
H < RND < R). Como C es cerrado en gR, entonces C = RN D. Finalmente, tenemos que
7(R) = A= E(R)/D Z (R+ D)/D = R/(RN D) = R/C, donde la igualdad sefialada con ** se
debe a (2.2). Por lo tanto, R/C es inyectivo por ser isomorfo a m(R) que, como se ve en (2.2), es
un sumando directo de E(rR). |

Lema 2.1.18. Si R satisface (P) y no es autoinyectivo izquierdo, entonces es indescomponible.

Demostracion. Supongamos que R satisface (P) y que no es autoinyectivo izquierdo. Ahora, su-
pongamos que existen anillos no cero R; y Rs tales que R =2 Ry X Ra, es decir, se est4 suponiendo
que R no es indescomponible. Sea ¢ : Ry X Ry — R un isomorfismo de anillos. Por la Observacion
1.7.13, S := p(R1) y T := ¢(R2) son ideales bilaterales de R tales que R = S @ T. En particular,
S y T son ideales izquierdos, asi que por el Lema 2.1.14, sin pérdida de generalidad, podemos
suponer que rS es semisimple y rT =rR. Sea I; un submodulo simple de zS. Como rT =gR,
entonces r.S se puede sumergir en g7 y en consecuencia existe un submodulo simple I, de gT tal
que [T & I5. Sea f: [; — I un isomorfismo de R-mo6dulos izquierdos. Entonces, como S y T son
ideales bilaterales de R, para cada x € I; con x # 0, se tiene lo siguiente:

L =Rf(x)=(S+T)f(x) = Sf(z) + Tf(x) = Sf(z) + f(Tx) C SN L+ f(SNT) C
SNTH+ f(SNT) =0+ f(0) =

pero esto es una contradiccion al hecho de que I es simple. Por lo tanto, si R satisface (P) y no
es autoinyectivo izquierdo, entonces R es indescomponible. |

2.2. Anillos-PCI

Definiciéon 2.2.1. Se dice que R es un anillo-PCI izquierdo si todo R-mddulo izquierdo ciclico
propio es inyectivo. Simétricamente se define anillo-PCI derecho. Ademés, se dice que R es un
anillo-PCI si R es PCI-izquierdo y PC'I-derecho.

Es claro que los anillos semisimples son anillos-PCI, por lo que la clase de los anillos-PCI tiene a
muchos anillos muy familiares.
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Observacién 2.2.2. Si R es un anillo-PCI izquierdo, entonces R satisface (P). Ademds, por [6],
se tiene una clasificacion para estos anillos, pues son semisimples ¢ son dominios simples de Ore
izquierdos.

Una pregunta inmediata es qué condiciones se le pueden pedir a un anillo que satisface la propiedad
(P) para que sea un anillo-PCT izquierdo. La siguiente proposicion nos da una respuesta parcial.

Proposicion 2.2.3. Si R es hereditario izquierdo, noetheriano derecho y no es autoinyectivo
izquierdo, entonces R satisface (P) si y solo si R es un dominio-PCIL.

Demostracion. Sea R un anillo hereditario izquierdo que no es autoinyectivo izquierdo.

[=] Supongamos que R satisface (P). Por la Proposiciéon 1.6.2 toda imagen homomorfa de un R-
modulo izquierdo inyectivo es inyectivo, entonces de la hipotesis se sigue que todo R-médulo ciclico
propio es inyectivo. Asi, cada R-modulo ciclico es proyectivo (si es isomorfo a gR) o inyectivo (si
no es isomorfo a g R). Por [8], existe una descomposicion de anillos R = S x T tal que S es un anillo
semisimple y T es un dominio de Ore izquierdo simple y semihereditario izquierdo cuyos modulos
izquierdos ciclicos propios son inyectivos. Por el Lema 2.1.18 R es indescomponible, asi que S =0
(en caso contrario, R = S es semisimple y, en consecuencia, R es autoinyectivo izquierdo). Entonces
R es un dominio de Ore izquierdo, lo cual implica que gR tiene dimensiéon uniforme finita (ver
Teorema 1.4.12). Por otro lado, R es noetheriano izquierdo ya que es un anillo hereditario izquierdo
con dimension uniforme izquierda finita (Teorema 1.6.5) y se sigue que R es noetheriano (izquierdo
y derecho). Como R es un dominio-PCT izquierdo noetheriano, entonces R es un dominio-PCT

(ct. [3]).

[«<] Es inmediato. [ |

Notese que en la Proposicion 2.2.3 la hipdtesis de que R no sea autoinyectivo izquierdo es necesaria,
pues Zg es hereditario, noetheriano, autoinyectivo y por ende satisface (P), pero no es un dominio.

Una pregunta interesante y atn por resolver es respecto a la simetria en el lado de los anillos-PCI, es
decir, jtodo anillo-PCI izquierdo es anillo-PCI derecho y viceversa? Bajo ciertas condiciones, como
en [5], dan una respuesta parcial a la pregunta, sin embargo atn permanece como un problema
abierto. Tal pregunta también podria inspirar a cuestionarse cuéando un anillo que satisface la
propiedad (P) por la izquierda también la satisface por la derecha, incluso cuando, si es posible,
un anillo que satisface la propiedad (P) por ambos lados es un anillo-PCI (por ambos lados).

31



Capitulo 3

Caracterizaciones de la Propiedad
(P)

Este capitulo tiene por objetivo describir la estructura de los anillos que satisfacen la propiedad
(P). De gran interés serd exhibir las propiedades que satisfacen los anillos artinianos izquierdos
que satisfacen (P) y que no son anillos cuasi-Frobenius, lo cual posibilita el encontrar ejemplos no
triviales de anillos que satisfacen la propiedad en cuestion. Bajo ciertas hipotesis se vera que los
anillos que satisfacen (P) tienen una relaciéon cercana con los anillos R-QF3, mismos que han sido
tratados en trabajos como en [11].

3.1. (P), el Submédulo Singular y la Parte No-Singular del
Zoclo

Lema 3.1.1. Supongamos que R satisface (P) y que no es autoinyectivo izquierdo. Si R tiene
un elemento idempotente no trivial, entonces N # 0 y N @ Z(rR) <.srR, donde N es la parte
no-singular de zoc(grR). Ademds, si Z(rR) # 0 entonces Z(rR) y N son seudocomplentos uno del
otro en rR.

Demostracion. Supongamos que R satisface (P), que no es autoinyectivo izquierdo y que existe
e € R un elemento idempotente no trivial. Dado que e € R es idempotente, entonces pR =
Re @ R(1 — e); el Lema 2.1.14 implica que alguno de Re y R(1 — e) es semisimple y el otro es
isomorfo a g R. Como e y 1 — e son idempotentes no triviales, sin pérdida de generalidad, podemos
suponer que Re es semisimple. La demostracion se dividira en tres partes:

Parte 1. Mostremos que N # 0. Dado que Re es semisimple, entonces e € zoc(gR). Notese que si
x € anng(e) N Re, entonces x = re para algin r € Ry ze = 0, donde ze = (re)e = re? = re = .
Entonces anng(e) N Re = 0 con Re # 0, lo cual implica que anng(e) no es esencial en R y en
consecuencia e ¢ Z(zoc(gR)). Por la definicién de N (ver Definicién 1.3.2) se tiene que zoc(gR) =

Z(zoc(rR)) ® N, donde Z(zoc(gR)) < zoc(rR), lo cual implica que N # 0.

Parte 2. Mostremos que N @ Z(rR) <.srR. Primero, obsérvese que NNZ(grR) = (NNzoc(rR))N
Z(rR) = NN (zoc(rR) N Z(grR)) = NN Z(zoc(rR)) = 0 por lo que, efectivamente, la suma de
N y Z(rR) es directa. Ahora, supongamos que N @ Z(rR) no es esencial en pR. Entonces existe
0# I <gR tal que IN(N ® Z(rR)) = 0. Si z € I es un elemento distinto de cero, entonces
Z(Rz) =RxnNZ(rR) <IN(N @ Z(rR)) =0, es decir, Rz es no-singular. Ahora Rz 2rR pues,
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en caso contrario, si Rz y rR son isomorfos, entonces Rz tiene un submoédulo semisimple distinto
de cero (la imagen de Re bajo algtn isomorfismo entre gR y Rx), lo cual implica que

0+# RxNzoc(gR) = ReN(N & Z(zoc(gR))) < ReN(N@® Z(gR)) <IN(N® Z(rR)) =0, (3.1)

siendo esto un absurdo. Por lo tanto Rx es ciclico propio y es, ademas, no-singular. Por el Lema
2.1.11, Rx debe ser inyectivo y entonces el Corolario 2.1.15 nos dice que Rz debe ser semisimple,
lo cual no es posible pues se tendria lo mismo que en (3.1). Por lo tanto, N & Z(grR) <csrR.

Parte 3. Mostraremos que si Z(gR) # 0 entonces Z(gR) y N son seudocomplementos uno del otro
en pR.

(i) Veamos que Z(rR) es un seudocomplemento de N en pR. Dado que N N Z(rR) = 0, entonces
existe C' un seudocomplemento de N en rR tal que 0 # Z(rR) < C (cf. [10, Lema 5.2.3]). Sea
y € C con y # 0 arbitrario pero fijo. Entonces se tiene que Ry N N = 0. Si Ry =rR, entonces Ry
contiene algin submodulo semisimple S distinto de cero y proyectivo (S puede ser la imagen de
Re bajo algtn isomorfismo entre gk R y Ry). Entonces

S < zoc(rR) = Z(zoc(rR)) ® N < Z(rR)® N, (3.2)

donde S es no-singular por el Corolario 1.2.17. Sea s € S con s # 0, entonces por (3.2) existen z €
Z(rR)yn € N tales que s = z+n. Dado que S < Ry < C, Z(gR) < Cy C es seudocomplemento
de N en gpR entonces s —z=n€ CNN=0,deahique0#s=2€ SNZ(rR)=2Z(S)=0,1lo
cual es absurdo. Por lo tanto Ry no es isomorfo a g R, es decir, Ry es un R-mo6dulo ciclico propio.
Por el Lema 2.1.11, Ry = E & B donde FE es inyectivo y B es singular. Entonces por el Corolario
2.1.15, se tiene que E es semisimple. Entonces E < zoc(rR) = N @ Z(zoc(rR)) < N ® Z(rR) y
en consecuencia si m € E existen n € N y z € Z(rR) tales que m = n + z, lo cual implica que
m—z=ne€CNN=0(puesme E<Ry<CyzeZrR)<C) Asi m=z2¢€ Z(rRR)y
por ende E < Z(gR). Por lo tanto, Ry = E® B < Z(gR). Como y € C era arbitrario, entonces
C < Z(rR) < C, es decir, C = Z(rR).

(ii) Finalmente, mostremos que N es seudocomplemento de Z(rR) en gR. Sea D un seudocom-
plemento de Z(rR) en gR tal que N < D (cf. [10, Lema 5.2.3]). Sea k € D con k # 0, entonces
Z(Rk) = REkNZ(gR) < DN Z(gR) = 0, lo cual implica que Rk es no-singular. Se sigue que
Rk 2rR (pues Rk es no-singular y Z(grR) # 0), es decir, Rk es ciclico propio. Dado que Rk es
no-singular, entonces, por el Lema 2.1.11, Rk es inyectivo; el Corolario 2.1.15 implica que Rk es
semisimple. Entonces k € zoc(rR) = Z(zoc(rR)) & N < Z(grR) ® N, de ahi que k = z 4+ n para
algtin z € Z(grR) y alginn € N,asique k—n =2z € DNZ(rR) =0y en consecuencia k =n € N.
Por lo tanto D < N y se concluye que N = D. |

Lema 3.1.2. Supongamos que R satisface (P) y que no es autoinyectivo izquierdo. Si R tiene
algin elemento idempotente no trivial y Z(rR) # 0, entonces R/Z(rR) es un anillo autoinyectivo
izquierdo regular (en el sentido de von Neumann) con zoclo izquierdo esencial.

Demostracion. Por el Corolario 1.2.5, Z(rR) es un ideal de R y por ende R/Z(rR) es un ani-
llo. Supongamos que R satisface (P), que no es autoinyectivo izquierdo, que tiene un elemento
idempotente no trivial y que Z(gR) # 0. Por el Lema 3.1.1, Z(grR) es cerrado en rR ya que
es el seudocomplemento de un submoédulo de gR. Veamos que Z(rR) no es sumando directo de
rR. Supongamos lo contrario, es decir, supongamos que existe H <R tal que Z(grR) ® H =grR.
Entonces, por el Lema 2.1.14, se tienen los siguientes dos casos posibles:

Caso 1: Z(rR) es semisimple y H 2rR. Como Z(grR) es proyectivo (por ser sumando directo de
rR), entonces el Corolario 1.2.17 implica que Z(gR) es no-singular, lo cual implica que Z(gR) = 0
pues es, simultdneamente, singular y no-singular, pero esto contradice la hipotesis de que Z(rR) #
0.

33



CAPITULO 3. CARACTERIZACIONES DE LA PROPIEDAD (P)
3.1. (P), EL SUBMODULO SINGULAR Y LA PARTE NO-SINGULAR DEL ZOCLO

Caso 2: Z(rR) =rR y H semisimple. Como Z(rR) es singular, entonces el Corolario 1.2.5 implica
que gR es singular, de ahi que Z(rR) =gR, pero esto no es posible de acuerdo a (2) del Corolario
1.2.4.

En ambos casos se llega a una contradiccion, mismas que surgen de suponer que Z(gR) es sumando
directo de rR, por lo que se concluye que no lo es. Por el Lema 2.1.17, R/Z(rR) es inyectivo
como R-médulo izquierdo, asi que, por la Proposicion 1.9.8, R/Z(gR) es un anillo autoinyectivo
izquierdo.

Como Z(rR) es cerrado en gR, por la Proposicion 1.2.18, se tiene que R/Z(rR) es no-singular.
Sea T = x + Z(rR) € R/Z(rR) con T # 0. Entonces RZT es no-singular (por ser submodulo de
un modulo no-singular) y RZ no es isomorfo a pR pues Z(rR) # 0. Por el Lema 2.1.11, RT es
inyectivo. Entonces el morfismo inclusion de Rz en R/Z(rR) se escinde, es decir, RT <g R/Z(grR).
Por lo tanto, todo ideal principal izquierdo de R/Z(gR) es un sumando directo lo cual implica, por
el Teorema 1.7.11, que R/Z(grR) es regular (en el sentido de von Neumann). Finalmente, sea N la
parte no-singular de zoc(grR). Entonces, por el Lema 3.1.1, N y Z(gR) son seudocomplementos
uno del otro en rR. Se sigue que N @ Z(rR) <.sgRy dado que Z(rR) < Z(rR) ® N con Z(rR)

cerrado en pR, entonces, por la Proposicién 1.1.9,

(Z(rR)® N)/Z(rR) <cs r(R/Z(rR)), (3.3)
lo cual implica que zoc(gr(R/Z(rR))) < (Z(rR) ® N)/Z(rR). Por otro lado, conside-
remos a v : R — R/Z(rR) como el epimorfismo natural de R-moédulos, entonces

v(zoc(rR)) < zoc(r(R/Z(rR))), donde v(zoc(grR)) = v(Z(zoc(rR)) ® N) = (N @ Z(zoc(rR)) +
Z(rR))/Z(rRR) = (N & Z(grR))/Z(rR). Entonces (N & Z(rR))/Z(grR) es semisimple (por ser
imagen homomorfa de zoc(grR)) y en consecuencia (N @ Z(rR))/Z(rR) < zoc(r(R/Z(rR))) lo
cual implica que

(N @ Z(rR))/Z(rR) = zoc(r(R/Z(rR)))- (3-4)

Por lo tanto, de (3.3) y (3.4), se sigue que r(R/Z(rR)) tiene zoclo izquierdo esencial, lo cual implica
que g/z(xr)(R/Z(rR)) también tiene zoclo izquierdo esencial (pues las reticulas de R-submoédulos
y R/Z(rR)-submodulos de R/Z(rR) coinciden [ver Corolario 1.9.7]). [ |

Proposicion 3.1.3. Supongamos que R no es autoinyectivo izquierdo, que tiene elementos idempo-
tentes no triviales y que Z(rR) # 0. Entonces R satisface (P) si y solo si se cumplen las siguientes
condiciones:

(i) Todo R-mddulo ciclico propio es subinyectivo relativo a cada R-mddulo semisimple proyectivo.

(i) R/N es un anillo autoinyectivo izquierdo e inyectivo como R-mddulo izquierdo, donde N es
la parte no-singular de zoc(rR) y R/Z(rR) es un anillo autoinyectivo izquierdo reqular (en
el sentido de von Neumann) con zoclo izquierdo esencial.

Demostracion. [=] Supongamos que R no es autoinyectivo izquierdo, que tiene elementos idem-
potentes no triviales, que Z(rR) # 0 y que satisface (P). Sean C' un R-moddulo ciclico propio,
P un R-moédulo semisimple proyectivo y f : P — C' un morfismo. Por el Lema 2.1.11, existen
E,B < C tales que C = E @ B donde F es inyectivo y B es singular. Sean 7 : E®@ B — FE'y
np : E® B — B las proyecciones candnicas. Dado que P es proyectivo y semisimple, entonces,
por el Corolario 1.2.17, se sigue que P es no-singular. Sea z € f(P) < C = E & B. Entonces
x = e+ b para algin e € E y algtn b € B, asi que

z=mp(x)+7p(r) € 7p(f(P)) ®7s(f(P)) (3-5)

donde, por la Proposicion 1.2.19, 75 (f(P)) es no-singular ademas de ser singular por ser submdédulo
de B. Se sigue que 7mp(f(P)) = 0, lo cual implica, por (3.5), que f(P) < wg(f(P)) < E. Sea
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¢ = 110 flf) donde 1, : f(P) = E es el morfismo inclusion. Como E es inyectivo, existe
A : E(P) — E tal que el triangulo

P—" . E(P)
% ,/’/
//// )\
%
E

conmuta, donde ¢ es el morfismo inclusion. Sea g = oA : E(P) — C donde 15 : E < C es el
morfismo inclusiéon. Entonces si p € P se tiene lo siguiente:

f(0) = I Pp) = 7P (p) = o(p) = Mo(p) = A(p) = 2A(p) = g(p). (3.6)

Asi, (3.6) implica que el triangulo

P—"" - E(P)
f
g
k’/
c

conmuta. Por lo tanto C' es P-subinyectivo. Por el Lema 3.1.1, N es cerrado en gR por ser seudo-
complemento de un ideal izquierdo de R y, por la Proposicién 2.1.16, N no es finitamente generado,
lo cual implica que N no es sumando directo de g R (pues los sumandos directos de g R son finita-
mente generados). Por el Lema 2.1.17, R/N es inyectivo como R-modulo, lo cual implica que R/N
es un anillo autoinyectivo izquierdo (ver Proposicion 1.9.8). Que R/Z(gR) es un anillo autoinyec-
tivo izquierdo regular (en el sentido de von Neumann) con zoclo izquierdo esencial es conocido por
el Lema 3.1.2.

[«<] Supongamos que R tiene un elemento idempotente no trivial, Z(gR) # 0 y las condiciones
(i) v (ii) se satisfacen. Sean C' un R-modulo ciclico propio y A la suma de todos los submodulos
simples proyectivos de C. Entonces A es semisimple proyectivo y, por hipdtesis, existe un morfismo
f: E(A) — C tal que el siguiente diagrama conmuta:

A—" 5 FE(A)

donde ¢g y ¢1 son los respectivos morfismos inclusion. Como ¢; es monomorfismo, entonces I'meg N
Kerf =0, es decir, AN Kerf = 0. Dado que A <.; F(A), se tiene que Kerf =0, lo cual implica
que E(A) = f(E(A)). Entonces f(E(A)) es inyectivo, lo cual implica que C' = f(E(A)) & B para
algin B < C. Notese que A < f(E(A)) pues A < E(A) implica que f(A) < f(E(A)), donde
f(A) = f(10(A)) = t1(A) = A. Entonces por la definicion de A, B no contiene ningin submodulo
simple proyectivo de C'. Dado que C es ciclico, entonces C' = Rx para algin z € C y tenemos
el epimorfismo v : R — C definido por v(r) = rz. Sea g : C = f(E(A)) @ B — B la
proyecciéon canoénica. Entonces mgy : R — B es epimorfismo. Como N es semisimple, entonces
~v(N) es semisimple y dado que N es no-singular se sigue, por la Proposicion 1.2.19, que y(N) es
no-singular; el Corolario 1.2.17 implica que v(N) es semisimple proyectivo, de ahi que v(IN) < A.
Se sigue que mpy(N) = 0. Entonces N < K donde K := Ker(wpvy) y, por el 3er y ler teoremas de
isomorfismos,

(R/N)/(K/N)~ R/K = B. (3.7)
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De (3.7) y del epimorfismo natural v : R/N — (R/N)/(K/N) podemos obtener un epimorfismo
g : R/N — B. Entonces f|!™/ @ g : E(A) ® (R/N) — C = f(E(A)) ® B definido como
(f®g)(x,b) = (f(x),g(b)) es un epimorfismo. Por hipdtesis R/N es inyectivo, asi que C' es imagen
homomorfa del modulo inyectivo E(A) @ (R/N). Por lo tanto, R satisface (P). [ |

Proposicion 3.1.4. Supongamos que R satisface (P) y no que es autoinyectivo izquierdo. Si R
no tiene elementos idempotentes no triviales, entonces R/Z(gR) es un dominio.

Demostracion. Supongamos que R satisface (P), que no es autoinyectivo izquierdo y que rR
es inescindible (siendo esto tltimo equivalente a que R no tenga idempotentes no triviales). La
demostracion se divide en dos casos.

Caso 1: Z(gR) = 0. Para cada x € R\{0} se tiene que Rx =g R, pues en caso contrario, si existiera
xg € R\{0} tal que Rxy ZrR entonces, por el Lema 2.1.11, Rxg = E ¢ S con E inyectivo y S
singular, pero Z(gR) = 0 implica que S = 0, de ahi que Rz es inyectivo y por ende un sumando
directo de gR. Como R es inescindible, entonces Rxrg = 0 6 Rxy = R lo cual no es posible ya
que g # 0y Rxg 2r R. Seax € Rconx # 0y ¢ : R — Rx el epimorfismo definido por
o(r) = ra. Entonces, R/anny(x) = Rz, donde Rx es proyectivo por ser isomorfo a pR. Se sigue
que anng(z) <grR, de ahi que anny(x) = 0. Por lo tanto, R es un dominio cuando Z(rR) = 0.

Caso 2: Z(rR) # 0. Consideremos = € R\Z(gR). Entonces Rx 2rR pues en caso contrario, si
Rz es ciclico propio, por el Lema 2.1.11 se tiene que Rx = S & E con S singular y E inyectivo,
lo cual implica que E = 0 (pues E es sumando directo de gR, donde rR es inescindible y no es
autoinyectivo izquierdo), de ahi que z € Rz = S < Z(rR), siendo esto una contradiccion. Como se
hizo en el Caso 1, se tiene anng(z) = 0. Supongamos que (y+Z(rR))(z+Z(rR)) = 0+ Z(rR) para
algin y € R. Como yx € Z(rR), entonces anngy(yz) <.srgR. Notese que anng(yx) < anng(y) (pues
anng(x) = 0), lo cual implica que anng(y) <.srR, es decir, y € Z(grR). Por lo tanto, R/Z(grR) es
un dominio. |

3.2. Anillos R-QF3

Definicién 3.2.1. Se dice que un elemento e € R es idempotente local si e es idempotente y
eRe es un anillo local.

Definicion 3.2.2. Se dice que los R-moédulos izquierdos M y N son ortogonales, lo cual se
denota por M 1 N, si no tienen submdédulos isomorfos distintos de cero.

Es claro que si G es un grupo abeliano finito, entonces zZ y G son ortogonales, pues todo submodulo
no trivial de zZ no es finito.

Definicion 3.2.3. Sea R un anillo.

(1) R esllamado QF3 izquierdo si existe un moédulo fiel minimo U, en el sentido de que todo
R-moédulo izquierdo fiel contiene un sumando directo que es isomorfo a U.

(2) Resllamado RX-QF3 izquierdo si existe una familia {e) } e de elementos de R idempotentes
locales, ortogonales por pares y no isomorfos por pares (en el sentido de que Re) 2 Re,
siempre que A # ) tal que cumple lo siguiente:
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a) Cada Re) es la capsula inyectiva de un ideal izquierdo simple.

b) El ideal izquierdo gV = >  Rey es fiel.
AEA

Aqui, N representa la cardinalidad del conjunto A.

El siguiente teorema, aunque no es necesario para el resultado principal de esta secciéon (Teorema
3.2.8), permite ver que un anillo QF3 izquierdo no es otra cosa que un anillo X-QF3 izquierdo,
donde XN es un cardinal finito. La prueba se omite pero los comentarios sobre la misma se pueden
encontrar en [4].

Teorema 3.2.4. R es QF3 si y solo si contiene un ideal izquierdo fiel de la forma E(S1) & ... ®
E(S,), donde cada E(S;) es la cipsula inyectiva de un simple S;, y los S;’s no son isomorfos dos
a dos.

Para demostrar el Teorema 3.2.8 es necesario el siguiente resultado:

Teorema 3.2.5. Sean {Py}rca una familia de representantes de todos los R-mddulos izquierdos
simples proyectivos y X un numero cardinal distinto de cero. Entonces R es un anillo semiprimo,
R-QF3 izquierdo si y solo si es un anillo semiprimo, con zoclo izquierdo esencial, Car(A) =N y
cada R-maodulo izquierdo simple proyectivo es inyectivo.

Demostracion. Ver [4, Teorema 10]. |

A continuacién se da una definicion y un teorema sobre modulos directamente finitos y puramente
infinitos, los cuales son tratados méas profundamente en el libro Continuous and Discrete Modules
de S.H. Mohamed y Bruno J. Muller [15].

Definicion 3.2.6.

(1) Un modulo gD es llamado directamente finito si gD no es isomorfo a un sumando directo
propio de si mismo.

(2) Un moédulo gP es llamado puramente infinito si P~ P & P.

Teorema 3.2.7. Todo mddulo inyectivo E tiene una descomposicion E = D & P, donde D es
directamente finito, P es puramente infinito y D 1 P.

Demostracion. Ver [15, Teorema 1.3.5]. |

Teorema 3.2.8. Supongamos que R es no-singular izquierdo con elementos idempotentes no tri-
viales, que X es la cardinalidad del conjunto de representantes de todos los R-mddulos izquierdos
sitmples proyectivos y que R no es autoinyectivo izquierdo. Entonces R satisface (P) si y solo si
satisface las siguientes condiciones:

(i) los R-mddulos izquierdos ciclicos propios son subinyectivos relativos a cada mddulo semisimple
proyectivo.

(ii) R es semiprimo R-QF3 izquierdo tal que E(rR) = R/K, donde K es un ideal izquierdo
semisimple de R infinitamente generado.
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Demostracion. [=] Supongamos que R satisface (P). Que cada R-mo6dulo izquierdo ciclico propio
es subinyectivo relativo a todos los R-mo6dulos izquierdos semisimples proyectivos puede demos-
trarse como en la demostracion de (i) de la Proposicion 3.1.3 (para tal objetivo especifico, en la
Proposicion 3.1.3, no son necesarias hipotesis sobre Z(rR)).

Dado que zoc(rR) es no-singular (pues g R es no-singular), el Lema 3.1.1 implica que zoc(grR) <es
rR. Sea I un ideal izquierdo de R tal que I? = 0. Entonces (I N zoc(gR))? = 0. Supongamos que
INzoc(rR) # 0. Entonces existe J un ideal izquierdo simple de R tal que J < (INzoc(gR)). Por el
Corolario 2.1.13 se tiene que J es inyectivo y en consecuencia existe H <pR tal que pRR=J @ H.
Entonces 1 = j + h para algtin j € J y algan h € H con j # 0 # h (ya que 0 # J < gR). Se
sigue que 0 # j = j1 = j(j + h) = jj + jh, lo cual implica que j — jj = jh € JNH =0y por
ende 0 # j = jj € J? donde J? < (I Nzoc(grR))? = 0, siendo esto un absurdo. Por lo tanto,
I'Nzoc(grR) = 0. Como zoc(grR) <.srR entonces I = 0 y se sigue que R es un anillo semiprimo
(Proposicion 1.7.2). Ademas, por el Corolario 2.1.2, todo R-médulo simple proyectivo es inyectivo.
Entonces, por el Teorema 3.2.5, R es un anillo semiprimo R-QF3 izquierdo.

Ahora, por el Teorema 3.2.7, existen submodulos D y P de E(grR) tales que
E(rRR)=Do® P, (3.8)

donde D es directamente finito, P es puramente infinito y D | P. Veamos que E(gR) es puramente
infinito mostrando que D = 0. Sea K <pgrR simple. Por el Corolario 2.1.13, se tiene que K es
inyectivo y por ende existe L <pR tal que K ® L = R donde, por el Lema 2.1.14, L ZzR. Ya que
L < E(rR), entonces una clausura esencial de L en E(rR) es capsula inyectiva de L (Proposicion
1.1.6), de ahi que L <.s E(L) < E(rR). Notese que E(L) # E(rR), ya que en caso contrario se
tendria que L <.; E(rR), y esto implica que L <.;gR, pero esto no es posible ya que L # 0 es
un sumando directo propio de gR. Por lo tanto, como E(L) es inyectivo, se sigue que F(L) es un
sumando directo propio de E(gR). Ademas, E(L) = E(grR) pues L ZgR. Por lo tanto, E(gR) no
es directamente finito y de (3.8) se sigue que P # 0. Ahora, supongamos que D # 0. Para cada
S <grR simple, sea Cg la componente homogénea de zoc(gR) que contiene a S (ver [10, Definicion
8.1.7]). Obsérvese que se tiene lo siguiente:

zoc(rR) = zoc(E(rR)) = zoc(D @ P) = zoc(D) @ zoc(P). (3.9)

Sea S < zoc(D) simple y sea Sy < zoc(rR) simple tal que Sy = S. Entonces, Sy N zoc(D) = 0
6 Sp N zoe(D) = Sy. Si Sp N zoe(D) = 0, entonces Sy + zoc(D) = Sy & zoe(D). Ademas, como
zoc(E(rR)) es semisimple, existe M < zoc(E(grR)) tal que

zoc(E(rR)) = Sy @ zoc(D) & M (3.10)

De (3.9) y (3.10) se sigue que Sy & M = zoc(P), lo cual implica que existe S1 < zoc(P) talque
S1 =2 Sy = S, siendo esto una contradiccion al hecho de que D y P son ortogonales. Entonces,
SoNzoc(D) = Sy, es decir, Sy < zoc(D). Por lo tanto, Cs < zoc(D) para cada simple S < zoc(D).
Consideremos las descomposiciones

Co=58"®C 'y zoe(D)=Cs ®A (3.11)

para algun simple S’ < zoc(D) (tales descomposiciones son posibles porque Cg/ y zoc(D) son
modulos semisimples). Dado que S’ es simple no-singular (pues gR es no-singular) entonces es
simple proyectivo (Corolario 1.2.17) y, por el Corolario 2.1.13, S’ es inyectivo y por ende existe
T <grR tal que

S"@®T = gR, (3.12)

donde el Lema 2.1.14 implica que T =rR. Veamos que C =2 Cg/. Dado que S’ < Cy/, entonces de
(3.12) se tiene que

Cy =CsNrR=CsyN(S@T) =S5 & (Cs NT). (3.13)
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De (3.11) y (3.13) sigue que C' = Cg: NT. Sea ¢ : pRR — T un isomorfismo de R-moédulos. Ya que

Cs = >, U, donde Qg es la clase de isomorfismo en zoc(gR) que tiene a S’ como elemento,
entoncezeg(sés/) <TyoeU)=U=S paracadaU € Qg/, de ahi que p(Cg/) = > ¢(U) < Cy
y en consecuencia v
©(Cs) < TNCy. (3.14)
Ahora, TNCg < Cg implica que TNCyg es semisimple y por ende TNCg/ = Z A; con A; simple
y A; =2 S’ para cada i € I (ver [10, Lema 8.1.8]). Entonces, ¢~ }(T'N Cg) :26213 ¢ 1(A;), donde
0 HA;) =2 A; =2 S para cada i € I, de ahi que !
e YT NCg) < Cy. (3.15)

Entonces, de (3.14) y (3.15), se sigue que Csr = ¢~ 1 (p(Cs/)) < ¢ Y (T N Cg) < Cg y en conse-
cuencia ¢ Y (T'NCg) = Cs: donde =Y (T'NCs) =T NCs =2 C. Por lo tanto, C = Cs. Entonces
de la descomposicion zoc(D) = Cs: @ A se tiene que

C® A= zoc(D). (3.16)

Como zoc(rR) <.srR, entonces zoc(D) <.s D (si H < D es tal que zoc(D) N H = 0, entonces
zoc(rRR)YNDNH = 0, lo cual implica que DNH = 0, donde DN H = H). Dado que D es inyectivo
por ser sumando directo de E(rR) se tiene que D = E(zoc(D)), donde E(zoc(D)) = E(Cs: @A) =
E(S®C)eA)=ES"®(CaA)=2EWS)PE(C®A) =S d®ECa®A)y (3.16) implica que
S E(C® A) =S & FE(zoc(D)) =5 @& D. Entonces D =2 8" ¢ D, pero esto contradice que D es
directamente finito. Por lo tanto, D = 0 y (3.8) implica que E(rR) es puramente infinito.

Como E(rR) es puramente infinito entonces E(rR) = E(rR) ® E(rR) y en consecuencia
zoc(rR) = zoc(E(rR)) = zoc(E(rR)®E(rR)) = zoc(E(rR))®zoc(E(rR)) = zoc(rR)®zoc(rR),
lo cual implica que existen ideales izquierdos A y B de R tales que A & B = zoc(grR) y
zoc(rR) = A ® B. Supongamos que R/A 2z R. Entonces R/A es proyectivo y en consecuencia A
es un sumando directo de rpR, de ahi que A es finitamente generado ademés de ser semisimple,
lo cual implica que A es una suma directa finita de simples. Como cada ideal izquierdo simple de
R es inyectivo (Corolario 2.1.13), entonces A es una suma directa finita de inyectivos y por ende
A es inyectivo. Dado que A = zoc(rR), entonces zoc(rR) es inyectivo y se sigue que zoc(rR) es
un sumando directo propio de gR (zoc(grR) es propio porque gR no es inyectivo), lo cual no es
posible ya que zoc(rR) <.sgrR. Por lo tanto, R/A es ciclico propio. Por el Lema 2.1.11, existen
modulos X e Y tales que X es singular, Y es inyectivo y

R/A=XaY. (3.17)
Dado que Y es inyectivo, entonces, por la Proposicion 1.2.13, existe W <Y tal que
Y=ZY)oW. (3.18)

De (3.17) y (3.18) se tiene que R/A = X ® Z(Y) @ W, donde X ® Z(Y) = Z(X)® Z(Y) =
Z(X®Y)=Z(R/A), es decir, R/A = Z(R/A)®W con W inyectivo. Sea I <rR tal que W = I /A.
Entonces

R/A=Z(R/A) & (I/A), (3.19)

con I/A inyectivo no-singular. Sea K < I tal que A <., K. Entonces, por la Proposicion 1.2.11,
K/ A es singular, pero también es no-singular ya que I /A es no-singular. Entonces K/A = 0, es decir,
A = K. Por lo tanto, A es cerrado en I. De (3.19) se sigue que (R/A)/(I/A) = Z(R/A), entonces
(R/A)/(I/A) es singular. Como zoc(rR) = A® B con A = B = zoc(gR), entonces zoc(rR)/A =
B = zoc(rR) donde zoc(rR) es semisimple no-singular, lo cual implica, por el Corolario 1.2.6,
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que zoc(rR)/A es semisimple no-singular. Si v : R/A — (R/A)/(I/A) es el epimorfismo natural,
entonces v(zoc(grR)/A) es no singular, por ser imagen homomorfa de un semisimple no-singular
(Proposicion 1.2.19), y también es singular por ser submodulo de (R/A)/(I/A) el cual es singular,
de ahi que v(zoc(rR)/A) = 0, es decir, zoc(grR)/A < I/A. Entonces zoc(rR) < I y en consecuencia
A, B < I. Sea A+ un seudocomplemento de A en I tal que B < A+ (ver [10, Lema 5.2.3]). Veamos
que B <. At.Sea J < At talque BNJ =0yseax € (A® B)NJ. Entonces x =a+b=j
para algunos a € A, b€ By j € Jysesigue que a =j—bec AN A+ =0, lo cual implica que
b=je€ BnNnJ=0.Entonces (A@ B)NJ =0y dado que A® B = zoc(rR) <srR, entonces
J = 0. Por lo tanto, B <., A. Por otro lado, como A < A@® A+ <., I y A es cerrado en I, de la
Proposicién 1.1.9 se tiene que (A+ @ A)/A <., I/A y por ende E((A+ ® A)/A) = I/A (pues I/A
es inyectivo). Entonces, como (A+ @ A)/A = AL se sigue que F(A+) = E((A+ @ A)/A) = I/A.
Ademas, B <., At <., E(A') implica que F(B) = E(A'Y). Por lo tanto, E(B) = I/A. Ahora,
notese que I/A es ciclico ya que de (3.19) se tiene que /A = (R/A)/Z(R/A), asi que I = Rzg+ A
para algin xy € R. Supongamos que zg € zoc(grR). Entonces I = zoc(rR) (pues Rz + A <
zoc(grR) y zoc(RR) = A® B < I) y se tiene que I/A = zoc(rR)/A = (A® B)/B = B = z0c¢(grR).
Se sigue que zoc(gR) es inyectivo y en consecuencia existe Q <gR tal que zoc(grR)®Q =rR. Como
zoc(gpR) <.srR, entonces Q = 0y zoc(rR) =rR, lo cual contradice que R no es autoinyectivo
izquierdo. Por lo tanto, g ¢ zoc(grR). Todo ideal principal izquierdo de R es ciclico propio 6
isomorfo a gR; los ideales izquierdos ciclicos propios son no-singulares (ya que gpR es no-singular)
y, por el Lema 2.1.11, son inyectivos. Por lo tanto, todo ideal principal izquierdo de R es inyectivo 6
isomorfo a pR, cumpliendo solo una de estas dos condiciones dependiendo de si tal ideal principal
es 0 no es isomorfo a gpR. Entonces Rxy no es inyectivo pues en caso contrario, por el Corolario
2.1.15, Rxg seria semisimple y asi xg € zoc(rR), lo cual se ha demostrado que no es posible, asi que
Rxzy =gR. Ahora, como zoc(rR) <.spR entonces E(grR) = E(zoc(gR)), donde E(zoc(rR)) =
E(B) 2 I/A = (Rxg + A)/A = Rxg/(Rxzog N A), de ahi que E(gR) & Rxo/(Rxo N A). Sean
¢ : RR — Rxg un isomorfismo y v : Rxg — Rxg/(Rxzo N A) el epimorfismo natural. Entonces
K = Ker(vp) = p~H(Kerv) = ¢~} (RxoNA), lo cual implica que K es semisimple (pues RzoNA <
A < zoc(rR)) y, por el primer teorema de isomorfismos, R/K = Rx/(Rxo N A). Entonces, como
Rzxzo/(Rxo N A) =2 E(grR), se tiene que R/K = E(rR). Veamos que K es infinitamente generado.
Supongamos que K es finitamente generado. Como K es semisimple, entonces K = @@ S; con S;
simple. Ya que para cada i = 1,...,n, S; es inyectivo por el Corolario 2.1.13, entongele es una
suma, directa finita de inyectivos, lo cual implica que K es inyectivo y por ende existe K’ <pR tal
que K ® K/ =gR. Por el Lema 2.1.14, K/ 2gR, pero K' 2 R/K = Rxy/(Rxzo N A) = E(grR), lo
cual es una contradicciéon a la hipotesis de que rR no es inyectivo. Por lo tanto, K es semisimple
infinitamente generado y R/K = E(grR).

[«<] Supongamos que R satisface (i) y (ii). Sean C' un R-modulo izquierdo ciclico propio y N la
parte no-singular de zoc(C). Como N es semisimple no-singular, entonces, por el Corolario 1.2.17,
N es semisimple proyectivo. Por (i), el morfismo inclusion ¢ : N < C se extiende a algtin morfismo
r: E(N) — C, es decir, el diagrama

N —— 5 E(N)
. (3.20)
k///
C

conmuta, donde i es el morfismo inclusion. Entonces 0 = Ker. = Ker(7i) = i~ !(Kert) = NNKert
y, como N <., E(N), se sigue que Kert = 0, es decir, 7 es monomorfismo. Por lo tanto, Imz es
inyectivo y en consecuencia existe B < C tal que C = Imi @ B. De (3.20) se tiene que N < Imi,
entonces BN N = 0. Si S < B es simple proyectivo entonces, por el Corolario 1.2.17, S es simple
no-singular y se sigue que S < N, ya que por definicion N es el mayor submodulo no-singular
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contenido en zoc(C'), pero esto contradice que BN N = 0. Por lo tanto, B no contiene simples
proyectivos. Como C' es ciclico, C = Rx para algin x € C. Entonces ¢ : gR — C definido por
©(r) = rx es un epimorfismo. Si 7 : C = Imi & B — B es la proyeccién candnica sobre B, se
tiene que mp : RR — B es un epimorfismo. Dado que rR es no-singular, entonces zoc(rR) es
semisimple no-singular y ¢(zoc(gR)) es semisimple no-singular por la Proposicion 1.2.19, de ahi
que (zoc(rR)) < N < Imiy consecuentemente mp(zoc(gR)) = 0. Se sigue que zoc(rR) < Kermy
y, por el ler y 3er teoremas de isomorfismos, se tiene que

B~ R/Ker(mp) = (R/zoc(grR))/(Ker(mp)/zoc(rR)). (3.21)

Del epimorfismo natural R/zoc(rR) — (R/zoc(rR))/(Ker(mp)/zoc(rR)) y de (3.21) se obtiene un
epimorfismo Ay : R/zoc(rR) — B. Por hipotesis K es semisimple y R/K es inyectivo, entonces,
en particular, K < zoc(gR). Por el 3er teorema de isomorfismos se tiene que

(R/K)/(zoc(rR)/K) = R/zoc(rR). (3.22)

De (3.22) y del epimorfismo natural R/K — (R/K)/(zoc(grR)/K) podemos obtener un epimor-
fismo A2 : R/K — R/zoc(rR). Sea A := A\ Xq. Siid : Imi — Imi es el morfismo identidad,
entonces id® X\ : Imi® R/K — Imi® B = C es un epimorfismo (pues id y A son epimorfismos),
donde I'mt @ R/K es inyectivo. Por lo tanto, R satisface (P). [

3.3. (P) en Anillos Artinianos

Ahora se analizara la estructura de anillos artinianos izquierdos que satisfacen la propiedad (P).

Teorema 3.3.1. Supongamos que R es artiniano izquierdo. R satisface (P) si y solo si se cumple
alguna de las siguientes condiciones:

(i) R es un anillo cuasi-Frobenius.
(i) R es un anillo local tal que J(R) = Z(rR) y
(a) zoc(rR) es simple y R/zoc(rR) es un sumando directo de E(rR)/zoc(rR), ¢

(b) zoc(rR) es suma directa de dos mddulos simples, y para cada ideal izquierdo simple S <pR
se tiene que R/S es inyectivo.

Demostracion. [=] Supongamos que R satisface (P) y que es artiniano izquierdo. Si R es autoin-
yectivo izquierdo, entonces es cuasi-Frobenius. Supongamos que R no es autoinyectivo izquierdo.
Si R contiene un elemento idempotente no trivial e, entonces R = Re @ R(1 — e). Por el Lema
2.1.14, Re o R(1 —e) es isomorfo a g R, pero esto no es posible ya que gR es artiniano (un modulo
artiniano no puede ser isomorfo a un submodulo propio). Por lo tanto, R no contiene idempotentes
no triviales. Como R es artiniano y no tiene idempotentes no triviales, entonces R es local (cf. [12,
Corolario 19.19). Notese que R, por ser artiniano izquierdo, contiene un ideal izquierdo minimo, asi
que zoc(gR) # 0. Por el Corolario 2.1.12 cada R-mo6dulo izquierdo simple no-singular es inyectivo
(pues todo R-modulo simple S no-singular es proyectivo por el Corolario 1.2.17). Sea N la parte
no-singular de zoc(grR). Si N # 0, entonces N es inyectivo por ser una suma directa finita (porque
rR es artiniano) de ideales izquierdos simples no-singulares de R, lo cual implica que N es un
sumando directo de grR, pero eso no es posible ya que R es inescindible por no tener elementos
idempotentes no triviales y no es semisimple. Por lo tanto N = 0 y en consecuencia zoc(rR) es
singular. Sea x € R\Z(rR). Si Rz ZrR, entonces, por el Lema 2.1.11, Rx = A ® B para algunos
A, B <g R con A inyectivo y B singular. Como gR no es inyectivo y es inescindible se sigue que
A = 0. Entonces, © € Rx = B < Z(rR), lo cual contradice que z ¢ Z(rR). Por lo tanto, Rz =R
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y por ende Rr =rR ya que rR al ser artiniano no puede ser isomorfo a un submodulo propio.
Veamos que J(R) = Z(grR). Si I <r R cumple que Z(gR) + I =gR, entonces I # Z(rR) (pues
Z(rR) # R por el Corolario 1.2.5) y en consecuencia existe xg € I tal que zg ¢ Z(grR). Entonces,
como se mostro previamente para x € R\zoc(rR), se tiene que Rxo =gR, lo cual implica que
I =gR. Por lo tanto, Z(rR) <grR y se sigue que Z(gR) < J(R). Ahora, sea 2’ € R\Z(grR).
Entonces Rz’ =grR, lo cual implica que Rx’ no es superfluo en gR y en consecuencia 2’ € R\J(R)
(cf. [10, Corolario 9.1.3]). Por lo tanto J(R) < Z(rR) y asi J(R) = Z(gR).

Como grR es artiniano entonces, por el Corolario 1.4.10, grR tiene dimensién uniforme finita.
Obsérvese que zoc(grR) # 0 ya que g R contiene al menos un ideal izquierdo simple por ser artiniano.
Ademaés, zoc(rR) es finitamente generado ya que gR es artiniano y por lo tanto noetheriano,
lo cual implica que zoc(grR) es una suma directa finita de ideales izquierdos simples de rpR. Si
u.dim(grR) = 1, entonces g R es uniforme y, por la Proposicion 1.4.6, zoc(gR) es simple ademés de
ser esencial en g R. Notese que R/zoc(rR) es ciclico propio, pues en caso contrario, R/zoc(grR) 2rR
implica que R/zoc(rR) es proyectivo y en consecuencia se tiene que zoc(gR) es un sumando
directo propio de rR (zoc(rR) es propio ya que rR no es semisimple por no ser autoinyectivo
izquierdo), pero esto contradice que zoc(gR) <.srR. Por el Lema 2.1.9, el epimorfismo natural
v: R — R/zoc(rR) se extiende a algin epimorfismo v : E(grR) — R/zoc(rR). Entonces el
siguiente diagrama conmuta:

R———— F(rR)
v ///,//y/ (323)
=
R/zoc(grR).

Como v es un epimorfismo, de (3.23) se sigue que E(rR) = Im(t) + Ker(y) = R+ Ker(y). De
(3.23) se tiene que zoc(rR) < Ker(y), entonces zoc(rR) <RNKer(y). Siz € RNKer(y), entonces
x + zoc(gR) = v(z) = yi(x) = y(x) = 0+ zoc(rR), de ahi que x € zoc(rR) y en consecuencia
RN Ker(y) = zoc(grR). Entonces, dado que R+ Kery = E(rR) y RN Kery = zoc(rR), se sigue
que E(rR)/zoc(rR) = (R/zoc(rR)) ® (Ker(y)/zoc(grR)). Entonces se concluye R/zoc(rR) <g
E(rR)/zoc(rR). Por lo tanto, si u.dim(gR) = 1 entonces se cumple (ii)-(a).

Ahora, supongamos que u.dim(rR) = n para algin n > 1. Entonces existe V = U1 ®...®U,, <.sgR
tal que cada U, es uniforme. Entonces E(rR) = E(V) = E(U1 @ ... 2 U,) = E(U1) ® ... ®
E(U,). Como cada E(U;) es la capsula inyectiva de un modulo uniforme, entonces cada E(U;) es
inescindible (cf. [10, Teorema 6.6.2]). Dado que rR es artiniano, entonces para cada i = 1,...,n se
tiene que existe un simple S; < E(U;) tal que E(U;) = E(S;) (cf. [10, Corolario 6.6.3]). Entonces,
P S; < zoc(E(rR)) = zoc(rR) y por ende existe K < zoc(grR) tal que @ S; & K = zoc(rR).
i=1 i=1

Obsérvese que K # 0 contradice a la Proposicion 1.4.6, pues u.dim(gR) = n, entonces se debe
cumplir que

zoc(rR) = EP S:. (3.24)
i=1

Como S es simple, entonces S; = Rx; para algin z; € Sy. Si 1 ¢ Z(rR), entonces, como se
vio antes en la demostracion para los elementos que no pertenecen a Z(gR), S1 = Rz; =grR lo
cual no es posible pues R no es autoinyectivo izquierdo. Por lo tanto, 1 € Z(grR) y asi Sy es
singular. R/Sy es ciclico propio pues en caso contrario, R/S; serfa proyectivo y en consecuencia
51 <g¢rR; se sigue que S es proyectivo y, por el Corolario 1.2.17, es no-singular lo cual implica
que S es singular y no-singular, es decir, S7 = 0 siendo esto una contradiccion a que Sy es simple.
Por el Lema 2.1.9, el epimorfismo natural o : R — R/S; puede extenderse a algin epimorfismo
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B : E(rR) — R/S1, es decir, el siguiente diagrama es conmutativo:

R—*%* E(rR)
- 3.25
- (325)
g
R/S:.

Como o es epimorfismo, de (3.25) se tiene que E(rR) = R + Kerf. Ademéas, 0 = o(S1) =
B(e(S1)) = B(S1), lo cual implica que S; < RN Kerf, asi que si « € RN Kerf entonces z + 51 =
o(z) = B(e(x)) = B(z) = 0+ S1, es decir, x € S1. Se sigue que RN Kerf =51 y en consecuencia
E(rR)/S1 = (R/S1) @ (Kerf/5S1). Entonces se tiene lo siguiente:

(R/Sl) SP) (Kerﬂ/Sl) = E(RR)/Sl = (El/Sl) (S¥) (EQ D...D En),

donde E; := E(U;) para cada i € {1,...,n}. Es claro que 0(Z(grR)) = Z(rR)/S1 < Z(R/S1). Por
otro lado, se tiene que anng(1 4+ S1) = S7 y S1 no es esencial en gR (por ejemplo, S; NSy =0y
Sy # 0 por ser simple), asi que 1+ .51 ¢ Z(rR/S1) y en consecuencia Z(R/S1) # R/S1. Obsérvese
que Z(rR)/S1 es maximo en R/Si, pues si Z(rR)/S1 < H/S1 < R/S1, entonces Z(rR) <
H <gR, lo cual implica que existe h € H tal que h ¢ Z(rR). Entonces, como h ¢ zoc(rR),
Rh =gR, asi que H =R y por ende H/S, = R/S1; esto nos dice que, efectivamente, Z(gR)/S1
es maximo en R/S;. Por lo tanto, R/Z(rR) es simple ya que R/Z(rR) = (R/S1)/(Z(rR)/S1).
De Z(gR)/S1 < Z(R/S1) # R/S1 se sigue que Z(rR)/S1 = Z(R/S1). Notese que Kerf/Sy es
singular, pues Kerp/S; = (E(rR)/S1)/(R/S1) = E(rR)/rR, donde E(rR)/rR es singular por
la Proposicién 1.2.11. Entonces tenemos que

R ~ R/S1 @ KerB/S1
Z(rR) = Z(rR)/S1 7 Kerf/S:

o __(R/S1)®(KerfB/S1)
— (Z(rB)/S1)®(Kerp/S1)

(R/S1)®(KerB/S1)
— Z(R/S1)®Z(KerB/S1)

(R/S1)®(KerB/S1)
T Z((R/S1)@(Kerf/Sh))

E(rR)/S1
Z(E(rR)/S1)

_(Er®.. @B ) /51
Z((E1®...©E,)/51)

(B1/S1)0(E2...@Ey)
Z(E1/51)&(E2®..BE,))

[12

(B1/S51)0(Ex®..BEy)
Z(E1/51)0Z(E2®...8Ey)

(B1/S1)®(E2®...En)
(E1/S1)®Z(E2®....0E,)

~ _Ex®..0F,
T Z(E20...0FE,)

E®... By,
Z(E2)®...Z(En)

~ E. Ey,
= Z(EQQ) D...P Z(E")7

donde el isomorfismo senalado con * de debe a la Proposicion 1.2.7. Como R/Z(rR) es simple,
entonces n = 2. De (3.24) se sigue que zoc(rR) = S1 @ Sy con S y Ss ideales izquierdos simples
de RR.
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Sea S un ideal izquierdo simple de R. Vamos a demostrar que R/S es inyectivo. Para 1+ 5 € R/S,
anng(1+S;) = S; no es esencial en gR, de ahi que R/S no es singular. Se puede ver, como se hizo
antes para R/S7, que R/S es ciclico propio. Por el Lema 2.1.11, R/S = C & D con C singular y
D inyectivo. Ahora, como R es local, entonces R/S es inescindible, pues si R/S = (A/S) ® (B/S)
entonces RR = A+ B lo cual implica que 1 = a + b para algunos a € A y b € B; se sigue que a es
unidad 6 b es unidad, ya que en caso contrario, como R es local, se tendria que 1 no es unidad, de
ahi que RR = A 6 g R = B. Entonces, al ser R/S inescindible se tiene que R/S = D, pues si ocurre
que R/S = C, entonces R/S es singular y, por el Corolario 1.2.12, S debe ser esencial en pR, lo
cual no es posible (pues si S’ es otro ideal izquierdo simple de R, entonces SN S =0y S' #0).
Entonces R/S es inyectivo. Por lo tanto, si u.dim(gR) = n > 1 entonces se cumple (ii)-(b).

[«<] Como los anillos cuasi-Frobenius son autoinyectivos izquierdos, entonces satisfacen (P). Su-
pongamos que R es un anillo artiniano izquierdo que satisface la condicién (ii)-(a). Consideremos
R/I un R-moédulo izquierdo ciclico propio. Como I # 0 y rR es artiniano, entonces I contie-
ne un ideal izquierdo simple; como zoc(rR) es simple, se sigue que zoc(grR) < I. Por lo tanto,
R/I = (R/z0c(rR))/(I/z0oc(rR)). Se sigue que existe un epimorfismo f : R/zoc(rR) — R/I.
Sea m: E(grR)/zoc(rR) — R/zoc(rR) la proyeccion canoénicay o : E(rR) — E(rR)/zoc(rR)
el epimorfismo natural. Entonces fom oo : E(rR) — R/I es un epimorfismo.

Sean gR artiniano izquierdo que satisface la condicién (ii)-(b) y R/I un R-moédulo izquierdo ciclico
propio. Como I # 0 y rR es artiniano, entonces existe S <rR simple tal que S < I. Entonces
R/I = (R/S)/(I/S), lo cual implica que R/I es imagen homomorfa del inyectivo R/S. [ |

El siguiente ejemplo exhibe a un anillo que satisface (P) pero que no es cuasi-Frobenius, lo cual
inspira la pregunta de en qué posibles situaciones se tiene la equivalencia.

Ejemplo 3.3.2. Supongamos que R # 0 es artiniano izquierdo de cadena izquierdo y que no es
artiniano derecho tal que zoc(rR) = J(R) = Z(rR). Notese que zoc(grR) # 0 ya que R es artiniano
izquierdo, ademaés, por el Corolario 1.2.5, se tiene que Z(grR) <grR. De las hipotesis sobre R se
sigue que este tiene exactamente tres ideales izquierdos, a saber, 0, J(R) y R. Obsérvese que R no
es autoinyectivo izquierdo, pues si lo fuera seria cuasi-Frobenius y en consecuencia seria artiniano
derecho. Ahora, un anillo R se dice que es MAX izquierdo si todo R-moédulo izquierdo distinto
de cero tiene un submoédulo méximo. Por el Teorema 28.4 de [1] R es MAX izquierdo, pues R es
perfecto izquierdo por ser artiniano izquierdo. Supongamos que R es superfluo en E(zR). Para
cada z € E(rR)\R, consideremos el morfismo f : R — E(grR) definido por f;(r) = rz. Como
E(rR) es inyectivo, existe f : E(rR) — E(rR) tal que el siguiente tridngulo conmuta:

R———— FE(grR)
; //////
-
E(rR).
Dado que R es superfluo en E(zR), entonces Rx = f(R) = f(«(R)) = f(R) es superfluo en E(gR)
y se obtiene que rad(E(grR)) = > A= E(gR), pero como R es MAX izquierdo entonces
A<<E(rR)

E(grR) tiene un submoédulo méximo, lo cual implica que rad(E(grR)) < E(grR) llegando asi a una
contradiccion. Por lo tanto R no es superfluo en E(gR). Entonces existe D < E(grR) tal que D # 0
y R+ D = E(gR), donde RN D # 0 ya que R <.s E(gR). Se sigue que RN D = zoc(rR) y
en consecuencia (E(gR)/zoc(rR)) = (R/zoc(rR)) ® (D/zoc(rR)). Por lo tanto, R satisface la
propiedad (P) por (ii)-(a) del Teorema 3.3.1.
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En el Ejemplo 3.3.2 se pide que R sea artiniano izquierdo, de cadena izquierdo, que no sea artiniano
derecho y que zoc(grR) = J(R) = Z(gR). Veamos que tales anillos existen.

Ejemplo 3.3.3. Sea K un campo con un subcampo L tal que dimp,K = 0o y que existe un
isomorfismo de campos ¢ : K — L (por ejemplo K = Q(x1,z2,...) y L = Q(z2, 23, ...)). Definimos
un anillo R = K x K con las operaciones

(z,y) + (@ y) = (x+2,y+y) y (z,9)(@",y) = (p(¥)z + 2"y, yy').

Entonces R es un anillo con neutros (0,0) y (0,1) para la suma y el producto, respectivamente.
Ahora veamos que R tiene exactamente tres ideales izquierdos. Sea 0 # (zo,y0) € R. Entonces
tenemos los siguientes dos casos:

Caso 1: yg # 0. Se sigue que existen inversos multiplicativos yo_l vy ©(yo)" ! en K de yo v ©(yo),
respectivamente. Entonces (—o(yo) *zoys - vo *) (0, 0) = (0,1). Por lo tanto, R(zo,y0) =rR
donde R(zo,yo0) es el R-modulo izquierdo generado por (zg, yo)-

Caso 2: yp = 0. Se sigue que o # 0 y si (z,y) € R, entonces (z,y)(zo,y0) = (20y,0) € K x
{0} <gR. Asi, R(x0,y0) < K x {0}. A la inversa, si (z,0) € K x {0}, entonces (z, 2 ") (0, y0) =
(z,0). Entonces (z,0) € R(x,yo). Por lo tanto K x {0} = R(zo, yo)-

Por lo tanto, de los Casos 1 y 2 se sigue que los tnicos ideales izquierdos de R son 0, K x {0}
y R. Veamos que K x {0} = zoc(gR) = J(R) = Z(rR). Como R tiene exactamente tres ideales
izquierdos es claro que K x {0} = J(R) = zoc(rR). Como R # 0, entonces, por el Corolario 1.2.5,
Z(rR) <rR. Sia = (1,0) € K x {0}, entonces a®> = (0,0), asi que a € anny(a). Como a # 0,
entonces anng(a) # 0y anng(a) <gR, es decir, anny(a) = K x {0}, donde K x {0} <.srR. Por lo
tanto, 0 # a € Z(rR) y asi, Kx{0} = J(R) = zoc(rR) = Z(rR). Entonces, hemos demostrado que
R es artiniano izquierdo, de cadena izquierdo y zoc(gR) = J(R) = Z(gR). Finalmente mostremos
que R no es artiniano derecho. Sea (z,y) € R. Entonces (x,y) € ann.(a) = ann.((1,0)) <
(L,0)(z,y) = (0,0) < (¢(y)1 + 20,0y) = (¢(y),0) = (0,0) & ¢(y) =0 < y = 0. Asi K x {0} =
ann,(a). Para cada z € K, (2,0)R = {(2,0)(z,y)|(z,y) € R} = {(2¢(v),0)|y € K} = {(21,0)|l €
L}. Entonces como L-modulos se tiene que (z,0)R = zL. Si ann,-(a) es finitamente generado como
R-mo6dulo derecho, entonces ann,.(a) = (z1,0)R+ ...+ (2, 0) R, con z; # 0. Por lo anterior, existen
isomorfismos de L-moédulos A; : z;L — (z;,0)R lo cual implica que existe un epimorfismo de
L-moédulos A : @ #L — Y (2:,0)R = ann,(a) definido por A((z:l;)i~1) = > Ai(z:l;). Entonces
i=1 i=1
tenemos un epimorfismo de L-modulos L™ — ann,.(a) lo cual implica que ann,.(a) = K x {0}

es finitamente generado como L-moédulo. Pero K & K x {0} como L-mo6dulos, entonces K es
finitamente generado como L-modulo, pero esto contradice que dimp K = co. Por lo tanto, ann,.(a)
no es finitamente generado como R-mo6dulo derecho, lo cual implica que R no es noetheriano derecho
y en consecuencia no es artiniano derecho.
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Capitulo 4

K-Algebras de Artin vy la Propiedad
(P)

En el Capitulo 3 se vio que existen anillos que satisfacen (P) pero no son cuasi-Frobenius, sin
embargo, hay situaciones en las que si se tiene la equivalencia. Entonces el objetivo principal de
este capitulo es mostrar que una K-éalgebra de Artin satisface (P) si y solo si es un anillo cuasi-
Frobenius. A través de las secciones de este capitulo se presentan las definiciones y resultados
pertinentes que posibilitaran la prueba de tal resultado.

4.1. Primeros Conceptos

Definicion 4.1.1. Sea K un anillo conmutativo con identidad. El anillo R, junto con un morfismo
de anillos unitarios ¢ : K — R, es una K-algebra si el subanillo ¢(K) de R esta contenido en el
centro de R.

Proposicion 4.1.2. Sea R una K-dlgebra junto con el morfismo de anillos unitarios ¢ : K — R.
Entonces todo R-mddulo izquierdo (respectivamente derecho) M es también un K-mddulo, con la
multiplicacion por elementos de K definida de la siguiente manera:

Vk € K,Vm € M: km := p(k)m (respectivamente para el caso derecho, km := mp(k)).

En consecuencia, todo morfismo de R-mddulos izquierdos o derechos es también morfismo de K-
mddulos.

Demostracion. Sean k, k' € K 'y m,m’ € M, donde M es un R-moédulo izquierdo (respectivamente
derecho). Entonces se cumple lo siguiente:

w (kE)m = o(kk")m = (e(k)e(k'))m = o(k)(e(k')m) = k(k'm) (respectivamente en el caso
derecho, (kk")Ym = me(kk") = me(k'k) = m(e(E)p(k)) = (me(k'))p(k) = k(k'm)).

w 1xm = p(lg)m = 1gm = m (respectivamente en el caso derecho, 1xym = me(lx) = mlg =
m).

o (k+E)Ym=pk+E)m = (ok)+p(k'))m = o(k)m+ o(k")Ym = km + k'm (respectivamente
en el caso derecho, (k+k )m = mo(k+k") = m(p(k)+¢(k')) = mp(k)+mp(k') = km+k'm).
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s k(m+m') = o(k)(m +m') = p(k)m + p(k)m’ = km + k'm (respectivamente en el caso
derecho, k(m +m') = (m +m/)p(k) = mp(k) + m'o(k) = km + km/).

Por lo tanto, M es un K-médulo. |

Notese que en la Proposicion 4.1.2 no es necesaria la hipotesis de que ¢(K) esté contenido en el
centro de R.

Definicion 4.1.3. Sea R, junto con el morfismo de anillos unitarios ¢ : K — R, una K-algebra.
Consideremos a R como K-mo6dulo como en la Proposiciéon 4.1.2. Entonces, se dice que R es una
K-algebra de Artin si K es un anillo artiniano y R es un K-moédulo finitamente generado.

Proposicion 4.1.4. Si R es una K-dlgebra de Artin, entonces R es artiniano.

Demostracion. Dado que R es finitamente generado como K-médulo con K artiniano, entonces R
es artiniano como K-moédulo. Por la Proposiciéon 4.1.2, todo ideal izquierdo y todo ideal derecho de
R es un K-moédulo, asi que cualquier cadena ascendente de ideales izquierdos o de ideales derechos
de R es, a su vez, una cadena ascendente de K-submoédulos de R que se estaciona por ser R un
K-moédulo artiniano. Por lo tanto, R es artiniano izquierdo y artiniano derecho, es decir, R es
artiniano. |

4.1.5. Si K es un anillo conmutativo artiniano, entonces K/J(K) es un anillo artiniano, asi que
K es semilocal (ver Definicion 1.7.5). Como K es conmutativo, entonces tiene un nimero finito
de ideales maximos (Corolario 1.7.9). Entonces solo hay un ndmero finito de clases de isomor-
fismo de K-modulos simples, pues todo K-modulo simple es isomorfo a K/ con 9 un ideal
méaximo de K. Sea {T},...,T,,} un conjunto de representantes de las clases de isomorfismo de los
K-moédulos simples. Como K es artiniano, todo K-moédulo no cero inyectivo e inescindible es la
capsula inyectiva de un K-modulo simple y no puede contener méas de un K-modulo simple (cf. [10,
Corolario 6.6.3]). Se sigue que hay un namero finito de clases de isomorfismos de K-mo6dulos no
cero inyectivos e inescindibles, donde un conjunto de representantes de tales clases de isomorfismo
es {E(T1), ..., E(T,)}. Entonces se tiene el siguiente K-modulo inyectivo:

Ex = @ E(T)).

=1

Nota 4.1.6. A partir de ahora y en el resto de la actual secciéon, K denotara a un anillo artiniano
conmutativo con identidad y R a una K-élgebra de Artin. Ademaés, por el resto del capitulo, se
trabajara constantemente con la notacion de 4.1.5.

4.1.7. Dado que K es conmutativo, entonces para cada par de K-modulos M y N se tiene que
HomK (M, N)

es un K-modulo, donde (kf)(m) := f(km) para cada k € K, cada f € Homg(M,N) y cada
m € M. Sea A un K-modulo. Entonces podemos definir el funtor

Homg(A, ): K-Mod — K-Mod

de la siguiente manera:
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s En objetos. Para cada K-modulo B, Homg (A, )(B):= Homg (A, B).

= En morfismos. Para cada morfismo de K-moédulos f : B — C se define el K-morfismo

Homg (A, )(f): Homg(A,B) = Homg(A,C)
h— fh.

También se puede definir el funtor contravariante
Homg(_,A): K-Mod — K-Mod
de la siguiente manera:
= En objetos. Para cada K-moédulo B, Homg(_, A)(B) := Homg (B, A).
= En morfismos. Para cada morfismo de K-moédulos f : B — C se define el K-morfismo

Homg( ,A)(f): Homg(C,A) - Homg (B, A)
h— hf.

Para cualquier anillo podemos definir tales funtores, pero si no es conmutativo posiblemente el
codominio no seria la categoria de modulos sobre el anillo en cuestion sino la categoria de grupos
abelianos. Para los siguientes resultados, serda de particular interés y utilidad el funtor contrava-
riante Homg(_, Fx) (que hara posible tener una dualidad entre las categorias R-mod y mod-R)
y ocasionalmente el funtor Homp (M, ) 6 el funtor Hompg(_, M) para algin R-mo6dulo M.

Teorema 4.1.8. Sea X un K-mddulo finitamente generado. Entonces se cumple lo siguiente:
(a) Homg (X, Ex) es de longitud finita y Le(Homy (X, Ex)) = Le(X).

(b) La funcion ¢ : X — Homg(Homg (X, Ek), Ex) definida por ¢(a) = ¢, para cada a € X,
donde ¢o(f) = f(a) para cada f € Homg (X, Fx), es un isomorfismo de K-mddulos.

Demostracion. (a) Como X es un K-modulo finitamente generado y K es artiniano, entonces X
es artiniano y noetheriano, lo cual es equivalente a que X es de longitud finita. Por lo tanto,
la demostracion de este inciso se hara por induccion sobre Le(X). Si X = 0 no hay nada que
demostrar. Si Le(X) = 1, entonces X es simple y X = T, para algin w € {1,...,n}. Notese que
si 4,5 € {1,...,n} con i # j, entonces Homg (Tj, E(T;)) = 0, ya que si ¢ € Homp(T}, E(T;)) y
¢ # 0, entonces ¢ es monomorfismo (pues T; es simple), lo cual implica que T; = ¢(T}), pero
E(T;) contiene a un tnico simple (cf. [10, Corolario 6.6.3|), asi que T; = ¢(T;) = T}, siendo esto
una contradiccion. Por lo tanto, Homg (Tj, E(T;)) = 0 para cada par de indices 4,5 € {1,...,n}
con ¢ # j. Ademas, para cada i € {1,...,n}, T; = Kt; para algan t; € T; y t; # 0 (pues cada
T; es simple). Entonces, para cada i € {1,...n}, ¢; : Homg(T;, E(T;)) — T; definida por
wi(f) = f(t;) para cada f € Hom(T;, E(T;)), es un isomorfismo de K-modulos. Obsérvese que
el codominio de cada ¢; esta bien definido, pues para cada f € Homg(T;, E(T;)) con f # 0 se
tiene que f es monomorfismo, ya que T; es simple, luego f(T;) = T; y se sigue que f(T;) es simple,
pero E(T;) solo contiene un simple (cf. [10, Corolario 6.6.3]), de ahi que f(7;) = T; y por ende
wi(f) = f(t:) € T;. Es claro que ¢; es morfismo de K-modulos y es inyectivo ya que ¢;(f) = ¢;(g)
implica f(t;) = g(t;) y por ende f = g (pues f y g coinciden en el elemento generador de su
dominio). Para cada i € {1,...,n}, como T; es simple y ; es un monomorfismo, entonces ¢; es
isomorfismo de K-modulos. Se sigue que

n n
Homgk(X,Ex) =2 Homg (T, Ex) = Homg (T, @ E(T;)) =2 @ Homk (T, E(T;)) =
i=1 i=1
Homg (T, E(Ty)) =2 Ty
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Asi, Homg (X, Ek) es simple y en consecuencia Le(Homg (X, Fx)) =1 = Le(X). Ahora, supon-
gamos que Le(X) > 1y que la afirmacion es cierta para cada Y en K-mod tal que Le(Y) < Le(X).
Dado que X es un K-moédulo finitamente generado, entonces contiene algin subméddulo maximo
U. De la sucesién exacta corta

0—U<X % X/U -0,
donde ¢ es el morfismo inclusion y v es el epimorfismo natural, se sigue que

Homg(_,Ex)(v) Homgk(_,E)(L)
—_— _—

O—)HomK(X/U,EK) HOTTLK(X,EK) HOTTLK(U,EK)—)O (41)
es también una sucesion exacta corta, ya que Ex es inyectivo (cf. [16, Proposicion 3.25]). En-
tonces, como Le(U) + Le(X/U) = Le(X), se tiene que Le(U),Le(X/U) < Le(X). Por hipé-
tesis de induccion, Homg (U, Ex) v Homgk(X/U, Ex) son de longitud finita y se cumple que
Le(Homg (U, Ek)) = Le(U) y Le(Homg (X/U, Ex)) = Le(X/U). Entonces de (4.1) se sigue que

Le(Homk (X, Ex)) = Le(Homg (X/U, Ex)) + Le(Homg (U, Ex)) = Le(X/U) + Le(U) = Le(X).

(b) Veamos que la funcion ¢ : X — Homg(Homg (X, Ek), Ex) definida por ¢(a) = ¢, para
cada a € X, donde ¢,(f) = f(a) para cada f € Homg (X, Fk), es un isomorfismo de K-modulos.
El caso X = 0 es trivial, asi que para el resto de la demostracion se supondra que X # 0.
Si fi,f2 € Homic(X, Exc) y k € K, entonces ga(kf +g) = (kf + g)(a) = (kf)(a) + g(a) =
kf(a) + g(a) = koo (f) + dalg), de ahi que ¢, € Homg (Homg (X, Ex), Fx) para cada a € X, es
decir, ¢ tiene bien definido su codominio. Para mostrar que ¢ es morfismo consideramos a,b € X
y k € K. Para cada f € Homg (X, Ex) se tiene lo siguiente:

Phatv(f) = f(ka+b) = kf(a) + f(b) = kda(f) + &u(f) = (kda + ¢0)(f),

lo cual implica que ¢rarp = kdo + &b, es decir, ¢(ka + b) = k¢(a) + ¢(b). Por el inciso (a),
Hompg (X, Ek) es de longitud finita, lo cual implica que Homg (X, Fk) es artiniano y noet-
heriano y en consecuencia es finitamente generado. Aplicando dos veces el inciso (a) tenemos
que Le(X) = Le(Homgk (X, Ex)) = Le(Homg(Homg (X, Ex), Ex)), asi que para mostrar que
¢ es isomorfismo basta mostrar que es monomorfismo (pues si ¢ es monomorfismo, entonces
Le(Im¢) = Le(X) = Le(Homg(Homgi (X, Ex), Ex)) = Le(Codg) y se sabe que Le(Codgp) =
Le(Im¢) + Le(Codp/Ime) (ver [10, Corolario 3.5.5]), lo cual implica que Le(Codg/Ime) = 0, es
decir, Cod¢ = I'm¢, donde Codg es el codominio de ¢). Para ver que ¢ es monomorfismo, con-
sideremos a € X con a # 0 y mostremos la existencia de f € Homg (X, Ex) tal que ¢,(f) # 0,
con lo que se concluiria que ¢(a) = ¢, # 0 para cada a € X con a # 0, es decir, se concluiria que
Ker¢ = 0. Como Ka es finitamente generado, entonces por el Lema de Nakayama (cf. [10, Teorema
9.2.1]) se tiene que J(K)Ka es superfluo en Ka, de ahi que J(K)Ka # Ka. Dado que K/J(K)
es un anillo semisimple (ya que K es artiniano), entonces rad(Ka) = J(K)Ka (cf. [10, Teorema
9.3.5]). Entonces Ka/rad(Ka) # 0 y es semisimple ya que Ka es artiniano (cf. [10, Corolario
9.2.3]). Se sigue que existe un morfismo no cero ¢ : Ka/rad(Ka) — Ek (tal morfismo puede ser
» = 1;nsTg, donde mg : Ka/rad(Ka) — S es la proyeccion sobre algun simple S < Ka/rad(Ka),
ns es un monomorfismo de S a algun E(T;), pues todo simple tiene capsula inyectiva isomorfa a
algin E(T;) coni € {1,...,n}, y el morfismo ¢; es la inclusion de E(T;) en Ef), asi que pv # 0 don-
de v: Ka — Ka/rad(Ka) es el epimorfismo natural. Como E es inyectivo, existe un morfismo
f: X — Eg tal que el tridngulo

Ko ————— X
pv 7
O
v
Eyx
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conmuta. Entonces, 0 # pv(a) = fi(a) = f(a) = ¢o(f). Por lo tanto, ¢ es monomorfismo y por
ende es isomorfismo.
|

Lema 4.1.9. Sea M un R-mddulo izquierdo (respectivamente derecho) y supongamos que el mor-
fismo de anillos unitarios p : K — R es el que hace a R una K-dlgebra de Artin. Si consideramos
a M como un K-mddulo con la multiplicacion por elementos de K definida como en la Proposicion
4.1.2, entonces M es finitamente generado como R-mddulo izquierdo (respectivamente derecho) si
y solo si M es finitamente generado como K-mddulo.

Demostracion. Primero, notemos que como R es finitamente generado como K-moddulo entonces
t
R = Kr; paraalgunos r1, ...,7; € R. Se demostrara el caso cuando M es un R-modulo izquierdo;

Jj=1
la demostracién es similar en el caso en el que M es un R-moédulo derecho.

n

[=] Supongamos que M = Y  Rm; para algunos my,...,m, € M. Si m € M, entonces existen
i=1

Ay .oy A € R tales que

m = XR:)\JHz (41)
i=1

Se sigue que para cada A;, con i € {1,...,n}, existen k; 1, ..., ki, € K tales que

t
)\i = Z ki’jTj = Z ga(ki’j)’l’j. (42)

j=1 j=1
De (4.1) y (4.2) se tiene que m = Z::l(i:lgo(k,J)Tj)m = gé( (kij)rj)m; =

n t
Z E (ki j)(rym;) = Z Z 5.5 (1;m;). Por lo tanto, M como K-modulo esta generado por el
1=17j= =1
M

1, ..t}

conjunto {rymili =1,.

n
[<] Supongamos que M = > Km; para algunos my,...,m, € M. Si m € M, entonces existen
i=1

n n

k1,...,k, € K tales que m = Z kim; = Z w(ki)m; € > Rm;. Por lo tanto M = > Rmj, es
i=1 i=1 i=1 i=1

decir, M es finitamente generado como R-mddulo. |

La siguiente proposicion seré clave para obtener uno de los resultados principales de la Secciéon 4.2,
que es una dualidad entre R-mod y mod-R via el funtor contravariante Homg(_, Fx).

Proposicion 4.1.10. Sea X un R-mddulo izquierdo finitamente generado. FEntonces
Homg (X, Ex) es un R-mddulo derecho finitamente generado con la multiplicacion por elemen-
tos de R definida por:

Vr € R,Vf € Homg(X,Ek): fr: X — Ex
a— f(ra).

Demostracion. Sean f € Homg (X, Ex) y r € R. Veamos que fr € Homg (X, Ex). Sia,be X y
k € K, entonces se tiene lo siguiente:
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» (fr)(a+b) = f(rla+b)) = f(ra+rb) = f(ra) + f(rb) = (fr)(a) + (fr)(b).

v (fr)(ka) = f(r(ka)) = [f(r(e(k)a)) = f((re(k))a) = f((p(k)r)a) = flp(k)(ra)) =
f(k(ra)) = kf(ra) = k(fr)(a).

Por lo tanto, fr € Homg (X, Ex). Ahora veamos que, con la multiplicaciéon por elementos de
R propuesta, Hompg(X, Ex) es un R-mo6dulo derecho. Sean f,g € Homg(X,Ex) y r,s € R.
Entonces para cada a € X se cumple lo siguiente:

» ((fr)s)(a) = (fr)(sa) = f(r(sa)) = f((rs)a) = (f(rs))(a).

» (flr)(a) = f(1ra) = f(a).

v (f(r+s))(a) = f((r+s)a) = f(ra+sa) = f(ra) + f(sa) = (fr)(a) + (fs)(a) = (fr + fs)(a).
((f +9)r)(a) = (f + g)(ra) = f(ra) + g(ra) = (fr)(a) + (gr)(a) = (fr +gr)(a).

Por lo tanto (fr)s = f(rs), flg = f, f(r+s) = fr+fsy (f+g)r = fr+gr, asique Homp (X, Fk)
es un R-modulo derecho. Finalmente, mostremos que Hom g (X, Ek) es finitamente generado como
R-moédulo derecho. Dado que, por hipotesis, X es un R-moédulo izquierdo finitamente generado,
entonces X es finitamente generado como K-modulo (Lema 4.1.9). Claramente, como K es conmu-
tativo, Homg (X, Ef) tiene una estructura “natural” de K-modulo (si k € K, f € Homg (X, Ek),
entonces kf se define por (kf)(a) = f(ka) para cada a € X). Por el Teorema 4.1.8, Homg (X, Ex)
con su estructura natural de K-modulo es de longitud finita, lo cual implica que, en particular,
Hompg (X, Ek) es noetheriano (como K-mo6dulo), de ahi que Homg (X, Ex) con su estructura
natural de K-mo6dulo es finitamente generado. Sin embargo, como hemos demostrado hasta este
punto, Homg (X, Ex) tiene estructura de R-modulo derecho, asi que por la Proposicion 4.1.2,
Homg (X, Ex) tiene una estructura de K-modulo que es inducida por el morfismo de anillos uni-
tarios ¢ : K — R. Obsérvese que para Homg (X, Fk) su estructura natural de K-moédulo y su
estructura de K-modulo inducida por ¢ coinciden, pues si f € Homg (X, Fx), k € K ya € X
entonces se tiene lo siguiente:

= En la estructura natural de K-modulo de Homg (X, Ex) se tiene que (kf)(a) = f(ka) =
flp(k)a).

» En la estructura de K-modulo de Homg(X,Fg) inducida por ¢, considerando a
Hompg (X, Ex) como R-modulo derecho con la operacion propuesta en el enunciado de esta

proposicion, se tiene que (kf)(a) = (fe(k))(a) = f(p(k)a).

Por lo tanto, para Homg (X, Fx) se tiene que su estructura natural de K-modulo y su estructura
de K-modulo inducida por ¢ coinciden. Dado que Homg (X, Ex) en su estructura natural de K-
modulo es finitamente generado, entonces Homg (X, K) con su estructura de K-modulo inducida
por ¢ es finitamente generado; el Lema 4.1.9 garantiza que Homg (X, Ex) es finitamente generado
como R-mo6dulo derecho. |

También se tiene un resultado simétrico al de la Proposicion 4.1.10.

Proposicion 4.1.11. Sea X un R-mddulo derecho finitamente generado. Entonces Homy (X, Ex)
es un R-modulo izquierdo finitamente generado con la multiplicacion por elementos de R definida
por:

Vr € RVf e Hmg(X,Ex):rf: X — Ex
a— f(ar).
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Antes de analizar dualidades en la Secciéon 4.2, es pertinente definir y proveer notaciéon para el
concepto de transformacion natural, pues sera clave en el resto del capitulo.

Definicion 4.1.12. Sean A y B categorias y F, G : A — B funtores.

(1) Una transformaciéon natural de F' a G es una terna (F,7,G), usualmente denotada por
n: F — G, donde n : Ob(A) — Mor(B) es una funcién que satisface las siguientes
condiciones:

a) Para cada A-objeto A, n(A) es un B-morfismo n4 : F(A) — G(A).
b) Para cada A-morfismo f: A — A’, el diagrama

F(A) — 5 G(A)
F(f) G(f)

F(A) ——— G(A)

na’

conmuta.

(2) Una transformacion natural (F,7n,G) es llamada un isomorfismo natural si, para cada
A-objeto A, na es un B-isomorfismo.

(3) Se dice que F'y G son naturalmente isomorfos (lo cual es denotado por F = G) si y solo
si existe un isomorfismo natural de F' a G.

Definicion 4.1.13. Sean Ay B categoriasy F': A — By G : B — A funtores contravariantes.
Se dice que el par (F,G) es una dualidad entre Ay Bsi GF 214y FG = 15.

En la Proposicion 4.1.15 se tiene un ejemplo explicito de una dualidad en el contexto de la teoria
de este capitulo. En la Seccion 13 de [9] se pueden encontrar més ejemplos de transformaciones
naturales y mas profundidad del concepto, mientras que en el Capitulo 6 de [1] se puede encontrar
més informacién de dualidades entre categorias de modulos.

Observacién 4.1.14. Se puede restringir al funtor contravariante Homg( ,FEg) : K-Mod —
K-Mod en su dominio y codominio a la subcategoria K-mod, pues, por (a) del Teorema 4.1.8,
Homg (X, Ex) es un K-mddulo finitamente generado siempre que X es un K-mddulo finitamente
generado (pues al ser Homg (X, Ex) un K-mddulo de longitud finita, entonces, en particular, es
un K -mddulo noetheriano y en consecuencia un K-mddulo finitamente generado).

Proposicion 4.1.15. Consideremos al funtor contravariante Homg(_, Ex) : K-mod— K-mod.
Entonces el par (Homg(_,Ex), Homg(_,Ek)) es una dualidad entre K-mod y K-mod.

Demostracion. Veamos que 1x-moq = Homg(_, Fx)?, donde
Homg(_ ,Ex)? = Homg(_,Er)oHom(_,Ek).

Definamos la transformacion natural 7 : 1x_meq — Homx(_, Ex)? como n(A) = n4 para cada
A € Ob(K-mod), donde na : A — Homg(Homg (A, Ex), Ex) se define para cada a € A y para
cada h € Homg (A, Ex) como n4(a)(h) = h(a). Mostremos que, en efecto, n es una transformacion
natural comprobando que para cada morfismo f: A — B en K-mod el diagrama
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A A Homg(Homk (A, Ex), Fx)
f HomK(_,EK)z(f)
B ———— Homg(Homg (B, Fk), Ex)

conmuta. Sea a € A. Entonces n4(a) € Homg(Homg (A, Fx), Fx) y
Homg(_,Ex)*(f)(na(a)) : Homg(B,Ex) — Ex

esté definido por Homc(_, F)*(f)(na(@)(g) = na(@)(ef) = (f)(@) = g(f(a)) para cada
g € Homg (B, Ek). Por otro lado, f(a) € B y el morfismo np(f(a)) : Homg(B,Ex) — Ex
esta definido por np(f(a))(g) = g(f(a)) para cada ¢ € Homg(B, Fk). Entonces np(f(a)) =
Homg(_,Ex)?(f)(na(a)) y, como esto es cierto para cada a € A, se sigue que npf =
Homg(_, Ex)?(f)na. Ademas, n es isomorfismo natural por (b) del Teorema 4.1.8. Por lo tanto,
HomK(_,EK)Q = 1Kk -mod-

|

4.2. Dualidades

Esta seccion es auxiliar para la demostracion del resultado principal de esta capitulo (Teorema
4.3.2), teniendo como prioridad establecer que las dualidades, bajo ciertas hipotesis, entre subcate-
gorias plenas de R-Mod y Mod-S (con Ry S anillos asociativos arbitrarios con unidad) preservan
modulos inescindibles (esto mediante la exhibicion de un anti-isomorfismo de reticulas entre un
modulo de la subcategoria plena y su imagen bajo el respectivo funtor de la dualidad) y que llevan
modulos inyectivos a proyectivos y viceversa. Lo inmediato anterior se aterriza de manera con-
creta con una dualidad explicita entre la subcategoria plena de R-modulos izquierdos finitamente
generados y la subcategoria plena de R-modulos derechos finitamente generados cuando R es una
K-algebra de Artin.

Definicion 4.2.1. Una subcategoria A de una categoria B se dice que es una subcategoria plena
si para cada M, N € Ob(A), se cumple que

hom (M, N) = homg(M, N).

Definicién 4.2.2. Sean gr,C y gr,D subcategorias plenas de R;-Mod y Re-Mod, respectivamente.
Se dice que el funtor covariante o contravariante T' :p,C — g, D es aditivo si para cada M, N €
Ob(r,C), y para cada par de morfismos f,g: M — N se cumple que

T(f+9)=T(f) +T(9).

La definicion de funtor aditivo es mas general, sin embargo los funtores aditivos que se consideraran
en la seccién son solo como en la Definicion 4.2.2.

Ejemplo 4.2.3. Sea A un anillo conmutativo. Entonces para cada A-moédulo M, se tiene que
que el funtor Homa( _,M) : A-Mod — A-Mod es un funtor contravariante aditivo, pues si
fig: X — Y son morfismos de A-médulos, entonces para cada h € Hom (Y, M) se tiene que

Homa(_, M)(f +g)(h) = h(f +g) = hf + hg = Homa(_, M)(f)(h) + Homa(_, M)(g)(h),
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es decir, Homa(_,M)(f +g) = Homa(_,M)(f)+ Homa(_,M)(g).

4.2.4. Sean pC y Dg subcategorias plenas de R-Mod y Mod-S, respectivamente. Supongamos que
tenemos un par de funtores contravariantes aditivos

F:rC—Dg, G:Ds —prC (4.3)
tales que son una dualidad entre rC y Ds. Entonces
GF=1, vy FG=1p,,
esto es, existen isomorfismos naturales
n:GF —1,c y €:FG— lp,. (4.4)

Dado que G es aditivo, entonces para cada M € Ob(rC) y N € Ob(Dg) existen morfismos de
grupos abelianos

ay N : Homg(N,F(M)) — Hompg(M,G(N))
(4.5)
Bu.n : Homg(F(M),N) — Hompr(G(N), M)

definidos como
ann (7) = G(y)my/
B, (6) = n,,G(6)
para cada v € Homg(N,F(M))y 6 € Homg(F(M), N).

En el resto de la seccion se utilizard constantemente la notaciéon dada en 4.2.4.

Proposicion 4.2.5. Sean F : gC — Dg y G : Dg —>rC funtores contravariantes aditivos
tales que son una dualidad entre las respectivas subcategorias plenas rC y Ds de R-Mod y Mod-S.
Entonces para cada My, My € Ob(rC) y cada N1, Ny € Ob(Dg),
F‘]\/[l,]\/[2 : HomR(Ml, Mg) — .Z;IOTTLS(F‘(]\fz)7 F(Ml))
e F(f)

GNl,NQ: HomR(NhNQ) — HOmS(G(NQ),G(Nl))
g~ G(g)

son isomorfismos de grupos abelianos. Ademds, F(f) es un monomorfismo (epimorfismo) en Dg
st y solo si f es epimorfismo (monomorfismo) en gC. Andlogamente, G(g) es monomorfismo
(epimorfismo) en gC si y solo si g es epimorfismo (monomorfismo) en Dg.

Demostracion. Sean My, My € Ob(gC) y N1, N2 € Ob(Dg). Dado que F'y G son aditivos, entonces
Fay v, ¥ Gy, N, son morfismos de grupos abelianos. Para el resto de la demostracion se adoptara
la notacion de 4.2.4. Entonces, como G es aditivo, se tiene el morfismo de grupos abelianos

FA{17M2 : HomS(F(MQ), F(Ml)) — HomR(Ml,Mg)
9 0, Gl
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Si g € Homg(F(Ms), F(My)), entonces de la naturalidad de € se tiene el siguiente diagrama

conmutativo:
€F(My)

FGF(My) F(Ms)
FG(g) g (4.6)

Si Far, a1, (g) = 0 entonces 7, G(g)n]\?[l1 = 0, lo cual implica que G(g) =0 (ya que n,, y 77;111 son
F(Ml)FG(g)e;<1MQ> = 0y por ende Fa, ar, €8 monomor-
fismo de grupos abelianos. Ahora, para cada f € Hompg (M, M), por la naturalidad de 7, se tiene

el siguiente diagrama conmutativo:

isomorfismos). De (4.6) se sigue que g = €

LV

GF(M1) Ml

GF(f) f (4.7)

GF(MQ) T —— M2~

Mty
De (4.7) se sigue que f =1, GF(f)n;lll, entonces por la definicion de Fay, az,,

Fag vty (Fary v, () = Fary an (F(f)) = f. (4.8)

De (4.8) se concluye que Fyy, a, es un epimorfismo de grupos abelianos y por ende un isomorfismo.
Nuevamente, de (4.8) se sigue que Fiy, ar, €s inverso de F My, M, 8T que Fig, a7, es isomorfismo de
grupos abelianos. Similarmente se puede mostrar que G, n, es isomorfismo de grupos abelianos
mostrando que

éNl,NQZ HomR(G(Ng),G(Nl)) — HomS(Nl,NQ)
f— eNQF(f)egll.

es un isomorfismo de grupos abelianos y su inverso es Gy, n,-

Sea f € Hompg(Mj, Ms). Supongamos que F(f) es monomorfismo en Dg y que hy, hy : Mo — M
son morfismos en rC tales que

hif =haf. (4.9)

Aplicando F' a (4.9) se tiene que F(f)F(h1) = F(f)F(hs), lo cual implica que F(hy) = F(hs)
pues F(f) es monomorfismo en Dg. Como Fy, ar, es isomorfismo de grupos abelianos, entonces
h1 = ho y por ende f es epimorfismo en gC. A la inversa, si f es epimorfismo en gC entonces por
(4.7) se sigue que GF(f) es epimorfismo en rC. Sean g1, 92 : No — F'(M>) morfismos en Dg tales
que

F(f)g1 = F(f)ga- (4.10)

Entonces por (4.10) se tiene que G(g1)GF(f) = G(g2)GF(f) y en consecuencia G(¢g1) = G(g2),
donde Gy, p(n,) al ser isomorfismo de grupos abelianos implica que g, = g2, asi que F(f) es
monomorfismo en Dg. Por lo tanto, f es epimorfismo en rC si y solo si F(f) es monomorfismo en
Ds. Finalmente, se mostrara que f es monomorfismo en gC siy solo si F'(f) es epimorfismo en Dg.
Si F(f) es epimorfismo en Dg y hy, hy : My — M; son morfismos en gC tales que fhy = fho,
entonces F'(h1)F(f) = F(ho)F(f) y se sigue que F(h1) = F(h2). Como Fi, ar, €s isomorfismo
de grupos abelianos, se concluye que h; = hy y en consecuencia f es monomorfismo en rC. A
la inversa, si f es monomorfismo en gC entonces, por (4.7), GF(f) es monomorfismo en rC, asi
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que g1 F(f) = g2F(f) con g1,92 : F(M;) — Ny morfismos en Dg implica que GF(f)G(g1) =
GF(f)G(g2) y por ende G(g1) = G(g2). Como Gpap,),N, s isomorfismo de grupos abelianos,
entonces g1 = go, de ahi que F(f) es epimorfismo en Dg. [ |

Lema 4.2.6. Sean F': gC — Dg y G : Dg —r C funtores contravariantes aditivos tales que
son una dualidad entre las subcategorias plenas rC y Dg de R-Mod y Mod-S, respectivamente.
Entonces con la notacion de 4.2./4, los morfismos

a, y : Homg(N,F(M)) — Hompg(M,G(N))
Brn : Homg(F(M),N) — Hompg(G(N), M)

son isomorfismos de grupos abelianos. Ademds, si My, My € Ob(rC) y N1, N2 € Ob(Dg), entonces
para cada

v € Homg(Ny, F(My)), § € Homg(F(Ms), No)
5 € Homg(M,,G(Ny)), 6 € Hompg(G(Ny), My)
f € Homp(My, My), g € Homg(Na, N1)

se cumplen las siguientes identidades:

(1) oy n, (F(f)rg) = Gg)ey, n, (1)

(2) Bary ny (9OF(f)) = S By n, (0)G(9).

(3) ay} . (G9)7f) = F(fay! | (3)g.

(4) 8,1\ (F6G(9) = 9B, . (O)F(f).

Finalmente, a,, () es monomorfismo (epimorfismo) en rC siy solo si~y es epimorfismo (mono-
morfismo) en Dg y Bhry.n, (0) €8s monomorfismo (epimorfismo) en rC si y solo si & es epimorfismo
(monomorfismo) en Dg.

Demostracion. Dado que G es aditivo, entonces «,, ¥ 3,, , son morfismos de grupos abelianos.
Para cada o € Homg (N, F(M)) se cumple lo siguiente:

(Homp(_, G(N)) (1) © Gy wiary ) (@) = Homp(_, G(N)) 13/ )Gy iary ()
= Homg(_,G(N))(n3; )(G(0))
=G(o)n,,!

M,N (J)

Por lo tanto, a,, v = Hompg(_, G(N))(rf[l) o Gy, r(m), donde Gy peary es isomorfismo de grupos
abelianos (Proposicion 4.2.5) y Homg(_,G(N))(n,;) es un isomorfismo de grupos abelianos (ya
que 7, es isomorfismo y Homp(_,G(N)) es funtor), de ahi que «,, , es isomorfismo de grupos
abelianos. Similarmente, para cada p € Homg(F (M), N) se cumple lo siguiente:

(Homp(G(N), _)(n,,)© GF(}\/I),N)(p) = Hompg(G(N), _)(nM)(GF(M),N (p))
= Homp(G(N), _)(n,,)(G(p))
= 77MG(p)
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= ﬁNI,N(p)‘

Por lo tanto, 3,, y = Homg(G(N), _)(1n,,)0G ., x> donde G, . es isomorfismo de grupos abe-

lianos (Proposicion 4.2.5) y Homg(G(N), )(n,,) es isomorfismo de grupos abelianos (ya que 7,,
es isomorfismo y Homp(G(N), _) es funtor), de ahi que j3,,  es isomorfismo de grupos abelianos.
Ahora, se demostraran las identidades (1), (2), (3) y (4).

Identidad (1). De la naturalidad de 7 se tiene el diagrama conmutativo

LV

GF(MQ) M2

GF(f)l f

GF(Ml) Er—— M1~

o,
Entonces f = 1,, GF(f)n,,! v, como a,,  (v) = G(y)n,,}, se sigue que
Urry vy (F(F)79) = G(F(f)vg)n,,!
= G(9)G(v)GF (f)n;,,
= G(9)G(M)ny 0, GE(f)ny,)
= GG, ) (0, GE(f)n;,})
=G(9)ay, (1]

Identidad (2). Como se vio en la identidad (1), f = 7,,, GF(f)n;I; y, dado que 3, . (6) =n,,G(9),

entonces
Batyny (9OF(f)) = 1y, G(g0F (f))
=N, GF(f)G(9)G(9)
=1y, GF(f)n;, 1., G(6)G (9)
= (1, GE(f)1,,}) (0., G(8))G(g)
= [Brsy.n, (0)G(9).
Identidad (3). Por la identidad (1) se tiene que
Uy (F(Past  ()9) = Glg)ay, w, (o) o () f
=G/,
lo cual implica que F(f)ay  (7)g = oy (G(9)7f)-
Identidad (4). Por la identidad (2) se tiene que
Bty ey (9Bt 1, OVE(F)) = fBasy i, (), ()G (9)
= f3G(g),

lo cual implica que gB;I;NZ (OF(f) = B;}’Nl (f0G(g))-
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Finalmente, por como esta definido «,, , (), se tiene que «,, . () es monomorfismo (epimor-
141 1.4V1

fismo) en rC siy solo si G(y) es monomorfismo (epimorfismo) en rC y, por la Proposicion 4.2.5,

esto ocurre si y solo si v es epimorfismo (monomorfismo) en Dg. Similarmente, f3,,, v, (J) es mo-

nomorfismo (epimorfismo) en gC si y solo si G(§) es monomorfismo (epimorfismo) en rC y, por la

Proposicion 4.2.5 | esto ocurre si y solo si § es epimorfismo (monomorfismo) en Dg. |

Notacion 4.2.7. Sean M y N moddulos tales que N < M. En los siguientes resultados del capitulo
frecuentemente se usara la siguiente notacion:

* v, denotara al epimorfismo natural M — M/N.

" ¢, denotara al morfismo inclusion N — M.

Proposicion 4.2.8. Sea (F,G) una dualidad entre las subcategorias plenas rC y Ds de R-Mod
y Mod-S, respectivamente, con F y G aditivos, donde las clases Ob(rC) y Ob(Dg) son cerradas
bajo submddulos, los monomorfismos y epimorfismos en rC y Dg son también monomorfismos y
epimorfismos, respectivamente, en R-Mod y Mod-S. Ahora, supongamos que My, My, M3 € Ob(gC).
Entonces una sucesion

0 My —L My —s My 0
es exacta si y solo st la sucesion
0 —— F(Ms) 29 p(My) 29 P(My) —— 0

es exacta.

Demostracion. Para la demostracion se tomara la notaciéon de 4.2.4.
f

[=] Supongamos que 0 M, Ms g Ms 0 es una sucesion exacta. Por la
Proposicion 4.2.5, F(f) es epimorfismo en Dg y F(g) es monomorfismo en Dg, asi que de la
hipotesis se sigue que F(f) es suprayectivo y F(g) inyectivo. Resta demostrar en esta implicacion
que KerF(f) = ImF(g). Obsérvese que 0 = F'(0) = F(gf) = F(f)F(9) (donde F'(0) = 0 es
consecuencia de que F' es aditivo), entonces ImF(g) < KerF(f). Ahora, sea N = KerF(f).
Entonces 0 = F(f)¢ de ahi que

N<F(My)?

aMl’N(F(f)LNSF(MQ)) = aMl’N(O) = G(O)n;h1 = 077;/111 =0 (4.10)
y, por la identidad (1) del Lema 4.2.6,

O‘MI,N(F(f)LNSF(MQ)) = aMl,N(F(f)LNSF(AIQ)lN)

= G(lN)aAI2,N(LN§F(Iv12))f (4 11)
= 1G(N)05MZ,N(LNSF(M2))f
= QN (LNSF(JWQ))f'
De (4.10) y (4.11) se sigue que o, y (tx<pu,,)f =0y por ende
KenglmfSKer(aMz’N(LNSF(Mw)). (4.12)

Por hipotesis g es suprayectiva, asi que existe un morfismo h : M3 — G(N) tal que el siguiente
triangulo
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aZ\/IQ,N(LNSF(Mz))
%

Mo, G(N)
A
g /’/
//// h
M3
conmuta (cf. [10, Teorema 3.4.7]). Entonces av,,, y (tx<pnry) = hg implica
[’NSF(JWQ) = a]:[i,N (hg)

=a,! (lew)hg)
=a,}  (G(1x)hg) (4.13)
= F(g)a;I;N(h)lN (Lema 4.2.6, identidad (3))

— F(g)ai! (k).
Entonces, de (4.13) se tiene que

KerF(f)=N=1Im(. ) =Im(F(g)a ! (h) < ImF(g).

N<F(Mg) Mg3,N

[«<] Supongamos que la sucesion

F(g)

0 F(M;) 29 p(ary) ZY)

F(My) = 0 (4.14)

es exacta. De manera similar a lo realizado en “[=-]", al suponer que la sucesion en (4.14) es exacta
entonces se tiene que la sucesiéon

0= GFM) FED arn) CEY9 arO) = 0

es exacta. De la naturalidad de 7 se tiene el diagrama conmutativo

0 —— aF(M) FEY aron) CE9Y aRy) —— 0

anl lan l’wg (4.15)

0 M,y 7 Moy Ms 0.

g9

Dado que la fila superior de (4.15) es exacta y My, con i=1,2,3 son isomorfismos, entonces la fila
inferior de (4.15) es exacta, es decir, la sucesion

O—)Mli)MgﬂMg—)O
es exacta. [ |

Ahora recordemos las siguientes definiciones acerca de funciones entre reticulas:

Definicion 4.2.9. Sean .Z y &’ reticulas.

» Se dice que una funcion f : £ — &’ invierte el orden si, para cada z,y € £, x < y implica

que f(y) < f().

s Se dice que .Z y £’ son anti-isomorfas si existe una biyeccion f : & — £’ que invierte
el orden tal que f~! también invierte el orden. En tal caso, la funcién f es llamada un
anti-isomorfismo de reticulas.
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El siguiente lema y el corolario posterior son los resultados mas importante de esta seccién auxiliar,
pues son los que sustentan varios pasos clave en la demostraciéon del Teorema 4.3.2.

Lema 4.2.10. Sean rC y Dg subcategorias plenas de R-Mod y Mod-S, respectivamente, tales que
las clases Ob(RrC) y Ob(Dg) son cerradas bajo submddulos, cerradas bajo cocientes y los mono-
morfismos y epimorfismos en rC y Dg son también monomorfismos y epimorfismo en R-Mod y
Mod-S, respectivamente. Si (F,G) es una dualidad entre gC y Ds con F y G aditivos, entonces
para cada M € Ob(rC), la reticula de submddulos de M y la reticula de submddulos de F(M) son
anti-isomorfas. De manera andloga, se tiene que para cada N € Ob(Dg), la reticula de submddulos
de N y la reticula de submddulos de G(N) son anti-isomorfas.

Demostracion. Para la demostracion se adoptaran las notaciones de 4.2.4, de la Proposicion 4.2.5
y del Lema 4.2.6. Sea M € Ob(grC). Recordar que £ (rM) y Z(F(M)s) denotan a las reticulas
de M y de F(M), respectivamente. Definimos la funcion

A]L[Z X(RM) —)g(F(M)S)
X — Ker(F(¢

ng))'
Sean X1, Xo < M tales que X5 < X;. Entonces
AM(Xl) = KeTF(l’XlgM)

< Ker(F(v VF (e

Xo<Xq xlgM))

= KeTF(LXISI\/ILXQSXl)
:KQTF(LX2SM)

= Ay (X2).

Por lo tanto Ay, invierte orden. Ahora, definimos la funciéon

Ty L(F(M)s) = ZL(rM)
N — Ker(al\l,N(l’NSF(M)))'
Sean Nj, No < F(M) tales que Ny < N;. Entonces
Tar(N1) = Ker(ey, v, (ty, <ran))
< Ker(Glewy<n, )i n, (b, <oian)

= Ker(G(szgNI )a1\4,N1 (szlgF(M))lM)

= Ker(ay, y, (F(

IM)LNISF(JVI)LNQSNl ))
= Ker Qpr Ny (lF(I\/f)LNl <rn tNy<ng ))

L

M,No \" N <F(M) LN2§N1 ))

(
= Ker(a (
= Ker(onW2 (v

No<F(M) ))

= FM(NQ)v
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donde la igualdad sefialada con * se debe a la identidad (1) del Lema 4.2.6. Por lo tanto, I'j; invierte
orden. Sean X < M y N := Ap/(X). Dado que v, es epimorfismo en rC, entonces F(v,,, ) es
monomorfismo en Dg (Proposicion 4.2.5) y en consecuencia es monomorfismo en Mod-S, asi que

sih= F(VM/X)|IMF(”M/X) entonces h es isomorfismo y el triangulo
FOM/X) ——0x) gy
> LmE (), SFOD (4.16)
ImF(VM/X)
UX<m Y/ x

M M/X — 0 es una sucesion exacta en gC, entonces,

conmuta. Dado que 0 — X

F(VI\/I/X) Flixan)

por la Proposicion 4.2.8, la sucesion 0 — F(M/X) F(M) ———— F(X) — 0 es exacta,
de ahi que ImF (v = KerF(1 = N y el diagrama (4.16) se puede ver como

M/X) XSIVI)

(VM/X)

FOM/X) —2) ooy

(4.17)

EN<F(M)

Ahora, se tienen las siguientes igualdades:

G(h)alu,N(LNSF(I\/I))i G(h)a Ay, N(L (M))IM

Ay pvy)x) F(lM) N<F(M)h)
1 h)

F(M) N<F(M)

Qy JF(M/X)

**

Fv,, ) (4.18)

(
(
= Wy oy veran )
MF(M/X)(
(

F( M/X) F(M/x)lF(M/x))
1

Ay F(M/X)

14

_G( M/x) M/X,F(M/x)( F(M/X)) M/X

= 1G(M/x) M/X,F(M/X) (lF(M/X))VM/x

1 v

= F(M/X)) M/X )

M/X,F(M/X)(
donde las igualdades sefialadas con * se deben a la identidad (1) del Lema 4.2.6 y la igualdad
sefialada con ** se debe al tridngulo conmutativo de (4.17). Dado que h es isomorfismo en-
tonces G(h) es isomorfismo en gC (y por tanto es isomorfismo en R-Mod). Por el Lema 4.2.6,
X xroyx) (LF(M/x)) s bimorfismo en gC ya que 1., ., es monomorfismo y epimorfismo en
Dg, entonces la hipétesis implica que a,,,  n/x) Lp(a/x)) es bimorfismo en R-Mod, es de-
cir, es isomorfismo en R-Mod (y por ende también en rC). Entonces de (4.18) se sigue que
Ker(a, y(tyopon)) = Kerv,,, . = X, es decir,

Ty (X) =I'm (N) = KeT(O‘M,N ([’NSF(I\/I) )) =X. (4'19)

Ahora, sean N < F(M) y X := I'y(N). Dado que ¢y _,,, es monomorfismo en Dg, entonces

@y n (U< piary) €8 epimorfismo en gC (Lema 4.2.6) y por hipétesis es epimorfismo en R-Mod. Por

61



CAPITULO 4. K-ALGEBRAS DE ARTIN Y LA PROPIEDAD (P)
4.2. DUALIDADES

el primer teorema de isomorfismos, existe un isomorfismo v : M/X — G(N) tal que el tridngulo

al\l,N(LNSF(M))

G(N)
//7
Vi x L (4.20)
T
M/X
conmuta. Entonces, se tienen las siguientes igualdades
x 1
LNgF(M) - O‘M,N (’W/M/x)

= a;f,lN(lg(N)ry M/x)
@y, N(G lN)’YVM/x) (421)

(
( Al/X)aM/X N( ) N
)

«

( 1\4/X IW/XN( )

donde la igualdad sefialada con * se debe a (4.20) y la igualdad sefialada con ** se debe a la
identidad (3) del Lema 4.2.6. Como v = OZM/X,N(OQI;/X’N(’Y)) con 7 isomorfismo, entonces el Lema

4.2.6 implica que aA_/[l/X ~(7) es bimorfismo en rC y entonces por hipotesis es isomorfismo en R-

Mod (y por ende también en pC), entonces de (4.21) se sigue que Im(iy_p () = ImF(v,,, ). Por
la Proposicién 4.2.8,
Fyx) Flexon)
0— F(M/X) —"5 F(M) —="5 F(X) =0
es una sucesion exacta, asf que KerF (i, _,,) = ImF(v,, ). Entonces
ATy (N) = Ay (X)
= KerF(LXSM)
=ImF(v,, ) (4.22)
= Im(LNgF(M))
= N.

De (4.19) y (4.22) se sigue que Ajps es biyectiva y su inversa es I'y;. Como Ay y T'ps invierten
orden, se concluye que Ay; es un anti-isomorfismo de reticulas. |

Corolario 4.2.11. Supongamos que tenemos las hipdtesis del Lema /.2.10. Entonces, para cada
M € Ob(rC), M es de longitud finita si y solo F(M) es de longitud finita. Ademds Le(M) =
Le(F(M)). Por otro lado, M es inescindible si y solo si F(M) es inescindible. Tales afirmaciones
son vdlidas si consideramos a N € Ob(Dg) en lugar de M y a G en lugar de F'.

Demostracion. Sea M € Ob(gC). Dado que Z(rM) y £(F(M)g) son anti-isomorfas, entonces
0=My<M <..<M,=M
es una serie de composiciéon en M si y solo si, bajo la notacion del Lema 4.2.10,

0= Anr(M) = Ar(Mp) < Apr(My_1) < ... < Aag(Mp) = Apr(0) = F(M)
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es una serie de composicion en F(M), de ahi que M es de longitud finita si y solo si F/(M) es de
longitud finita y se cumple que Le(M) = Le(F(M)). Por otro lado, M no es inescindible si y solo
si £ (rM) tiene una subreticula de la forma

M /M\M
N,

0

y esto ocurre si y solo si

F(M) = An(0)

/ \
Anr(My) Anr(M2)
\ /

0=

Ap (M)

es una subreticula de .Z(F(M)g), es decir, F(M) no es inescindible. [ |

Proposicion 4.2.12. Sean rC y Dg subcategorias plenas de R-Mod y Mod-S. Si (F,G) es una
dualidad entre rRC y Ds con F y G aditivos, entonces M es inyectivo (resp. proyectivo) en gC si y
solo si F(M) es proyectivo (resp. inyectivo) en Dg. Similarmente, N es inyectivo (resp. proyectivo)
en Dg si y solo si G(N) es proyectivo (resp. inyectivo) en gC.

Demostracion. Se mostrara que M es inyectivo en gC si y solo si F(M) es proyectivo en Dg; la
afirmacion dual se prueba de manera similar. La demostracion hard uso de la notacién de 4.2.4.

[=] Supongamos que M es inyectivo en gC. Cabe sefialar que M no necesariamente es inyectivo
en R-Mod. Sean \ : F(M) — N5 un morfismo en Dg y o : N; — Ny un epimorfismo en Dg. Por
la Proposicion 4.2.5 se tiene que G(«) es un monomorfismo en rC, asi que como M es inyectivo en
rC entonces existe un morfismo v : G(N1) — M tal que el siguiente triangulo conmuta:

G(Ny) — s Gy

GF(M) .7 (4.23)

donde 7,, es un isomorfismo ya que 1 : GF' — 1,.¢ es un isomorfismo natural. Ahora definimos
p: G(N1) — GF(M) como p :=n_'v. De (4.23) obtenemos el siguiente tridngulo conmutativo:

G(N) —E s a(y)
GO f (4.24)
GF(M).
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Aplicando F' a (4.24) se obtiene el siguiente tridngulo conmutativo:
FGF(M)

Fe) FG(\) (4.25)

Dado que € : FG — 1p, es un isomorfismo natural, se tienen los siguientes diagramas conmuta-
tivos:

EF(M)

FGF(M) F(M)

FG(N) N (4.26)

FG(NQ) 461\] > N2

FG(N)) — M L N,

FG(a) o (427)

€

FG(Ny) —2— N,.

F(M)" ’
que aﬂ = a6N1 F(p)eg(lju) = (aeNl )F(p)eg(lj\/[) = (6N2 FG(a))F(p)e;(lz\/j) ENQ (FG(Q)F(p))6;(1]\4) =
€, FG()\)G;(IM) = (en, FG()\))G;(lM) = ()\eF(M))e;(lm = ), es decir, se tiene el siguiente tridngulo
conmutativo:

Sea 3 : F(M) — N definido como 3 := €, F(p)e, ! . Entonces de (4.25), (4.26) y (4.27) se sigue

F(M)
s,
k’/
N —— % N,

Por lo tanto, F'(M) es proyectivo en Dg.

[<] Ahora supongamos que F'(M) es proyectivo en Dg. Sean 6 : M; — M un morfismo en
rCy p: My — Ms un monomorfismo en rC. Por la Proposicién 4.2.5 se tiene que F(u) es
epimorfismo en Dg, asi que como F(M) es proyectivo en Dg se sigue que existe un morfismo
o: F(M) — F(Mx) tal que el triangulo

o F(6) (4.28)
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conmuta. Aplicando G a (4.28) se tiene el siguiente tridngulo conmutativo:

GF(My) —SEY s GR(M,)
GF(0) o) (4.29)
GF(M).

Dado que nn : GF — 1,¢ es un isomorfismo natural, entonces tenemos los siguientes diagramas
conmutativos:

My

GF(Ml) E— Ml

GF(0) 0 (4.30)

M, GF (M)
w GF () (4.31)
771;112
M, GF (M)

Sea § : My — M definido como § := 77MG(0)7];4;. Entonces de (4.29), (4.30) y (4.31) se si-

gue que op = (n,,G(o)n,, ) = 1, G(@) (0,1 1) = 1, G()(GF()n,,}) = 0, (G(0)GF()n;,! =
Ny GF(@)T];{} = (n,, GF(G))n;Ill = (0n,,, )77;111 = 0, es decir, se tiene el siguiente triangulo conmu-
tativo:

M, —F—— M,
0 s
>
M.
Por lo tanto, M es inyectivo en rC. |

Todo lo que se ha visto hasta el momento en la seccién ha sido en abstracto para subcategorias
plenas de R-Mod y Mod-S. Sin embargo, para la demostracion del Teorema 4.3.2 se requieren estos
resultados de manera mas concreta para una dualidad entre la subcategoria plena de R-mo6dulos
izquierdos finitamente generados y la subcategoria plena de R-mo6dulos derechos finitamente gene-
rados, donde R es una K-algebra de Artin, por lo que vamos a ver que las hipotesis de resultados
como el Lema 4.2.10 se satisfacen para nuestro caso particular. Nuevamente, como se hizo en la
seccién inmediata anterior, a partir de ahora y en el resto de la actual seccion, K denotard a un
anillo artiniano conmutativo y R denotara a una K-algebra de Artin.

Proposiciéon 4.2.13. La categoria R-mod (respectivamente mod-R) es cerrada bajo submddulos
y cerrada bajo cocientes. Ademds, los monomorfismo en R-mod (respectivamente en mod-R) son
inyectivos y los epimorfismos en R-mod (respectivamente en mod-R) son suprayectivos.
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Demostracion. Sea M un R-moédulo izquierdo finitamente generado y N < M. Por la Proposicion
4.1.4, R es artiniano y consecuencia es noetheriano, asi que M es noetheriano y N es finitamente
generado. Es claro que cocientes de médulos finitamente generados son finitamente generados.
Ahora, sea f : M; — My un morfismo de R-moédulos izquierdos con M; y Mo finitamente
generados. Supongamos que f es monomorfismo en R-mod y que f(z) = f(y) con z,y € M.
Consideremos los morfismos g1, g2 : R(x —y) — M, donde ¢; es el morfismo inclusion y gs es el
morfismo cero. Entonces, para cada r € R, se tiene que

fl(r(z —y))) = f(r(z —y)) =rf(z —y) =0 = 0= f(0) = f(g2(r(z —v))),

es decir, fg1 = fgo, lo cual implica que g; = go. Se sigue que z —y = g1(x — y) = go(x —y) = 0,
es decir, x = y. Ahora supongamos que f es epimorfismo en R-mod. Sean v : My — My/Imf
el epimorfismo natural y v : My — Ms/Imf el morfismo cero. Entonces v y - son morfismos en
R-mod tales que vf = 0 = «f. Por la hipodtesis se sigue que v = v, es decir, My = Imf. |

Observacion 4.2.14. Sea M un mddulo inyectivo en R-mod. Como R es artiniano por ser K-
dlgebra de Artin, entonces todo ideal izquierdo no cero I de R es finitamente generado. Entonces
para cada morfismo f : I — M, donde I es un ideal izquierdo de R, la inyectividad de M en
R-mod implica que existe un morfismo h :gR — M tal que el siguiente tridngulo conmuta:

[ — grR

Por el criterio de Baer, M también es inyectivo en R-Mod. Similarmente se tiene que si un mddulo
es inyectivo en mod-R entonces también es inyectivo en Mod-R.

4.2.15. Se define el siguiente funtor contravariante aditivo:
Dy : R-mod — mod-R.

» En objetos: D¢(X) = Homg (X, Ex) para cada X € Ob(R-mod), donde Homg (X, Ex) es
R-moédulo derecho finitamente generado como en la Proposicion 4.1.10.

= En morfismos: Si f: X — Y es un morfismo en R-mod, entonces Dy(f) es el morfismo en
mod-R definido de la siguiente manera:

De(f): I’IOTI’LK(YV7 EK) — HomK(X, EK)
h— hf.

Veamos que en efecto Dy(f) es un morfismo en mod-R. Sean r € Ry h € Homk (Y, Fx ). Entonces
Dy(f)(hr) = (hr)f y (De(f)(R))r = (hf)r. Ahora, para cada z € X, ((hr)f)(z) = (hr)(f(z)) =
h(rf(x)) = h(f(rz)) = (hf)(rz) = ((hf)r)(z). Por lo tanto, De(f)(hr) = (De(f)(h))r.

De manera similar a lo anterior, definimos el siguiente funtor contravariante aditivo:
D, : mod-R — R-mod.

» En objetos: D, (X) = Homg (X, Ex) para cada X € Ob(mod-R), donde Homg (X, Ex) es
R-moédulo izquierdo finitamente generado como en la Proposiciéon 4.1.11.
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s En morfismos: Si f: X — Y es un morfismo en mod-R, entonces
D,: Homg(Y,Ex) — Homg (X, Fx)
h— hf.
Simétricamente a lo realizado con D,(f) se puede mostrar que D, (f) es un morfismo en R-mod.

Los funtores Dy y D, nos dan una dualidad entre las categorias R-mod y mod-R (la cual aparecera
en la prueba del Teorema 4.3.2), tal como se muestra en la siguiente proposicion:

Proposicion 4.2.16. El par de funtores contravariantes (Dy, D;.) es una dualidad entre las cate-
gorias R-mod y mod-R.

Demostracion. Veamos que 1g_moq = D,-Dy. Observemos que D,.Dy : R-mod — R-mod asigna lo
siguiente:

» En objetos: D, Dy(X) = Homg (Homg (X, Fk), Ek).

» En morfismos: Si f : X — Y es un morfismo en R-mod, entonces D, Dy(f) esta definido de
la siguiente manera:

DTD[(f)Z HOTTLK(HOTYLK(X, EK),EK) — HomK(HomK(Y, EK)7EK)
g g

donde

g: HOTTLK(Y, EK) — Eg
h— g(hf).

Definimos la transformacion natural 9 : 1g.meda — D,Dy como n(X) = 7, para cada X €
Ob(R-mod), donde

Ny : X = Homg(Homg (X, Ex), Ex)

a1y (a)
y
Ny (a): Homg (X, Ex) = Ex
[ fla).
Mostremos que, en efecto, 1, es morfismo en R-mod. Por (b) del Teorema 4.1.8 se tiene que 7,

es isomorfismo de K-moédulos, asi que para ver que 7, es morfismo en R-mod resta demostrar
que para cada @ € X y cada r € R se cumple que 7, (ra) = rn,(a). Como X es un R-modulo
izquierdo finitamente generado entonces, por la Proposicion 4.1.10, Homg (X, Ex) es un R-modulo
derecho finitamente generado tal que sir € Ry f € Homg (X, Ex) entonces el morfismo de K-
modulos fr : X — FEk esta definido por (fr)(a) = f(ra) para cada a € X. Por la Proposiciéon
4.1.11, Homg(Homk (X, Ex), Fx) es un R-modulo izquierdo finitamente generado tal que si
a € Homg(Homk (X, Fk),Ex) v r € R entonces ra : Homx (X, Fx) — E esta definido por
(ra)(f) = a(fr) para cada f € Homg (X, Ex). Ahorasia € X y r € R entonces 7, (ra),rn, (a) €
Homg(Homg (X, Ey), Ex) y para cada f € Homg (X, Ex) se cample que n, (ra)(f) = f(ra) =
(fr)(a) = ny(a)(fr) = (rny,(a))(f); se sigue que n,(ra) = rn,(a) y en consecuencia 7, es
morfismo en R-mod. Como 7, es isomorfismo de K-modulos entonces es biyectivo, lo cual implica
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que 7, es isomorfismo de R-moédulos. Finalmente, mostremos la naturalidad de n comprobando
que para cada morfismo f: X — Y en R-mod se tiene el siguiente diagrama conmutativo:

X —— " Homgx(Homg(X,Ex), Ex)
f D, De(f) (4.32)
Y Ty HomK(HomK(Y,EK),EK).

Sea a € X. Entonces el morfismo 7, (a) : Homg (X, Fx) — Ex en K-mod esta definido por
nx(a)(9) = g(a) para cada g € Homk (X, Ex). Luego, D, D(f)(ny(a)) : Homk (Y, Ex) — Ex
esta definido por (D, Dy(f)(ny(a)))(h) =n,(a)(hf) = (hf)(a) para cada h € Homg (Y, Fk). Por
otro lado, f(a) € Y, asi que n, (f(a)) : Homg(Y, Ex) — Eg esta definido por n, (f(a))(h) =
h(f(a)). Por lo tanto, para cada a € X se tiene que D,D¢(f)(n,(a)) = n,(f(a)), es decir, el
diagrama en (4.23) conmuta. Por lo tanto, n es un isomorfismo natural y se concluye que 15 moq =
D, Dy.

Ahora, definimos la transformacion natural € : 1l,,00.8 — D¢D, como e¢(X) = €, para cada
X € mod-R, donde

€x: X = Homg(Homg (X, Ex), Ex)
a+ e (a)

EX(G)Z HomK(X, EK) — Fg
[ fla).

Similarmente a lo que se hizo con 7, con un argumento simétrico se tiene que € es un isomorfismo
natural, lo cual implica que 1,,0e.r = DyD,. Por lo tanto, el par de funtores contravariantes
(D¢, D,.) es una dualidad entre las categorias R-mod y mod-R. |

Resumiendo, el Lema 4.2.10 y Corolario 4.2.11 son los resultados méas importantes obtenidos en la
seccion, donde su aplicaciéon a la dualidad de la Proposicion 4.2.16 es una de las claves dentro de
la prueba del Teorema 4.3.2.

4.3. Conexién entre la Propiedad (P) y las K-Algebras de
Artin

Para esté seccion, se trabajara con la notacion de 4.2.15.

Lema 4.3.1. Sea R una K-dlgebra de Artin y supongamos que R no es cuasi-Frobenius. Si R
satisface (P) entonces zoc(grR) es simple o zoc(Rg) es simple.

Demostracion. Sea R una K-algebra de Artin tal que no es un anillo cuasi-Frobenius pero satisface
(P). Supongamos que zoc(rR) no es simple y mostremos que zoc(Rp) es simple. Por el Teorema
3.3.1, R es local y existen S y So ideales izquierdos simples tales que zoc(grR) = S1 ® Sa vy R/S1
es un R-modulo izquierdo inyectivo. Si R/S; = (A/S1) ® (B/S1) para algunos A, B <pR, entonces
A+ B = Ry porendel =a+bparaalgina € Ay algin b € B, lo cual implica que a 6 b es unidad
de R (Reslocal). Asi A= R6 B = R, de ahi que R/S; es un R-moédulo izquierdo inescindible. Dado
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que R/S; es inyectivo e inescindible no cero, entonces R/S; es capsula inyectiva de su submddulo
(S1 8 52)/S7 (cf. [10, Teorema 6.6.2]), donde (57 ¢ S3)/S1 = S3. Ahora, supongamos que I # 0 es
un R-modulo izquierdo inyectivo inescindible en R-mod. Por la Observacion 4.2.14 se tiene que 1
es también inyectivo en R-Mod, asi que como gR es artiniano, I es la capsula inyectiva de algin
R-modulo izquierdo simple S (cf. [10, Corolario 6.6.3]). Como R es local, entonces todos los R-
modulos izquierdos simples son isomorfos entre si (ya que todos los R-mo6dulos izquierdos simples
son isomorfos a g(R/J(R))), de ahi que S = (S1 @ S2)/S1 y en consecuencia I = R/S;. Por lo
tanto, R/S] es el Gnico inyectivo inescindible no cero (salvo isomorfismo) en R-mod. Ahora, g R es
proyectivo y, por ser local, es inescindible. Sea P proyectivo e inescindible no cero en R-mod. Dado
que R es local y P es proyectivo, entonces P es libre (cf. [1, Corolario 26.7]), lo cual implica que
P = R™ para algin entero positivo n (pues P es libre finitamente generado). Como P es inescindible
se sigue que n = 1, es decir, P ZrR. Por lo tanto, g R es el Ginico proyectivo inescindible no cero
(salvo isomorfismo) en R-mod. Obsérvese que D¢(rR) # 0 pues, en caso contrario, si Dy(grR) =0
entonces D, Dy(grR) = D,(0), donde D,.(0) = 0 por ser un funtor aditivo y D, Dy(grR) ZrR ya que
D, Dy = 1R5.mod, €s decir, se tendria que gR = 0, lo cual no es posible. En general, similarmente se
puede mostrar que Dy(M) = 0 si y solo si M = 0 para cada M € Ob(R-mod); ademas D,.(N) =0
siy solosi N = 0, para cada N € Ob(mod-R). Por la Proposicion 4.2.13, la dualidad (Dy, D,) entre
R-mod y mod-R satisface las hipotesis del Lema 4.2.10 y por ende el Corolario 4.2.11 implica que
Dy(rR) es inescindible y, por la Proposicion 4.2.12, es inyectivo en mod-R. Notese que Dy(rR)
es el tnico (salvo isomorfismo) inyectivo inescindible no cero en mod-R ya que si H es inyectivo
inescindible no cero en mod-R entonces, por el Corolario 4.2.11 y por la Proposicion 4.1.12, D,.(H)
es proyectivo inescindible no cero en R-mod, lo cual implica que D,.(H) =rR y por ende

Dy(rR) = D;D,(H) = H,

donde DyD,.(H) = H se debe a que Dy D, = 1,,,4.r. Dado que 0 # D;(rR) es inyectivo inescindible
en mod-R entonces, por la Observacién 4.2.14, es inyectivo inescindible en Mod-R. Dado que
Rp es artiniano, entonces Dy(gR) es la capsula inyectiva de algtin R-moédulo derecho simple (cf.
[10, Corolario 6.6.3]) y como todos los R-mo6dulos derechos simples son isomorfos a (R/J(R))g
(va que R es local), entonces Dy(rR) = E((R/J(R))r). Por otro lado, por el Corolario 4.2.11
y por la Proposicion 4.2.12, Dy(R/S1) es proyectivo inescindible no cero en mod-R y es tnico
(salvo isomorfismo) con esta propiedad en mod-R, pues si L es proyectivo inescindible no cero en
mod-R entonces, nuevamente por el Corolario 4.2.11 y por la Proposicion 4.2.12, D,.(L) es inyectivo
inescindible no cero en R-mod y por ende D,.(L) = R/Sy, asi que

Dy(R/S1) 2 D¢D,(L) 2 L,

~

donde el segundo isomorfismo se sigue de que D;D, = 1,,,5.r. Entonces, como Rp es pro-
yectivo inescindible en mod-R, se tiene que Dy(R/S;) = Rp. Si v :gR — R/S; es el
epimorfismo natural, entonces, por la Proposicion 4.2.5, Dy(v) : Dy¢(R/S1) —> Di(rR) es
un monomorfismo en mod-R y es inyectivo por la Proposicion 4.2.13. De Dy(R/S1) = Rg,
Dy(rR) = E((R/J(R))r) y del morfismo inyectivo Dy(v) : D¢(R/S1) — D¢(rR) se tiene
que existe un morfismo inyectivo de R-modulos derechos o : R — E((R/J(R))r). Ademas,
zoc(E((R/J(R))r)) = zoc((R/J(R))r) = (R/J(R))r, donde (R/J(R))r es simple por ser R lo-
cal. Dado que a(zoc(Rg)) < zoc(E((R/J(R))r)) = (R/J(R))r se sigue que a(zoc(Rg)) = 0 o
bien a(zoc(Rg)) = (R/J(R))r- Ya que a es morfismo inyectivo, a(zoc(Rg)) = 0 implica que
zoc(RRr) = 0, lo cual no es posible (ya que, por ser artiniano, R tiene un ideal derecho simple).
Entonces debe ocurrir que zoc(Rgr) = (R/J(R))rR, es decir, zoc(Rpg) es simple. [

Finalmente, se tiene el resultado principal de todo el Capitulo 4:

Teorema 4.3.2. Una K-dlgebra de Artin R satisface (P) si y solo si R es cuasi-Frobenius.
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Demostracion. [<] Si R es cuasi-Frobenius entonces, en particular, R es autoinyectivo izquierdo y
en consecuencia satisface (P).

[=] (Por contradiccion.) Sea R, junto con el morfismo de anillos unitarios ¢ : K — R, una K-
algebra de Artin que satisface (P) pero que no es cuasi-Frobenius. Como R es artiniano, entonces R
no es autoinyectivo izquierdo ni autoinyectivo derecho (en caso contrario R seria cuasi-Frobenius).
Por el Lema 4.3.1, zoc(Rp) es simple 6 zoc(rR) es simple. Supongamos que zoc(Rp) es un R-
modulo derecho simple. Como R es artiniano, todos los ideales derechos no cero de R contienen
un ideal simple, de ahi que zoc(Rp) esta contenido en todos los ideales derechos no cero de Ry
en consecuencia zoc(Rg) <¢sRgr. Entonces F(zoc(Rr)) = E(RRg), lo cual implica que E(RRg) es
inescindible (cf. [10, Corolario 6.6.3]). Por el Teorema 3.3.1 se tiene que R es local, entonces gR es
proyectivo inescindible y, por el Corolario 4.2.11 y por la Proposicion 4.2.12, Dy(rR) es inyectivo
inescindible no cero en mod-R y en consecuencia, por la Observaciéon 4.2.14, también es inyectivo
inescindible en Mod-R. Como R es local, todos los R-mo6dulos derechos simples son isomorfos entre
si (ya que todo R-mo6dulo derecho simple es isomorfo a (R/J(R))r) y, como R es artiniano, cada
R-moédulo derecho inyectivo inescindible no cero es capsula inyectiva de algin R-mo6dulo derecho
simple (cf. [10, Corolario 6.6.3]), asi que todos los R-modulos derechos inyectivos inescindibles
no cero son isomorfos entre si. Asi, D;(rR) = E(rR) ya que ambos R-modulos derechos son no
cero inyectivos e inescindibles. Entonces existe un monomorfismo esencial de R-médulos derechos
f: R — Dy(rR). También se tiene que f es monomorfismo de K-modulos, puessik € K ya € R
entonces se tiene lo siguiente:

f(ka) = f(p(k)a) = p(k) f(a) = kf(a).

Como K-moédulos, por (a) del Teorema 4.1.8, Le(R) = Le(Dy(grR)) lo cual implica que f es
isomorfismo de K-moédulos y por ende también isomorfismo de R-moédulos derechos. Entonces
Rr = Dy(rR) = E(rR), pero esto contradice que R no es autoinyectivo derecho. Simétricamente
se llega a una contradiccion si zoc(grR) es simple. [

Ejemplo 4.3.3. Sea K un campo. Consideremos a la K-algebra de Artin R := K|[z,y]/(x?,9?),
donde (2?,9?) es el ideal de K[z,y] generado por {z%,y?}. Entonces una base para xR es 3 =
{1,Z,y,Zy} y en consecuencia dimg R = 4. Sea H := K + KZ + Ky el K-subespacio vectorial de
dimension 3 (equivalentemente de codimension 1) de g R. Sea a = ko + k1T + kog € H tal que
Ro C H. Entonces oZy € H, donde aZy = koZy + k122y + koZy? = koZj, lo cual implica que
ko = 0 (pues 8 es K-linealmente independiente por ser base de g R). Entonces o = k1T + k7. Se
sigue que af € H, donde af = k122 + koZy = koTy, lo cual implica que ko = 0. Similarmente,
ay € H y esto implica que k; = 0. Por lo tanto, @« = 0 y H no contiene ideales no cero de R.
Por el Teorema 3.15 de [13] se sigue que R es una K-algebra de Frobenius (ver [10, Definiciéon
13.5.4]) y, en particular, R es cuasi-Frobenius (pues R es un anillo de Frobenius por ser K-algebra
de Frobenius [10, Teorema 13.5.7]). Se sigue que R es autoinyectivo y por ende satisface (P).

Ahora consideremos a la K-algebra de Artin R = K[z, y]/(x?, vy, y?) (noétese que dimgR = 3,
pues 3 = {1, 7,7} es una base). Para los ideales A = Kz y B = K¢ de R, se tiene el R-isomorfismo
f:A— B dado por f(Z) = 9. Consideremos el R-morfismo ¢;f : R — R, donde ¢; : B < R
es el morfismo inclusién. Supongamos que existe ¢ : R — R un R-morfismo tal que el siguiente

triangulo conmuta:

h

—~
—
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 * R
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-

Ine]




CAPITULO 4. K-ALGEBRAS DE ARTIN Y LA PROPIEDAD (P)
4.3. CONEXION ENTRE LA PROPIEDAD (P) Y LAS K-ALGEBRAS DE ARTIN

Entonces § = f(Z) = ¢(Z) = zp(1) € Kz (pues KZ es un ideal de R), lo cual no es posible
pues {Z, 7} es K-linealmente independiente. Por lo tanto, no puede existir tal ¢, es decir, por el
criterio de Baer, R no es autoinyectivo y se concluye que R no es cuasi-Frobenius. Por el Teorema
4.3.2, R no satisface (P). Ademés, notese que si consideramos al ideal I = (22, zy,y?)/(x2,9?) de
R, entonces R = R/I y se sigue que un cociente de un anillo cuasi-Frobenius no necesariamente
vuelve a ser cuasi-Frobenius.
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Capitulo 5

Conclusiones

A lo largo de este trabajo se estudiaron algunas consecuencias de que un anillo R satisfaga la
propiedad de que todo R-moédulo izquierdo ciclico propio es imagen homomorfa de algtin R-mo6dulo
izquierdo inyectivo, lo cual abreviamos diciendo que R satisface la propiedad (P). Como caso
particular de anillos que satisfacen la propiedad (P) se mencioné brevemente a los anillos-PCI al
final del Capitulo 2, los cuales inspiran a realizar preguntas sobre la simetria de la propiedad (P)
y bajo qué condiciones un anillo que satisface (P) es un anillo-PCT izquierdo, siendo la busqueda
de las respectivas respuestas un posible trabajo futuro. En el Capitulo 3 se estudi6 el importante
casé de la caracterizacién de un anillo semiprimo que satisface (P) y su relacion con los anillos
R-QF3, ademas de analizar la estructura de los anillos artinianos que satisfacen (P). Finalmente,
en el Capitulo 4 se establecié que una K-algebra de Artin satisface (P) si y solo si la K-algebra
en cuestion es un anillo cuasi-Frobenius, donde para posibilitar la demostracién de tal resultado,
en la Seccion 4.2, se desglosaron resultados importantes sobre dualidades entre ciertas categorias
de mo6dulos. Una vez mas se logra visualizar lo interesante que resulta el estudio de la teoria de
anillos y médulos, donde un ‘simple’ concepto puede involucrar a muchos otros y resultados sin
una conexion aparente.
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