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Resumen

La solucion de un sistema de ecuaciones lineales de la forma Ax = b, con A una matriz
cuadrada n x n, puede resultar muy complicada de obtener utilizando algtin método directo de
operaciones matriciales. Sin embargo, los métodos iterativos son ttiles para resolver problemas
que involucran un gran nimero de variables. En el caso de un sistema de ecuaciones lineales, las
dos clases principales de métodos iterativos son los métodos iterativos estacionarios y los mas
generales, métodos del subespacio de Krylov. Particularmente, uno esté interesado en los métodos
del subespacio de Krylov, los cuales funcionan formando una base ortogonal de la secuencia de
potencias de la matriz por un residuo inicial (la secuencia de Krylov), las aproximaciones a la
solucién se forman minimizando el residuo en el subespacio formado. Sin embargo, cuando la
matriz es singular, los métodos de Krylov pueden fallar, incluso si el sistema de ecuaciones tiene
solucién, esta podria no estar en un espacio de Krylov. En este tipo de casos, se puede utilizar
la inversa generalizada de Drazin para obtener una solucién tnica aproximada. Asi, el objetivo
principal de este trabajo de tesis es describir la solucién de un sistema de ecuaciones lineales de la
forma A x = b, cuando el sistema tiene una matriz A cuadrada n x n singular, utilizando la inversa
generalizada de Drazin en el subespacio de Krylov. Con esto en mente, la estructura de este trabajo
queda definido de la siguiente manera: en el capitulo 1, se hace una breve introduccion a los espacios
de Krylov, se hace mencién a los métodos directos e iterativos para la resolucién de un sistema de
ecuaciones lineales de la forma A x = b y como trabajar en un subespacio de Krylov. Finalmente se
habla de manera muy general sobre la inversa de Drazin y los intereres particulares que se tienen
sobre ella. El capitulo 2 esta basado en el estudio de la inversa generalizada de Drazin, donde se
proporcionan algunos teoremas, proposiciones, lemas y algoritmos necesarios para el cédlculo de la
inversa de Drazin. Asi mismo, se define el indice de una transformacion lineal, importante para
entender la definicion algebraica y funcional de la inversa de Drazin. El capitulo 3 esta dedicado al
analisis y solucion de sistemas de ecuaciones lineales en un espacio de Krylov utilizando la inversa
generalizada de Drazin, se presenta un ejemplo particular, cuando se tiene una matriz no singular
y la utilidad de la aplicacién de la inversa de Drazin en el método de Krylov cuando la matriz es
singular. Finalmente, en el capitulo 4 se presentan algunas conclusiones de este trabajo de tesis.
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Capitulo 1

Introduccion

Resolver un sistema de ecuaciones lineales Az = b resulta laborioso cuando la matriz A es
de orden mayor a 3 y la matriz no es de tipo diagonal o dispersa. Esto se debe a que se utilizan
usualmente operaciones matriciales, como ejemplo tenemos el método directo del célculo del
determinante A — AI [1]. Como alternativa se utilizan métodos iterativos o directos.

Los métodos iterativos son de gran utilidad para resolver sistemas de ecuaciones lineales
de la forma Az = b . Estos métodos también pueden resolver sistemas grandes cuando la
matriz A es de coeficientes dispersa o dar informacion parcial de las soluciones a los métodos
directos, que, de otra forma, no pueden o es muy costoso trabajar con matrices grandes, que
es lo que pasa al utilizar operaciones matriciales. Ademaés, los algoritmos directos modifican a
la matriz A a lo largo del proceso y elementos que eran nulos cambian por las operaciones que
se realizan a la matriz A. En cambio, en los iterativos solo se utiliza la matriz original. Los
métodos iterativos nos proporcionan soluciones aproximadas después de realizar el algoritmo
un cierto namero de iteraciones. Estas se suelen interrumpir cuando se considera haber alcan-
zado los objetivos deseados. Ademaés, cada iteracion disminuye el error en una cierta razon.
En general, los métodos iterativos multiplican vectores por la matriz A y trabajan con los
vectores resultantes, iniciando con un vector y se calcula Ay, luego A% y y asi sucesivamente.
Los algoritmos que trabajan de esta manera se llaman métodos del subespacio de Krylov [2].
Un ejemplo son el método o métodos del gradiente conjugado. Estos resuelven sistemas de
ecuaciones lineales Az = b minimizando funciones cuadraticas [3]. También garantizan la soluciéon
del sistema con una matriz A hermitiana definida positiva. Esto sucede si los eigenvalores de A
estan alejados de cero, cercanos unos de otros y la minimizacion se realiza sobre espacios de Krylov.

Otro ejemplo, es el método de Lanczos, el cual de manera analoga al método del gradiente
conjugado es rapido a la hora de calcular ciertos valores propios de una matriz hermitica, si los
valores estan bien separados del resto del espectro (el vector inicial que empieza la iteracion es lo
suficientemente genérico)[2].

1.1. Objetivos

El objetivo general del trabajo de tesis es describir la solucién de un sistema de ecuaciones
lineales, cuando el sistema tiene una matriz cuadrada A singular, utilizando la inversa generalizada
Drazin en el subespacio de Krylov.

Como objetivos particulares se tienen los siguientes:

= Presentar una introducciéon a los espacios de Krylov.



Introduccion
1.2 Organizacion de la Tesis

» Estudiar la inversa Drazin.

= Analizar la solucién en un espacio de Krylov utilizando la inversa generalizada de Drazin.

1.2. Organizacién de la Tesis

En el Capitulo 1 se describen brevemente los métodos directos e iterativos para la resolucion de
ecuaciones lineales de la forma A x = b. También, se describe cémo se trabaja en un subespacio de
Krylov y la utilizacién del método de Krylov en diferentes ramas. Asi mismo, de manera general
acerca de la inversa de Drazin y nuestro interés en ella.

El Capitulo 2 de esta tesis, acerca de la inversa generalizada de Drazin, estudiando lo
concerniente de la misma, se define el indice de una transformacion lineal que nos ayudaréa a
entender la definicion algebraica y funcional de la inversa de Drazin. También se proporcionan al-
gunos teoremas, proposiciones, lemas y algoritmos que nos ayudaran a calcular la inversa de Drazin.

En el Capitulo 3 se presenta un ejemplo de los métodos de Krylov con una matriz no singular,
la utilidad de la aplicaciéon de la inversa de Drazin en el método de Krylov con una matriz singular,
asi como el resultado general al utilizar este método.

El Capitulo 4 se presentan las conclusiones del trabajo de tesis.

1.3. El Método de Krylov

El método de Krylov tiene la particularidad de seleccionar un valor adecuado de un vector
auxiliar y si se conoce la ecuacion caracteristica, evitando el problema de realizar el céalculo
del determinante. Se desea ocupar un método de Krylov cuando se trabaja con un sistema de
ecuaciones Ax = b de tamafio n y la matriz de coeficientes contiene muchas entradas cero.
También cuando la matriz de orden n es tan grande que no puede permitirse gastar n® operaciones
para resolver el sistema a través de eliminacion gaussiana. Otro caso més seria cuando no se tiene
acceso directo a la matriz.

Los métodos de Krylov se utilizan en diversos campos entre los cuales se encuentran los mé-
todos numéricos, en numerosas aplicaciones de la ingenieria para la determinacion de la ecuacion
caracteristica y valores propios de una matriz A, en especial cuando los modelos matematicos es-
tan expresados por medio de ecuaciones diferenciales. Por ejemplo, la determinacion de la mayor
frecuencia natural real de oscilacion de sistemas masa-resorte con o sin amortiguamiento, Fig. 1.1
[4, 5].

k1 ko k3

Figura 1.1: Cortés , J. (2011). Sistema de masas y resortes en donde las frecuencias natulares de
la vibracién son valores propios.
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1.3 El Método de Krylov

Se puede demostrar que toda matriz A, ., tiene una sola ecuacién caracteristica, pero no se
puede declarar que dada una ecuacién caracteristica existe una sola matriz A cuadrada que le de
origen. Muestra de ello, es el siguiente ejemplo:

2 0 0 0 -2 —g
A=10 2 0|, y B= 2 4 3 (1.1)
0 -1 -3 -5 -5 -3

Las matrices A y B tienen como ecuacién caracteristica a (A —2)2 (A +3) = 0.

Encontrar matrices con la misma ecuacion caracteristica se vuelve un problema dificil de resolver
conforme va aumentando el orden de la matriz. Existen procedimientos del algebra lineal para
calcular distintas matrices A con la misma ecuacion caracteristica. Estos toman como base una
matriz que contenga muchos ceros o unos entre sus elementos. Uno de estos procedimientos es el
meétodo de la matriz compaiiera, el cual toma en cuenta una matriz A de la forma:

0 1 0o --- 0
0 0 1 ... 0

A= 0 0 0 - 0] (1.2)
_bn _bn—l _bn—2 e _bl

donde los coeficientes de la ecuaciéon caracteristica son by, bs,..., b,_1, b, y tiene la forma:
/\n+b1 )\n—1+b2 )\"—2—|—--'+bn,1)\+bn20. (13)

La matriz transpuesta de A tiene la misma ec. 1.3 [5], ademas se puede obtener otra matriz C
similar a la matriz A cuya ecuacién caracteristica ya se conoce, utilizando el producto de matrices,
la igualdad de matrices y la definicién de matriz inversa. Esta matriz similar se puede obtener
como C = BAB™! donde B es una matriz no singular. La matriz C' se puede calcular con un
sistema de ecuaciones lineales, una vez propuesta B [6]. Pero este procedimiento se realiza a partir
de conocer la matriz A.

En contraste, el método de Krylov aplicindolo de manera inversa, aborda el problema de
obtener la matriz A cuando se conoce la ecuacion caracteristica. Sin embargo, estos métodos los
utilizamos con matrices no singulares ahorrandonos tiempo al solucionar matrices grandes, pero
si la matriz es singular, los métodos de Krylov pueden fallar, incluso cuando se trabaja con un
sistema lineal que tenga solucién, puede que no se encuentre en un espacio de Krylov. Para ello se
utiliza la inversa de Drazin.

La inversa Drazin, definida por Michael P. Drazin en 1958 [7], es una inversa generalizada de
una matriz A. Cuando se habla de la inversa generalizada no se refiere a la inversa que usualmente
se conoce, ya que la inversa generalizada es para matrices de cualquier orden, ya sean rectangulares
o cuadradas singulares, es decir, para matrices no invertibles. Esta tiene diferentes aplicaciones, por
ejemplo; se emplea en la investigacion de iteraciones de Cesaro-Neuman, la teoria de las cadenas fi-
nitas de Markov, criptografia, métodos iterativos en analisis numérico; solo por mencionar algunas.

En especifico, nos interesa su aplicacion en la solucion de sistemas de ecuaciones lineales singu-
lares, presentando la nocion de inversa de Drazin solo para matrices cuadradas la cual es un tipo
de inversa generalizada. Tomando en cuenta ciertas propiedades se trata de generalizar la idea de
matriz inversa para matrices cuadradas singulares, buscando matrices que cumplan las condiciones
que garanticen la existencia de la inversa de Drazin. Asi, la inversa de Drazin no solo nos permite
dar solucién a un sistema singular, sino que ademéas nos permite trabajar en un espacio de Krylov.







Capitulo 2

Inversas (Generalizadas

Sea C™*"™ el espacio que comprende las matrices de orden n x n, sobre el campo complejo, esto
es para que se puedan considerar todas las raices de los polinomios caracteristicos. Cualquier matriz
A que esta en C"*™ tiene un indice que se obtiene de la inversa de Drazin de A para hacer uso de
ella. Incluso si la matriz A es singular, el indice y la inversa Drazin de la matriz existen y son tnicos.

Ademas, en este capitulo se mencionaran algunas definiciones y teoremas sobre el indice de la
matriz y el inverso de Drazin. No sin antes mencionar la forma normal de Jordan, para lo cual se
recordaran algunos conceptos.

Definicion 1. Sea V un conjunto no vacio cuyos elementos se llaman vectores (vy,ve,vs, ), y
Z un campo cuyos elementos se denominan escalares (o, 3,7, --). Definimos en V dos leyes de
composicion: una interna, que denotaremos por (+) y denominaremos suma o adicion de vectores de
V', y otra externa, a la que llamaremos producto de un vector por un escalar. En estas condiciones,
se dice que V' es un espacio vectorial sobre Z si se verifican las siguientes condiciones:

» Para la ley interna, suma de vectores de V', el par (V,+) es un grupo abeliano, por lo que
cumple las propiedades siguientes:

Cerradura bajo adicion: ¥ v, vo € V= v vy €V

Propiedad conmutativa: ¥V vy, vg € V = vy + vy = vg + v1.

Propiedad asociatividad : ¥V vy, vy, v3 € V = (v1 4+ vg) + v3 = v1 + (v + v3).

Neutro aditivo:¥V vy € V, N 0€V]|vy+0=04v1 = v;.

Inverso aditivo: Yvi € V, 3(—v1) € V|v1 + (—v1) = (—v1) +v1 = 0.

SANR NI T

= Para la ley de composicion externa, producto de un vector escalar, que asocia a cada escalar
a, y a cada v1 € V un vector dnico, llamado producto de o y v1 , y que representa por avy
0 v, y satisface las siguientes propiedades:

Cerradura bajo multiplicacion escalar: Vv e VANa €Z = av eV

Propiedad distributiva: ¥V v1, vg € VAV a € Z = a(v; + v2) = avy + avs.

Propiedad distributivay v1 €V A YV a, B € Z = (a+ B)vr = avy + Pu;.

Propiedad asociativa¥Nv1 € V ANV a, B € Z = (af)v1 = a(fv1).

Identidad escalar: Y v, € V,1-v1 = v1.

AR NI T

Definicion 2. Sean V' y E espacios vectoriales de C, si E es un subconjunto no vacio de V' y las
operaciones que hacen de E un espacio vectorial son las mismas que las que hacen a V espacio
vectorial, se dice que E es un subespacio vectorial de V.



Inversas Generalizadas

Definicién 3. Sea V espacio vectorial de C. Sea F = {ey, ea, -+ , e} un sistema finito de vectores
de V (F es un conjunto de vectores dado en un cierto orden), se dice que el vector v1 € V es
combinacion lineal de los vectores de F' si existen k escalares aq, as, --- , ag € C tales que:

v = are; + ogeg + -+ ey (2.1)

Proposicion 1. Sea F = {ey, ea, -+, e} C V. Todos los vectores que se pueden formar por
combinacion lineal de los vectores ey, es, - -+ , e, pertenecen a V' y, ademds, forman un subespacio
vectorial de V' nombrado subespacio generado por F, y se representa como:

Span(F) ={vi =are1 + - ager|a; €Z,i=1,2,--- |k} € V. (2.2)

Asimismo, se dice que F' es un sistema generador de Span(F), y es el menor subespacio vectorial
de V' que contiene a F.

Demostracion. Si V es espacio vectorial y Span(F) C V | se puede ver que Span(F') cumple
la condicién necesaria y suficiente para ser un subespacio vectorial de V.
Dado que 0 € Span(F'), el vector nulo puede escribirse como combinacion lineal

0=0e; + 0eg + -+ Oey,. (2.3)

Por demostra que YV vy, va € Span(F) = vy + va € Span(F).

Sean vy, vy € Span(F), se tiene que:

v = aqe; + -+ age,
V2 :5161 +"'+5}g€k, (24)
= v1 +ve = (a1 + P1)er + - + (g + Br)er € Span(F).

Ahora, hay que demostrar que Vv; € Span(F) AY a € Z = avy € Span(F).

Sea v € Span(F) y sea « € Z, se tiene que:

V1 = 1€+ ey,
= av; = (aa)ey + (aag)es + - -+ + (aay)ex, (2.5)
= av € Span(F).
Ademaés, todo subespacio que incluya a F' ha de contener a las combinaciones lineales de los vectores

de F, esto es, ha de incluir a Span(F’). Como el Span(F) es el subespacio vectorial e incluye a F',
se concluye de todo ello que Span(F) es el menor subespacio vectorial que incluye a .l

Definicion 4. Sea V un espacio vectorial sobre C y sea F = {ey1, ea, -+ - , e} un sistema finito de
vectores de V. Se dice que F' es una familia o sistema libre de vectores o también que los vectores
e1, ez, -+, €, son linealmente independientes si

are; + -+ ager =0, (2.6)
se cumple sdolo cuando oy = as = -+ = ap = 0. En el caso de que existan k escala-
res aq, i, -+, g, no todos nulos, tales que: ayer + -+ + ager, = 0, se dice que los vectores
e1, €z, -+, € son linealmente dependientes o que F' es un sistema ligado.

Definicion 5. Un espacio vectorial V' sobre C se dice que es de tipo finito si estd generado por un
numero finito de vectores.

En un espacio vectorial finito, aquellos sistemas generadores y linealmente independientes se les
llama bases. Todo vector del espacio se podrd expresar de forma tnica como combinacion lineal de
los vectores de la base.
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Definicion 6. Un conjunto finito de vectores de un espacio vectorial V' sobre C se dice que es
base de V si es familia de V, es decir un conjunto de vectores generadores de V linealmente
independiente.

Teorema 1. Representacion tinica en una base. Sea F = {ey, ea, -+, e} una base de un espa-
cio vectorial V' sobre C. Entonces, todo vector vi € V se puede expresar de forma tunica como
combinacion lineal de los vectores de F'.

Demostracion. Supongase que el vector v; se puede expresar de las siguientes dos formas:

/ / /
U1 = V€1 + vgeo + - -+ ve,

vy =vier +vhes + -+ vyex, @0
restando ambas expresiones de la ec. (2.7), resulta que:
0= (v] —v)er + -+ (v}, — v} )e. (2.8)
Luego, siendo la base una familia libre se llega a que:
v — v = vy —vh == — vy, (2.9)
de donde v, = v} Vi=1,2---, k. Por lo tanto, v; se expresa de manera tnica.ll
A los escalares v{,- - , v}, se les denomina coordenadas del vector vy en la base F.

Teorema 2. Eristencia de bases. Todo espacio vectorial V' de tipo finito, distinto de {0}, tiene
alguna base.

Demostracion. Suponiendo que V = Span(e1, es, -+, ex). Si los vectores eq, ea, -+, ek son
linealmente independientes, entonces son una base de V.
Si no son linealmente independientes, habra al menos uno de ellos que sea combinacién lineal de
los restantes. Si se quitan todos estos vectores, se obtiene un conjunto linealmente independiente
que sigue siendo total, pues los vectores suprimidos no ocupan un papel en la obtencién de vectores
de V. Es decir, se obtiene una base de V.1

Definicion 7. Se llama dimension de un espacio vectorial V' al nimero de vectores de una base

de V. Se escribe dimV'.

Definicion 8. Sea T una transformacion lineal. Se llama nicleo de T' (notacion: ker T') al conjunto
de vectores v, tal que T'(v) = 0.

Definicion 9. Sea T una funcién de un espacio vectorial V. a un espacio vectorial V'. Entonces
T es una transformacion lineal si cumple con las siguientes propiedades:

1. Para todo vector vy, va € V, T(vy + va3) = T(v1) + T(v2).
2. Para todo v1 € V y a cualquier escalar, T (avi) = aT(v7).

Definicion 10. Nulidad de una transformacién lineal. Sean V, V' espacios vectoriales sobre C y
sea V' € L(V,V') (subespacio de las funciones de V' en V'). La nulidad de T se define como la
dimension del nicleo de T':

nul (T') = dim (ker T). (2.10)

Definicion 11. Un nidmero A € C es llamado valor propio de la matriz A si hay un vector x # 0
tal que Az = Ax. Cualquier vector de este tipo se llama vector propio de A asociado al valor propio

A
El conjunto L(X) = {x | (A — Xx)x = 0} forma un subespacio lineal de C", de dimension

p(A) =n —rank(A—\I). (2.11)




Inversas Generalizadas
2.1 Forma canénica de Jordan.

El niimero entero p(\) = dim L(\) especifica el nimero mdzimo de vectores propios linealmente
independientes asociados con el valor propio X\. Ademds ¢(u) = det (A — pI) es un polinomio de
grado n de la forma:

B(1) = (—1)" (1" + a1 ™1 + -+ + ). (2.12)

Este es llamado el polinomio caracteristico de la matriz A. Sus ceros son los valores propios de A.
Si A1, A son los ceros distintos de ¢p(u) entonces ¢p(u) puede ser representada en la forma:

p(p) = (=1)" (= A)7 (1 = A2) 7 -+ (= Ag) 7. (2.13)

Los numeros enteros o;, que también se denotan por o()\;), se denomina multiplicidad del valor
Propio A;.

Teorema 3. Si A es valor propio de la matriz A € C"*", entonces:
1< p(A) <o(A) <n. (2.14)

La demostracion a este teorema se puede encontrar en la referencia [8].

2.1. Forma canoénica de Jordan.

Definicion 12. Diagonalizacion de una matriz. Suponga que la matriz A, x, tiene m vectores
propios linealmente independientes. Si estos vectores propios son las columnas de una matriz S,
entonces ST A S es una matriz diagonal A. Los valores propios de A estdn sobre la diagonal de

AN 0
Diagonalizacion: A=S"1*AS = N (2.15)
0 - A\,

Teorema 4. Si A es una matriz de tamano n X n, entonces las proposiciones siguientes son
equivalentes:

1. A es diagonalizable,
2. A tiene n vectores propios linealmente independientes.

Demostraciéon.1 = 2. Supongamos que A es diagonalizable, asi que existe una matriz inver-

tible
S11 *°° Sin

S = S I (2.16)
Snl Tt Snn

tal que A = S~1 A S es diagonal, ec. (2.15). Por lo tanto, AS = S A; es decir:

S11 t Sin Ao 0 A1S11 0 ApSin
AS = Do o ] = Lo : (2.17)
Snl  *°° Snn 0 - A AlSn1 0 ApSpn
Si ahora se denotan los vectores columna de S por s, s2,- - , $,, entonces por la ec. (2.17), las
columnas sucesivas de A S son: Ay S1, AaSa, -+, A\, Sp. Sin embargo, las columnas sucesivas de A S
son Asy, Asg, -+, As,. Asi entonces, se tiene que:
A51:/\131,A82:)\252,-~-,Asn:/\nsn. (218)

Dado que S es invertible, no todos sus vectores columna son cero. Luego, por la ec. (2.18),
A1, , A, son valores propios de A, y si,---, 8, son vectores propios correspondientes. Ya
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que S es invertible. Por el Teorema 13 de la ref.[9], se deduce que: sq,---, s, son linealmente
independientes. Por lo tanto, A tiene n vectores propios linealmente independientes.

2 = 1. Supongamos que A tiene n vectores propios linealmente independientes, s1,- - , s,, con
los valores propios correspondientes Ay, - - , A,, v la matriz S definida como en la ec. (2.16). La ma-
triz cuyos vectores columna son $1, - - - , S, las columnas del producto A S son A sy, Asg, -+, Asy,
pero

AS]_:)\]_S]_,ASQZ)\2827"',Asn:)\nsn7 (2.19)
de modo que:
A1S11 0 AnSin $11 ' Sin At 0
AS = S = S : Do 1| =SA (2.20)
)\1 Snl e >\n Snn Snl ctt Snn o - )\n
En donde A es la matriz diagonal que tiene los valores propios A1, - -, A, en la diagonal principal.

Supuesto que los vectores de S son linealmente independientes, S es invertible, asi entonces, por
la ec. (2.20), se puede reescribir como: S~! AS = A; es decir, A es diagonalizable.l

Proposicion 2. Sea Apxpn y {1, -, A} C A(A), donde A(A) es el conjunto de valores propios
(distintos) de A. Si los vectores propios uy,--- , ur de A corresponden a valores propios distintos
A1, -+, Ak, entonces los vectores uy,--- , up son linealmente independientes.

Demostraciéon.Demostracion por contradiccion. Sea A(A) el conjunto de valores propios (dis-

tintos) de A, entonces A\, # X; para i # j. Luego, con los vectores ug,--- , u, se construye la
matriz U = [ug - - - ug]. Si ug,- -+, ug no son linealmente dependientes, entonces rankU =c<ky
hay c columnas de U, diganse w;,,- -, u;, que son linealmente independientes y vectores propios
asociados a los valores propios A;,,---, A;, . Sea u; una columna de X tal que j & {i1, -, i},
entonces
Uj = Q1 + o+ oy, (2.21)
Como u; € ker (A\j I, — A)u; vy Auy, = Ny Uiy, cond =1,--- , k, resulta que:
0=\ In = A)uj = (A In — A) (anws, + -+ + acui,), (2.22)
= a1 (Aj = X)) iy + o+ ac (A — Ai) wi,
y €Omo u;,,- -+ , 4;, son linealmente independientes
ad()\j—)\id)zo, d:1,~--,c. (2.23)

Pero u; # 0, de modo que al menos un oy # 0. Para ese indice s se concluye que necesariamente
A; = A, contradiciendo que todos los valores propios son distintos.l

Corolario 1. Si una matriz A, xn tiene n valores propios distintos, entonces A es diagonalizable.

Demostraciéon.Si uq, - -+, up son vectores propios correspondientes a los valores propios dis-
tintos A1,---, A\r entonces, por el Teorema 3, uj,--- , ur son linealmente independientes. Por lo
tanto, A es diagonalizable.ll

Definicion 13. Para Ao € A(A), se define la multiplicidad geométrica de Ay como la dimension
del subespacio propio de A asociado a g, y se denota por mga(Ao):

mga(XNo) = dimker (Ao I, — A). (2.24)

Definicion 14. La multiplicidad algebraica de Mg como wvalor propio de A, se representa por
maa(Ao), es la multiplicidad como raiz del polinomio caracteristico tal como se explica después
de la Definicion 11.
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Proposicion 3. Para A € C™*™ y Ao € A(A), se tiene que: ma(Ag) > mg(Ao).

Demostracion.Sea mg(Ag) = |y {t1,- -, t,} una base del subespacio propio O), =
ker (Ao I, — A). Al aplicar esta base {t1,---, ¢, tj11, -+, tp} para obtener una base de C". Sea
T = [tltg -t,] la matriz cuyas columnas son los vectores de la base escogida. Y sea B = T-LAT,

se tiene que:

AT = [Aty - Aty Atir - Ato] = Mot dots Notier -~ Ao tn]
NI C (2.25)
=[ti--t tl+1"'tn]< %l A ) =TB.
Asi,

(A =X)h —C
A, — B = ( J N (2.26)

con

det (AN, — B) = (A — Xo)'det (\I,,_; — A). (2.27)

Como A y B tienen para cada valor propio las mismas multiplicidades algebraicas y geométricas
y Ag podria ser valor propio de A, se concluye que:

I =mg(Xo) <ma(Ny).B (2.28)
Definicion 15. Sea A € C"*" y \g € A(4)

1. Simg(Ao) < ma(Xo), se dice que \g es un valor propio defectuoso de A, en caso contrario se
dice que es no defectuoso. La matriz A se dice que es defectuosa si tiene algun valor propio
defectuoso y, en caso contrario, se dice que es no defectuosa.

2. Si ma(Ag) = 1, se dice que Ao es un valor propio simple de A. La matriz A se dice que es
simple si sus valores propios son simples.

3. Los valores propios no defectuosos, que mo son simples, se llaman semisimples. La matriz A
se dice que es semisimple si sus valores propios son simples o semisimples.

Teorema 5. A es una matriz diagonalizable si y solo si para cada valor propio A se verifica que:

ma(\) = mg(A). (2.29)

Demostracion. Sean A1, Ao, -+, A\x € C los valores propios distintos de A y sea T un operador

lineal asociado a la matriz A. Suponiendo que T es diagonalizable, entonces la union de las bases
de los subespacios propios sy,, Sx,, - , S, da lugar a una base S. As{ que:

l

l= Z dim (sy;) = Z Ai)- (2.30)

Por otro lado,

h h
Z mg(A;) < Z < Z ma(\) =1, (2.31)
i=1 A

i=1

donde A es la raiz del polinomio caracteristico de A, entonces:

l= Z mg(A Z ma(\ (2.32)
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de donde i
Z (ma(X;) —mg(\i)) = 0. (2.33)
i=1
Como ma(A;) —mg(X\;) >0, Vi=1,---, h, la igualdad anterior, ec. (2.33), implica que:
ma(X;) —mg(A\;) =0Vi=1,---, h,
es decir,

ma(A;) = mg(Ai).
Por otro lado, la igualdad

h
Z ma(A;) = Z ma(\) =1, (2.34)
i=1 A

implica que toda raiz del polinomio caracteristico de A se encuentra en C. (Explicando esto tltimo,
supongase que en esta ocasiéon S es un espacio vectorial real y que el polinomio caracteristico de
A tiene una raiz compleja, llamada A\g. Entonces se tiene que ma(Xo) no aparece en la suma
Z:L:l ma()\;), por lo cual Zf:l ma(A;) <Y, ma(X), y esto no es cierto.).

Ahora suponiendo que toda raiz del polinomio de A se encuentra en C y que todo valor propio
A € C verifica mg(A\) = ma(\). Esto implica que:

D mg(h) =D ma(h) =" ma(X) =1 (2.35)
A

i=1 i=1

Como Z?Zl mg(A;) = I, se tiene que la suma de las dimensiones de los espacios propios sy, coincide
con la dimensiéon de S, por lo que las bases de los sy, forman una base de A y por lo tanto S, es
diagonalizable.

Observaciéon 1. Valores propios de AF son \F,--- Aty cada vector propio de A sigue siendo
un vector propio de A¥. Una vez que S diagonaliza a A, también diagonaliza a A*:

AF=(STTAS)(STTAS) - (S71AS)=5"1AFS, (2.36)
con S™1S =1 y solo la primera S~ y la 4iltima S sobreviven.

Teorema 6. Dos matrices diagonalizables A y B, son conmutables AB = B A si y solo si com-
parten la misma matriz vector propio S.

Demostracion. Demostracion por la izquierda. Si la misma matriz S diagonaliza tanto A =
SA1S™! como a B=SA; St multiplicando A por B y B por A en cualquier orden:

ABZSA13715A2571 ZSAlAgsil,

BA=SAS'SASTP=8A A 571, (237)
como A; Ay = Ay A; (las matrices diagonales conmutan), se tiene que:
AB=DBA. (2.38)
Demostracion por la derecha. Sea A B = B A, partiendo de Ax = A x, se tiene que:
ABx=BAx=BAx=\Buz. (2.39)

Asi, x y Bz son vectores propios de A, que comparten el mismo valor propio A (o bien Bz = 0).
Se asume por conveniencia que los valores propios de A son distintos (los espacios propios son
todos unidimensionales), entonces Bz debe ser multiplo de z. En otras palabras, z es un vector
propio de By de A.

11



Inversas Generalizadas
2.1 Forma canénica de Jordan.

Observacién 2. Suponga que B = M~' A M, entonces A y B tienen los mismos valores propios.
Todo vector propio = de A corresponde a un vector propio M~ x de B.

Definicion 16. La matriz N es normal si conmuta con su traspuesta conjugada, esto es:
NNZ =NIN, (2.40)
con NH la matriz transpuesta conjugada.

Si la matriz A no es diagonalizable se puede encontrar una matriz M, no singular, tal que

M=YAM es casi diagonal.

Definicion 17. Dada A que tiene s vectores propios independientes, es semejante a una matriz

con s bloques:
J - 0

Forma de Jordan: J =M"*AM = . (2.41)
0 - J,

Cada blogque de Jordan J; se llama bloque elemental de Jordan, de valor propio \;, es decir, es una
matriz triangular que sdlo tiene un valor propio \; y solo un vector propio:

A1 0
0 N
Blogque de Jordan: J; = (2.42)
1

El mismo \; aparece en varios bloques, si tiene varios vectores propios independientes. Dos matrices
son semejantes si y solo si comparten la misma forma de Jordan J.

Teorema 7. Los r wvectores w;, los p vectores y; y los n —r — p vectores z; forman cadenas de
Jordan para la matriz A, y estos vectores son linealmente independientes. Van en las columnas de
M,y J=M"1AM estd en forma de Jordan.

Demostraciéon. Por induccion matematica, empezando con el hecho de que toda matriz de 1x 1
va estd en forma de Jordan. Puede suponerse que la construccion se logra para todas las matrices
de orden menor que n y luego explicar los pasos para una matriz de orden n. La demostracion se
har4 en tres pasos:

= Paso 1: Si se supone que A es singular, entonces su espacio columna tiene dimension r < n.
Observando solo dentro de este espacio méas pequeno, la hipotesis de induccion garantiza que
una forma de Jordan es posible: en el espacio columna debe haber r vectores independientes
w; tales que:

= Paso 2. Suponga que el espacio nulo y el espacio columna de A tienen una intersecciéon de
dimension p. Es claro que, todo vector en el espacio nulo es un vector propio correspondiente
a A = 0. Por consiguiente, por Paso 1, se deben hacer p cadenas que comiencen en este valor
propio, y se tiene interés en los vectores w; que vienen al final de estas cadenas. Cada uno
de estos p vectores esté en el espacio columna, por lo que cada uno es una combinacion de
las columnas de A:
w; = Ay,

para alguna ;.

12
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s Paso 3. La dimension del espacio nulo siempre es n — r. En consecuencia, de forma
independiente con respecto a su intersecciéon p-dimensional con el espacio columna, debe
contener n — r — p vectores béasicos adicionales z; fuera de esa interseccion.

Ahora, juntando estos pasos para obtener el teorema de Jotdan.

Los r vectores w;, los p vectores y; y los n — r — p vectores z; forman cadenas de Jordan para
la matriz A, y estos vectores son linealmente independientes. Si estos vectores conforman las
columnas de la matriz M, entonces M es no singular y J = M ~' A M esta en forma de Jordan.

Si se desea renumerar estos vectores como ui, us,- - - , Uy, entonces cada y; deberia insertarse
inmediatamente después del w; del que provienen; esto completa una cadena en la que A\; = 0.
Los z; vienen hasta el final, cada una sola en su propia cadena; de nuevo el valor propio es cero,
ya que las z; estan en el espacio nulo. Los bloques con valores propios diferentes de cero ya se
habian terminado en el Paso 1, los bloques con valores propios iguales a cero aumentan por una
fila y una columna por Paso 2 y finalmente el Paso 3 contribuye con cualesquiera de los bloques
de tamartio 1 x 1, J; = [0].

Bajo esta construccion, hay un tnico punto técnico que verificar; la independencia de toda la
coleccion de vectores w;, y; v z;. Esto se logra suponiendo que alguna combinacién de ellos es cero,

es decir:
n—r—p

Zazwz+26zyz+ Z vizi =0, (244)

Al multiplicar por A, y usando las relaciones dadas en la ec. (2.43) para w;, se tiene que:

T w; P
Z Q; 0 + Z Bi Ay; =0, (2.45)
i=1 )\,L wW; + W;—q i=1

dado que los A y; son los w; especiales al final de la cadena correspondiente a \g, no aparecen en la

primera suma, ademas la ec. (2.1) es un tipo de combinacion de los w;, los cuales son independientes
por la hipotesis de inducciéon (dan la forma de Jordan en el espacio columna). Por tanto, se concluye
que cada f3; debe ser cero, asi, de la ec. (2.44), se tiene que:

n—r—p

i=1 =1

Como el lado izquierdo esté en el espacio columna y los vectores z; son independientes de ese
espacio, entonces cada ~; debe ser igual a cero. Por lo tanto,

> aiw; =0, (2.47)
i=1

y es claro que de la independencia de los vectores w;, se tiene «; = 0.

Por otra parte, si la matriz A inicial no es singular, entonces se pueden aplicar los tres pasos a
la transformacion A = A — c1,, (la constante ¢ se elige de manera que A sea singular y que pueda
ser cualquiera de los valores propios de A). El algoritmo pasa A a su forma de Jordan, es decir,
P1AP = j, al producir las cadenas u; de las w;, y; v z;. Entonces la forma de Jordan de A
utiliza las mismas cadenas y la misma matriz P, tal que

PlAP=P Y A+cl,)P=J+P'cP=J+cl,=J, (2.48)

13
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lo que completa la demostracién de que cada matriz A es similar a alguna matriz de Jordan J,
salvo el reordenamiento de los bloques, es similar a solo una J, por lo que se concluye que A tiene
una forma de Jordan tnica.ll

2.1.1. Ejemplos niimericos. Forma canénica de Jordan

A continuacion, se realizaran unos ejemplos que serviran para entender mejor los resultados.

Ejemplo 1. Sea A una matriz cuadrada de la forma:

0 3 1
A= 2 -1 -1 |. (2.49)
-2 -1 -1

La ecuacion caracteristica de esta matriz es:
A= AT =X —2X 2 +42+8=(A—-2) (A +2)? =0, (2.50)
con valores propios \; =2y Ay = —2 (doble).

El subespacio propio asociado a Ay = 2 es ker (A — 21I), que es el subespacio definido por las
ecuaciones:

-2 3 1 I 0 T 0
2 -3 -1 To = 2 —3 —1 T = 0 N
-2 -1 -3 T3 0 T3 0
PN 2$1—3$2—$3—0 7 (251)
—41‘2 — 41‘3 =0
PN { r1 = £C2
xr3 =
donde
X1 1
ker(A—QI)z{xeR\(A—QI)x:O}:{ o | =a | 1 |x1€R}, (2.52)
—T1 -1
1
entonces, u; = 1 es un vector propio asociado a A\ = 2.
—1

Ahora, para el valor propio Ao = —2, el ker (A + 21), que es el subespacio vectorial definido
por las ecuaciones:

2 3 1 T 2 3 1 T 0
2 1 -1 T2 2 1 -1 T = 0 ,
-2 -1 1 T3 0 0 0 T3 0
(2.53)
2 3 1 1 0
S0 -2 =2 T2 0
0 0 0 T3 0
Luego,
ker (A+21) = ( |x1€R},

14
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la multiplicidad algebraica de A1 es 1 y la de Ay es 2, lo que implica que A no es diagonalizable,
por lo que a la matriz A se le calcula su forma reducida de Jordan.
Si uno calcula el subespacio vectorial ker (A + 21)?2, sus ecuaciones son:

2

2 3 1 x1 0 8 8 0 x1 0
2 1 -1 i) = 0 = 8 8 0 T2 = 0 ,
2 -1 1 s 0 —8 -8 0 75 0 (2.54)
= T1 = —T2
Por lo tanto,
1 0
ker (A+21)? = {xl -1 | 423 | 0 | |z, 23€ R}, (2.55)
0 1
es el subespacio vectorial de dimensién 2.
0
Seauz = | 0 | un vector del ker (A + 21)? que no pertenece al ker (A + 21), tomando
1
2 3 1 0 1
up=(A+2Nus=| 2 1 -1 o= -1], (2.56)
-2 -1 1 1 1

se tiene que {u1, uz, uz} es una base de R3 formada por valores propios generalizados, donde la
matriz de Jordan de A es:

2 0 0
J=| 0 -2 1], (2.57)
0 0 -2
y la matriz de paso es:
1 10
M = 1 -1 0 |. (2.58)
-1 11
Lo cual cumpke que:
J=M"1AM. (2.59)

Ejemplo 2. Calcular la forma de Jordan de la siguiente matriz:

1 0 1 -1
0 1 2 -1
-1 -1 -1 0
2 1 0 3

A= (2.60)

Sea A\* —4 A% +8)2 — 8\ +4 el polinomio caracteristico de A, al factorizar, la ecuacién carac-
teristica es:

AA=2)+2=0AA-2)+2=0= )1 —21+2=0. (2.61)
Asi, los valores propios son:

A =1+ (doble)

2.62
A2 =1 —1 (doble). (262)
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El subespacio propio asociado a A\; =1+ i es ker (A — A1 I), definido por las ecuaciones:

i 0 1 —1N\2? /= 0 2 0 0 —1—i . 0
0 —i 2 -1 2 | _ [ o 0 —1 0 —i = | _ [ o
1 -1 —2— 0 s | =1 o | < 0 0 2 -1 ez | = o |
2 1 02— 4 0 0 0 0 0 T4 0
) . - 1+ i—1
—22x1+(—.1—z)’x4—0 z1:(2i Ty =5y
= —ixo —txy =0 & Ty = —Tq ,
23:3—}—(2'—1)1‘4:0 x3:%x4
(2.63)
1—1
-2 . . .
entonces v; = 1 |esm vector propio asociado a A; = 1 + 4.
2

2

—i 0 1 -1 x 0 10 0 3-—ii Ty 0

0 —i 2 -1 w |\ _ [ o 0 1 144 0 o R
(—1 1 2 0><w3>_<0><:><00 0 0)(9:3)_(0)’

2 1 02— o4 0 0 0 0 0 4 0

T = ( 1— ’L) I3
(2.64)
0 i—1
base es: { —1—1 0 }
cuya base es: 1 , 0 .
0 2
0
Sea u; = _11_ " | un vector de ker (A — X1)? que no pertenece a ker (A — \; I), tomando
0
2 1 0 . . 1
—1—1 1+ 1
Ug = (A—)q I)’LLl = 2 1 -1 1 = 1 y (265)
-2 - 1 0 —1—1
0 1
—1—1 1+ 1 )
la base para este bloque de Jorda es: { 1 , 1 } Asi, el bloque de Jordan
0 —1—1
1+ 1 . . , .
( 0 143 ) tiene asociada esta base y para Ay = 1 — 4, que es el conjugado de A1, el bloque
0 1
1= 1 ) -1+ 1—14
de Jordan es: ( 0 1 ) con base : { 1 , 1 }
-1+
Finalmente la matriz de Jordan es:
141 1 0 0
_ 0 144 0 0
J= 0 0 1—4 1 ’ (2.66)
0 0 0 1—14
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con matriz de paso:

1 0 1 0
_ i+1 —-1—7 147 —1+43
M = 1 1 1 1 , (2.67)
—1—1 0 -1+ 0
cumpliéndose que:
J=M"1AM. (2.68)

2.2. FEl indice Drazin

Definicion 18. Sea A € C"*", se dice que el nimero entero no negativo k serd el indice de la
matriz A, si k es el nimero entero no negativo mds pequeno, tal que:

rank (A¥ 4+ 1) = rank (A¥), (2.69)

Lo que es equivalente a la dimension del bloque de Jorddn mds grande correspondiente al valor
propio cero de A. El indice de la matriz A es denotado porind (A). Para cualquier matriz A € C**"
la tinica forma normal de Jorddn se puede construir. Por lo tanto, para alguna matriz A € C™**",
el indice de A existe y es unico.

Definicion 19. Sea A € C™"*", con ind (A) = k. La matriz X de orden n es la inversa de Drazin
de A, denotada por AP, si X satisface las siquientes condiciones:

AX = X A,
XAX =X, (2.70)
AR X A = AP,

Cuando ind (A) = 1, AP se llama grupo inverso de A, y se denota por A,.

En el siguiente teorema se muestra que para cualquier matriz A € C™**™ | el inverso de Drazin
AP de A existe y es tnico [10, 11].

Teorema 8. Sea A € C"*", con ind (A) = k, rank (AX) = r. Se puede asumir que la forma
normal de Jorddn de A se define de la siguiente manera:

A=P ( 15 ]% > Pt (2.71)
entonces,
-1
X:AD:P<DO ](\)[>P‘1 (2.72)

es la tnversa de Drazin, donde P es una matriz no singular, D es una matriz no singular de orden
r y N es una matriz nilpotente. Cuando el ind (A) =1, es obvio que N =0 [10, 11].

Demostracion. Sea

D1 0
D ._ -1
A” =P ( 0 N > P (2.73)
Mediante un céalculo directo se verifica que:
D _ D 0 1 D1 0 -1 D 0 D=t 0 1
AA” =P ( 0 N PP 0 N P~ =P 0 N 0 N P~
B DD~ 0 1 D'D 0 4
—P< 0 NN)P —P< 0 NN P (2.74)

- D_l 0 -1 D 0 —1 _ 4D
P (% ) rr( D 2 )eoaa
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2.3 La inversa de Drazin en en la resolucion de un sistema ecuaciones lineales singular.

Las otras dos propiedades, ec. (2.70), se verifican de manera similar. Por lo tanto, A” es la inversa
de Drazin.ll

Definiciéon 20. Una matriz N € C™ " es nilpotente si existe k € N tal que N* = 0.
Corolario 2. Seaind(A) =1y D = I. Estd claro que D' = I, por lo tanto A = A,.
Teorema 9. Si A € C"*™ es una matriz no singular, entonces ind (A) = 0.

Demostracion. Sea A € C™*" una matriz no singular, recordando que rank (A) = rank (I,) =
n, entonces el ind (A) = 0. Ademas, los valores propios de A no son cero. Por lo tanto, si A es
una matriz no singular, entonces ind (A) = 0y AP = A~ lo cual satisface las condiciones de la
Definicién 19.

Teorema 10. Si Az = b es un sistema lineal singular consistente o inconsistente, donde ind (A) =
k, entonces el sistema lineal de ecuaciones

AP Az = AR b, (2.75)
es consistente

Demostracion. El sistema lineal Az = b tiene solucion si y solo si rank (A) = rank[A|b] [12].
De la Definicion 18, ec. (2.69), se tiene que:

rank (AM1) = rank (AFT1| AR b).

Por lo tanto, A* Az = AF b es consistente.

De acuerdo con las propiedades de la inversa de Drazin, ec. (2.70), y que A¥ Az = A¥b, para
obtener la inversa de Drazin, el método de proyeccion resuelve el sistema lineal consistente o
inconsistente Az = b, donde ind(A) = k a través de la resolucion del sistema lineal singular
consistente A¥ Az = A*b [13].0

Teorema 11. AP b es una solucion de Ax = b, k = ind (A) si y solo si b € R(A*), y APb es una
solucion nica de Az = b, siempre que v € R(AF).

2.3. La inversa de Drazin en en la resoluciéon de un sistema
ecuaciones lineales singular.

En esta seccién se explicardn algunas de las aplicaciones de la inversa de Drazin en la reso-
lucién de un sistema de ecuaciones lineal singular. Los sistemas de ecuaciones lineales singulares
surgen en varias aplicaciones cientificas distintas. Una de ellas son las ecuaciones diferenciales
parciales discretizadas con los métodos de diferencias finitas o del elemento finito. Los sistemas
de ecuaciones lineales singulares grandes se pueden solucionar con métodos de descomposicion
escasa o con métodos iterativos. Para sistemas lineales singulares consistentes, estos dos enfoques
pueden combinarse también en un método que emplea un precondicionamiento de descomposicion
aproximado para un método iterativo. Pero no se puede utilizar el método de precondicionamiento
iterativo para sistemas lineales singulares inconsistentes [13].

Los sistemas de ecuaciones lineales singulares con el indice unitario, surgen en varias aplica-
ciones, como el modelado de la cadena de Markov y el experimento numérico en la ecuacion de
Navier-Stokes perturbada. Asi, para el sistema lineal singular con indice uno, se debe resolver el
sistema

AAz = Ab, (2.76)

la cual es consistente. Asi se puede elegir todo tipo de métodos precondicionados, por ejemplo: el
método del gradiente conjugado precondicionado (PCG), el precondicionamiento de métodos de
Residuo Minimo Generalizado (PGMRES), entre otros, para resolver el sistema A Ax = Ab.
Ahora se daran algunos resultados sobre el indice de matriz y el inverso Drazin.
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2.3 La inversa de Drazin en en la resolucién de un sistema ecuaciones lineales singular.

Teorema 12. Si A € C"*™ es una matriz con indice unitario, entonces rank (A) = rank(Ay).

Demostracion. De rank (Ay) = rank (Ag AAy) < rank (A Ay) < rank (A), por transitividad
se tiene que:

rank (Ay) < rank (A). (2.77)
Por otra parte, el rank (A) = rank (A Ay A) < rank (A4 A) < rank (A,), entonces

rank (A) < rank (Ag). (2.78)
Por lo tanto,

rank (A) = rank (Ay).1 (2.79)

Corolario 3. Sea A € C"*" donde ind (A) > 1. Se tiene que rank (AP) < rank (A).
Teorema 13. Sea A € C" ", entonces A, existe si y solo si rank (A) = rank (A%) [2].
Definicién 21. Sea P € C"*", se dice que es idempotente si P2 = P.

Corolario 4. FEl indice de cualquier matriz idempotente es igual a uno. El reciproco no siempre
se cumple.

Demostracién. Sea P € C"*" es idempotente, entonces P? = Py rank (P?) = rank (P), por
lo que: ind (P) = 1.
Ahora, se puede ver un ejemplo cuando el reciproco no se cumple. Sea

A(é 8) (2.80)

A2<8 8), (2.81)
asi, se tiene que rank (A) = rank (A?), pero A? # AR

es facil ver que:

Teorema 14. Si A € C"™™"™ es una matriz simétrica con indice uno, entonces A, = (Ay)T (el
superindice T se usa para denotar a la matriz transpuesta,).

Demostracion. Dado que A4 es un grupo inverso de A, se tiene que:
AAj=A, A= A AA, =A,, AA; A=A, (2.82)
como A = AT, entonces se tiene que:

(A)7 A= A(A)7 = (A)T A(A)T = (A)7, A(4)T A= A, (2.83)

T

De las anteriores igualdades, por Definiciéon 19, (A4,)" es grupo inverso de A. El grupo inverso de

la matriz A es tnico, por lo tanto A, = (4,)7.1
Corolario 5. Para cualquier matriz A € C™*™ con indice uno, (Ag)g = A.
Teorema 15. Si A € C"*" donde el ind (A) = k, entonces ind (A) = ind (AT).

Demostracion. Sea A € C"*", dado que ind (A) = k, con k ntimero entero no negativo, por
la Definicion 18 tenemos que rank (A* 4+ 1) = rank ((AT)*). De (A™)T = (AT)™, se tiene que:

(AT = (AT = (AMT = (AT, (2.84)

aSI’ rank (AT)F+1) = rank ((ATYR). (2.85)
Por lo tanto,

ind (A) = ind (AT).H (2.86)
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2.3 La inversa de Drazin en en la resolucion de un sistema ecuaciones lineales singular.

Teorema 16. Si A es un eigenvalor de A € C"*™, entonces % es un eigenvalor de AP .

Demostracion. Partiendo de que Ax = Az, con z diferente de cero, se tiene que:

AAP ¢z =X AP 2, 087
AP AAP ¢ = X AP AP 4. (2.87)

De la Definicion 19, se puede obtener que AP z = X\ AP AP . Ahora, si se pone AP x = y, se tiene
que %y =APym

Teorema 17. Si A € C"™" es una matriz nilpotente tal que A¥ =0, entonces ind (A) = k.
Demostraciéon. De A* = 0, se tiene que:
rank (AF) = rank (0). (2.88)
De Akt =0, con k € N, se puede obtener que rank (A¥*1) = rank (A*). Por lo tanto,
ind (A) =k (2.89)
Teorema 18. Si A € C"*™ entonces 0 < ind (A) < n.

Demostracion. Por el Teorema 9, el ind (A) = 0 para una matriz A no singular y por el
Teorema 17, el ind (A) = n para una matriz A nilpotente tal que A™ = 0.

Sean A1, -, Ag los ceros distintos del polinomio caracteristico de la matriz A € C"*™ y A\; =0
con multiplicidad (A1) = k. De la Definicion 11, se tiene que:
p() = (=1)" (= A)7* (1= A2)7 -+ (k= M) . (2.90)

Cualquier matriz A € C"*" tiene exactamente n valores propios. Por el Teorema 3, se tiene que:
p(A) <o(A1) <n, (2.91)
y por Definicion 18, se puede obtener que 0 < ind (A) < n. Por lo tanto,

0<ind(A) <nh (2.92)

2.3.1. Ejemplos niimericos de la inversa de Drazin.
Ahora se darédn unos ejemplos para ilustrar la inversa de Drazin en un espacio de Krylov.

Ejemplo 3. Determinar el indice y la inversa de Drazin de la siguiente matriz

2 -3 -5
A= -1 4 5 1. (2.93)
1 -3 —4
Teniendo en cuenta de que:
2 -3 -5
A= -1 4 5|, (2.94)
1 -3 —4

luego rank (A) = 2 = rank (A?), por lo que ind(A) = 1. Ademés, la matriz A tiene valores propios
A1 =0, Ay = 1 con multiplicidad

(2.95)
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Asi, la forma normal de Jordan para la matriz A tiene la siguiente forma:

M 0 0 -1 3 4
J=PAP?'=| 0 1] 5|, P=[ -2 3 5]|. (2.96)
0 0 [0] -1 3 5

P es una matriz no singular. La dimension del bloque de Jorddn méas grande correspondiente al
cero valor propio de J y P es igual a uno. Como A = A?, entonces A es una matriz idempotente,
por el Corolario 4 se tiene que: ind (4) = 1. Por otro lado, por el Teorema 8, se tiene que:

2 -3 -5

A:P‘1<10) ](\)]>P: -1 4 5|, (2.97)
1 -3 —4
enlaque D = ( (1) | ) esuna matriz no singular de orden 2, y N = 0, es una matriz nilpotente.

Por lo tanto, el grupo inverso de A es:

2 -3 -5
Ag—P1<€](\J[)P— -1 4 5. (2.98)
1 -3 —4

Como D = I, por el Corolario 2, se tiene que A, es grupo inverso de A. Asi, el sistema de ecuaciones

2£E1 — X9 + 23 = 1
—3x1+4x9—3x3=1 , (299)
—5x1+5r9 —4x3 =2

es inconsistente, ind (AT) = 1.
Esta claro que el siguiente sistema es consistente

2x1 —x9+x3 =3
—3x1+4x9 —3x3=-5 (2.100)
—5x1+5x9 —4x3 =28

Ejemplo 4. Determinar el indice y la inversa de Drazin de la siguiente matriz:

1 1 3
B=| 5 2 6 |. (2.101)
-2 -1 -3

Se tiene que rank (B3) = rank (B*), por lo que ind (B) = 3. Ademaés, la matriz B tiene los
valores propios A = 0 con multiplicidad

oA =3, p\)=1. (2.102)
La forma normal de Jordan de la matriz B tiene la siguiente forma:

0 1 0 -1 0 -1
J=PBP'=|001], P= 1 0 0], (2.103)
0 00 11 3
con P es una matriz no singular. La dimensién del bloque de Jorddn més grande correspondiente

al valor propio cero de J y P es igual a 3. Ademas B3 = 0, entonces ind (B) = 3. Por el Teorema
8, se tiene que:

010 1 1 3
B=pP'[0o01]|P=| 5 2 6|. (2.104)
00 0 —2 -1 -3
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Por lo tanto, la inversa de Drazin de B es:

BP = p! ,P=0. (2.105)

o O O
o O O
o O O

Ademés, B € C3*3 es una matriz nilpotente de indice 3, por el Corolario 3 se tiene que B” = 0.
Ademas, las matrices B, BP satisfacen las condiciones de la Definicién 19, BP es la inversa de
Drazin de B.

Ejemplo 5. Considere la siguiente matriz simétrica:

-1 -1 -1
c=[-1 3§ -1]. (2.106)
-1 -1 -1
La matriz C tiene los valores propios Ay =0, Ao =1y A3 = —%. El indice de la matriz C' es

igual a uno, porque rank (C) = rank (C?). Asi, la forma normal de Jordan de la matriz C tiene la
siguiente formas:

1] o0 0 i _3 1
J=pPCP'=( 0 [-8 o |, P= —% —% —% , (2.107)
0 0 [0 0 -3

donde P es una matriz no singular. La dimensién del bloque de Jordan méas grande correspondiente
al valor propio cero de J, P es igual a uno. Por el Teorema 8 se tiene que:

-1 -6 -1
1
ngp—lJP:E -6 12 -6 |. (2.108)
-1 -6 -1

C, C, satisfacen las condiciones de la Definicién 19, por lo que C, es grupo inverso de C. Esta
claro que rank (C) = rank (Cy) y (Cy)g = C. Ahora, considere el siguiente sistema de ecuaciones
lineales singular con indice uno
—21 + X9 — T3 = 3
—r1+gra—a3 =1, (2.109)
—T1 — X2 — X3 = 3

3
tomando b = 1 ], la solucién del sistema lineal singular con indice uno es:
3
_1 _6 _1 3 _3
16 T
r=Cyb=| —1 ? ,é 1= -4 (2.110)
B O i 3 _3
16 16 16 4
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Capitulo 3

La inversa de Drazin en el método de
Krylov

Se ha hablado de la inversa de Drazin de manera analitica y se han presentado algunos
ejemplos para determinar el indice y la inversa de Drazin. Como se ha mencionado antes, trabajar
en un espacio de Krylov nos da la oportunidad de converger rapidamente a una solucién cuando
se trata de un sistema Ax = b de grado n. Se ha visto que los valores propios juegan un papel
central cuando se trata de asegurar la existencia y la singularidad de las soluciones de Krylov.
En este caso, se describe una clase de lado derecho para los que la solucién se encuentra en un
espacio de Krylov. En este caso, s6lo hay una solucién que se encuentra en un espacio de Krylov,
y se puede obtener a partir de la inversa de Drazin.

Sea un espacio Krylov generado por un vector c,
Kr(A,c) = span{c, Ac,---, A¥ ¢} (3.1)

Uno se limita a los espacios Ki(A,c) de Krylov que son generados por el lado derecho b de un
sistema lineal Az = c.

3.1. Ejemplo de un método de Krylov.

El método de residuos minimos generalizados (GMRES) fue publicado por Saad y Schultz en
1986 [14]. En la iteracion k > 1, GMRES escoge la "mejor"solucion xj del espacio Ky (A4,b) de
Krylov. "Mejor"significa que el residuo es lo mas pequeno posible sobre Ky(A,b), es decir, zy
resuelve el problema de los minimos cuadrados

min||b — Az||, z¢€ Ky(A,Db), (3.2)

en la norma euclideana .||
GMRES resuelve este problema de minimos cuadrados construyendo una base ortonormal

{v1, va,- -+, vi} para Ki(A,b) usando el método de Arnoldi, que es una version del procedimiento
de Gram-Schmidt adaptado a los bespacios de Krylov. Comenzando con el lado derecho normali-
zado v; = ﬁ como base para K1(A,b), el método de Arnoldi construye recursivamente una base

ortonormal para /Cj11(A,b) a partir de una base ortonormal para KC;(A,b). Ortogonalizando el
vector Av; de Kj41(A,b) contra el espacio anterior Kj(A,b), es decir,

Ojp1 = Avj = (hyjor + -+ hyj vj), (33)
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donde h;; = v; Av; y * se usa para denotar la transpuesta conjugada. El nuevo vector base es:

Dj41
Vig] = — . 3.4
1 ol 34

Si se recogen los vectores de base ortonormal para K;(A,b) en una matriz, V; = (vi---v;), se
obtiene que la descomposicién asociada al método de Arnoldi es:

AV = Vi Hj, (3.5)

donde H; es una matriz superior de Hessenberg de tamafio (j + 1) x j (una matriz triangular
superior con una subdiagonal adicional debajo de la diagonal).

En el contexto del problema de los minimos cuadrados esto significa que: Si z € K(A,b),
entonces z = Vj, y para alguna y, entonces:

Az=AViyy=Vip Hyy v b=pv1 =BViye, (3.6)

donde 8 = ||b|| ¥ e1 es la primera columna de la matriz de identidad. El problema de los minimos
cuadrados en la iteraciéon k& de GMRES se reduce a:

min||b— Az || = miny||fe; — Hryl|, z¢€K;(4,0D). (3.7)
Asi pues, el GMRES procede de la siguiente manera:
1. Tteracién 0: Iniciar zg = 0, v = % y Vi =y,
2. Iteracién k£ > 1:°
a) Ortogonaliza: U1 = Awvg, donde hy, = V,* Avy.

k41
orsall”

b) Normalizar: vg1 =

Hyq I

¢) Actualizar: Vi1 = (V;€ vk+1), H, = ( 0 lipsa]]

de Hj se omite cuando k = 1.

), donde la primera columna

d) Resuelve el problema de los minimos cuadrados min,||Be; — Hy y||, y llama a la solucién
Yk-
e) La solucion aproximada es: z; = Vi y.

El GMRES se detiene cuando produce un vector cero. Sea s el primer indice para el cual 0541 = 0.
Si s = 0 entonces claramente b = 0 y x¢p = 0. En este caso, GMRES ha encontrado la solucién a
Ax =0b.

Si s > 0 entonces la ultima fila de H, es cero. Se debe dejar que H, sea H, sin su dltima fila. El
método de Arnoldi implica que AV = Vj H,. Esto significa que las columnas de V; abarcan un
subespacio invariante de A y los valores propios de H, son valores propios de A. Como A no tiene
valores propios cero, tampoco H,. Por lo tanto, H, es no singular, y el problema de los minimos
cuadrados se reduce a un sistema lineal no singular H sYs = PBer. De AV, =V H, se sigue que:

A‘/sys:Vsﬁsys:B‘/selzbv (38)

y x5 = Vs v s es la solucion a Ax = b. De nuevo, GMRES ha encontrado la solucién.

Noéte que s no puede sobrepasar n porque el espacio de dimensiéon n puede acomodar muchos
vectores linealmente independientes. Por lo tanto, GMRES trabaja correctamente (uno se restringe
a la aritmética de punto flotante).
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En la practica, un método Krylov como el GMRES no se ejecuta hasta su finalizacién, sino que
se termina prematuramente cuando se considera que el naumero de iteraciones es lo suficientemente
bueno para lo que nos interesa. Esto puede significar que la norma residual ||Azy — b|| es
suficientemente pequena o que algin otro criterio de convergencia se cumple.

Al igual que el GMRES, existen otros métodos de Krylov, por ejemplo: el gradiente conjugado,
el residual conjugado, la biortogonalizacion de Lanczos, el residual cuasiminimo (QMR), el
gradiente biconjugado y los métodos de direccion A-conjugada, los cuales tienden a proporcionar
soluciones aceptables en un nimero de iteraciones mucho menor que el orden de A. El niimero de
iteraciones necesarias depende de los valores propios de A, y la naturaleza de esta dependencia es
crucial para comprender los métodos de Krylov.

La resolucién de Ax = b tiene una representacion natural como miembro de un espacio de
Krylov K (A,b), entonces se puede entender por qué se construyen aproximaciones a = desde este
espacio. Si la dimension de Ki (A, b) es pequeiia, entonces el método de Krylov tiene la oportunidad
de encontrar x en pocas iteraciones. Por eso se selecciona como indicador de convergencia a
la dimension del espacio de Krylov mas pequeiio Ky(A,b) que contiene z. Si esta dimension
es pequena, se tiene una razon plausible para esperar una rapida convergencia (en la practica,
la convergencia puede juzgarse no sélo por el nimero de iteraciones sino también por alguna
estimacion de la reducciéon del error).

Cuando se trata con matrices no singulares, se debe utilizar el polinomio minimo de la matriz
de coeficientes A para expresar A~! en términos de potencias de A. Esto arroja la solucién
x = A~ b autométicamente como miembro de un espacio Krylov. La dimensién de este espacio es
el grado del polinomio minimo de A.

A continuacién, se consideran los sistemas lineales cuya matriz de coeficientes A es singular.
Para estar seguros de una solucién que se encuentra en un espacio Krylov Ky(A,b), se debe
confinar el lado derecho b a la parte no singular de A y mantenerlo alejado de la parte nilpotente.
Como resultado, la dimension del espacio Krylov se reduce: Es el grado del polinomio minimo de
A menos el indice del valor propio cero. También resulta que s6lo hay una tnica solucion que se
encuentra en el espacio de Krylov IC,, (A4, b).

El polinomio minimo ¢(t) de A es el tnico polinomio monico de grado minimo tal que g(A) = 0.
Se construye a partir de los valores propios de A de la siguiente manera. Si los distintos valores
propios de A son ,-, y si \; tiene el indice m; (del tamano del mayor bloque de Jordan asociado
con Jj), entonces la suma de todos los indices es:

d d
m=> my;, y qt)=][E-x)m. (3.9)
j=1

j=1

Ejemplo 6. Considere la matriz
A=| R (3.10)

la cual tiene un valor propio 3 de indice 2 y un valor propio 4 de indice 1, asi que m = 3 y
q(t) = (t — 3)%(t — 4). Cuando A es diagonalizable, m es el nimero de valores propios distintos de
A. Cuando A es un bloque de Jordan de orden n, entonces m = n.
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Esté claro por ec. (3.9) que al escribir:

g(t) => a;t/, (3.11)

Jj=0

P ) _ 1 m; v a . ]
donde el término constante es ap = [[;_;(—A;)™. Por lo tanto, ap # 0 si y solo si A es no
singular.

Lo importante aqui es usar el polinomio minimo para representar la inversa de una matriz no
singular A en término de las potencias de A, como:

0=¢qg(A)=apl+a1 A+ -+, A™, (3.12)

donde I es la matriz identidad y g # 0, deduciendo que:

1 m—1
A = —— Q541 A, (313)
ag Z

7=0
En consecuencia, cuanto menor sea el grado del polinomio minimo, mas corta sera la expresiéon de
A'. Esta expresion de A~! indica inmediatamente que z = A~!'b es un miembro de un espacio
Krylov.

Teorema 19. Si el polinomio minimo de la matriz no singular A tiene el grado m, entonces la
solucion de Ax = b se encuentra en el espacio K,y (A;b).

Por lo tanto, en ausencia de cualquier informacién sobre b, se tiene que asumir que la dimensiéon
del espacio de Krylov més pequenio que contiene x es m, el grado del polinomio minimo de A. Si
el polinomio minimo tiene un grado bajo, entonces el espacio Krylov que contiene la soluciéon es
pequeno y un método Krylov tiene la oportunidad de converger rapidamente.

Ejemplo 7. El Teorema 19 sugiere que un espacio de Krylov deberia tener una dimension mdzrima
cuando la matriz es un bloque no singular de Jordan, porque en este caso el polinomio minimo tiene
un grado mdximo. Es necesario averiguar que hace GMRES con Ax = b cuando

2 1 e ... 0
A= y b= 1. (3.14)
5 1

Supongase que A tiene orden n, y se denotan las columnas de la matriz identidad de orden n
por ey, cdots, e,. Entonces b = e,,.

1. Iteracion 0O:

vy =b=ey. (3.15)
2. Iteracion 1:
hi1 =vi Avy =e), Ae, =2 (3.16)
¥
U2:1A]2:(A—h11])v1:(A—Qf)enzenfl. (317)
3. Iteracion 2:
h12 = ’UT A’UQ = 6: A6n71 = O, h22 = U; A’Ug = 6;_1 Aen,l = 2, (318)
y
'U3=”UA3:(A—hQQI)UQZ(A—2I)€n,1:en,Q. (319)
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4. Tteraciéon n:
hin=-"=hp1n=0, hy,=v:Av,=€] Ae; =2, (3.20)

Un4+1 = ’lA]n_;,_l = (A — hnn I) Un = (A — 2[) €1 = 0. (321)

Saad y Schultz [14], demostraron que el nimero méximo de iteraciones en el GMRES no excede
el grado del polinomio minimo de A.

En este punto, uno puede preguntarse jPor que ki (A, b) suele ser un buen espacio para construir
una solucion aproximada? y jPor qué los valores propios son importantes para los métodos de
Krylov para las matrices no singulares? KC,,(A,b) es un buen espacio para construir soluciones
aproximadas de un sistema lineal de ecuaciones no singular Ax = b, ya que estd intimamente
ligado al inverso de la matriz. Los valores propios son importantes para los métodos de Krylov
porque la dimensién del espacio de solucion es determinado por el grado del polinomio minimo de
la matriz.

No obstante, para complementar la respuesta a las preguntas, es necesario mirar las matrices
singulares. Aunque los sistemas singulares no son tan abundantes en la practica como los sistemas
no singulares, si se dan en la ref. [4].

Suponiendo que un sistema lineal tiene una matriz de coeficientes singulares. Incluso si existe
una solucion, puede que no esté en el espacio de Krylov K, (A, b).

Ejemplo 8. Sea N x = ¢ un sistema lineal consistente, donde N es una matriz nilpotente y ¢ # 0,
existe un i tal que N* = 0 pero N1 distinto de cero. Suponiendo que una solucion a Nz = c
es una combinacion lineal de vectores de Krylov, es decir, * = egc+ e Nc+ --- 4+ ¢;_1 N7 e,
entonces:

C:NCE:€0NC+"'+Ei_2N’£710, Yy (I*EONf"'fq_gNiil)C:O. (322)

La matriz entre paréntesis es no singular. Sus valores propios son todos iguales a uno,
porque la suma de los términos que contienen N es nilpotente. En consecuencia, ¢ = 0. En
otras palabras, una solucién a un sistema nilpotente con un lado derecho de distinto de cero
no puede estar en el espacio de Krylov IC,,(A,b). Esta observacion es importante porque sugiere
que si se quier que la solucion de un sistema general cuadrado Ax = b se encuentre en un espa-
cio Krylov, se debe restringir b manteniéndolo de alguna manera alejado de la parte nilpotente de A.

Para esto se debe descomponer el espacio en C" = R(A%) @ N(A?), donde i es el indice del

eigenvalor cero de A € C™"*"  y donde R() y N() denotan rango y espacio nulo. Asumiendo
que A es una matriz de Jordan con todos los eigenvalores cero en la parte inferior. Entonces la
descomposicion de espacio induce la descomposicién de la matriz

A—<§ ](\)[) (3.23)

donde C' es no singular y N es nilpotente de indice 1.

Ahora, suponiendo que A x = b tiene una solucién de Krylov

T = Z a; AMb = Z Gyl o N b. (3.24)

x<2) b(il) (3.25)
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se tiene que:

p p
xr1 = Z Qg Cj bl, Yro = Zaj Nj bg, (326)
7=0 7=0

pero Az = b implica que N x5 = bo, asi que:

p p
N(Z Qi Nj bg) = bQ, y (I — Zaj Nj+1) b2 =0. (327)
Jj=0 j=0

La matriz entre paréntesis es no singular y bs = 0. Por lo tanto,

bz(%)ER(A’i)7 y xz(c_()lh), (3.28)

es la solucion de Ax = b.

Como se ha confinado el lado derecho de la parte no singular de A, se puede aplicar la idea del
ejemplo después del Teorema 19 a la matriz C. El polinomio minimo para C' tiene el grado m — i,
y hay un polinomio p(x) del grado m — i — 1 tal que C~! = p(C). Sustituyendo este polinomio en
la expresion para x, se tiene que:

v = ( C_Olbl ) _ ( p(OC) 8 ) ( " ) — ( p(oc) p(?v) ) b= p(A)b € Kom_s(A,b). (3.29)

Por lo tanto, b € R(A?) garantiza la existencia de una soluciéon de Krylov. El siguiente teorema
resume nuestro hallazgo hasta ahora.

Teorema 20. (Existencia de una solucion de Krylov) Un sistema lineal Ax = b tiene una
solucion de Krylov si y solo si b € R(A?), donde i es el indice del valor propio cero de A.

En otras palabras, un sistema lineal tiene una solucién de Krylov si y solo si el lado derecho se
mantiene alejado de la parte nilpotente y es confinado a la parte no singular.

En el caso especial en que A no es un singular, ¢ = 0 y la condicién en b es vacia. Cuando A
tiene un valor propio cero no defectuoso, i = 1 y la condicién en b se reduce a la condicién conocida
de consistencia b € R(A). Esto ocurre, por ejemplo, cuando A es diagonalizable. En este caso un
sistema consistente Ax = b tiene una solucion:

v { Ka-1(A,b) si A es singula

Ka(A,b) si A es no singular (3.30)

donde d es el namero de eigenvalires de A.

Comparado con el caso no singular, el mayor espacio de Krylov para el caso singular se ha
reducido. Su dimensiéon es menor por i que el grado del polinomio minimo. El indice del valor
propio cero afecta la dimensién del espacio de biisqueda, asi como la dimension del espacio de
los lados derechos que admiten una solucién en K, (A,d). En particular, a medida que aumenta
la deficiencia del valor propio cero, el espacio de busqueda se reduce, y también lo hace el
espacio de los lados derechos deseables. Esto responde también por qué son importantes los
eigenvalores para los métodos de Krylov. Los valores propios son importantes para los méto-
dos de Krylov porque el indice del valor propio cero afecta la existencia decuna solucién en /C,, (A, b).

Un espacio de Krylov es un buen espacio para construir una solucioén aproximada para Ax = b,
en el caso no singular se argumenta que A~! puede ser expresado como un polinomio en A y por lo
tanto esta intimamente ligado a IC,, (A, b). Pero cuando la matriz es singular no se tiene un inverso,
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asi que se busca un pseudoinverso adecuado. En primera instancia uno podria pensar en el inverso
de Moore-Penrose de A, pero esto no funciona, dado que el inverso de Moore-Penrose generalmente
no puede expresarse como un polinomio en A, ref.[15] seccion 7.5, es por esta razon que se probo
con la inversa de Drazin. Asi, para matrices singulares, un espacio de Krylov Kx(A,b) es un buen
espacio a partir del cual construir una solucién aproximada a un sistema singular Az = b porqué
cuando es lo suficientemente grande, contiene una solucién pseudoinversa tunica (siempre que b se
encuentre en R(A%)).

Combinando todos los resultados se obtiene una declaraciéon completa sobre las soluciones de Krylov
en K, (A, ). Sea m el grado del polinomio minimo para A € C™*" y sea i el indice del valor propio
cero de A.

» El sistema lineal Ax = b tiene una solucién de Krylov en K,,(4,b) si y solo si b € R(A?).

= Cuando existe una solucion de Krylov, es tnica y es la soluciéon inversa de Drazin,

x=APbe K,_i(ADb). (3.31)

s Cada sistema consistente Az = b, con matriz de coeficientes diagonalizable A tiene una
solucion de Krylov,

= AP Ka—1(A,b)  si A es singular
r=A"be { Ka(A,b) si A es no singular ’ (3.32)

con d el namero de los distintos valores propios de A.

La discusiéon anterior no explica completamente la popularidad de los métodos de Krylov. En
la préctica, no basta con saber que la dimensiéon de un espacio de Krylov esta limitada por n,
porque n puede ser muy grande y la dimensién del espacio de biisqueda puede ser igual a n. Por
ejemplo, las matrices almacenadas en aritmética de precision finita tienden a ser no singulares
con eigenvalores distintos, lo que da lugar a un espacio de bisqueda de dimensién maxima. En el
caso de los grandes sistemas lineales, no es préactico ejecutar ni siquiera cerca de n iteraciones. En
consecuencia, los algoritmos de Krylov se utilizan como métodos iterativos. Esto significa que se
terminan prematuramente, mucho antes de que se hayan completado todas las n iteraciones. La
otra mitad de la historia gira en torno a la cuestion de como asegurar que un pequeno niamero de
iteraciones entregue una solucién aproximada que sea razonablemente precisa.

La afirmaciéon dada en ec. (3.30) proporciona la pista. Supongase que fuera posible encontrar
una matriz no singular M, que hace a la M A diagonalizable con s6lo unos pocos valores propios
distintivos. Entonces, se espera encontrar una solucion a M Ax = M b en un espacio Krylov de
pequenia dimension. Premultiplicar (o postmultiplicar) el sistema lineal para reducir el ntmero
de iteraciones en un método de Krylov se llama preacondicionamiento. Por supuesto, hay una
delicada compensacion entre la reduccion del espacio de busqueda contra el costo de obtener el
preacondicionador M. Considere, por ejemplo, el caso extremo M = A~!. El espacio de biisqueda
es minimo (tiene dimensién uno), pero la construcciéon del preacondicionador es tan costosa como
la solucion del sistema original.

Aunque encontrar una matriz M A diagonalizable con pocos valores propios distintivos puede
no ser barato, uno puede ser capaz de explotar la estructura del problema fisico subyacente para
construir preacondicionadores que entreguen una M A diagonalizable cuyos valores propios caigan
en unos pocos grupos. Por ejemplo: si los didmetros de los grupos son lo suficientemente peque-
nos, entonces M A se comporta numéricamente como una matriz con t valores propios distintos.
Como resultado, se espera que las iteraciones del método de Krylov produzcan una aproximacion
razonablemente precisa. Mientras que la intuicion es simple, los argumentos rigurosos no siempre
son faciles de establecer. Diferentes algoritmos requieren diferentes técnicas, y esto ha sido el foco
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de mucho trabajo. Las ideas para GMRES pueden ser consultadas en la ref.[4]. Construir buenos
preacondicionadores y luego probar que realmente funcionan es la otra mitad de la historia de
Krylov, y esto sigue siendo un éarea activa de investigacion en el analisis numérico.
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Capitulo 4

Conclusiones

Finalmente, se presentan algunas conclusiones sobre los resultados obtenidos a partir del
Método de Krylov mediante la inversa de Drazin.

Matrices Hermitianas.Se da so6lo una respuesta superficial a ;jPor qué los métodos de
Krylov suelen funcionar tan bien para las matrices hermitianas? En primer lugar, un sistema
lineal consistente Az = b con la matriz de coeficientes hermitiana A siempre tiene una solucion
de Krylov. Segundo, la matriz de vectores propios de una matriz hermitiana puede ser elegida
unitaria, por lo tanto, esta bien condicionada. Si la matriz hermitiana A también es definida
positiva, el namero de iteraciones necesarias para producir una solucion satisfactoria tiende a ser
pequeno.

Otra razon es la eficiencia. Tomando el GMRES, por ejemplo, cuando A es Hermitiana, V" AV;
es también Hermitiano y H; es tridimensional. Por consiguiente, el recuento de operaciones de
una iteracion del GMRES es independiente del nimero de iteraciones. Por lo tanto, el costo de las
iteraciones t del GMRES es proporcional al costo de sblo ¢t productos de la matriz-vector. Como el
GMRES, muchos otros métodos de Krylov son igualmente baratos cuando se aplican a una matriz
hermitiana.

Una conjetura inicial no cero. Muchos métodos de Krylov expresan los iterados como
Zr = xo + pr , donde zp (no necesariamente cero) es una suposicion inicial y pg es un vector de
direccion.

Uno puede mantener el contexto de la discusion precedente incorporando la conjetura inicial en
el lado derecho, ro = b — Axg. En lugar de resolver Ax = b, se debe resolver A, = r¢ y recuperar

la soluciéon de x = xg + p. Asi, ro reemplaza a b, p reemplaza a x, y pr reemplaza a xy.

En general el sistema lineal Az = b tiene una solucién de Krylov en AP b, si y solo si b
pertenece a R(A¥), con k = ind (A).

Cuando existe una solucién de Krylov, es tnica y es la solucién inversa de Drazin z = AP b |
siempre que x pertenezca a R(A¥), con k = ind (A).De esta forma, queda caracterizada la inversa
de Drazin de cualquier matriz singular n x n.

Se ha utilizado y ejemplificado la inversa de Drazin para una matriz cuadrada.

A cada matriz M € C™*™, se le puede asignar un entero no negativo k, al que llamamos indice
Drazin y este es ttil para definir la inversa Drazin.
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Conclusiones

Se present6 un algoritmo con pasos detallados para calcular la inversa de Drazin y se da un
ejemplo particular.
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