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Resumen

En la presente tesis se partira de la ecuaciéon de Schrodinger en el espacio
de configuracién para obtener, mediante la Transformada de Fourier, la co-
rrespondiente ecuacion en el espacio de momentos. Asi, se encontrara que la
ecuacion de Schrodinger en la representacion de momentos es una ecuacion in-
tegral homogénea de segunda clase, donde el potencial en ésta representacion
resulta estar en el nicleo de la ecuacion integral. Finalmente, se procederd a
encontrar soluciones exactas de la ecuacion de Schrodinger en el espacio de
momentos mediante métodos de solucién de ecuaciones integrales.



Capitulo 1

Introduccion

La ecuacién de Schrodinger, que originalmente fue propuesta por el fisico
Erwin Schrodinger en 1926, es una ecuacion en derivadas parciales donde la
incégnita es la funcion de onda dependiente de la posicién y del tiempo. Sin
embargo, debido a que en mecéanica cudntica la posicion y el momento juegan
papeles semejantes a la hora de describir los sistemas, se sabe que también
es posible encontrar una funcién de onda que dependa del momento y del
tiempo. La relacion entre ambas funciones de onda viene dada mediante la
Transformada de Fourier. Uno de los procedimientos para obtener la funcion
de onda en el espacio de momentos es aplicar directamente la Transformada
de Fourier a la funcién de onda en el espacio de posiciones, lo cual resulta
ser un método bastante directo si ya se conoce a la funciéon de onda en el
espacio de posiciones. Otra manera menos inmediata es partir de la ecuacion
de Schrodinger en el espacio de momentos, la cual resulta ser una ecuacion
integral, y tratar de resolverla por los métodos existentes para resolver ecua-
ciones integrales. Hasta ahora no se conocen muchos ejemplos de soluciones
exactas obtenidas directamente de la ecuacion de Schrodinger en el espacio
de momentos, algunos que se pueden mencionar son la particula libre, el os-
cilador arménico simple, particula en un campo constante [7] y el 4tomo de
Hidrégeno [6]. Sin embargo, a pesar de que no es muy comtn resolver la
ecuacion de Schrodinger de esta manera, algunas de las ventajas de hacerlo
asi es que en algunos casos los cdlculos se simplifican considerablemente [7],
y en otros casos se hacen evidentes ciertas propiedades que de otra forma no
lo serian, tal como es el caso de simetrias ocultas en el atomo de Hidréogeno
[6].

En este trabajo se utilizara el método de solucion por nticleos separables
para ecuaciones integrales con la finalidad de encontrar soluciones exactas a
la ecuacién de Schrodinger en la representacion de momentos. En el capitulo
2, se deduce la ecuacién de Schrodinger en el espacio de momentos partiendo
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de la ecuacién de Schrodinger en el espacio de posiciones. Se encuentra que
los potenciales dependientes del momento y de la posicion, respectivamente,
estan relacionados mediante la Transformada de Fourier, y entonces se halla
una condicion que debe cumplir el potencial en la representacién de momen-
tos de tal manera que corresponda a un potencial fisicamente posible en la
representacion de posiciones. En el capitulo 3 se muestra el método gene-
ral para resolver la ecuacién de Schrodinger por nticleos separables. En el
capitulo 4 se desarrolla lo més explicitamente posible el método de nticleos
separables para potenciales deltas de Dirac, los cuales resultan ser un gran
ejemplo de aplicacién de éste método. Finalmente, en el capitulo 5 se mues-
tra una manera alternativa de hallar la funcién de onda en el espacio de
momentos mediante constantes de movimiento.



Capitulo 2

La representacion de momentos

Comenzando con la ecuacién de Schrodinger como la postulé Erwin Schro-
dinger (ecuacion en derivadas parciales donde la incognita es la funcién de
onda dependiente de la posicién y del tiempo) se obtiene una ecuacion inte-
gral en el espacio de momentos.

Las funciones de onda en la representacion de momentos y posiciones estan
relacionadas mediante la transformada de Fourier:

O(p,t) = m/\ﬂ(x, t)e xP/hgdx (2.1)
U(x, 1) (%—2)3/2 / B(p, 1)/ p. (2.2)

La ecuacién de Schrodinger en el espacio de configuracién es

ih%\ﬂ(x,t) =— (;—m) V2 (x,t) + V(x, 1)U (x, 1), (2.3)

por lo que, sustituyendo la ecuacion (2.2)) en (2.3)),

0 , h? .
. ix-p/h 33 - _ 2 ix-p/h 33
zh—at [/ d(p,t)e d p] <_2m) \Y [/ d(p,t)e d p]

Vi) [ e, (24)



4 Capitulo 2. La representacion de momentos

donde el término

- (;i) V2 {/@(p,t)eix'p/thp} = - (;;) /<1>(p,t)v2 (eme/) a’p
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con P = |p|.

Por lo tanto al sustituir dicho término en la ecuacién (2.4)), ésta se convierte
en

o / ®(p,t)e™P"d’p| = / L a(p. v
ot ’ 2m ’
+ V(x, t)/@(p,t)eix'p/h’dgp.

1. ., . i/ .
Multiplicando la ecuacién anterior por e *P/" e integrando sobre todo el
espacio de configuraciones se obtiene

8 . ’ - P2 . ’ - -
. ix-(p—p’)/h 3 3 _ ix-(p—p’)/h 3 3
/{zhat {/fb(p,t)e d p}}d X /{/ —meb(p,t)e d p}d X
+/ {V(x, t) / o(p, t)ei*<pp’>/hd3p} d*x.

Intercambiando el orden de integracion se tiene que

el . , P2 . ,
. ix-(p—p’)/h 43 3 — ix-(p—p’)/h 3 3
zh—at / [/e d X:| O(p,t)d’p /—2 O(p,t) {/e d X:| d°p
+/ U V(x, t)eix'(pp/)/hdi;x} o(p, t)dp.

Usando el hecho de que [ e*®PV/ig3x = (27h)° 5(p — p’) [2], la ecuacién
anterior se convierte en

m% / |27)° 3(p — p)| @(p. YD = / 2 op.) |(2xh)” 5(p — p)] d°p

2m

por lo tanto,
/2

3 . 0 / _ 3P_ I
(2mh)"iho @(P',t) = (27h)° 5 —@(p',¢)

+/ [/ V(x, t)eix(pp')/ﬁdi"xl (p,t)d*p.(2.5)



Definiendo
W(p,t) = /V(X, t)exP/hdx, (2.6)
la ecuacién (2.5) toma la siguiente forma

3 - d / _ SP/2 /
(2mh)" il @(p 1) = (27h)" S —@(p',1)

" / W(p — p.£)3(p. £)dp.

A manera de tener la ecuacién de Schrodinger con las variables que nos son
familiares, intercambiamos los nombres de p’ y p en la ecuacién anterior para
obtener

3., 0 _ 5 P?

—l—/W(p’ —p,t)®(p', t)d’p’. (2.7)

La ecuacion es la ecuacién de Schrodinger dependiente del tiempo en el
espacio de momentos. Es una ecuacién integral debido a que la funcién de
onda aparece dentro del signo de integracién. En esta ecuacién W es el po-
tencial en la representacién de momentos, y como puede observarse, aparece
evaluado en p’ — p y t, contrario a lo que ocurre en la representacién de
coordenadas, donde el potencial resulta estar evaluado sélo en la posicion
y el tiempo, sin necesidad de tener alguna otra variable para establecer la
ecuacion de Schrodinger.

En general cuando se trabaja en el espacio de configuracion, el potencial
V' (x,t) resulta ser real, hecho que se desprende de pedir que el Hamiltoniano
sea Hermitico. FEntonces, suponiendo que V' es real, es posible saber qué
condicion debe satisfacer W de tal forma que, si sabemos que W cumple
dicha condicién, nos aseguremos de que el potencial en el espacio de posi-
ciones sea real, aun sin antes haber calculado explicitamente la forma de
dicho potencial. Esto puede ser 1til, por ejemplo, cuando uno intenta en-
contrar soluciones a la ecuacién de Schrodinger en el espacio de momentos
partiendo tinicamente del potencial W, sin conocer de antemano V' (lo cual
nos evitaria calcular la Transformada de Fourier desde el comienzo), y en-
tonces uno se preguntaria si vale la pena tratar de resolver tal potencial, y
en ese caso dicha condicion nos indicaria si si o no.
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Partiendo de la definicién de W, multiplicando la ecuacién por e~x"P/h
W(p,t)e > P/ — ( / V(x,t)eiX'P/ﬁd&) e ix"p/h
= /V(X,t)ei(x_xl)'p/hdgx,
por lo tanto,
W (p,t)e P/ = /V(x, t)e! ) P/hgdy

Integrando la ecuacién anterior sobre todo el espacio de momentos

/W(p7t)€ix’-p/hd3p = //V(x,t)ei(xxl)'p/hdgxdgp

= /V(x,t) </ ei(x_xl)'p/h’d3p> d3x
_ / Vi(x, ) ((2h)5(x — x')) dx
= (2rh)*V (¥, 1),
por lo tanto,
1 "
V(X t) = ——= [ W(p,t)e > P e’p. 2.8
(1) = G [ Wl @ (2.8
Luego, sacando el conjugado de la ecuacién anterior,
1 "
VX, t) = —— [ W*(p,t)e™ P/ 2.9
(1) = o [ W0, (2.9

y debido a que V es real, (2.8) y (2.9) deben ser iguales, de lo que se sigue
que

/ W (p,t)e ™ P/"d*p = / W*(p,t)e™ P/ d*p.

. . ., . il .
Multiplicando la ecuacién anterior por e~ P'/" ¢ integrando sobre x’

//W<p’t)€ix’-(P+p/)/hd3pd3 / — //W*<p,t>€ix/.(ppl)/hd?’deX/’

e intercambiando el orden de las integrales,

Jwwn ([exemrix)ap= [wipo( [emrrex) e



[ W@ sm - p)ip = [ W e, se - ).
Finalmente se obtiene que

La condicién ([2.10) es la condicién necesaria y suficiente para saber que
se estd trabajando con sistemas cuyos potenciales en la representacion de
posiciones son reales, incluso aunque no se conozcan explicitamente. Esta
condicién es general, y es aplicable a cualquier potencial W en la repre-
sentacion de momentos dado. En los potenciales que se trabajaran mas
adelante se cumplira esta condicion.

Los resultados que se han obtenido hasta aqui tienen involucrados al tiempo
en las ecuaciones de manera explicita, es decir, se tiene a la ecuacion de
Schrodinger dependiente del tiempo donde aparece también la funcion de
energia potencial W dependiente del tiempo. De esta forma es dificil encon-
trar soluciones exactas (y no es muy comun) a la ecuacién de Schrodinger,
por lo que para resolver la ecuacién se supondra que el potencial W es
independiente del tiempo (lo cual es equivalente a que V' sea independiente
del tiempo), y entonces se resolverd la ecuacién con el mismo método
que se hace en la representacion de coordenadas: separacién de variables.

De esta manera, se buscan soluciones de la forma

O(p, 1) = ¢(p)p(t). (2.11)
Sustituyendo la ecuacién en ,
d
(2’ iho(p) Go(8) = (20" 5 o(B)e(t) + [ W(B! = p)o(w)olt)

y luego, dividiendo la ecuacién anterior entre (27h)° ¢(p)ep(t),

. 1 d _P;Z 1 I ¢(p/) 3/
mﬂ% =5t (2rh)® / W -p) ¢(p)d i (212)

El lado izquierdo de la ecuacién anterior depende tinicamente de ¢, mientras
que el lado derecho depende de p solamente, lo cual sélo puede ocurrir si
ambos miembros de la ecuacién son igual a una constante. De esta manera,
del miembro izquierdo se obtiene que

1 d

Saar® =B (2.13)
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donde se ha nombrado a la constante de separacion E tal como se hace en la
representacion de posiciones. De manera similar, del miembro derecho

P2 1 / ¢(p/) 3.
o T @nh)? /W(p - p) ¢(p)d p =FE,

o equivalentemente,

P? 1
%(b(p) + (27Th)3

/ W(p' — p)o(p)d*p = Ed(p). (2.14)

Ahora, por un lado la solucién de la ecuacién (2.13) se conoce de la repre-
sentacién de posiciones [I], la cual es

@(t) — e—iEt/h‘ (2.15>

Por otro lado, la ecuacién es la ecuacién de Schrodinger independiente
del tiempo en el espacio de momentos, la cual no puede ser resuelta de manera
general sino hasta que sea conocida explicitamente la forma del potencial. De
esta manera, uno espera que la soluciéon general a la ecuacion tenga la
forma

O(p,t) = p(p)e” """, (2.16)

Las soluciones del tipo (2.16)) son llamados estados estacionarios, debido a
que cuando uno calcula la densidad de probabilidad, el resultado no depende
del tiempo, concretamente

[(p.1)]* = [2(p)[*. (2.17)

Ademas, como ocurre con la solucién de la ecuacién de Schrodinger en la
representacion de coordenadas, uno esperaria también que en el espacio de
momentos la soluciéon més general a la ecuacion sea una combinacion
lineal de estados estacionarios

O(p,t) = i dpn(p)e /0, (2.18)
n=1

Por otra parte, la interpretacién fisica de la funciéon de onda en el espacio de
momentos es en el mismo sentido que la del espacio de posiciones. Asi, la
densidad de probabilidad de encontrar a la particula entre p y p + d°p es

|@(p, t)|*d’p, (2.19)



y en este caso la condicién de normalizacion establece que

/ B(p, 1) Pdp = 1, (2.20)

y el valor esperado de p; se define como

(pi) = /pi@(p,t)\zd?’p- (2.21)

Por lo tanto, se puede ver que existen muchas analogias entre las propiedades
de las soluciones a la ecuacién de Schrodinger en ambas representaciones, sin
embargo, la ecuacién de Schrodinger resulta ser en cierto modoﬂ, opuesta una
de la otra en las distintas representaciones.

TPues en la representacién de posiciones es una ecuacién diferencial, mientras que en
momentos es una ecuacién integral.



Capitulo 3

Solucion mediante nucleos
separables

Una vez conocidas las principales caracteristicas de la ecuacion de Schrodinger
y la funcion de onda en el espacio de momentos, es momento de profundizar
en el método que se desarrollara aqui para resolver de manera exacta la
ecuacion de Schrodinger en esta representacion para ciertos casos especificos
de potenciales. Debido a que los ejemplos que se trataran mas adelante son
casos de potenciales unidimensionales, resulta conveniente escribir las ecua-
ciones obtenidas para el caso unidimensional.

Asi, para el caso unidimensional, de (2.7) la ecuacién de Schrodinger de-
pendiente del tiempo es

2

(27h) ih%@(p, ) = (2rh) f—myp, )

+ / W(p' —p, )2, t)dp, (3.1)

donde, segun (12.6)
W(p,t) = /V(:z:,t)eixp/hdx. (3.2)

Ademas, si W no depende del tiempo (que equivale a que V' tampoco lo
haga), la ecuacién de Schrodinger independiente del tiempo es

%aﬁ(p) + % / W' —p)o()dp' = Eé(p), (3.3)

10
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donde en este caso
W(p) = /V(a:)emp/h’da:. (3.4)

De la ecuacion ([2.10)) es facil ver que para el caso unidimensional y para
potenciales independientes del tiempo

W(-p) =W*(p). (3.5)

Y de igual manera, para potenciales independientes del tiempo, la solucion
general a la ecuacion (3.1]) resulta ser de la forma:

O(p,t) =Y dndn(p)e ", (3.6)
n=1

donde ¢, (p)e~*Fnt/" son la soluciones separables a la ecuacién de Schrodinger
para potenciales unidimensionales. En este caso la condicion de normaliza-
cion establece que

/_OO |®(p,t)|dp = 1. (3.7)

o0

En general, para resolver la ecuacién de Schrodinger , se propondra un
potencial conocido en la representacién de posiciones con el cual mediante
la ecuacion se calculara el respectivo potencial en la representacion de
momentos, y entonces se procedera a resolver la ecuacion de Schrodinger en

el espacio de momentos ((3.3)).

Cuando uno trata de resolver una ecuacion integral como la , uno en-
cuentra que no existe un método general para realizar tal fin, sino que el
método a seguir depende de la forma explicita de dicha ecuacién, es decir,
depende de la forma del nticleo de la ecuacion. En lo que sigue, nos limi-
taremos a resolver la ecuaciéon de Schrodinger mediante el método de
nicleos separables, lo cual no es una gran limitacion, pues como se vera mas
adelante, es un buen procedimiento para encontrar soluciones exactas a la
ecuacion de Schrodinger.

Para comenzar, reescribimos la ecuacién (3.3) de una manera més conve-
niente

/ K(p, #)o()dp' = (1), (3.8)



12 Capitulo 3. Solucién mediante niicleos separables

donde
W(p' —p)
21h (E 2;) .

La ecuacion es la ecuacién de Schrodinger en el espacio de momentos
escrita de una manera mas compacta, y es el nicleo de dicha ecuacion.
El método de nicleos separables consiste bdsicamente en proponer que el
nicleo de la ecuacion integral pueda descomponerse en una suma finita de
productos de funciones que dependen unicamente de p por funciones que
dependan sélamente de p’, es decir, se propone que

K(p,p') = (3.9)

)= M(p)N;(p). (3.10)
j=1
De esta manera, sustituyendo la ecuacién (3.10]) en (3.8 se obtiene que

I/ZMj(p) p')dp/ —ZM /N p)dp,
j=1
donde, definiendo
%Z/MWWMW (3.11)

se llega a

(MZZMMMW (3.12)

Por lo tanto, la funcién de onda serda una combinacion lineal de las M;(p), la
cual existird siempre y cuando puedan calcularse los coeficientes u;, es decir,
cuando sean convergentes las integrales de la definicion (3.11)).

A manera de calcular los coeficientes u;, multipliquemos la ecuacion ((3.12)
por N;(p) e integremos sobre p para obtener

/Ni(p) p)dp = /N Zuj p)dp = ZUJ/N

Luego, reconociendo el primer miembro de la ecuacién anterior como u;, y
definiendo

T /N p)dp, (3.13)
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se obtiene
wi =y uTy. (3.14)
j=1

La ecuacién anterior representa un sistema de ecuaciones lineales homogéneo,
por lo que es imposible calcular desde ahi los coeficientes u;, en lugar de eso,
de (3.14)) podemos hallar condiciones para la energia, tal como se descubrira
en los ejemplos especificos.



Capitulo 4
Ejemplos

A continuacion se hallan soluciones para la ecuacion de Schrédinger en el
espacio de momentos, se encuentran la funcién de onda y las energias permi-
tidas de los sistemas a resolver.

4.1 Pozo delta de Dirac

El ejemplo mas sencillo que se puede resolver mediante el procedimiento de-
sarrollado en el capitulo anterior es el pozo delta de Dirac.

En este caso
V(z) = —ad(x), a>0. (4.1)

El primer paso es calcular el potencial en el espacio de momentos, para
V(x)

x=0

b

Figura 4.1: Pozo delta de Dirac.

14
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ello hacemos uso de los resultados conocidos, utilizando la ecuacion (3.4]) se
obtiene que

W(p) = / —a5(x)ei$p/hdx = —a/é(m)em”/hdm = —ae®?h = _q,

por lo tanto,
W(p) = —a. (4.2)
Luego, de la definicién ((3.9)) se tiene que el niicleo de la ecuacién de Schrodinger

es

—Q mao

orh <E _ i) ~ wh(p? - 2mE)’

2m

K(p,p) = (4.3)

por lo que sustituyendo el nicleo anterior en la ecuacién (3.8)), es facil ver
que la ecuacion de Schrodinger por resolver es

/Zﬁhwthﬁﬂdﬂﬂﬂ=¢@) (4.4)

En este caso, el nicleo de la ecuacion integral sélo depende de p, por lo que
se puede escribir como

donde,

mao
wh(p? — 2mkE)’

M(p) = N(p) =1.

Debido a que el ntcleo se puede separar como en (3.10]), la ecuacion (3.12))
nos dice que la solucion es

¢(p) = uM(p). (4.5)
Ademsds de la ecuacién (3.14)),
u=uT, (4.6)

donde, segun ([3.13)

e mo

TZ/fAW%M@Mp=/'1QmQﬂ_%M”@

—00
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mao [ 1
T = dp. 4.7
Wh/_oop2—2mEp (47)

Para calcular la ultima integral es conveniente saber un poco mas acerca
del tipo de soluciones que se buscan. En general, cuando uno resuelve la
ecuaciéon de Schrodinger, uno encuentra que las soluciones pueden ser de dos
clases diferentes, es decir, podemos encontrar funciones de onda que repre-
senten estados ligados o de dispersion. A lo largo de todos los ejemplos que se
resolveran en este capitulo se buscaran estados ligados, es decir, se supondra
que la energia es negativa para cada sistema.

Tomando en consideracion lo anterior, podemos definir w = /—2mFE de
tal manera que w sea real positiva, por lo que la integral que aparece en la
ecuacion (4.7) puede ser escrita como

o 1 o 1
= ——ap.
/oop2_2mE b /oop2+w2 b

Mediante el cambio de variable z = £; dz = %, la integral anterior se resuelve
como

> 1 1 [ 1 1
/_OO mdp: ;/_OO 22+1d2’: ;arctan(z)

por lo tanto

o

Y

™
w

— 00

o 1 ™
——dp = ——. 4.8
/_oo P —2mE" " J—2mE (48
Luego, sustituyendo la integral anterior en (4.7)) se obtiene

mo
I/ —2mE’

Entonces, sustituyendo 7" en la ecuacién (|4.6|),

mao

v/ —2mE

uUu=1u

mao
Uu(l——— | =0.
hv—2mE
La ecuacién anterior se satisface ya sea si u = 0, o si el término entre
paréntesis es igual a cero. Pero si u = 0 no se estaria encontrando algo
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nuevo, mas bien se estaria hallando la solucion trivial a la ecuacién integral
, ¢(p) = 0, lo cual no es lo que se busca. Por lo tanto, u debe ser distinto
de cero, y entonces la expresion encerrada entre paréntesis es la que debe ser
cero para que la ecuacién sea satisfecha. Asi,

1_ mao _0
W—mE

de donde es posible despejar la energia permitida del sistema:

mao

v —2mE

=1,

2.2
m-o
:1

h?(—2mFE) ’

moz2

E=——"r.
212

(4.9)

Por otra parte, de la ecuacién (4.5))

mao
o) = Yh (p? — 2mE)’

(4.10)

donde la constante u que aparece en la solucién puede ser calculada mediante
la condicion de normalizaciéon, la cual en este caso dice que

/_OO [6(p)|2dp = 1,

[e.9]

por lo tanto

5 [ mao
d 1
[ /OO mh(p? — 2mE) p==
de lo cual se sigue que
1
ul = ——— . (4.11)
m2h2 f—oo (;)2—21mE)2 dp

La integral de la tdltima ecuacién puede calcularse como sigue:

Sea p = yv—2mkFE; dp = v/ —2mEdy, entonces:

o0 1 o0 V—2mE 1 > 1
o = 2 2 = omE)e T W
—oo (p? — 2mE) oo (—2mEy? — 2mE) (—2mE) —o (¥2 +1)
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Ahora, sea y = tan0; dy = sec? 0d0, asi

/°° b - ;/m by
o (p? = 2mE)? p= (=2mE)3? | (y2 +1)° y

B 1 /“/2 sec? 0 &0
(=2mE)32 J_ ) (tan®0 + 1)°

S N L
= G |

por lo tanto, usando el hecho de que cos? 6 = 1/2+cos(260)/2, es facil obtener

> 1 s
dp = : 4.12
|G~ ey (12
Luego, sustituyendo la integral anterior en (4.11)) uno obtiene
1 (—2mE)3/?
|u|2 = M2 o2 =2m 2o )
27h2(—2mE)3/2 h2

donde el término m2a?/h? se puede poner en términos de la energia segin la

ecuacion (4.9), de donde se obtiene que
m2a?
72

Sustituyendo dicho término en |u|?,

= —2mE. (4.13)

lu> = 27 (—2mE)"?,
y escogiendo u real y positivo,
u = 2r(—=2mE)Y*.

Por lo tanto, sustituyendo el valor de u en la ecuacién (4.10)), uno encuentra
que la funcién de onda es:

2 ma 1
— o (—2mE)/A " - \/j— omE) A
“(p) m(=2mE) wh(p? —2mkE) m h (=2mE) p? —2mkE

Finalmente, usando el hecho de que ma/h se puede poner en términos de la
energia segun (4.13)), se obtiene

o) = 1/ > (~2mE)—

_ 4.14
T p? —2mkE (4.14)
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4.2 Pozo doble delta de Dirac

Otro potencial de gran relevancia que se puede resolver en el espacio de
momentos mediante el método de nticleos separables es el pozo doble delta
de Dirac. El potencial en el espacio de coordenadas es

V(z) =—ad(x+1) —ad(z—1), a>0. (4.15)

De igual manera que en el ejemplo anterior, lo primero que se debe hacer es

V(x)

v v
Figura 4.2: Pozo doble delta de Dirac.

calcular el potencial en la representacién de momentos. De la ecuacion ((3.2)
se tiene que

Wi(p) = / [—ad(z +1) — ad(z —1)] Py — — eI _ o eielh

—00

W(p) = —ae /" — qele/h, (4.16)
Entonces, una vez obtenida W, sustituyamos W (p’ — p) en (3.9)) para encon-

trar que el nucleo de la respectiva ecuacién de Schrodinger es

—ae WP =p)/h _ qeil' =)/ e [e—il(p’—p)/ﬁ — aeil(p’—p)/ﬁ]
omh (E p? ) - Wh(pQ — 2mE) ’

2m

K(p.p') =

por lo que la ecuacion por resolver es

m& _Zl(p p)/h J— Oéeil(pl_p)/h , ,
/ Loy’ = o) (4.17)

h(p? — 2mkE)
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Para resolverla notemos que el nicleo de la ecuacion se puede separar de la
siguiente manera

K(p.p) maoelP/h il maoe P/ ol h
’ wh(p? — 2mE) wh(p? — 2mE)
= Mi(p)Ni(p') + Ma(p) Na(p'), (4.18)
donde,

maeilp/h L

Ml(p) = ﬂ_h(pQ_QmE) Nl(p/) =€ lp/h
maoe P/ il

Ma(p) = 7h(p? — 2mE) No(p') = e"/".

Debido a que el nicleo de la ecuacién integral (4.17) se puede separar como
en (4.18), la ecuacién (3.12)) nos dice que la funcién de onda serd

o(p) = uiMi(p) + uaMa(p)

maeilp/h N maefilp/h
“ wh(p? — 2mE) e wh(p? — 2mE)’

(4.19)

En este caso la funcién de onda posee dos constantes arbitrarias diferentes,
las cuales seran encontradas primero notando que la ecuacion nos dice
que una es proporcional a la otra, y entonces, poniendo a la funcién de onda
en términos de una sola constante, para aplicar la condicién de normalizacion
y obtener el valor de la constante restante. Para comenzar, de la ecuacion

(3.14)) obtenemos

uy = T11u1 + T12UQ ul(TH — 1) + u2T12 = O

4.20
uy = Torug + Trous Ty +us(Too — 1) = 0. ( )

Aqui es importante notar que, como se menciond antes, del sistema de ecua-
ciones no es posible hallar directamente los valores de u; y uo, pues
se trata de un sistema de ecuaciones lineales homogéneo 2 x 2, el cual tiene
solucion diferente a la trivial si y sélo si su determinante es igual a cero, y en
ese caso, solo se llegaria a la conclusion de que un término es proporcional
al otro. Ademads, como es necesario que tales constantes existan para poder
tener una solucion, y ademés, como es necesario que dichas constantes sean
distintas de cero para poder obtener una solucién diferente a la trivial, el
determinante forzosamente deberia ser igual a cero, pues de lo contrario la
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funcién de onda quedaria indeterminada. Sin embargo, debido a que los coe-
ficientes del sistema de ecuaciones dependen de la energia (pues los 7}; estan
en funcién de M;(p) y Ns(p)), st es posible imponer que el determinante sea
cero, v a partir de ahi obtener la relacién que debe cumplir la energia del
sistema, de tal manera que de esa relacion obtengamos la energia del sistema.
Tomando esto en consideracién, imponiendo que el determinante de
sea cero, se tiene que

Tll —1 T12
T21 T22 —1

donde los elementos 7;; estan dados por ([3.13)):

‘ — 0, (4.21)

00 00 ) ilp/h
T :/ Nl(p)Ml(p)dPZ/ e_llp/hﬂhmae

_ e T g
@ —2mE) ™"
mo [ 1
L .
h /Oop2—2mE b

En este problema también se buscan estados ligados del sistema, por lo que
se supone que la energia es negativa E < 0. De esa forma, la tltima integral
ya se ha calculado en , por lo que sustituyéndola en la ecuacion anterior,
se encuentra que T7; es

mo
Th
hv—2mE
Ademas,
o oo —ilp/h
T _ N. M dp = le/ﬁLd
w = [ N@nmd - [ e
ma [ 1
= — —dp ="T;
wh /_OO p? —2mFE p=a
por lo tanto,
T - mo
2 h—2mE
Por otro lado,
0o [e9) —ilp/h
T _ N M. dp = —ilp/ﬁLd
12 /_OO 1(p) M2 (p)dp /_Ooe hE —2mE) ™

ma [° e—2ilp/h
- / o WP
mh J_o p? —2mE

ma [ [ cos(2lp/h) . [ sin(2lp/h)
)

7h | o p®—2mE oo P2 —2mE
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Ahora, debido a que el integrando que involucra a la funcién seno es una
funcién impar, y como se esta integrando de —oo a oo, esa integral es igual
a cero, por lo tanto

ma [ cos(2lp/h)
= — ———~dp.
Tho wh /Oo p? —2mkFE b

Para calcular la integral que aparece en T}s, sustituyamos v —2mFE por w, y
hagamos el cambio de variable p = wz, de tal manera que dp = wdz, asi:

/mﬂﬂﬁﬂ@d__/WC%@Mdmwﬁ_nl/wcm@mym

o P2 —2mE " B

dz.
o (W2)? 4+ w? w) o 22+1

La tltima integral puede ser evaluada sabiendo que [3]

/oo COQS(EIE) de — Ee_lr|’
o € +1 2

y entonces,

* cos(ex) el
/_Oo 211 de = me 1.

Si en la integral anterior ponemos x = 2lw/hy € = z, esta 1ltima se convierte
en la integral buscada:

/ oSz 2w/h) i
oo 2241

Por lo tanto,

> cos(2lp/h) T oJ=2mE
dp = mE/h, 4.22
/oo P2 —2mE " \/—2mE6 (4.22)

Entonces, sustituyendo la integral anterior en 775 se obtiene

mao ol
Ty = o= 2V =2mE/h

v/ —2mE

Similarmente,

Ty = / NQ(p)Ml(p)dPZ/ elle/h
—00 — 0 Th

ma S 622'lp/h
wh J_ p*—2mE
. ma {/"O COS(le/h)dp+Z,/oo Sin(2lp/h)dp]

Th o DP*—2mFE o PP —2mFE

_ ma /oo cos(2lp/h)
- 7wh ) pP—2mE

maeilp/ﬁ
dp
(p? —2mkE)

dp = T127
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por lo que

ma ol
Ty, = o2V =2mE/h

v —2mE

Finalmente, se ha encontrado que 111 = Thy y T12 = 151, por lo que sabiendo
esto, la ecuacién (4.21)) toma la forma

Tll —1 T12
T12 Tll —1

' =(T11 — 1) = TH =0.

Luego, sustituyendo los valores de T7; y 712 en la ultima expresion

2 2
(& _ 1) _ (&6—21\/—27@/;1) —0
h/—2mFE h/—2mFE ’

(1) - (s

hv—2mFE hv—2mE

Ahora, se sabe que si ¢ = b?, entonces ¢ = b o ¢ = —b, de esta forma, la
ultima expresion nos dice que

2
mo 6—2l\/—2mE/h>

ma 4 MY -avemmE/n (4.23)

— 1=+
v/ —2mE v —2mE

La ecuacién es una ecuacion trascendente que tiene como incognita a
la energia, la cual, debido a la naturaleza de las ecuaciones trascendentes, no
puede ser resuelta de manera analitica, sino que es necesario asignar valores
numéricos a la masa de la particula, la distancia al origen de cada pozo y
la profundidad de los pozos para encontrar valores aproximados de la energia.

Por otro lado, para encontrar los valores de las constantes u; y us que
aparecen en la solucién (4.19)), del sistema de ecuaciones (4.20]), es facil ver
que la relacién entre uy y us es:

mao 672l\/72mE’/h
Tio W/ omE
B U PR p—r7
11 i/ —2mE

donde se ha utilizado la relacién (4.23). De esta forma, sustituyendo u; en
@19

términos de us en la ecuacion (4.19)) se encuentra que la funcién de onda en
el espacio de momentos es

= :l:UQ,

Uy =

maeilp/ﬁ mae—ilp/h
wh(p? — 2mE) + wh(p? — 2mE)

o(p) = u2 [ﬂ: : (4.24)
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La constante que aparece en la funciéon de onda se calcula mediante la
condicién de normalizacién

/_ o) Pdp = 1.

[e.e]

Para eso, primero calculemos |¢(p)|*:

6> = o(p)d™(p)

mao et/ e—tp/h

R p2—2mE+p2—2mE

—ilp/h ilp/h
Lmao e’ e
— | £
XuQﬂ'h[ p2—2mE+p2—2mE
_ ‘u2’2 (@)2 1 N 1 N e?ilp/h + e—?ilp/ﬁ
h (p?2 —2mE)? = (p? —2mFE)? (p?2 — 2mFE)?

_ 2|u2‘z<ma)2{( 1 L _cos(2lp/h) }

p? —2mE)? ~ (p? —2mE)?

Por lo tanto, en este caso la condicion de normalizacion dice que

o o (M2 1 cos(2lp/h) _
/_002\1@\ (Wh) {(pZQmE)Qi(pQQmE)2 dp =1

5 (M2 o 1 /Oo cos(2lp/h) B
2[us| (ﬂ'ﬁ) {/_Oo (p? — 2mE)2dp:t o (P? — QmE)de =1

de esta manera,

ot = {2 ) | =g | am] |

0, escogiendo uy real y positivo:
B ma\2 [ [ 1 > cos(2lp/h) -1z
w = {2 (5r) UOO mdpi/_w 2 —2mEE ™ - (4.29)

Ahora, las integrales que aparecen en (4.25)) se pueden encontrar facilmente,
y de hecho, la primera ya se ha calculado anteriormente en (4.12)):

/°° 1 dp — T
—o (P — 2mE')2 P= 2(—2mE)3/%

Para calcular la segunda integral, primero hagamos v —2mF = w para rees-
cribir dicha integral como

/OO Md _ /OO COS(le/h)d - 2/00 cos(2lp/h)d

@B T e P +w2)?
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La tltima integral se encuentra sabiendo que [3]

°  cosax T b
/0 md‘f:@(l—i—ab)e (a>0,b>0),

por lo que, si ponemos x = p, a = 2l/h y b = w en dicha integral obtenemos
la integral deseada:

*cos(2lp/h) , 0w —2lw/h

Por lo tanto,

/ cos(2lp/h) Ip — T (1 N 2l\/—2mE> o2/ "TE (4.26)

@ —2mBER Y T 2(C2mE) h

Finalmente, sustituyendo las integrales (4.12) y (4.26]) en (4.25) obtenemos

el valor de la constante us:

- mao 2 s 21\/ —2mE 72l\/m/h
v = {(wh) (—2mE)3/? [1i<1+ h )e

—1/2

Para concluir, una vez calculada la constante us se procede a colocarla en la
ecuacion (4.24)) para obtener la funcién de onda normalizada.

4.3 Una variante al pozo doble delta de Dirac

Otro ejemplo ilustrativo de cémo hallar funciones de onda en el espacio de
momentos que representen estados ligados mediante el método de ntcleos
separables consiste en el siguiente potencial:

V(z) =ad(x+1) —ad(z—1), a>0. (4.27)

La diferencia entre este potencial y el pozo doble delta de Dirac es soélo el
signo del primer término, y consiste basicamente en un pozo delta de Dirac
en z = [ y una barrera de potencial delta de Dirac en x = —I.

[gualmente que en los ejemplos anteriores, primero calculemos W:

W(p) = / [ad(x 4+ 1) — ad(x —1)] Py = —q (eilp/h — e_“p/h) ,

[e.e]
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V(x)

Yy

Figura 4.3: Una variante al pozo doble delta de Dirac.

W(p) = —« (eilp/h - e_ilp/h) . (4.28)
Luego, sustituyendo W (p' —p) en la ecuacién (3.9) se encuentra que el niicleo
para la ecuacién de Schrodinger en este caso es
mao [eil(plfp)/h — eiil(plfp)/h]

K(p,p)) =
(p,p) Th( = 3mE) :

(4.29)

y con la ayuda de la ecuacién (3.8)) se puede poner de manera explicita la
ecuacion de Schrodinger para este potencial

/oo ma [0 —P)/h _ =il —)/1]

(
Th(p? — 2mE) o(p')dp" = ¢(p). (4.30)

En este caso, el nicleo de la ecuacion integral admite la siguiente descom-
posicion:
—ilp/h ilp/h
Kpp) = —29C " gwn  MACTT i
wh(p? — 2mE) wh(p? — 2mE)

= Mi(p)Ni(p') + Maz(p)Na2(p')

donde esta vez,

maeip/h iy
M _ N / llp /ﬁ
mae'/t / —ilp /h
My(p) = No(p') = e P/0.
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Entonces, aplicando el método de nticleos separables se encuentra que, segin
(3-12)), 1a funcién de onda es una combinacién lineal de M;(p) y Ma(p), por
lo tanto

maoe~ip/h mae/h

¢(p) = WpE o E) ek ImE) (4.31)

Para hallar las constantes u; y us se realizara el mismo procedimiento que
se desarroll6 en el ejemplo anterior.

A manera de escribir de manera explicita el sistema de ecuaciones correspon-

diente a este problema, primero calculemos explicitamente los coeficientes
Tij:

00 ) maefilp/h ] mao [eS) 1
Ty = M, (p)N- = e ilplhg,, TP / -
H /_OO 1(P)Ni(p)dp /_oo wh(p? — QmE)e dp Th J_ oo P? — 2mEdp’

entonces, haciendo uso de la integral (4.8) se encuentra que el valor 17 es:

mao
T =
hv—2mE
Anélogamente,
fo = [ o= [ |-
S 2Py NP o | TH(p? —2mE) P
ma [ 1
= - = dp = —T
h /Oop2—2mE b o
por lo tanto,
mao
T — —
- hv/—2mE

Por otra parte,

mao /°° e~ 2ilp/h _ ma /°° cos(2lp/h)

Tio = M- N dp = = .
2 /oo Ny = [ L s T [

Ahora, la tltima integral ya se ha calculado en (4.22)), por lo que susti-

tuyéndola en la expresién anterior, se obtiene que

mao ol
Ty = o2V =2mE/h

v —2mE
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De forma anéloga,

oo ma [ e2ilp/h
Ty = / My (p)N1(p)dp = — /

wh J_. p? —2mE
ma /°° cos(2lp/h)
= - =T
wh J_o p? —2mE
y entonces,
Ty = — Lt o~ 2V =2mE/h

v/ —2mE

Una vez calculados los elementos T;; para este problema, notemos que el
sistema de ecuaciones que permite calcular la ecuacién para la energia tiene
la misma forma que en , s6lo que en este caso, los coeficientes que se
deben sustituir en el sistema de ecuaciones son los calculados recientemente.
Asi, sustituyendo los T;; en se encuentra lo siguiente

mao . mo —2lv/—2mE/h
t <h\/—2mE 1) T U5 omE e /

(4.32)
—u h\/:n;mEe_m TEEI -y <_h\/T§mE o 1) = 0
de donde, si el determinante es igual a cero
ma -1 mo 6—21\/—2mE/h
hv/—2mE hv—2mE =0
_h\/T;mEe_le/h _ﬁ\/TQO(mE -1
se tiene
2 2
_ <&) 1]+ (&) e~ 4V=EImE/h _ )
hv/—2mE hv/—2mE
07
2 2
( mao ) - ( mo ) e~ 4V=2mE/h (4.33)
hv—2mE hv—2mE

La ecuacién anterior es la ecuacion trascendente para la energia del sistema
que se esta tratando, y como puede uno darse cuenta, corresponde a elevar
al cuadrado cada uno de los términos de la ecuaciéon de la energia del pozo
doble delta de Dirac por separado y luego sumarlos en el mismo orden.
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Por otro lado, para calcular de manera explicita los valores u; y us, de (4.32))
se encuentra que dichas constantes estan relacionadas por

ma 672l\/72mE/h

v —2mE
U1p = U2 1 pony
hv/—2mE

Sustituyendo w; en términos de us en la funcién de onda (4.31) se obtiene
que

mao —2lv/—2mE/hL —i i
o(p) =u h/—2mE © ™ mae—ite/h _ mae/h (434)
2 - 7wh(p?—2mE) 7h(p?—2mE)| "

donde wuy se obtiene de la condicién de normalizacién.

Recordando que la condiciéon de normalizacién dice que ffooo |p(p)|2dp = 1,

es necesario primero calcular |¢(p)|* para poder aplicar dicha condicién. De
esta manera, de (4.34)) se puede ver que

6(P)> = d(p)d*(p)

— h\/%e_mm/h maeip/h B mae'®/h
R \ = 5/9ms  Th? —2mE)  wh(p® - 2mE)
X ux h\/%eimm/h maettp/h B mae~1p/h
2| - e ThGP—2mE)  mh(p? - 2mE)
| el R 1 mayt 1
(Wh)Q(h\/W —ma)? (p? —2mE)? 7h/) (p? —2mE)?2
(ma)3e=2V=2mE/h e2ilp/h 4 o=2ilp/h
_ (Wh)2(h\/m _ ma) (pZ _ 2mE)2
i ? (ma)4€—4l\/m/h . (ma>2 1
— U Tt -+
2 (mh)2(h/—2mE — ma/)? wh (p? — 2mE)?

B (ma)3e= 2V =2mE/h 2 cos(2lp/h)
(mh)2(hv/—2mE — ma) | (p? —2mE)? |
Debido a que el médulo al cuadrado de la funcién de onda en este caso difiere

solo en un signo de aquel de la funcién de onda del pozo doble delta de Dirac,
uno puede inferir que el valor de la constante u, para este caso sera:

mao 4674lm/h mao s
= (e ()]

Jr _
(7h)2(hv/—2mFE — ma)? mh —2mE)3/2

—-1/2
N (ma)se_QlV —2mE/h T 14 20/ —2mE 6_2lm/h /
(mh)2(hv/—2mE — ma) | (—2mE)3/2 h '




30 Capitulo 4. Ejemplos

Finalmente, sélo resta sustituir el valor encontrado de uy en (4.34) para
obtener la funcién de onda normalizada.

4.4 Generalizacion a potenciales M deltas de
Dirac

El método empleado para resolver los potenciales anteriores en el espacio de
momentos puede ser aplicado para obtener de manera general la soluciéon de
potenciales con M deltas de Dirac involucradas.

Se consideraran tres casos principalmente, los cuales nos serviran para ilus-
trar como se recuperan los resultados obtenidos anteriormente poniendo los
valores adecuados a M.

Primer caso:

El primer caso consiste en un potencial con M = 2n 4+ 1 (n = 0,1,2...)

deltas de Dirac, donde todas las deltas tienen sus picos hacia abajo. Es facil
verificar que dicho potencial puede ser escrito como sigue:

V(iz)= ) —ad(x—tl), a>0. (4.35)
Mediante la ecuacién (3.4]) calculamos el potencial respectivo en el espacio

V(x)

—nl =2F =1 0 [ 21 nl

Figura 4.4: Pozo 2n + 1 deltas de Dirac.
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de momentos. Asi

Wi(p) = /_Oo V (x)e /My = /_OO [Zn: —ad(z — tl)] e/l y

X |t=—n

= — Z / mp/hda: - _ i &eitlp/h,

t=—n t=—n
por lo tanto,
n
. 2 :aeitlp/h
t=—n

Luego, con la ayuda de la ecuacién (3.9)), se encuentra que el nicleo de la
ecuacion de Schrodinger en este caso es

mao eitl (pl 7p)/h

Kp.p)= Y. — o amE) (4.36)

t=—n

por lo que, segtn ({3.8]) la forma explicita de la ecuacién de Schrédinger es

ma et@'=p)/h

/ Z h —2mE)¢( p)dp’ = 6(p). (4.37)

La idea basica es aplicar directamente el método de solucién de nticleos se-
parables para resolver la ecuacién integral (4.37)). Para ello es conveniente
reescribir el nucleo de la ecuacion como sigue.

Haciendo el cambio en el indice de suma 7 =t 4+ n al nicleo (4.36) se tiene:

Kpp) = ),

t=—n

2n mo e_i(j_n)lp/h

2n
= . etU—n)'/h M.(p)N:(v
Z 7h (p? — 2mE) € j; i(P)N;(p

J=0

ma  et®—p)/n n o eili—n)le' —p)/h

Th (p® — 2mE) JZ:; wh (p* —2mkE)

donde,

mao e_i(j_n)lp/h’

M) = gy N0 =

iG=mtp' /1
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Como el nicleo es separable, la ecuaciéon (3.12]) nos dice que la funcion de
onda esfl]

2n —i(j—n)ip/h
mao e
3(p) = _u; e sy (4.38)
=0

Las constantes u; que aparecen en la solucion no se pueden expre-
sar de una manera general, sino que se debe de dar un valor numérico a n
para poder encontrar dichas constantes mediante el sistema de ecuaciones
resultante, segin la ecuacién (3.14)), y haciendo uso de la condiciéon de nor-
malizacion.

Por otra parte, si es posible llegar a una ecuaciéon general para la energia

partiendo de la ecuacién (3.14) |
2n
U = Z Ukaj
j=0
o equivalentemente,
2n 2n 2n 2n
0=> uTy—w =Y wTy;— > udy; =Y u;(Ti; — ),
Jj=0 j=0 j=0 §=0
donde los T}; estdn dados por la ecuacion (3.13)). Por lo tanto,

2n
> ui(Thj — 0k5) =0, (4.39)
=0

poniendo explicitamente el sistema de ecuaciones anterior obtenemos,

uo(Too — 1) + wiTor + welos + -+ + u2nTo2, = 0

upTyo + ui (T — 1) + Uz'le + oo+ ug o = 0 (4.40)

UpTon,0 + w1 Tona + usTons + - - + Ugn(Tonon — 1) = 0.

ILa sumatoria de la ecuacién corre de 1 a n, ésto debido a que el niicleo ahi asi
lo hace, aqui como el nicleo es una suma de 0 a 2n, la solucién ¢(p) también debe ser una
suma de 0 a 2n.

2Note que se ha cambiado el indice i de la ecuacién por k; ésto es para evitar
confusiones con el nimero imaginario ¢ en calculos posteriores.
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Ahora, como el sistema de ecuaciones anterior es homogéneo, es necesario
que su determinante sea igual a cero para tener al menos una solucién dife-
rente a la trivial, y como se puede inferir de los ejemplos anteriores, dicho
determinante sera el que nos proporcione la ecuaciéon para la energia:

Too — 1 To1 Top --- To.2n
Tho Ty —1 T‘12 e T on o (4.41)
T2n,0 TQn,l -1 T2n,2 e T2n,2n -1

Los coeficientes T}; se pueden calcular de manera general como sigue:

De la definicion (3.13)),

Ty~ [ N )

pero en este problema

Ni(p) = el

por lo que,

o0 —i(j—n)lp/h 0 i(k—i)lp/h
Ty = / pilk—nip/n A € G—nlip/ dp — ma/ etk=)p/ "
o h (p —2mE) " wh J_o (P = 2mE)

ma [ cos|[(k — j)lp/h]
7h /_ (p? — 2mkE) ap,

o0

donde se no se ha escrito la integral que involucra al seno debido a que es
cero. Por lo tanto

_ ma [ cos[(k — j)lp/h]
Ty = 70 /_ . (4.42)

[e.9]

Haciendo w = v/—2mFE, y realizando el cambio de variable p"w = p, dp"w =
dp en la integral anterior

_ ma [* cos|[(k — j)lp"w/R]
N Wh/

00 . 1
wdp = M2 cos|(k — j)lwp"/h] , ,

T
5 o (W) 4 ?) who ) 0PED

luego con la ayuda de [ coslet) e = eIl [3], encontramos que

—0c0 €241

Ty = %e*\(k*j)lw/h\,
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asi,

Tij = &e—lv—QmE\k—jl/ﬁ_ (4.43)

- hW—2mE

Finalmente, una vez obtenidas los T};, hemos encontrado todas las herrami-
entas necesarias para aplicar los resultados obtenidos a casos particulares de
n.

Caso n = 0:

Sin =0, el potencial V es:
V(z) = —ad(x).

Por lo tanto, cuando n = 0 el potencial (4.35)) se reduce al pozo delta de
Dirac centrado en x = 0. De esta manera, es de esperarse que la solucién
también coincida, veamos qué ocurre.

En este caso como n = 0, sélo existe el coeficiente Tgg, el cual esta dado
por (I33):
mao
A/ —2mE’
por lo tanto, la condicién (4.41) da

mao

N —2mE

TOO -

—1 = 0,

de donde se obtiene,

7’)”LO(2

E=——r.
2h?

El resultado para la energia coincide con el resultado anteriormente obtenido
en la ecuacion (4.9), como deberia de ser.

Por otra parte, de la ecuacién (4.38]) se puede ver que

mao 1
#p) = to mh (p? — 2mE)’

Ahora, si cambiamos de nombre a ug por u, es evidente que la funcién de
onda obtenida aqui es la misma que la funciéon de onda encontrada en (4.10]).
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Por lo tanto, sélo resta encontrar el valor de uy mediante la condicién de
normalizacion, tal y como se hizo cuando se resolvié el problema del pozo
delta de Dirac directamente. Dicho procedimiento no tiene sentido realizar,
pues es el mismo que se realizé en la seccién [4.1]

Sequndo caso:

El segundo caso de potencial con M deltas de Dirac, consiste en tener un
pozo M = 2n,(n =1,2,3...) deltas de Dirac. La diferencia entre éste poten-
cial y el anterior es basicamente que en el primero se incluia un pozo delta
de Dirac en el origen, cosa que no ocurre con el potencial actual, donde se
toma solo en consideracion los pozos deltas de Dirac a distancias multiplos
de [ desde el origen.

Especificamente, estamos hablando del siguiente potencial

V(z) = i (—a+ adp)d(x —tl), o >0, (4.44)

t=—n

donde dy; es la delta de Kronecker:

5 0 sit#0
7Y 1 sit=0.

Debido a la gran similitud entre éste potencial y el potencial (4.35)) (pues

V(x)

—nl =2 =1 0 [ 21 nl

Figura 4.5: Pozo 2n deltas de Dirac.

s6lo cambia una constante multiplicativa), es facil obtener los resultados
correspondientes al potencial actual. Mediante la ecuacién ({3.4) calculamos
el potencial respectivo en el espacio de momentos. Asi

n

W(p) =Y (—a+ady)e™", (4.45)

t=—n
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y de (3.9) el nicleo en este caso es

zn: m(a — ady,) e -p/h

K ) = .
(.¥) mh (p?> — 2mE)

(4.46)

t=—n

Haciendo el mismo cambio de variable que en el primer ejemplo, 7 =t + n,
el nicleo en este caso también se puede poner como

= Z M;(p)N;(p')

pero en esta ocasién:

m(a — ady ;) e U=mw/h
h (p? — 2mE)

Entonces, la funcién de onda sera:

a — a50j ’I’L) efi(jfn)lp/h
4.47

donde los u; obedecen las mismas ecuaciones (4.40) y (4.41), sélo que este
caso, los Ty; que se deben de sustituir deben ser los que se calcularan a con-
tinuacion.

Nuevamente, de la definicén ((3.13)):

& ) —i(j—n)lp/h
Tij = / Ni(p p)dp = / eik=n)lp/li m(o — adojn) € G-n)tp/ dp

h (p? — 2mE)
_ m(a — ado,j—n) /OO eik=9)lp/h dp
h w (P2 —2mE)

_ m(a—adgjn) [ cos[(k—j)lp/h]
ﬂﬁoj /—oo (p? — 2mE) -

Ahora, comparando el elemento Tj; con aquél del caso anterior (ecuacién
(4.42)), es facil ver que en este caso:

— o, - .
Tkj — m(Oé Q0o )efl\/72mE|k7j|/h. (448)

v —2mE

Por 1ltimo, una vez que se han obtenido los principales resultados para éste
ultimo potencial, resulta conveniente, al igual que en el ejemplo anterior,
considerar un caso particular para corroborar que los resultados obtenidos
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son los correctos.
Caso n = 1:

En este caso si n = 1, el potencial V' es:

1

V(z) = Y (—a+ady)d(x —t)

— (ia + ado,—1)8(z + 1) + (—a + oo )0 () + (—av + ooy )0(z — 1)
= —ad(x+1)—ad(x—1),

por lo tanto,
V(z) = —ad(x+1) —ad(x —1).
De esta manera, cuando n = 1 se trata con el pozo doble delta de Dirac.

En este caso, los elementos T}; estdn dados por la ecuacion (4.48]):

mao
Ton =
" hv/—2mE
To1 =0
Ty = me__ -2v=2mB/h
v —2mE
Ty = mao o—IV—2mE/h
v/ —2mE
T11 - 0
Ty = me __ --2mE/h
v —2mkE
Ty — mao o~ 2V =2mE/h

- hW/—2mE

T21:0
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mao

h—2mE’

entonces, en este caso la condicién (4.41)) nos dice que

T22 =

Too—1 T To2
Ty Thw—-1 T |=0,
T Ty Ty —1

o, sustituyendo los valores de T;; encontrados

mao -1 0 mao efQZx/meE/h
W —2mE W —=2mE
mo e—l\/—QmE/ﬁ -1 mo e—l\/—QmE/h =0
hv/—2mE hw—2mE ’
ma e—2l\/—2mE/h 0 mao -1
W —=2mkE W—2mkE

Desarrollando el determinante,

(ma —1> -1 e e
A/ —2mE 0 W=y i 1

mao efl\/m/h -1

Jr( mao 62l\/2mE/h> fiv/—2mE -0
hW—2mE _ma__o-2V=ERE/L g | T

2
mo 62[\/2mE/h> =0,

2 2
(L _ 1) _ (Le—%\/—QmE/h)
h/—2mE h/—2mE ’

asi,

mo mo o—2lV=2mE/h

——1==
hv—2mE hv—2mE

El resultado anterior coincide con el resultado obtenido en la ecuacién (4.23]),
lo cual era de esperarse, pues se trata del mismo sistema. Sin embargo, la
ecuacion se obtuvo a partir de que un determinante 2 x 2 fuera cero,
mientras que el resultado previamente establecido fue obtenido mediante un
determinante 3 x 3 igual a cero, que fue el resultado de realizar el caso par-
ticular de las férmulas generales obtenidas en este caso.
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Por otra parte de la ecuacién (4.47)) se puede ver que:

m(a — 04(50,]‘_1) e—i(j—l)lp/h

2
— adn _ ilp/h —
_ uom(a @0, 1) (& Ty TI’L(O[ 0500)
wh p? —2mE wh

m(a —adyy) e e/l
wh p? —2mE
mao eilp/h mao e—ilp/h
uoﬁpQ —2mE + u2ﬁp2 —2mE’

“+us9

por lo tanto,

mao 6ilp/h mo e—ilp/ﬁ
$(p) = u wh p? —2mE e wh p? — 2mE"

Ahora, si renombramos a ug por u; en la ecuacion anterior, se hace evidente
que la funcién de onda calculada aqui coincide con aquella de la ecuacion

(4.19), como deberia de ser.

Las constantes ug y us que aparecen en la funcién de onda se calculan de
la misma manera que en los ejemplos anteriores, sélo que en éste caso el
sistema de ecuaciones que nos debe de dar la relacion entre ellas es el dado
en la ecuacion (4.40)), claro, utilizando los elementos 7}, de este problema.

Tercer caso:

El tercer caso de potencial con M deltas de Dirac consiste en tener igual que
en el caso anterior M = 2n, (n = 1,2, 3..) deltas de Dirac, pero con la difer-
encia de que en este potencial no todas las deltas estaran hacia abajo, sino
que se iran alternando primero una delta hacia abajo, luego una hacia arriba,
y asi sucesivamente. Mas concretamente, se esta hablando de un potencial
de la forma:

V(z) =) sen(t)(—1)'ad(z —tl), a>0, (4.49)

donde sgn (t) es la funcién signo:

1 st >0
sgn (t) = 0 si t=0
-1 st t<0.

En este caso, el potencial W resulta ser:
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V(x)

il — 2l 0 [

Figura 4.6: Potencial para n par.

W(p) = sgn(t)(—1) ac/"

El procedimiento para resolver éste potencial es exdctamente el mismo que
el del los ejemplos anteriores, y debido a que la diferencia entre éste y los dos
ultimos potenciales es sélo en el factor multiplicativo uno puede inferir, sin
necesidad de volver a hacer los cédlculos, cudles seréan los resultados.

Entonces, siguiendo el método de nticleos separables se encuentra que la
funcon de onda en este caso es:

masgn (j —n)(—1)77""1 e=d—mp/h
o(p) = E u; — 7 omE (4.50)
Jj=0

Igualmente que en el caso anterior, las ecuaciones (4.40) y (4.41]) valen para
este problema, pero en este caso:

; j—n—1
Tk;] _ masgn (.] — n)(_1>j e—l\/—QmE‘k_th' (451)

v —2mE

Finalmente, al igual que en los casos anteriores, vale la pena ver qué ocurre
para un caso particular de n, para saber si se reproducen los resultados
obtenidos con anterioridad.

Cason = 1:

De igual forma que el segundo caso, aqui el valor que nos interesa es n = 1.
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Asi, si n =1, el potencial en la representacion de coordenadas es:

V()= sgn(t)(-D'ad(x —t) = ad(z +1) — ad(x - 1).

t=—1
Asi,
V(z) =ad(x+1) —ad(z—1), a>0,

que coincide con el potencial (4.27)), por lo que es de esperarse que las solu-
ciones también coincidan. Veamos, segun la ecuacién (4.50)), la funcién de
onda viene dada por:

(j —1)(=1)i—2 ¢~illG=1p/h

2
o(p) = Z u; masgn

§=0 mh p? —2mE
masgn (—1)(—1)"2 e~#(=1p/h masgn (0)(—1)~1 e=ilOp/h
- mh p* —2mE o mh p? —2mE
masgn (1)(—1)0 e~#(Lp/h
12 h p? —2mE
ma eip/h ma  e~iw/h

—Uy—— 55— T U —— -

wh p? — 2mE wh p? — 2mE
Ahora, si en la expresién anterior se cambia de nombre a ug por us y se
renombra a us, por up, es obvio que ésta coincide con la funcién de onda de

la ecuacién (4.31)), que es lo que se esperaba.

La ecuacién para la energia se obtiene calculando primero los elementos Tj;
mediante la ecuacién (4.51)), y luego sustituyéndolos en la ecuacién (4.41)), y
entonces desarrollando dicha ecuacion. De (4.51]) es facil verificar que:

T =~ 5w
Tor =0
Too = %e—mmﬁb
Tio = mo e—W=2mE/h
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T11 — O
Ty = mao o~ W=2mE/h
hv —2mE
Ty = — mao o= 2V =2mE/h
v —2mE
Tgl — 0
mao

T22 =

I/ —2mE’

Al igual que en el ejemplo anterior, en este caso la condicién (4.41)) nos dice
que

Too—1 T Toz
Ty Tu—-1 T | =0,
Tsg Ty, Txp—1

entonces, sustituyendo los elementos Tj;

__ ma -1 0 mo 6—21\/—2mE/h
hv—2mE hv—2mE
_ . m«a efl\/72mE/h -1 mao efl\/72mE'/h =0
h—2mE W —2mE ’
__ ma 6—2l\/—2mE/h 0 _ma
W —2mE h—2mE

o, desarrollando el determinante:

2
_ (ma n 1) <1 _ ma) _ (me—%/i—?mb“/h) _0
h/—2mE h/—2mE h/—2mE ’
por lo tanto,
2 2
(ma> 1= <ma> o—A/=ImE/h
v —2mE v —2mE

La ecuacién anterior es la ecuacion de la energia, la cual es la misma que la
ecuacion (4.33)), lo que confirma la validez de los resultados obtenidos.
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Método alternativo de solucion

Hasta ahora, sélo se ha empleado el método de nticleos separables para re-
solver la ecuacién de Schrodinger en el espacio de momentos. Sin embargo,
ademas de aplicar directamente la Transformada de Fourier a la funcién de
onda en la representacion de posiciones, existen diversos métodos para hallar
la funcién de onda en la representacién de momentos, los cuales se derivan de
los métodos empleados para resolver la ecuaciéon de Schrodinger en el espacio
de posiciones. Uno de los métodos que se pueden emplear es haciendo uso
de constantes de movimiento dependientes del tiempo [5]. Este método es
de utilidad para ciertos potenciales que no se pueden resolver directamente
de la ecuacién integral de Schrodinger, ya sea por que divergen las integrales
que aparecen en el procedimiento, o por que el nicleo de la ecuacion integral
no es separable, lo que hace que sea mas complicado resolver dicha ecuacién.

El método consiste en proponer un operador Hermitico A dependiente del
tiempo que sea constante de movimiento, es decir, que satisfaga

04
ih + [A, H] =0, (5.1)

con H el Hamiltoniano del sistema. Luego, si ¢ es una eigenfuncién de A
con eigenvalor A\, A¢ = A\, y si ¢ satisface la ecuacién de Schrodinger,

96
ihg: = Ho, (5.2)

entonces A debe ser una constante.

5.1 Ejemplo

El método para resolver la ecuacion de Schrodinger mediante constantes de
movimiento es como sigue:

43
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Se considerara el siguiente potencial:
V(x,t) = —aut. (5.3)

Por lo tanto, el Hamiltoniano del sistema es

p2

H = om axt, a > 0. (5.4)
Sea ([B])
tp  ot?
Xo=z— 242 .

una constante de movimiento. La correspondiente ecuacion de eigenvalores
es

Xo¢ = 00, (5.6)

donde xy es el eigenvalor. Por lo tanto, en la representacion de momentos,
dicha ecuacién toma la forma

o tp  ot?
h— — 24 — . 5.7
(Z dp m + 3m> ¢ = o9 (5.7)
La solucién a la ecuacion anterior es de la forma
7 tp?  atdp
¢(p,t) = F(t) exp [ = (xop o )| (5.8)

con F(t) una funcién de t sélamente. Finalmente, sustituyendo la ecuacién
anterior en la ecuacién de Schrodinger [5.2] se obtiene que la funcién de onda
en el espacio de momentos es

i (oD atdp  axmet?  tp?
1) = Kexp |~ _ap - 5.9
o(p,1) P [ h <15m 3m 2 * 2m * $op)] ’ (59)

donde K es una constante.



Conclusiones

En este trabajo se presenté un procedimiento para encontrar funciones de
onda en el espacio de momentos directamente de la ecuacién de Schrodinger
en el espacio de momentos. Se encontré la condicion que debe cumplir el
potencial dependiente del momento para que corresponda a un potencial real
en el espacio de configuracion. También se desarrollaron algunos ejemplos de
potenciales mediante el procedimiento mostrado.
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