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RESUMEN

El interés en modelos deterministas y cadticos radica en la posibilidad de
estudiar la relacion existente entre las caracteristicas macroscopicas de fendmenos
irreversibles, como los coeficientes de transporte, con las propiedades dinamicas
microscopicas del sistema. Los modelos de billares, que tienen una dindmica que
puede ser descrita en términos de mapas de colisiones, han mostrado ser muy ttiles
en este aspecto. Recientemente, el modelo de estudio ha sido el gas “girante” de
Lorentz (GGL). Este es un modelo mecénico microscépico de termo-difusién que
se inspira en el gas de Lorentz. Aqui las particulas errantes colisionan con discos
dispersores que rotan con alguna velocidad angular intercambiando energia de
manera elastica, que lleva al GGL a alcanzar un equilibrio termodinamico local.
De esta manera el GGL muestra un comportamiento de transporte totalmente
realista sin dejar de ser resoluble exactamente en el nivel de la mecanica estadistica
de equilibrio. Sin embargo, cuando el GGL se encuentra bajo la influencia de un
alto campo eléctrico normalizado, contribuciones mas alla del régimen lineal son
necesarias.

Esta tesis explora a través de una dinamica molecular del GGL las influencias
del campo électrico, debido a la importancia que tiene la disipacién interna del
trabajo hecho por el mismo campo. Se propone un modelo hidrodinamico que toma
en cuenta los efectos disipativos en las corrientes de flujo de energia y masa. Este
modelo logra explicar las oscilaciones de longitud de onda larga en la densidad de
particulas (como funcién de la coordenada a lo largo del canal), que se atribuyen al
acoplamiento entre el transporte del calor y la materia comtinmente encontrados
en sistemas reales. Ademds, logra explicar los perfiles de la temperatura para
el gas de particulas que se mueven en el canal con discos dispersores. Por otro
lado, pequenias oscilaciones en la densidad de particulas alrededor de cada disco
dispersor, se atribuyen al movimiento resonante provocado por el campo, la
longitud del canal y por la densidad de discos dispersores. Estas vibraciones son
soluciones tipicas de un péndulo paramétrico. Se determinan los parametros del
sistema que juegan el rol fundamental para determinar las zonas de estabilidad
en la densidad de particulas a lo largo del canal.
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Introduccion

El problema del movimiento de una particula cargada en un medio dispersor
bajo la influencia de un campo eléctrico uniforme fue resuelto por Hendrik Lorentz
[1]. A inicios del siglo XX Paul Drude desarrolld un modelo que reproducia los
resultados basicos de la teoria cualitativa para la conduccion eléctrica en los
metales [2]. Sin embargo, Lorentz, en su modelo hizo la suposicién de que los
electrones sufren una dispersion eldstica (no disipacién) por lo que éstos ganan
constantemente energia cinética conforme se aceleran en el campo y no pueden
dar lugar a una funcién de distribucion de velocidades asintética estacionara.
Este dilema motivo investigaciones sobre el gas de Lorentz, en las cuales algunas
formas de disipacién fueron explicitamente incorporadas [3-6], y la ley de Ohm
fue obtenida. En la ausencia de disipacién, Piasecki y Wajnryb [7] reconocen las
ausencias fundamentales que se originan de la no estacionariedad del sistema. Por
otro lado, las ecuaciones fenomenoldgicas de la termodinamica irreversible, que
describen la difusion, la conduccion de calor, y la viscosidad entre una multitud
de otros fenémenos, son de gran importancia en muchos campos. Enlazar estos
fenémenos a la dindmica microscopica subyacente es, sin embargo, altamente no
trivial y hasta ahora los resultados no han sido concluyentes. En este sentido,
un modelo de gas de Lorentz con colisiones inelasticas fue usado, para estudiar
transporte de calor en un canal cuasi-dimensional colocado entre dos reservorios
térmicos a diferentes temperaturas [8]. Mientras los resultados fueron consistentes
con alguna especie de transporte de energia difusivo, la identificacién con la ley
de Fourier no fue encontrada [9], dado que este sistema no satisface el equilibrio
térmico local (ETL), suposicién fundamental de la termodindmica irreversible.

En el modelo del gas “girante” de Lorentz (GGL), inspirado en el gas de
Lorentz descrito, las particulas errantes colisionan con discos dispersores (que
giran con alguna velocidad angular) intercambian energia de manera eldstica
y esto provoca que el GGL alcance un equilibrio termodindmico local. Este
modelo ha sido importante para la comprensién de algunas las propiedades
fisicas significativas de los materiales [10-13], por ejemplo, en el GGL muestra
un aumento en la eficiencia termoeléctrica considerable [12]. En ese trabajo los
coeficientes de transporte en el régimen de respuesta lineal, que caracterizan el
flujo de calor y de materia, son finitos en el limite termodindmico. Sin embargo, los



Introduccién

dos flujos no son trivialmente acoplados. Auin cuando se ha mostrado que bajo a
un campo eléctrico aplicado causa la misma corriente como la que corresponderia
a un gradiente de potencial quimico [11] (en primer orden del campo aplicado),
discrepancias visibles en altos ordenes del campo son esperadas en los céalculos
numéricos.

Pocos trabajos son encontrados en la literatura con altos ordenes en el campo
y una teoria que explique dichas discrepancias no existe. Dada la importancia
que tiene la disipacion interna del trabajo hecho por el campo, esta tesis explora
la influencia de un campo eléctrico uniforme de magnitud E. A través de una
dinamica molecular en el GGL, se observan los perfiles tanto de la temperatura
como de la densidad de particulas a lo largo del canal. En particular, se estudian las
oscilaciones para la densidad alrededor de cada disco dispersor, en dependencia de
la distancia del canal, la distancia entre los discos y del campo eléctrico aplicado.

Esta tesis se divide en tres Capitulos y una seccién de conclusiones. En el
primer Capitulo se hace una revision de la literatura respecto a la teoria del
modelo del GGL. Ademds, se analiza el modelo de red triangular y sus limites
entre los horizontes “finito” e “infinito”, y se describe el programa de simulacién
usado para obtener los resultados numéricos del GGL.

En el segundo Capitulo se analizan las ecuaciones de Onsager y los coeficientes
de transporte, mismos que caracterizan el flujo de calor y la materia, ambos
no trivialmente acoplados. Se obtienen las expresiones exactas de todos los
coeficientes de transporte y de los flujos. Se muestra que el régimen de respuesta
lineal no es suficiente para explicar las discrepancias visibles, entre en los perfiles
de la temperatura y densidad obtenidos en este régimen y aquellos obtenidos por
la simulacion.

El tercer Capitulo contiene en una mayor profundidad, y originalidad, la
propuesta de un modelo hidrodindmico que toma en cuenta los efectos disipativos
del calor de Joule en los flujos de energia y masa. Dicho modelo explica en buena
manera el perfil de la temperatura promedio, asi como las oscilaciones de onda
larga en la densidad promedio a lo lago del canal. Sin embargo, el acoplamiento
entre el transporte del calor y la materia comuinmente encontrados en sistemas
reales, en nuestro caso, se ven manifestados por las pequenas vibraciones de
la densidad promedio alrededor de cada disco dispersor. Estas vibraciones son
soluciones tipicas de un péndulo paramétrico. De esta manera se determinan los
parametros del sistema que juegan el rol fundamental para determinar las zonas
de estabilidad en la densidad de particulas a lo largo del canal.

Finalmente, se presenta un resumen de las conclusiones principales de la tesis.
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Capitulo 1

El Gas de Lorentz

A inicios del siglo XX, Paul Drude desarrollé una teoria cualitativa para
la conduccién eléctrica en los metales. Para establecer una base mas sélida
para la teorfa de Drude, Hendrik Lorentz [14] sugirié un modelo idealizado de
este transporte de electrones en la que: (i) las interacciones electrén-electrén se
ignoran, (i7) los dtomos de fondo se tratan como dispersores esféricos inméviles,
y (4i7) la interaccion electron—atomo se describe mediante dispersién eldstica. La
suposicién (ii) es crucial, ya que convierte un problema de muchos cuerpos en
un sistema de una sola particula eficaz que consiste en una particula “prueba”
y un fondo estatico. El modelo de Lorentz representa una fuente poco comun de
resultados exactos en la teoria cinética, que proporciona un ejemplo concreto
donde la reversibilidad microscépica puede conciliarse con la irreversibilidad
macroscdpica, y revela una variedad de propiedades inesperadas. Este modelo es lo
suficientemente simple para ser susceptible de estudios analiticos rigurosos [15-20].
En este capitulo se analiza el modelo de red triangular, se definen los limites de
los horizontes “finito” e “infinito”, y se hace una descripcion general del modelo

del GGL.

1.1. Gas de Lorentz periédico

El modelo dindmico molecular mas simple es aquel que toma en cuenta las
suposiciones descritas por Lorentz, antes mencionadas. En este modelo y cuando
se usan condiciones limites periddicas, el momento se conserva entre colisiones
por lo que una particula simple se mueve trivialmente con velocidad constante.
La consideracién de que la interaccion sea de esfera dura, al menos dos discos duros
moviéndose en dos dimensiones bajo condiciones limites periddicas, es suficiente
para regresar a una dindmica trivial [21]. Es decir, si se supone que no hay arrastre
(no movimiento del centro de masa) y unicamente se considera el movimiento
relativo, entonces el problema de dos discos duros es equivalente al movimiento

11



Capitulo 1. El Gas de Lorentz 1.1. Gas de Lorentz periddico

OO OO
Q@@QQ QO@QQ

Figura 1.1: Gas de Lorentz periddico con red hexagonal. Los dispersores tienen
radio unitario. Existen 3 regimenes dependiendo del espacio w. (a) Horizonte
infinito, w > 4/4/3 — 2. (b) Horizonte finito 0 < w < 4/v/3 — 2. (c) Traslape
V3-2<w<0.

de una particula puntual colisionando con un disco del doble de su radio original,
con condiciones limites periddicas o, en equivalencia, con una red periddica de
tales dispersores. Este modelo descrito es lo que se conoce como el gas de Lorentz
periédico.

Existen tres regimenes en el gas de Lorentz periddico, dependiendo de la
forma de la celda periddica y el tamano de los discos duros ver Fig. 1.1. Ya
que la reduccion a las coordenadas relativas tiene el efecto de doblar el radio, es
posible para los discos se traslapen en el caso reducido, y entonces conduzcan a
un escenario atrapado donde no hay difusién. Cuando los discos no se traslapan,
para una celda hexagonal es posible tener un cota superior en el tiempo entre
colisiones, y el gas de Lorentz se dice que tiene horizonte “finito”, y hay difusion
normal definida por (z?) ~ t [22]. Para celdas cuadradas, rectangulares, y
tridimensionales, los discos no se traslapan y se dice que la celda tiene horizonte
“infinito”. Esto conduce a una difusiéon anémala de la forma (z?) ~ t1Int [20].

El tamano de w esta relacionado con la densidad de los discos n dado por el
area entre los circulos de la red y el tridngulo formado por los centros de los discos
dispersores. En la Fig. 1.2 el espacio entre los centros de los discos es de 2 + w,
donde w es la distancia entre los discos dispersores. Por lo que podemos llegar a
la siguiente relacion Ec. (1.1).

n=2/[V3(2+w)?, (1.1)
el valor de w. = 0.3094 denota el tamano de la brecha, entre los horizontes “finito”

e “infinito”.
La celda peridédica en dos dimensiones es frecuentemente cuadrada, rectangular

12



Capitulo 1. El Gas de Lorentz 1.2. GGL y su Simulaciéon
Q@
@ i)
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Figura 1.2: El minimo h para que estar en el horizonte finito e infinito, se requiere
h = 2, considerando que la distancia entre los centros de los discos es 2 + w.
Entonces h = sen(§)(2 +w) = \/75(2 + w). Por lo que la densidad de discos
dispersores esta dado por la Ec. 1.1.

o hexagonal. En cada uno de estos casos, el gas de Lorentz es dinamicamente
equivalente a un billar finito de la misma forma, tamano y con paredes limites
duras. Esto se debe a que un billar con reflexiones en los limites puede extenderse
reflejando los dominios a través de cada limite recto. Asi el gas de Lorentz con
una celda periddica cuadrada es equivalente al billar de Sinai [23], el cual contiene
un dispersor circular en el centro de un billar cuadrado.

En el gas de Lorentz se puede inducir un estado estacionario fuera del equilibrio
imponiendo condiciones de flujo en los bordes, esto puede lograrse acoplando
reservorios estocasticos de particulas puntuales en los bordes del billar [24]. La
diferencia entre los potenciales quimicos de los reservorios se traduce en un
gradiente de densidad a través del sistema, por lo que se genera una corriente
dada por la ley de difusién de Fick.

1.2. GGL y su Simulacién

Recientemente, el modelo de estudio ha sido el gas “girante "de Lorentz
(GGL) [10,11] ver Fig. 1.3, el cual es un modelo mecanico microscépico de termo-
difusién que se inspira en el gas de Lorentz. Las particulas errantes de masa m = 1
y carga e = 1, colisionan con los discos dispersores que rotan con alguna velocidad
angular y cuyos radios tienen tamanos R = 1. En este modelo se supone que las

13



Capitulo 1. El Gas de Lorentz 1.2. GGL y su Simulacion

Rle
.E. .

Figura 1.3: Tlustracion esquematica de la geometria de los dispersores que estan
dispuestos en un arreglo triangular con horizonte finito para evitar trayectorias
infinitas [11]. Los centros de los dispersores se encuentran fijos sobre una red de
triangulos, a lo largo del canal con condiciones limites periddicas a lo largo de
la direccién vertical. El sistema que consideramos es abierto ya que el canal esta
conectado a reservorios con densidades fijas p;, po vy temperaturas fijas Ty y T,
respectivamente.

particulas intercambian energia de manera elastica con los dispersores y el sistema
GGL alcanza un equilibrio termodindmico local [11].

El GGL muestra un comportamiento de transporte totalmente realista sin
dejar de ser resoluble exactamente en el nivel de la mecanica estadistica de
equilibrio [10]. Al imponer los gradientes en la temperatura y potencial quimico, se
alcanza un estado estacionario y para el cual el equilibrio térmico se sostiene para
valores bajos de los gradientes impuestos. El transporte en este sistema es normal
en el sentido de que los coeficientes de transporte, que caracterizan el flujo de calor
y la materia, son finitos en el limite termodindmico. Sin embargo, los dos flujos no
son trivialmente acoplados, tal como se puede observar en [12], donde se propone
al GGL para incrementar la eficiencia termoeléctrica en sistemas de billares.
En ese trabajo, se encontraron expresiones exactas de todos los coeficientes de
transporte en el régimen de respuesta lineal. Atin cuando se ha mostrado que un
campo eléctrico aplicado causa la misma corriente, como la que corresponderia a
un gradiente de potencial quimico, en un primer orden del campo aplicado [11],
discrepancias visibles en altos ordenes del campo son observadas en los calculos
numéricos.

Estos cédlculos numéricos se obtienen simulando una red triangular de discos
dispersores, con energia m};”“”Q, con particulas que interactiian con los dispersores
en forma de choques elasticos, estas particulas tienen posiciones aleatorias dentro
del canal. Después, el sistema se deja evolucionar, resolviendo las ecuaciones de
Newton considerando que el momento lineal y la energia cinética se conserva en
cada interaccion.

A su vez, las particulas son redirigidas al inicio del canal cuando estas llegan
al final e igualmente cuando llegan a los bordes superior e inferior de este, para asi
reproducir una red peridédica infinita. Este sistema se encuentra bajo la influencia

14



Capitulo 1. El Gas de Lorentz 1.2. GGL y su Simulaciéon

Figura 1.4: Ilustracion esquematica de las divisiones dx lo largo del canal y de la
trayectoria tipica de una particula dentro de este [13].

del campo eléctrico (normalizado a E' = kgTy/L) durante un periodo de tiempo 7
hasta que las mediciones de los flujos de calor 7, y de particulas J. sean constantes
(caso estacionario). Una vez en este estado se mide la densidad y temperatura,
primero se divide el canal en secciones verticales dr (Fig. 1.4) y se cuenta la
cantidad de particulas en el drea entre los discos dispersores n(z) y su energia
E (donde E;(t) es la suma de la energia cinética, la potencial y la de los discos
dispersores), de esta forma se puede calcular la densidad p y temperatura 7' como:

n(x)dr = % /OT Z Oz — x;(t)]dtdx, (1.2a)

E(x)de = = /0 > Ei(t)6[x — x;(t))dtda, (1.2b)

=1

p(x) = /n(x)dw, (1.2¢)
(1.2d)

Este codigo ha sido disenado para medir la distribucién de probabilidad de la
velocidad de las particulas. Las mediciones fueron realizadas estroboscépicamente!
para las particulas que se encontraban en un bloque de cierta anchura en medio
del canal (xy;,,). Para aquellas particulas que se encuentran a una distancia xy,
de los discos, se calcula su movimiento de forma mas fina, por lo que se evita
contar particulas dentro de los discos dispersores.

Asi, estas consideraciones son ampliamente usadas para programas de
fenémenos de conduccién termoeléctrica por [10-13], donde las cantidades como Tj
y E tienen valores arbitrarios y normalizados, es por esto que de aqui en adelante

IE]l movimiento continuo de las particulas es simulado de forma discreta
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Capitulo 1. El Gas de Lorentz 1.2. GGL y su Simulacion

los valores numéricos de T'(x), p(x) y E son una representacién de sus valores con
unidades. Ademads, durante este trabajo se enfoco en el comportamiento de los
perfiles de p(x) y T(x) dependiente de las proporciones entre L, E y w mas no
en su equivalente en unidades reales, ya que para cada caso real se tendrian que
comparar estos parametros. En el Apéndice A se muestra parte de las subrutinas
que crean la estructura y que muestran la dinamica en el programa.
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Capitulo 2

Modelo lineal y Simulaciéon

Dentro del régimen de respuesta lineal, donde los efectos disipativos son
despreciados, y a partir de las ecuaciones para los flujos de energia y densidad
de particulas, se encuentran los perfiles promedios tanto de la temperatura como
de la densidad de particulas a lo largo del canal. Se muestra que para altos campos
eléctricos, este régimen es incapaz de explicar el comportamiento dichos perfiles
obtenidos por simulacién de dindmica molecular.

2.1. Relaciones de Onsager

En el régimen de respuesta lineal, las ecuaciones de transporte para los flujos de
particulas y de calor son . y J,, respectivamente. Para un material termoeléctrico
estan sujetas a un gradiente de temperatura 9,7 y a un gradiente de potencial
quimico 0,11,

\78 = _OsarT - 08%1_1/6, (21&)
J,= —Kd,T — ToSo.h, (2.1b)

donde k' es la conductividad térmica sin el efecto Seebeck, o conductividad
eléctrica, S coeficiente del efecto Seebeck y 7t potencial electroquimico. A partir
de las relaciones Ecs. (2.1) se calculan los flujos de densidad de electrones 7, y
de energia J, (con la ecuacién de balance de la entropia para sistemas abiertos)
como:

jp = Je/€7 (22&)
To = J,+ 7, (2.2D)

Estos flujos relacionan a J, y J, con los gradientes de 0,1 y 0,1t de forma no
trivial, donde el potencial electroquimico 7z es la suma de una parte quimica y otra
eléctrica i = p+ pe, con p = T'ln(p/T) el potencial quimico de las particulas [29],
e la carga de las particulas, £ = —0,¢ el campo externo y . = eg.

17



Capitulo 2. Modelo lineal y Simulacién2.1. Relaciones de Onsager

De las Ecs. (2.1) se obtienen las relaciones fenomenolégicas usuales, si el
gradiente de temperatura se desvanece (0, T = 0) entonces J, = —00,¢ = oE ya
que para un sistema homogéneo isotérmico p es uniforme, y si J, = 0 entonces
se obtiene la definicién del coeficiente de Seebek 0,1 = —eS0, T, finalmente se
obtiene la definicién comun de 7, como J, = —k9, T con k = k' — ToS?, por lo
que las Ecs. (2.2) se expanden a:

J, = _U_Sa T — 3 T, (2.3a)

J, = —k&,T+7 (—ﬁa T - axﬂ> (2.3b)

_oS _0 o _

Dado a que en el régimen lineal, los efectos disipativos (como el efecto Joule)
respecto al campo pueden ser despreciados, los procesos de termo-difusion y
termoelectricidad son equivalentes. Las ecuaciones de termoelectricidad (2.3)
pueden ser comparadas con las ecuaciones de transporte de termo-difusién, donde
las corrientes de densidad de particulas J, y energia 7,, en primer orden de las
fuerzas termodinamicas, pueden ser representadas en términos de la matriz de

Onsager L:
1

J, = L,,uax(f> + LoD ), (2.4a)

Ju = L0y ( )+ L0y ( ) (2.4b)

Expandiendo Ecs. (2.4) en términos de 0, T y 0,1 obtenemos:

I 1 1, _

T, = (LPPT2 - TLPU) 0, T — Lppfaxu, (2.5a)
o 1 1

Ju = (LUPTQ — Lyu=— ) 0, T — LUpTa a. (2.5b)

En ausencia de campo magnético la reciprocidad de Onsager resulta en simetria
para L (L,, = L,,). Comparando los coeficientes de las Ecs. (2.3) y (2.5),
se pueden obtener los coeficientes experimentales respecto a los valores de los
elementos de L, por lo que se obtienen los coeficientes de la termoelectricidad en
términos de los de termo-difusién:

o=—=L,, (2.6a)



Capitulo 2. Modelo lineal y Simulacién 2.2. Comparacion

detL
= — 2.
k TQL,,,,’ (2.6b)
1 L., _
=—(—F — 7). 2.
S eT(Lpp M) ( 6C)

2.2. Comparaciéon

Gracias a que en la seccién anterior se prob6 que la teoria de termoelectricidad
y termo-difusion son equivalentes en este sistema, ahora es posible usar las
corrientes instantdaneas microscopicas. De esta manera un gas ergddico de
particulas neutras no interactuantes, con masa m en un contenedor d-dimensional,
fue considerado en [12] para estudiar un gas diluido en estado de no-equilibrio en
un canal de billar cadtico, conectado a través de dos reservorios con p y 1" fijos.
Al integrar J, sobre la energia en la apropiada distribuciéon candnica, se obtiene
la proporcién de las particulas inyectadas en el canal v, escrita como

A 1/2

El valor de 7 esta relacionado con g en un gas con D grados de libertad como:

Cpy

donde Cp es una constante dependiente de D. La proporcion de energia inyectada
desde los reservorios viene dado como € = yT'(D+1)/2. Si p;(1) es la probabilidad
de transmisién de un canal de longitud [, como consecuencia tenemos que los
valores de J, y J, dependen de la diferencia de las proporciones de € y « en el
lado izquierdo i y derecho d del canal

Jp = pe(1)(vi = 7a), (2.9a)
Ju = pe(1)(€; — €q). (2.9b)

Finalmente utilizando a € en las Ecs. (2.9) y usando la Ec. (2.8) para eliminar ~
en favor de p:

(2.8)

Ape(D)1
Jp = —W@x [T(DJFU/Q@“/T} s (210&)
A (D) D+ 1
Ju = —27”;()1) g O [TH2erT]. (2.10b)

Aplicando estos resultados de [12] a nuestro caso para D = 2, con la consideracién
de que la contribucién del campo externo se encuentra en el cambio del potencial
electroquimico como en [11], se tiene que

J, = —A0, (T*?eMT) (2.11a)
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Jy = —A0, (;TW%M/T) : (2.11b)

A
donde A = 2 tgl)/Q Tomando en cuenta que de/T = e/TOL las ecuaciones
anteriores pueden reescribirse como

J, = —A%Twe"/T@xT — AT32#/T, <%) , (2.12a)
3D, 3/2 /T 352 /T
Ju = —ASSTYTOT — AST e/, T (2.12b)

Considerando que e*/T = p/T y simplificando las Ecs. (2.12):

J, = ——A\/p_a T — AVTpo, <T) (2.13a)
J, = —§Aﬁp&rT - Ang/Zpﬁw (%) . (2.13b)

Usando que 0, (%) se refiere al potencial electroquimico, se llega a:

a, @) = 9, [m(T) (Zﬂ (2.14)
- %@(%)—G %T)

O.p 0, T e

Sustituyendo el valor de la Ec. (2.14) en las Ecs. (2.13), encontramos:

3,0p o 0T
=——A—0,T - A - = — —(ET T 2.1
J, 2\Fa \/_{p - T( +¢a)} (2.15a)
_ b A3, |G T e
Jy = 4A\/Tp8xT AT p{ p =~ g (BT +¢0:T)| . (2.15D)
Simplificando las Ecs. (2.15):
AN _ P
i (2 T) ﬁﬁmT-I—\/T@xp \/TeE, (2.16a)
2Jy 3
_S_A: (5——) \/_8 T+\/_T82p ,0\/_€E (2.16b)
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095 el
0.94 : ﬁ
160"
2 093 =
<092 Al
091} MM - 150
0.90" ‘ ‘ ‘ ‘ W‘ v‘u 1 ‘” ‘7 1455‘
(b) N o S
0.94; - 2100
0.92) - 200
0.90- 190
X 0.88F % 180
Q
0.86 170¢
0.84 160
0.82 | | | | | - 150
0 5 10 15 20 25 3 0 5 10 15 20 25 X
X X

Figura 2.1: Perfiles de la densidad (a) y (b). De la temperatura (c) y (d), las graficas se
obtienen al resolver las Ecs. 2.17 cuando E = 2kgTy/L, L = 30 y po = rhoy = p2 = 0.9.
Para los perfiles rojos Ty = 171 = T5 = 150 ((a) y (c)). Mientras las graficas naranjas se
obtienen con T} = 145 y T = 155 ((b) y (d)). Los perfiles azules son los de la simulacién
del GGL con las mismas condiciones.

Ahora en el caso estacionario el gradiente de las corrientes .J, y J, es cero, lo que
implica las Ecs. (2.17) considerando a A constante para cada experimento.

o, (—%) — 4, K% - ?) %&T NG %eE} —0,  (217a)

0, (-E) =9, K; - %) pNTO,T + VTT,p — p\/TeE} —0. (2.17h)

Dado que se tiene un sistema de ecuaciones no lineales acopladas con
condiciones a la frontera, el método de disparo (“shooting method”) se convierte
en el método més oportuno para conocer las funciones p(z) y T'(z), usando como
parametros de entrada algunos valores de p y T, respectivamente. Usando un
programa numérico desarrollado para el método de disparo fue posible conocer
estas funciones. Para los valores fijos en las fronteras T; = Ty = Ty = 150 y
p1 = pa = po = 0.90 con un campo de E = 2kgT,/L, las soluciones a las Ecs.
(2.17) son mostradas en la Fig. 2.1 de color rojo. Se observa que incluso variando E,
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el comportamiento de los perfiles tanto para la temperatura como para la densidad
no cambian a lo largo del canal. La explicacién a esta discrepancia entre los perfiles
descritos por el modelo lineal en las relaciones de Onsager y el resultado numérico,
se debe a que estas ecuaciones no toman en cuenta los efectos disipativos en las
corrientes de flujo de energia y masa (tal como el efecto Joule) bajo la influencia
de un alto campo eléctrico normalizado.

Por otro lado, la Fig. 2.2 muestra los perfiles T'(z) y p(z) cuando existen
condiciones diferentes en la frontera de T' (17 = 145 y T, = 155) con valores muy
distintos de campo E. Se muestra que el comportamiento de los perfiles no se
acerca al mostrado como resultado de la simulacion del GGL que se muestra en
la Fig. 2.1.

0.905¢ = 16p
@ o.9oo~7% © 12;
< 0.895 / 'R
&) X 150,
0.890 | & gl
0.885 L 146
0 5 10 15 20 25 30 ™07 10 15 20 25 30
. 156
) 0905 @ 154
0.900
_ 152
< 0.895 X 150
= 7 -
0.890 -~ 148:
0.885 | 146
0.0 02 04 06 08 10 5 05 04 06 08 10

X X

Figura 2.2: Perfiles de la densidad (a) y (b). De la temperatura (c) y (d). Al resolver las
Ecs. 2.17 cuando L = 30, pg = p1 = p2 = 0.9, 11 = 145 y T = 155. Con un acercamiento
a xe {0, 1} para un mejor detalle. E = 0 (azul),E = 2kpTy/L (naranja) ,E = 30kpTo/L
(rojo), E = 50kpTy/L (verde), E = 70kpTy/L (morado) y E = 100kgTy/L (negro)
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Capitulo 3

Oscilaciones en el GGL

Mediante simulaciones de dinamica molecular del GGL bajo la influencia de un
campo eléctrico espacialmente uniforme de magnitud E, este capitulo se muestra
que la temperatura dentro del sistema se incrementa debido a la disipacién interna
del trabajo hecho por el campo. Este efecto es bien conocido como calentamiento
de Joule. Un perfil de la temperatura encontrado desde la simulacién nimerica
puede observarse en [11]. Nosotros suponemos que para valores del campo eléctrico
E > kgTy/L (Ty, = T1 = T2), existen oscilaciones en la densidad de particulas
alrededor de cada disco dispersor (como funcién de la coordenada a lo largo del
canal), asi como oscilaciones de longitud de onda larga de la misma, las cuales
deberian ser atribuidas al acoplamiento entre el transporte del calor y la materia
comunmente encontrados en sistemas reales. Las pequenas oscilaciones alrededor
de cada disco dispersor pueden ser descritas por la ecuaciéon de Mathieu.

3.1. Perfiles de la Simulacion

Mediante el programa de simulaciéon escrito en el lenguaje de Fortran, se
pudo simular el GGL en una red triangular con los valores fijos de frontera de
la temperatura Ty = Ty = Ty = 150 y de p; = p2 = po = 0.93. Con esto se pudo
observar el cambio del comportamiento de p y T para los campos E = 2, 3y 4 Ej,
donde Ey = kpTy/L. Los valores la distancias de los discos fueron w = 0.9w,, 1w,
y 1.1w, y finalmente variando a L con L = 20, 30, 40 y 50.

Para visualizar los resultados obtenidos, primero se mostraran los perfiles
de temperatura Fig. 3.2 y densidad Fig. 3.1 manteniendo fijo a L = 30 pero
cambiando a 'y w (con el objetivo de ejemplificar el comportamiento general de
variar w en distintos F). Después se mostraran los resultados en las Figs. 3.3 y 3.4
para L = 30 y w = 1w, pero variando a F para mostrar de una forma mas clara
su efecto. Finalmente se presenta en las Figs. 3.5 y 3.6 los perfiles de densidad a
w = lw. y £ = 2 contantes y distintos L.
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Figura 3.1: Perfiles de la densidad en el GGL cuando E =2 (a), E=3 (b) y E =4
(¢). Denotando a w = 0.9w, con rojo, w = w, con azul y w = 1.1w, con verde (con las
condiciones de frontera ya fijadas). 924
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Figura 3.3: Perfiles de la densidad en el GGL cuando E =2 (a), E=3 (b)y E =4
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Figura 3.4: Perfiles de la temperatura en el GGL cuando E = 2 (a), F
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Figura 3.6: Perfiles de la temperatura en el GGL cuando L = 40 (a), L = 50 (b) y
L =60 (c).
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Capitulo 3. Oscilaciones en el GGL 3.2 Modelo hidrodinamico

3.2. Modelo hidrodinamico (Envolvente)

Como se ha discutido en el capitulo 2, la teoria de termoelectricidad es
insuficiente para explicar los resultados numéricos obtenidos en campos de mayor
orden. Nosotros proponemos un modelo simple que explica el perfil de la densidad
en dos partes. En esta seccién se propone la funcion envolvente de la densidad a
lo largo del canal basada en un modelo hidrodinamico.

La razon principal de dividir el modelo en dos partes, es debido a que como
se muestra en las Figs. 3.3 y 3.4 (donde se indican los perfiles de la densidad y
temperatura para E = 2, 3 y 4 respectivamente), se observan oscilaciones de onda
larga en el perfil de la densidad de particulas.

Las funciones envolventes del comportamiento oscilatorio tanto en la densidad
como en la temperatura, se deben al proceso de dispersién de las particulas por los
discos al ser constantemente aceleradas por el campo eléctrico E, estas funciones
envolventes pueden ser ajustados desde una descripcién hidrodinamica para las
corrientes de flujo de corriente J, y flujo de calor [J, como se muestra en las Ecs
3.1

Jp, = —D0yp + vpo, (3.1a)

donde D es una constante de difusion, v la velocidad terminal de arrastre y « la
conductividad térmica usual. De la ecuacién de balance para sistemas abiertos [29],
el flujo de corriente de energia 7, se relaciona a los flujos anteriores como:

donde el potencial electroquimico es @ = p + ep, = Tln(p/T) es el potencial
quimico en campo cero [12] v ¢ es el potencial eléctrico. De [12], donde se trata
el caso con E = 0, se estima que x o« pv/T. Estudios recientes en el gas de red de
Lorentz [25], donde el campo puede tomar valores altos, es decir, E > kgT(/L, se
ha observado que la movilidad se presenta como

v =(1—n)u, (3.3)

con vy = Dkb% la velocidad de arrastre en una red libre de impurezas y n esta
asociado a la densidad del nimero de discos Ec. (1.1). Nosotros tomamos py como
la densidad de particulas cuando la densidad del nimero de discos es nula n = 0.

Cuando el campo esta presente junto con la red de discos, la densidad de
particulas se puede aproximar con p ~ po/(1 — n), mismo que puede escribirse
como:

oo~ — =2 (3.4)

1—n
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con n representando la probabilidad de salir de la trampa generada por los
dispersores en el i proceso de dispersion. En el caso n < 1, se puede escribir
como:

L=n~(2=p/po). (3.5)

En este caso se puede reescribir el termino vpy de (3.1.a) como

E
vpo = DkB—T(QPo =), (3.6)

donde consideramos D = cte. Las Ecs. (3.1.a) y (3.2) se expandan en:

DE
Jp = —D0yp + —=(2po — p), (3.7a)
kpT
_ E
kpT

En nuestro caso estacionario, las ecuaciones de continuidad para el flujo de
corriente y energia Ecs. (3.7) implican las Ecs. (3.8).

amjp - 07 (38&)

donde justamente el término (0,71)J, incoropora el calor de Joule en el sistema.
Para desarrollar las Ecs. (3.8), primero se expandira a J,f, considerando el
potencial electroquimico t = T'In(p/T) + e¢, obteniendo:

0.5 = 0,Tln (%) + T;ax (%) _¢E, (3.9)
= [ln (%) — 1} 0, T + %&L«p —ekF.

Usando las Ecs. (3.7) y Ec. (3.9) sobre la Ec. (3.8), obtenemos:

E
Do, {—(%P + kB_T(on - P)} =0, (3.10a)
0T, = —ROPT+ (3.10D)

D&x{ [In (£) —1] 0.7 + Lo, - eE} [~ 0.0+ £ 20— p)] =0

Considerando que k = Dpy/T, K = 1y e = 1 entonces las Ecs. (3.10) se reducen
a:
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Figura 3.7: Perfil de la densidad en el canal cuando E = 2. La linea sélida azul
muestran los datos de simulacién mientras que la funcién negra es la envolvente

Pe-

2p0E

pE E
—9%p — 0. T + T —0,T — Tamp =0, (3.11a)

2Tp{ 2T0,p(T,p — 2p0 E) (3.11b)

—2,0{2,00E2 + 8xT[ — 2p0E(ln:ﬁF — 1)]

+T320,p + T (Ink — 1)axp} + 0 { —2E(Ink — 1)] 0, T
—VTOT + 2(E? — T%22T) } = 0.

Simplificando las Ecs. (3.11), obtendremos un sistema de ecuaciones diferenciales
parciales acopladas de p y T, la solucién de la densidad obtenida de este par
de relaciones Ecs. (3.12) se senala en la Fig. 3.7, que desde ahora llamamos p,
donde el subindice e denota el valor promedio de la densidad (la envolvente), que
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satisface las Ecs. (3.8). Finalmente obtenemos las Ecs. (3.12).

pe(x) + P(x)pe(x) + Q(x)pe(r) = R(x), (3.12a)
T"(z)F(x) + G(x)T"(z) + H(z)T(z) = 0, (3.12b)
P(x) = T](Ex)’ Q(r) = _T2E()$)T/(x)> R(r) = — qgo(z)T,(x% (3.13)
Fla) = /T 1 +27@),  G) =2p@)B {in | 58] = 1} 200 — pe(a).

HI[T(x),x] = 4p,(x)po B — 2T () p2(x) — 2T (2)*2po ()l (x)

=20, (@)pe(@)T(2) {in | 53] — 1} +2B2 [1 = 2p.(2)p].

Una vez més para resolver este par de ecuaciones acopladas con condiciones a
la frontera, se usé el método de disparo donde los valores en las fronteras son
los mismos, es decir, T = Ty y p1 = po. Asi es como se logro obtener el valor
envolvente de la densidad que se muestra en la Fig. 3.7.

3.3. Péndulo Paramétrico

Los fenomenos oscilatorios en la naturaleza generalmente producen patrones
espaciales o temporales que se pueden entender de manera tedrica desde el
marco de trabajo de las resonancias paramétricas. Un ejemplo de esto es el
péndulo paramétrico. Este es un modelo en numerosas aplicaciones en ingenieria,
incluyendo estructuras marinas [26], y ha sido uno de los sistemas mas comunes en
la literatura para ilustar la dinamica de un oscilador no lineal. Entre sus diversas
respuestas, puntos de equilibrio, oscilaciones, rotaciones asi como el caos pueden
ser observados. Debido al proceso de dispersién de las particulas, por los discos al
ser constantemente aceleradas por el campo eléctrico E, junto con la simetria de
la red, las pequenas oscilaciones en la densidad electronica promedio alrededor
de cada disco dispersor, se pueden se modelar como soluciones tipicas de un
péndulo paramétrico [27]. Después de un ajuste numérico, la densidad promedio
de particulas a lo largo de canal, en el caso w = w,, puede escribirse como

p(r) = pe() + pp(), (3.14a)
pp(z) = A[sen(wz) + sen(2wz + ¢)]. (3.14b)
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donde la cantidad fluctuante p,(x) tiene la forma de solucién tipica del péndulo
paramétrico. Aqui A es la amplitud de la oscilacion, w = 7 la frecuencia de los
discos en el canal y ¢ = m/2 una constante. Para mostrar que p,(z) puede tener la
forma de la solucién de un péndulo paramétrico, es necesario obtener su ecuacién
diferencial, la cual puede escribirse como

pu(x) — 2wsen(wz)pl,(x) + w?[5 + 4 cos(wz)]pp(z) = 0. (3.15)
Esta cuacién tiene la forma de un oscilador paramétrico:

d’x dr —

— t)— 2(t =0 3.16
(1) + (1) () =0, (3.16)
donde z(t) es la amplitud del péndulo, ¢ el tiempo (la variable de la que depende
su amplitud) y finalmente los pardmetros 5 y w? que solo dependen de t. En
nuestro caso suponemos que p, es la amplitud y su variable independiente es la
posicion en el canal z. Llevando la relacién (3.15) a la Ec. (3.16) se tiene:

pp(x) = =B()p,(x) — w?(x)pp(), (3.17)
B(xr) = —2wsen(wz), (3.18a)

B (z) = —2w? cos(wz), (3.18b)
w?(x) = W[5 + 4 cos(wx)]. (3.18¢)

Ahora el definir las siguientes funciones nos permitird reducir la Ec. (3.14.b):
1 x
D(x) := 5/ B(x)dz, (3.19a)

q(x) = eP@p,(2). (3.19b)

Derivando sucesivamente a ¢(z) y D(z), obtenemos:

¢ (x) = "D (@) py() + ply ()], (3.20a)

¢"(z) = e"D[D () py(w) + 2D’ () py () + D" () ppl(x) + py(x)],  (3.20D)
donde

D'(z) = @ (3.21a)

D"(z) = 5/;@. (3.21D)
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cos(2w)
10

Figura 3.8: Comparacién entre - + cos(wz) + (negro) y 1+ cos(wx) (rojo).

Ahora sustituyendo y simplificando los valores de la Ec. (3.17), Ec. (3.19.b), Ec.
(3.20.a), y Ecs. (3.21) en Ec. (3.20.b) obtenemos:

i) = GD@{ 2] 01+ st (322
|52 o)+ [8e) - o) }

con Q2(z) = w2(z) — (22)2 — £ v yegresando a los valores de w?(z) y de (242)?

que aparecen en Ecs. 3.18, tenemos:

¢"(z) + q(2)Q*(x) = 0. (3.23)

Ahora desarrollando a (2?(x)) en Ec. (3.24) y usando una aproximacién que se
muestra en la Fig. 3.8
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O2(z) = W[5+ 4cos(wa)] — [Mr _ {M

: 5 } (3.24)
= W[5+ 5cos(wx) — sen®(wz)]
cos(2wx)]
2
cos(2w:v)]
10

= wQ[g + 5 cos(wx) +

9
_ 2
= bw [—10 + cos(wx) +

5w?[1 4 cos(wx)]
wall + f ()],

con w? la frecuencia natural del oscilador arménico amortiguado y f(x) la funcién
de bombeo de un oscilador armoénico simple:

¢"(7) + q(x)w? = —q(2)2 f(z). (3.25)

Q

Realizando un cambio de variable 2X = wx y tomando en cuenta la ultima
aproximacién numérica de la ecuacién de Ec. (3.24), resulta en las siguientes
igualdades:

q"(X) 4+ 20g(X)[1 + cos(2wX)] = 0, (3.26a)
q¢"(X) + q(X)[a — 2bcos(2wX)] = 0, (3.26b)

donde a = 20 y b = —10. La expresién de la Ec. (3.26.b) es bien conocida como
la ecuacién general de Mathieu [28]. Esta es un caso especial de una ecuacién
diferencial de segundo orden, como las que ocurren en muchas aplicaciones de fisica
e ingenieria'?®. La expresién (3.26.b) se puede deducir mediante la separacién
de variables de la ecuacion diferencial de Helmholtz en coordenadas cilindricas
elipticas [31], y tiene solucién numérica dentro de las zonas de estabilidad, més
no existe una forma analitica general.

En nuestro caso, esta Ec. de Mathieu (3.26.b) se usa para describir la
resonancia paramétrica en la densidad promedio de particulas en el GGL. La
solucion de g estarda en una zona de estabilidad o inestabilidad dependiendo de
los valores de a y b. En nuestro caso los valores a = 20 y b = —10 indican que se
tiene una solucién en una zona de inestabilidad marcada con un punto (rojo) en
la Fig. 3.9. Un punto estrella (negro) representa un punto de estabilidad.

Para interpretar que la solucién se encuentra en un punto de inestabilidad,
podemos ver la Fig. 3.10. Donde se muestra un representaciéon de p, que debido
a esta inestabilidad, la cantidad de particulas resulta asimétrico. También puede
observarse que p, se anula justamente en los puntos rojos, mismo que indican los

ITrampas iénicas cuadrupolares o de Paul,
2Efecto Stark,
3Soluciones exactas de onda plana en la relatividad general.
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Regiones de Inestabilidad
25

20

15

10

Figura 3.9: Zonas de estabilidad (regiones blancas) e inestabilidad (azul) de la
solucién a la ecuacién de Mathieu. Con el punto rojo mostrando la solucién
de nuestro problema y la estrella negra denotando una solucion en la zona de
estabilidad cercano a nuestro caso.

centros de las trampas en la red. Sin embargo, esto no es asi en el caso de un
punto estable.
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Figura 3.10: Gréfica de p, en la red triangular con una representacién de la cantidad
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estabilidad denotada en la Fig. 3.9 (b). Con los puntos rojos mostrando los centros de
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Figura 3.11: Perfil de la densidad en el canal cuando E = 2. La linea sélida azul
muestran los datos de simulaciéon mientras que las lineas a trazos roja forma p.
La Fig. insertada representa la cantidad fluctuante p, y la funcién negra es la
envolvente p,.

Como se expone en la Fig. 3.11, ahora se puede comparar p de todos los perfiles
obtenidos con la solucién envolvente p. y la del péndulo paramétrico p,,.

Este analisis se realizo para diferente valores del campo E aplicado y bajo
diferentes longitudes del canal. Todos los casos que enseguida se presentan
corresponden al valor w = w,.. Los detalles de los experimentos se presentan
en los pies de figuras correspondientes. En la Fig. 3.12 se puede observar que
las oscilaciones en la densidad, obtenida desde la dinamica molécular, son bien
descritas por la Ec. (3.14.a). A medida que la longitud el canal aumenta Fig. 3.13,
la solucién de p descrita por esta Ec. (3.14.a), atin puede ajustar la oscilacién de
onda larga de la densidad promedio en el canal. Sin embargo, cuando se incrementa
ain mas la longitud del canal como en las Figs. 3.14, 3.15 y 3.16, nuestro modelo
solo puede ajustar las oscilaciones pequenas alrededor de los discos.
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Conclusiones

El trabajo presentado a lo largo de de esta tesis tiene su interés en la posibilidad
de estudiar la relacién entre las propiedades de transporte del gas de Lorentz,
con las propiedades dindamicas microscopicas de este sistema. Determinar las
condiciones de estabilidad para la distribucién de cargas dentro de este sistema,
puede ayudar a mejorar el diseno de optimizacion del transporte de carga en
materiales micrométricos. Por otra parte, el conocimiento generado en la soluciéon
de este tema, podria ayudar a entender otros fenémenos de transporte, por
ejemplo, el transporte de calor en capas microscopicas de materiales porosos
desordenados, en donde se busca la optimizacion en la disipacion de calor.

El analisis del patron de la densidad electronica del gas de Lorentz, bajo la
influencia de un campo eléctrico externo, arroja las siguientes conclusiones.

A partir del programa de la simulacién numérica del gas de Lorentz, gas
de particulas que se mueven en un canal con discos dispersores bajo la
influencia de un campo eéctrico, se obtuvieron los perfiles tanto de la
densidad electréonica como de la temperatura del sistema.

» Usando diferentes valores del campo eléctrico E, del espacio entre los discos
w, asi como diferentes valores de la longitud del canal L, fue posible observar
las discrepancias entre los diferentes perfiles de la densidad electrénica

= El modelo propuesto para una descripcion hidrodinamica de las corrientes
de flujo de energia y masa, toma en cuenta las pérdidas por el calor de Joule.

= Las oscilaciones en la densidad de las particulas alrededor de cada disco
dispersor, atribuidas al acoplamiento entre el transporte del calor y la
materia, son soluciones tipicas del péndulo paramétrico.

= Valores caracteristicos de E, n y L, pueden generar zonas de estabilidad de
la densidad electrénica a lo largo del canal.
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Apéndice A

Programa Fortran

sk K ok ok ok kK oK ok ok ok kK ok oK oK ok oK K K oK ok Sk K K ok ok ok R K oK oK 3K K R oK K ok oK Kok
SubRoutine X_Structure

Use MathConstants

Use Constants

Use Discs

Use Lattice

Use Results

Implicit None

Integer :: CurrDisc,]

Real (8) :: Xc(1:2),A(1:2)
Real (8) :: Xa,Xb,Ya,Yb
Real(8) :: m,b,Xlim,Alim, eps

eps = 0.00000000000001 _8
CurrDisc = 1
Xc(1) = Disc(1,CurrDisc,1)
Xc(2) Disc(1,CurrDisc+1,1)
Do j = 1,Xbin
Xa Xmin + (j—1)*Xesc
Xb Xa + Xesc
If (Xb .gt. Xc(2)) Then
If (CurrDisc .eq. Ncell —1) Then
Xc(1l) = Xc(2)
Xc(2) = Xe(2) + 10.0_8
Else
CurrDisc = CurrDisc + 1

Xc(1) = Disc(1,CurrDisc,1)
Xc(2) = Disc(1,CurrDisc+1,1)
End If
End If

! Area under disc 1
If (Xc(1)4r—Xa .gt. eps) Then
If (Xc(1)4r—Xb .gt. eps) Then
A(1) = Area(Xa,Xb,Xc(1))

Else
A(1) = Area(Xa,Xc(1l)4r,Xc(1))
End If
Else
A(1) = 0.0_8
End If

! Area under disc 2
If (Xb—Xc(2)+r .gt. eps) Then
If (Xa—Xc(2)+4r .gt. eps) Then
A(2) = Area (Xa,Xb,Xc(2))

Else
A(2) = Area (Xc(2)—-r,Xb,Xc(2))
End If
Else
A(2) = 0.0_.8
End If

SpaceX (j) = QxXesc — A(1) — A(2)
End Do

Xlim = Disc(1,1,1) — S/2.0_8
m = 2.0_8%Q/S

b = 2.0.8%Q

Do j = 1,Xbin

Xa = Xmin 4+ (j—1)*Xesc




Apéndice A. Programa Fortran

Xb = Xa + Xesc

61 Ya = mxXa + b
Yb = mxXb + b
63 If (Xb .1t. Xlim) Then
Alim = ((Q-Yb) + (Yb—Ya)/2.0_8)x*Xesc
65 Else

If (Xa .1t. Xlim) Then
67 Alim = (Xlim-Xa) *(Q-Ya)/2.0_8

Else
69 Exit
End If
71 End If
SpaceX (j) = SpaceX(j) — Alim
73 End Do
75|  Xlim = Disc(1,Ncell ;1) + S$/2.0_8
m = —2.0.8+Q/S
77 b = —mx(Xlim 4+ S/2.0_.8)
Do j = Xbin,1,—1
79 Xa Xmin + (j—1)*Xesc

Xb = Xa + Xesc

81 Ya m+xXa + b
Yb = m*Xb + b
83 If (Xa .gt. Xlim) Then
Alim = ((Q-Ya) 4+ (Ya—Yb)/2.0_8)=xXesc
85 Else
If (Xb .gt. Xlim) Then
87 Alim = (Xb—Xlim) *(Q-Yb) /2.0 _8
Else
89 Exit
End If
91 End If

SpaceX (j) = SpaceX(j) — Alim
93 End Do

SpaceX = 4.0 _8x*SpaceX

95
Contains
97

Function Area (Xa,Xb,Xc)

99 Implicit None
101 Real(8) ,Intent (In) :: Xa,Xb,Xc
Real (8) i1 Area
103 Real (8) :: Amin, Amax
Real (8) o X1,X2
105
X1 = Xa — Xc
107 X2 = Xb — Xc
Amin = Xlxdsqrt(r**x2 — X1%%2)/2.0.8 + (r*%2/2.0_8)x*dasin(X1/r)
109 Amax = X2xdsqrt (r**2 — X2x%2)/2.0_.8 4+ (r*xx2/2.0_8)x*dasin (X2/r)
Area = Amax — Amin

111
End Function Area
113
End SubRoutine X_Structure

structure.f95

48



N

36

38

40

60

62

64

Apéndice A. Programa Fortran

SubRoutine GetCollisionTime (Pp)
Use Constants, ONLY: Collision
Use Discs
Use Field
Use Masses
Use Particles
Use Times, ONLY: Tcol, Twall
Use Walls, ONLY: Nwo
Implicit None

INTERFACE
SUBROUTINE qtcrt (a, z, Qr)
USE constants_-NSWC
IMPLICIT NONE

REAL (dp), INTENT(IN) a(:)
Integer , Intent (Out) Qr
COMPLEX (dp), INTENT(OUT) :: z(:)
END SUBROUTINE qtcrt

END INTERFACE

INTERFACE

SUBROUTINE SORT (zv)

IMPLICIT NONE

REAL(8), intent (inout) tizv (1)

END SUBROUTINE Sort

End INTERFACE

Integer , Intent(In) :: Pp

Real (8) :: dx,dy,accel ,V,root

Real (8) o oa(0:4)

Complex (8) roz(1:4)

Real (8) :ozv(1:4)

Integer cr Qr, i

If (E == 0.0.8) Then

If (Nwo(Pp) /= 0) Then

dx = Xo(Pp) — Xd(Pp)
dy = Yo(Pp) — Yd(Pp)
V = Vx(Pp)#*%x2 + Vy(Pp) %2

root = (dx*Vx(Pp) + dy*Vy(Pp))#*%2 — Vx(dx*%2 + dy**x2 — r=x2)
If (root >= 0.0-8) Then
Tcol = (1.0/V)*(—dx*Vx(Pp) — dy*Vy(Pp) — dsqrt(root))

Collision = .true.
Else
Collision = .false.
End If
Else
Collision = .false.
End If
Else

dx = Xo(Pp) — Xd(Pp)

dy = Yo(Pp) — Yd(Pp)

accel = (ec*E) /(2.0 _8x*mp)
V = Vx(Pp)*x2 + Vy(Pp)*x*2

a(4) = accelxx%2

a(3) = 2.0_-8xaccel*xVx(Pp)

a(2) =V 4+ 2.0_8xaccelxdx

a(l) = 2.0_-8x(dx*xVx(Pp) + dy*Vy(Pp))
a(0) = (dx=*%2 + dy=*%x2 — r=%2)

CALL qtcrt(a, z, Qr)

Collision = .false.

If (Nwo(Pp) == 0) Then

If (Qr > 2) Then
zv = dble(z)

Call Sort(zv)
! Call dsortq (’A’,4,zv,1)
Tcol = dble(zv(3))
If ((Tcol > 0.0.8) .and. (Tcol < Twall)) Then
Collision = .true.
End If
End If
Else
If (Qr > 0) Then
Tcol = MinVal(dble(z(1:Qr)) ,mask=dble(z(1:Qr))>0.0_8)
If (Tcol < Twall) Then
Collision = .true.
End If
End If
End If
End If

End SubRoutine GetCollisionTime

dynamics.f95
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