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Resumen

En este trabajo tedrico se estudia la formacion de imagenes debido a una lente gravitacio-
nal generada por un agujero negro de Scwarzschild, con la finalidad de establecer las bases
para la prueba de Ronchi aplicada a lentes gravitacionales; esta prueba es bien conocida
para lentes y espejos comunes, y nos permite deducir la calidad del sistema éptico [1].
Comenzando con el estudio de formacién de imagenes debido al fenémeno de refraccién (a
nivel de éptica geométrica), extendemos estos conceptos al espacio-tiempo de Schwarzs-
child, siendo necesario establecer las ecuaciones que describen las trayectorias de los rayos
de luz (geodésicas nulas). Para tener una comprensién mas clara del efecto de lentes gra-
vitacionales, se presentan algunos ejemplos de imagenes debido a una fuente puntual y
fuentes extendidas.

111






Indice general

Resumen
Introduccion

1. Herramienta basica para la computacion de imagenes
1.1. Formacién de imagenes bajo el fenémeno de refraccion . . . . . ... .. ..

2. Geodésicas nulas en el espacio-tiempo de Schwarzschild
2.1. Ecuacién de movimientode laluz . . . . . . . .. ... ... . L.
2.2. Parametro de impacto . . . . . . . . . ...
2.3. Integracién de la parte espacial de las geodésicasnulas . . . . . . . ... ..

3. Formacién de imagenes en el espacio-tiempo de Schwarzschild
3.1. Imégenes primarias y relativistas . . . . . . . .. ... oo
3.2. Anillosde Einstein . . . . . . . . . . . . ..
3.3. Imagen de una fuente lineal sobre el eje éptico . . . . ... ... ... ...
3.4. Imagen de un disco pseudo-cartesiano . . . . . . .. ... ... ..
3.5. Imagen de una elipse pseudo-cartesiana . . . . . . . . ... ... ... ...

4. Resultados
4.1. Gravitoronchigrama . . . . . . . . . ... L L e

5. Conclusiones

ITI. Bibliografia

ITI

XI

14
17

23
25
26
28
29
32

35
36

41

43






Indice de figuras

1.1.

1.2.

1.3.

2.1.

2.2.
2.3.

2.4.

Un observador y un objeto 1-dimensional se encuentran inmersos en los medios con
indice de refraccién ny y neo, respectivamente. El observador se sustituye por una
fuente puntual ficticia, con la finalidad de hallar facilmente aquellos puntos sobre
la interfase que conecten la posicién del observador con puntos sobre el objeto via
rayo refractado; estos puntos conforman la imagen registrada por el observador. . .

En (a) se muestran los rayos incidentes y refractados por una lente axi-
con, con indice de refraccién n = 1,517, debido a una fuente puntual en
la posicién z — —oo; adicionalmente, en (b) se muestra la regién causti-
ca. En (c)-(e) se muestran los ronchigramas nulos (rejilla de curvas en la
posicién z = 0) que dan lugar al patrén de franjas paralelas registradas
por una pantalla plana en las posiciénes (f) z = lem, (g) z = 2em y (h)
z = 3cm. Aprovechando el principio de reciprocidad, la imagen que registra
un observador en la posicién z — —oo, debido a las rejillas (f)-(h), son
precisamente las curvas (c)-(e), respectivamente, sobre la superficie plana
del axicon. Nétese que se observa un cambio de topologia en la imagen, si
alguna de las rectas esta dentro de la regiéon de interferencia. Fuente: Wa-
vefronts, caustic, ronchigram, null ronchigrating of a plane wave refracted
by an axicon lens [11]. . . . . . . .o

Se muestran en (a) los rayos refractados y en (b) los frentes de onda para
una lente plano parabdlica en la que inciden frentes de onda planos. En (c) se
muestra la superposicién de frentes de onda y rayos refractados. La caustica
asociada a este sistema éptico se muestra en rojo; notese que corresponde a
la envolvente de los rayos refractados y a puntos en los cuales los frentes de
onda poseen singularidades o autointersecciénes. Fuente: Wavefronts, light
rays and caustic associated with the refraction of a spherical wave by two
interfaces: the axicon and the plano-convex parabolic lenses [13]. . . . . ..

Definimos ¢ como el dngulo entre la direccién inicial de un rayo ( X€) y la
linea imaginaria que conecta la posicién de la fuente con el origen. . . . . .

Definiciébn de v . . . . . . . o
a) La base {é1, é2, é3}. b) Los dngulos {1, v} determinan la direccién inicial
de emisiéon de un fotén. . . . ... Lo

Grafico de la ecuacién 2.42, con respecto de p, para r, = 6 M, ¥, = 7/8,
/4, 3m/8, m/2, y M =1m. . . ...



VIII

2.5.

2.6.

2.7.

3.1.

3.2.

3.3.

3.4.

3.5.

3.6.

3.7.

3.8.

3.9.

INDICE DE FIGURAS

El rayo 1 al ser emitido inicialmente en la direccién ¢ = 7/2 siempre se
aleja del agujero negro. El rayo 2 tiene un punto de méaximo acercamiento
denotado por la letra griega p. El rayo 3 al tener una direcciéon de emisién
inicial entre 0 < 9 < ¢S siempre tiende a acercarse al agujero negro. . . .. 15
Geodésicas en el pseudo-plano xz. La fuente estd en la posicién radial
rg = 6M, con M = 1m. Se muestran las geodésicas nulas para los dngulos
de emisién ¢ = 7/2,37/8 y m/4 4 0,001, en los incisos a) b) y ¢), respecti-
vamente. En el inciso d) se muestran juntos estos casos. . . . .. ... ... 20
Para obtener la ecuacién general de las geodésicas nulas, rotamos el vector
2.68 en una cantidad 6y en direccion antihoraria alrededor del eje y, y luego
rotamos en una cantidad ¢, en direccion antihoraria alrededor del eje z. . . 21

Se ilustra una geodésica particular descrita por la ecuaciéon 2.68 para r, =
6M, v =7,y M = 1; ademés se ilustra la configuracion de la base {é1, é2, é3}. 23
Se muestra la posicién espacial del observador y de la fuente puntual. Tam-
bién se ilustra la configuracién de la base {é1,é2,é3}, y un rayo ficticio
emitidoen el plano vy =0 (¢o =0). . . . . . . ... L 24
La fuente puntual se encuentra en una posicién tal que la geodésica nula que
la conecta con el observador no llega a la posiciéon de maximo acercamiento. 24

Superficie generada por los puntos de maximo acercamiento para un obser-
vador en r, = 6, M, con M = 1m. Las regiones R1 y R2 las hemos marcado
con los simbolo ©F y ©~, respectivamente. . . . . . ... ... ... .... 25

Se muestra al observador (punto en color cian) y fuente puntual (punto
en color blanco) alineados sobre el eje éptico a una distancia r = 6,M del
origen, para M = 1m. La esfera que envuelve al agujero negro representa la
esfera fotdnica, la que envuelve al observador representa la esfera celeste. El
anillo en blanco corresponde al anillo de Einstein primario registrado por el
observador, mientras que el circulo en color cian representa al radio angular

a) Proyeccién del anillo de Eintein primario y b) primer anillo relativista
sobre el plano ¢ = 7 /2 para r, = 6 M, ry = 6 M y M = 1m. Nétese que el
anillo relaticvista se encuentra cerca del radio angular critico 5 ==n/4. . . 27
a) Se muestra la dependencia del radio angular 1 del anillo de Einstein
primario, en b) el correspondiente a la primera imagen relativista, ambas
como funcién de la posicién espacial de la fuente r,, para un observador
en la posicién radial r, = 6,M, con M = Im. Nétese que el primer anillo
relativista se encuentra muy cerca del radio angular critico Y5 =n/4.. ... 28
a) Configuracién del sistema fisico en el sistema pseudocartesiano {x, z}. La
posicion del observador es r, = 6 M, con M = 1m. La fuente estd a lo largo
del eje z en el rango 3,5M < z < 8 M. b) Se muestra la imagen registada
por el observador de la fuente lineal. Nétese que a medida que nos alejamos
del agujero negro, la imagen de la fuente se hace mas compacta. . . .. .. 29
Se muestra la posicién angular de la imagen primaria y secundaria, como
funcién de x4, para z; = 6M, y r, = 6M, con M = 1lm. Si s = 0, se
recupera el radio angular del anillo de Einstein correspondiente. . . . . . . 30



INDICE DE FIGURAS

3.10.

3.11.

3.12.

3.13.

3.14.

4.1.
4.2.

4.3.

4.4.

4.5.

Se muestra la imagen primaria y secundaria para una fuente circular, centra-
da en el eje Optico, en la posicién z = 6,M y de radio x; = 6, M, registradas
por un observador en la posiciéon r, = 6M,con M =1m. .. .. ... ...
Coloracién de un disco de radio 6, M en el plano z = 6 M centrado en el eje
optico del sistema, para M =1m. . . . .. .. ... ... ...

a) Imagen del disco de la figura 3.11 registrada por un observador en la
posiciéon r, = 6M. La imagen primaria es detectada fuera del anillo de
Einstein, mientras que dentro de este se observa la imagen secundaria. b)
Se muestra con mas detalle una porcién de la imagen del inciso a). . . . . .

a) Fuente pseudo-eliptica caracterizada por los pardmetros a = M, b = 6M,
con M = 1m. En b)-f) se muestra la imagen registrada de la elipse-pseudo-
cartesiana por un observador en la posicién r, = 6,M; la elipse se encuentra
en el plano pseudo cartesiano z, = 6, M en las posiciénes x, = OM, y =
OM,3M, 5,97 M, 6,03M,9M, respectivamente. El punto blanco representa
el centro de la elipse. La circunferencia punteada en color rojo representa el
anillo de Einsten para una fuente puntual sobre el eje 6ptico en la posicion
zo = 6M. La circunferencia punteada en color cian representa el radio
angular critico. . . . . .. Lo L

a) Fuente pseudo-eliptica caracterizada por los pardmetros a = M, b = 6M,
con M = 1m. En b)-d) se muestra la imagen registrada de la elipse-pseudo-
cartesiana por un observador en la posicién r, = 6M; la elipse se encuentra
en el plano pseudo cartesiano z, = 6, M en las posiciénes z, = 3M, y =
OM,3M,6M,9M, 12 M, respectivamente. El punto blanco representa el
centro de la elipse. La circunferencia punteada en colo rojo representa el
anillo de Einsten para una fuente puntual sobre el eje 6ptico en la posicion
zZo = 6M. La circunferencia punteada en color cian representa el radio
angular critico. . . . . . . . . L

Esquema de la prueba de Ronchi para lentes comunes. . . . . . . ... ...

La rejilla de Ronchi se muestra como un conjunto de nueve franjas sobre
una esfera de radio ., = 8 M, con M = 1m. La fuente puntual se representa
por un punto rojo en la poscién rg =6M. . . . ..o

a) Se muestra la rejilla para el sistema ilustrado en la figura 4.2; en b) y c) se
muestra el gravitoronchigrama correspondiente para una pantalla esférica
de radio r, = 30M centrada en el origen, con M =1m. . . ... ... ...

a) a) Se muestra la rejilla para el sistema ilustrado en la figura 4.2, en
b) se muestra el primer gravitoronchigrama relativista sobre una pantalla
esférica de radio r, = 30M centrada en el origen, con M = 1m. En c)
se muestra el gravitoronchigrama de la figura 4.3 y el primer ronchigrama
relativista; notese que tienen morfologia similar, sin embargo el relativista
tiende a compactarse sobre el eje z negativo. . . . .. .. .. ...
Nuestro sistema consiste de un observador y una rejilla en posiciénes opues-
tas al origen. Se muestra la configuracién del sistema para una rejilla so-

bre una esfera de radio v, = 8 M y un observador en la posiciéon radial
To =20M,con M=1m. ... ... .. ...

IX

35



INDICE DE FIGURAS

4.6. a) Se muestra la configuracién del sistema para una rejilla sobre una esfera
de radio r, = 8 M y un observador en la posicién radial r, = 20M, con
M = 1m. En b) se muestra el gravitoronchigrama sobre la esfera celeste
del observador, la imagen primaria y secundaria de la rejilla corresponde
a las curvas continuas y punteadas, respectivamente; en c) se muestra la
proyeccién del gravitoronchigrama en el pseudo-plano zy. Las imagenes
primarias se encuentran fuera del anillo de Einstein, representado por una
circunferencia rosa; las imagenes secundarias se encuentran entre el anillo
de Einstein y el primer anillo de Eintein relativista, el cual se encuentra
muy cerca del radio angular critico, representado por una circunferencia en
color rojo; en general las imagenes relativistas se acercan cada vez mas al
radio angular critico. . . . . . .. .. L o o oo oo 40



Introduccion

El fenémeno de lentes gravitacionales, el cual consiste en el estudio de la desviacién de
los rayos de luz por un campo gravitacional y en establecer las ecuaciones que relacionan al
observador, la distribucién de materia que genera el campo gravitacional y la fuente, esta
asociado con la fisica de un espacio-tiempo de dimension cuatro con signatura lorentziana
que satisface las ecuaciones de Einstein. El estudio de tal fenémeno generalmente se
ha realizado usando una solucién de las ecuaciones de Einstein linealizadas en torno
de un fondo fijo que normalmente se toma como el espacio-tiempo de Minkowski[2].
Esto es justificado en parte por la precision entre los resultados obtenidos usando esta
aproximacion y los datos observados con los que contamos actualmente. Se espera que
la teoria completa de la relatividad general sea requerida para describir el fenémeno de
lentes gravitacionales en regiones donde la curvatura del espacio-tiempo es muy grande
para tomar en cuenta la no linealidad del fenémeno. Existen modelos que suponen la
existencia de agujeros negros supermasivos en el centro de casi cada galaxia, de ser cierto,
este seria un ejemplo en donde se haria necesario el uso de la teoria de la relatividad
general completa.

Hacia aproximadamente una década y media se propuso un método para poder obtener
una ecuacion exacta para describir el fenémeno de lentes gravitacionales en un espacio
tiempo general[3]. De acuerdo con este método es necesario conocer las geodésicas nulas
del espacio-tiempo para poder construir el cono de luz pasado del observador debido a
que la ecuacion de lentes gravitacionales se obtiene de una representacién paramétrica de
este cono. Esta construccion se ha aplicado en particular al espacio tiempo plano y de
Schwarzschild[4]-[5].

Por otra parte, para probar sistemas épticos convencionales, tales como lentes y espejos,
se han desarrollado diferentes pruebas([6]-[7]. La prueba de Ronchi[8]-[1], desarrollada
por Ronchi en 1920’s, es una de estas. La idea bésica de esta prueba es deducir la
calidad de un sistema éptico mediante la comparacién de dos patrones (denominados
ronchigramas), uno real, obtenido del experimento, y el otro ideal, obtenido mediante
simulacién, suponiendo que todas las caracteristicas del sistema Optico ideal que queremos
construir son conocidas. Por consiguiente, tal como fué remarcado por Ronchi mismo, un
entendimiento claro de las propiedades del ronchigrama ideal es crucial para aplicar esta
prueba. En trabajos recientes hemos mostrado que el entendimiento de la formacién de
imdagenes en la presencia de la cdustica es fundamental en la descripcién de la estructura
de los ronchigramas ideales[9]-[10].

La relevancia de este trabajo de investigacién radica en que establecerd las bases para que
en trabajos futuros se pueda establecer la prueba de Ronchi para lentes gravitacionales.
Es decir, estamos interesados en estudiar la formacién de imagenes en la solucién de
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XII Introduccion

Schwarzschild y en particular determinar el andlogo del ronchigrama, el cual recientemente
lo hemos bautizado como el gravitoronchigrama.

Este proyecto de tesis esta organizado de tal manera que se tenga una comprensiéon
clara del fenémeno de lentes gravitacionales cuantitativa y cualitativamente, razén por la
cual se revisan varios ejemplos.

En el capitulo 1 se aborda el problema de determinar la imagen registrada por un
observador debido a una fuente 1-dimensional ante el fenémeno de refraccién de la luz, con
la finalidad de entender los conceptos bésicos y metodologia para aplicarlos posteriormente
al caso de la lente gravitacional de Schwarzschild; en este capitulo se resalta que un paso
clave es investigar aquellos rayos que conectan al observador con la fuente, por lo que, para
la lente gravitacional de nuesto interés, es esencial el estudio de las trayectorias de la luz en
el espacio-tiempo correspondiente. El capitulo 2 estd dedicado a obtener las trayectorias
de los fotones (integracién de las geodésicas nulas) emitidos por una fuente puntual en el
espacio-tiempo de Schwarzschild; y las representamos en un sistema de referencia pseudo-
cartesiano, para visualizar el fendmeno de defleccion de la luz. En el capitulo 3 abordamos
el problema de determinar la imagen registrada por un observador fijo en el espacio-
tiempo de Schwarzschild, debido a una fuente puntual; se realiza la clasificiacion de las
iméagenes generadas en primarias y relativistas, siendo estas ultimas caracteristica de un
campo gravitacional fuerte; y finalmente se muestra la imagen detectada por un observador
fijo, debido a fuentes no puntuales, con forma de disco pseudo-cartesiano, y una elipse
pseudo-cartesiana; en el ultimo caso, cabe resaltar que, bajo ciertas condiciones, la imagen
registrada contiene arcos circulares, en forma similar a los observados en algunos grupos
de galaxias.



Capitulo 1

Herramienta basica para la
computacion de imagenes

1.1. Formacion de imagenes bajo el fenémeno de refraccién

Consideremos dos medios épticos con indice de refracciéon ny y ns separados por una
superficie ¥ = x& + yy + f(z,y)2. Un observador es colocado en el medio con indice de
refraccion ny en la posicion 7, = X,2 + Y5 + Z,2, y en el segundo medio se encuentra
un objeto 1-dimensional con representacién paramétrica X, = X,(0)& + Yy(0)j + Zs(0)2,
siendo o una etiqueta sobre los puntos que conforman al objeto. De acuerdo con la 6ptica
geométrica, cada punto del objeto se comporta como una fuente puntual emitiendo rayos
en todas las direccidnes, y la imagen correspondiente de este objeto detectada en la
posicién del observador estd determinada por los rayos que conectan a todos los puntos
de objeto con el observador via fenémeno de refraccién. Podemos replantear el problema
aplicando el principio de reciprocidad, de esta forma el observador se comporta como una
fuente puntual ficticia; la imagen estara conformada por aquellos puntos sobre la interfase
de los medios que conecten la posicién del observador con algiin punto del objeto via
fenémeno de refracccién (ver figura 1.1).

Los rayos ficticios refractados que procedieron de la posicién del observador estan descritos
por
X = (x,y) + lR(m,y), (1.1)

siendo [ la distancia desde el punto 7(x,y) sobre la superficie refractante hasta un punto
arbitrario sobre el rayo ficticio refractado, y R su direcciéon de propagacion correspondiente
determinada por la ley de refraccion:

R=n~I+QN, (1.2)

donde I y N indican la direccién del rayo emitido y el vector normal a la superficie en un
punto sobre la interfase respectivamente, y

Q= (I M)+ J1-2[1— (i - K, =2 (1.3)
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1.1. FORMACION DE IMAGENES BAJO EL FENOMENO DE REFRACCION

Figura 1.1: Un observador y un objeto 1-dimensional se encuentran inmersos en los medios con
indice de refraccién n; y no, respectivamente. El observador se sustituye por una fuente puntual
ficticia, con la finalidad de hallar facilmente aquellos puntos sobre la interfase que conecten la
posicién del observador con puntos sobre el objeto via rayo refractado; estos puntos conforman la
imagen registrada por el observador.

Los puntos (z,y, f(z,y)) sobre la interfase que conectan al observador con el objeto X s a
través del fenémeno de refraccién, deben de satisfacer

—

X (o) = 7(x,y) + [R(z,y), (1.4)

en componentes cartesianas, lo anterior corresponde al siguiente sistema de ecuaciones

Xy (o) =z +IR(z,y) - 2, (1.5)
Zs(0) =z +1R(z,y) - 3, (1.7)

despejando [ de la dltima expresion, el sistema de ecuaciones se reduce a

Xy(0) = o+ [Zo(0) - f(x,y)]gg’ Zi = (18)
Yi(o) =y + [Z:(0) — y)]m (1.9)

finalmente, para computar la imagen registrada por el observador en la posicién 7,
seleccionamos cada punto sobre el objeto a través del pardametro o, y resolvemos el
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1.1. FORMACION DE IMAGENES BAJO EL FENOMENO DE REFRACCION

sistema de ecuaciones anterior para (x,y), posteriormente evaluamos (x,y, f(z,v)), que
es la imagen del objeto proyectada en la interfase.

En general, el sistema de ecuaciones 1.8-1.9 puede poseer mas de una solucién, indicando
que el observador puede registrar imagenes miltiples de un solo objeto; esto revela que
por lo menos dos rayos ficticios refractados se intersectaron en un punto sobre el objeto.
Llamaremos region de interferencia al conjunto de puntos espaciales en los que al menos
dos rayos refractados se intersectan. En la figura 1.2 [11] se muestra la imagen tedrica que
registraria un observador desde el infinito de una rejilla de Ronchi (conjunto de lineas
paralelas e igualmente espaciadas) al mirarla a través de una lente axicon, para diferentes
posiciones de la rejilla; en este caso la regiéon de interferencia ficticia corresponde a un
volumen en el que se intersectan dos rayos, de modo que, si alguna franja esta dentro de
esta region, se detectan dos imédgenes curvas de esta.

Por otro lado, cabe resaltar que el caustic touching theorem [12] , introducido por Berry,
establece que la regién caustica tiene un papel fundamental en el cambio de topologia
de la imagen de un objeto extendido (lo cual se corresponde a la formacién de imagenes
multiples). La regién cdustica estd contenida en la regién de interferencia, y se define como
la envolvente de los rayos emitidos; esta puede calcularse a partir de la siguiente definicién:

Definicién. Sea h : M — N un mapeo diferenciable, con M y N variedades di-
ferenciales. El conjunto de puntos en M donde h no es un mapeo uno a uno localmente,
corresponde al conjunto critico, y la imagen del conjunto critico corresponde al conjunto
caustico de h.

De nuestro analisis, nétese que X ( ecuacién (1.1)) es un mapeo entre dos subcon-
juntos de R?, donde x, y, y [ son las coordenadas locales en el conjunto dominio, mientras
que las componentes cartesianas de X son las coordenadas locales del conjunto imagen.
De acuerdo con la definiciéon anterior, el conjunto critico se determina a través de la
siguiente condicion:

Hyl? + Hil + Hy =0, (1.10)

que resulta del jacobiano entre las coordenadas del conjunto dominio y el conjunto imagen,
con

: (1.11)

e ()« (25) - (22 « ()] s
or or

()< (2)] o
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Figura 1.2: En (a) se muestran los rayos incidentes y refractados por una lente axicon,
con indice de refracciéon n = 1,517, debido a una fuente puntual en la posicién z —
—o0; adicionalmente, en (b) se muestra la regién cdustica. En (c)-(e) se muestran los
ronchigramas nulos (rejilla de curvas en la posicién z = 0) que dan lugar al patrén de
franjas paralelas registradas por una pantalla plana en las posiciénes (f) z = lem, (g)
z=2cmy (h) z = 3em. Aprovechando el principio de reciprocidad, la imagen que registra
un observador en la posicién z — —oo, debido a las rejillas (f)-(h), son precisamente las
curvas (c)-(e), respectivamente, sobre la superficie plana del axicon. Nétese que se observa
un cambio de topologia en la imagen, si alguna de las rectas estd dentro de la region de
interferencia. Fuente: Wavefronts, caustic, ronchigram, null ronchigrating of a plane wave
refracted by an azicon lens [11].

Para Hy # 0, el conjunto critico correspondiente es

—Hy + \/H? — 4H,H
l=1y=—1 L 220 (1.14)

2H9

v la cdustica esta descrita por

. —Hy +/HZ —4HyH, \ -
Xi_F+< ! H 20)R; (1.15)
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Por otro lado, si Hy = 0, entonces

(1.16)

y la caustica es

— HO ~
X.=7r— | = . 1.1
T <H1>R (1.17)

Para ilustrar lo anterior, en la figura 1.3 se muestra la cdustica de una lente plano pa-
rabdlica para una fuente situada en el infinito sobre el eje 6ptico[13]. En este ejemplo la
caustica estd compuesta por dos ramas: un segmento de linea recta y una superficie en
forma de trompeta. Otro aspecto importante de la cdustica, como puede apreciarse en esta
ilustracion, es que esta conformada por puntos en los cuales los frentes de onda refractados
se autointersectan o tienen singularidades.

300 300

200 200

=100 100 -100

-200 -200 —-200
-100 -50 0 50 100 100 =50 50 100 -100 =50 0 50 100

0
(a) (b) (c)

Figura 1.3: Se muestran en (a) los rayos refractados y en (b) los frentes de onda para
una lente plano parabdlica en la que inciden frentes de onda planos. En (c) se muestra la
superposicion de frentes de onda y rayos refractados. La cdustica asociada a este sistema
optico se muestra en rojo; notese que corresponde a la envolvente de los rayos refractados
y a puntos en los cuales los frentes de onda poseen singularidades o autointersecciénes.
Fuente: Wavefronts, light rays and caustic associated with the refraction of a spherical
wave by two interfaces: the axicon and the plano-convex parabolic lenses [13].







Capitulo 2

Geodésicas nulas en el
espacio-tiempo de Schwarzschild

En el capitulo anterior se describié la metodologia para hallar la imagen registrada por

un observador asociada a un objeto cuando el fenémeno de refraccién se hace patente; este
método es muy general, y en esencia se requieren hallar las trayectorias de luz emitidas por
una fuente puntual en la posicién del observador tales que terminan en el espacio ocupado
por el objeto.
En este capitulo desarrollamos las ecuaciones que, de acuerdo con la teoria de la relatividad
general, gobiernan las trayectorias de la luz, para el espacio-tiempo de Schwarzschild. Este
es el primer paso que daremos para entender el fenémeno de lente gravitacional asociado
a un campo gravitacional fuerte.

2.1. Ecuacién de movimiento de la luz
En la métrica de Schwarzschild, el intervalo entre dos sucesos infinitesimalmente cer-
canos esta dado por

ds®> = 2(1 = 2MG/Pr)dt* — (1 — 2MG/cr) " Ldr? — r2(d6? + sin? Bdp?), (2.1)

esta ecuacién solo es valida para el exterior de un cuerpo esféricamente simétrico de masa
M con un espacio-tiempo asintéticamente plano en el infinito. Por simplicidad de escritura
y célculo, conviene definir las siguientes cantidades:

M=GM/3, T=ct, U=(1-2MJr), (2.2)

de esta manera, la ecuacion 2.1 se reescribe como

ds® =UAT? — U dr? — r*(d6?* + sin® 0d¢?). (2.3)

Las componentes del tensor métrico se identifican inmediatamente de la ecuacién ante-
rior, y podemos representarlas separando las coordenadas espaciales de la temporal de la
siguiente manera:
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9=9"+4", (2.4)
donde
0 0 0 0 U 0 0 0
9° = 8 _Lé_l _22 8 0= 8 8 8 8 (25)
0 0 0 —r?sin?0 0000

Como habiamos mencionado antes, el primer paso para analizar el fenémeno de lentes
gravitacionales es hallar las trayectorias de los rayos de luz (geodésicas nulas) emitidas
por una fuente puntual. La forma paramétrica de estas trayectorias la expresaremos de la
siguiente manera

X[\ = X\ + XA, (2.6)
0 TIA

X\ = gm .y X'\ = 8 , (2.7)
S\l 0

siendo A un parametro a fin, que etiqueta los puntos sobre las trayectorias de la luz. La
ecuacién 2.6 debe necesariamente satisfacer el siguiente lagrangiano

1. )
L= 5XTgX =0, (2.8)

que en otras palabras, indica que la norma de la cuadrivelocidad debe ser cero. Explicita-
mente, el lagrangiano toma la siguiente forma

L= % (uT2 UL g2 (9’2 + sin? 9q’52>> : (2.9)

y las ecuaciones de movimiento correspondientes son

d (oc\ ocC
A <aXa> “oxe 210

que son el equivalente a la ecuaciénes de Euler-Lagrange de la mecanica clasica.

Comencemos resolviendo este sistema de ecuaciones para las coordenadas T y ¢;
dado que el lagrangiano no depende explicitamente de estas, las ecuaciones de movimiento
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toman una forma mas sencilla.
Para la coordenada 7T, de acuerdo con 2.10, se concluye lo siguiente

d (LY i _

y para ¢ se tiene que:

d (0L . - Co
—(=)=0 = Cy=r’sin?0 = == 2.12
d\ <8<Z5> 2 =roain®6g ¢ 2 sin” 0 (2.12)
Por otro lado, la ecuacién de movimiento 2.10 para la coordenada 6 queda como
d ) )
I (r20> + r%sin cos ¢* = 0, (2.13)

sustituyendo 2.12 en la expresién anterior, y multiplicandola por 62, se tiene que

oo d [ g C3(cos®)d d (1 5:0\2 d [ C3
2 29 - 2 207 2 (2 ()2 — 2 = 2.14
02 (*9) sin30  dA <2 (*9) > T <2sin29> 0 (2.14)

por lo tanto

) 2 . C C?
Cs = (126)2 2 =4y 2 2 2.15
3= (70" + sin? 6 = rd  prdsin?6’ ( )

con C3 > 0. Sustituyendo las ecuaciones 2.11-2.15 en la condicién 2.8, se concluye que

Uit =it - % = F=144/C%— Cf’—?” (2.16)

Conviene redefinir las constantes de movimiento como C; = C, Co = A/2 y C3 = B?, asf

que las componentes de la cuadrivelocidad (X[A]) quedan como:

T=Ccut, (2.17)
2
7 =+Cy[1— <£> U, (2.18)
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b= j:\/<g)2 - <2T2’:in€)2, (2.19)

A
272 sin” 0
Vamos a seleccionar al parametro A de tal manera que avanzamos en el tiempo al
incrementar su valor; bajo esta aseveracién se concluye que C' > 0 (ver ecuacién 2.17).

(2.20)

Para determinar las constantes de integracién (A, B y C de las ecuaciones anterio-
res), se requieren definir las condiciones iniciales del sistema. Recuérdese que deseamos
hallar las trayectorias de los rayos de luz emitidos por una fuente puntual, por esta
razon es conveniente tomar como condiciones iniciales a la posicién espacial de la fuente
y la direccién inicial de un rayo emitido; ademaés, supondremos que la fuente estd en
una posicion fija para todo tiempo. En adelante indicaremos por el subindice o a las
cantidades evaluadas en la posicién de la fuente.

La informacion de la direccién inical del rayo emitido estd contenida en la parte espacial
de la cuadrivelocidad; inmediatamente de la ecuacién 2.7 se obtiene que

0
e T‘P\]
XA = i | (2.21)
22
su norma espacial cuadrada es
Xef? = —Xe'geXe = cu, (2.22)

por lo tanto, deducimos que la direccién incial del rayo es

R 1/2
X¢ =22 _Xx¢. 2.23
o o o (2.23)

Lo que haremos a continuacién es representar esta direcciéon a través de dos angulos.
Considere el vector radial unitario, que en la métrica de Schwarzschild tiene la siguiente
forma

S = O

P=u'? : (2.24)

0

el producto interno de las ecuaciénes 2.23 y 2.24 evaluadas en la posicion de la fuente es

To

cos ) = fngng = (2.25)

10
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A

Figura 2.1: Definimos ¢ como el dngulo entre la direccién inicial de un rayo ( X¢) y la
linea imaginaria que conecta la posicién de la fuente con el origen.

donde 1) es el angulo entre la linea imaginaria que conecta la posicion de la fuente puntual

con el origen, y X &, como se ilustra en la figura 2.1. Al sustituir 2.18 en la ecuacion anterior
elevada al cuadrado, se obtiene

B 2
cos?ip =1— (0r0> U,, (2.26)
(2.27)

al seleccionar un dngulo particular ,, inmediatamente de la ecuacién anterior se obtiene
la razén entre las constantes de integracién (B/C):

B 2
(c) = r2U;  sin® 1), (2.28)

por simplicidad, renombraremos a la cantidad anterior como

ap = r2U; sin ¢, (2.29)

Lo que resta ahora es definir al otro dngulo que caracteriza a la direccién inicial del rayo

emitido. Al vector X S vamos a sustraerle su componente radial y normalizarlo, el resultado
se ilustra en la figura 2.2 b), y tiene la siguiente expresién

i Xoe —i-' cos ¢0f0; (2.30)
sin v,

por otra lado, el vector unitario qﬁ en la métrica de Schwarzschild es

11
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Figura 2.2: Definicién de

0
1 0
0
1

-
|

: 2.31
7| sin 6] ’ (2.31)

ademads, puede verificarse que

~ 2 R X Au1/2
o X6=—¢lg¢ X6 =72 2.32
¢ o QSOgO o 20T0|Sln90| ( 3 )

Vamos a definir como ~ al angulo entre J, y -0, (ver figura 2.2 b) ), auxilidndose del
resultado anterior, el producto interno entre estos es

- AU
Go - Jo =cos(m/2 — ) = 3roC s O] s oy (2.33)

por lo tanto, al seleccionar un angulo particular +,, concluimos que la razén entre las
constantes de integracion (A/C) tiene la siguiente expresién

A

2
<C> = 4a,| sin 6, sin v, (2.34)

Por practicidad, conviene definir una nueva base {é1, é2, é3}, de la siguiente manera

é1=—0, éy=0¢, é3=—F, (2.35)

bajo estas condiciones, ¥ y v toman un papel andlogo a los angulos empleados en las
coordenadas esféricas, como se ilustra en la figura 2.3 b). Finalmente, las componentes
espaciales de la cuadrivelocidad adquieren la siguiente forma

12
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Figura 2.3: a) La base {é;,é2,é3}. b) Los angulos {t,v} determinan la direccién inicial
de emisién de un fotén.

. / aold

; Call* | sin B, sin v,

. 1/2
b= -C%_ smbalsma,. (2.38)

r2sin? @
Fl siguiente paso es integrar las ecuaciones anteriores para obtener la forma paramétrica
de los rayos de luz emitidos por una fuente puntual. Para simplificar términos, sin pérdida
de generalidad debido a la simetria esférica del sistema, considere que la posicion de la
fuente es 6, =0, y r, > 2M, de este modo las ecuaciénes 2.36-2.38 quedan como

) a,ld
P =+0y 1= 2, (2.39)

. Ca(l)/2
0=%—3— (2.40)
é=0. (2.41)

De la ecuacion 2.41 inmediatamente se concluye que un rayo de luz esta contenido en un
plano. Nosotros lo denotaremos como el plano ¢ = ¢,.

Antes de continuar, en la siguiente seccidon introduciremos un término util, conoci-
do como parametro de impacto.

13
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2.2. Parametro de impacto

Considere una fuente puntual en presencia de un agujero negro de Schwarzschild. Es
de esperarse que para ciertas posiciones de la fuente y direcciones de emisién, existan
foténes que primeramente tienden a acercarse al origen (centro del agujero negro) para
posteriormente escapar hacia el infinito. La posiciéon radial de maximo acercamiento de
estas trayectorias hacia el origen se conoce como pardmetro de impacto, y lo denotaremos
con la letra griega p; en esta posicion particular, la velocidad radial del fotén debe ser cero
(7(p) = 0), lo cual implica que el argumento de la raiz cuadrada de la ecuacién 2.36, que
definiremos como f(p,r,,%,, M), debe satisfacer la siguiente condicién:

f(ps7osho, M) = p* — pay + 2Mag = 0. (2.42)

Para ilustrar la informacién contenida en la ecuacién anterior, analizaremos un caso par-
ticular. Considere un agujero negro de Schwarzschild de masa M = 1m, y una fuente
puntual en la posicién r, = 6 M. En la figura 2.4 se muestran las graficas de la ecuacién
2.42 en funcién de p para las direcciénes de emisién ), = 7/8, 7/4, 37/8 y 7/2. Cabe
mencionar que cada uno de los casos tiene una raiz real negativa; en la figura respectiva
solo mostramos la region que tiene significado fisico.

Figura 2.4: Gréfico de la ecuacién 2.42, con respecto de p, para r, = 6 M, ¢, = 7/8, 7/4,
3n/8, w/2, y M =1m.

Para este ejemplo es facil mostrar que f(p) tiene dos raices idénticas e iguales a p = 3M
para el angulo de emisién 1, = w/4. En general, al dngulo v, tal que la funcién 2.42 tenga
raices multiples le llamaremos dngulo critico, y lo denotaremos como 5.

Consideremos el caso para el cual los dangulos de emision estan entre 0 < ¢ < ¢5. Revi-
sando el gréfico de la figura 2.4 resulta que para este intervalo de dngulos la funcién f(p)
no tiene raices con significado fisico, indicando que no hay cambio en la direccién radial
de la velocidad del fotén. Ademads, los foténes con estas direccidnes tienen inicialmente

14
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una velocidad radial negativa,como se ilustra en la figura 2.5 para el rayo 3; por lo tanto,
los foténes emitidos en este conjunto de angulos, se acercan continuamente al agujero
negro hasta ser absorbidos.

Para el intervalo de angulos entre ¢S < ¢ < /2 existen dos raices diferentes de la funcién
2.42, como puede observarse de los gréaficos de la figura 2.4. Dado que se espera que el
parametro de impacto se aleje cada vez mas del origen al incrementar el valor de ¥ en
el intervalo antes mencionado, resulta que la raiz de mayor valor es la que tiene sentido
fisico. Esta raiz corresponde al parametro de impacto, y la denotaremos como p,. En este
caso el fotén primero se acerca al agujero negro hasta su punto de maximo acercamiento
y luego escapa hacia el infinito, como se muestra en la figura 2.5 para el rayo 2.

Por otra parte, los foténes emitidos con el dangulo critico S = 7/4, terminan atrapados
en una esfera de radio p, = 3M, conocida como esféra fotonica.

Si e = /2, resulta que el pardmetro de impacto coincide con la posicién de la fuente pun-
tual, como puede apreciarse en la figura 2.4. En este caso el fotén emitido inmediatamente
escapa del agujero negro como se muestra en la figura 2.4 con el rayo 1.

Cabe resaltar que para el intervalo de direcciénes 95 < ¥ < 7/2, el pardmetro de impacto
toma un valor entre 3M < p <r,, con M = 1lm.

Figura 2.5: El rayo 1 al ser emitido inicialmente en la direccién ¢ = /2 siempre se aleja
del agujero negro. El rayo 2 tiene un punto de maximo acercamiento denotado por la letra
griega p. El rayo 3 al tener una direccién de emision inicial entre 0 < ¢ < ¢ siempre
tiende a acercarse al agujero negro.

Es posible estudiar la solucién general de la ecuacion cibica 2.42 con las férmulas de
Cardano-Ferrari; de acuerdo con estas, una ecuacion de la forma
23 +ax? +br+c=0, (2.43)

tiene un discriminante definido como

15
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A= (g)Q + (9)3, (2.44)

con

3b — a? 2a® — 9ab + 27c
3 y 4 o7 .
Bajo estas condiciones se tienen tres casos: si A < 0, la ecuacién cibica tiene tres raices

simples; si A = 0, todas las raices son reales, y al menos dos de ellas son iguales; y si
A > 0, la ecuacién ciibica tiene una raiz real y dos raices imaginarias.

(2.45)

p=

El discriminante asociado a la ecuacién que nos interesa (ecuacién 2.42) es
A= M?a? - 2. (2.46)

Si exigimos que A = 0, debe cumplirse que ag = 27M?, y las raices correspondientes de
la ecuacién 2.42 son {3M,3M, —6M}. Recordemos que bajo estas condiciones se definié
al angulo critico, y puede hallarse de la siguiente manera:

ap = 2TM? = r Ut sin? ¢ = 27T M?> (2.47)

2 2U,
= 1S = arcsin (1 / 7/\/(2?/{> , (2.48)
TO

por lo tanto, dada la posicién radial de la fuente puntual, r,, y la masa del agujero
negro, M, la ecuacion 2.48 determina la direcciéon de emisién de un rayo tal que termina
atrapado en la esfera foténica.

Para terminar de analizar al discriminante, reescribamos ag = 27M? + §, entonces

A= —3(5 + 2T M?)2, (2.49)
27

Si § < 0 entonces el discriminante es positivo, y con lo revisado hasta este momento
concluimos que no existen raices con significado fisico, de modo que los foténes caen hacia
el agujero negro. De 2.47 es facil notar que 6 < 0 solo si 0 < ¥ < Y¢.
Por otro lado, si 6 > 0, el discriminante es negativo, y la raiz de mayor valor, que
denotaremos como p,, corresponderd al parametro de impacto. La condicién § > 0 solo se
satisface si ¢S < ¢ < 7/2. En este caso, el rayo inicialmente se acercara al agujero negro
hasta la posicién de méximo acercamiento y posteriormente escapa al infinito.

Para terminar, al evaluar la ecuacién 2.42 en p = p,, se encuentra que

o = 20 (2.50)
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por lo tanto, podemos reescribir la ecuacion cibica de la siguiente manera

Wp") . (2.51)

U(po)

Las raices de la ecuacion cuadratica de la expresién anterior son

_ _Pofy_ [Pt O6M

= 2(1 ,/po_w), (2.52)
_Po Po + 6M

02 5 (1—’_“/)0—2/\/1)’ (2.53)

asi que podemos reescribir a la funcién 2.42 de la siguiente manera

f=1(p—po) <p2+ppo—

f=1(p—po)p—p1)(p—p2); (2.54)

donde, de acuerdo con las férmulas de Cardano-Ferrari, el pardmetro de impacto esta
determinado por

ao 1 27T M?2
Po =24/ —cos | - arccos | —
3 3 Qo

(2.55)

En esencia, el pardmetro de impacto depende tanto de la masa del agujero negro como del
angulo de emisién .

2.3. Integracion de la parte espacial de las geodésicas nulas

Sin pérdida de generalidad, habiamos elegido la posicién de la fuente en 6, = 0, con
ro > 2M, llegando asi a las ecuacidnes 2.39-2.41. Ademds, se concluyé de la ecuacién
2.41 que el movimiento del fotén ocurre sobre un plano ¢ = ¢,. Para obtener la forma
paramétrica de las geodésicas nulas, primero vamos a analizar el cociente de las ecuaciones
2.39 y 2.40, de lo cual se obtiene lo siguiente

db _9 atl,/Q

il (i)f(i)gﬂi e

donde (£); y (&), se seleccionan de acuerdo al signo correspondiente de 7 y 0, respecti-
vamente.

(2.56)

Vamos a considerar que el dngulo de emisién 1), se encuentra en el intervalo S < 1, < 7/2,
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bajo estas condiciones sabemos que el pardmetro de impacto existe. La integral de la
ecuacion anterior desde la posicién radial de maximo acercamiento hasta un valor r» > p,
tiene la siguiente forma

3/2 r dr’
0 = (&);——2
(i)e \/po —2M /D \/(T/ _ PO)(""/ _ p1)7“’(7“’ _ p2)

este tipo de integrales se conocen como integrales elipticas. Puede mostrarse que r» > p, >
p1 > 0> pa, y de acuerdo con la referencia [14] se tiene que

; (2.57)

" dr’ 2 <p0—2/\/l>1/4
=— |\ Twa, (2.58)
/o V(= po)(r —p1)r(r—p2)  Po \po+6M
siendo F(v, q) la funcién eliptica, y
v= arcsin\/ A — o) /(0o + 6M) (9o — 2M) , (2.59)
[3v/Po = 2M + /po + 6M] [(2r = po)V/po — 2M — por/po + 6 M|

‘= \/GM — po+ v/ (po + 6M)(po — 2/\/1); (2.60)
21/(po + 6M)(po — 2M)

por lo tanto, el resultado de la integral 2.57 es

o (D2ymFra) -

[(po — 2M)(po + 6M)]M/*

Vamos a definir

2\/poF (v, q)

O o M) = [(po — 2M)(po + 6/\/1)]1/4;

(2.62)

la ecuacién anterior corresponde al desplazamiento angular del fotén en la coordenada 6
como funcién de su posicion radial, medido desde la poscion angular del punto de maximo
acercamiento.Para describir la trayectoria completa del fotén desde la posicion de la fuente,
conviene definir las siguientes funciénes

O~ =0 (po,r0, M) — O (po, 7, M), para p, <r <r,, (2.63)

0" =0 (po, 70, M) + O (po, 7, M), para p, <r < o0, (2.64)
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2.3. INTEGRACION DE LA PARTE ESPACIAL DE LAS GEODESICAS NULAS

de este modo, la ecuacion 2.63 describe la geodésica nula desde la posicion de la fuente
puntual hasta la posicién radial de maximo acercamiento, y la ecuacién 2.64 desde el punto
de maximo acercamiento hasta una posicion radial r arbitraria, con r > p,.

Para representar las geodésicas nulas en forma grafica, considere un sistema de referencia
pseudo-cartesiano, cuyas coordenadas, {x, y, 2}, se relacionan con las coordenadas esféricas
de la solucién de Schwarzschild, {r, 6, ¢}, en la forma usual

x = rsinf cos ¢, (2.65)
y = rsinfsin ¢, (2.66)
z =rcosb. (2.67)

Para el caso particular en el que ¢, = 0, la expresion de las geodésicas nulas en la base
pseudo-cartesiana es

sin ®F
F=r| 0 |. (2.68)
cos ©F

En la figura 2.6 se muestran algunas geodésicas nulas para una fuente en la posicién
r, = 6,M, en presencia de un agujero negro de Schwarzschild de masa M = 1m.

. 7 o« . ’ .7
Por otro lado, si el fotén emitido se mueve sobre el plano ¢ = ¢,, la ecuacién de
la geodésica nula tiene la siguiente expresién

sin ©F cos ¢,
F=r| sinOFsing, |. (2.69)
cos ©F

La ecuacion de las geodésicas nulas para una posicién arbitraria de la fuente puntual puede
obtenerse al rotar el sistema de forma adecuada. Primero rotaremos el sistema en direccion
anti horaria por un angulo 6, alrededor del eje y, y posteriormente por una cantidad ¢,
alrededor del eje z, en direccién anti horaria, como se muestra en la figura 2.7; las matrices
de rotacién correspondientes son

cosf, 0 sinf, cos¢p, —sing, 0
R,(6p) = 0 1 0 , Ri(¢po)=| sing, cos¢p, 0 |. (2.70)
—sinf, 0 cosb, 0 0 1

Conviene extrapolar la definicién de la base {é1,é3,€3} sobre el eje z a través de las
matrices de rotacién, aplicindolas en el orden antes mencionado, bajo estas condiciones
se satisface que gb/o = m — v para 6, = 0, de modo que la ecuacién paramétrica de las
geodésicas nulas queda como
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2.3. INTEGRACION DE LA PARTE ESPACIAL DE LAS GEODESICAS NULAS

N o
™

c) d)

Figura 2.6: Geodésicas en el pseudo-plano xz. La fuente estd en la posicién radial ro = 6,M,
con M = 1m. Se muestran las geodésicas nulas para los dngulos de emisién ¢ = w/2,37/8
y m/4+ 0,001, en los incisos a) b) y ¢), respectivamente. En el inciso d) se muestran juntos
estos casos.

—sin ©F cos v cos ¢, cos O, — sin OF sin v sin ¢, + cos OF cos ¢, sin b,
7=r | —sin©®F cos~ysin ¢, cos b, + sin OF sin -y cos ¢, + cos OF sin ¢, sin b, |, (2.71)
sin ©F cosysin b, + cos OF cos b,

donde {r,, 8,, ¢ } denotan la posicién espacial de la fuente, y {1, v} determinan la direccién
inicial del rayo emitido (ver figura 2.3). Si comparamos 7 = r(sin # cos ¢, sin 6 sin ¢, cos 6)
con la ecuacién 2.71, se concluye que las coordenadas esféricas sobre las geodésicas nulas
satisfacen las siguientes relaciones

cos = cos OF cos b, + sin O sin b, cos~, (2.72)

tan & sin ¢, sin 0, + tan ©F (cos ¢, siny — sin ¢, cos 0, cos )
an¢ =

. 2.
oS ¢, sin B, — tan OF (sin ¢, siny + cos ¢, cos b, cosy) (2.73)
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SCHWARZSCHILD
2.3. INTEGRACION DE LA PARTE ESPACIAL DE LAS GEODESICAS NULAS

Figura 2.7: Para obtener la ecuacion general de las geodésicas nulas, rotamos el vector
2.68 en una cantidad 6y en direccién antihoraria alrededor del eje y, y luego rotamos en
una cantidad ¢, en direccién antihoraria alrededor del eje z.

21






Capitulo 3

Formacion de imagenes en el
espacio-tiempo de Schwarzschild

En el capitulo anterior se obtuvo la forma paramétrica de los rayos de luz (geodési-
cas nulas) y se ilustraron algunas trayectorias para una fuente puntual en la posicién
ro = 6M,0, = 0, sobre el plano v = 7 (o, equivalentemente ¢, = 0), con un dngulo de
emisién entre ¢S < ¢ < w/2 (ver figura 2.6). En la figura 3.1 mostramos otro ejemplo
con las condiciones antes mencionadas, y agregamos la configuracién de la base {é1, és, é3}
correspondiente. La forma en que se definieron los dngulos {1,~} se muestra en la figura
2.3.

Figura 3.1: Se ilustra una geodésica particular descrita por la ecuacién 2.68 para r, = 6., M,
v =m, y M =1; ademas se ilustra la configuracién de la base {é1, é2, é3}.

En el capitulo 1 estudiamos como determinar la imagen registrada por un observador
debido a una fuente 1-dimensional. El primer paso es sustituir al observador por una fuente
puntual ficticia para luego hallar aquellos rayos que conectan la posiciéon del observador
con la fuente. Lo que vamos a hacer es interpretar las ecuaciénes de las geodésicas nulas
que encontramos anteriormente como los rayos emitidos por una fuente puntual ficticia
en la posicién del observador {r,,0,, ¢,}. Por simplicidad, y sin pérdida de generalidad,
colocaremos a nuestro observador en la posicién angular 6, = 7 (sobre el eje pseudo-
cartesiano z negativo). Por el momento estudiaremos como determinar la imagen de una
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fuente puntual en la posicién {rs, 8s, ¢s}, como se ilustra en la figura 3.2.

Figura 3.2: Se muestra la posicién espacial del observador y de la fuente puntual. También
se ilustra la configuracién de la base {é1,és, €3}, y un rayo ficticio emitido en el plano

7 =0 (¢ =0).

Para determinar la imagen registrada por el observador, necesitamos hallar la direccion
inicial del rayo ficticio {, %} tal que conecta al observador con la fuente; esta direccién la
representaremos con un punto sobre una esfera imaginaria unitaria centrada en la posicion
del observador. De acuerdo con la figura 3.2, la direccién inicial del rayo emitido debe
satisfacer las siguientes ecuaciones

v=1¢s Os=m—06". (3.1)
También puede ocurrir que el rayo conecta con la fuente antes de llegar a la posicién de

maximo acercamiento, como se muestra en la figura 3.3, bajo estas condiciones, la direccién
del rayo emitido debe satisfacer

vy=¢s, Os=1—0O". (3.2)

A A

Figura 3.3: La fuente puntual se encuentra en una posicién tal que la geodésica nula que
la conecta con el observador no llega a la posicién de maximo acercamiento.

24



CAPITULO 3. FORMACION DE IMAGENES EN EL ESPACIO-TIEMPO
DE SCHWARZSCHILD
3.1. IMAGENES PRIMARIAS Y RELATIVISTAS

Para establecer las regiones donde las ecuaciénes 3.1-3.2 son vélidas, calcularemos la su-
perficie que generan las posicidnes de maximo acercamiento, para esto basta evaluar la
ecuacion 2.63 en r = p,, determinada por la ecuacion 2.55 como funcién de . En la figura
3.4 se muestra esta superficie para un observador en r, = 6, M, con M = 1m. En el exterior
de la superficie, que llamaremos R, se satisface la ecuacién 3.1, y en la regién interna,
que llamaremos Ro se debe satisfacer la ecuacién 3.2.

Figura 3.4: Superficie generada por los puntos de maximo acercamiento para un observador
en r, = 6 M, con M = 1m. Las regiones R y Rs las hemos marcado con los simbolo ©F
y ©7, respectivamente.

3.1. Imagenes primarias y relativistas

Revisando la figura 3.2 es de esperarse que exista un segundo rayo emitido sobre el plano
Yo = m (por “debajo” del agujero negro) que conecta la posicién del observador con la
fuente puntual, por lo tanto detectaremos dos imagenes de la misma fuente. Cada imagen
debe satisfacer las siguientes ecuaciones

Ot =7 -0, para v=0, (3.3)

Ot =n+6, para v=m, (3.4)

respectivamente. A estas dos imédgenes las llamaremos imagenes primarias.

También puede ocurrir que un rayo ficticio experimente un niimero n de vueltas alrededor
del agujero negro antes de conectar con la posicién de la fuente; bajo estas condiciones, la
generalizacién de las ecuaciones anteriores es la siguiente

Ot =(©2n+1)r — 0, para 7= ¢s, (3.5)
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DE SCHWARZSCHILD
3.2. ANILLOS DE EINSTEIN

Of = (2n+ 1)1 +6,, para = ¢s+m; (3.6)

diremos que para n > 0 estas ecuaciénes corresponden a las n-ésimas imégenes relativistas.
Notese que se recuperan las ecuaciénes de las imagenes primarias para n = 0, sin embargo
debe aclararse que estas son validas en la regién Rp; para la region R, las imégenes
primarias deben satisfacer

Ot =n1+6, para y=m. (3.8)

pero las imédgenes relativistas si satisfacen las ecuaciones 3.5-3.6.

Debe recordarse que de las ecuaciones anteriores se desea obtener la direccién ini-
cial del rayo ficticio emitido, determinada por los angulos {i,v}. A continuacién
mostraremos ejemplos para fuentes extendidas, cabe aclarar que en las siguientes
secciénes obtendremos el valor del angulo 1) numéricamente.

3.2. Anillos de Einstein

Consideremos una fuente puntual en la regiéon R perfectamente alineada con el centro del
agujero negro y la posicién del observador. Bajo estas condiciones las ecuaciones 3.5-3.6
se reducen a

ot =0C2n+1)r (3.9)

para todo valor de +; por lo tanto las iméagenes correspondientes son un conjunto de
circulos concéntricos, conocidos como anillos de Einstein. En la figura 3.5 se muestra la
proyeccién de las direccidnes de los rayos emitidos sobre una esfera de radio unitario para
un observador en r, = 6M y posicion de la fuente en ry = 6 M, con M = 1lm; ademads
en color cian se muestran las direcciénes correspondientes al dngulo critico 5 = 7/4. La
esfera unitaria antes mencionada corresponde a la esfera celeste del observador.

En la figura 3.6 se muestra la proyeccién del anillo de Einstein primario y primer anillo
relativista sobre el plano 1) = w/2 en la posicién del observador.
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3.2. ANILLOS DE EINSTEIN

Figura 3.5: Se muestra al observador (punto en color cian) y fuente puntual (punto en color
blanco) alineados sobre el eje éptico a una distancia r = 6,M del origen, para M = 1m.
La esfera que envuelve al agujero negro representa la esfera foténica, la que envuelve al
observador representa la esfera celeste. El anillo en blanco corresponde al anillo de Einstein
primario registrado por el observador, mientras que el circulo en color cian representa al
radio angular critico.

Figura 3.6: a) Proyeccién del anillo de Eintein primario y b) primer anillo relativista sobre
el plano ¢ = 7/2 para r, = 6M, rs = 6 M y M = 1m. Nétese que el anillo relaticvista se
encuentra cerca del radio angular critico ¢§ = m/4.

En el grafico 3.7 se muestra la dependencia del radio angular ¢ para la imagen primaria
y la primera imagen relativista de los anillos de Einstein en funcién de la posicion de la
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3.3. IMAGEN DE UNA FUENTE LINEAL SOBRE EL EJE OPTICO

fuente r,, para un observador en la posicién r, = 6 M. Noétese que la primera imagen
relativista se encuentra muy cerca del radio critico; en general, las imagenes relativistas
se aproximan cada vez mds a 1.

0.7858 |

0.7857 |-

0.7856 |-

0.7855 |

0.7854

Figura 3.7: a) Se muestra la dependencia del radio angular ¢ del anillo de Einstein pri-
mario, en b) el correspondiente a la primera imagen relativista, ambas como funcién de la
posicién espacial de la fuente r,, para un observador en la posicién radial r, = 6,M, con
M = 1m. Nétese que el primer anillo relativista se encuentra muy cerca del radio angular
critico 9§ = /4.

3.3. Imagen de una fuente lineal sobre el eje 6ptico

Con la finalidad de comprender a detalle el fenémeno de lentes gravitacionales, considere-
mos una fuente lineal sobre el eje éptico (recta imaginaria que conecta al observador con
el centro del agujero negro) en la regiéon R;. Cada punto sobre la fuente serd registrado
como un anillo de Einstein determinado por la ecuaciéon 3.9. En la figura 3.8 se muestra
la imagen registrada por un observador en la posiciéon r, = 6, M de una fuente lineal tal
que 3,5M < z < 8M. Hemos dividido la fuente en tres partes iguales, con la finalidad
de mostrar que mientras mas alejada esté la fuente lineal del agujero negro, la imagen se
hace mas compacta.
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3.4. IMAGEN DE UN DISCO PSEUDO-CARTESIANO

a) b)

Figura 3.8: a) Configuracién del sistema fisico en el sistema pseudocartesiano {z, z}. La
posicion del observador es r, = 6M, con M = 1m. La fuente esta a lo largo del eje z en el
rango 3,5 M < z < 8M. b) Se muestra la imagen registada por el observador de la fuente
lineal. Notese que a medida que nos alejamos del agujero negro, la imagen de la fuente se
hace mas compacta.

3.4. Imagen de un disco pseudo-cartesiano

Supongamos que tenemos una fuente puntual en la posicién pseudo-cartesiana z = x5 > 0,
y =0, z = z; = cte, en la regiéon R;. Para hallar la posicién de la fuente en coordenadas
esféricas debe resolverse el siguiente sistema de ecuaciones

Ts = 1 8in O cos ¢y, (3.10)
0 = rs sin 6, sin ¢y, (3.11)
zs = cos g, (3.12)

es evidente que ¢ = 0, satisfaciéndose 3.11 automaticamente. Dado que

r= VTR (313

de la ecuacién 3.10 se concluye que

0s = arcsin - ) (3.14)
VT + Y3

por lo tanto, de acuerdo con las ecuaciones 3.5-3.6, las imagenes primarias registradas por
el observador satisfacen
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Ts

Vo2 +y?

O1 = 1 — arcsin ara =0 3.15
, P v )

O1 = 7 4 arcsin <x5> , para y=m. (3.16)

Vi +y?

Vamos a decir que las ecuaciones 3.5 y 3.6 describen la imagen primaria y secundaria
respectivamente. En la figura 3.9 se muestra la posicién angular de la imagen primaria y
secundaria como funcién de zg para z; = 6M y r, = 6M, con M = 1m; ndtese que si
xs = 0, entonces se recupera el radio angular del anillo de Einstein primario.

Figura 3.9: Se muestra la posicién angular de la imédgen primaria y secundaria, como
funcién de xg, para zs = 6M, y r, = 6M, con M = 1m. Si x5z = 0, se recupera el radio
angular del anillo de Einstein correspondiente.

Dada la simetria del sistema, es evidente que la imagen de una fuente circular en
el plano z; centrada en el eje Optico con radio pseudo-cartesiano xs estd determinada por
las ecuaciénes 3.15-3.16 para 0 < v < 27, obteniendo asi dos anillos concéntricos externo
e interno correspondientes a la imagen primaria y secundaria respectivamente (ver la
figura 3.9). En la figura 3.10 se muestra un ejemplo para una fuente circular en la posicién
z = 6M y de radio xs = 6, M, registradas por un observador en la posiciéon r, = 6,M, con
M =1m.
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Figura 3.10: Se muestra la imdgen primaria y secundaria para una fuente circular, centrada
en el eje Optico, en la posicién z = 6 M y de radio x; = 6, M, registradas por un observador
en la posicién r, = 6 M, con M = 1m.

Figura 3.11: Coloraciéon de un disco de radio 6,M en el plano z = 6, M centrado en el eje
optico del sistema, para M = 1m.

Consideremos un disco en el plano z = 6 M de radio zs = 6 M para M = 1m, con la
coloracion que se muestra en la figura 3.11. La imagen registrada por un observador en
la posicién r, = 6,M se muestra en la figura 3.12. El circulo en color blanco representa el
anillo de Einstein correspondiente al centro del disco; en el exterior del anillo se encuen-
tra la imagen primaria; nétese que la imagen se hace mas compacta cerca del anillo de
Finstein. En el interior del anillo se encuentra la imagen secundaria, la cual esta invertida
con respecto a la imagen primaria, y ademas tiende a acercarse al radio angular critico,
representado por el circulo punteado en color cian, haciéndose cada vez mas compacta.
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Figura 3.12: a) Imagen del disco de la figura 3.11 registrada por un observador en la
posicion r, = 6M. La imagen primaria es detectada fuera del anillo de Einstein, mientras
que dentro de este se observa la imagen secundaria. b) Se muestra con més detalle una
porcién de la imagen del inciso a).

3.5. Imagen de una elipse pseudo-cartesiana

Consideremos una fuente 1-dimensional, perteneciente a la region R, cuya forma pa-
ramétrica es la siguiente

x(u) = acosu + x,, (3.17)
y(u) = bsenu + y,, (3.18)
z(u) = zo, (3.19)

con 0 < u < 27. En R? esto corresponde a la ecucién de una elipse sobre el plano z, = cte
con centro en (z,,%,), por esta razén, le llamamos elipse pseudo-cartesiana. La forma
paramétrica de la fuente en coordenadas esféricas debe satisfacer las siguientes relaciones

aCcosU + T, = 7s8in g cos Ps, (3.20)
bsenu + y, = rssin , sin ¢, (3.21)
Zo = T C0S O, (3.22)

es facil hallar que la forma paramétrica de la elipse pseudo-cartesiana es

bsinu+yo>

acosu + x,

¢s(u) = arctan < (3.23)
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— arctan _Gcosu+ Lo _
1.0 = aetan (T (3:24)
“o (3.25)

" )

por lo tanto, de acuerdo con las ecuaciénes 3.5-3.6, las imagenes deben satisfacer lo si-
guiente

O = (2n+ 1)1 — O5(u), para = ¢s(u), (3.26)

Ot = (2n+ 1)m + 0s(u), para = ¢s(u) +m; (3.27)

Figura 3.13: a) Fuente pseudo-eliptica caracterizada por los pardmetros a = M, b = 6 M,
con M = 1m. En b)-f) se muestra la imagen registrada de la elipse-pseudo-cartesiana por
un observador en la posicién r, = 6, M; la elipse se encuentra en el plano pseudo cartesiano
zo = 6M en las posiciénes z, = OM, y = OM,3M,5,97M, 6,03 M, 9M, respectivamente.
El punto blanco representa el centro de la elipse. La circunferencia punteada en color rojo
representa el anillo de Einsten para una fuente puntual sobre el eje éptico en la posicién
zo = 6M. La circunferencia punteada en color cian representa el radio angular critico.

la informacién de la ecuacién 3.25 estd contenida en ©F (ver 2.64), y de las ecuaciones
anteriores debemos ser capaces de obtener ¥ (u); aqui lo hacemos numéricamente. En la
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figura 3.13 se ilustra la imagen registrada por un observador en la posicién r, = 6 M de
una fuente pseudo-eliptica con pardametros a = M, b = 6 M, para M = 1m. Cuando
la pseudo-elipse encierra al eje Optico, el observador registra dos curvas cerradas, una
dentro de la otra; por otro lado, si la pseudo-elipse esta fuera del eje dptico, entonces se
registran dos curvas cerradas separadas entre si. La imagen primaria y secundaria estan
fuera y dentro de un anillo de Einstein generado por una fuente puntual en la posicién
z, sobre el eje 6ptico. En la figura 3.14 se muestra a la misma pseudo-elipse desplazada
en la coordenada pseudo-cartesiana x por una cantidad 3M. Cabe resaltar que la imagen
forma arcos muy pronunciados y cercanos al anillo de Einstein correspondiente cuando la
fuente se encuentra cerca del eje 6ptico.

Figura 3.14: a) Fuente pseudo-eliptica caracterizada por los pardmetros a = M, b = 6 M,
con M = 1m. En b)-d) se muestra la imagen registrada de la elipse-pseudo-cartesiana por
un observador en la posicién r, = 6 M; la elipse se encuentra en el plano pseudo cartesiano
Zo = 6M en las posicidnes z, = 3M, y = OM,3M,6M,9M, 12 M, respectivamente. El
punto blanco representa el centro de la elipse. La circunferencia punteada en colo rojo
representa el anillo de Einsten para una fuente puntual sobre el eje éptico en la posicién
zo = 6M. La circunferencia punteada en color cian representa el radio angular critico.
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Capitulo 4

Resultados

Una de las técnicas empleadas para determinar la calidad de una lente comtn es la prueba
de Ronchi, que a grandes rasgos consiste de cuatro elementos: una fuente luminosa,
una lente, una rejilla de Ronchi (conjunto de segmentos de lineas paralelas igualmente
separadas) y una pantalla. El objetivo es obtener una proyeccién de las sombras de la
rejilla sobre una pantalla cuando la luz ya ha atravesado la lente; el conjunto de sombras
se conoce como ronchigrama, y se compara con el resultado tedrico para una lente ideal,
con el fin de detectar defectos en la lente fabricada; en otras palabras, a partir del
conocimiento del ronchigrama experimental, podemos obtener alguna informacién acerca
de la lente que se estd examinando. En la figura 4.1 mostramos una posible configuracion
de esta prueba para una lente comun.

%%\

\

Figura 4.1: Esquema de la prueba de Ronchi para lentes comunes.

El ronchigrama puede presentar una topologia diferente con respecto a la rejilla de
Ronchi, dependiendo si la rejilla se encuentra dentro de una regién de interferencia o si
entra en contacto con la regién caustica, en forma andloga a la expuesta en el capitulo
1, en el que se explicé el cambio de topologia de la imagen con respecto al objeto observado.

FEn este trabajo de tesis estamos interesados en analizar una configuraciéon andloga

a la prueba de Ronchi para lentes comunes para el efecto de lente gravitacional, que
llamaremos gravitoronchigrama
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4.1. GRAVITORONCHIGRAMA

4.1. Gravitoronchigrama

El sistema fisico que vamos a analizar consiste de una rejilla y una fuente puntual en
posiciones opuestas al origen. La rejilla la colocaremos sobre una esfera de radio r,, cuyas
franjas estan caracterizadas por y = [, siendo I constante; la forma paramétrica de la rejilla
es la siguiente

Eo(l,4,) = (|l\ cot ¢y, [, —\/72 — 12/ sin? ¢p) , con 0<¢,<m, (4.1)

si comparamos la expresion anterior con la ecuacién de la esfera, se puede concluir lo
siguiente

o : l . l
l =r,sinfsing = ¢(f) = arcsin <T7~ sin@) = 0(¢) = arcsin (7‘7» sin¢> , (4.2)

estos resultados seran tutiles mas adelante.

La posicion de la fuente estard determinada por 6; = 0, s > 3M; bajo estas condiciones
aseguramos que existen rayos emitidos que conectan la posicion de la fuente con las franjas
de la rejilla. Por simplicidad vamos a suponer que la rejilla se encuentra en la regiéon Rq
(ver figura 3.4, se intercambia al observador por una fuente puntual), en la figura 4.2 se
muestra la configuracion antes descrita para una fuente en la posicion ry = 6,M y una
rejilla sobre la esfera r,. = 8 M, con M = 1lm; se muestran nueve franjas.

Figura 4.2: La rejilla de Ronchi se muestra como un conjunto de nueve franjas sobre una
esfera de radio r, = 8 M, con M = 1m. La fuente puntual se representa por un punto rojo
en la poscién rg = 6 M.

Dada la masa del agujero negro y la posiciéon de la fuente, conviene definir una funcion
O©T(r,v) de la siguiente manera

0" (r,9) = O (po(1h, M), 15, M) + O (po (), M), 7, M), (4.3)

que, de acuerdo con la ecuacién 2.64, corresponde al desplazamiento angular en la coorde-
nada 6 de un rayo emitido como funcién de la posicién radial r; para el caso que estamos
analizando la ecuacién anterior coincide con la coordenada 6 de nuestro sistema.
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Para obtener el gravitoronchigrama (patrén de Ronchi) vamos a proyectar las sombras
de las franjas sobre una pantalla esférica de radio r, > r,; de acuerdo con las ecuaciénes
4.2-4.3, y apoyandonos de la figura 4.2, el gravitoronchigrama esta descrito por

(1) = rp, (4.4)

0(v) = O™ (rp, ), (4.5)

. l
¢} (1) = arcsin <7”r ST (. ¢)> , (4.6)

l
1 .
=7 — 4.7
4(0) = —avesin (), (4.7
con Ye[pt, i) tal que OF(r., 1) = 0(7/2) (ver ecuacién 4.2) y ©F(r,, 1)) = 7/2.
Las funciénes ¢1 y ¢} describen la parte correspondiente a la componente x positiva y
negativa de la rejilla.

Dado que por cada punto de la rejilla pasan al menos dos rayos, debe existir una
proyeccién secundaria, analoga a la imagen secundaria estudiada en el capitulo 3. Es facil
hallar que la proyeccion secundaria esta descrita por

7“(1?) = Tp, (4.8)
0(v) =21 — O (1p, ¥), (4.9)
$3(1p) = 7 + arcsin (7”7« sin(2r —l®+(m, 7@)) , (4.10)

. l
qﬁ%(zb) = 27 — arcsin <Tr Sn(@n = @JF(Tr,w))) , (4.11)

con Ye[1?, 3] tal que OF (r,,v?) = 27 — 0(n/2) y O (r,,3) = 37/2.

En la figura 4.3 se muestra el gravitoronchigrama correspondiente al sistema ilus-
trado de la figura 4.2 para una pantalla en la posicién r, = 30M con M = 1m.
La proyeccién primaria y secundaria se muestra con lineas continuas y punteadas,
respectivamente. Cabe resaltar que en este ejemplo la cdustica consiste de una recta
sobre el eje z negativo (por simetria del sistema) y que el punto de la rejilla coincidente
con la caustica se mapea en la pantalla como una circunferencia, dentro del cual, los
patrones se autointersectan dando lugar a una curva cerrada. Un aspecto importante a
tomar en cuenta de este ejemplo es que la morfologia del gravitoronchigrama se mantiene
independientemente de la posicion de la fuente y la rejilla siempre y cuando se satisfagan
las condiciones descritas.
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a) b) c)

Figura 4.3: a) Se muestra la rejilla para el sistema ilustrado en la figura 4.2; en b) y
c¢) se muestra el gravitoronchigrama correspondiente para una pantalla esférica de radio
rp = 30M centrada en el origen, con M = 1m.

Para describir el primer gravitoronchigrama relativista basta con realizar el cambio de va-
riable © — ©T +27. En la figura 4.4 se muestra el primer gravitoronchigrama relativista
junto con el gravitoronchigrama primario y secundario; nétese que la morfologia es similar
y que el relativista tiende a compactarse sobre el eje z negativo.

c)

Figura 4.4: a) a) Se muestra la rejilla para el sistema ilustrado en la figura 4.2, en b)
se muestra el primer gravitoronchigrama relativista sobre una pantalla esférica de radio
rp = 30M centrada en el origen, con M = 1m. En c) se muestra el gravitoronchigrama
de la figura 4.3 y el primer ronchigrama relativista; ndtese que tienen morfologia similar,
sin embargo el relativista tiende a compactarse sobre el eje z negativo.

Otra posible configuracién para realizar una prueba de Ronchi para lentes gravitacionales
consiste de un observador y una rejilla en posiciénes opuestas al origen. Para este caso
vamos a colocar una rejilla sobre la parte positiva del eje pseudo-cartesiano z con las
franjas parametrizadas de la siguiente manera

Eo(l,4,) = (]l| cot ¢y, 1, /12 — 12/ sin? ¢p> , con 0<¢,<m. (4.12)

Consideremos un observador en la posicién espacial 8, = 7, r, > 3M; en la figura 4.5 se
muestra la configuracién del sistema para una rejilla sobre una esfera de radio r, = 8M y
un observador en la posicién radial r, = 20M, con M = 1m.
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Figura 4.5: Nuestro sistema consiste de un observador y una rejilla en posiciénes opuestas
al origen. Se muestra la configuracion del sistema para una rejilla sobre una esfera de radio
r = 8M y un observador en la posicién radial r, = 20M, con M = 1m.

En este caso el gravitoronchigrama corresponde a la imagen registrada por el observador
de la rejilla, la cual, como se estudié en el capitulo 3, se proyecta sobre la esfera celeste
del observador. Requerimos de hallar el conjunto de direcciénes de emisién {1,v} de una
fuente puntual ficticia en la posicién del observador tal que la conecten con las franjas
de la rejilla. Cabe mencionar que las ecuaciones 4.2 siguen siendo validas. Mediante un
razonamiento andlogo al caso anterior, se encuentra que la imagen primaria estd descrita
por

vi (1) = arcsin <T7~ e l@*(rr, %Z)))) , (4.13)

’y% (1) = ™ — arcsin (Tr (e —l@JF(TT, ¢))> , (4.14)

para Ye[ii, i) tal que OF (1, 91) = 7 — 0(x/2) y ©F(r,,93) = 7/2. Por otro lado, la
imagen secundaria estd descrita por

. l
v2(¢)) = 7 — arcsin (Tr Sn(r = @+(7’r71/1))> ) (4.15)

. l
v3(1)) = arcsin (Tr Sn(r— 6+ (. W)) , (4.16)

para Ye[1?,¥3] tal que OF (r,,¥?) = m + 0(w/2) y O (r,,%3) = 37/2. En la figura 4.6
se muestra el gravitoronchigrama correspondiente a la configuracion del sistema de la
figura 4.5. La imagen primaria y secundaria de la rejilla se muestra con curvas continuas
y punteadas, respectivamente. La caustica asociada a la fuente ficticia, por simetria del
sistema, se encuentra a lo largo del eje z positivo; el punto de la rejilla que coincide con
la céustica es registrado por el observador como una circunferencia, correspondiente al
anillo de Einstein. Las imagenes primarias se mapean fuera del anillo, mientras que las
secundarias se mapean entre el anillo de Einstein primario y el primer anillo de Einstein

39



CAPITULO 4. RESULTADOS
4.1. GRAVITORONCHIGRAMA

relativista, el cual se encuentra muy préximo al dngulo radial critico ilustrado con una
circunferencia roja. Al igual que el gravitoronchigrama del ejemplo anterior, la morfologia
del patréon de Ronchi se mantiene al variar la posicién de la rejilla y del observador.

En este capitulo hemos presentado ecuaciones analitcas que permiten estudiar a detalle la
estructura del gravitoronchigrama.

a) b) c)

Figura 4.6: a) Se muestra la configuracién del sistema para una rejilla sobre una esfera de
radio 7, = 8 M y un observador en la posicién radial r, = 20M, con M = 1m. En b) se
muestra el gravitoronchigrama sobre la esfera celeste del observador, la imagen primaria y
secundaria de la rejilla corresponde a las curvas continuas y punteadas, respectivamente;
en c¢) se muestra la proyeccioén del gravitoronchigrama en el pseudo-plano zy. Las imagenes
primarias se encuentran fuera del anillo de Einstein, representado por una circunferencia
rosa; las imagenes secundarias se encuentran entre el anillo de Einstein y el primer anillo de
Eintein relativista, el cual se encuentra muy cerca del radio angular critico, representado
por una circunferencia en color rojo; en general las imégenes relativistas se acercan cada
vez més al radio angular critico.
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Conclusiones

En la primera parte de este trabajo hemos abordado el problema de hallar la imagen regis-
trada por un observador de un objeto cuando el fenémeno de refraccién se hace patente.
Un paso importante en la técnica empleada es aplicar el principio de reciprocidad de la
luz, replanteando asi el problema a determinar aquellos rayos emitidos por una fuente
puntual ficticia en la posicién del observador que llegan al objeto. Debido al fenémeo de
refraccion pueden existir regiones en el espacio donde dos o mas rayos emitidos se cruzan,
dando lugar a regiénes de interferencia y/o regiénes cdusticas, que estdn asociados con
las propiedades locales y globales de los rayos refractados, respectivamente. La imagen
registrada por el observador puede presentar una topologia distinta al objeto si este entra
en contacto con la region de interferencia asociada a la fuente puntual ficticia, ademas, el
the caustic touching theorem, abordado por Berry, asegura un cambio de la topologia de
la imagen cuando el objeto entra en contacto con la regién caustica. El entendimiento a
detalle de la formacién de imagenes permite una comprension clara acerca de la prueba de
Ronchi, técnica experimental aplicada a espejos y lentes comunes para deducir la calidad
de fabricacién de estos objetos. La prueba de Ronchi consiste en obtener un patrén de
franjas sobre una pantalla cuando la luz emitida por una fuente pasa a través del elemen-
to Optico bajo andlisis y una rejilla, conocida como rejilla de Ronchi. Existen diferentes
configuraciénes de los elementos de esta prueba para obtener estos patrones, también co-
nocidos como Ronchigramas. La comparacién del Ronchigrama ideal con el experimental
nos permite obtener informacién de que tan perfecta fué fabricada la lente o espejo en
cuestion.

En este trabajo de tesis nos ocupamos de aplicar las ideas antes descritas a una lente
gravitacional de Schwarzschild. Se han resuelto las ecuaciones de movimiento para las
geodésicas nulas, y hemos descrito el método para hallar las imégenes primarias y relati-
vistas registradas por un observador.

En féorma andloga a la técnica empleada en el fendmeno de refraccién, sustituimos al
observador por una fuente puntual ficticia, y, dadas las propiedades fisicas del sistema
analizado, y por simetria, resulta que todo el espacio es una region de interferencia, y la
caustica corresponde una recta a lo largo del eje éptico. Bajo estas condiciénes, un obje-
to puntual sobre el eje Optico es registrado por un observador como un conjunto infinito
de circunferencias conocidos como anillos de Einstein, haciéndose asi patente el teorema
de Berry (un punto se transforma en una infinidad de anillos). Con el fin de tener una
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comprensién clara del fenémeno de lente gravitacional, se han revisado varios ejemplos de
formacién de imagenes para objetos de distintas formas; en particular, el analisis de un ob-
jeto pseudo-eliptico conduce a resultados que se asemejan a observaciones experimentales
del telescopio espacial Hubble, el cual ha detectado varios ejemplos del fenémeno de lente
gravitacional. Finalmente, hemos aplicado el andlogo de la prueba de Ronchi a la lente de
Schwarzschild, cuyo patrén de Ronchi lo hemos llamado gravitoronchigrama. Cabe resaltar
que se han obtenido ecuaciénes analiticas para el gravitoronchigrama cuya morfologia es
similar a la encontrada en espejos y lentes comunes. Una posible aplicacién inmediata de
esta prueba es determinar si un agujero negro se encuentra en rotacién (agujero negro de
Kerr), o no, ya que, evidentemente, el gravitoronchigrama se veria modificado con respecto
a los resultados mostrados en este trabajo, ya que el sistema correspondiente no posee la
misma simetria que un agujero negro de Schwarzschild (agujero negro estatico).
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