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Resumen

La ecuacién de estado de Van der Waals (VAW), derivada en su trabajo doctoral
en 1873, exhibe coexistencia de fases liquido-vapor y posee un punto critico. A pesar
de las limitaciones que la teoria de VAW pudiera exhibir, una caracteristica sobresa-
liente es que escrita de manera conveniente adquiere una forma universal. En 1945
Guggenheim encontré que la coexistencia liquido-vapor experimental de diferentes
fluidos colapsan a una misma curva. En este trabajo de tesis investigamos sobre la
correspondencia de estados entre dos y tres dimensiones (3D) usando el modelo de
Lennard-Jones. Para ello usamos dindmica molecular y determinamos la curva de co-
existencia liquido-vapor del modelo bidimensional (2D) y estimamos su punto critico.
Con ayuda de datos reportados en la literatura para el caso tridimensional explo-
ramos la correspondencia entre dos y tres dimensiones. Encontramos que cuando el
exponente critico es Ising 2D el principio de estados correspondientes es escasamente
satisfecho. Sin embargo, al aumentar el exponente critico hasta un determinado valor,
nuestros resultados en 2D y los de la literatura en 3D sugieren una correspondencia de
estados. Por ultimo exploramos la posibilidad de correspondencia de estados en 2D en
términos del radio de corte y encontramos que las curvas de coexistencia liquido-vapor

colapsan a una misma curva.



Abstract

The Van der Waals (VAW) equation of state, derived in his doctoral work in 1873,
exhibits coexistence of liquid-vapor phases and has a critical point. Despite the limita-
tions that the VAW theory might exhibit, a salient feature is that writing conveniently
takes on a universal form. In 1945 Guggenheim found that the experimental liquid-
vapor coexistence of different fluids collapse into a master curve. The main goal of
our study is about the correspondence of states between two and three dimensions
(3D) using the Lennard-Jones model. To do this we use molecular dynamics and de-
termine the liquid-vapor coexistence curve of the two dimensional (2D) model and
estimate its critical point. With the aid of reported data for the same potential in
three dimensions, we explore the correspondence between two and three dimensions.
We find that when the critical exponent is Ising 2D does not follow the principle of
corresponding states. However, by increasing the critical exponent to a certain value,
our results in 2D and those of the literature in 3D suggest a correspondence of states.
Finally we investigated the possibility of 2D states correspondence in terms of the
cut-off radius, and we find that the liquid-vapor coexistence curves collapse to the

salne curve.
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Introduccion

La aportacion de Johannes Diderik van der Waals con la ecuacion de estado para des-
cribir el comportamiento de los gases reales considerando que las particulas poseen un
tamafno (esferas duras) y ademads interactian entre ellas, no es lo tnico sobresaliente
de su trabajo de tesis doctoral (1873), si no que ademads, posterior a la formulacién
de su ecuacién de estado, postuld el principio de estados correspondientes en 1880 [1].
A mas de medio siglo después, en 1945 Edward Armand Guggenheim corroboré ex-
perimentalmente el principio de estados correspondientes para diferentes fluidos, al
darse cuenta de que la curva de coexistencia liquido-vapor (LV) llega a ser universal

cuando la temperatura y la densidad se miden en términos de sus valores criticos [2].

Hoy en dia, hay estudios de simulaciéon molecular en tres dimensiones cuyos resulta-
dos han permitido establecer que el principio de estados correspondientes se satisface
cuando se modela la interaccion entre particulas: con el modelo de Yukawa, el de
Lennard-Jones (LJ), el potencial de la aproximacién no conforme (ANC, por sus
siglas en inglés), entre otros [3—5]. Sin embargo hay una pregunta de cardcter funda-
mental que no se ha abordado y que es el objetivo de estudio de este tema de tesis:
. Se satisface o no la ley de estados correspondientes cuando pasamos de tres a dos
dimensiones?, es decir, existe o no una correspondencia entre los estados de un fluido
en tres dimensiones y los estados de un fluido en dos dimensiones. Para realizar el
estudio usaremos el modelo de Lennard-Jones en dos y tres dimensiones. Este modelo

ha sido fundamental en el drea de simulacién molecular por diferentes razones: (a)

II
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contiene atraccién y repulsion entre particulas, (b) su expresién matemédtica es una
funcién continua de la distancia, (c) es relativamente sencillo desde el punto de vista
numérico y (d) el término atractivo se puede asociar a fuerzas de Van der Waals, las

cuales decaen con la distancia de separacién como 1/r5.

En la literatura la curva de coexistencia LV se ha determinado numéricamente para
diferentes modelos de interaccion entre particulas. La curva de coexistencia del mo-
delo Lennard-Jones tridimensional se ha calculado por diferentes autores y diferentes
métodos [6—13]. En el caso del fluido LJ bidimensional, la curva de coexistencia que
se encuentra en la literatura, fue calculada hace aproximadamente 20 anos, cuando
aun se desconocia con precision de qué manera es que los parametros usados en la
simulacién molecular pueden afectar la localizacién de la curva de coexistencia. Por
tanto es necesario dilucidar el conjunto de parametros que conducen a la curva de
coexistencia LV del modelo LJ bidimensional, para posteriormente realizar el analisis
que nos permita verificar si se satisface o no la ley de estados correspondientes entre

dimensiones.

A continuacion damos una breve descripciéon del contenido y organizacion de este tra-
bajo, que consta de 3 capitulos. El capitulo 1 estd dedicado a explorar los conceptos
fundamentales involucrados: teoria de Van der Waals, principio de estados corres-
pondientes, modelo de Lennard-Jones, unidades reducidas y conceptos de mecdanica
estadistica involucrados en una simulacién de dindmica molecular. En el capitulo 2
se hace una descripcion del método de dinamica molecular clasica refiriéndonos en
adelante inicamente como, dinamica molecular y en el apartado 2.3 se describen las
propiedades de interés; perfil de densidad de una coexistencia liquido-vapor, y tension
lineal. En el capitulo 3 nos ocupamos de los resultados obtenidos, comenzando con
la recopilacién de datos reportados en la literatura para la curva de coexistencia LV
del fluido LJ en tres dimensiones asi como sus respectivos puntos criticos. Seguido
de la curva de coexistencia LV y tension lineal en dos dimensiones, calculada en este
trabajo por simulaciones de dinamica molecular, comparamos siempre que fue posible

nuestros resultados con los de la literatura. En 3.3 se localizan los estudios de corres-
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pondencia. Por tltimo, este trabajo finaliza con las conclusiones y las perspectivas.




Capitulo 1

Conceptos fundamentales

Las fases méas exoticas de la materia son los plasmas a temperaturas demasiado altas
o los condensados cuanticos a temperaturas demasiado bajas, las fases méas comunes
son el sélido, el liquido y el gas. A diferencia de un gas ideal, los gases reales pueden
licuarse o solidificarse. Estos cambios de fase son consecuencia de las interacciones
entre las particulas que los constituyen y de las condiciones fisicas a las que se so-
mete al sistema; por ejemplo, presién, volumen, temperatura. Para un sistema PVT,
su diagrama de fases muestra las condiciones de presién, volumen y temperatura a
las cuales las distintas fases de la sustancia existen, también muestra las condiciones
donde dos o més fases coexisten en equilibrio!. En la figura 1.1 (a) se muestra el
diagrama de fases de una sustancia pura en el plano presién-temperatura (P-T'), un
ejemplo de una sustancia es el argén. Las lineas corresponden a estados de coexis-
tencia de dos fases. Por ejemplo, la linea de condensacién muestra las condiciones de
presion y temperatura donde coexisten las fases liquido y vapor en equilibrio; mien-
tras que las regiones fuera de las lineas de coexistencia son estados de una fase. La

linea de condensacion termina en el punto critico. El punto triple es donde coexisten

'Para que dos fases, A y B, coexistan en equilibrio es necesario que se satisfagan las condiciones
termodindmicas de equilibrio mecéanico P4 = Pg, equilibrio térmico T4 = T y equilibrio quimico
ha = HB.
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sélido, liquido y gas. En la figura 1.1 (b) se muestra el diagrama de fases proyectado
en el plano temperatura-densidad (7-p); en esta proyeccién la linea de coexistencia
se transforma en la curva de coexistencia liquido-vapor, la cual termina en el punto
critico. Las fases termodinamicas son regiones en el diagrama de fases donde las pro-
piedades termodinamicas son funciones analiticas de los parametros termodindamicos,
mientras las transiciones de fase son puntos, lineas o superficies en el diagrama de

fases donde las propiedades termodindmicas no son finitas [11].

La transformacién de sélido a liquido se denomina fusién; la de gas a liquido, conden-
sacion, y la de sélido a gas, sublimacién. Al aproximarse a la temperatura critica, la
diferencia de la densidad en las fases liquida y vapor disminuye y en el punto critico
la densidad de la fase liquida es igual a la fase de vapor, entonces, el punto critico
corresponde fisicamente a las condiciones de temperatura, presion y densidad donde

termina la coexistencia liquido-vapor y cuyos parametros se denotaran como T,, P.y

Pec
P T
L Te
linea de Vi+1L
" fusibén
Fe linea de T;
sublimaciéon v
Pe - i G+S S
inea de
G ‘ condensacién‘
T T
T, T, T Pe P
(a) (b)

Figura 1.1: Diagrama de fases de una sustancia pura en los planos: P-T en (a) y T-p
en (b). Las letras S, L, G y V denotan sélido, liquido, gas y vapor respectivamente
(imagen adaptada de [15]).

Observando el estado gaseoso en la figura 1.1 (a) (GV) algunos autores no hacen

distincion alguna entre gas y vapor; nombrando por gas a la regién completa. Haremos
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la diferencia, y nos referiremos como vapor a la fase que coexiste con liquido en la

linea de condensacidn.

En una transicion liquido-vapor a temperaturas menores a la temperatura critica hay
una transicién de fase de primer orden y en la temperatura critica la transicion de

fase es de segundo orden [10].

Transiciones de primer orden: estan caracterizadas por una discontinuidad en la
primera derivada de la energia libre de Gibbs, la entropia y el volumen son disconti-
nuos, durante la transicion el sistema absorbe o libera energia en forma de calor. La
diferencia en entalpia es igual al calor latente liberado o absorbido en una transfor-

macién de fase que ocurre a presién constante [14].

Transiciones de segundo orden: la primera derivada de la energia libre de Gibbs

es continua, ahora la discontinuidad se encuentra en la segunda derivada de la energia
libre de Gibbs [11].
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1.1. Teoria de Van der Waals

El fisico neerlandés Johannes Diderik van der Waals (VAW) modificé la ley del gas
ideal al considerar que las moléculas ocupan espacio, ejercen atraccion entre ellas y
poseen una forma de esfera impenetrable, llegd, de forma semi-empirica, al resultado

de que la ecuacion de estado de un mol de un gas no ideal, tiene la siguiente forma:

_ 4 (1.1)

donde P es la presion, T es la temperatura, R es la constante universal de los ga-
ses ideales, v el volumen molar del gas; los parametros a y b también corresponden
a un mol del gas y son los pardametros fenomenolégicos de los fluidos. Mientras a
es una medida de las fuerzas atractivas entre los moléculas del sistema, a las que
comunmente se les denomina fuerzas de Van der Waals, b es una medida de las fuer-
zas repulsivas que entran en juego cuando dos moléculas se acercan demasiado entre
si; en consecuencia, b es también una medida del espacio ocupado por las moléculas.
Las constantes a y b tienen unidades en el sistema internacional de [Pa - m5/mol?] y

[m3 /mol] respectivamente.

La ecuacién de estado de VAW?, fue la primera ecuacién en mostrar la coexistencia
de las fases liquido-vapor y posee un punto critico. El punto critico de la ecuacion de
VAW es un punto de inflexién en la isoterma critica tal que (9P/0v)7 y (9*P/0v?)r

se anulan, entonces

a 8a
PC - bl c — b, TC —
s e T3 2TbR

(1.2)

En 1874 James Clerk Maxwell observé que la concordancia entre las isotermas deduci-

2En 1910 VAW recibié el premio nobel en fisica por su ecuacién de estado.
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das a partir de la ecuacién de Van der Waals y las obtenidas experimentalmente no es
completa, ver figura 1.2 en la porcién 3-1, haciendo notar que las primeras muestran
forma de S, en tanto que las segundas son planas. Ademas dicha porcién no puede
corresponder a estados fisicamente realizables; una isoterma tedrica corresponde a
una regién donde un aumento en el volumen va acompanado por un aumento en la
presion y esto es imposible, por lo que, la compresibilidad isotérmica es negativa en
esa porcién® y por tanto el sistema es inestable. Para resolver el problema Maxwell
utilizé criterios de estabilidad termodinamica, mostré que para obtener la curva ex-
perimental habia que sustituir la porcién senalada 3-1 por una linea horizontal y esa
linea debe ser precisamente aquella que divida a la S en dos areas iguales entre si,
esto es, el area 302 es igual al area 2P1. A esta construccién se conoce como la regla

del area de Maxwell, o construccion de Maxwell.

P
punto critico
P.
T>T,
] 3/\/ 1 Tt
L. 0 A
curva de coexistencia T<T,
| | |
12 Ve Vg 4

Figura 1.2: Comparacién entre isotermas de un sistema de VAW y experimentales.
Con la construccién de Maxwell se corrigen las isotermas para T < T, lo que conduce
a la curva de coexistencia liquido vapor (imagen adaptada de [17]).

3La compresibilidad isotérmica k7, es siempre positiva, pues la disminucién en el volumen de un

. - ., 1 [oV
sistema se acompanada de un aumento en la presion y se calcula como, kK = v \ap ).
T




Capitulo 1: Conceptos fundamentales 6

1.2. Principio de estados correspondientes

A pesar de las limitaciones que la teoria de VAW pudiera exhibir, una caracteristi-
ca sobresaliente es el hecho de que la ecuacién de estado, escrita en términos de los
pardmetros criticos adquiere una forma universal [17], es decir, su forma es indepen-
diente de los parametros de la sustancia bajo estudio. Se puede hallar una ecuacion
reducida de VAW definiendo las variables reducidas

T v P
T, = — ——, P== 1.
r Tc y  Ur Ve ) T Pc ( 3)

Al sustituir estas en la ecuacién de VAW, e introduciendo los valores de T,., V. y P.

obtenemos

<PT + %) (30, — 1) = 8T, (1.4)

T

Esta ecuacion ya no presenta a los pardmetros a y b explicitamente. Esto implica
que todas aquellas sustancias con los mismos valores de 7T}, v, y P, sus estados se
corresponden incluso si su 7', v y P son muy diferentes, lo cual es aproximadamente
cierto en algunos sistemas reales. A este hecho se le denominé el principio o la ley de

estados correspondientes.

En 1945 Guggenheim [2] encontré que la curva de coexistencia experimental de dife-
rentes fluidos, escalada en términos de sus valores criticos; 7'/, versus p/p., donde T,
y pe son la temperatura critica y la densidad critica, colapsan en la misma curva de
coexistencia para temperaturas abajo de la temperatura critica y también en la ve-
cindad del punto critico, ver figura 1.3. Este hecho sugiere que el concepto de estados
correspondientes descrito por Van der Waals es mas fuerte de lo que originalmente se

penso.

Desde entonces, se han realizado estudios en desarrollar un analogo a la ley de estados

correspondientes aplicable a diferentes sistemas, tal es el caso de carbonos microporo-
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951

i

i
;

B0

s5L 1 1 1
0 2 & &

Figura 1.3: Curvas de coexistencia liquido-vapor de diferentes fluidos. La curva ad-
quiere una forma universal cuando la temperatura y la densidad se escalan en términos
de sus valores criticos; T'/T, versus p/p. (imagen obtenida por Guggenheim [2])

sos en los cuales se deposita algiin gas (metano, criptén y etano), fendmeno conocido
como fisisorcién de un gas [18]. Por otro lado se tiene la llamada ley extendida de los
estados correspondientes propuesta por Noro y Frenkel [19] la cual es de gran utilidad

en suspensiones coloidales [20] y soluciones de proteinas [21].
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1.3. Modelo de Lennard-Jones

En general, la energia potencial V de un sistema de N atomos puede expresarse en
funcién de las coordenadas de los atomos individuales, de la distancia entre dos de

ellos, las coordenadas de tres atomos, etc:

N N N
V= Zul r; +ZZu2 r;,T;) +ZZ Z us(r;,rj, r)) (1.5)

=1 5>t =1 j>i k>j>i

donde u; representa las interacciones de un cuerpo con un campo externo, u, las
interacciones a pares, uz interacciones de tres cuerpos y asi sucesivamente. El término
a pares, ug, sélo depende de la distancia de separacién r;; = |r; — r;|. Este término
es muy importante pues se ha demostrado que por si solo describe muy bien ciertos
sistemas fisicos, como es el caso del potencial de Lennard-Jones para los elementos

en el grupo de los gases nobles, el cual se describe a continuacion.

Los fluidos de Lennard-Jones son llamados asi, debido a que sus particulas constitu-
yentes interactian a pares a través del potencial de Lennard-Jones. En este potencial
intervienen dos fuerzas, una atractiva de largo alcance (r;; > 7,), que decae como
—1/r% la cual representa la atraccién de Van der Waals y una repulsiva de corto al-
cance (r;; < T'min) de la forma —1/r'2, cuyo origen proviene del principio de exclusion
de Pauli y a nivel clasico se modela con este término de repulsion, r,,;, es la distancia
a la cual el potencial es minimo, 7, = 2/%¢. El potencial de Lennard-Jones entre

la particula ¢ y la particula j es:

vt = ()" ()]

donde 7;; es la distancia escalar entre la particula ¢ y la particula j, o es la distancia

entre las particulas a la cual el potencial es cero y € la profundidad del pozo de
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potencial, una grafica del potencial de LJ se muestra en la figura 1.4.

Uy (rij)
0 } Tij
o Tmin
I
|
I
I
I
i
|
—E T
repulsién | . »
! atraccion
OO0 | CoRS
Tij < Tmin | Tij > Tmin

Figura 1.4: Potencial de Lennard-Jones.

Unidades reducidas

Por conveniencia se introducen unidades reducidas, lo cual significa elegir unidades
convenientes de energia, longitud y masa, para expresar otras cantidades en términos
de estas unidades de referencia, de tal forma que, todas las cantidades de interés sean
adimensionales. Por ejemplo en este trabajo usamos los parametros de Lennard-Jones
¢, 0 y m (masa de los dtomos en el sistema) como unidades de referencia y de estas
unidades obtenemos la unidad de tiempo ov/m/e y la unidad de temperatura €/kg.

Con estas convenciones se definen las siguientes unidades reducidas

kT

€

temperatura, T =

v

€

potencial, U* =
densidad volumétrica p* = po?, densidad superficial p* = po?

t
tiempo, t* =
o\/mje
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T %
= tensién lineal, v* = —
€

= ancho de la interfase, 6* = —
o

Por lo que, el potencial de L.J en unidades reducidas es
o 1\ 12 1\ 6

Este potencial ha sido de gran utilidad en el desarrollo de métodos de simulaciéon

molecular y es el que, como mencionamos en la introduccion, usaremos en este trabajo

de tesis.
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1.4. Mecanica Estadistica

El formalismo proporcionado por la mecanica estadistica permite conectar la descrip-
cién microscépica de un sistema, dada por sus coordenadas (g;, p;) en el espacio fase,
con sus propiedades macroscopicas, las cuales siguen las leyes de la termodindami-
ca y son medibles experimentalmente. Las cantidades macroscépicas se consiguen al
tomar valores promedio de propiedades microscépicas, por ejemplo, la temperatura
esta relacionada con la energia cinética media de las particulas. La fisica estadistica
se divide en dos grandes ramas: la teoria de los estados de equilibrio y la teoria de
los procesos fuera de equilibrio, en el primer caso la teoria opera con probabilidades
y promedios estadisticos que no dependen explicitamente del tiempo y en el segundo
caso con probabilidades y promedios dependientes del tiempo. Las simulaciones de
dinamica molecular se hacen en el marco de la mecédnica clasica y la fisica estadistica
de equilibrio [22] refiriéndonos en adelante a esta ultima tinicamente como mecénica

estadistica.

Espacio fase

Para un sistema clédsico es suficiente saber a un tiempo t todas las coordenadas ¢; y
momentos p; generalizados para fijar de forma tinica el estado de movimiento del sis-
tema. Entonces para un sistema mecanico tridimensional compuesto por N particulas
se puede interpretar el conjunto (g;, p;), donde i = 1,...,3N como el microestado de
dicho sistema. Por eso el estado microscépico del sistema puede representarse como
un punto I' en el espacio de 6N dimensiones, denominado espacio fase. La evolucion
temporal del sistema corresponde a una curva en el espacio fase I'(¢), a la cual se
le nombra trayectoria en el espacio fase y esta determinada por el Hamiltoniano del

sistema.
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Postulados de la mecanica estadistica

La formulacién de la mecédnica estadistica se basa en los siguientes postulados:

= En un sistema aislado en equilibrio, la probabilidad de que el sistema se en-

cuentre en alguno de los microestados accesibles es la misma, a este hecho se le

conoce como postulado de igual probabilidad a priori o equiprobabilidad.

Con la Hipdtesis ergodica introducida por Boltzmann en 1871 se propone que el
promedio temporal que implica una medicién es igual al promedio estadistico en
el ensamble, o bien dicho de otra manera, si el tiempo de evolucién del sistema
permite que su trayectoria en el espacio fase pase por cada punto de la superficie
de energia, entonces los promedios temporales serdn iguales a los promedios del

ensamble. Sea A el valor de una observable, entonces

<A>tiempo - <A>ens‘ (18)

Con ayuda del postulado de Gibbs se justifica que el promedio de una variable
microscopica promediada en el ensamble corresponde a la propiedad termo-

dinamica del sistema,

Aobs = <A>€n8' (19)

Medicion

Una medicién implica interactuar con el sistema estableciendo una comunicacién entre

el mecanismo de medicion y el sistema de interés. Toda medicion implica un promedio
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temporal sobre una cantidad definida en el espacio fase

1 Tobs

Agps = (A(T() Jiempo = lim

tops—>00 TObS 0

A(D(#))dt. (1.10)

En simulaciones de dinamica molecular 7., representa el tiempo total de simulacién,
por consiguiente, no se puede esperar a extender la integracién de la ecuacion anterior
1.10 a un tiempo infinito. Se supone suficiente considerar un tiempo finito lo suficien-
temente grande para que las propiedades fluctiien alrededor de sus valores promedio

y se calcula

A(D(1)). (1.11)

Actualmente dependiendo del sistema a simular estos tiempos van desde cientos de
nanosegundos hasta milisegundos, los cuales se producen en decenas de millones de

pasos de simulacion.

1.4.1. Ensambles estadisticos

Otra manera de obtener el promedio, es considerar N sistemas con las mismas condi-
ciones termodinamicas, a esta coleccion de sistemas se le llama ensamble estadistico.
Se obtiene el valor de la variable de interés cuando las N copias hayan alcanzado el
equilibrio (la variable ya no dependera del tiempo y fluctuara alrededor de su valor
promedio). El promedio estara regido por una densidad de probabilidad.

(AY s = J Alai, pi)p(as, pi)d* qd*p
. J (g, pi)d*Nqd®Np

(1.12)

donde p corresponde a la densidad de probabilidad correspondiente. A este tipo de

promedio se le llama promedio de ensamble.
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Cada conjunto de copias de un sistema estan regidos por una densidad de probabilidad
p(q,p), dependiendo de las condiciones termodindmicas en las que se encuentren los

sistemas tendremos diferentes ensambles.

Ensamble microcanonico

En este ensamble el macroestado de un sistema se encuentra completamente aislado,
con paredes adiabaticas, rigidas y no permeables, cuyas variables naturales son: la
energia E, la temperatura T y el nimero de particulas N. La probabilidad de que el
sistema se encuentre en alguno de los microestados accesibles es la misma. La funcién

de distribucién en el ensamble microcandnico es:

p= (1.13)

donde H es el Hamiltoniano que describe el sistema, el cual depende de las coorde-
nadas generalizadas y los momentos generalizados, E es la energia del sistema, y se

considera un hipercascarén entre £'y E + AFE.

La funcién termodindmica que se usa para relacionar la termodindmica y la fisica
estadistica es la entropia
S=kInQg (1.14)

donde g es el nimero de microestados accesibles al sistema a una energia constante.
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Ensamble canonico

Un ensamble candnico es tal que el sistema tiene paredes rigidas, diatérmicas y no
permeables embebido en un bano térmico y el sistema en conjunto se encuentra en
equilibrio término (las variables termodindmicas son estacionarias). Las variables na-
turales de este sistema seran: el niimero de particulas N , el volumen V y la tempe-

ratura T

La densidad de probabilidad en el ensamble candnica viene descrita por

e PH
p(qi, pi) = h%N f d3N gd3N pe—BH’ (1.15)
y su funcién de particién Z es
1 3N
Z = NN /d3di3qu pH (1.16)

El potencial termodinamico que se relaciona con este ensamble es la energia libre de

Helmholtz la cual se denota por las letras F o A, tal que

F(N,V,T) = —kgTIn Z(T,V, N) (1.17)




Capitulo 2

Dinamica Molecular (DM)

De mecanica clasica se sabe que hay varias formulaciones para el estudio dinamico de
un sistema de N particulas interactuantes [23]. Partiendo del Hamiltoniano, el cual

es la suma de la energia cinética y potencial,

my;

H(pi,ri) = i {21’? } +U(r;) (2.1)

i=1
donde p; y m; son el momento y la masa de la particula ¢ respectivamente, U(r;) es
la energia potencial total del sistema, es posible derivar las ecuaciones de movimiento

de Newton. Utilizando las ecuaciones de Hamilton dadas por

. 0H ou
. 0H | 823
9t P 2.
i Op; my ( 3)

Suponiendo que la fuerza sobre cada particula es conservativa, esta se obtiene del

menos gradiente de la energia potencial U(r;), es decir,

F,=-V,U=)Y Fy (2.4)
i#]

16
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la ultima igualdad en 2.4 se obtiene considerando que U(r;) es aditiva a pares, es
decir, U =), 4 u(r;;), donde u(r;;) es el potencial de interaccién entre la particula i

y la j, localizadas en r; y r;, separadas una distancia r = |r;;| = |[r; — r;].

Al derivar la ecuacién 2.3 con respecto al tiempo y sustituyendo 2.2 se tiene la ecuacion

de la segunda ley de Newton,

d2 r;

El objetivo central de una dindmica molecular es resolver numéricamente las ecuacio-
nes de movimiento 2.5 de N particulas interactuares en instantes de tiempo sucesivos.
Las ecuaciones de movimiento de las N particulas son ecuaciones diferenciales de
segundo orden acopladas, para resolverlas se requiere el conocimiento previo de las
condiciones iniciales; las posiciones y velocidades al tiempo ¢t = 0. En dinamica mole-
cular el tiempo se discretiza en intervalos de ancho dt, en general el paso de integracion
es mucho menor que el tiempo ty que le toma a una particula desplazarse una dis-
tancia comparable a su didmetro, §t < ty. Este procedimiento conduce a diferentes
algoritmos de integracion; Verlet, velocidad de Verlet, salto de rana, entre otros. Uno
de los algoritmos mas usados es el de velocidades de Verlet, el cual describimos a

continuacion.

Algoritmo de velocidad de Verlet.

Una ecuacién diferencial de enésimo orden puede ser reducida a un conjunto de n
ecuaciones diferenciales de primer orden. En particular la ecuacion de movimiento
clasica en una dimensién Z(t) = F,(x)/m, la cual es de segundo orden, se reduce a 2

ecuaciones diferenciales de primer orden, como se muestra a continuacién
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#(t) = v, (1) (2.6)
in(t) = 7 27)

donde v, (t) = @(t) = dx/dt. Para derivar el algoritmo de velocidad de Verlet hagamos
un desarrollo en serie de Taylor de t 4 6t alrededor de x(t)

z(t +6t) = x(t) + 5ti(t) + %tzjé(t) + O(6t%) (2.8)
o bien ,
z(t + 6t) = z(t) + Stv.(t) + %% + O(6t%) (2.9)

Por lo que, en general, la posiciéon a un tiempo posterior es

2
r(t+ dt) =r(t) + otv(t) + %% + O(5t?) (2.10)
Expandiendo la segunda funcién, v, (t + dt)
. ot* . 3
0t 4 88) = v () + 680, () + - ba(t) + O(58°) (2.11)

Podemos usar F,/m para eliminar v,(t), pero se requiere desarrollar una expresién

para ¥, en términos de cantidades conocidas, esto puede hacerse expandiendo v, (t+9t)

Ve (t + 0t) = v, (1) + 0t (t) + O(5t?). (2.12)

Multiplicando la ecuacién anterior por §t/2 y reorganizando términos tenemos

P50 = %L (ot + 0t) — 0.(0)] + O(OF) (2.13)
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Por lo tanto la expresién para v, (t + dt), queda como

vy (T + 0t) = v, (t) + 25—; [F, (t+ 6t) + F(t)] + O(h?) (2.14)

En general, la velocidad a un tiempo posterior es

v(t+6t) = v(t) + ;—t [F(t+6t) + F(t)] + O(h%)|. (2.15)

m

La velocidad aparece explicitamente en el algoritmo de velocidad de Verlet, lo cual
es importante ya que es necesaria para el calculo de la energia cinética o para imple-

mentar algin tipo de control de temperatura.

2.1. Algoritmo general de DM

El diagrama en la figura 2.1 muestra los pasos principales de una dindmica molecular:
Es necesario establecer las posiciones y velocidades iniciales, asi como el potencial de
interaccién y parametros como densidad, temperatura, etc. Con el potencial U y la
ecuacion 2.4 se calcula la fuerza que actia sobre cada particula y entonces se resuelven
las ecuaciones de movimiento usando las ecuaciones 2.10 y 2.15 que van a determinar
las nuevas posiciones y velocidades en un tiempo ¢t + 0t. Estas nuevas posiciones
y velocidades seran tomadas como iniciales para volver a calcular las fuerzas. Esta
secuencia de pasos se repiten el niimero de veces necesario para cubrir el tiempo por

el cual se desea conducir la dinamica.
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Eleccion del ensamble
Potencial de interaccién

Condiciones iniciales:
ri(t), vi(t), NV, TP

Inicializacién

Cond. de borde
Lista de vecinos
Radio de corte

Calculo de la Fuerza

Actualizar

. Algorit
configuraciones gortmo

de
integracion

ri(t + 6t), v;(t + 6t)

l

Evolucién en el tiempo

v \

L St the1 < trinal Si tnt1 = trinal

l

Andlisis de
resultados

ri(tn) - ri(tn+1)
v;(tn) — vi(tne1)
ther =ty + 0t

Calculo de prop.
fisicas:
termodinamicas,
estaticas,
dindmicas

Figura 2.1: Esquema general de un algoritmo en dindmica molecular.

2.1.1. Configuracién inicial

Una vez realizada la elecciéon del: ensamble, potencial de interaccion, paso de integra-
cién 6t, tamano de la caja de simulacién, entre otros, la dindmica molecular requiere
de la configuracion inicial de las particulas del sistema para luego obtener su evo-
lucion con el tiempo. Las posiciones iniciales se colocan sobre una red cuadrada y
sus velocidades iniciales se pueden asignar igual a cero, o bien, seleccionando alea-

toriamente sus componentes de acuerdo a la ley de distribucion de velocidades de




Capitulo 2: Dindmica Molecular (DM) 21

Maxwell-Boltzmann a la temperatura de equilibrio que se desea tenga el sistema.

La probabilidad de que una particula i con masa m; tenga una velocidad v; en direc-

cién (x, y, z) a una temperatura T es:
(03) =\ /5 s (2.16)
V) =4/ ———exp | — .
P 27TkiBT P QkBT

Existen otras maneras de asignar las condiciones iniciales a cada particula, depen-

diendo de las caracteristicas del sistema a simular.

2.1.2. Condiciones de borde peridédicas

A pesar del vertiginoso desarrollo de la tecnologia de las computadoras una simulacién
molecular involucra un nimero pequeno de atomos o moléculas (generalmente varia
entre cientos y miles), comparado con el nimero de Avogadro N = 6.023 x 10?3, que
es el orden de magnitud de elementos estructurales en una muestra macroscépica. La
diferencia entre el niimero de particulas en sistemas reales y simulaciones resulta ser
enorme, por lo que, una dificultad surge al tratar de obtener propiedades de bulto
cuando se tiene un sistema con un ntumero de particulas pequeno y los efectos de
borde son dominantes. Como no hay forma practica de manejar un sistema real en una
simulacion, la extensiéon macroscopica tiene que ser imitada. La forma tradicional de
evitar los efectos de borde es la de imponer condiciones de borde periédicas, replicando
la caja de simulacién® de longitud L en todas direcciones, de esta forma se genera un
sistema compuesto por un numero infinito de particulas, en la figura 2.2 se muestran

ocho réplicas de la celda central, etiquetadas con letras mayisculas.

Las condiciones de borde periddicas permiten mantener la densidad de particulas

4En este caso la celda central de simulacién es un cuadrado, para sistemas més complejos como
lo son simulaciones con biomoléculas la celda central de simulacién suele tener geometrias diferentes
como lo son: octaedro truncado, prisma hexagonal y dodecaedro rémbico.
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constante. En el transcurso de la simulacion, cuando una particula se mueve en la
celda central, su imagen en cada una de las celdas vecinas se mueve exactamente de
la misma forma, si una particula sale de la caja central su imagen entrard por el lado

opuesto como se muestra en la figura 2.2.

Figura 2.2: Condiciones de borde periédicas para un sistema bidimensional. La celda
de simulacién es cuadrada de lado L. Cuando una particula abandona la celda central
su imagen entra por el lado opuesto [24].
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2.1.3. Evaluacion de las fuerzas y truncamiento del potencial

En términos de computacion la parte mas costosa en una simulacién de dinamica
molecular es el cdlculo de las fuerzas que experimentan las particulas [24]. El tiempo
que se invierte en integrar las ecuaciones de movimiento es casi despreciable al lado
de éste. De alli la necesidad de ocupar técnicas que permitan ahorrar tiempo en esta
tarea. Para potenciales de interacciéon de corto alcance, el niimero de interacciones a
evaluar se puede reducir imponiendo una distancia de corte R., de tal forma que mas

alla de esta distancia el potencial se considere nulo, es decir:

Ups(r), r <R,
Utrun(r) = LJ( ) (217)

0, r > R,
donde R. tendra como valor maximo la mitad de la longitud de la celda de simulacién.
Si el potencial de interaccién es de corto alcance, la pérdida de informacién podra
evaluarse agregando correcciones de largo alcance [21]. En dindmica molecular, més
que truncar el potencial de interaccion se truncan las fuerzas, ya que son las que
consumen mas tiempo computacional debido a que se deben calcular N(N — 1)/2

términos.

Convencién de minima imagen

La implementacién de las condiciones de frontera periddicas requiere la evaluacién de
las fuerzas que se ejercen sobre cada particula debida a todas las restantes, lo que
en principio requiere que se incluyan las interacciones con las particulas de las celdas
imagenes. En la figura 2.3 se muestran las replicas de la celda central etiquetadas con
letras. Si consideramos que la particula 1 se encuentra en el origen de una celda de
las mismas dimensiones que la celda original y solo interactia con las particulas que

estan dentro del radio R, independientemente de si son particulas de la celda original
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o particulas imagen, observamos que la particula imagen es la imagen mas préxima,
por ejemplo la particula 1 interacciona con 2 y con la particula imagen 4E. A esta
convencién de calcular interacciones con las particulas imagen mas proximas se le

denomina convencién de imagen minima y se satisface siempre que R. < L/2.

'IOO

L%

C)-CR

Figura 2.3: Convencién de imagen minima para calcular la fuerza sobre cada particula
en el sistema. La particula 1 interacciona con aquellas dentro de R,, en este caso con
2 y con 4E, siendo 4E la imagen de 4 mas préxima a la particula 1 [24].
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2.2. Termostato cadenas de Nose-Hoover

En una simulacién de dindmica molecular la temperatura del sistema se controla a
través de un termostato. En este caso un termostato se entiende como la estructura
matematica que produce como resultado fluctuaciones muy pequenas en la tempera-
tura, de tal forma que la temperatura del sistema pueda considerarse como constante®.
Los termostatos representan restricciones sobre las ecuaciones de movimiento intro-

duciendo grados de libertad adicionales a los grados de libertad de las particulas.

Dos de lo métodos mas usados para simular un ensamble NV'T" son el termostato de
Nosé-Hoover (NH) y el de cadenas de Nosé-Hoover (NHC, por sus siglas en inglés),
esté ultimo es una generalizacién del método de NH y fue propuesto por Martyna,
Klein y Tuckerman [25]. Para el termostato de NH se introduce una variable ficti-
cia en las ecuaciones de movimiento, la cual representa una fuerza de friccion que
lentamente desacelera el movimiento de los atomos hasta que el sistema alcanza la
temperatura deseada. Por otro lado la idea en cadenas de Nose-Hoover consiste en
acoplar el termostato del sistema fisico real a una cadena de termostatos, donde el
primer termostato de NH interactiia con el sistema real y los demads estan acoplados
entre ellos. El espacio fase que generan las NHC esta formado por un conjunto adi-
cional de variables extendidas que evolucionan en sus posiciones y momentos. De esta

manera un punto en el espacio fase es

['(t) = (pi, 1 Py 1) (2.18)

donde r;, p; son las posiciones y momentos de las particulas (sistema fisico real), p, es
el momento y n es la posicién por particula de las variables extendidas. Las ecuaciones

de movimiento propuestas por MTK para simular un sistema en el ensamble candénico

5Para que el termostato usado en la simulacién se considere apropiado, las fluctuaciones en la
temperatura AT con respecto a su valor promedio (T), deben ser tal que, AT/(T) ~ 10~*.
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Son:
.
r; —
my;
pm
Pi Fz - Pi
Qi
pnk
A k= 17 7M
LN
. p77k+1
Do = G — p
T Qe ™
P = G (2.19)

donde )i es la masa de los termostatos, las Gy ps son las fuerzas del banio que para

el primer termostato y los de la cadena estan dadas por:

N 2 2
G =S 2Nk Ge= T (2.20)

my; _
i—1 i k—1

donde en tres dimensiones L = 3N, para dos dimensiones L = 2N. La cantidad que

debe ser conservada para un sistema que obedece las ecuaciones de movimiento de

las cadenas de Nosé-Hoover es [20]:

M 2 M
p
H =H(p,r)+) :% + LkpTm + kT > 1k (2.21)
k=1 “CF k=2
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2.3. Propiedades de interés

Antes de adentrarnos en las propiedades de interés es importante describir el méto-
do que ocuparemos para generar una coexistencia liquido-vapor en una simulacién de
dindmica molecular. El método de la interfase explicita consiste en usar un rectangulo
(paralelepipedo) como celda de simulacién para sistemas bidimensionales (tridimen-
sionales) [27]. En el centro de la celda se colocan las particulas a una densidad alta
y se rodean de dos regiones de vacio. Si las condiciones de densidad y temperatura
impuestas durante la simulacion, son tales que el estado termodindmico pertenece a
la ventana de coexistencia, en el transcurso de la dindmica el sistema evoluciona y se
produce la separacién de fases dando como resultado una regién de alta densidad que
corresponde al liquido y dos regiones de baja densidad que corresponden al vapor,
como se ilustra en la figura 2.4 para un sistema bidimensional, donde la celda es un

rectangulo de dimensiones L, y L,,.

°
o o ° o
e °
® °
P
0° ° ° ° L
° ° @ Y
Ff o i ¢
° ° °
<

Figura 2.4: Celda de simulaciéon rectangular. Para simular la coexistencia liquido-
vapor usaremos el método de la interfase explicita, el cual da como resultado una
regién de alta densidad que corresponde a la fase liquida y dos regiones de baja
densidad que corresponden al vapor.
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Perfil de densidad

El célculo del perfil de densidad consiste en caracterizar la densidad promedio que hay
en la caja de simulacién en funcién de la longitud. La forma de realizar este calculo
es: Primero se divide la caja de simulacién a lo largo de la direccién perpendicular
a la interfase (en nuestro caso L., figura 2.4) de modo que nos queden n rebanadas
de ancho Az. Se cuenta en numero de particulas en cada rebanada. En cada nueva
configuracion se realiza este cédlculo y al final se promedia entre el nimero de veces
que se realizé. El perfil de densidad promedio nos ayuda a averiguar si en un sistema
dado hay coexistencia de fases, ya que encontrariamos una region con una densidad
alta y dos regiones con una densidad baja, correspondientes éstas a las fases presentes.

De esta manera, la densidad local a lo largo de la direccién x se calcula usando

pla) = BT AT (222)

donde (N(z, x4+ Ax)) es el nimero promedio de particulas entre z y z+ Az localizadas
en el area AA = L,Az. Para obtener la densidad adimensional, se multiplica a la

ecuacion 2.22 por el diametro de las particulas, o elevado al cuadrado y se tiene

o+ (N(z,z+ Azx)) x o?
P(z) = i~ (223

Un ejemplo ilustrativo de un perfil de densidad se muestra en la figura 2.5.

Curva de coexistencia liquido-vapor

Con este procedimiento cuantificamos la densidad de la fase concentrada y la de la fase
diluida, que son entonces usadas en la construccion de la curva de coexistencia liquido-
vapor [27-29]. Este método ha mostrado acuerdo con otros métodos de simulacién
molecular donde la interfase no esta explicita como es el método de Monte Carlo en
el ensamble de Gibbs [11].
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Figura 2.5: Perfil de densidad a lo largo de la direcciéon x. Las dos regiones de baja
densidad corresponden a la fase vapor y la de alta densidad corresponde a la fase

liquida.

Tension lineal

Para evaluar la tension lineal haremos uso de la definicién mecanica de la presién.

En dos dimensiones interpretaremos a la presion como la fuerza F que actia sobre

una unidad de longitud. Cuando tenemos coexistencia liquido-vapor el sistema no es

homogéneo, en consecuencia la densidad no es uniforme y la presién tampoco lo sera.

La presion viene descrita de forma mas general por un tensor P de rango dos y de

acuerdo a la condicién de equilibrio hidrostatico para interfases planas el tensor es

diagonal [30], tal que

Pyy) (2.24)

donde, en un fluido de particulas esféricas cada componente del tensor P, g se compone

de dos partes; la primera una contribucién cinética que surge del momento lineal de
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las particulas y la segunda una contribucién configuracional que surge de las fuerzas
centrales entre ellas [27]. Las componentes diagonales del tensor de presiones P,, (o =

x,y) se calculan como [31]:

PooA = Z mi(Vi)a(Vi)a + Z Z(Fij)a(rij)a (2.25)

i g>i

donde A es el area del sistema, m; y v; son la masa y la velocidad de la particula i,
(rij)o es la proyeccién-a de r;; = r; — r;. La proyeccién-a de la fuerza (F;;), entre el

par de particulas ¢ y j separadas por una distancia r;; es

(2.26)

Usando la definicién mecanica del tensor de presiones en dos dimensiones, la tension
lineal asociada a la regién fisica donde la fase liquida se une con la fase vapor se

escribe como

L,

7= 5 [(Pez) = (Pyy)] (2.27)

donde L, es la longitud de la celda en direccién normal a las interfases, P,,(a = z,y)
son las componentes diagonales del tensor de presiones, el factor de 1/2 toma en
cuenta que con el método de la interfase explicita se producen dos interfases liquido-

vapor en el sistema.
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Resultados

En este capitulo se muestran las curvas de coexistencia liquido-vapor del fluido Lennard-
Jones en dos dimensiones y en tres dimensiones asi como sus respectivos puntos
criticos: comenzando con la recopilacion de datos reportados en la literatura en 3D,
seguido de los resultados obtenidos en este trabajo mediante simulaciones de dindmi-
ca molecular en 2D. En el caso de dos dimensiones cabe mencionar que también se
obtuvo la tensién lineal asociada a la interfase liquido-vapor. Finalmente para dar
respuesta a la pregunta fundamental de este tema de tesis se muestra la correspon-
dencia entre las dimensiones ya mencionadas, escalando cada curva con su respectivo
punto critico. A lo largo de este capitulo etiquetamos al fluido Lennard-Jones en tres

y dos dimensiones como LJ 3D, LJ 2D, respectivamente.

Para mayor detalle en la lectura de datos, el apéndice A muestran todas las tablas
de datos correspondientes a las curvas de coexistencia liquido-vapor que se presentan
en este capitulo excepto los puntos criticos, en este caso los datos se incluyen en este

capitulo.

31
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3.1. Revision en la literatura del fluido LJ 3D

Diferentes autores han obtenido la curva de coexistencia liquido-vapor del fluido
Lennard-Jones en tres dimensiones por diferentes métodos de simulacién molecular,
entre ellos: (1) dindmica molecular (DM), (2) Monte Carlo (MC) en el ensamble de
Gibbs propuesto por Panagiotopoulos [32], (3) Simulaciones en el ensamble isobérico-
isotérmico (NPT) més particula de prueba propuesto por Méller y Fisher. Este tultimo
método determina la presién de vapor en equilibrio calculando el potencial quimico
para después estimar la densidad de liquido y densidad de vapor, pr y pv [33]. (4)
También han realizado simulacién molecular via integracién a lo largo de la linea
de saturacién [8]. La explicacién detallada de cada uno de estos métodos esté fuera
de nuestro alcance, detalles adicionales se pueden consultar en las referencias pre-
viamente citadas. Nosotros nos concentraremos en reunir los resultados de curvas de
coexistencia liquido-vapor, los cuales se presentan en la figura 3.1 y que seran de

utilidad para nuestros propositos.

T T T T T T T T T T 1
145 Kofke
A Okumura-Yonezawa
s x Potoff-Panagiotopoulos
'} ® Trokhymchuk-Alejandre
1.25F W “"% v Lotfi et al.
& & Lt Mick et al.
4 5,
%k
T 1 os| ) & -
] &
0.85F % & .
= &«
] . ] . ] . ] . ] . ]
0.65 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 3.1: Curva de coexistencia liquido-vapor del fluido Lennard-Jones en tres di-
mensiones obtenidas de estudios de simulaciéon molecular por diferentes autores: Kof-
ke [8], Okumura-Yonezawa [9], Potoff-Panagiotopoulos [10], Trokhymchuk-Alejandre
[11], Lofti et al. [12] y Mick et al. [13]




Capitulo 3: Resultados 33

Punto critico LJ 3D

El punto critico de esta transicién de fase liquido-vapor ha sido estimado por diferentes

autores en la literatura, cuyos valores se muestran en la tabla 3.1.

o T P 6] Método Potencial| Referencia

0.307 | 1.295 | 0.1297 | 0.325| DM ST Trokhymchuk-
Alejandre (1999) [11]

0.3045 1.3135 | 0.125; | 0.325| DM(NPT-+prueba)| completo| Okumura-Yonezawa
(2000) [9]

0.314 | 1.310 | 0.126 | 1/3 | DM(NPT+prueba)| completo| Lotfi et al. (1992) [12]

- 1.3115 | - - MC completo| Potoff-Panagiotopoulos
(2000) [10]

0.3164| 1.31207 0.1279¢ - MC completo| Potoff-Panagiotopoulos
(1998) [31]

0.3064 1.3214 | - 0.32 | Integracion completo| Kofke (1993) [3]

0.3165 1.312, | - 0.325| MC completo| Mick et al. (2013) [13]

0.304¢ 1.316¢ | - 0.32 | MC completo| Smit (1992) [37]

0.309 | 1.312 | - 0.36 | - completo| Heyes (2015) [30]

Tabla 3.1: Puntos criticos estimados por diferentes autores para fluidos Lennard-Jones
en tres dimensiones.

En la table 3.1 se presenta el exponente critico 3, el cual esta definido a través de la

relacién

T_Tf")B (3.1)

e =) (T
donde py, v py son las densidades de liquido y vapor respectivamente, 7" es la tempe-

ratura del sistema y T, es la temperatura critica. La ecuacion 3.1 establece la forma en

que el pardmetro de orden (pr, — py) se comporta en la vecindad del punto critico [16].

Debemos mencionar que desde el punto de vista de la simulacién molecular, el punto

critico se estima usando las densidades subcriticas y el exponente f3.
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El valor de 3 en la tabla 3.1 es el valor que se usé en cada referencia. Podemos afirmar
que la coexistencia del fluido LJ 3D ha sido ampliamente estudiada y que los datos
del punto critico obtenidos por diferentes autores y diferentes métodos concuerdan

entre si. En lo que resta del estudio las cantidades denotadas con un superindice

denotan cantidades adimensionales (ver seccién 1.3).

3.2. Coexistencia liquido vapor del fluido LJ 2D

Mediante simulaciones de dindmica molecular en el ensamble canénico (NAT) obtu-
vimos la curva de coexistencia liquido-vapor del fluido L.J en dos dimensiones. Previo
a su obtencién realizamos un estudio sistematico variando el ntimero de particulas,
longitud de la region interfacial L; y el radio de corte R;. Para simular la coexistencia
LV usamos el método de la interfase explicita, el cual da como resultado una region
de alta densidad que corresponde a la fase liquida y dos de baja densidad que corres-
ponden al vapor, como se muestra en la figura 2.4. Ademas realizamos el calculo de
la tension lineal asociada a la interfase LV usando la definicién mecanica del tensor
de presiones en dos dimensiones. Comparamos nuestros resultados con los obtenidos
en la literatura; para la curva de coexistencia, con los de Smit-Frenkel (1991) [37] y

Ouyang et al. (2011) [38], y para la tensién con Santra-Bagchi (2009) [39].

Actualmente existen resultados documentados en la literatura que analizan el efecto
de R}, del area interfacial y del nimero de particulas en simulaciones 3D. En parti-
cular, se analiza el efecto sobre la tensién superficial y la curva de coexistencia [6].
Sin embargo cuando la curva de coexistencia del fluido LJ 2D se calculé por primera
vez [37], estos resultados no eran del todo conocidos y el estudio no fue sistemético.

De ahi la necesidad de este estudio, el cual se describe enseguida.
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Optimizacion del radio de corte

Se sabe que la curva de coexistencia LV depende en gran medida del radio de corte
usado para truncar el potencial [37], asi que, es importante el estudio en funcién de
este parametro para el caso 2D. Consideramos los valores de radio de corte 2.5, 3, 3.5,
4,4.5,5,7.5,10, 12.5, y 150 manteniendo fija la temperatura del sistema a T™ = 0.42;
mediante el termostato cadenas de Nosé-Hoover. Para evitar una posible dependen-
cia de las propiedades con el nimero de particulas del sistema en una simulacién de
dinamica molecular, Trokhymchuk-Alejandre recomiendan realizar simulaciones con
al menos N=1000 particulas y dimensiones del sistema L,, L, no mas pequenas a
100 para estudiar la coexistencia del fluido LJ 3D [I1]. Ciertamente aunque la reco-
mendacion mencionada es para LJ 3D ayuda a darnos una idea, por lo que, para el
estudio de la optimizacién del radio de corte utilizaremos N=1400 particulas dentro
de una caja rectangular de longitudes L;=120 y L;=30. Las simulaciones se llevaron
a cabo con un paso de tiempo §t* = 0.001, con alrededor de 1 x 108 iteraciones para

calcular valores promedio de: p}, pt,, v* (tensién lineal) y 6* (ancho de la interfase)®.

La figura 3.2 muestra los resultados obtenidos de las simulaciones, podemos observar
diferencias significativas en las propiedades al comparar un radio de corte pequeno de
2.5 y uno grande de 150. Por otro lado las propiedades no exhiben dependencia del
radio de corte para los valores de 7.5, 10, 12.5 y 150. Por tanto es recomendable usar
un radio de corte de 7.50, con el que se aseguran dos cosas importantes: la primera
no hay efecto de este parametro sobre las propiedades de interés y la segunda, tene-
mos un menor consumo en tiempo de computo comparado con el que tendriamos si

usamos un f?; mayor.

OEl ancho de la interfase se determina ajustando el perfil de densidad a la forma: p(z) = %(p L+

pv) — +(pr — pv) tanh [M} donde z es la linea divisora de Gibbs [27], nos ocupamos de esta

propiedad unicamente para el estudio de optimizacién de radio de corte.
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Figura 3.2: Estudio en funcién del radio de corte a una temperatura fija, 7% = 0.42 y
N=1400 particulas. Notamos que las propiedades dejan de cambiar significativamente
a partir de R;=7.5.

Variando el nimero de particulas y longitud de la regién interfacial

La influencia del niimero de particulas sobre las propiedades, es muy importante, pues
los resultados podrian verse afectados. Usualmente se le nombra efecto de tamano
finito a aquellos que se producen por usar un numero de particulas pequeno y una
celda de simulacién finita. Para evitar efectos de tamano finito es necesario dilucidar
el nimero de particulas y tamano de la celda de simulaciéon que conduzcan a la
curva de coexistencia LV y tension lineal, tales que, no exhiban dependencia alguna
con los pardmetros mencionados. Ademas a un radio de corte pequeno, R = 2.5
exploramos la ventana de coexistencia LV y la tension lineal. El estudio consisti6 en
realizar simulaciones con N=1500, 1400 y 1000 particulas. Consideramos longitudes
de la caja de simulacion de: L;=140, L;=40 para 1000 y 1500 particulas y L;=140,

Ly =30 para 1500 particulas. Para mantener la temperatura del sistema ocupamos el
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termostato cadenas de Nosé-Hoover. Todas las simulaciones se realizaron con un paso
de tiempo ot* = 0.001. El ntimero de iteraciones para calcular los valores promedio
de p7, pyy v 7" fue mayor o igual a 16 millones. Los detalles de simulacién se resumen
en la tabla 3.2. La regién interfacial es de longitud L, y coincide con la longitud de

la celda en la direccién y.

N | Ly | Ly | R; | ot" | Numero de iteraciones
1000 | 120 | 40 | 8 | 0.001 75x10°
1000 | 120 | 40 | 20 | 0.001 16x10°
1400 | 120 | 30 | 2.5 | 0.001 75x10°
1400 | 120 | 30 | 7.5 | 0.001 1x108
1500 | 120 | 40 | 20 | 0.001 16x10°

Tabla 3.2: Detalles de simulaciones variando el niimero de particulas y tamano de la
celda en L,. El estudio se realizé para evitar posibles efectos de tamano finito.

Los resultados de las simulaciones para la curva de coexistencia LV se muestran en la
figura 3.3, los parametros de las simulaciones, excepto para R} = 2.5, conducen a la
misma curva de coexistencia LV, por tanto, no se tienen posibles efectos de tamano

finito.

T T 1 T T 1
0.52 0O-O N=1400, R =2.5
L N=1500, R =20
0.50 O-O N=1400,R =75
L e 0O-O N=1000,R =8
0.48F O-O N=1000, R =20
T* 0.46 - -
044 °© -
042 -
040 -
| I | I B 1
0.38 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
p*

Figura 3.3: Efectos de tamano finito del sistema sobre la coexistencia LV. Curvas para
N = 1000, 1400 y 1500 particulas usando los radios de corte que se muestran en el
inset: 2.5, 7.5, 8 y 200.
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Estimacion de punto critico LJ 2D

Para estimar el punto critico se ajustaron nuestros resultados presentados en la figura
3.3 para las curvas de coexistencia a la ley de didmetros rectilineos y a la ley de
escalamiento de la densidad; implementandose un procedimiento en Sage-Math en su
version 7.5.1. Para estimar la temperatura critica T,, los resultados se ajustan a la
Ley de escalamiento [20]:

pr—pv = B(T —T.)° (3.2)

Y para la densidad critica, los resultados se ajustan a la Ley de diametros rectilineos

[26]:
pL + pv
2

donde pr v py son la densidad de liquido y de vapor, A y B son constantes que

= AT = T2) + pe (3.3)

dependen del ajuste, T es la temperatura del sistema, 7T es la temperatura critica, p.

es la densidad critica y 3 es el exponente critico.

Los detalles adicionales se presentan en el apéndice C. Como se puede notar, es
necesario especificar el valor de . El célculo se realizé con el exponte critico § = 0.125
recomendado por las referencias [37, 38, 10]. Los resultados que obtuvimos para la

temperatura y la densidad critica se presentan en la tabla 3.3.

N | L; | L; | R: | B (Ising 2D) | p. T,
1000 [ 120 | 40 | 8 0.125 0.3655 | 0.4916
1000 | 120 | 40 | 20 0.125 0.3676 | 0.4921

1400 | 120 | 30 | 2.5 0.125 0.3709 | 0.4458
1400 | 120 | 30 | 7.5 0.125 0.3647 | 0.4940
1500 | 120 | 40 | 20 0.125 0.3631 | 0.4971

Tabla 3.3: Estimacion de puntos criticos ajustando nuestros resultados a la ley de
didmetros rectilineos y a la ley de escalamiento de la densidad (ver apéndice C),
usando el exponente critico 5 = 0.125 recomendado por las referencias [37, 38, 10].
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Para realizar la correspondencia de estados de coexistencia LV del fluido LJ 2D y
aquellos del fluido LJ 3D consideraremos la curva obtenida con N = 1400 particulas,
R; = 7.5y con longitudes en la celda de simulacion de L} = 120 y L; = 30. mos-
trada en color rojo en la figura 3.3. Elegimos esta curva por que es independiente de
los efectos de tamano finito: se obtiene usando un radio de corte lo suficientemente
pequeno para ahorrar tiempo de cémputo pero lo suficientemente grande para no
mostrar dependencia con R} y asimismo es la que cuenta con més estadistica (ver
tabla 3.2).

0.52F

0.50F

0.48f

T*
0.46

0.44f

042 o
X 0 25 50 75 100

040|.|.|.|.|.|."*|
) 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2

Figura 3.4: Curva de coexistencia liquido-vapor del fluido LJ dos dimensional, obte-
nida a partir de N = 1400 particulas, R} = 7.5 y longitudes de la celda de simulacién
en L, = 120" y en L, = 30*. En la parte inferior derecha se muestra los perfiles de
densidad para cada temperatura simulada.

En la figura 3.4, parte inferior derecha mostramos los perfiles de densidad en funcion
de la temperatura. A medida que T aumenta, la densidad de liquido disminuye y la
de vapor aumenta, lo que significa que una particula en el liquido puede migrar mas

facilmente a la fase vapor, cuando posee més energia cinética.
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Comparamos la curva de coexistencia éptima, obtenida en este trabajo, con los datos
reportados por: Smit-Frenkel (1991) [37] y Ouyang et al. (2011) [38], ver figura 3.5.
Smit-Frenkel realizaron simulaciones de Monte Carlo (MC) en el ensamble de Gibbs,
el punto critico estimado por Smit-Frenkel es pi = 0.355 y T} = 0.515. Ouyang et
al. llevaron a cabo simulaciones de dindmica molecular y construccion de Maxwell, el

punto critico que obtuvieron fue p} = 0.363 y 1 = 0.502.

I v I v I v I v I v I
0.54}F O— Ouyang W Z et al. | ]
B O-O N=1400,R =7.5 | 4
0.52F * ¥—¥ Smit-Frenkel -
0.50F g .
T+ 048F -
0.46 .
0.44F .
0.42F .

| 1 | 1 | 1 | 1 | 1 |

040 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
p*

Figura 3.5: Coexistencia liquido-vapor. Curva obtenida en este trabajo (linea con
circulos color rojo), los resultados de Smit-Frenkel obtenidos por simulaciones de MC
en el ensamble de Gibbs (curva con asteriscos color azul) y datos de Ouyang et al.
obtenidos por simulaciones de DM y construccién de Maxwell (curva con rombos
verde).

En la figura 3.5 se muestran los valores criticos obtenidos en este trabajo junto con

los obtenidos por Smit-Frenkel [37] y Ouyang et al. [35].
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Estimacién de T'c mediante ~

Los resultados de la tension lineal v* que calculamos se presentan en la figura 3.6 para
las interfases asociadas a las coexistencias LV de la figura 3.3. Cuando se alcanza la
temperatura critica la interfase se destruye y la tensién lineal es nula, una manera
alternativa de estimar la temperatura critica es realizar una regresion lineal de la

tension para conocer la interseccion con el eje T.

N [ Ly [L | R ] T
1000 | 120 | 40 | 8 | 0.5069
1000 | 120 | 40 | 20 | 0.5091
1400 | 120 | 30 | 2.5 | 0.4542
1400 | 120 | 30 | 7.5 | 0.5081

1500 | 120 | 40 | 20 | 0.5121

Tabla 3.4: Estimaciéon de la temperatura critica mediante una regresion lineal en la
~v*. La temperatura a la cual la tensién es cero corresponde a la 7T};.

Al realizar este procedimiento obtenemos las estimaciones de temperatura critica que
se presentan en la tabla 3.4. Como podemos observar la tensiéon depende fuertemente

del radio de corte (figura 3.6), lo que a su vez influye en la localizacién de T..

Cuando comparamos nuestros resultados de la tensién lineal para el fluido LJ 2D
con los obtenidos por Sandra-Bagchi [39], quienes realizaron simulaciones de Monte
Carlo, observamos que estan en buen acuerdo si usamos R} > 7.5. Para R} = 2.5 la
tension lineal disminuye considerablemente, lo que a su vez influye en la temperatura

critica asociada.
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Figura 3.6: Tension lineal asociada a la interfase liquido-vapor a diferentes N, R
y L. Resultados de este trabajo, lineas de colores con circulos, datos tomados de
Sandra-Bagchi [39] (linea verde con cuadros).

Estimacion del punto critico con § = 0.33

Para el fluido LJ 2D el exponente critico sugerido y aceptado como el correcto es
f = 1/8 = 0.125 que corresponde al exponente critico de Ising 2D. Sin embargo
también ha sugerido otro valor. En particular Mederos et al. [11] mediante teoria
deducen que el exponente critico asociado a la transicién LV del fluido LJ 2D deberia
ser = 0.33. Nosotros decidimos poner a prueba 3 = 0.33 y realizamos la estimacion

de T y p: usando este exponente. Los resultados se presentan en la tabla 3.5.

N (L [L k|5 »n | I
1000 | 120 | 40 | 8 | 0.33 | 0.3422 | 0.5577
1000 | 120 | 40 | 20 | 0.33 | 0.3416 | 0.5746
1400 | 120 | 30 | 2.5 | 0.33 | 0.3670 | 0.4784
1400 | 120 | 30 | 7.5 | 0.33 | 0.3475 | 0.5434
1500 | 120 | 40 | 20 | 0.33 | 0.3417 | 0.5507

Tabla 3.5: Estimacion de puntos criticos ajustando nuestros resultados a la ley de
didmetros rectilineos y escalamiento de la densidad (apéndice B), usando el exponente
critico 8 = 0.33 obtenido en la referencia [11].
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3.3. Correspondencia entre el fluido LJ 2D y el 3D

Como se observa de los datos para p} y T en las tablas 3.3 y 3.5 la densidad critica
tiene dispersion, sin embargo en la temperatura critica esta dispersion es considera-
blemente mas grande. Pese a ello decidimos proceder al anélisis de la correspondencia
de estados dado que para T' < T, nuestros datos muestran un buen acuerdo con los

datos por Smit-Frenkel y Ouyang et al.

En este apartado se muestra la correspondencia entre el fluido LJ en dos y tres
dimensiones; escalando las curvas de coexistencia LV con sus respectivos puntos criti-
cos, p/p. v T/T.. Realizamos la correspondencia entre la curva LJ 3D obtenida por
Potoff-Panagiotopoulos [10] y la calculada en este trabajo (LJ 2D) con simulacio-
nes de dindmica molecular; N=1400 particulas y R} = 7.5. La correspondencia entre
dimensiones se encuentra en la grafica 3.7 la cual describimos a continuacion. Para
escalar la curva de coexistencia LJ 2D ocuparemos tres puntos criticos: el obtenido
por Smit-Frenkel pf = 0.355, T = 0.515 [37] (linea con circulos café etiquetada con
Smit-Frenkel) y los dos puntos criticos obtenidos al ajustar nuestros resultados a la
ley de diametros rectilineos y escalamiento en la densidad con dos valores diferentes
de exponente critico: para § = 0.125 obtenemos p} = 0.3647, T} = 0.4940 (ver linea
roja con circulos, figura 3.7), y para 8 = 0.33 tenemos p} = 0.3475 y T = 0.5434 (ver
linea turquesa con circulos, figura 3.7). Por otro lado para LJ 3D se tomara el punto
critico estimado por Potoff-Panagiotopoulos p’ = 0.316 y T = 1.3120 [31] (linea azul

con x en la figura 3.7).

Los resultados de la figura 3.7 sugieren que no hay correspondencia de estados cuando
en 2D se usa el exponente § = 0.125. Cuando usamos = 0.33 los datos parecen

exhibir una correspondencia de estado entre 2D y 3D.
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Figura 3.7: Correspondencia entre dimensiones del fluido Lennard-Jones dos y tres
dimensional. Para el fluido LJ 2D se tomaron tres estimaciones de puntos criticos:
pi = 0.3647, T = 0.4940 usando B = 0.125; p: = 0.3475 y T} = 0.5434 usando
B = 0.33 y pi y T obtenido por Smit-Frenkel [37]. Para el fluido LJ 3D el punto
critico se tomé de Potoff-Panagiotopoulos, pf = 0.316 y TF = 1.3120 [31].

Correspondencia del fluido LJ 2D a distintos R,

Es conveniente, ademéas de la correspondencia entre dimensiones, realizar la corres-
pondencia entre el modelo LJ en 2D, usando los radios de corte R} = 2.5y R} =T7.5,
para esto escalamos cada curva de coexistencia LV del fluido LJ 2D con su respectivo
punto critico, ver figura 3.8. En este caso consideramos los puntos criticos estimados
con 8 = 0.125. Las simulaciones realizadas con N = 1400 y R} = 2.5 conducen a la
estimacion del punto critico de p} = 0.3709 y T = 1.4458 y las de N = 1400 con
R =7.5dan p; = 0.3647 y T = 1.4940, ver detalles en tabla 3.3.

Observamos que los estados de correspondencia LV del fluido LJ 2D R = 2.5 se
corresponden con aquellos del fluido LJ 2D R} = 7.5. es decir la correspondencia en

este caso se confirma. Aunque es necesario extender este estudio para tener conclusio-
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Figura 3.8: Correspondencia del fluido Lennard-Jones dos dimensional entre radios
de corte de R} = 2.5y R; = 7.5. Las curvas de coexistencia LV colapsan a la misma
curva cuando escalamos con sus respectivos puntos criticos estimados con § = 0.125.

nes definitivas, hemos logrado resultados relevantes al respecto de la correspondencia

entre dimensiones.

Para darnos una idea del grado de atraccion entre particulas en un fluido LJ 2D y en

3D en el apéndice C se muestran diferentes casos.




Conclusiones

s Coexistencia LV del fluido LJ 3D

Los resultados colectados de la literatura para la curva de coexistencia liquido-
vapor del fluido Lennard-Jones en tres dimensiones abarcan diferentes métodos
de simulacion molecular y estan en acuerdo entre si. Los datos del punto critico
obtenidos por diferentes autores concuerdan entre si. El exponente critico de
esa transicion de fase liquido-vapor es § = 0.325 y corresponde a la clase de

universalidad de Ising en tres dimensiones.

s Coexistencia LV del fluido LJ 2D

Se calcul6 la curva de coexistencia liquido-vapor del fluido Lennnard-Jones en
dos dimensiones mediante simulaciones de dinamica molecular en el ensamble
canénico (N,A,T). La curva es independiente del nimero de particulas, radio de
corte y longitud de la region interfacial. Se obtuvo que la tension lineal asociada

a la interfase decae linealmente con la temperatura.

» Correspondencia entre dimensiones del fluido LJ 2D y el LJ 3D

Cuando el exponente critico que describe la curva de coexistencia liquido-vapor
del fluido Lennard-Jones bidimensional es § = 0.125, el principio de estados

correspondientes no se satisface entre dimensiones. Sin embargo al considerar el
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exponente # = 0.33 pareciera sugerir una correspondencia.

= Correspondencia entre fluidos LJ 2D con diferentes radios de corte

El principio de estados correspondientes se satisface en simulaciones de dindmica
molecular para el fluido Lennard-Jones bidimensional, cuando las simulaciones

se realizan con diferentes radios de corte; R} = 2.5y R} = 7.5.

Perspectivas

Trabajo adicional se requiere para dilucidar el comportamiento de la curva de co-
existencia liquido-vapor del fluido LJ 2D en la vecindad del punto critico mediante
simulaciones de dinamica molecular. Panagiotopoulos realizé simulaciones de Monte
Carlo [12] y encontr6 que el exponente critico 5 que describe la transicién de fase
liquido-vapor del fluido LJ 2D tiene un comportamiento de la clase de universali-
dad de Ising 2D fuera de la vecindad del punto critico, y de campo medio cuando la

temperatura se aproxima a la temperatura critica.




Apéndice A

Datos de coexistencia liquido-vapor

El apéndice se divide en dos apartados importantes; Lennard-Jones en tres dimen-
siones y Lennard-Jones en dos dimensiones. En cada apartado se muestran tablas
de datos correspondientes a densidades de coexistencia liquido-vapor a temperaturas
subcriticas, en cada tabla se hace una breve descripcién de los detalles de simulacién.
Para el fluido LJ 3D varios autores en la literatura han realizado simulaciones mo-
leculares para calcular la curva de coexistencia liquido-vapor entre ellos Kofke [],
Okumura-Yonezawa [9], Potoff-Panagiotopoulos [10], Trokhymchuk-Alejandre [I1],
Lofti et al. [I12] y Mick et al. [13]. En el segundo apartado se muestran los resul-
tados del fluido LJ 2D obtenidos en este trabajo mediante simulaciones de dinamica

molecular en el ensamble candnico, asi como los datos de la tension lineal.

Lennard-Jones en tres dimensiones

Comenzamos con la recopilacion de informacién en la literatura del fluido LJ 3D.

Diferentes autores por distintos métodos han obtenido la curva de coexistencia.
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Kofke (1993) obtuvo la curva de coexistencia por simulacién molecular via integra-
cién a lo largo de la linea de saturacién [3], sus resultados se muestran en la tabla A.1.
El subindice denota la incertidumbre en el ultimo digito, por ejemplo, 0.815; indica

0.8154+0.001, para mayor detalle del método y simulaciones consultar referencia.

™ | L Py

0.741 | 0.835 | 0.00313
0.769 | 0.815, | 0.00433;
0.8 | 0.8015 | 0.00591,
0.833 | 0.786, | 0.00807
0.87 | 0.769; | 0.01101;
0.909 | 0.750, | 0.01514
0.952 | 0.726, | 0.0207,
1| 0.7045 | 0.0284,
1.053 | 0.672, | 0.03954
1.111 | 0.6355 | 0.0557,
1.176 | 0.578, | 0.0810g
1.25 | 0475 | 0.118,

Tabla A.1: Densidades de coexistencia liquido-vapor, p} y py,, obtenidas por el autor
Kofke [3].

Los autores Trokhymchuk-Alejandre (1999) [1 1] realizaron simulaciones de dindmi-
ca molecular en el ensamble canénico para el modelo de potencial truncado, también
conocido como potencial esféricamente truncado por sus siglas en inglés (ST) con
al menos N = 1000, L, = L, = 13410, L, = 39.8lc y R. = 4.40. Sus datos se

encuentran en la tabla A.2.

Okumura-Yonezawa (2000) [9] mediante simulaciones en el ensamble isotérmico-
isobarico (NPT) mas el método de particula de prueba para el potencial truncado ob-
tuvieron la curva de coexistencia liquido-vapor. Realizaron simulaciones de dinamica
molecular en el ensamble NPT con N = 500, R, > 4.00 y aplicaron condiciones de
borde periddicas en una celda ciibica, ademas aplicaron correcciones al radio de corte,

por lo que, puede considerarse como el potencial completo, es decir, sin truncamiento.
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T* PL 2%
0.72 | 0.8245 | 0.0018
0.8 |0.7895 | 0.006
0.9 |0.7438 | 0.0157
0.92 | 0.7341 | 0.0189
1 ]0.6913| 0.031
1.127 | 0.6063 | 0.0696

Tabla A.2: Densidades de coexistencia liquido-vapor, p; y p},, obtenidas por A.
Trokhymchuk y José Alejandre [11].

Datos en la tabla A.3.

T*

0.7017
0.7504
0.7957
0.8530
0.9052
0.9504
1.0009
1.0496
1.1017
1.1487
1.2009
1.2513
1.3

PL Py
0.8437 | 3.2233x10°F
0.8215 |  0.0031
0.7994 | 0.0046
0.7757 | 0.0107
0.7521 0.0152
0.7255 | 0.0212
0.7004 | 0.0287
0.6723 |  0.0392
0.6368 |  0.0526
0.6043 | 0.0720
0.5599 |  0.0958
0.5081 0.1271
0.4163 |  0.1850

Tabla A.3: Densidades de coexistencia liquido-vapor, pj, y pj, obtenidas por
Okumura-Yonezawa. Los datos se extrajeron de la FIG. 3. de la referencia [9] con

ayuda del programa Engauge Digitizer en su versién 5.2.

Por otro lado mediante simulaciones de Monte Carlo en el ensamble gran canénico

(V,T, 1) Potoff-Panagiotopoulos (2000) |

tabla A 4.

| obtuvieron los datos mostrados en la

Mick et al. (2013) [13] realizaron una implementacién a simulaciones de Monte Carlo
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en el ensamble de Gibbs y candnico, ver tabla A.5, usaron un radio de corte de 3.00

y aplicaron correcciones de largo alcance.

™ | L Py
1.312'] 0.316, | 0.316,
1.31 | 0.4015 | 0.236,
1.305 | 0.412, | 0.225,
1.3 | 0.4245 | 0.213,
1.295 | 0.4365 | 0.202,
1.29 | 0.4475 | 0.191,
1.285 | 0.458, | 0.182,
1.28 | 0.468, | 0.173,
1.275 | 0.476, | 0.166,
1.27 | 0.483, | 0.160,
1.265 | 0.4885 | 0.154;
1.26 | 0.4975 | 0.149,
1.25 | 0.509, | 0.1415,
1.2 | 0.564; | 0.0996,
1.15 | 0.605; | 0.0739
1.11 | 0.6425 | 0.0550,
1.05 | 0.6723 | 0.0404,
1| 0.701; | 0.0294,
0.95 | 0.7305 | 0.0210,

Tabla A.4: Densidades de coexistencia liquido-vapor, pj, v pr*, obtenidas por Potofi-
Panagiotopoulos [10].

T PL Ju%
1.3 | 0.438; | 0.2024
1.27 | 0.486, | 0.156,
1.25 | 0.5145 | 0.135,
1.2 | 0.564; | 0.099,
1.15 | 0.60575 | 0.0733,
1.11 | 0.63375 | 0.0578;
1 |0.7008, | 0.0294,
0.9 | 0.75215 | 0.0141,
0.75 | 0.8208, | 0.0030,

Tabla A.5: Densidades de coexistencia liquido-vapor, py, y p}, obtenidas por Mick et
al. [13].
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Los autores Lotfi et al. (1992) |
curva de coexistencia liquido-vapor, realizaron simulaciones de dinamica molecular

en el ensamble NPT maés particula de prueba, con N=1372, R. > 5.7 y aplicaron

correcciones de largo alcance.

| reportan la siguiente tabla de datos para la

T* PL %

0.7 | 0.84266y5 | 0.00193;,
0.75 | 0.821585 | 0.003631¢
0.8 | 0.799295 | 0.00617;5
0.85 | 0.7762355 | 0.009704;
0.9 | 0.7522135 | 0.0142644
0.95 | 0.727987 | 0.020815,
1 | 0.7008135 | 0.02964s
1.05 | 0.6729246 | 0.03974;
1.1 | 0.640155 | 0.0533y
1.15 | 0.6054765 | 0.072677
1.2 | 0.5661% | 0.0987:
1.25 | 0.51250 | 0.1339%;
1.3 | 04285 | 0.195,

Tabla A.6: Densidades de coexistencia liquido-vapor, pj y pj,, obtenidas por Lotfi et

al. [12]

Lennard-Jones en dos dimensiones

Los resultados obtenidos de simulaciones de dinamica molecular en este trabajo pa-
ra el fluido Lennard-Jones bidimensional se muestran enseguida. Para el estudio de
efectos de tamano finito se realizaron las siguientes simulaciones, se etiquetara a cada

simulacién con base en los pardmetros mas generales con los cuales se llevo a cabo.

= N =1500, L, = 120, L, = 40, R, = 20
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T*

L

Ju%

*

v

5*

0.41
0.42
0.43
0.44
0.45
0.46
0.47
0.48
0.49
0.50

0.7778
0.7598
0.7505
0.7393
0.7269
0.7145
0.7019
0.6833
0.6546
0.6343

0.0147
0.0188
0.0225
0.0266
0.0318
0.0387
0.0457
0.0590
0.0737
0.0913

0.232£0.041
0.226+0.009
0.186£0.003
0.166+0.011
0.142+0.004
0.116+0.003
0.097+0.003
0.076£0.003
0.054=£0.005
0.0404:0.002

5.6530
6.0520
6.7360
6.9921
7.9768
8.5003
9.3851
11.5641
12.8903
14.9932

Tabla A.7: Densidades de coexistencia liquido-vapor, py, pr, tensién lineal v* y 6*.

Las simulaciones se realizaron con N = 1500 y R} = 20.

= N = 1400, L, = 120, L, = 30, R, = 7.5

T*

PL

%

*

v

6*

0.41
0.42
0.43
0.44
0.45
0.46
0.47
0.48
0.49
0.50

0.775
0.760
0.748
0.736
0.724
0.710
0.695
0.676
0.647
0.610

0.0164
0.0199
0.0230
0.0290
0.0350
0.0435
0.0524
0.0666
0.0826
0.1100

0.265%0.002
0.233£0.006
0.191£0.002
0.162£0.009
0.142+0.009
0.121£0.005
0.099£0.004
0.077+0.008
0.053£0.003
0.03340.001

5.004
5.353
5.597
6.238
6.657
7.325
8.297
9.531
12.011
16.537

Tabla A.8: Densidades de coexistencia liquido-vapor, py, pr, tensién lineal v* y 6*.

Las simulaciones se realizaron con N = 1400 y R} = 7.5.
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« N =1400, L, =120, L, = 30, R. = 2.5

T*

L

%

*

y

6*

0.39

0.40

0.41

0.42

0.43

0.44

0.45
0.455
0.46

0.7729
0.7514
0.7356
0.7180
0.6969
0.6681
0.6330
0.612
0.5984

0.0207
0.0262
0.0346
0.0432
0.0571
0.0823
0.1153
0.1185
0.1615

0.196140.0883
0.1564+0.0337
0.123040.0203
0.0927+0.0178
0.0759+0.0196
0.0453+0.0146
0.0277+£0.0241
0.022140.0124
0.0166+0.0063

5.742
6.269
7.086
7.800
8.996
11.327
16.074
15.285
21.597

Tabla A.9: Densidades de coexistencia liquido-vapor, py, pr, tension lineal v* y 6*.
Las simulaciones se realizaron con N = 1400 y R} = 2.5.

= N =1000, L, = 120, L, = 40, R, = 20

T*

Py

PL

*

v

6*

0.40
0.41
0.42
0.43
0.44
0.45
0.46
0.47
0.48
0.49

0.8032
0.7747
0.7607
0.7491
0.7367
0.7266
0.7130
0.7030
0.6820
0.6490

0.0130
0.0158
0.1931
0.0241
0.0277
0.0352
0.0408
0.0499
0.0640
0.0713

0.3827+0.0849
0.2609+0.0177
0.2308+0.0394
0.1927+0.0094
0.1667£0.0238
0.144540.0159
0.127440.0248
0.1083£0.0236
0.0789+0.0199
0.060240.0055

5.755
2.670
5.990
6.575
7.303
7.819
8.906
8.884
10.687
11.904

Tabla A.10: Densidades de coexistencia liquido-vapor, py, pr, tension lineal v* y 6*.
Las simulaciones se realizaron con N = 1000 y R} = 20
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= N =1000, L, = 120, L, = 40, R, = 8

™ | py PL ol 0"
0.41 | 0.7745 | 0.0164 | 0.2563+0.0189 | 5.894
0.42 | 0.7598 | 0.0197 | 0.2252+0.0203 | 6.182
0.43 | 0.7483 | 0.0241 | 0.194740.0173 | 6.578
0.44 | 0.7375 | 0.0292 | 0.1676+0.0199 | 7.229
0.45 | 0.7246 | 0.0355 | 0.1414+0.0158 | 8.265
0.46 | 0.7117 | 0.0431 | 0.122840.0161 | 9.020
0.47 | 0.6941 | 0.0531 | 0.0979+0.0143 | 10.109
0.48 | 0.6724 | 0.0656 | 0.071940.0135 | 12.192
0.49 | 0.5800 | 0.0924 | 0.0435+0.0147 | 15.839
0.50 | 0.4947 | 0.1008 | 0.0183+0.0112 | 20.885
0.51 | 0.3814 | 0.1237 | -0.002340.0069 | 33.267

Tabla A.11: Densidades de coexistencia liquido-vapor, py, pr, tension lineal v* y 6*.
Las simulaciones se realizaron con N = 1000 y R} =8




Apéndice B

Estimacion de punto critico

= Para estimar la temperatura critica, los resultados se ajustan a la Ley de esca-
lamiento [20]:

pL—pv =BT —T.)° (B.1)

en donde B es una constante que depende del ajuste, T" es la temperatura del
sistema, T, es la temperatura critica y § es el exponente critico. Haciendo la
analogia con la ecuacion de una recta y = ax + b e identificando variables

dependientes e independientes y con C' = B'/? se tiene lo siguiente.

(PL - Pv)l/ﬁ

T:
C

+ T, (B.2)
porloquey:T,:17:(pL—pV)1/ﬁ,azCilyszC

= Para estimar la densidad critica, los resultados se ajustan a la Ley de didmetros

rectilineos [20]:
pPL + pv
2

en donde A es una constante que depende del ajuste y p. es la temperatura

=A(T = To) + pe (B.3)

critica, nuevamente realizando la analogia con la ecuacion de la linea recta,

identificamos que y = %, x=T—T, a= Ay finalmente b = p,.

o6
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Implementamos un procedimiento para estimar el punto critico en Sage-Math en su
version 7.5.1, el cual se describe a continuacion. Para ilustrar el proceso tomaremos

como ejemplo los datos de T*, pr y py de la tabla A.8

Para la temperatura critica

= Se declaran las siguientes listas: T, RL, RV. Las listas corresponden a las tem-
peraturas, densidades de liquido y vapor respectivamente, también declaramos

la variable del exponente critico, beta.

T=vector (RDF, [0.41,0.42,0.43,0.44,0.45,0.46,0.47,0.48,0.49])

RL=vector (RDF, [0.775,0.760,0.748,0.736,0.724,0.710,0.695,0.676,0.647])
RV=vector (RDF, [0.0164,0.0199,0.0230,0.0290,0.0350,0.0435,0.0524,0.0666,0.0826] )
beta=0.125

= Operando entre columnas para tener el término (p;, — py)*/?

Rl= [(RL[i]—RV[i])El/beta) for i in range(0,9)]

» Seleccionando los elementos a ajustar e imprimiendo en pantalla. La primera
y la segunda entrada en cada elemento de la lista indican la variable indepen-
diente y dependiente respectivamente
R=zip(R1,T)
print R

= Finalmente con los siguientes comandos Sage realiza el ajuste lineal
var( ‘a,b’)
(a, b)
model(x) = a*x+b
find_fit(R,model)




Apéndice B: Estimacion de punto critico 58

= Para obtener graficos en Sage
points(R)4+plot(model(a=find_ fit(R,model)[0].rhs(),b=find_ fit(R,model)[1].rhs()),
(X,0,0.14),color="‘red’)

Para la densidad critica

= Escribir en una variable el valor de T, operando entre columnas y seleccionando
los elementos con los cuales se realizara la regresion lineal
Tc=0.4940
T2=[(T[i]-Tc) for i in range(0,9)]
R2=(RL+RV)/2
W=zip(T2,R2)

= Realizamos el ajuste y obtenemos grafico
var(‘al,bl’)
(al, bl)
model(X) = al*X+bl
find_fit(W,model)
points(W)+plot(model(al=find_ fit(W,model)[0].rhs(),b1=find_ fit(W,model)[1].rhs()),
(X,-0.15,0.1),color="‘red’)




Apéndice C

Segundo coeficiente del virial

La ecuacion de estado del virial expresa las desviaciones del comportamiento ideal

como serie de potencias en p:

k%zp+Bg (T) p* + Bs(T)p* + ... (C.1)
Las cantidades Bo(T), B3(T), ... son el segundo, tercer, ... coeficientes del virial res-

pectivamente, y solo dependen de la temperatura y del gas bajo consideracion, p es

la densidad, £ es la constante de Boltzmann y p es la presion.

El primer coeficiente del virial es constante e igual a la unidad. El coeficiente By se
obtiene al considerar que las moléculas colisionan sélo por pares; Bz da cuenta de
las interacciones simultaneas entre ternas de moléculas y asi sucesivamente para los
demas coeficientes. Cuando estamos interesados en estudiar las interacciones en pares
es suficiente con estudiar la regién del gas diluido, truncando la serie virial hasta

el segundo término; con ello las relaciones entre las cantidades macroscépicas y las

29
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microscopicas estan dadas por el segundo coeficiente virial. Los coeficientes viriales

son muy utiles para estudiar las propiedades termodinamicas y transiciones de fase.

El segundo coeficiente del virial clésico en general se define:

BAT) = / {exp [~ fu (r)] — 1} R (C2)

Donde u es el potencial de interacciéon a pares, 5 = 1/kT y @R es el elemento de

volumen. Para el potencial de Lennard-Jones tenemos:

mu(r) == [{ew |5 [(9)7- (2)]| - 1}em ©3

La integraciéon de la ecuacién anterior se lleva acabo mediante métodos numéricos

pero antes conviene escribirla en forma reducida, definiendo u* = u/e, * = r/o,

T* = kT /e, B = By/o? y con elemento de volumen en coordenadas esféricas d*R =
) 2

r?sin O0drdfde:




Apéndice C: Sequndo coeficiente del virial 61

Para tener una idea del grado de atraccién entre particulas en un fluido LJ dos y tres

dimensional, calculamos el segundo coeficiente del virial para los casos mostrados en
la tabla C.1.

Dimension | 17 | B | By(T")
2 0.41 | 7.5 | -9.586
2 0.41 | 20 | -9.588
2 045 | 7.5 | -7.657
2 0.49 | 7.5 | -6.271
2 0.41 | 2.5 | -9.391
2 0.45 | 2.5 | -7.479
2 0.49 | 2.5 | -6.108
3 1 |44 5217
3 1 |20 -5315
3 1.15 | 4.4 | -4.067
3 1.2 | 4.4 | -3.763

Tabla C.1: Segundo coeficiente del virial para el fluido Lennard-Jones en dos y tres
dimensiones.
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