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Resumen

En este trabajo estudiamos de forma tedrica las propiedades termostiticas y de transporte
de electrdlitos, el modelo del sistema considera que las particulas que conforman el fluido son
esferas duras (HS’s) con carga eléctrica, y el solvente, en este caso agua, es considerado como
un medio continuo, el sistema es electroneutro globalmente. El estudio tedrico es mediante la
“Aproximacion Esférica Media” (MSA) y el modelo de potencial usado, esta formado por una
contribucidn de esfera dura mds un potencial coulombiano apantallado o de tipo Yukawa (HSY).

Se muestra que existe una ecuacién analitica explicita para el “pardmetro acumulativo o de
escalamiento” de sistemas con y sin carga eléctrica en las particulas que conforman el fluido con
interaccién HSY, los resultados obtenidos son aplicados al estudio del factor de compresibilidad de
un sistema mono-disperso, los cuales concuerdan bien con los previamente calculados por métodos
de Monte Carlo y con otras teorfas que utilizan diferentes aproximaciones. Cuando las particulas
tienen carga eléctrica sobre su superficie, la descripcion se realiza mediante la cantidad de la
energia interna de exceso de un sistema binario equimolar electroneutro, los cuales concuerdan
satisfactoriamente lo predicho por otras teorias. Ademads, aplicamos los resultados al estudio de
algunas propiedades termostiticas del Kr en estado gaseoso y los comparamos con resultados
experimentales y con tedricos, que usan diferentes aproximaciones para el calculo del pardmetro
acumulativo; los resultados concuerdan bien con los reportados [30, 31, 32].

Cuando el sistema se encuentra fuera del equilibrio, debido a la presencia de un campo eléc-
trico externo débil, entonces lo estudiamos mediante la teoria de Fuoss-Onsager (FO) junto con la
MSA. Para trabajar con mezclas se hace uso de un didmetro efectivo, los resultados tedricos obte-
nidos son usados para predecir la conductividad de los electrdlitos simétricos 6 1-1; NaCl, KBr y
KCl. Ademds usamos nuestros resultados para predecir el comportamiento de una solucién idnica
de MgCl, y CaCl,. La prediccién tedrica puede ser ajustada hasta obtener un excelente acuerdo
con el experimento, mediante el ajuste del pardmetro de apantallamiento. Finalmente obtuvimos
los coeficientes de auto-difusién de los siguientes iones en solucién acuosa: Na™, Li™, K*, Br~ y
Mg ™, obteniendo resultados satisfactorios respecto a los experimentales. Los resultados obteni-
dos muestran que el modelo de potencial correcto es el tipo Yukawa, debido a que se considera el
efecto de solvatacion en los iones. Este trabajo es una contribucion al estudio tedrico de las pro-
piedades estaticas de los fluidos i6nicos y de los sistemas cuyo potencial inter-molecular es bien
representado por uno tipo HSY.
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Introduccion

El estudio de los diferentes estados de agregacién de la materia ha sido uno de los temas prin-
cipales de investigacion en fisica e ingenieria, en particular el estudio de los liquidos simples y
complejos es una de las dreas de investigacién en el siglo anterior, a pesar de la gran cantidad de
fenémenos asociados con ellos [1, 2]. Como se sabe, el estudio de los liquidos se realiza princi-
palmente por tres métodos: el tedrico, el experimental y el de simulacién por computadora [3].
En éste trabajo se estudiaran los liquidos simples con mecénica estadistica, en el formalismo de la
teoria de funcién de distribucién radial y funciones de correlaciéon no dependientes del tiempo [4].
Lo que sabemos es que el formalismo termodindmico estd basado en leyes de conservacion de la
energia, masa y momento, en el método estadistico las funciones de correlacién no dependientes y
dependientes del tiempo, son funciones también del potencial de interaccion molecular [5]. Exis-
ten diferentes modelos que representan de forma acertada varios fluidos, en éste trabajo se usard
un modelo general de potencial efectivo, representado por una suma de términos, donde el primer
término es un potencial de esfera dura y los términos restantes son una suma de potenciales tipo
Yukawa. Este modelo de interaccién intermolecular tiene la propiedad de que permite ajustar los
pardmetros de alcance y amplitud a fin de ser aplicados a diferentes sistemas, como gases nobles
densos, electrdlitos, metales liquidos, coloides, polimeros, proteinas en soluciones idnicas, entre
otros. En el caso de los electrdlitos, otros autores han realizado extensos trabajos para calcular
las propiedades termostaticas usando el modelo primitivo [6]; sin embargo, este modelo considera
que la interaccién entre los iones es de forma directa, es decir, toda la informacion del solvente
recae en el valor de la permitividad, sin considerar los efectos de solvatacién de los iones. Con
el objetivo de considerar; el efecto de solvatacidn, las interacciones ion-ion, solvente-ion, en este
trabajo se propone que estos efectos deben ser considerados en el factor exponencial del potencial
multi-Yukawa. Cuando se utiliza un potencial Yukawa, al estudio de las propiedades termostaticas
de fluidos simples en equilibrio termodindmico, se obtiene que toda la termodindmica depende de
un conjunto de pardmetros que representan el modelo del sistema, en particular de un pardmetro
que es dificil de calcular, debido a que su ecuacion es un polinomio de orden igual o mayor a
cuatro [7]. En un esfuerzo por desarrollar métodos para su cdlculo, muchos trabajos se han venido
desarrollando a través de los afios [8, 9, 10, 11, 12].

Un liquido o gas tiende a fluir bajo la accién de un esfuerzo de corte por pequefio que sea.
Un fluido real es viscoso, ofrece una mayor o menor resistencia al desplazamiento relativo de
sus capas, que se mueven a velocidad diferente, es decir, que se resiste a deformarse y a fluir. La
viscosidad afecta a la relacién que existe entre el esfuerzo aplicado y la deformacién producida.
Las llamadas relaciones constitutivas, describen el comportamiento mecanico de un material de
manera aproximada y bajo circunstancias particulares. La rama de la mecdnica que estudia las
relaciones constitutivas de los materiales es la reologia (del griego reos que significa fluir), y es
la ciencia que estudia la deformacién y el flujo. Cuando un fluido iénico se somete a la accion de
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X11 Introduccion

un campo eléctrico débil se produce un flujo de cargas, de esta forma se tiene un sistema fuera
de equilibrio, el cual es importante conocer sus propiedades dindmicas de conduccién. En este
trabajo de tesis nos ocupamos de calcular dichas propiedades usando una descripcién cldsica en
base a la Mecénica Estadistica. Donde el potencial de interaccion entre las particulas cargadas es
representado por un potencial tipo Yukawa y el sistema es considerado electroneutro de manera
global.

En el primer capitulo se presenta el modelo del electrélito y el método tedrico aqui usado para
el estudio de sus propiedades termostaticas, es decir, daremos una introduccién breve a la MSA y
la ecuacion de Ornstein-Zernike (OZ). Se expondra la solucion a la ecuacién de OZ con cerradura
multi-Yukawa [14] asi como el caso en que los términos Yukawa tienen amplitud factorizable [15].
Se presenta una relacién simple de la ecuacién del parametro de escalamiento en el caso de un tér-
mino tipo Yukawa para un fluido mono-disperso [16], y como una de las principales aportaciones
de este trabajo, se muestra el método para obtener una solucién totalmente analitica y explicita
del pardmetro de escalamiento I" para dos casos particulares del sistema. Con el objetivo de tener
teorias de referencia para poder comparar nuestros resultados, se presenta una recopilacion de al-
gunos de los métodos tedricos conocidos, que usan distintas aproximaciones [9, 10] para el estudio
de las propiedades termostaticas; finalmente se desarrolla un método simple de hallar el pardmetro
de escalamiento mediante el uso de un didmetro efectivo para el caso de una mezcla asimétrica en
didmetros y cargas.

En el segundo capitulo se presenta la comparacién de nuestras predicciones y los resultados
obtenidos mediante otros métodos aproximados, mencionados en el capitulo uno. Los sistemas es-
tudiados son los mismos que los previamente abordados por las teorias de referencia; para obtener
los resultados de las propiedades termostaticas hacemos uso de las ecuaciones analiticas explicitas
del parametro I presentadas en el capitulo 1 y observamos que en la mayoria se obtienen buenos
resultados. Uno de los resultados importantes que se observan al obtener la curva de compresi-
bilidad de un determinado sistema, se encuentra que la solucion analitica para el polinomio que
satisface el pardmetro de escalamiento presenta discontinuidades en alguna region de la densidad
reducida, esta discontinuidad se atribuye a una separacién de fase, dicho fenémeno ha sido obser-
vado. Ademds se hace el estudio del Kr en estado gaseoso, y se comparan nuestros resultados con
los datos obtenidos mediante experimentos [17].

Con el objetivo de considerar que existen otros métodos tedricos aplicados al estudio de las
propiedades de transporte, por ejemplo la conductividad, en el capitulo tres se muestra el for-
malismo de funciones de correlacién dependiente del tiempo, y se obtiene una expresién para la
conductividad en términos de las funciones de correlacién para sistemas formados por particulas
con carga eléctrica inmersos en un medio, bajo la acciéon de un campo externo. Durante el desa-
rrollo de la expresion se muestra la complejidad de la teoria. Ademads, se expondrén los diferentes
tipos de transporte de carga en los fluidos simples, las ecuaciones obtenidas serdn la base de la
aproximacion tedrica desarrollada en el capitulo cuatro, que permite obtener expresiones para la
conductividad de las soluciones idnicas, y que en cierta medida, es una de nuestras contribuciones
en el estudio y comprension de los sistemas idnicos.

En el capitulo cuatro se presenta la principal aportacién de este trabajo de tesis, es decir, se
presenta el desarrollo teérico de las expresiones halladas para la conduccién y auto-difusién en
electrélitos, bajo la accién de un campo eléctrico externo débil. Este tipo de sistema es un fluido
clasico y suponemos que el modelo de interaccién entre idn-idn, solvente-idn, es el potencial de
esfera dura més una suma de términos Yukawa (HSY). La base tedrica para la obtencioén de las
expresiones es la teorfa de Fuoss-Onsager (FO). Al principio del capitulo expondremos las bases
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de la teoria, y durante el desarrollo algebraico, se muestra la forma de introducir el pardmetro
de escalamiento en las ecuaciones de transporte, para finalmente obtener expresiones en funcién
de cantidades caracteristicas del sistema en equilibrio. El uso de un potencial tipo multi- Yukawa
permite tener un parametro libre ajustable (el inverso del alcance del potencial), y el método de
eleccién de su valor numérico se presenta al final del capitulo.

En el capitulo cinco, se muestran los resultados obtenidos mediante el uso de la teorfa aqui
expuesta y ellos se comparan con resultados experimentales y/o con los obtenidos por medio de
otras teorias. En la mayoria de los sistemas aqui estudiados, encontramos un buen acuerdo con los
valores experimentales.

En el capitulo seis se dan las conclusiones principales de este trabajo de tesis. Ademds, de
algunos tépicos no considerados en este trabajo y las posibilidades de investigacion futuras.

En los apéndices A y B hemos incluido con detalle algunos célculos no discutidos dentro de
los capitulos, dichos apéndices tiene como objetivo, contener una descripcién mas completa del
desarrollo tedrico de este trabajo. Se presentan los articulos publicados, asi como, la bibliografia
revisada para la realizacion de este trabajo de tesis.






Capitulo 1

Teoria de fluidos clasicos en estado
estacionario

Una solucién idnica es un sistema formado de particulas de un electrdlito disueltas a escala
molecular en un solvente. En este capitulo discutiremos como estudiar un sistema de este
tipo usando la técnica de la mecdnica estadistica cldsica, cuando se encuentra en equilibrio
termodindmico. Definiremos la ecuacién de Ornstein-Zernike y su significado fisico. En un
trabajo anterior [6], se discute que mediante el uso de la ecuacién de OZ junto con dos ecuaciones
adicionales dadas por la MSA, es posible llegar a una relacién que muestra que las cantidades
que caracterizan cada una de las especies satisfacen una misma propiedad, a partir de ésto se
define el pardmetro de acumulamiento o escalamiento dentro del modelo primitivo; sin embargo
en este trabajo se hace uso de los resultados obtenidos por Blum y Hgye [21], asi como los
obtenidos por Ginoza [15], para el caso de un modelo de potencial tipo esfera dura mds una cola
formada de una serie de términos tipo Yukawa con amplitud de interaccion factorizable. Uno de
los principales objetivos de este capitulo, es discutir y presentar una expresion analitica explicita
para el célculo del pardmetro de escalamiento I', asi como los métodos aproximados que se
conocen para su cdlculo. El interés de obtener una expresion para I” se debe a que las propiedades
termostdticas depende de dicho pardmetro [7, 8, 18]. Se presentard en detalle el método para
obtener la expresion analitica explicita para el caso de dos sistemas particulares y se presentan
algunos de los métodos mds comunes para su cdlculo.

1.1. Modelo para un electrélito y modelos de potencial

Uno de los sistemas de estudio de este trabajo de tesis es un electrélito, también conocido
como sistema idnico. Un sistema i6nico estd formado por una solucién diluida acuosa de una
mezcla de iones. El modelo que usaremos, considera que los iones con carga e; son esferas duras
de distintos didmetros G;, con carga en el centro de la esfera, el indice i denotard la especie i = 1.,...,
m especies, cada especie tiene una densidad de nimero p;; la mezcla estd inmersa en un medio
contindo de constante dieléctrica €, contenida en un volumen V a la temperatura 7', el sistema



CAPITULO 1. TEORIA DE FLUIDOS CLASICOS EN ESTADO ESTACIONARIO
1.2. ECUACION DE ORNSTEIN-ZERNIKE (0Z) Y LA APROXIMACION ESFERICA
MEDIA

satisface la condicién de electroneutralidad global dado por la siguiente ecuacion:
Y eipi=0,
i

otra importante condicién es la electroneutralidad local dado por las reglas de suma de Stillinger-
Lovett [36], aunque en las ecuaciones no es necesario hacer uso de ella; sin embargo, en los
sistemas i0nicos se debe satisfacer. Su interpretacion es que la carga eléctrica total que rodea a un
ion i debe ser opuesta a la del ion i, es decir:

/ Zej pj g,-j(r) 47 r2dr: —é;.
G,

ijj

Considerando que los iones interaccionan entre ellos y con el medio, se tendrd apantallamiento
en la carga de cada ion y en consecuencia el potencial de interaccién serd bien representado por
un potencial apantallado expresado por el potencial tipo multi- Yukawa. El potencial a usar en este
tipo de sistemas es el potencial HS+MY dado por la siguiente ecuacion general:

__ _HS | MY
Uij = Ui~ + U

—{" . (1.1)
) 24:1Sl(;l)exp[—zn(rr—ﬁij)/cij] r> o), :

donde r es la distancia entre los centros de las esferas, M denota el nimero de términos Yukawa,
z, es el inverso del alcance, eg.l) representa la amplitud de interaccién del potencial y 6;; = (o; +
G;)/2 es un didmetro efectivo proporcional al didmetro molecular y éste depende del solvente,
es decir, mismas especies pueden tener distintos tamafios en diferentes solventes debido al efecto
de solvatacion. El término exponencial en la ecuacién (1.1), representa los efectos de solvatacion
e interaccion ion-ion, solvente-ion, es decir, este modelo contiene la informacion esencial del
electrdlito y ademds incorpora una fuerza adicional asociada al efecto de solvatacion.

1.2. Ecuacion de Ornstein-Zernike (OZ) y la Aproximacion Esférica
Media

Con el objetivo de obtener las propiedades termostaticas de un fluido electroneutro tipo Yu-
kawa, se define la funcion de correlacidn total, la cual es una medida de la influencia total del
segundo ion sobre un primer ion, sin excluir a los restantes en la solucién [4]. Esta funcion esta
relacionada con la funcién de distribucidn radial de forma directa. Ornstein y Zernike (1914) pro-
pusieron expresar esta funcion de correlacion total en una parte directa mas una convolucién, de
la siguiente manera:

() = i)+ Lo [ d Peur (7). (12)
)

la funcién c(r) es llamada funcion de correlacién directa y el segundo término del lado derecho de
la ecuacién anterior representa la influencia propagada directamente de un primer ion a un tercer
ion, pasando su influencia sobre un segundo ion, directa o indirectamente a través de otros iones.
Por otra parte, la MSA es considerada como una aproximacion linealizada de la HNC, bajo las
siguientes hipdtesis: suponiendo que la funcion de correlacién total es pequefia comparada con la
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unidad para distancias entre pares de iones mayores que el promedio del didmetro de los iones y
considerando que los iones no se traslapan se llega a dos condiciones importantes en la MSA para
potenciales de esfera dura mds la energia potencial de interaccién del sistema fuera de la esfera
dura, las cuales son:

hij(r) = —1 para r < 6;j,
(1.3)

(n)
cij(r) = —Buij(r) = XM “cr/% para r > oy,

la primera relacién de (1.3) es la condicién de que las particulas no se traslapan y la segunda
es conocida como “relacion de cerradura”. Es posible observar de la ecuacién anterior que en
la MSA se considera el potencial de interaccion entre particulas, asi como la dimension de los
iones. Hasta el momento se conoce que la ecuaciéon de OZ junto con las dos ecuaciones anteriores,
proporcionan el andlisis correcto del sistema de interés, solo que debemos usar algin método para
resolver la ecuacién. El método aqui usado es conocido como la factorizacién de Baxter [19].
Como se menciond en un trabajo anterior [6], todas las propiedades termostéticas del sistema se
encuentran en términos del parametro de escalamiento I, esta cantidad es resultado de resolver la
ecuacion de OZ junto con las consideraciones dadas por la ecuacién (1.3) mediante la factorizacién
de Baxter y aplicando condiciones de simetria a una funcién de correlacién factor o funcién de
Baxter [20], ésto serd presentado en las siguientes dos secciones.

1.3. Solucion a la ecuacion de OZ con cerradura multi-Yukawa

A partir de la ecuacién de OZ (1.2) junto con la MSA (1.3) Blum y Hgye resuelven la ecuacién
de OZ empleando el método de la factorizacién de Baxter [21]. El método consiste en tomar la
transformada de Fourier a la ecuacién de OZ y expresar ¢;;(k) en términos de la matriz de Baxter
0,;(k) [14, 19, 22, 23], se obtiene:

0 (k)Qju(—k). (1.4)

(agE

8ij —/Pip; Cij(k) =

Il
_

t

donde §;; es la delta de Kronecker y Q i+(—k) indica el complejo conjugado de los elementos
Qj: (k). Los elementos de la matriz de Baxter en el espacio de fourier pueden ser calculados de la
expresion:

0ij(k) = 8;; — \/PiP; /x e % Qy;(r)dr, (1.5)
ji
donde A;; = (6; — ) /2. Los elementos de la matriz de Baxter en el espacio real son:
3 )
Qij(r) = Q%(r) + Y., D} e, (1.6)
n=1
con:
0 1 3 (1) 1~z —24C
Qij(r) = E(I’—Gij)(r—xiﬁAj-f— (I’—G,‘j)f)j—i- Z Cij (e e ), Ojj>r> 7\,,‘j. (1.7)
n=1

3
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En el caso de amplitudes factorizables [15], es decir, cuando se satisface que:

K =Kk"a"d'", (1.8)

M M
__ AHS T n) (n) _ QHS n) (1)
Aj=Af +K;P()aj : B; =B +,§1A()a’ ,
p(n)
Cl(]n) = 8[(”) - Bi e—chi) ag”)ez,,cij’ 8? = di(n)e—z,,c,-/l’ (19)
Zn
donde:
éf") — Bl(”)eznci’ BE") =27 Z Pjgij(zn)d](."), gij(s) _ /O dl’l’e_sr(l +hij<r)),
j=1
2n & R G
(n) — _ =% N(o.7)2 . A jZn\ &(n)
A Az ]_; P [(c,zn) 1(0;2,)0;8% + (1 +-2 ) 8¢ } : (1.10)

i A2\ )V gl 4 gl
P = (Cz— T )A( '+ Y. pi0; [‘PO("JZ")GJ'BE' ) +8§' )} ’

=

[1—x/2— (1—x/2)e] -

Y1 (x) = 3 ) @o(x) = PR
A=1- g;p,-cs?.

Usando la condicion de simetria en la matriz de Baxter se ha demostrado que existe una cantidad
que no depende del tipo de iones en el sistema, con ésto es posible establecer que existen un
conjunto de pardmetros que satisfacen la siguiente expresion [8, 18]:

M
(n) _ (m')
IT,” = — ,Eill“nm/Xj ) (1.11)

I',,v son los elementos de la matriz de escalamiento I" y éstos pueden ser obtenidos por diferentes
métodos, algunos de ellos serdn discutidos en la seccién 1.7. En la ecuacién (1.11) se usaron las
siguientes definiciones:

X" = 8" +6:B" 9y (20;) + 0,4, (112)
(n) _ pln) WO\ am) . (n)
o =B" + (1 +T> AW 4 ﬂcijl"plcs,xl .

El conjunto de ecuaciones (1.8)-(1.10) son ecuaciones halladas por Ginoza [15]. Donde la ecua-
cion (1.11) nos da los pardmetros caracteristicos del sistema y como veremos mads adelante, la
termodindmica del sistema queda expresada en términos de dichos pardmetros [7].
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1.4. Ecuacion del parametro I" para un sistema con interaccion de un
Yukawa (M=1), caso general

En el caso particular de un Yukawa (M=1), de la ecuacion (1.11) se encuentra que:

I, = —TX. (1.13)

Haciendo n = 1 en las ecuaciones (1.12), cancelando entre ellas el término Egn)

resultado en la ecuacién (1.13), se obtiene la siguiente relacion:

y sustituir el

AZ?
Xi+& ) pio1X; +nily <2n> =M\, (1.14)
I
donde se ha definido A = Ay, y la siguiente identidad:
X
w1 (o) = (1+§) Po(x) — 1. (1.15)
En la ecuacioén (1.14), se definen:
g— (75) 07 Po(z0:) B (A%) (z01)*y1(z07)0;
" 1+ @y(zoi)o T " 14@o(zo)ol
d: e—5i/2
A; Lo (1.16)

" 11 @o(zo)ol

para el caso de un sistema cargado d; = ¢; €%%/2 Si resolvemos directamente la ecuacion (1.14)
para X; se obtiene:

Xi =Z;— ANY;, (L.17)
donde:

Y piom; B Y piom;
T Zi=hi—&i—c—,
1+Y,pi0:& 1+Y,pi0:&
y la siguiente expresion para I hallada por Ginoza [15], satisface:

=it (1.18)

2 ZFCZGJ/Z T 2
) +7nK + de [1 —l—(Po(ZGj)GjF}Xj + ﬂ(PO(ZCj)Gj zl:plchl
(1.19)
2n 3 20 (20
—7“[1(20]')0'2[)[ [1++01F+ }Xl =0,
A 15 2 2A
donde:
D=Y pX}.
!
Usando la ecuacion (1.13) junto con las ecuaciones (1.12) para n = 1 se obtiene:
—70; Z0; T
Hj = Bje 20;/2 + (1 + 7]> Ay + ﬂﬁjzplGle = *FXJ', (1.20)
I
X;= dje_w-"/2 + GijeZG’/z(Po(ZGj) +0,Ay, (1.21)
2n
Av=—27 1P (2011 (z01)01B1 € + (14 201/2)die 2] (1.22)
I
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Relacionando las ecuaciones (1.20), (1.21), usando la identidad (1.15) y sustituyendo en la ecua-
cién (1.22), se obtiene Ay en funcién de (X;,I"); dado por la siguiente expresion:

1520
1+—+go, X 1.2
Z + S o 222 A | X (1.23)
y que puede ser escrita de la siguiente forma:
2n
Ay =—-= Y puliXi, (1.24)
Az= 4
donde, se ha definido:
1820

Z0
L=1+2l4To+

. 1.2
2 2A (1.25)

Sustituyendo la ecuacién (1.23) en la dltima sumatoria de la ecuacién (1.19) y usando la ecuacién
(1.21) junto con la identidad (1.15), se obtiene la siguiente ecuacion [16]:

24+ 7mKD+zI' =0, (1.26)

conD=Y,p;X 12. La ecuacién (1.26) es la ecuacion fundamental para el cdlculo de las propiedades
termostéticas para el sistema de esferas duras con interaccion de un Yukawa. Al intentar expresar
esta ecuacion en términos de cantidades conocidas es necesario encontrar una expresion para X;,
una alternativa es usar la expresion de la ecuacién (1.17) junto con las expresiones de la ecuacion
(1.18) halladas por Ginoza, con la desventaja de que se obtiene una expresion sumamente compli-
cada para I', una alternativa es la que presentamos a continuacién. Usamos la ecuacién (1.24) en
la ecuacidn (1.14) para obtener:

Xi+& Y pioiXi—mi Y pidi X = M, (1.27)
7 7

debido a que el conjunto de variables {&;, M;, A;, I;} no dependen de X;, es posible resolver di-
rectamente la ecuacién (1.27) usando la siguiente relaciéon X; = ¥; X;9;;. La expresion obtenida es
factorizable y se puede despejar X; para finalmente obtener:

Ni Y pilih — &Y pioi

X, =M\ + ,
1+ Y, &pior —Xipid

(1.28)

donde {&;, n;, A;, I;} estén dados por las ecuaciones (1.16) y (1.25). De la ecuacién (1.26) y (1.28)
se tiene la ecuacion para I dado por la siguiente ecuacion:

N X pelih — & Y pioih ) ’ (1.29)

[(C+z)=—-7nK) p; <7v +

zi: A\ L+ &pior — mipid
La ecuacién anterior no es posible de resolver de forma analitica explicita, debido a que el conjunto
de variables {&;, ;, A;, I;} dependen del pardmetro de escalamiento I'; pero como veremos en la
siguiente seccion es posible de resolver explicitamente para dos casos particulares.
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1.5. Ecuacion del parametro I', caso explicitamente soluble

En esta seccion veremos dos casos donde la ecuacion para el parametro de escalamiento I es
posible de resolver de forma explicita, con la limitante que en ambos casos se considera que el
sistema estd formado de esferas de mismo didmetro G.

En el caso simple de una sola especie de mismo didmetro ¢ las ecuaciones (1.29), (1.16) y (1.25)
toman la siguiente forma:

1 2
[ +7) = 1K 1.30
T+z)=-x p((1+<po(zc)cr)(1+§pcn/p1)> : (130)
_ (35) 9’®%0(z0) , (&) (0P (z0)o
Q_W, 1= Y golzo)ol
: 1=1+% 1oy ™20 (1.31)

~ 1+ @p(z0)ol’ 2 2A

En la segunda ecuacion de (1.31) se ha etiquetado 1’ para diferenciar de la fraccion de empaque-
tamiento 1 = npc° /6. Desarrollando el denominador de la ecuacién (1.30) y adimensionando las
cantidades z y I" con G se obtiene la siguiente ecuacion:

_ —TKp
donde:
3 12 1 3 12
&) = 1+Xn¢o(z)—an1(z) <1+2+2>, D, :(PO(Z)—TT]\VI(Z)> (1.33)

V1 (z) fue definida por (1.15) y en este caso A = 1 —. El término del lado izquierdo de la igualdad
en la ecuacion (1.32) asi como el numerador, no estdn adimensionados. Multiplicando ambos lados
de la ecuacién (1.32) por 6> y como K = Beo, se obtiene finalmente la siguiente ecuacién para I':

(T +z2)(® T+ Dg)* = —6mBe. (1.34)

Notemos que la ecuacién anterior es una ecuacioén de cuarto orden para I' y que puede ser resuelta
por el método iterativo o alguna otra aproximacion, por ejemplo: la aproximacién de Henderson et
al., esta aproximacion se basa en una expansion en el inverso de la temperatura de la energia libre
de Helmholtz tomando un nimero finito de términos [9], posteriormente Duh y Mier-Y-Teran [10]
realizaron la misma expansién pero tomando un ndmero infinito de términos, los coeficientes se
determinan de una relacién de recurrencia. Ellos obtienen una expresion analitica explicita para
I'; pero de forma extrapolada. Por otra parte, la solucién de la ecuacién (1.34) puede ser obtenida,
del trabajo de Ginoza [24], de forma gréfica.

Un caso particular estudiado en este trabajo, consiste en suponer que el sistema estd formado
por esferas de mismo didmetro y que interactian con diferente amplitud de interaccion pero de
igual alcance; su densidad por especie es p; y que ademds el sistema es electroneutro globalmente.
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Bajo estas condiciones, las ecuaciones (1.16) y (1.25) toman la siguiente forma:

¢ (B Po(o) ,_ (&) orvitoe
~ 1+¢@o(z0)ol’ n= 1+ @o(z0)oT
< {J} n&r0
= o (ealoT =1+ 4To+ =222, 1.
1+ @o(z0)ol + 2 tlo+ A (1.35)

Aplicando la condicion de electroneutralidad (Y; p;z; = 0) en los siguientes dos términos; Y, pijA;,
Y P01\, de la ecuacion (1.29) y considerando las ecuaciones (1.35) se encuentra que:

Y P =0, Y pioh =0,
i 1

sustituyendo los dos resultados anteriores en la ecuacién (1.29), adimensionando las variables z y
I" con G, y definiendo el pardmetro x = K /G, se obtiene la siguiente ecuacion para el parametro I':

I'(C+z) (14 @o(z)[)* = —6mx. (1.36)

La ecuacién (1.36) es una ecuacion de cuarto orden para I' y puede ser resuelta por diferentes
métodos, por ejemplo; el método iterativo, el método de Duh y Mier-Y-Teran [11], que es una
extension del trabajo realizado en [10]. En la siguiente seccién mostraremos de forma general la
solucién a una ecuacién de cuarto orden y el resultado serd aplicado a dos sistemas que satisfacen
las condiciones establecidas en las ecuaciones (1.34) y (1.36).

1.6. Solucion analitica a las ecuaciones del parametro I

Esta seccién contiene una de las aportaciones de este trabajo de tesis, ya que, se presenta
la solucién general analitica explicita a una ecuacién de cuarto orden y el método usado en la
eleccion de la raiz fisica a las ecuaciones (1.34) y (1.36).

De forma general, consideremos la siguiente ecuacién de cuarto orden para el parametro I', que
tiene la forma general para las ecuaciones (1.34), (1.36):

I+ al®>+ b2+ cl+d=0. (1.37)

La expresion anterior puede ser reducida a una ecuacién cuadrdtica de la siguiente forma:

1
F2+F(%j:e>+§Yj:f:O, (1.38)

la? Y2
=4/ ——b+Y =4/—d+—. 1.39
e 1 +7Y, + 1 ( )

En las ecuaciones (1.38), (1.39), Y es la solucidn de la siguiente ecuacién cubica:

donde:

Y3 —bY? + (ac —4d)Y +4bd — a*d — > =0, (1.40)

obtenida de (1.37). En general, el conjunto de ecuaciones (1.38)-(1.40), son solucién a la ecuacién
(1.37). En el caso de la ecuacién (1.38) se tendrdn cuatro raices, de las cuales dos de ellas son reales
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y dos son imaginarias, las dos raices imaginarias no son aceptables en el caso de fluidos cldsicos
ya que el sistema no se encuentra en una transicion de fase, segtin las condiciones impuestas en el
sistema. El criterio para elegir una raiz de las dos reales es mediante el trazo de la curva espinodal
y de la solucién cuando el discriminante es igual a cero. La solucion real que se encuentré por
debajo de éstas dos curvas serd la solucion fisica, este criterio fue usado por Cummings [25].
Usando estos resultados en la ecuacién (1.34), se obtiene que la solucién fisica es:

_ *yV2dH2
2@ +2®, — L(Y) — \/8<I>1 (—chl + D, /w) 4 [—z®; — 2P, + L(Y)]?
1

40, ’
(1.41)

4Y D, + 220 — 4z
L(Y):cpl\/ 1+Zq)l‘ o, (1.42)

r=-—

donde:

En la ecuacién (1.41), T* = 1/Be corresponde a una temperatura reducida, ®¢, ®; estan dadas por
la ecuacion (1.33).

La solucién analitica a la ecuacién (1.36) para el caso de un sistema electroneutro (}; p;z; = 0)
estd dada por:

o +2—L(Y)—1/89, [—Y®, + O, L(Y)] + [—20, — 2+ L(Y)]?
2 L)~ /S, T

donde:

20 —
L(Y) = (p(,\/ o+ ; P2 (1.44)

Las ecuaciones (1.41) y (1.43) son las expresiones analiticas explicitas para el parametro de es-
calamiento I" correspondiente a las distintas condiciones impuestas al sistema. En el capitulo de
resultados se valida la solucién analitica explicita obtenidas en esta seccidén y se comparan los
resultados con los obtenidos por medio de la ecuacién de estado de Mier-y-Teran y por otras
aproximaciones. En la siguiente seccién se expondran otros métodos empleados para calcular el
pardmetro de escalamiento I

1.7. Métodos aproximados

En esta seccidn se expondrd el método iterativo propuesto por Herrera et al. [8] para el calculo
del pardmetro I', asi como las expresiones halladas por Henderson et al. [9] para el célculo de las
propiedades termostéticas, también se presentard la ecuacién de estado de Duh y Mier-y-Teran
[10, 11].

1.7.1. Método Iterativo (IM)

El método iterativo inicialmente fue propuesto por Herrera et al. [8], el cual consiste en expre-
sar la ecuacion (1.29) en la siguiente forma:

K
Y XA (T). (1.45)

Ty = ———

9
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La primera iteracion debe satisfacer que en el limite de densidad cero se tiene un sistema de esferas
duras, entonces cuando n = 0, I'g = 0 y entonces la primera iteracidn es:

K
Li=-— Y piX7(0). (1.46)
1

De ésta forma es posible calcular el pardmetro de escalamiento para obtener las propiedades ter-
mostéticas del sistema.

K
I=— Y pX7(T
? Fl—i-z,pll(l)

K
I'+z

Copr=— Y piXP (L), (1.47)
l

donde n > 2, dependiendo del nimero de iteraciones que se desee realizar, aunque con ocho ite-
raciones se tiene una convergencia suficientemente buena, la cual es capaz de producir resultados
que se comparan bien con los datos experimentales.

1.7.2. Método de Henderson-Blum-Noworyta (HBN)

El método HBN consiste en hacer una expansion en el inverso de la temperatura de la energia
libre de Helmholtz y hallar los coeficientes igualando potencia a potencia con la ecuacién para I"
obtenida segun las condiciones del sistema. En el caso de un sistema formado por una especie de
un mismo didmetro, se tiene [9]:

A—A 1 & v,
g 3 Lo (Be. (1.48)

NkT

donde T, son los coeficientes en la expansién de I en serie de potencias de x = Be; los coeficientes
se determinan igualando potencia a potencia con la ecuacién para I” obtenida de las caracteristicas
del sistema (ec. 1.34). Los primeros cinco coeficientes de v, estdn dados por:

vo =0,
20
Vi=—,
Dy
2w(o — 1 —0opy)
Vp = —
2 Zq)o )
2w — 1 —aew)(1+32y)
V3 = — Z3CI>0 )
o Awd (o — 1 —ogy) (1 + 42y + 622y?)
V4 = — ZSCI)() 5
1ow*(a; — 1 — 145 11Z229% 4+ 11253y3
S w' (o apW)( jq)szr 2y +11z2y) (1.49)
ran ]

10
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Sélo para esta subseccion, las variables 0, o1, Do, ¥, w son definidas como:

L(z) =12n[(14+n/2)z+ 1 +2n],
S(z) = (1-m)*2 +6n(1—n)z% +18n%z — 12n(1+2n),

_ L(z)
W= 20—
12n(1+2/2)
M 20y
e °L(z)+S(z)
Po= o
T e _pize/2-(4z/2)e
it U Ve s Rl il U Ve o s
W:%, (1.50)
0

donde m es la fraccién de empaquetamiento.

Para el caso de un sistema de esferas duras de un mismo didmetro, distintas especies, y elec-
troneutro, la ecuacion para la energia libre de Helmholtz, en esta aproximacion, es de la siguiente
forma:

A—Ay  Peij¢ (E‘Sz,j)/
NKT 2z ;e’ i1

(1.51)

y los coeficientes estdn expresados como:

ep =0,
on
el = ——,
Z
6 2
= L Z‘p (1+3290),
2(6m)3
ey = — (Z:‘) (144200 +62°¢7),
5(6m)*
ey = — (;) (145200 + 112203 + 112°¢}),
6 5
o5 =~ ;9) (14 + 8420 + 2342795 + 3642° g + 27329y,

donde; @y = (1 —e™¢)/z. Para mezclas Henderson y Scalise generalizan este desarrollo, ver refe-
rencias [26, 27].

1.7.3. Ecuacion de estado de Duh-Mier-y-Teran (DMT)

La ecuacién de estado para fluidos tipo Yukawa obtenida por Dhu y Mier-y-Teran, fue ini-
cialmente hallada para un sistema de esferas duras de un mismo didmetro y una misma especie
[10] y posteriormente fue extendida para un sistema de un mismo didmetro, distintas especies y el

11
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fluido electroneutro [11]. La ecuacién DMT es una extrapolacion del trabajo de Henderson-Blum-
Noworyta ya que la expansién en serie de la ecuacion (1.48) es tomada hasta infinitos términos, se
halla una relacién de recurrencia para los coeficientes y se encuentra que la serie infinita converge,
obteniendo una ecuacién sencilla. La ecuacion final para la energia libre de Helmholtz es [10]:

d¥(x)
dy

Z3

on

A—A o
0 — _7068_
NkT [on

[mm—s@wwx—w (1.52)

En la ecuacién anterior:

5(x) = —%ln(l ~20) =21 —x) ~ Sx— 1,

donde 0, Pg estan definidos por las ecuaciones (1.50).

En el caso de un sistema de esferas duras de mismo didmetro, distintas especies, electroneutro,
se encuentra que la ecuacion para la energia libre de Helmholtz es de la forma [11]:

%)

A—Ay i
NkT 6

{mm—suwwx—m (1.53)

En la ecuacién anterior:

(1+2¢0)6M (Bf-:,)

z? ZjZj
_ 6neo (ﬁﬁij)
y=—\-=1
< ZjZj
1 3 1
Su) = —Zln(l —2u)—2In(l —u) — ST, +1,

donde @y = (1 —e7%)/z ymes la fracciéon de empaquetamiento.
Los métodos mencionados en esta seccién son de los mas usados para el calculo de las propiedades
termostéticas. En el siguiente capitulo se aplicaran los resultados aqui presentados para calcular
las propiedades termodindmicas de algunos sistemas y se analizaran las ventajas y las desventajas
de esta aproximacion.

1.7.4. Método del diametro efectivo para el caso asimétrico

La ecuacién (1.29) es vdlida para el caso asimétrico de un sistema de esferas duras con
interaccioén Yukawa , con el inconveniente que no es posible resolver por algiin método analitico
de forma explicita la ecuacién polinomial. Por otra parte, en la seccién anterior se hall6 la solucién
analitica explicita para el caso de un sistema de HSY de mismo diametro, diferentes especies, para
el sistema electroneutro, ecuacion (1.43). De esta manera, si podemos llevar el caso asimétrico de
los didmetro al caso particular de un solo didmetro representativo, se tendra la solucién analitica
al caso asimétrico. El uso de didmetros efectivos ha sido presentado por distintos autores a través
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de teoria de perturbaciones y mediante la teoria de calculo de variaciones (Herrera et al. [28]);
sin embargo en un trabajo reciente [6] se demostré que es posible estudiar este tipo de sistemas
cuando se utiliza un didmetro efectivo.

La expresion para un didmetro efectivo ¢ mediante el uso del método de Newton-Raphson es:

f(o) ]
C=0p— | , (1.54)
7l
para bajas concentraciones el valor de 6y es dado por la siguiente ecuacion:
0:5:\2
oy 2= ZiPIOAT (1.55)
Yipik;

La funcién f(o) se establece de la siguiente forma: la cantidad que nos proporciona distintos
valores de I en el caso de un didmetro efectivo es:

2
<i
i\ V< | 1.56
2P <1+<po(z0)F0> (156)
y el término que nos proporciona distintos valores de I para el caso asimétrico es:
; VRS, A
ZP;‘(KH- Ni X Plih — & Y piG 1>' (157)
i (1+ X &pior — Xinupidi)

Finalmente, la diferencia de las dos ecuaciones anteriores es una funcién f(c) que nos proporciona
informacién de la desviacién respecto al valor de I' para el caso general dado por la ecuacién
(1.29), entonces:

. (1.58)

L PN — &L pioih \ % 2
(s ) i)

flo)= zi:pi (1+ X, &pior — X mipid; I+ @o(z0

Para bajas densidades, en la ecuacién (1.55) y (1.58) se toma I' = —tKp/z, donde p es la densidad
total del sistema. Con esto concluimos la seccion de los métodos aproximados aplicados al cdlculo
de las propiedades termostaticas de un fluido clasico tipo Yukawa. En la siguiente seccion se
muestra las expresiones para las propiedades termostéticas.

1.8. Propiedades Termostaticas

Para el sistema 1-Yukawa, las propiedades termostéticas estdn dadas por Herrera et al. [7]:

APE 3 N 2 1K
3t 2w

Z
oksT + WPN (PN - EAN) . (1.59)

Para una especie, la ecuacién (1.59) toma la forma:

P—P 3 %  enp P 3N
0 _ : i <n N Nz ) (1.60)

pksT 180 120 ksTmA2 \ 12 @()[1 + ()]

13



CAPITULO 1. TEORIA DE FLUIDOS CLASICOS EN ESTADO ESTACIONARIO
1.8. PROPIEDADES TERMOSTATICAS

donde:

_ _ oA 120y (2)
0(2) = R +5(0), v =55 (o - D), (L6

R(z) = 120[(1+M/2)z+14+2n],  S(z) = A2 +6nAZZ + 1802z —12n(1+2n), (1.62)

12n 3N
A=1-—m, yn es la densidad reducida. Cuando el sistema es simétrico en tamailo y satisface la
condicién de electroneutralidad, se tiene que la ecuacion para la presion de exceso es:

P—p  TI? a7

- = 1.64
pkgT 3n 2n’ (1.64)

en la ecuacién anterior Py corresponde al sistema de referencia que es el de esferas duras de mismo
didmetro, y su expresion es [29]:

Py 1+m+ni-n’

kT A , (1.65)
y la expresion para la energia de exceso es [24]:
E—E r
D — (1.66)

NigT 110,

donde; x = ¢;;/(kgTZ;Z;) y la cantidad 1/2I" representa la distancia promedio entre la corteza del
ion central con el centro de cualquier ion de la atmdsfera inica a primeros vecinos. En el siguien-
te capitulo se calculan las propiedades termostaticas de distintos sistemas, usando los resultados
hallados mediante las ecuaciones analiticas explicitas de I', y se comparan con los métodos apro-
ximados mencionados en éste capitulo. Ademads, se hace una aplicacién al estudio de un gas de Kr
y nuestros resultados se comparan con los experimentales.

En el capitulo 3 mediante la teoria de Fuoss-Onsager se halla la expresion para la conductividad y
auto-difusion en términos del pardmetro de escalamiento I'. Por lo que, al igual que en electrosta-
tica, dicho pardmetro juega un papel fundamental.
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Capitulo 2

Termostatica de un fluido tipo Yukawa

En este capitulo se presentan los resultados obtenidos mediante las ecuaciones analiticas del
capitulo anterior y se comparan con los resultados obtenidos con los métodos aproximados IM,
HBN, DMT, y por el método de simulacién numérica por computadora llamado Monte Carlo
reportados en la literatura. Ademads, se realiza el estudio de la presién para un gas de Kr en funcién
de la concentracidn, los resultados se comparan con datos experimentales [17].

2.1. Resultados

Con el objetivo de aplicar la ecuacién (1.41) del capitulo 1 y poder comparar con otros métodos
aproximados previamente calculados, en la figura (2.1) se muestra la curva de compresibilidad para
los siguientes valores; z=2.5, la fraccién de empaquetamiento es N = ©p* /6, donde la densidad
reducida es p* = po” y la temperatura reducida T* = 1/Be, estos datos son tomados y usados en
la simulacién de Garnett [30]. En la figura (2.1), la curva etiquetada por DMT fue obtenida de la

Z=PlpksT

0.0 02 04 0.6 08
Figura 2.1: Factor de compresibilidad de un fluido de esferas duras con interaccién tipo Yukawa en funcién
de la densidad reducida p* = pc>. Los puntos son resultados obtenidos por simulacién usando el método

de Monte Carlo [30].

ecuacion de estado de Duh y Mier-y-Terédn (ecuacidén (1.52) capitulo 1). Los puntos etiquetados
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como MC, son resultados tomados de Garnett et al. [30] obtenidos por el método de Monte Carlo.
La curva etiquetada como IM, es hallada de la ecuacién (1.45) del capitulo 1, y la curva etiquetada
como MCH son resultados de las soluciones analiticas discutidas en el capitulo 1, estas etiquetas
seran utilizadas en las siguientes figuras presentadas en este capitulo. En la figura 2.1 se muestra
que para temperaturas 7* = 2,0, T* = 1,5, y T* = 1,0 los resultados de MCH, IM, DMT y MC son
cualitativamente iguales. Para 7* = 0,7 se muestra que las curvas obtenidas por los métodos IM y
DMT son continuas y en el caso de la curva MCH es discontinua en alguna regién de la densidad,
en esta regioén no existen resultados de MC, esta discontinuidad es interpretada como una region
de transicién de fase.

En la figura 2.2 se muestra la grafica de la energia libre de exceso en funcidn de x para un sistema
binario equimolar electroneutro con los siguientes valores: z; = 1,20 = —1 yn =0,25, z = 6. Estos
valores son los empleados en el trabajo de Mier-y-Teran [11]. Para la curva MCH se usé la ecuacién
(1.43) del capitulo 1. Podemos notar que la curva MCH es cualitativamente igual a la hallada de

*

)
b

\

\

\

\ X
VoA
}
}
[}

X!

S 5 =3 :

Figura 2.2: Energia interna de exceso, la curva HBN obtenida de la expansion de la energia interna tomada
hasta quinto orden.

DMT y IM, aunque, la curva HBN presenta significantes desviaciones. En la figura 2.3 se muestra
la gréfica de la presion reducida con z =4, x = 1,5. En las figuras 2.1, 2.2 y 2.3 se aprecia que
las curvas MCH, IM, DMT; son cualitativamente iguales. Con estos resultados demostramos que

no es necesario hacer los cdlculos aproximados por teoria de perturbaciones o algtin otro método
aproximado.

2.2. Aplicacion a un sistema real

En esta seccién calculamos el factor de compresibilidad y la energia libre de exceso para el
krypton (Kr), este sistema ha sido estudiado experimentalmente por Teitsma y Egelstaff [31].
Consideramos que las particulas del sistema interaccionan mediante un potencial efectivo tipo
Lennard Jones, este tipo de potencial es similar a un potencial HSY siz=1,8 y é =170, como lo
demostré Henderson et al. [32]. La figura 2.4 muestra la curva de la presion reducida a 297 K en
funcién de la fraccién de empaquetamiento y z = 1,8. Las curvas IM y MCH son cualitativamente
iguales, pero la curva DMT muestra ligeras desviaciones en algunas regiones de los valores de
la fraccién de empaquetamiento. En la figura 2.5 mostramos la presién reducida para el mismo
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10 15 20 25 30 35 40

n

6.5 0.05 0.10 0.15 0.20 025 0.30

Figura 2.4: Factor de compresibilidad para Kr a 297 K en funcién de la fraccién de empaquetamiento.

sistema a 297 K como funcién de la densidad de nimero en mol/ cm? como en Barker [17], en
esta figura se muestra que las curvas IM, MCH, DMT; coinciden con los datos obtenidos mediante
experimentos. La gréfica de la energia libre de exceso para el mismo sistema es mostrada en la
figura 2.6.

En este capitulo se presento los resultados de las propiedades termostaticas de distintos sis-
temas; se realizo la comparacion de los resultados obtenidos mediante los métodos aproximados
con las ecuaciones analiticas explicitas discutidas en el capitulo anterior, mostrando en su mayoria
que MCH es acertado con IM y DMT; sin embargo cuando se realizo la comparacién de MCH con
MC se tienen mejores resultados que Ml y DMT, ademas, al estudiar un sistema real se muestra que
nuestros resultados son capaces de reproducir los datos experimentales, esto significa que nuestras
ecuaciones del pardmetro I" son aceptables y pueden ser usadas en sistemas que cumplan con las
condiciones impuestas en cada una de ellas. Durante el desarrollo tedrico para hallar las ecuacio-
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nes se muestra que no se requiere de alguna aproximacién para su cdlculo, caso contrario a los
métodos discutidos en la seccidn 1.7; nosotros creemos que estas ecuaciones deben ser usadas en
el tratamiento de las propiedades termostaticas de fluidos simples ya que no requieren de alguna
aproximacion para su calculo, ademads, sus expresiones son relativamente simples respecto a las

4 pkpT s#— MICH
----IM

= DMT

3 ® Experimental

z=1.8
T=297 K

P

0.000 0.005 0.010 0.015 0.020 0.025 0.030

Figura 2.5: Factor de compresibilidad para Kr a 297 K en funcién de la densidad de nimero. Los datos
experimentales son tomados de Teitsma y Egelstaff [31].

0.0;

0.5

® Experimental

1.0
C z=1.8
T=297 K

»1.5;
24
25
Iy
3. :‘.000 0.005 0.010 0.015 0.020 0.025 0‘.(%0

Figura 2.6: Energia de exceso para Kr a 297 K en funcién de la densidad de nimero, los datos experimen-
tales fueron tomados de Teitsma y Egelstaff [31].

ecuaciones obtenidas por los otros autores, logrando consumir menor tiempo de computo durante
cada corrida del programa.

Vale la pena mencionar que en colaboracién con A. Cruz Vera, nuestras ecuaciones analiticas
explicitas fueron aplicadas al cdlculo del factor estdtico de estructura de distintos sistemas, obte-
niendo resultados cualitativamente semejantes a los reportados por dindmica molecular y métodos
de Monte Carlo. Como el presente trabajo no es dedicado al célculo del factor estatico de estructu-
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ra, no hemos incluido dichos resultados, pero es posible consultar en las referencias [33, 34] para
mayores detalles.
Con esto finalizamos el estudio de las propiedades termostéticas de fluidos simples tipo Yukawa en

equilibrio; la siguiente seccién es dedicada al estudio de las propiedades de transporte de sistemas
fuera de equilibrio.
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Capitulo 3
Fluidos tipo Yukawa fuera de equilibrio

En este capitulo se presentan algunas de las aproximaciones tedricas usadas para el estudio

de sistemas fuera de equilibrio desde las bases de la mecdnica estadistica. En forma mads especi-
fica, nos enfocaremos en la parte de transporte de particulas en un fluido simple con el objetivo
de calcular propiedades observables de transporte, es decir, estamos interesados en hallar alguna
expresion para el calculo del coeficiente de auto-difusion y la conductividad eléctrica de una solu-
cién i6nica usando el formalismo de funciones de correlacién dependiente del tiempo.
En esta seccion se muestra el desarrollo teérico para hallar la expresion de la conductividad en tér-
minos de la funcién de correlacidn de flujos y que para su desarrollo, es necesario recurrir al uso de
la mecénica cudntica con el fin de comprender la relacién entre la conductividad y las funciones de
correlacion dependientes del tiempo. Es necesario hacer notar que los sistemas estudiados en este
trabajo, son fluidos cldsicos y que si en algin momento hacemos uso de la mecénica cudntica, es
solamente para mostrar y entender la relacién de las propiedades de transporte, con las funciones
de correlacion dependientes del tiempo. Se expondra la teoria de transporte de carga eléctrica en
un medio, ya que como veremos en el siguiente capitulo, debe ser considerada para obtener las
ecuaciones que gobiernan el fendmeno de conduccién en sistemas i6nicos.

3.1. Funciones de correlacion dependientes del tiempo

A partir de la teoria de ensambles de la mecdnica estadistica es posible obtener la termodiné-
mica del sistema en términos de las funciones de particién y de esta forma es posible calcular las
propiedades caracteristicas de los sistemas en equilibrio y fuera de equilibrio, con la diferencia que
en los sistemas en equilibrio solo se tiene una funcién de particién, mientras que, en sistemas fuera
de equilibrio se tienen varias funciones de particion correspondientes a cada estado del sistema. En
el caso de sistemas fuera de equilibrio es posible calcular propiedades de transporte y para poder
calcularlas es necesario conocer las llamadas funciones de correlaciéon dependientes del tiempo,
estas funciones caracterizan cada uno de los estados fuera del equilibrio. Algunos ejemplos de
las propiedades de transporte son: el coeficiente de viscosidad, el de difusién, de conductividad
térmica y eléctrica [4].

Por otra parte, las funciones de correlacion temporales se encuentran cuando analizamos el com-
portamiento estadistico de alguna cantidad dependiente del tiempo, medidas en un intervalo de
tiempo, por ejemplo, la velocidad de una de las particulas que forma parte de un liquido.

Consideremos un sistema fuera de equilibrio y que deseamos conocer alguna propiedad de
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transporte. Sea t = 0 el tiempo inicial al cual comenzamos a medir el comportamiento de la propie-
dad de interés. Estamos interesados en el estudio del sistema a nivel clasico, entonces, en mecanica
clésica el estado dindmico del sistema es caracterizado por el conjunto de coordenadas generaliza-
das q(7) y el conjunto de momentos generalizados p(#) que forman una base completa del espacio
fase que describe todos los posibles estados del sistema (coordenada espacial y momento al tiempo
1), entonces; p = p(0), ¢ = q(0) denota al conjunto de las coordenadas del espacio fase al tiem-
po inicial # = 0. Cada coordenada generalizada p(r) y momento generalizado ¢(z) (del conjunto
q(t), p(t); respectivamente) estdn relacionadas con p y ¢ mediante las ecuaciones de movimiento
definidas de la siguiente forma:

p(t) = p(p(0),q(0);1),
q(t) = q(p(0),4(0);1). (3.1

Sea A{p(t),q(t)} alguna funcién dindmica en el espacio fase, entonces, de las ecuaciones (3.1) es
posible escribir;

A{p(1),q(1)} = Alp,g;1) = A(¢). (3.2)

Se define la funcién de correlacion temporal de la variable dindmica A(z) por:

C(t) = AOAW) = [ -+ [ dpdgA(p.a:0)A(p.4:0)f (psq). 33

donde f(p,q) es la funcién de distribucién del espacio fase en equilibrio. En el caso que A(r) sea
una funcién vectorial (como la velocidad o momento) entonces la ecuacién (3.3) puede ser escrita
como:

c(0) = (4©)-A0) = [ - [ dp dai(p,4:0)-A(p.:0)f (pra): (34

Consideremos un sistema de N particulas restringidas a moverse en el volumen V, de las cuales
nos fijamos en una de ellas, si A(¢) es la velocidad de la particula “etiquetada", entonces la funcién
de correlacion temporal es:

C(t) = (¥(0) -¥(2)), (3.5)

notemos que para poder hallar C(¢) es necesario conocer ¥(¢), para poderla calcular es necesario
resolver un conjunto de 3N ecuaciones acopladas (en el caso general) que dependen de las coor-
denadas y momentos que caracterizan las N — 1 particulas restantes del sistema, una vez calculado
V(1) se realiza un promedio de las condiciones iniciales sobre algtin ensamble en equilibrio. Es
claro que para calcular C(¢) analiticamente resulta bastante complicado; pero una de las ventajas
del formalismo de funciones de correlacion temporales es que las expresiones halladas para las
propiedades de transporte son generales ya que éstas no dependen del modelo del sistema y son
validas para cualquier valor de la densidad.

3.1.1. Ecuacion de Green-Kubo

Consideremos un sistema de particulas en ausencia de un campo externo, todas las particulas
que conforman el sistema estdn restringidas a moverse en el espacio limitado por un volumen V.
Suponemos que una de ellas parte del origen del sistema de referencia y medimos el coeficiente de
auto-difusién (D) de la particula. Sea C'(7,¢) la concentracién normalizada a la unidad, entonces
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la ecuacién de difusion de la particula localizada en 7 al tiempo ¢ viajando a través del sistema es
[35]:

;c’(?,;) =DV2C'(7,1). (3.6)

Multiplicando la ecuacién (3.6) por 7%(¢) y promediando en todo el espacio se obtiene lo siguiente:

7<?_?>/ ; rtdr—D/ FV2C'(7,1) dF, (3.7)

integrando dos veces por partes el término del lado derecho de la ecuacién (3.7) y como C'(¥,t) —
0 cuando ¥ — oo para cualquier instante de tiempo ¢, se encuentra que:

aat<7.?> :2D/C’(F,t)d?:2D, (3.8)

en la ecuacion anterior, la tltima igualdad se obtuvo de la condicién que C'(7,7) estd normalizada
a la unidad. Por otra parte la relacién del vector posicion con la velocidad de la particula estd dada
por la siguiente relacion:

entonces;

(?(t)-?(t)>:< /OZV(t’)dt’- /0’ " dt”> ; / / F() Ty d"d, (3.9)

calculando la derivada parcial temporal a la ecuacion anterior se encuentra que:

5 (#(t)-7(t)) = i/ot (¥(@)-v(t"))di' = i/OtC(t,t’)dt’, (3.10)

en la ecuacién anterior, C(¢,¢’) es la funcién de correlacién temporal. El promedio del producto
de los vectores velocidad se lleva a cabo en el espacio de coordenadas y momentos. La funcién
de correlacién temporal es invariante bajo traslaciones temporales entonces podemos hacer la
siguiente transformacién t' = s y t =t + s en la ecuacién anterior, para obtener:

0
= (F(r)-7(¢t) (V(t—s) ds,
ot at "3 / (0
como la ecuacién de difusién es valida a tiempos largos, entonces igualando la ecuacién (3.8)

con la ecuacion anterior se tiene finalmente la ecuacién de Green-Kubo para el coeficiente de
auto-difusion, expresado en la siguiente ecuacion:

_ é/:dz (5(t)-5(0)) . (3.11)

En la ecuacién anterior, (¥(r) - ¥(0)) es la funcién de auto-correlacion de velocidades de la parti-
cula.
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3.1.2. Ecuacion para la conductividad

Cuando se desea medir, en el laboratorio, la conductividad de una substancia es necesario
aplicar un campo eléctrico externo sobre el sistema y entonces se mide la corriente eléctrica que
fluye en respuesta al campo eléctrico. Generalmente se realiza un niimero de veces el experimento
y se promedian los resultados. En esta seccidon nos enfocamos en presentar el desarrollo tedrico de
la expresion para obtener la conductividad en funcién de la frecuencia del campo eléctrico a través
de la teoria de funciones de correlacién temporales.

Supongamos que se tiene un sistema de N particulas cargadas inmersas en un medio, aplicamos un
campo eléctrico suficientemente pequefio de tal forma que se tenga una respuesta lineal, es decir,
se satisface la ley de Ohm y su expresion es:

<f> — oF, (3.12)

en la ecuacién anterior J es el vector de flujo de corriente eléctrica, Eesel campo eléctrico apli-
cado y ¢ es la conductividad eléctrica, que de forma general es un tensor de rango dos. En la
ecuacion (3.12) no se indica que la conductividad eléctrica dependa de la frecuencia del campo,
si no que, la ecuacidn indica una corriente continda, asi entonces, para encontrar una expresion
para la conductividad dependiente de la frecuencia, se aplica un campo eléctrico dependiente del
tiempo.

Supongamos que al tiempo ¢ = 0 se aplica el campo eléctrico sobre el sistema, el sistema reaccio-
nard de tal forma que comienza a existir un flujo de cargas, es decir, se tendrd un promedio del
flujo de corriente <f (t)> dependiente del tiempo. Notemos que <f (t)> puede ser entendido como
la respuesta del sistema debido al campo externo aplicado, entonces podemos definir una funcién
tensorial ®(z) llamada “funcion de efecto retardado o funcion de memoria" que es interpretada
como la respuesta de retraso del sistema en presencia del campo aplicado [36], entonces <f (t)>

es escrito de la siguiente forma:

<f(t)> - /Owtb(t —5)E(s)ds, (3.13)

si el sistema puede responder instantdneamente al campo externo, entonces P(7) es la funcion
delta de Dirac.

Definimos la transformada de Fourier-Laplace £(f) de la funcién f(¢) (escalar o vectorial) de la
siguiente forma:

()= [ e o)
0
Aplicando la transformada de Fourier-Laplace a la ecuacién (3.13) se obtiene:

=

<fw> — 6(®)E, (3.14)

donde:

<fm> = /Owdte*"‘”’ <J(t)> ,

Ey= / dre " E(r).
0
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La ecuacion (3.14) puede ser hallada directamente de la ecuacion (3.12) suponiendo que el vector
de flujo, la conductividad, y el campo eléctrico dependen del tiempo; suponiendo que el campo
eléctrico externo es lo suficientemente débil como para que la ley de Ohm se satisfaga.

Como P(r) es la respuesta de retardo del sistema al aplicar un campo externo sobre el sistema, y
la respuesta del sistema al aplicar un campo externo se caracteriza por la conductividad, entonces:

o(0) = /Omdte*"‘*"cb(t). (3.15)

La ecuacién anterior muestra la conductividad en funcién de la frecuencia del campo externo;
pero no es conocida la funcion tensorial ®(¢) y para expresarla en términos de alguna funcién
de correlacion temporal consideremos el siguiente caso general. Sea la variable dindmica B(t) la
respuesta del sistema debido al campo externo F', entonces de la ecuacién (3.13) se tiene:

(B(W) = [ ot -9)F(s)ds (3.16)
0
y la ecuacién andloga a la ecuacién (3.14) para este caso general es:
(Bo) = X(®) Fy, (3.17)

donde () es llamada “susceptibilidad dindmica del sistema" o “funcion de respuesta dindmica
del sistema". A continuacién expresaremos la susceptibilidad en términos de la transformada de
Fourier-Laplace de alguna funcién de correlacion temporal.

La corriente promedio o respuesta del sistema es hallada calculando la respuesta del sistema
en algin eigenestado n particular del sistema y se promedia sobre algin ensamble, entonces,  con-
sideremos que el sistema de N particulas se encuentra en ausencia del campo externo y sea H su
operador Hamiltoniano con sus correspondientes eigenfunciones \, y eigenvalores E,, es decir:

De mecanica estadistica en el ensamble candnico, la probabilidad P, de observar al sistema en el
estado n con energia E, estd dado por la siguiente ecuacion:

- efﬁEn o efﬁEn
S LefE 0

Ahora consideremos que se aplica un campo externo uniforme E,(¢) al sistema en la direccion a,
entonces el campo interacciona directamente con la componente a del momento dipolar total del
sistema M,. Entonces el Hamiltoniano de perturbacion es:

P, (3.18)

~

Hi (1) = —Ma Ed(t), (3.19)
donde el operador de momento dipolar total estd dado por la siguiente relacion:

M=Y¢;%;, (3.20)
J

donde el indice j corre sobre el nimero total de particulas cargadas. Entonces la ecuacion de
Schrodinger dependiente del tiempo del sistema en presencia del campo es:

¥(t)

i h
! ot

= (Ho+ (1)) (1), (3:21)
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donde ¥(r) es la eigenfuncion total del sistema con la condicién inicial ¥(0) = ,, y probabilidad
fEA’,,. Como el campo externo es pequeflo, entonces de la ecuacion (3.19) el operador Hamiltoniano
H, (t) es pequeiio, y asi entonces es posible aproximar la eigenfuncién total del sistema como
una combinacién lineal de una parte no perturbada mds una de perturbacién dado por la siguiente
ecuacion [37]:

W) =ue '+ Y cn(t)Wme O, (3.22)
m#n
donde:
t , ~
en(t) = —i / OO (1) 26 (1) ), (3.23)
0

en la ecuacion anterior, ®, = E,/h, y |n) es el eigenket de energia del sistema en ausencia de
campo externo.

En el laboratorio, cuando se aplica un campo externo al sistema, es posible medir la corriente,
mientras que desde el marco tedérico, equivale a obtener el valor esperado de un operador corrien-
te.

Se define el operador de corriente J suponiendo que existe un operador velocidad v, que repre-
senta la b-ésima componente del operador velocidad de la j-ésima particula cargada. La expresion
del operador de corriente estd dada por la siguiente expresion [37]:

=Y ejvip=Y ejXjp =My (3.24)
J J

Obtenemos el valor esperado de la observable Jj, primero respecto a la eigenfuncién ¥(z) y des-
pués respecto a la distribucién candnica de algin estado n del sistema no perturbado. Entonces, el
valor esperado de Jj, respecto a la eigenfuncién W(¢) estd dado por;

/ W (t)J, P (2) dP. (3.25)
Como y,, = (x|n) y calculando el valor esperado de la observable Jj, [37], se encuentra que:

/ W (1) (1) d7 =(n|Jp|n)+

t . / -~
Y i [ e 0 o 5 1)
0

m#n
t . ’ -~
Y [l ] 8 1) )+
m#n 0
JCADE (3:20)

en la ecuacion anterior se ha despreciado el término cuadratico correspondiente a la parte pertur-
bativa de la eigenfuncién ¥(r). Se define: (A),,, = (n|A|m) y sustituyendo en la ecuacién anterior
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Se encuentra que:

/ W (1) J, (1) 47V :(J,,),m+

l dl . ,
2 : ./ !/ (Jb)nm(Ma)mn _l(wm_mn)(l—[ )

(Mo (e @0 B, (1) 4
O(c;, (1)), (3.27)

la ecuacién anterior representa el valor esperado de Jj, respecto a un estado del sistema con energia
E,. Multiplicando la ecuacién anterior por 7, y sumando sobre todos los posibles estados n se
obtiene el promedio canénico de Jj, expresado en la siguiente ecuacion:

(1)) = (). +/ A Opalt — ) Ea()) + O(E2 (1)) (3.28)

En la ecuacién anterior, se ha definido:

b>eq = prn(-]b)rm’

¢ba Z Z iP, |: Jb nm a)mneii(mmim")t - (Ma)nm(.]b)mneii(mnimm)t] . (3.29)

n m#n

Notemos que (J;,)eq es un promedio en algtn estado de equilibrio n del sistema cuando el campo
externo es cero, entonces (Jp)eq = 0.

La ecuacién (3.29) es la expresion de la funcidn de efecto de retardo del sistema en términos de
cantidades conocidas; pero esta expresion puede ser reducida y expresada en funcién de los flujos
de la siguiente manera.

El vector de flujo depende implicitamente del tiempo y como en la imagen de Heisenberg las
observable son las que evolucionan en el tiempo, podemos escribir la matriz de elementos de la
observable J, en términos del operador M mediante la ecuacién de movimiento de Heisenberg
dada por la siguiente ecuacién [37]:

~

dM
10 (3.30)

en la ecuacién anterior, los corchetes representan los conmutadores cuénticos. De la ecuacion
(3.30) calculamos el valor esperado de la observable J respecto de algtn estado de energia del
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sistema, entonces se encuentra que:

~

ih<m|%|n> nim(3n) = in(Dn = ([M.7%])  +0(E)
(i

i), - (30%) -+

=En( ) M( )mn + O(E)
(E,—E )(M)mn+0( ), (3.31)

resolviendo la ecuacion diferencial anterior, obtenemos:
(M) =e@mo (M), +0(E),
derivando la ecuacion anterior respecto del tiempo se encuentra que:
(I0) =e=0u(F),,+0(E). (332)

En las ecuaciones (3.30)-(3.32) se ha separado la parte dependiente del campo (O(E)) con la
parte independiente del campo, ya que estamos suponiendo respuesta lineal del sistema, enton-
ces la funcién de efecto de retardo no puede depender del campo externo y entonces el tér-
mino (Jb)mne*"(‘”"*"’m)t de la ecuacion (3.29) es la ecuacién (3.32) y de forma similar el término
(Jb)nme_i(m"’_w")t . Entonces la ecuacion (3.29) para la funcién de efecto de retardo puede ser es-
crita de la siguiente manera:

¢ba hz Z 1) a nm Jb( )) (Jb(t))nm(Ma)mn]

n m#n

= %ZLP,[ [(Madp(t))nn — (Jp(t) M) nn)

= TR (P (). (3.33)
Para obtener la ecuacion (3.33) se ha usado la definicién de la traza de un operador y la propiedad
de que la traza es independiente de la base elegida para calcular los elementos de un operador en
su representacidon matricial [37].

Como la traza del producto de tres operadores es invariante bajo permutaciones ciclicas, la ecua-
cién (3.33) se expresa de la siguiente forma:

Opa(t) = %(Tr{[f_P,Ma]Jb(t)}). (3.34)

Usando la definicién de la traza de un operador A, TrA =Y ; A;;, y el producto de operadores en su
representacion matricial, (AB) = Y, jAijBjk, en el término entre paréntesis de la ecuacion (3.34),
se obtiene que:

Tr{[P,M,)Jp(t)} = ZZ; (fPiijka,'(t) _Mijfpjk]ki(t))
i

=YY (PiMjdij(r) — M pBedij(1)) (3.35)
Jj k
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en la ecuacién anterior se usé la siguiente relacion obtenida directamente de la ecuacién (3.18)
dada por la siguiente ecuacion:

8” e_BE./
By = ———.
Q
Multiplicando la ecuacién (3.18) por e P(E—Ed) y acomodando los términos del lado derecho de
la igualdad se obtiene la siguiente ecuacion:

Py = Be PEE, (3.36)

De la ecuacién (3.31) despreciando el término dependiente del campo externo se encuentra la
siguiente relacién:

ihJji
E.—E;
Substituyendo las ecuaciones (3.36) y (3.37) en la ecuacién (3.35) se encuentra la siguiente ecua-
cién:

k= (3.37)

e BEE)

Tl‘{[fp M Jb thZfP ]k Jb Ej—Ek

: (3.38)

sustituyendo la ecuacién (3.38) en la ecuacién (3.34) se encuentra una expresion para la funcién
de efecto retardado expresado de la siguiente manera:

B(E—Ej) _
0nal) = X ¥ B(00) (1) Ry (3.39)

Jk#j Ej=E

Se define la transformada de Kubo por la siguiente expresion [38]:
~ 1 (B -~ -~
I = 5 / drer g ,e M,
0

expresando en serie de potencias los exponenciales de la ecuacién anterior y calculando el valor
esperado en los eigenkets de energia, se encuentra J, en su representacion matricial dado por la

ecuacion:
/ dre" i (7, )

e_B(EJ_Ek) —1
E—E;

1
B
Sustituyendo directamente la ecuacion (3.40) en (3.39) se llega a la siguiente ecuacion:
Opa(t) BZ Y Pi(Ja) (2
J k#j
= BTr[PTudy (1))

=B (Jadp(1))- (3.41)

Sustituyendo la ecuacién (3.41) en (3.15) se encuentra finalmente la ecuacién para el tensor de
conductividad en términos de la cantidad dindmica para el flujo de corriente, expresado en la
siguiente ecuacion:

(Ja)kj- (3.40)

0 (®) =P / Yel®dr. (3.42)
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La ecuacion anterior es una expresion para el tensor de conductividad, ella es expresada en térmi-
nos de la funcién de correlacion de flujos. Esta formula es de aplicacion general y se reduce a la
expresion de Einstein para la conductividad en el caso de considerar un gas cldsico de electrones
libres dispersados por centros de impurezas [35].

En la siguiente seccidn se presenta una breve introduccién a los diferentes tipos de transporte de
carga eléctrica, ya que el capitulo 4 se consideran algunos de ellos en el desarrollo tedrico de
la expresion para la conductividad equivalente de un sistema formado de esferas duras cargadas
inmersas en un medio de permitividad conocida.

3.2. Tipos de transportes de carga eléctrica

Consideremos una solucion electrolitica acuosa que se encuentra sometida a un campo eléc-
trico externo creado por dos placas conductoras inmersas en la solucidn, éstas se encuentran a una
diferencia de potencial generado por un agente externo; asi entonces este sistema forma un cir-
cuito eléctrico que contiene un conductor electrolitico, donde la corriente eléctrica es transportada
en la parte metdlica del circuito por el movimiento de los electrones desde los puntos de menor a
mayor potencial. Por otro lado, en el electrélito la carga es transportada por los iones y que en un
intervalo de tiempo determinado la carga que atraviesa cualquier seccién del circuito, tanto en la
parte conductora electrénica como en la electrolitica, debe ser la misma de modo que la corriente
que circula a través de cualquier seccién del circuito tenga igual valor. En el electrélito, sin em-
bargo, el transporte de la carga puede efectuarse de tres formas diferentes; migracién, difusiéon y
conveccién. Consideremos a continuacién cada una de estas formas con mayor detenimiento, asi
como las relaciones existentes entre ellas [3].

3.2.1. Migracién

El flujo de migracién se define como la cantidad de sustancia de la especie i que atraviesa
una superficie imaginaria de drea unitaria en la unidad de tiempo, debido a la presencia de un
campo eléctrico externo. Este flujo es determinado por el movimiento de los iones debido a la
presencia del campo eléctrico externo por interaccién eléctrica, produciendo la migracién de iones.
Esta forma de conduccién existe en todos los puntos del electrélito donde el campo eléctrico es
diferente de cero, es decir, tanto en el seno del mismo como en las proximidades de los electrodos.
Si suponemos que existe una sola fuerza de interaccién en el sistema a causa del campo externo
actuando sobre los iones de especie i, entonces la ecuacién para el flujo de migracién estd dada
por la siguiente relacion [3]:

e 3
Ji = —uiciVe,
|2

donde c; es la concentracién de la especie i, @ es el potencial debido al campo externo aplicado,
u; es la constante de proporcionalidad, denominada velocidad absoluta del movimiento del ion,
es decir, es la velocidad promedio del movimiento de un ion sometido a un campo eléctrico de
intensidad unitaria. El signo negativo se debe a que la direccién del movimiento de los cationes
coincide con la del campo eléctrico externo.
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3.2.2. Difusion

El flujo de difusién surge cuando en una fase existen gradientes de concentracién, cuando
existe un gradiente de actividad i6nica. La actividad i6nica es diferente de la concentracién ya
que en ella se consideran las fuerzas de interaccién que existen en la solucién independiente de la
naturaleza de las particulas disueltas y de su concentracién. La difusion transporta las particulas de
las mayores a las menores actividades, esto es un fendmeno general, no restringido a los sistemas
electroquimicos ya que ademds ha sido estudiado en la difusion de gases. El flujo de difusion
se define como la cantidad de sustancia de la especie i que se difunde a través de una superficie
imaginaria unitaria en la unidad de tiempo, esta cantidad es proporcional a su concentracién c; y
al gradiente de su potencial quimico;

Ja = —kaciVui,

el signo menos en la ecuacién anterior indica que las particulas se trasladan en direccién contraria
al aumento de concentracién. La expresién més comun para el flujo de difusién encontrada en la
literatura [3] se conoce como la ley de Fick, dada por la siguiente ecuacion:

-

Ji—= —D;-J VC,',

donde D7 es el coeficiente de difusion de la especie i en dilucion infinita, ¢; es la concentracion de
la especie i. El coeficiente de difusidn representa la facilidad con que la especie i se mueve en el
solvente en una solucién ideal; mientras que una solucién ideal es aquella que al mezclar el soluto
y solvente no existe absorcidén o emision de calor, pudiéndose predecir sus propiedades a partir de
los componentes puros.

3.2.3. Conveccion

Para el caso de transporte de carga a través de soluciones electroliticas mediante la migracién y
difusién, en ambos casos la solucién como un todo se mantiene inmdvil, desplazdndose solamente
los iones en ella debido a la accidn del campo eléctrico externo. Para flujos de migracién y para
flujos de difusién el transporte de carga se debe a la existencia de un gradiente de concentracion.
A diferencia de estos, el transporte de carga debido a la conveccidon se debe a un gradiente de
densidades o presién en ella. La ecuacion para el flujo de conveccion estd dada por la siguiente

ecuacion: §
ci— ¢}
. ot i

donde, c; es la concentracion de la especie i, ¢} es la concentracion cercana a uno de los catodos,
d es el espesor de la capa limite de difusion [13].

Con ésto finalizamos la introduccién al estudio de las propiedades de transporte de fluidos
clasicos fuera del equilibrio, cada una de las ecuaciones presentadas en esta seccién serdn utiles
para derivar las ecuaciones de transporte de fluidos electroneutros fuera del equilibrio, estudiados
desde la teorfa de Fuoss-Onsager. En la seccién 3.1.2 se desarrollo la ecuacién para la conducti-
vidad en términos de las funciones de correlacién dependientes del tiempo y es posible observar
que este método implica realizar una gran cantidad de célculos, es por ello que en este trabajo
hacemos uso de las bases de la teoria de Fuoss-Onsager, ya que como veremos, la teoria ofrece
un camino relativamente simple para el cdlculo de propiedades de transporte en sistemas fuera del
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equilibrio. En el siguiente capitulo se muestra el desarrollo tedrico para hallar la ecuacién para la
conductividad y auto-difusion expresada en términos de pardmetros que caracterizan al sistema en
estado estacionario.
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Capitulo 4

Teoria de transporte para un fluido tipo
Yukawa electroneutro

Este capitulo contiene la aportacién principal de esta tesis referente a la conductividad de sis-
temas idnicos electroneutros tipo Yukawa. Aqui se presenta un camino alternativo al formalismo
de funciones de correlacién temporales aplicado al célculo de propiedades de transporte. El con-
tenido de este capitulo y el siguiente, se encuentra reportado en el articulo de Montes, Herrera [39].

Es conocido que el tratamiento correcto de los sistemas idnicos fuera de equilibrio, es el
formalismo de funciones de correlacién dependiente del tiempo [35, 36], con el inconveniente
que se requiere de un largo y laborioso camino para la descripcién de sus propiedades de
transporte [40]; sin embargo Fuoss y Onsager [41] demostrarén que es posible describir las
propiedades de transporte de un sistema fuera del equilibrio a partir de la mecénica estadistica
y la dindmica de fluidos, usando el modelo de Debye-Huckel. Por otro lado, en un trabajo de
Ebeling y Grigo, desde el enfoque tedrico de la termodindmica estadistica, probaron que es
posible expresar las propiedades de transporte en funcién de una cantidad caracteristica de los
sistemas cuando éstos se encuentran en equilibrio, es decir, en su trabajo muestran un método
para hallar una ecuacién para la conductividad en funcién de pardmetros de equilibrio (la longitud
inversa de Debye) para el caso del modelo primitivo en la MSA [42, 43]. La metodologia de este
trabajo de tesis consiste en hacer uso de la ecuacién para la conductividad equivalente propuesta
inicialmente por Fuoss y Onsager junto con las ideas de Ebeling y Grigo, con el fin de expresar
la conductividad en términos del pardmetro de escalamiento I" discutido en el capitulo 1, debido
a que es conocido que en el limite de bajas densidades el pardmetro de escalamiento tiende
a la longitud inversa de Debye. A continuacion presentamos la teoria de conduccidn en electrélitos.

4.1. Ecuaciones que gobiernan los fendémenos de conduccion

En esta seccién se expone las ecuaciones fundamentales para el estudio de las propiedades de
transporte de un fluido tipo Yukawa electroneutro, siguiendo el trabajo de Fuoss-Onsager [41].
El sistema de interés es un electrélito y el modelo consiste de una mezcla de esferas duras con
carga: d;, didmetros: 6;, y densidad de nimero: p;, i = 1,...,m especies, todas ellas inmersas en
un medio continuo de permitividad € = 47e, €y, donde €, es la permitividad relativa del medio y €y
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es la permitividad del vaci6 (ver figura 4.1). En el modelo no existen paredes fisicas del recipiente
que contiene la solucién, asi que todas las regiones de la solucion son totalmente idénticas. Sobre

Figura 4.1: Modelo para un electrélito. La corona que rodea a cada ion representa el efecto de
solvatacion.

el sistema se estd aplicando un campo eléctrico uniforme débil E capaz de producir un flujo de
esferas duras cargadas; ademads satisface la ley de Ohm.

Debido a la presencia de un campo eléctrico E en la solucidn, los iones estardn en movimiento
y en consecuencia las densidades de las especies p;j(7,t) estdn relacionadas con la funcién de
distribucién radial mediante la siguiente ecuacion:

ptj(?at):plp]gl](?at)a (41)

donde p; es la densidad de nimero de la especie i. Nos fijamos en un ion (en movimiento) que
denominaremos “central”, debido a la interaccion eléctrica entre el ion central y los iones de su
alrededor se forma la “atmadsfera ionica”. Debido a la existencia del campo externo actuando sobre
el ion central y su atmésfera idnica se produce una deformacién de la atmdsfera parecida a la del
dipolo eléctrico y en consecuencia surge una fuerza que se opone a la deformacién de la atmésfera
i6nica llamada “fuerza de relajacion” [72], (ver figura 4.2). La ecuacién que representa este efecto
es [44, 45]:

fi* = 1P / (V5 () + WV () iy (7.0)dF, (4.2)

donde Vl-’;I 5(r) es el potencial de esfera dura dado por la siguiente ecuacién:

oo §ir < Gjj
VHS () — i 43
Y ( ) {0 Sil"ZG,‘j, ( )

donde 6;; = (6; +0;)/2 es el pardmetro de distancia y Vg(r) es el potencial efectivo, en este
trabajo hacemos uso del tipo multi-Yukawa;

Vi) =—2Y ———L e sir>oy (4.4)
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A partir de la ecuacidn anterior y en el algebra siguiente el indice n, en cada una de las sumatorias,
denota el nimero de términos Yukawa. En la ecuacién (4.4) en el caso de un término Yukawa
(n=1) y un didmetro efectivo, K = —B /¢ es la amplitud del potencial, € = 47e.€, es la permiti-
vidad del solvente, z es el inverso del pardmetro de alcance del potencial y di(n) = ¢;e¥Si/2,

Es importante sefialar que, debido a la interaccion entre el ion central y los primeros vecinos de la
atmosfera idnica, se produce un efecto de apantallamiento en la carga del ion central, dando como
resultado un potencial efectivo actuando a segundos y terceros vecinos de la atmésfera idnica, ésta

es la razén fundamental de usar un potencial efectivo tipo multi-Yukawa. En la ecuacién (4.2)

Equilibrio Fuera del
eléctrico quilibrio eléctrico
Perturbacion

pommm=al
o’ e ~

22 L. . pmm—————
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Relajacion al equilibrio

Figura 4.2: Esquema grafico de la fuerza de relajacion.

la funcién h; ; (7,t) es la funcién de correlacién asociada a la perturbacion del sistema debido al
campo eléctrico externo aplicado al sistema y serd discutido a continuacion.

En el capitulo 1, /;;(7) se interpreto como la influencia total de un ion de especie j sobre un ion
i cuando no existe migracién de iones, asi entonces en esta seccion, esta cantidad serd denotada
como h; (7). Cuando los iones estdn en movimiento, es razonable suponer que la funcién de co-
rrelacién total ahora depende del tiempo en el que se aplica el campo eléctrico externo. A este
movimiento de cargas lo podemos considerar como una perturbacion en el sistema estacionario,
y la funcién de correlacién asociada a esta perturbacion serd denotada por h;- j(?, t). Asi entonces,
usando el principio del método de perturbaciones en primera aproximacion, la funcién de corre-
lacién total del sistema perturbado serd la suma de las funciones de correlacién total asociadas al
sistema estacionario mas la asociada al sistema perturbado, es decir:

hij(7,1) = h3;(F) + hy; (7.1), (4.5)

donde la parte perturbativa satisface la condicién de una funcién impar, dado por la siguiente
relacion:

hi;(=7,1) = —hi;(7,1). (4.6)

Para realizar el cdlculo y encontrar una expresion del término de relajacion es necesario hallar la
funcién i (7,t); pero como veremos en la siguiente seccién, no es necesario encontrar una ecuacion
explicita para la funcién.

A continuacién se definen las ecuaciones que gobiernan el transporte de cargas en el medio, una

/
ij
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de ellas es la ecuacidon de continuidad hidrodinamica [46];
Y Y o Jd
Vi -pivij(Fa, F12)| 4+ Vo - [piVi(F1,F21)] = —gpij(rvf)v 4.7)

donde V;;(72,712) es la velocidad del ion j en la vecindad (712) de un ion i localizado en 7, como
se ilustra en la figura 4.3.

Figura 4.3: Esquema gréfico de la velocidad del ion j en la vecindad de un ion i cuando el sistema
se encuentra sometido a un campo eléctrico uniforme E.

En el trabajo de Dufréche et al. [40] se muestra que para el mismo sistema aqui estudiado, el
sistema alcanza un estado estacionario en tiempos cortos, asi entonces es posible considerar que la
variacion en el tiempo de la densidad promedio (p;;) es aproximadamente cero cuando el sistema
alcanza un estado estacionario, es decir, en alguna regién del espacio en un instante de tiempo ¢
la densidad promedio es aproximadamente la misma que en un tiempo posterior ¢’ en la misma
region del espacio, entonces la ecuacién (4.7) puede ser escrita como:

Vi [pijvij(Fa, Fi2)] + Va - [pjivi(F1,721)] = 0, (4.8)

con lo anterior, usando la relacién entre la densidad promedio con la funcién de distribucién radial
dada por la ecuacién (4.1), es posible quitar la dependencia temporal en la funcién de correlacién
asociada a la perturbacion 3 (7). Asi entonces, en las ecuaciones siguientes no se expresa la de-
pendencia en el tiempo de la funcién 4'(7).

Ahora nuestra tarea es encontrar una ecuacion para v;; (71,721 ). La cantidad de particulas que pasan
a través de una drea imaginaria unitaria por unidad de tiempo esta dada por el vector de densidad
de flujo de iones J. Entonces, el flujo de iones de especie i en la vecindad de un ion de especie j
estd dado por la siguiente relacién:

Ji(F1,721) = pjivi(F1,721). 4.9)
Por otra parte, el flujo fji(?l ,721) estd compuesto principalmente por dos diferentes flujos, que son:

1. El flujo de migracién (J7;) de un ion de especie i en la vecindad de un ion de especie /, se verd
afectado por las fuerzas que actian sobre el ion i en la vecindad del ion j. La ecuacién que
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relaciona de forma directa el flujo de migracién con las fuerzas, es la ecuacién de Nernst-
Einstein expresada como:

(¢]
—

ﬁ}?ZPjiV;i:Pji%Fjizpjiwiﬁji, (4.10)
B

donde, V¥; es la velocidad del ion i en solucién infinita inducida por la interaccién con el ion
J y sus alrededores, Dy es el coeficiente de difusion de iones de especie i en dilucion infinita,
F i es la fuerza actuando sobre un ion i en la vecindad de un ion j y ®; es la movilidad iénica
de la especie i. La fuerza F i estd compuesta principalmente por tres fuerzas:

1. a. La fuerza eléctrica actuando sobre un ion i con carga d; debido al campo eléctrico
aplicado E;
fi=diE (4.11)

1. . Cuando el campo eléctrico externo interacciona con el ion central y su atmdsfera iénica
(perturbacién del sistema estacionario A j(?)), se produce la fuerza de relajacion, y su
ecuacioén es dada por la ecuacion (4.2).

1. c. La fuerza eléctrica actuando sobre un ion de especie i con carga d;, debida al campo
eléctrico existente en los alrededores de un ion de especie j, expresada por la siguiente
ecuacion:

—d; V(7). (4.12)
Donde —V(7) es el campo eléctrico en los alrededores de un i6n de especie j. Como
el campo eléctrico existente en la VecindacL de un ion j es creado por la carga del

mismo ion més el campo eléctrico externo E, entonces podemos suponer en primera
aproximacién que ; puede ser escrito de la siguiente forma:

yi(7,1) = W3 (F) + v (7,1), (4.13)

— . . . N .
donde quf.(r) representa el pptenmal crea(.io. por el fon jy ¥ j(I.‘,l‘) es el potencial de
perturbacién externa que satisface la condicion de simetria siguiente:

v (—7) = —y; (7). (4.14)

Ademds, y;(7) es el potencial eléctrico existente en la vecindad del ion j y supone-
mos que satisface la ecuacién de Poisson-Boltzmann, con la intencién de relacionar
el potencial con la funcién de distribucion radial. La ecuacion que satisface es de la
forma:

. 4t & .
V2y;(F) = _?Zpidigji(’”)- (4.15)

Considerando la ecuacién (4.11), (4.2), y (4.12), entonces se plantea la ecuacion para F ji de
la siguiente forma:
Fji = fi+8fi —diVy,;(7), (4.16)

y asi la ecuacion (4.10) se escribe de la siguiente manera:

T = pjio [fi +8f; — diV\lfj(?)] 4.17)

37



CAPITULO 4. TEORIA DE TRANSPORTE PARA UN FLUIDO TIPO YUKAWA
ELECTRONEUTRO
4.1. ECUACIONES QUE GOBIERNAN LOS FENOMENOS DE CONDUCCION

2. Debido a que existe formacioén y deformacion de la atmosfera idnica alrededor del i6n i,
entoces existird gradientes de concentracién en los iones de la solucién de forma tal que
existird un flujo de ellos en direccién de mayor a menor concentracién, y como el tiempo
de relajacion de la atmosfera idnica en la mayoria de los electrélitos es del orden de pico
segundos, entonces podemos decir que la ley de Fick se satisface; su ecuacién es de la forma:

Ja=—D?Vpj;, (4.18)

la ley de Fick se satisface si, en primera aproximacién, suponemos que el flujo de iones es
directamente proporcional al gradiente de concentracion, es decir, existe respuesta lineal en
el flujo de iones cuando existe un gradiente de concentracion.

Asfi finalmente, el flujo total de los iones serd la suma de las contribuciones dadas por las ecuacio-
nes (4.10) y (4.18), obteniendo la siguiente ecuacion:

—

Jji=pjivji(F1,721) = pjiwiﬁji —0;kpTVpji,

entonces;
vji(?la?ﬂ) = ; (Fji — kB TVin pﬁ) . (419)

En la ecuacién (4.19) el movimiento hidrodindmico del solvente rodeando el ion i causado por la
presencia del movimiento del ion j ha sido despreciado, logrando asi, que el efecto de relajacién
es desacoplado desde el efecto electroforético; de lo contrario se tendria que buscar una ecuacién
que relacione la velocidad del solvente cuando rodea una particula i, una alternativa es la ecuacion
de Stokes [70], con el inconveniente que se acoplan las fuerzas de relajacion y electroforética [59].
En ausencia del campo eléctrico externo E, los potenciales de fuerza media W (7) estdn relaciona-
dos con la funcién de distribucién radial por la relacién de equilibrio, dada por;

diys (7 2 (7
ingy (7) =~ - VD) e ) @20)
La ecuacion (4.20) muestra la simetria de la funcién de distribucion radial en ausencia del campo
eléctrico externo.

Es importante notar que las relaciones de simetria expresadas en las ecuaciones (4.6) y (4.14)
se cumplen a causa de que la parte perturbativa estd linealmente relacionada con la fuerza externa
aplicada al sistema (campo eléctrico externo), es decir, si denotamos a é, como el vector unitario
en la direccién de 7 y é5 como el vector unitario en la direccion del campo eléctrico externo E,
entonces g;-,-(?) y \p;- (7) son de la forma:

(ér-er)R(r), 4.21)
tomando en cuenta lo anterior podemos establecer las siguientes relaciones:
v (=7) = (%) =y (7),
gji(—=7) = g;i(?) - gji(?) (4.22)

Todas estas ecuaciones de la seccién (4.1) forman la teoria general de Fuoss-Onsager para el
fenémeno de conduccién en sistemas cargados. Estas son importantes ya que como veremos a
continuacién, podemos obtener una expresion algebraica para la conduccion equivalente a partir
de las ecuaciones anteriores.
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4.2. Derivacion del término de relajacion apantallado Sf;-rel

En esta seccién exponemos una forma de encontrar la expresion para el término de relajacién
apantallado dado por la ecuacién (4.2), usando las ideas de Ebeling y Grigo, es decir, el término de
relajacion quedara expresado en funcion del pardmetro de escalamiento y algunas otras cantidades
conocidas del sistema [43]. Para este objetivo, primero debemos encontrar una expresion para la
funcién h; ;(.,1), como se muestra a continuacién.

Sustituyendo la ecuacién (4.16) y (4.19) en la ecuacién de continuidad (4.8) se obtiene la siguiente
relacion:

@;V - (pisf) + @V - (pij8f;) — @;d;V - (pi; Vi) — ks T,V - (pi;VInp;j)—
V- (pjif;) + 0V - (pidfi) — 0idiV - (p;iVy;) — ksT&;V - (p;iVInp i) =0, (4.23)
usando las siguientes propiedades:
V.(¢F)=gV-F+Vg-F,
pij(F) = pip;&ij(7), (4.24)
pij(F) = —p;i(F)
en la ecuacién (4.23) y acomodando términos, se obtiene la siguiente igualdad:
PjpPi (0)]' +(Dl') kBTVZgji+ pjp,-d,-(;),-Vzlpj +pjpl~dj0)jV21|J,- =
P;jPi (miﬁ—mjfj>'vgji+9jpi03i [V'ﬁ—v'5ﬁ (4.25)
—PjPi0; [V'Sﬁ—v'fi] :
en la ecuacion anterior se ha omitido el término Vp;; debido a que estamos suponiendo que el sis-
tema se encuentra en un estado de equilibrio dindmico. Recordemos que Sﬁ es el campo promedio
de los iones que forman la atmdsfera idnica y f; es la fuerza externa aplicada al ion i-ésimo que
da origen a su movimiento, entonces en primera aproximacion la divergencia de estos campos es

aproximada a cero, dando como resultado la siguiente ecuacion diferencial en derivadas parciales
de segundo orden no lineal:

() + ;) kgT Vi (F)+d; 0,V (F) + d; 0,V yi(—7) =
(0)1‘]?,' — (l)jfj) : ngi (?) (426)

Usando las ecuaciones de (4.22) y suponiendo que el campo externo es suficientemente pequeiio
para que exista movilidad en los iones, en primera aproximacion la ecuacién (4.26) es reducida a:

(@, + ) kT Vg ;i (F)+d; V>, (F) —dj 0,V (7) =
(onfi = 0,55) - V(P (427)

dividiendo la ecuacién anterior por (®; + ;) kgT se obtiene:

/ d; 0; / di; /
Vz (7 i W 20f (7 _ J 200 (7) —
g]l(r)+((0j+0)i)kBT \ll](r) ((1)]+0)1)kBT WI(F)
e R ] (428)

(w;+ ;) kT~ °7
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multiplicando la ecuacién anterior por —4 1 p;d; /€, sumando sobre todas las especies y usando la
ecuacion de Poisson-Boltzmann dada en (4.15), se obtiene la siguiente relacion:

/ 4T Pi d2(0 ’
VZ VZ (7 l le =
( \If](r)) skBTlZ[ 0+ 0; v, () +

An g Pidid;j®; g ( & ofi - 0)f =
v - di— = Vgj; 4.29
ngT; )+ o; vil? SkBTZ; di ®; + o 85i(7), (4.29)

la ecuacién (4.29) es la ecuacion de continuidad de Fuoss-Onsager en el limite z — 0 [47]. Defi-
nimos las siguientes cantidades fisicas; la tensién iénica se define por la siguiente ecuacién [47]:

1 m
1= Y pid?, (4.30)
i=1
la tension i6nica relativa: ) )
g PPl (431)
’ i Pidi2 21’
la movilidad media: "
0=) yo, (4.32)
i=1
el nimero de transferencia: )
(=2 Cha R ke (4.33)
Zl pl di w ®

y los elementos de una matriz A cuyos elementos estan dados por la siguiente relacién:

o O Ot
aj=8j;y —t (4.34)
=1 @t 0+

por el momento demos por hecho que existen los elementos de la matriz A definidos por la ecua-
cién (4.34), ya que como veremos a continuacion se formard una matriz cuyos elementos son
ecuaciones diferenciales en derivadas parciales. Multiplicando la ecuacién (4.29) por:

d; Y/ pid?
did; Y prd}’

y usando la definicién de la longitud inversa de k¥ dado por:

4
k= "BZ 2, (4.35)
la ecuacidn (4.29) se escribe en la siguiente forma:
2 1 ,_ 7,.’
V VZWJ Z pld 0)12 VZWJ( ) +
Y/ pidi ©;+ d;

zi Pzdz ;) Vz‘i’i(?) :_ij&miﬁ'_mﬂ?j
Zmpld20)]+0) d; dj ; d; 0;+ o,

Vs (7). (4.36)
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Es claro ver que se satisface la siguiente igualdad:

WJ(_’) _ ‘I’i(?')
7 _;8,, T (4.37)

1

Usando el conjunto de ecuaciones (4.33), (4.34) y (4.37) en la ecuacidn (4.36) se encuentra los si-
guientes elementos de una matriz que forman un conjunto de ecuaciones diferenciales en derivadas
parciales:

(V 8]1 K Cljz) (V d: > = 4 Zd o+ o ngi(r). (4.38)

on

i=1

El objetivo de realizar el algebra siguiente es desacoplar la ecuacion (4.38) siguiendo el traba-
jo de Onsager et al. [47]. Definimos a xﬂ como los elementos del eigenvector de la matriz A,

multiplicando la ecuacién (4.38) por }7'#; xi se obtiene:

O\ et (05015

donde Xé son los elementos del eigenvector de la matriz A y el superindice / no representa alguna
potencia como se verd mds adelante. Se define ¢; como los eigenvalores para el cual los elementos
aj; estdn relacionados, entonces de la definicion de a j; expresado en la ecuacion (4.34) se satisface

la siguiente igualdad:
m

Y (tj xﬂ') aji=q (t,- xf) : (4.40)
J

De las definiciones expresadas en las ecuaciones (4.33), (4.34) se cumple que: ajit; = a;jt;, y
utilizdndolo en conjunto con la ecuacion (4.40) se satisface lo siguiente:

Y ajixi = ;- (4.41)

Los eigenvalores ¢; se definen por la siguiente ecuacién [41]:

Y]

= 4.42
qi ST (4.42)
las componentes del eigenvector de la matriz A se definen por:
N o;
=5, (4.43)
donde: 5
1 i 1 @y;
— =) ——, (4.44)
% (o)
y V; es una de las m raices de la ecuacién [47]:
TON) pL A (4.45)
mof —v2 .

41



CAPITULO 4. TEORIA DE TRANSPORTE PARA UN FLUIDO TIPO YUKAWA
ELECTRONEUTRO
4.2. DERIVACION DEL TERMINO DE RELAJACION APANTALLADO FREL

Onsager et al. [47] demostraron que las raices v; se interrelacionan con las movilidades ®; de la
siguiente forma:
0=vi<@l <V3<...<V} <], (4.46)

entonces es posible encontrar las raices por algin método numérico, como por ejemplo; el método
de la dicotomia, el de Newton, el método iterativo, entre otros [48].
Lo que sigue es reducir la ecuacién (4.39), para ello se define la funcién desconocida siguiente:

Zt, Vil 'r , (4.47)

y usando la ecuacién (4.40) en la ecuacién (4.39) se encuentra que:

m t. l. m ..
(V2 —2q) VY, = —KZZJ—XJZ : Vg5i(7). (4.48)
] 14

En la ecuacién (4.47) es posible hacer una inversién de serie para obtener [49]:
A =d; ) X0, (4.49)
l

usando la ecuacidn anterior en la ecuacién (4.28) obtenemos una expresién para la funcién de
distribucion radial perturbada la cual queda expresada por:

dydi ¥ (00— o} ) VY (7) + (0ifi — ;) Vg,

V2 (7)) =
g]l( ) (0)]+0)l)kBT

(4.50)

La ecuacién (4.50) es una ecuacion diferencial en derivadas parciales de segundo grado y es
importante conocer su solucién, ya que el término de relajacién apantallado depende de g; j(?);
sin embargo en el apéndice A se demuestra que no es necesario hallar directamente la funcién de
distribucién radial asociada a la perturbacién del sistema.

Usando las ecuaciones para el potencial de esfera dura dado por la ecuacion (4.3) y el potencial
tipo multi-Yukawa dado por la ecuacién (4.4), en la ecuacion (4.2) e integrando en coordenadas
esféricas, se obtiene la siguiente relacion:

rel / / / I" + 1 —Zn)"

Zp jdj” g;;(r)sin6drdede. 4.51)
J

., . !
En la ecuacién anterior se uso el hecho que g; j(r) toma el valor de cero cuando r < G;;, por esta
condicién, los limites de integracion en la variable r son vdlidos. Aplicando el Laplaciano en
coordenadas esféricas a la ecuacién (4.49), se obtiene:

V2 (r) = Zx,VzYz (r). (4.52)
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Usando la ecuacion (A.6), ver apéndice A;y la ecuacién de Poisson-Boltzmann (4.15) en la ecua-
cién (4.52), se encuentra la relacién entre la funcién g, i(r) y Fp(r), expresado en la siguiente
igualdad:
/ €cosO dl(")
Y psd) () = == = Y A(r). (4.53)
J ]

La ecuacién (4.53) es el paso importante para el cédlculo del término de relajacién, ya que, ésta
relaciona los términos de la sumatoria de la ecuacién (4.51) con la funcién conocida Fj(r).
Sustituyendo las ecuaciones (A.20), (4.53), en la ecuacién (4.51), se obtiene la siguiente ecuacidn:

el e’“ ZK ( Zka/zn// r 1) e 0 x

=1 Jii=1

d
< lei(r) cosBsinBdrdede, (4.54)
-

integrando por partes y cambiando el indice / por p, se obtiene la siguiente expresion para el
término de relajacién apantallado:

Sfrel = 831?3 ZK ( ) i IJXJHI e — Bje;) [e_zc’-’(ZGij—i-l)x

i,j=1 €€J(0),—|—(D])

sinh (k. /g, Gi) /°°

K/qpGij Jo
La ecuacion (4.55) es finalmente el término de relajacion apantallado para un potencial de n tér-
minos Yukawas, el inconveniente es que falta realizar la integral. Para realizar el cdlculo, notemos
que la integral es la transformada de Laplace de rgfj(r). El célculo de la integral se muestra en
detalle en el apéndice B, donde se muestra que las ecuaciones obtenidas se encuentran en funcién
del pardmetro I' ; asi finalmente tenemos una expresion para el término de relajacién apantallado
en términos del parametro de escalamiento, que es una cantidad que caracteriza el sistema en equi-
librio termodindmico, y un pardmetro libre z, el cual se obtiene al ajustar la prediccién obtenida
con los resultados experimentales.

ij

re ql”gjl-dr] ) (4.55)

4.3. Término hidrodinamico para un electrélito apantallado

El término hidrodindmico apantallado considera la influencia de la velocidad de las especies
J sobre la velocidad de las especies i, es decir, es el incremento de la velocidad SV?yd inducida
sobre el i6n-i causado por el movimiento de la atmésfera i6nica formada por los iones tipo j, ver
la figura 4.4. La contribucién hidrodindmica esta dada por [50]:

S — —ij / 1 (R T () F dv, (4.56)

donde T;;(7) es el tensor de difusion y fi= =d jE es la fuerza externa actuando sobre un ion de carga
d;.
Para nuestro sistema, usamos el tensor de Rotne-Prager dado por la siguiente expresion [51]:

o1 |~ o7\ oi+o] (rar |
T(r)_Sm]or [<H+ r2 )_ 4r2 2 3| (4.57)
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Figura 4.4: Esquema gréafico de la velocidad inducida sobre un i6n i debido a un i6n j

En la ecuacién (4.57), ﬂ es la matriz identidad, m, es la viscosidad del solvente, r es la distancia
entre las esferas duras cargadas y ® indica el producto tensorial. La expresion (4.57) es obtenida
de una expansion a primer orden del tensor de movilidad a pares entre dos esferas moviéndose en
un medio, donde, el primer término entre paréntesis corresponde al tensor de Oseen. Integrando la
ecuacion (4.56) en coordenadas esféricas se obtiene la siguiente expresion:

it _ 3n Zp] 75 / g rr, (4.58)

= 3Tlo ijd 8,,/ hyrdr.

La integral en la ecuacién (4.58) fue hallada por Bernard en la MSA con cerradura tipo Coulomb
[58]; pero en nuestro caso debemos emplear la cerradura tipo multi-Yukawa, asi entonces, la inte-
gral de la ecuacion (4.58) se puede calcular usando la ecuacién de Ginoza [15]:

Y=Y z¥a(z)d”, (4.59)
l

donde

Yij(s p, / drre™""hi;(r (4.60)
Usando las dos ecuaciones (4.59), (4.60) y un término Yukawa (n=1) se obtiene la siguiente rela-
cién:

B; i o
o :Zplelew’/z/o drre *"hy(r). (4.61)
l

En el caso de un sélo didmetro, se obtiene la siguiente expresion para el término hidrodindmico
apantallado:

(4.62)

M kT [ r ]

ve  D93mn, [14To ]’

l
Con lo anterior es posible calcular de forma directa la conductividad de un sistema asimétrico en
la carga y en el didmetro mediante el uso de un didmetro efectivo. Las ecuaciones (4.62) y (B.32)

44



CAPITULO 4. TEORIA DE TRANSPORTE PARA UN FLUIDO TIPO YUKAWA
ELECTRONEUTRO

4.4. ECUACIONES PARA LA CONDUCTIVIDAD EQUIVALENTE Y EL COEFICIENTE
DE AUTO DIFUSION

dependen del parametro de escalamiento, cuya ecuacién fue obtenida en el capitulo 1, ecuacién
(1.43).

4.4. Ecuaciones para la conductividad equivalente y el coeficiente de
auto difusion

Finalmente podemos calcular la conductividad de un electrélito, la expresion estd dada por la
siguiente ecuacién [47]:

100002N,; " v 8!
Alem*Q "mol ™! piD}d 4.63
(em*Q 'mol™") = T or l; ( : < d.E > (4.63)

donde la sumatoria corre hasta el nimero m de especies en el sistema, N4 es el nimero de Avoga-
dro, kg es la constante de Boltzmann, T es la temperatura absoluta del sistema y c¢; es la concen-
tracion de la especie i = 2.

Para el coeficiente de auto-difusion, notemos que en primera aproximacion el término hydrodi-
namico apantallado es despreciable cuando nos fijamos en la difucién de una de las particulas
cargadas del sistema, por lo que el coeficiente de auto-difusion se calcula mediante la ecuacion

[41]:
frel
D= D" (1 + 2 ) (4.64)

La ecuacién anterior es razonable ya que el término de relajacion esta relacionado con el movi-
miento de los iones en la solucién.

En este trabajo, tomamos un término Yukawa y hacemos uso de un didmetro efectivo, dejando
como variable ajustable el pardmetro z. Entonces, usando la ecuacion (4.63), donde al sustituir las
ecuaciones (4.55) (paran = 1), (4.62), (B.32) y usando la raiz para el pardmetro I" dada por (1.43)
se tiene una expresion analitica explicita para la conductancia, en el caso de un didmetro efectivo.
En el siguiente capitulo se muestra los resultados obtenidos con la ecuacién (4.63) y (4.64). Ellos
se comparan con los obtenidos por otros métodos, ya sean por métodos tedricos o con valores
experimentales [52, 53, 54, 55].

4.5. Ecuacion del diametro efectivo y método para el calculo del pa-
rametro z del potencial de Yukawa

Como veremos en el capitulo 5, en los sistemas estudiados en este trabajo, es posible usar un
didmetro efectivo mediante la eleccién correcta del inverso del alcance z del potencial Yukawa.
Para el didmetro efectivo usaremos el promedio aritmético de los didmetros cristalogréficos, es
decir, el didmetro usado se obtiene de la siguiente ecuacién:

o=y 2 (4.65)
i=1m
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CAPITULO 4. TEORIA DE TRANSPORTE PARA UN FLUIDO TIPO YUKAWA
ELECTRONEUTRO

4.5. ECUACION DEL DIAMETRO EFECTIVO Y METODO PARA EL CALCULO DEL
PARAMETRO Z DEL POTENCIAL DE YUKAWA

donde m es el nimero de especies del sistema y 6; es el didmetro del ion i-esimo. Para hacer
la eleccion del pardmetro z se debe satisfacer que la diferencia entre el resultado teérico y el
experimental sea lo mds pequefio posible, es decir:

[Aj(cj) = Aj(ej)| <8, (4.66)

entonces existe un valor de z tal que se satisface la condicion dada en la ecuacion (4.66), donde A ;
es el valor experimental, A; es el valor analitico obtenido mediante esta teorfa y & es del orden o
menor al error experimental reportado [53].

Notemos que el valor de z, en este trabajo, es encontrado mediante la minimizacién de la desvia-
cién cuadritica media entre los resultados tedricos y experimentales. Por otro lado, en la literatura
existen diferentes propuestas para obtener una forma analitica explicita o implicita para el valor de
z, por medio de la MSA generalizada, para producir resultados teéricos y compararlos con resul-
tados por simulacién por computadora; sin embargo, hasta donde sabemos, no existe comparacién
entre resultados tedricos con resultados experimentales [56].

Algunos autores que usan la MSA toman z = KG, otros proponen que es posible obtener z mediante
la condicién de autoconsistencia, y obtener z en funcién de la densidad [57]; sin embargo nosotros
consideramos que z debe ser un pardmetro ajustable que nos permite un modelo de interaccién
flexible que puede ser usado como un sistema de referencia y capaz de describir sistemas reales.
Ademds, en muchos casos cuando se hace uso del potencial de Yukawa, los valores de z tienen que
ser ajustados con el objetivo de obtener resultados similares a los obtenidos mediante el potencial,
por ejemplo al Lennard-Jones, como es el caso del trabajo de Henderson et al. [32]. Es importante
sefalar, que la eleccién de z, en este trabajo, es semi-empirico; pero es fisicamente justificable
considerando que la interaccion; solvente-solvente, ion-solvente, es considerado en el término ex-
ponencial del potencial de Yukawa. Es decir, existe una fuerza remanente que el modelo primitivo
no contiene.
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Capitulo 5

Conductancia y auto-difusion para
algunos electrolitos (Aplicaciones)

Esta seccién estd enfocada a obtener resultados numéricos de la conductividad equivalente y
el coeficiente de auto-difusion desde las ecuaciones analiticas obtenidas en este trabajo. Ambas
propiedades de transporte dependen de la concentracién molar y son comparadas con resultados
tedricos y/o experimentales encontrados en la literatura [58, 59]. Los resultados son para electré-
litos simétricos y asimétricos en la carga y didmetro, en cada uno de los sistemas estudiados se
ajusta el parametro z siguiendo la condicién dada por la ecuacién (4.66).

Consideremos una solucién acuosa de NaCl a 7' = 25°C, donde los didmetros cristalinos son
0. =26A,0_=362A y el didmetro efectivo es simplemente el promedio de ellos. El coeficiente
de difusi6n en dilucién infinita de los iones son D% =1.333x10%cm? /s, D° =2.032x 10 5cm? /s,
estos valores fueron tomados de la referencia [53], la solucién se encuentra en agua con permiti-
vidad relativa €, =78.3 a una temperatura de 25°C, y viscosidad  =0.89x 103N s/m? [53].

1407
z =11
130} o =311 4
T = 29815 °K
120} £, = 78.3
110}
00; §
9 =
H
<
80r <
c(mol [ Itr)
06 0.2 04 0.6 038 10

Figura 5.1: Gréfico de la conductividad equivalente de una solucién acuosa de NaCl. En la leyenda
la linea continua negra es obtenido de la ecuacién (4.63) (M-H), la linea punteada (azul) corres-
ponde a la teoria de Bernard et al. [59] (B-K-1-B) y los puntos son los datos experimentales que
son tomados de la referencia [45].
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CAPITULO 5. CONDUCTANCIA Y AUTO-DIFUSION PARA ALGUNOS
ELECTROLITOS (APLICACIONES)

En la figura 5.1 se muestra el resultado de la conductividad equivalente en funcién de la concen-
tracién. La curva obtenida de la teoria de Bernard et al. (B-K-T-B) se hace uso de los diametros
cristalograficos, mientras que en la curva (M-H) se hace uso del diametro efectivo dado por la
ecuacion (4.65).

16
z =074
150 o =329 4
T = 298.15 °K
140 e, = 783
130

2
Aeq(cmz/ﬂ mal)

100~

c(mol | ltr)
0.0 02 0.4 0.6 038 1.0

Figura 5.2: Gréfico de la conductividad equivalente de una solucién acuosa de KBr en funcién de
la concentracién molar obtenido de la ecuacién (4.63). La leyenda es la misma que se usé en la
figura 5.1.

Para una solucién acuosa de KBr, cuyos didmetros son 6, =2.66 A y 6_ =3.92 A obteni-
dos de cristalografia, el coeficiente de difusion en solucién infinita DS =1.956x 102 cm? /s,
D° =2.079x 10 7cm? /s respectivamente. La sal se encuentra diluida en agua con permitividad
relativa €, =78.3 a una temperatura de 25°C y viscosidad 1 =0.89x 103N s/m? [53]. En la figura
5.2 se muestra el grafico de la conductividad equivalente para la solucién acuosa KBr en funcién
de la concentracion, las etiquetas son las mismas que en la figura 5.1.

Para una solucién acuosa 1-1 de KCI cuyos didmetros son 6, =2.66 A y 6_ =3.62 A ob-
tenidos de resultados de cristalografia, los coeficientes de difusién en solucién infinita son
DS =1.956x103cm? /s, D° =2.032x 10 cm? /s [53]. El sistema se encuentra a una temperatura
de 25°C. En la figura 5.3 se muestra la curva de la conductividad equivalente en funcién de la
concentracion, los resultados son tomados directamente del trabajo de Chambers et al. [54], en la
figura 5.3 se muestra que los resultados que predice nuestra aproximacién se pueden ajustar con
gran precision a los experimentales con el ajuste del pardmetro z y reproducir en buen acuerdo
hasta 2 Molar de concentracion.

Es posible usar nuestra aproximacion para electrélitos asimétricos introduciendo un didmetro
promedio. Para este tipo de electrdlitos, calculamos la conductividad equivalente para una
solucién acuosa de MgCl,. Los didmetros cristalograficos del ion Mg+ es 6,4 =3.64 A y el
coeficiente de auto-difusién es D =0.706x 10~>cm? /s. Los valores del didmetro y coeficiente
de auto-difusién para el ion C1™ son los mismos que se usarén en la solucién acuosa NaCl. Los
valores de la temperatura del sistema, la viscosidad y permitividad relativa del solvente son los
mismos que los de los electrdlitos anteriormente estudiados. En la figura 5.4 se muestra la curva
para la conductividad equivalente en funcién de la concentracion y los datos experimentales son
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CAPITULO 5. CONDUCTANCIA Y AUTO-DIFUSION PARA ALGUNOS
ELECTROLITOS (APLICACIONES)
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Figura 5.3: Gréfico de la conductividad equivalente en funcidn de la concentracién molar para una
solucién acuosa de KCI. La leyenda es la misma que se usé en las figuras 5.2 y 5.1, los datos
experimentales son tomados de la referencia [54].
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Figura 5.4: Gréfico de la conductividad equivalente en funcidn de la concentracién molar para una
solucién acuosa de MgCl,. La leyenda es la misma que se usé en las figuras 5.2 y 5.1, los datos
experimentales son tomados de la referencia [55].

tomados de Shedlovsky y Brown [55].

El siguiente sistema a estudiar, es una solucién acuosa de CaCl,. El didmetro cristalografi-
co del ion Ca™" es 6,, =3.56 A y el coeficiente de auto-difusién en solucién infinita es
D5 =0.791x 10~3¢m? /5. Los valores del didgmetro y coeficiente de auto-difusién para el ion C1~
son los mismos que los de la solucién acuosa NaCl. Los datos del solvente son los mismos que
los usados anteriormente. En la figura 5.5 se muestra la curva de la conductividad equivalente en
funcién de la concentracion, los puntos rojos son datos experimentales tomados de la referencia
[55]. Las figuras de la 5.1 a la 5.5 contienen la prediccién de nuestra aproximacion para la
conductividad de sistemas cargados inmersos en un medio de constante dieléctrica relativa €,
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CAPITULO 5. CONDUCTANCIA Y AUTO-DIFUSION PARA ALGUNOS
ELECTROLITOS (APLICACIONES)

14
z=0.3
c=3594
| @ 4
130 \ T =298.15°K
1
! &, =783
1
1
1
1200 %
110-
3
]
=
100- ~
.
= Tl
< T c(mol [Itr)
90L L T X
0.0 0.05 0.10 0.15 0.20

Figura 5.5: Gréfico de la conductividad equivalente en funcién de la concentracién molar para una

solucién acuosa de CaCl,. La leyenda es la misma que se usé en las figuras 5.2 y 5.1, los datos
experimentales son tomados de la referencia [55].

en cada uno de los sistemas estudiados se muestra que nuestros resultados coinciden con los
datos experimentales. En las figuras 5.6 — 5.10 presentamos los resultados para el coeficiente de
auto-difusién en funcién de la concentracién molar, a partir de la ecuacién (4.64), (4.62), (B.32)
y usando la raiz para el parametro I dada por (1.43), los resultados son comparados directamente
con los datos experimentales reportados por Lobo [53].

Para una solucién acuosa de NaCl calculamos el coeficiente de auto-difusién del ion Na™
conforme aumenta la concentracién de sal. La valencia del ion es +1 de didmetro 6. =3.96 A con
coeficiente de difusion D5 =1.333x103cm? /s, los resultados se muestran en la figura 5.6. En la

1.8 Fr—
- .
r S Onas = 1.98 A4
[ E z =07
1.6 E
§ T = 298.15 °K |
1.4

F c(mol [ Itr) 1
10 T T T T T T (T (Y Y Y Y Y Y N HNY N SO N WO
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5

Figura 5.6: Gréfico del coeficiente de auto-difusion para el ion Na, en funcién de la concentracién

molar. La linea continua (M-H) es obtenida mediante la ecuacion (4.64), y los datos experimentales
son obtenidos de Lobo [53] .

figura 5.7 se muestra el grafico del coeficiente de auto-difusién de una solucién acuosa de LiCl, el
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CAPITULO 5. CONDUCTANCIA Y AUTO-DIFUSION PARA ALGUNOS
ELECTROLITOS (APLICACIONES)

ion tiene carga +1 con didmetro 64 =3.12 A y coeficiente de difusién DS =1.030x 10=5cm? /5.
El siguiente sistema es una solucién acuosa de KCI en funcién de la concentracion, el coeficiente

13—
[ oy = 1.56 A
L~
12F =05
TS T = 298.15 °K ]
S
1.1
0FSe
O.9j
i c(mol [ Itr) |
08 L L L L L L L L L L L L L L L L L L L
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 5.7: El sistema es una solucién acuosa de LiCl. La leyenda es la misma que se usé en la
figura 5.6

de auto-difusion es obtenido para el ion K™ donde su didmetro es 6,=2.66 A y el coeficiente
de difusién en solucién infinita es DS =1.956x 10 3¢cm? /s, ver figura 5.8 en cada uno de los
resultados aqui presentados, el cédlculo del coeficiente de auto-difusién se representa por la
linea negra, la cual es obtenida mediante la ecuacién (4.64) y los puntos representan los valores
obtenidos del experimento. En la figura 5.9 se muestra el coeficiente de auto-difusién del ion

227
F o o
L Ok, = 266 A
S
[ z =05 |
2.1 § T = 29815 °K -
2.0

1.9

H c(mol | Itr) |
18 L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8

1.0

Figura 5.8: Coeficiente de auto-difusion para el ion K, de una solucién acuosa KCI. La leyenda
es la misma que se usé en la figura 5.6.

Br~ de valencia -1 de didmetro 6_ =3.92 A y coeficiente de difusién en solucién infinita es
DY =2.079x 10 cm? /s, el ion se encuentra de la solucién acuosa de KBr. Finalmente, en la
figura 5.10 se muestra la curva del coeficiente de auto-difusion del ion Mg™™ en una solucién
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Figura 5.9: El sistema es una solucién acuosa de KBr, la leyenda es la misma que se usé en la
figura 5.6.

acuosa de MgCl,. La valencia es +2, los valores del didmetro y coeficiente de auto difusioén en

solucidn infinita son los mismos que los usados en el cdlculo de la conductividad equivalente de
la solucién acuosa de MgCl,.
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Figura 5.10: El sistema es una solucién acuosa de MgCly,, la leyenda es la misma que se usé en la
figura 5.6.

Los resultados obtenidos para las propiedades de transporte de un electrélito mediante la apro-
ximacién tedrica obtenida usando una cerradura tipo Yukawa nos muestra que el tomar una ce-
rradura de este tipo es una buena propuesta. Ya que es posible ajustar el pardmetro de alcance y
predecir con buen acuerdo los valores experimentales de la conductancia en electrélitos asimétri-
cos. Como hemos visto en los resultados obtenidos con diferentes electrélitos, nos sugieren que
usar una cerradura tipo Yukawa en la MSA nos permite predecir con buen acierto los resultados
experimentales, si comparamos nuestros resultados con la misma aproximacién pero usando un
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CAPITULO 5. CONDUCTANCIA Y AUTO-DIFUSION PARA ALGUNOS
ELECTROLITOS (APLICACIONES)

potencial basado en el modelo primitivo, vemos que el potencial tipo Yukawa es mds flexible y es
mas razonable que el factor de correccién z puede asociarse con los efectos de solvatacion y de
interaccion solvente-solvente, ion-solvente.
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Capitulo 6
Conclusiones

De este trabajo se desprenden las siguientes conclusiones:

= Se propone usar como modelo de potencial de interacciéon molecular la combinacién lineal
de esfera dura més una suma de términos tipo Yukawa para representar la interaccién ion-ion
en una solucién acuosa.

= Revisamos de forma general la solucién a la OZ con cerradura multi- Yukawa para mezclas,
y se presento una solucién analitica explicita para el pardmetro de escalamiento I en el caso
de un sistema con particulas esféricas de igual tamafio. La ecuacién no requiere de algin
método numérico para su calculo y solo depende de las caracteristicas del sistema.

= Revisamos algunos de los métodos usados para el cdlculo del pardmetro de escalamiento y
la ecuacion de estado de Mier-y-Teran, ademas resolvimos la ecuacién de cuarto grado para
el pardmetro de escalamiento y establecimos los criterios para la seleccién de la raiz fisica.
Se revisarén las ecuaciones que describen las propiedades termodindmicas y se realizé el
estudio de algunos sistemas mediante el uso de las ecuaciones analiticas explicitas aqui pre-
sentadas; los resultados se comparan con los obtenidos mediante métodos aproximados y en
algunos casos con los obtenidos mediante el método de Monte Carlo. En todos los sistemas
estudiados se tiene un buen ajuste respecto a los métodos de Monte Carlo e inclusive con
otros métodos. Demostramos que nuestro criterio de eleccidn de la raiz fisica es el apropiado
y que nuestra prediccion coincide con las ya conocidas.

= Se calcularén las propiedades termostéticas de un sistema real mediante el uso de las ecua-
ciones analiticas explicitas presentadas en el capitulo uno y se obtuvo un buen ajuste con los
datos obtenidos mediante experimentos. Esto sugiere que no es necesario usar algiin método
aproximado para el cdlculo de las propiedades termostéticas de los sistemas aqui estudia-
dos, ya que las expresiones son relativamente simples y los resultados muestran que nuestra
ecuacion predice transiciones de fase en alguna region de la densidad. Caso contrario a los
otros métodos que no muestran algtn tipo de discontinuidad en donde no existen resultados
reportados por los métodos de Monte Carlo. Nuestros resultados son consistentes con los
métodos de simulacién por computadora.

= Se obtuvo las ecuaciones que gobiernan el fendmeno de conduccién en soluciones electro-
liticas y se calcularon las ecuaciones relacionadas al efecto de relajacién y electroforético
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para el caso asimétrico de un electrélito usando un potencial tipo Yukawa, estas ecuaciones
son validas para un sistema de m especies. Las ecuaciones obtenidas para ambos efectos
se encuentran en términos del parametro de escalamiento; sin embargo mediante la apro-
ximacién de usar un didmetro efectivo y con la ecuacién analitica explicita para I' de este
trabajo, se estudiaron sistemas reales. Los resultados para la conductividad y auto-difusion
se compararén con datos experimentales, obteniendo un buen acuerdo entre la prediccién
tedrica y los datos experimentales.

Ademads, los resultados de la conductividad obtenidos mediante esta teoria se compararon
con los obtenidos mediante la teoria de Bernard et al. [59] para los mismos sistemas aqui
estudiados, observamos que ellos tienen ligeras desviaciones respecto a los resultados ex-
perimentales en el caso de sistemas simétricos; sin embargo en sistemas asimétricos, los
resultados obtenidos mediante la teoria de Bernard et al. muestran grandes desviaciones en
las regiones de mayor concentracion.

Nosotros atribuimos éstas desviaciones al modelo primitivo, es decir, en este modelo no se
considera el efecto de solvatacién en los iones y las interacciones entre idn-idn, solvente-ion.
Hay trabajos, por ejemplo, uno de Dufréche et al. [60], donde ellos calculan la conductivi-
dad equivalente en la MSA para soluciones iénicas mediante el ajuste de un didmetro, para
poder asi, tener resultados aproximados con los experimentales. En cambio nuestros resul-
tados producen valores de la conductividad equivalente muy cercanos a los experimentales,
sin modificar los valores en los didmetros cristalogréficos de los iones, pero depende de z.

El uso de la cerradura Yukawa para el estudio de soluciones iénicas, indica que es conve-
niente tomar ésta como un punto de partida para el estudio de electrélitos. Lo que significa
que el modelo primitivo no tiene que ser el potencial de referencia, ya que, la cerradura Yu-
kawa contiene la informacién fundamental del modelo primitivo y ésta nos permite, ademds,
tomar los efectos de solvatacién a través del exponencial que modifica la amplitud de inter-
accion. El exponencial depende de los valores numéricos de los didmetros y el pardmetro z,
que puede ser ajustado para reproducir los datos experimentales.
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PERSPECTIVAS

= Existen resultados en la literatura que se pueden explorar e intentar mejorar la aproximacién
aqui presentada. Por ejemplo hay correcciones en el calculo de I" considerando distribucio-
nes continuas en los didmetros del soluto.

= Considerar que la permitividad y la viscosidad del solvente dependen de la temperatura.

= Considerar fendmenos de transporte de calor y de corriente en sistemas confinados de geo-
metria rectangular y/o cilindrica, canales i6nicos.

= Considerar intercambio idnico en sistemas confinados.
= Estudiar sistemas de més de dos especies.

= Intentar el célculo de otras propiedades, como por ejemplo, la tensién superficial de un
liquido.

= Usar un didmetro efectivo obtenido mediante otra aproximacion.
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Apéndice A

Solucion a la ecuacion diferencial de
/ —_—
8i j(” )

En este apéndice presentamos un método para obtener la solucién a la ecuacién diferencial
en derivadas parciales de segundo grado acopladas para la funcién g/ji(?) dada por la ecuacién
(4.50). El método consiste basicamente en el método de variables separables para ecuaciones
diferenciales en derivadas parciales de segundo orden.

Supongamos que el campo eléctrico externo es aplicado en la direccidn del eje z, entonces, el
. . . [y ., [y
vector momento dipolar es paralelo al eje z y como el potencial y;(7,#) y la funcién g ;(¥,7) son
funciones asociadas a la perturbacién del sistema debido al campo eléctrico externo aplicado al
sistema, resulta razonable suponer que ambas funciones dependen tnicamente del 4ngulo polar 0
y la distancia ||7|| = r. Denotamos a é, como el vector unitario en la direccién de 7 y é; representa
. . . ., L. [N I

el vector unitario en la direccion del campo eléctrico externo, entonces g ji(r, Hywy j(r, t) son de la
forma:

(é,-ér)R(r) =R(r)cos®, (A.1)

es decir:
v =V (1,0), (A2)
g5 =8;(r.0). (A3)

En la ecuacién (A.1), R(r) es cualquier funcién de la variable r. Aplicando el Laplaciano en
coordenadas esféricas al lado derecho de la ecuacién (A.1), se obtiene la siguiente igualdad:
 2d 2

V2(R(r)cos8) = cos® [er +og ﬂ] R(r). (A.4)

La relacion entre la funcién ¥; y lulj estd dado por la ecuacién (4.47), entonces la funcidén ¥; tiene
la siguiente dependencia:
Y =Y(r,0),

y ademds, tiene la forma de la ecuaci6n (A.1). Como g5; = g;i(r), entonces el lado izquierdo
de la ecuacién (4.48) solo tiene dependencia en la variable r, por lo tanto, el lado derecho de
la ecuacion (4.48) también debe depender solo de la variable r. Entonces, tomando tnicamente
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la parte radial de la ecuacién (A.4) y sustituyendo en la ecuacién (4.48) obtenemos la siguiente
ecuacién desacoplada:

<d2 2d 2 KZ,)VY”G _Kzitﬂc,ﬂz (@ifi—o;fj) d ,

dr?  rdr 2

9 A5
cos® di  ojt+o drg]’(r)’ (A-5)

en la ecuacién anterior, al dividir el término V?2Y;(r,8) por el término cos 6, logramos cancelar la
variable angular, ya que, recordemos que la funcién ¥;(r, 0) tiene la forma de la ecuacién (A.1) y
de esta forma logramos que las expresiones en ambos lados de la igualdad en la ecuacién (A.S)
dependen de la variable r.

Definimos la funcion Fj(r) de la siguiente forma:

V2Y;(r,0
Fi(r) = L IE8) (A6)
y la variable;
L tix i (o fi — @; f;) (A7)
T didi(oit o)) '
con las dos definiciones anteriores, la ecuacion (A.5) puede ser escrita como:
2
(o2t - (oea)rn—eSadun o

La ecuacién (A.8) es una ecuacién diferencial homogénea de segundo orden y corresponde a la
ecuacion diferencial de Bessel modificada con n = 1, cuyas soluciones particulares son [61]:

K/qircosh (K, /q; r) —sinh (k,/q; 1)
K2qr?
e VAT [k /qir+1]
K2q; 12

Fa(r) = ; (A.9)

Fia(r) =

(A.10)

y la solucién general es una combinacion lineal de las soluciones particulares, expresado en la
siguiente ecuacion:

Fi(r) = cia(r)Fa(r) +cia(r)Fia(r), (A.11)
donde las constantes ¢; 1, ¢;» deben tener dependencia en la variable r. Ellas estidn determinadas
por las condiciones:

d d
Fl,l(r)acl,l(r)+Fl,2(”)d*6’12(7’) =0, (A.12)
dF (r)depi(r) | dFia(r )dsz r 2
dr dr + dr - K Z@ gf’ (A.13)

Usando el método de Cramer para resolver el par de ecuaciones anteriores, se encuentran las
constantes ¢; 1, ¢;2, y las soluciones son:

dgt
()= <L . o[y T (A14)

cri(r —Kzf rK\ftcosh(K\ft)—smh(K\ft)] ﬂdt. (A.15)

rn
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Integrando por partes las ecuaciones (A.14), (A.15) y como g;i =0 cuando 0 <r < 0j;, la solucion
general se expresa en la siguiente forma:

_2 Zgz{ K\/qi rcosh (K, /g r) —sinh (k,/q; r)

/ K\/@te“ﬁ”g}dz—
.

K2qr?
e VA (x\/qir+1)
Car / K\/qitsinh (k\/qit)g5;dt ¢. (A.16)
De acuerdo con la regla de Leibniz [49], se satisfacen las dos siguientes igualdades:

d ® 7Xf (] —Xr O

5/ g]l( )d = g}l( ) (A17)
d r
< / tsinh (x1)g%(r)ds = rsinh (xr)g%(r). (A.18)
drJo J J

Usando la regla de la cadena para derivadas y las ecuaciones (A.17), (A.18) en la ecuacién (A.16),
se obtiene finalmente la siguiente ecuacién para F(r):

= ZZ‘iﬂdr (Sinh(Kﬁr)/ re*Var gi(t)dr+

Ky/qrr r
e—Kﬁr r ) R )
K\Fr/otsmh(l(\/@t)gﬂ(t)dt , si r>0j (A.19)
22&’ —Tl ), si r>oj (A.20)

La ecuacién anterior es una funcién auxiliar que nos permitira hallar una expresion para el término
de relajacion apantallado.







Apéndice B

Calculo de la transformada de Laplace
de rg;;(r)

En esta seccion se presenta el método usado para calcular la integral de la ecuacién (4.55). Esta

integral ya habia sido calculada por Blum et al. [14] para el caso de un potencial tipo Coulomb;
en este apéndice serd calculada para un potencial tipo Yukawa.
Con el objetivo de reducir la notacion, en este apéndice cambiamos la notacién de g%(r) por
gji(r), pero no debe existir confuncién con lo expuesto en el capitulo 3. El objetivo es calcular la
parte electrostatica de éiz(s), que es la transformada de la place de rg;(r), dada por la siguiente
ecuacion:

6i1(s):/0 dre™"rgy(r) (B.1)

Usando la solucién a la ecuacién de Ornstein-Zernike con cerradura multi- Yukawa en la MSA, se
obtiene que la transformada de Laplace de rh;(r) en funcién de la transformada de Laplace de la
matriz de Baxter estd expresada por la siguiente ecuacion [21]:

~ ~ e %, / szz(n) — 20 Gii (1)
;Gil(s) {Slj P Qlj(s)} = ns? Qij +50ij _; S+ 2(n) ° UCU = ©2)
Como N;; =Y, N;9;j, la ecuacién (B.2) se escribe como:
~ ~ —lesou 7 / S2Z(’1) —2( Gt ~(1)
Gi(s) = {511' —pi Qlj(s)} s? Qi +s0; _ZTrZ( )e WG (B.3)
n n

donde: _
0i(s)= [ dre ™0y,  Nji=(0;=0)/2

. " / . . .
Las ecuaciones para Q;; y Q;; son expresiones conocidas, ellas fueron obtenidas por Blum-Hgye
[21], entonces la ecuacién (B.3) puede ser escrita como:

~ —1 eg—%%u 5O; Zn s (n
G,-l(s) = |:81j—p1 Q]j(s):| Y [(1 +2>A1+SBI—SZZS+(Z)( : e Z(">G”Cl.(l ) . (B.4)
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La ecuacién (B.4) representa en realidad un sistema de ecuaciones lineales y para resolverlo se
requiere saber como invertir una matriz cuyos elementos son de la forma:

(81~ p101j(s)] (B.5)

Los elementos de la matriz de Baxter en el espacio real son:

M
Q”(r) = Q?} + ZIDE;l)e*Z(n)r’ (B6)
donde;
1 M )
Q?J = E(l”— Gij)(r— kij)Aj + (i‘— Gij>Bj + Z Cl(jn (eiz(”)r — eiz(”)6>, Oij >r> }\'ij- (B7)
n=1

Aplicando la transformada de Laplace a la funcién de Baxter en el espacio real, se obtiene la
siguiente ecuacién para Qy;(s):

- —s\; n) (€O —e 5
Giy(5) = {6?1111 oA, +cion (s + 1) (S

__ ~—S0, Z(,,))\./'
1—e l>eZ(M)61j +Dl(n) € J :| 7 (BS)
s T s+ 2z

donde A; y B; son cantidades conocidas. Donde [15]:

DY = —dal o, (B.9)

Sustituyendo (B.9) en la ecuacidén (B.8) se obtiene que la matriz a invertir es:

<dl(n)61(n)6//2a(n)
stz !

n

c™ e —e —Z(n)S1j B.10
. N —— n)Olj .
1 P G1Po(soy) | e ; (B.10)

en la ecuacién (B.10) el conjunto de funciones {@o(x), @;(x), Wi(x)} se definen de la siguiente
forma:

81— p1Qij(s) =e M {511 — P |:G?W1 (s01)A;+0791(s0)B; — )

Po(x) = (1—e™) /x,
Q1(x) = (1—x—e) /x* = (p(’(xx)_l, (B.11)
i) =13 - (14 D] o = B0 )

Para poder calcular la matriz inversa de los elementos de (B.10), hacemos uso de las matrices
diddicas. De manera general una matriz cuyos elementos son de la forma:

M;j = 6 + Wij, (B.12)

'S



APENDICE B. CALCULO DE LA TRANSFORMADA DE LAPLACE DE R G};(R)

es conocida como “matriz Diddica” [62], dicho nombre proviene del hecho que un tensor de rango
dos N;;j = a;b; puede ser escrito como un producto de dos vectores a ® b usualmente conocido
como “diada” y entonces la combinacion lineal de diadas:

Y
1=y Aatp® (B.13)
u=1

es una diddica, donde y es el nimero de diadas en la combinacién lineal. Este tipo de matrices
diddicas se encuentran en el cdlculo del factor de estructura [33]. Este tipo de matrices se les llama
también matrices de Jacobi [14].

La solucién general a la matriz inversa de la ecuacion (B.12) se encuentra en el trabajo de Gazzillo
y la expresion hallada es de forma general, es decir, no depende del nimero de diadas (y) en la
combinacién lineal y del rango de la matriz [62]. Para una matriz diddica de la forma:

Yy
My =8;+Y b, (B.14)
p=1

su matriz inversa estd dada por la ecuacidn siguiente [62]:
M =5 ia(”)D(.“). (B.15)
J ' Dy = i 7

En la ecuacién (B.15), D(.“ ) es el determinante de la matriz formada del reemplazo del u-esimo

CONE)

renglén por b7, ;* en la matriz obtenida de la siguiente expresion:

S+ Y alb,  uv=1,..y, (B.16)

donde el indice s representa el nimero de especies en el sistema. La variable Dy, en la ecuacion
(B.15) es el determinante de una matriz cuyos elementos son obtenidos de la expresion (B.16).
En el caso de coeficientes factorizables se tienen las siguientes ecuaciones [15]:

B; EcﬁZA ), : ZAjt(HTCQz) ZP ()

< B > ( >ez(n)6j/2, (B17)

B‘(/.n)ez(n)cj/z — H ( (7 )A( n) _ GJZPIG[X n)

y donde hemos introducido una matriz de transformacién que es la generalizacién al parametro de
escalamiento, de tal forma que:

d (')
n
_Z 1—‘n,n/Xj
n/

En la dltima ecuacidn, el indice n’ indica el nimero de términos Yukawa. Sustituyendo las ecua-
ciones (B.11) junto con las ecuaciones (B.17) en la ecuacién (B.10) y factorizando se obtiene que
los elementos de la matriz a invertir estdn dados por la siguiente relacion:

81— pi1Qyj(s) =e M [51]' —pi (061 +Bio; +ZY§")C¢§-”)>] ; (B.18)
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donde se ha definido:
2w |1
oy = E [2 Glz(po(SG]) + 012(P1 (SG[)] , (B.19)
T, 1
B = A 6,91 (s01) + 5@20‘1 5 (B.20)
0 Lo, 1 62, (s0y)A" By o2
Y == P + o7 (so)A — L —
! 2 1o Z(n) (s—l—Z(n))
(n) —5G,
B l
(dl(") - l) ( © +61(P0(s61)) e Imo/2, (B.21)
n) ) \ST2(n)

En el caso de un término tipo Yukawa (n = 1) se tiene un potencial coulombiano apantallado.
Usando la ecuacion (B.15) en la ecuacion (B.18) se obtiene la siguiente relacién:

~ —1
[81]' — plQlj(s)} = e*Mij |:81j + % (OC[Dﬁ-l) + B[DS-Z) +’YID5-3))] , (B.22)

donde:
I+(a) (00) (oa)
By 1+(Bo) (Ba) |, (B.23)

Dy=| |
%% (yo) 14 (ya)

y las variables DlS-“ ) (u=1,...,3) es el determinante de la matriz obtenida del reemplazo del renglén
u-ésimo por el vector {1, G, aj} en la matriz de la ecuacion (B.23), por ejemplo para
2

u =2 setiene que D}’ es:

J
1+ () (aoc) (oa)
D§2) = 1 Gj a; (B-24)
v (o) 1+({ya)

En las ecuaciones (B.23) y (B.24) se ha usado la siguiente notacién:

(fg) ==Y psfigs (B.25)

Usando las ecuaciones dadas en (B.17) en la ecuacién (B.4) se obtiene la siguiente ecuacion:

~ - ~ —1e™%% | 2 5O; nl, s
Gi(s) = [Slj_plQlj(s)} s {A {(1 + 7) <1 +2A01) +201} +
(n)

2
T (1 + EG,-) P L gA(m) _ RGN di(") _ B e~ im%i/2 a;”) (B.26)
AV 2 $+ () 2n)

Para el caso n = 1, las ecuaciones para Al) = Ay y P(V) = Py son [15]:

21
Av=-17 Y piliX;, (B.27)
i
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ZA
Py =Y piciXi— ;AN, (B.28)
i
X — N Y Pl — & X pioih (B.29)
(14X &pior — Xyl
donde se ha definido:
EALED (%) corPwilzons:
" 14 ¢o(z0:) 0T = 14+@o(zo;)o, T
d; e~ %5i/2 : 7wl
A= ——————— L=14+(T+2+22)0;. B.30
Para un sistema electroneutro tipo Yukawa, se satisface las dos siguiente relaciones:
Y piei=0,  di=eie® /2 (B.31)
i

En el caso de iones de igual tamafio Ay y Py son iguales con cero y son pequefios para bajas
concentraciones en mezclas asimétricas, por lo que en buena aproximacion se toman cero en mez-
clas diluidas [14]. Entonces, sustituyendo la ecuacién (B.22) en la ecuacién (B.26) paran =1,
haciendo / = j por electroneutralidad y para un solo componente Ay = Py = 0, se obtiene la parte
electrostatica de exceso de G; ;(s) expresado en la siguiente ecuacion:

~ e2e %% | 7 BV Xi(z
Gj(s) = =77 o B & ’((1)) : (B.32)
Borkpl | s+27 4z r(1+xpn ()as))
en donde: -
B ()e™? = —IX,(u) — 507 Y proXi u), (B.33)
!
1) 207/2 (1) —56;

(l) — Bl (s)e 201/2 _ Bl (S) € —ZG]/2 B 4
Yl (S) - Z(S+Z) + <Zle Z stz +GI(PO(SGZ) € ) ( 3 )
2T'X(z)

=_ - B.35
) = XK () (B.35)

La ecuacién (B.32) es una relacién importante, ya que es necesario su calculo para hallar la
conductividad equivalente y el coeficiente de auto-difusién de sistemas cargados tipo Yukawa.
Esta expresion se encuentra en acuerdo con el trabajo de Blum e al. [14] para el caso limite de no
apantallamiento (z = 0).




