BENEMERITA UNIVERSIDAD AUTONOMA
DE PUEBLA

INSTITUTO DE FISICA LUIS RIVERA TERRAZAS
MAESTRIA EN CIENCIAS (FISICA)

FORMULACION SIMPLECTICA DE TEORIAS TOPOLOGICAS EN TERMINOS
DE NUEVAS VARIABLES: LA SEGUNDA CLASE DE CHERN Y LA CLASE DE
EULER

TESIS

QUE PARA OBTENER EL TITULO DE
MAESTRO EN CIENCIAS

PRESENTA
CARLOS MEDEL PORTUGAL

DIRECTOR DE TESIS
DR. ALBERTO ESCALANTE HERNANDEZ

PUEBLA, PUE. 2017






Dedicatoria

Dedico esta tesis a Dios, que gracias a ¢l, tengo dones y habilidades con los que pu-

de llegar hasta aqui.
A mis padres, que por su apoyo incondicional he logrado la meta que ellos consiguieron

en su juventud, la cual debo superar.



II



Agradecimientos

A mi familia, pero en especial a mis padres, que siempre han estado detras de mi,
brindandome palabras de aliento, reganandome cuando fue necesario. Por ser no sélo
mis papéas, sino mis méas grandes aliados y amigos.

A todos los profesores que tuvieron que ver en mi formaciéon de maestria, durante estos 2
anos, compartiendo no solo conocimientos, sino experiencias de vida, pero principalmente
al Dr. Escalante por compartir conmigo su tiempo, su entusiasmo y las ideas que me
permitieron acercarme a la Gravedad Cudantica de Lazos.

A los miembros del jurado, por todas sus preguntas, comentarios y observaciones hechas
a lo largo de esta tesis.

A mis amigos, que con sus comentarios compafifa y apoyo, me permitieron seguir ade-
lante, ante las situaciones adversas.

A mis amigos Prihel Cavildo Sédnchez, Anniela Melissa Rodriguez Zarate, Harold Osmart
Ochoa Gutiérrez y Jorge Luis Serrano Echeverria que desde el inicio de la tesis tuve un
gran apoyo.

A mis tios Guillermo Verdugo e Ignacia Portugal por su apoyo moral en esta tesis,
brindandome palabras de aliento para seguir adelante.

Al CONACYT, por su apoyo econ6mico durante toda la maestria.

I1I



IV



Resumen

En este trabajo de tesis, se analizan bajo los formalismos de Dirac y de Faddeev-Jackiw
(FJ) dos invariantes topologicos vistos como teorias de campo llamados la segunda clase
de Chern y el invariante de Euler. Respecto al formalismo de Dirac, se encuentran todas
las restricciones de la teoria, se calculan las transformaciones de norma, los paréntesis de
Dirac y se muestra que a pesar de que la segunda clase de Chern y el invariante de Euler
tienen las mismas ecuaciones de movimiento, su correspondiente estructura simpléctica
es diferente. Este resultado podria indicar, en principio, que las formulaciones cuanticas
de ambas teorias seran diferentes.

Por otra parte, se reproducen los resultados encontrados en Dirac usando el formalis-
mo simpléctico de FJ y se muestra que los paréntesis generalizados de FJ y de Dirac
coinciden.
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Introduccion

Actualmente, podemos decir que uno de los logros més importantes que ha alcanzado
la fisica, ha sido comprender y realizar la unificacion de tres fuerzas fundamentales, la
electromagnética, la débil y la fuerte. En efecto, con el llamado modelo estandar de las
particulas elementales se ha podido tener un acercamiento a la comprension de la natu-
raleza a nivel cuantico [1]. Sin embargo, a pesar del éxito que tiene el modelo estandar
para explicar la fisica de las interacciones fundamentales a nivel cuantico, no se ha po-
dido lograr la unificacion del modelo estandar (o también llamada teoria cuéntica de
campos) con la interaccion gravitacional descrita por la teoria de Einstein. En el pro-
ceso uno encuentra infinitos y violaciones de algunos principios fisicos fundamentales,
tal como el principio de causalidad y las técnicas cominmente usadas en una teoria de
renormalizacion han fallado para eliminar tales inconsistencias. Es por ello que en las re-
cientes décadas, se ha optado por buscar de manera alternativa nuevas técnicas o teorias
que ayuden a lograr la unificaciéon consistente entre la teoria cuantica de campos y la
relatividad general [RG|. Respecto a este punto, una de las alternativas con las que se ha
trabajado dltimamente es realizar la cuantizacion de RG de forma candnica, respetando
las simetrias que caracterizan al campo gravitacional; como son la covarianza bajo difeo-
morfismos y la independencia del espacio tiempo de fondo, simetrias que uno mantiene
y requiere que no se pierdan en todo el proceso de cuantizacion, dando origen a la teoria
que conocemos como gravedad cuantica de lazos [GCL] |2, 3]. La teoria de (GCL) nace
con los trabajos reportados por Arnowitt, Desser y Misner, conocidos por su famosa for-
mulacion llamada la formulacion (ADM) [4]. La formulacion (ADM) es una descripcion
canonica del campo gravitacional, donde la variable fundamental deja de ser la métrica y
en su lugar se usan la tres-métrica de la foliacion del espacio-tiempo y su momento cano-
nico conjugado. En esta formulacion, uno encuentra que RG tiene restricciones, y dichas
restricciones al ser no polinomiales en los campos complica el proceso de cuantizacién
que hasta ahora, cuantizar RG usando la formulacion (ADM) es un problema abierto.
Sin embargo, el panorama lleg6 a aclararse gracias a los trabajos realizados por Ashtekar
en 1986 [5, 6, 7| donde introdujo unas nuevas variables para estudiar la formulacion Ha-

VII



VIII Introduccién

miltoniana de RG. En esencia, Ashtekar encontré una transformacién canonica compleja
entre las variables (ADM) y una conexion valuada en el algebra del grupo SL(2,C). De
esta manera, la nueva variable dinamica de la formulacién Hamiltoniana de RG seria una
conexion compleja, y asi RG se pondria al mismo nivel que una teoria de Yang-Mills.
El uso de las variables de Ashtekar llevaria a significantes simplificaciones en las restric-
ciones, pues ahora las restricciones serian polinomiales con una estructura sencilla. Sin
embargo, debido a que la conexién es compleja, la formulacion de Ashtekar describe RG
compleja y para extraer los grados de libertad reales es necesario introducir las llamadas
condiciones de realidad [2, 3|, y dichas condiciones junto con las restricciones complican
nuevamente llevar a cabo el proceso de cuantizacion de RG a la Ashtekar.

Por otra parte, en los afios 90’s F. Barbero encontré una formulacion Hamiltoniana de
RG expresada en términos de una conexion real. En efecto, la conexioén ahora seria va-
luada en el algebra del grupo SO(3) [8], sin embargo, la estructura polinomial de las
restricciones que se tenia en la formulacién de Ashtekar se pierde, y nuevamente la es-
tructura no polinomial de las restricciones, entre otras cosas, complicarian una vez maés
el proceso de cuantizacion. En el ano 1996, S. Holst introduce un principio de accion el
cual contiene un parametro (llamado pardmetro v o de Barbero-Immirzi) que conecta
tanto la formulacion compleja de Ashtekar como la formulacion real de Barbero [9]. La
accion de Holst es la siguiente

1
Sle, A] = /MEUKLeI Ael A FrpA] + ;/N er ANeg A F17[A] (0.0.1)

1
donde e es la tétrada, Fixp, es la curvatura de la conexion y A es una conexion valuada en
el grupo de Lorentz SO(3,1). Cabe mencionar que el primer término de la accion (0.0.1)
es conocido como la accion de Palatini [10], la cual describe RG. El segundo término
llamado término de Holst, es un término topologico, es decir, al variar la accion (0.0.1)
se obtienen las ecuaciones de Einstein y no hay contribucién alguna por parte del pa-
rametro «y del término de Holst. La acciéon de Palatini y la accion de Holst describen
clasicamente RG puesto que ambas acciones tienen las mismas ecuaciones de movimien-
to. Sin embargo, a nivel Hamiltoniano existe una contribucion del parametro v tanto en
la estructura simpléctica como en las restricciones y este resultado hace que la accion de
Palatini y Holst sean diferentes a nivel cuantico [2, 3]. Ademas, uno puede mostrar que
si v toma valores particulares, uno puede obtener los diferentes escenarios previamente
comentados; si ¥ = 1 uno reproduce la formulacion de Barbero y si v = ¢ uno reproduce
la formulacion compleja de Ashtekar [6].

Es importante mencionar que el significado fisico del pardmetro v es atn controversial,
puesto que a nivel cuantico también hay una contribucién del pardmetro ~y en los eigen-
valores del operador de area y volumen que se encuentran en (GCL) [11], desde luego,
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este trabajo no esta enfocado en estudiar el significado de el parametro v por lo que se
recomienda que si es de interés el tema, se vean las citas [12, 13, 14].

Siguiendo la misma idea de Holst, D. Jimenez y A. Perez [15| proponen una accion que
también reproduce las ecuaciones de movimiento de Einstein. La accién es la siguiente

1
Sle,A] = /MEUKLeI/\eJ/\FKL[A]—i—§/Mej/\ej/\FU[A]

+Z2 / Fri[A)AFY[Al +Q / era FY7[A] A FRE[4], 0 (0.0.2)

donde = y Q son constantes. Los dos primeros términos corresponden a la accion de
Holst, el tercer término se conoce como la segunda clase de Chern y el cuarto término se
le conoce como la clase de Euler. Como ya se comentd, la accion (0.0.2) también reprodu-
ce las ecuaciones de Einstein y debido a que los invariantes de Chern y Euler se pueden
escribir como una diferencial total, entonces dichos invariantes no tienen contribucién
alguna a las ecuaciones de movimiento, sin embargo, se espera que a nivel Hamiltoniano
y cuéntico los parametros v, = y €2 puedan tener una contribuciéon relevante. Por otra
parte, algo que también se podria investigar en la accion (0.0.2) es encontrar las con-
diciones que habria en los pardmetros para reproducir las formulaciones de Asthekar y
Barbero o quiza una formulaciéon més general que nos permita realizar la cuantizacion
de manera consistente.

Con los antecedentes expuestos, en esta tesis se analiza desde el punto de vista canénico
y simpléctico a los invariantes de Chern y Euler. Como veremos, dichos invariantes vis-
tos como una teoria de campo corresponden a ser teorias topologicas, es decir, no tienen
grados de libertad locales, pero pueden tener grados de libertad globales que estan aso-
ciados a topologias no triviales de la variedad en la cual son definidos. También, dichos
invariantes reproducen las mismas ecuaciones de movimiento, sin embargo, veremos que
sus correspondientes estructuras simplécticas seran diferentes y este hecho hara que sus
correspondientes formulaciones cuanticas podrian diferir, tal como pasa con la accion de
Holst y Palatini.

El estudio de teorias topologicas se ha convertido en una fuerte actividad cientifica de-
bido a que dichas teorias tienen en comin simetrias con RG [16, 17, 18, 19|, como son la
independencia de fondo y la covarianza bajo difeomorfismos. De esta manera, las teorias
topologicas son modelos de juguete que pueden ser utilizadas como laboratorio para po-
der estudiar aspectos de cuantizacién que posteriormente se podrian aplicar a RG. En
nuestro estudio, reescribiremos a las acciones de los invariantes en términos de varia-
bles tipo Ashtekar y como una teoria BF, este hecho facilitard en gran medida nuestro
anélisis. Cabe mencionar que la idea de una teoria BF fue introducida por Plebanski
en 1970 [23]. En efecto, Plebanski introdujo una accion compleja para describir el cam-
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po gravitacional, donde las variables dinamicas son campos espinoriales y una conexiéon
valuada en el dlgebra del grupo SL(2,C). Si uno realiza el analisis Hamiltoniano de la
accion de Plebannski uno obtiene la formulacion de Ashtekar, este importante trabajo
fue realizado por Capovilla, Dell, Jacobson y Manson [24, 25].

En términos generales, una teoria BF es una teoria topologica, es covariante bajo di-
feomorfismos [26, 27, 28, 29| y si uno agrega condiciones extra sobre el campo B, la
estructura topologica se rompe y emergen teorias como RG compleja, RG real |30, 31], o
una teoria de Yang-Mills [32]. Respecto a este punto, cabe mencionar que la accion alter-
na a la de Plebannski reportada en [30, 31| describe RG real, y si uno realiza el analisis
canoénico de dicha accién, uno obtiene la formulaciéon de Barbero. En adicion, las diversas
formulaciones BF de gravedad son actualmente de gran interés en la comunidad, puesto
que han permitido realizar grandes avances en el desarrollo de las espumas de espin que
se utiliza en GCL [33, 34].

Por otra parte, una vez que tengamos a los invariantes como una teoria BF, para nuestro
estudio canodnico se utilizara el formalismo de sistemas singulares desarrollado por Dirac
|35, 36]. Un sistema singular es aquel que el determinante de su matriz Hessiana es cero,
por lo que no se pueden conocer todos los momentos en términos de las posiciones y las
velocidades. Debido a que el Hessiano es cero, existiran restricciones, y el formalismo de
Dirac nos dice como tratar dichas restricciones. Cabe mencionar que ejemplos de teorias
singulares son la teoria electromagnética, la teoria de Yang-Mills y la de RG entre otras,
por lo que aprender a aplicar el método de Dirac tiene su importancia. Sin embargo,
trabajar con las restricciones encontradas en el método de Dirac es muy engorroso pues
en su estudio hay que clasificarlas en restricciones de primera clase y segunda clase. Res-
pecto a este punto, realizar la clasificaciéon de las restricciones es relevante debido a que
las restricciones de primera clase son las generadoras de una simetria muy importante
llamada simetria de norma. Por otro lado, las restricciones de segunda clase nos permiten
construir los llamados paréntesis de Dirac, que son los paréntesis que se promueven a
conmutadores cuando se realiza el estudio de cuantizacion. Debido a que el proceso de
clasificacion es dificil, uno recurre a métodos alternativos que nos den mayor o igual infor-
macion a la encontrada en el formalismo de Dirac, en este sentido, existe un formalismo
alternativo para estudiar sistemas singulares llamado el formalismo de Faddeev-Jackiw
|[FJ] [37, 38]. Como veremos, el método de FJ consiste en analizar un sistema singular
mediante la construccion de una matriz simpléctica. Dicha matriz es construida identifi-
cando de la accion lo que se llamaran las variables simplécticas que en esta formulacion
corresponderan a los grados de libertad de la teoria. Debido a que el sistema bajo estudio
es singular, la matriz simpléctica no serd invertible y presentara restricciones. Una vez
que se han identificado todas las restricciones, se construye una nueva matriz simpléc-
tica, que si continfia siendo singular se fija la norma para obtener finalmente un tensor
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simpléctico. Con dicho tensor simpléctico en mano, se pasa a construir los paréntesis
generalizados de FJ, y uno demuestra que tanto los paréntesis generalizados como los de
Dirac coinciden mutuamente. En este trabajo demostraremos que para los invariantes de
Chern y Euler, los paréntesis de F'J y de Dirac son los mismos.

Finalmente, es importante comentar que en [39] ya se ha analizado los invariantes de
Chern y Euler bajo el contexto de un formalismo de Dirac reducido. Es decir, inicamen-
te a las variables que aparecen en el Lagrangiano con derivada temporal se les asigna su
momento canénico conjugado. Sin embargo, hay trabajos donde se ha mostrado que si
uno no trabaja con el formalismo de Dirac estricto, no se puede comparar los resultados
de Dirac con los que se obtengan en FJ. Por lo que en este trabajo, se aplicaré el forma-
lismo de Dirac estricto que se diferencia con el reducido, porque se le asigna a todas las
variables dindmicas su momento canénicamente conjugado. Esta forma de trabajar en el
formalismo de Dirac, nos permitird conocer la completa estructura de las restricciones
y de las transformaciones de norma tal como se ha mostrado en los siguientes trabajos
[40, 41, 42, 43, 44].

La tesis se organiza de la siguiente forma. En el Capitulo I daremos a conocer todo el
formalismo de Dirac estricto que usaremos posteriormente. En el Capitulo IT se explicara
lo esencial del formalismo de FJ. En el Capitulo I1T y TV se expone el formalismo de Dirac
y el formalismo de FJ aplicados a los invariantes de Chern y el de Euler respectivamente.
Por tltimo en el Capitulo V daremos las conclusiones.
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Capitulo 1

Algoritmo de Dirac-Bergmann

En lo que respecta al formalismo de Dirac, en el presente capitulo se toma en cuenta
el trabajo previamente hecho en [39] del cudl se extrae este capitulo debido a que lo
utilizaremos en este trabajo de tesis.

1.1. Sistemas clasicos singulares

En este capitulo (reportado en [45]), y con la finalidad de comenzar el estudio de los
sistemas singulares en una manera lo mas simple posible, se desarrollara la teoria con-
siderando inicialmente sistemas puntuales con un nimero finito de variables dinamicas.
Y como se vera mas adelante resulta un mero formalismo pasar a teoria de campo (sin
olvidar las sutilezas que existen de pasar de un enfoque a otro).

El punto de partida para estudiar la dinamica de los sistemas singulares sera el principio
de Hamilton!, que en su forma lagrangiana establece que: De entre todas las trayectorias
en el espacio de configuracion, que a los tiempos t; y t2 pasan por dos configuraciones

'La idea de partir de un principio de accién tiene la gran ventaja de que se puede tener facilmente
teorias que estén de acuerdo con el principio de relatividad. A diferencia de lo que sucede con la funcién
hamiltoniana, donde no es nada sencillo formular las condiciones para que la teoria sea relativista, o al
menos no se conoce una manera sistematica de hacerlo. Por ejemplo, en el caso de la electrodinamica,
cuando al proponer la acciéon

S[A] = | Ldt= / E,Frd'z,
M M

se tuvo en cuenta que F,, F'*” es un invariante de Lorentz, lo cual hace que de inicio sea compatible con
la relatividad espacial.
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dadas, aquella que realmente sigue el sistema es la que hace que la integral

/tz L(g"(t), ¢ (£))dt (1.1.1)

t1

tenga un valor minimo (un extremo o un valor estacionario)?, con ¢" las coordenadas,
¢"™ = dq"/dt sus respectivas velocidades y n = 1,..., N. Ademas aqui ¢ es un parametro
de evolucion, el cual, como es usual en la mecénica elemental, se identifica con el tiempo,
pero en los capitulos siguientes se considerara como un parametro de evoluciéon (que se
denotara como xp), y solo al final de la evolucion dinamica podra ser identificado con el
tiempo. Las condiciones bajo las cuales la integral anterior tiene un valor estacionario
son las ecuaciones de Euler-Lagrange,

d (0L oL
— =) === 1.1.2
i () a5 = (112
desarrollando,
o (0L dq”'+ 0 (0L d¢" OL 0
og"' \oqn) dt ~ o¢v \o¢n) dt  Ogr
lo cual puede reescribirse como
. O?L oL . O?L
7" = /. 1.1.3
" sioe — og T daragn (1.1.3)
. . . . . 0*L
De la ecuacién anterior se ve que, si el determinante de la matriz dada por 207 an”
qn q’l’l/

es distinto de cero, la matriz es invertibe, lo cual significa que todas las ¢"’s quedan
determinadas de manera tnica en términos de ¢* y ¢*; de otra manera, si el determinante
es cero, la matriz no es invertible, sin embargo si tiene rango igual a R < N, implica que
se van a poder despejar ¢’’s con j = 1,..., R, tales que

i = (¢ 9" " "), (1.1.4)

2Nétese que el principio de minima accién es un caso particular del principio de Hamilton cuando la
hamiltoniana, H, no depende explicitamente del tiempo (i.e. es una constante, aunque no necesariamente
la energia total del sistema), que es equivalente a que la lagrangiana, L, no dependa explicitamente del
tiempo; lo cual puede verse recordando que la accién

2}

s= [ Lla.awnde= [ pidg - Hat

t1 tl

va que al ser H constante no tendré dependencia temporal explicita en la accién.
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donde §* son las aceleraciones que no se pudieron despejar de (1.1.3), por lo que en
general las ¢7’s con j = 1,..., N, quedan determinadas hasta ¢®*!, ..., ¢" funciones in-
dependientes arbitrarias y sus respectivas velocidades y aceleraciones. Por lo que el caso

2L
de interés para el estudio de las teorias de norma es cuando det (| ——— | =
aq"™ Og"

Por lo tanto, una lagrangiana L se llama singular si el determinante de la matriz hessiana

es cero.> 4

1.2. Restricciones primarias

Para pasar del formalismo lagrangiano al hamiltoniano se definen los momentos canoéni-

cos®
oL
3Esta afirmacién es independiente de las coordenadas que se elijan, lo cual puede verse de la siguiente
manera. Considérese una transformacion ¢° — ¢*(q), cuyo jacobiano J! = ggz no es singular, i.e. la

transformacion es invertible, lo que implica que ¢* = Jiq, y s L(G,4) = L(q(@),4(4, ),

- oL
Hij=——— = HuJ}J].
0q*0¢’
Por lo que, como det Jij # 0, si det Hy; = 0, entonces det ﬁij = 0.
4Notese que la afirmacion también es cierta para L/, si

L'=L+ 9Aa) q.
aq*

De los cursos de Mecanica Clasica [46, 47], se sabe que dos lagrangianas, L y L, llevan a las mismas
ecuaciones de movimiento si

i, oA
q o’

MG 1) _, , DA

L'=1L .
+ dt aq*

en el caso en que A no depende explicitamente del tiempo, el significado de la proposicién se ve de
manera inmediata.
5 L. . 5 5 . . . .

En mecénica elemental se consideran a las ¢’s y p’s como variables independientes, sin embargo una
teoria mas general pudiera tomar en cuenta que no lo sean, i.e. que exista una relacién entre ellas de
la forma ¢™(q,p) = 0. Este es el caso del que se ocupa el algoritmo de Dirac-Bergmann para tratar
sistemas singulares.
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0*L

Por lo visto anteriormente, cuando det ( ) = 0, existen funciones

¢"(q;p) =0, (1.2.2)

conm = 1, ..., M, las cuales se llaman restricciones primarias.® Una caracteristica de estas
restricciones es que para su obtencién no se requirié de las ecuaciones de movimiento y
ademéas cuando se sustituyen en las ecs. (1.2.1) en éstas, se obtiene una identidad.
Dicho de otra manera, el problema se convierte en encontrar la inversa de las ecs. (1.2.1),
i.e. encontrar las ¢’s en términos de las p’s. Y por el teorema de la funcién inversa, dicha
inversa existe si

op1 OpN 9L 9L
det o : = det : : #0. (1.2.3)
Opy Ipy 0°L 9*L

En el caso en que el determinante es cero, implica que no todas las ¢’s van a poder ser
expresadas en términos de las ¢’s y las p’s, por lo que existen relaciones de la forma
¢ (q,p) = 0, que de inmediato se ve que satisfacen la condicién de que el determinante
sea cero.

En particular, si se tienen M’ ecuaciones independientes de la forma (1.2.2), implica que
M’ p’s no se pueden escribir en tér2minos de las ¢’s, por lo que M’ renglones son cero.
—8(}”'8q'”> es (N — M').” Se considera, por simplicidad,
que este rango es constante en el espacio (q,q), o sea que el nimero de restricciones
primarias independientes no varia, con lo cual la superficie de restricciones primarias es
una subvariedad de dimension 2N — M’ del espacio fase®.

No se supone que las restricciones (1.2.2) sean independientes entre si, por lo que en
general M’ < M.

Una vez que encontramos las restricciones primarias, ;qué nos garantiza que hemos
encontrado todas?. Una forma consiste en calcular el rango de la matriz hessiana, N —M’,

Asi, el rango de la matriz det (

6Esta terminologia se debe a Bergmann.

"La afirmacién reciproca también es cierta.

8En el caso del péndulo simple, éste define una superficie unidimensional, una circunferencia, y
fisicamente se espera que la dimension de esta superficie no varie. Por lo que suena razonable desde el
punto de vista fisico y no sélo por simplicidad matemética que la dimensién de la superficie definida por
las restricciones sea constante.
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donde M’ es el nimero de restricciones primarias independientes que se esperan. Notese
que las ¢™"’s, restricciones independientes, no tienen por qué venir dadas directamente
de (1.2.1) como las ¢™’s, sino que pueden ser combinaciones lineales de estas tltimas,
por lo tanto conviene fijarse en los vectores nulos de la matriz hessiana, los cuales, por
definicién, forman una base de la nulidad de H,,. Asi, si V* son los vectores nulos (con
VI sus componentes), y ¢ son las restricciones primarias que se han encontrado. Las
restricciones primarias independientes que se esperan, se pueden obtener mediante la
contraccion,

O = VIg®, (1.2.4)

Recordando que una condicién necesaria y suficiente para que una transformacion F
tenga inversa, es que no existan dos puntos en el dominio que tengan la misma imagen
en el codominio bajo dicha transformacion, es facil notar que la condicion de no inverti-
bilidad de las velocidades como funcién de las coordenadas y los momentos, implica que
la inversa que va de las p’s a las ¢’s es, en general, multivaluada.

Con la finalidad de mantener la transformacion univaluada serd necesario introducir
parametros extra, los multiplicadores de Lagrange.

1.3. Ecuaciones débiles y fuertes

Aqui conviene introducir el concepto de igualdad débil, el cual sera representado por el
simbolo, “~”. De manera elemental, dos funciones F' y G, se dicen débilmente iguales,
si lo son en la subvariedad definida por las restricciones primarias, ¢ = 0, lo cual se
escribe como,

F~dG.

En particular, ¢™ =~ 0, i.e. el valor numérico de las restricciones es cero, aunque no
se anulan idénticamente en todo el espacio fase, por lo que su paréntesis de Poisson
no tiene por qué ser cero. Asi, una regla nemotécnica para utilizar estas expresiones es
primero realizar la operacion del paréntesis y al final ocupar las restricciones. También
puede verse que, en general, una funcién que es débilmente cero puede ser escrita como
combinacion lineal de restricciones, i.e. G~ 0 < G = g,¢™, con g, alguna funcién
del espacio fase.

Por otra parte, una ecuacién que se satisface en todo el espacio fase y no sélo en la
subvariedad ¢™ = 0 se le llama fuerte, y se utiliza el simbolo usual de igualdad para
representarla.




1.4. CONDICIONES SOBRE LAS FUNCIONES DE
RESTRICCION 6

Una manera mas formal de definir ecuaciones débiles y fuertes, es la siguiente: Defini-
cién: Una funcional F' del espacio fase, es débilmente igual cero si,

Fly,=0, (1.3.1)

donde ¥ es la subvariedad definida por las restricciones primarias (1.2.2). Por otra parte,
se dice fuertemente igual a cero si,

OF OF
Fle,=0 'y (8_011’ £> |2,= 0, (1.3.2)

dq" dp;
respecto a las variables canoénicas, evaluadas en ;.

con (8F 8F> |s,= 0, el conjunto formado por todas las derivadas parciales de F' con

1.4. Condiciones sobre las funciones de
restriccion

Existen varias maneras de representar una superficie dada por (1.2.2). Sin embargo,
es necesario imponer condiciones en la eleccion de las funciones ¢™, que representan
la superficie de restricciones primarias, para que sean consistentes con el formalismo
hamiltoniano. En lo que sigue se llamara a éstas, condiciones de regularidad.

A manera de motivacién, uno esperaria que dada una restriccion de la forma f,, =
®™(q,p) ~ 0, cualquier funciéon de esta, por ejemplo, f2, \/f, etc. siga siendo cero en
la subvariedad definida por ¢™ y por lo tanto sigan siendo restricciones. Sin embargo,

para que estas funciones definan una subvariedad de dimension M’ constante, como ya

se vio (77), es necesario que el rango de la matriz jacobiana, (%) = (%) sea
D] o]

constante e igual a M'. Por ejemplo, para el caso en que se tenga (f?)?, estos elementos

de matriz serdn 24V = 2fi 9¢’

~ 0, con lo que el rango de la matriz jacobiana ya

o(¢?,p;) 9(¢?,p;) )

no serd M'. Por lo que resulta natural imponer la condicién de que las restricciones, ¢,

al formar una subvariedad, el rango de (%) sea constante e igual a M', con M’ el
Py

numero de restricciones primarias independientes. Ademaés, también como consecuencia
del hecho de que sea una subvariedad se tienen las siguientes condiciones alternativas:

La superficie de restricciones primarias puede ser cubierta por conjuntos abiertos, en
cada uno de los cuales, las funciones ¢ pueden “partirse” en dos grupos, el primero
consistente de las restricciones independientes, ¢™ = 0 con (m/ = 1,..., M’), tales que

6
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™ : . "y -
(%) tiene rango M, y las dependientes, ¢ =0 con (m' = M' + 1, ..., M), que
q"; Pn

se satisfacen como consecuencia de las primeras.

Dicho de otra manera, en la subvariedad 2N — M’ dimensional definida por las restric-
ciones primarias, localmente se pueden elegir restricciones de tal manera que haya M’
independientes y las demas (M — M’) se satisfagan s6lo como consecuencia de las pri-
meras, con lo que, localmente, éstas pueden tomarse como las primeras M’ coordenadas
de un sistema regular de coordenadas. Con lo que ademas, d¢' A dg? A ... A d¢™ # 0.

1.4.1. Analogia con el método de multiplicadores de Lagrange

Notese que esto es muy similar a lo que se hace en el método de los multiplicadores
de Lagrange tanto en el cdlculo en varias variables, como en mecanica elemental, en
este ultimo, por ejemplo, a la funcién lagrangiana se le suma una combinaciéon lineal
de restricciones, cuyos coeficientes son los multiplicadores de Lagrange. Una diferencia
importante es que en este 1iltimo caso, las restricciones son funciones de las coordenadas
del espacio de configuracion (o fase de velocidades (g, ), como también se le conoce).
Mientras que en el caso que ocupa al presente capitulo las restricciones son funciones
de las variables del espacio fase, por lo que ya no se puede sumar a la lagrangiana una
combinacion lineal de éstas, més bien ahora es a la hamiltoniana a la que se le suman,
puesto que junto con las restricciones estan definidas en el mismo espacio.

1.5. Hamiltoniana Canodnica

Como es sabido de la Mecanica Clésica [46, 47|, y como ya se mencion6 al principio del
capitulo, en un sistema regular se pasa de la formulacion Lagrangiana a la Hamiltoniana
mediante la transformada de Legendre. Sin embargo, cuando se tiene un sistema singular
para realizar dicho paso se requerirain mas ingredientes, los cuales son el propoésito de
este capitulo. A pesar de que ahora, en un sistema singular ya no se podran despejar
todas las velocidades en términos de las coordenadas y los momentos, podemos definir la
Hamiltoniana canénica en la misma manera en que usualmente se define la Hamiltoniana,
ie,

Heo = ¢'p; — L, (1.5.1)

7
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cuya variacion es,

. . oL . OL
0He = ¢'0pi+0q4'pi — -—0q" — ——0¢'
0q* a¢"
. oL .
= §'0p; — —44". 1.5.2
q'0p; aqzéq (1.5.2)

Aqui, a diferencia de lo que sucede en mecanica elemental, donde H depende de las ¢’s
y p’s y estas son variables independientes entre si; en este caso y debido a las relaciones
(1.2.2), éstas ya no son coordenadas independientes (en el espacio fase). Por lo que (1.5.1)
sOlo esta bien definida en la subvariedad definida por las restricciones primarias. Debido

a lo anterior, si
He — He + umgbm, (153)

el formalismo debe mantenerse invariante (puesto que cualquier combinacion lineal de
restricciones es débilmente cero).

Como ya se mencion6 en la seccién anterior, esto tiene también sentido si se le ve desde
el punto de vista que se estd estudiando un problema de extremos con restricciones.
Cuando estas son funciones del espacio de configuracion

Ldt — [ (L+ \o®)dt, (1.5.4)
Jro=|

pero cuando lo son del espacio fase, es de esperarse que

/(cf pi — He)dt — /(cji pi — Ho — upd™)dL. (1.5.5)

Variando esta tltima accion,

0 = 45= / |:qi5pi + pibdg’ — aHC(Sqi - 8HC5P¢ — U <(9<;§i ¢’ + 8(?. 51%)

oq' Ip; dq dp
Oy, . i OUp, "
N ( TR (5p2) ¢ } dt
. 0OHg dp™ ; ., OHg o™
= —Dj — —— — Upyy—— ’ b — — U, i L.5.
/ [( i o7 U o7 ) 0q" + (q o, U o, ) 5p] dt (1.5.6)

lo anterior tomando en cuenta que ¢’ |§f: 0 y haciendo uso de las restricciones. Se
obtienen las ecuaciones de movimiento,

. OH¢ oo™

. = 2o, 2 1.5.7
p o7 " og (1.5.7)
y OHc D™

b= . 1.5.
! op; it Op; (15:8)
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Aqui hay que notar dos cosas, la primera es recordar que debido a que las u,, son funciones
arbitrarias de las coordenadas del espacio fase, en general las ecuaciones de movimiento
(1.5.7) v (1.5.8) no estan determinadas de manera tnica, para esto se necesitara encon-
trar las u’s (multiplicadores de Lagrange). Al final del proceso (después de encontradas
todas las restriciones de la teoria e introducido todos los multiplicadores de Lagrange
necesarios), si hubo multiplicadores que no se pudieron encontrar, significa que el sistema
estd indeterminado hasta funciones arbitrarias, pero recordando que la Mecénica Clasica
es una teoria determinista se podria pensar que quiza esto tenga alguna relacién con la
libertad de norma de la teoria, y en efecto, se vera que las restricciones asociadas a estos
multiplicadores seran las generadoras de las transformaciones de norma de la teoria.

Si se define la transformada de Legendre del espacio de configuracion (g, ¢) a la superficie
#(q,p) = 0 del espacio (g, p,u) dada por

" = q",

oL
L = 2 (q.4), 1.5.9
p aqn(q q) (1.5.9)

Um = um(q> Q)v

se ve que la transformacion entre espacios de la misma dimension 2N es invertible, puesto
que se tiene

- = q",

. _ OHc do™

"= +um8pn, (1.5.10)
¢(q,p) = 0.

De esta manera, las ecuaciones (1.5.9) implican (1.5.10) y viceversa. Asf la invertibilidad
de la transformacion de Legendre cuando el determinante de la matriz hessiana es cero,
se puede recuperar agregando variables extra, los multiplicadores de Lagrange .

1.6. Hamiltoniana primaria y restricciones
secundarias
A una hamiltoniana de la forma (1.5.3), por definicion, se le llamara Hamiltoniano pri-

mario,
H,:= Hc + u,, o™, (1.6.1)

el cual ya contiene, a diferencia de H¢, toda la informacién con la que hasta este momento
se cuenta del sistema.
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Notese que las ecuaciones anteriores (1.5.8) y (1.5.7) se pueden reescribir de manera
compacta en la forma®

9 =19, He} + umig, "}, (1.6.2)

Con g = g(q,p) siendo una funcion arbitraria del espacio fase. En particular puede ser
una de las coordenadas o los momentos, con lo que se recuperan las ecuaciones (1.5.8) y
(1.5.7). Ademas, esta expresion puede reescribirse como

g=1{9,Hc +un¢™} :={g, Hi}, (1.6.3)

cuya veracidad, se ve desarrollando

= {9, Hc} +umi{g, o™} + {9, um}o™ (1.6.5)
= {g,Hc} +un{g, o™}, (1.6.6)

Lo anterior utilizando las propiedades del paréntesis de Poisson y ocupando las restric-
ciones ¢ = 0.

Como ya se menciond previamente, en forma un tanto heuristica, se espera que las
restricciones no varien con el tiempo, i.e. gb'm ~ 0. Estas condiciones en lo siguiente se

9Donde {, } representa el Paréntesis de Poisson, el cual nos da la estructura simpléctica de la teoria.
Sean f y g dos funciones arbitrarias del espacio fase, el Paréntesis de Poisson entre ellas se define como

of g  90f 9g

dq* Op; Op; 5qi'

{fi9} =

Y cumple las siguientes propiedades: (f, g y h funciones arbitrarias del espacio fase)
1. Antisimetria: {f,¢9} = —{g, f}.
2. Linealidad: {c1f + cag,h} = c1{f, h} + c2{g, h}, con ¢; y co constantes.
3. Existencia de elementos nulos: {c, f} = 0, V¢ constante.
4. Identidad de Jacobi: {f,{g,h}} + {h,{f,g}} + {9, {h, f}} = 0.
5. Regla del producto: {fg,h} = f{g,h} + {f, h}g.
6

. Paréntesis de Poisson fundamentales

{d",d"} = 0={pipk}
{¢",pe} = 0.

10
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llamaran condiciones de consistencia, que pueden ser vistas como un caso particular de
(1.6.3) cuando g = ¢™(q, p), las cuales pueden escribirse de la siguiente manera,

¢ = {¢' H\} = {¢', Ho} + un{d', o™} ~ 0. (1.6.7)

La relaciéon anterior se puede considerar como un sistema de ecuaciones lineales no-
homogeneo para los multiplicadores de Lagrange u,,, v del comportamiento de este sis-
tema dependera si se pueden o no despejar todos o algunos multiplicadores. Definiendo,
ht = {¢', Hc} y W la matriz cuyas entradas son W™ = {¢' ¢™}, este comportamiendo
se puede resumir en los siguientes casos:

Caso I: h # 0 (no todas h' ~ 0) y det W # 0.

Escribiendo el sistema de ecuaciones (1.6.7) en forma matricial,

h+Wu 0, (1.6.8)

con h vy u los vectores columna cuyas entradas son h' y u,, respectivamente. Debido a
que det W £ 0, W tiene inversa, por lo que todos los multiplicadores de Lagrange van a
poder ser encontrados y estaran dados por

u=-W'h = u,=-W_{¢' Hc} (1.6.9)

Asi, para este caso, sutituyendo (1.6.9) en (1.6.7), las ecuaciones de movimiento se podran
escribir como

g={g, Ho} — {9, 0™W,,}{¢", Hc} := {9, Hc }p, (1.6.10)

ésta es la definicion del paréntesis de Dirac, del cual se hablard mas en lo sucesivo.
Puesto que todos los multiplicadores de Lagrange pudieron ser encontrados, dadas las
condiciones iniciales para un sistema, las ecuaciones (1.6.10) determinan una evolucion
lnica, como usualmente se presenta en Mecanica Cléasica. Notese también que esta ex-
presion es andloga a la que aparece en Mecénica Clasica, solo que aqui se sustituye al
paréntesis de Poisson por el de Dirac.'®

Caso II: h #£ 0 y det W = 0.

Retomando (1.6.8), h + Wu = 0, puesto que det W = 0, s6lo K multiplicadores de
Lagrange van a poderse despejar, y M’ — K (nulidad de W) quedaran indeterminados®!,

10En Mecanica Clasica elemental se tiene que la evolucién temporal de alguna funcién, o traslacion
en el tiempo, estd dada por el paréntesis de Poisson de esta funcion con el hamiltoniano (generador
infinitesimal de traslaciones en el tiempo), y en el caso de que la funcion dependa explicitamente del
tiempo se le agrega la derivada parcial con respecto a éste.

HUtilizando un razonamiento anélogo al de la subseccién 1.2.

11
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por lo que la teoria seguird conteniendo funciones arbitrarias, lo cual es el caso de interés
en las teorias de norma.
Sean V" los vectores nulos de W (i = 1,..., M' — K) que, por definicion, satisfacen

WV =0, (1.6.11)

con esto y (1.6.8) se tiene '
WV &0, (1.6.12)

que en general son funciones del espacio fase independientes de los multiplicadores. Estas ¢
relaciones implican que la teoria presenta ¢ restricciones adicionales, las cuales se llamaran
restricciones secundarias.

Este es quiza, el caso mas importante, pues es el que aparece en las teorias de norma,
por ejemplo!?, Electrodindmica Cléasica, Chern-Simons, Pontrijagin, Teorfas tipo BF,
Gravedad en 3 dimensiones, etc.

Caso III: h =0y det W # 0.

De la relacion de (1.6.8) se tiene ahora el sistema homogéneo,

Wu ~ 0, (1.6.13)

y, de los teoremas de sistemas de ecuaciones lineales, se tiene que s6lo existe la solucion
trivial, es decir todos los multiplicadores de Lagrange son cero. Por lo que el sistema
se reduce a una igualdad, 0 ~ 0. Esta complicaciéon se puede minorar, imponiendo que
det W =~ 0 como restriccion secundaria.

Caso IV: h=0y detW = 0.

En este caso, de la relacion (1.6.8) se sigue teniendo, al igual que en III, que

Wu ~ 0, (1.6.14)

pero ahora, debido a que det W = 0, si el rango de W es igual a K, M'— K multiplicadores
van a poder ser débilmente determinados.

Notese que el hecho de h sea cero puede venir de un hamiltoniano igual a cero, i.e.
He =0, con lo cual tendriamos problemas para definir la evoluciéon temporal del sistema
dado por (1.6.3). Sin embargo todas las teorias que se estudiardn en esta tesis caen en
el segundo caso, y éstos tltimos se incluyen s6lo por completez.

Una vez agotada la informacion que proviene de las relaciones de consistencia sobre las
restricciones primarias, si la teoria presenta restricciones secundarias, se tiene un caso

12 Algunos de estos ejemplos se estudian en detalle en esta tesis.

12
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similar al que se tenia en un inicio, i.e. un problema de extremos con restricciones sélo
que estas restricciones viven en el espacio fase. Ahora se puede construir, de manera
analoga a como se hizo con la hamiltoniana primaria, el hamiltoniano secundario,

Hy := He + u;d', (1.6.15)

donde las ¢’ son todas las restricciones que se han encontrado hasta el momento (prima-
rias y secundarias), ahora es este hamiltoniano el que contiene toda la informacion con la
que hasta este momento se cuenta del sistema. Por lo que las ecuaciones de movimiento
toman la forma,

g={9,Ho +u;¢'} := {g, Ha}, (1.6.16)
y de aqui se pueden calcular las relaciones de consistencia sobre las restricciones secunda-
rias. Si después de realizado este proceso aparecen nuevas restricciones, que se llamaran
terciarias, se repite otra vez todo el proceso, ahora se construye la hamiltoniana terciaria,
y se vuelven a calcular las relaciones de consistencia sobre estas restricciones, y asi se
repite la misma historia hasta que dejen de aparecer restricciones. A todo el conjunto
de restricciones secundarias, terciarias, ..., se les llamara simplemente secundarias en lo
sucesivo.

1.7. Reductibilidad

Si las restricciones ¢* no son todas independientes entre si, es decir, unas se pueden
obtener a partir de las otras mediante una transformacion lineal, se dice que la teorfa
presenta reductibilidad, de otro modo se dice que se tiene el caso irreducible. Por ejemplo,
en las dos teorias tipo BF que son el objeto principal de esta tesis, se presenta reducti-
bilidad, en tal caso, se pueden omitir las restricciones que son dependientes, puesto que
siempre se puede considerar que localmente se estd trabajando con el caso irreducible.
Notese que la identificacion de las restricciones independientes no siempre es una tarea
facil, o incluso podria ser globalmente imposible debido a obstrucciones topolégicas.

1.8. Condiciones sobre los multiplicadores
y hamiltoniana total

Una vez encontrado el conjunto completo de restricciones, se analizaran las condiciones
sobre los multiplicadores de Lagrange. De las condiciones de consistencia para todas las
restricciones de tiene,

or = {¢", Hr} = {¢", Ho} + w {¢", 6"} =0, (1.8.1)

13



1.8. CONDICIONES SOBRE LOS MULTIPLICADORES
Y HAMILTONIANA TOTAL 14

con u,v =1,...,J, siendo J el niimero total de restricciones encontradas, y se define al
hamiltoniano total, Hy, por la ecuaciéon dada arriba. En unos momentos se regresara a
este hamiltoniano.

Como ya se habia mencionado antes, las ecuaciones (1.8.1) pueden ser vistas como un
sistema de ecuaciones lineales para los multiplicadores, u,; y, como se sabe de algebra
lineal elemental, la soluciéon general se puede escribir de la siguiente manera

w, =U,+V,, (1.8.2)

con U, una solucion particular a las ecuaciones inhomogéneas y V), la solucion mas general
del sistema homogéneo,

V,{¢" ¢} ~ 0. (1.8.3)

Debido a que V), es la soluciéon mas general, ésta a su vez puede ser escrita como combi-
nacion lineal de soluciones independientes al sistema homogéneo, por lo que V, = v;V,
cont=1,....,I, siendo I el nimero de soluciones independientes del sistema homogéneo.
Con lo anterior,

u, = U, +v; V). (1.8.4)

Hay que considerar que las v son totalmente arbitrarias, asi que las u, pueden separarse
en una parte que se fija mediante las condiciones de consistencia y otra que permanece
indeterminada. Lo cual se reflejado en la hamiltoniana total, y a su vez en las ecuaciones
de movimiento,

Hr = Hc+uy¢V
= He+ (U, +vVHe"
= He+U, " +vVi¢”
= He+ U@ + v, (1.8.5)

con v;Vi¢” := v;¢", que sustituido en las ecuaciones de movimiento,

f o= {f.Hry={f Ho+U,¢" +v;¢'}
= {f>H/+Ui¢i} :{va/}+{favz¢l} ‘
= {f,H}+o{f,¢'} +{f.vi}¢' ={f, H} +v{f, ¢}, (1.8.6)

con H' := Ho + U,¢” y utilizando las restricciones ¢ ~ 0. Notese que estas ecuaciones
contienen [ funciones arbitrarias, y por construccién son equivalentes a las ecuaciones
de movimiento de Euler-Lagrange (1.1.2); y como se vera méas adelante H' es de primera
clase, asi como también las ¢'.

14
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El hecho de que aparezcan funciones arbitrarias, marca una diferencia sustancial con
lo que se conocia de Mecanica Clasica elemental, donde para unas condiciones iniciales
dadas se tiene una evolucién tnica del sistema; aqui por el contrario dadas las condiciones
inicales ya no se tiene una evolucién tnica, sino que esté indeterminada hasta funciones
arbitrarias. Esto se va a relacionar con la libertad de norma de la teoria, como se vera
més adelante.

1.9. Restricciones de primera y segunda clase

Como ya se mencion6 anteriormente, la diferencia entre las restricciones primarias y
secundarias es mas bien un tanto irrelevante y se tratan al mismo nivel. Sin embargo,
resulta fundamental separar las restricciones entre de primera y segunda clase, puesto
que las primeras seran las generadoras de las transformaciones de norma (un elemento
fundamental en todo este analisis) y las segundas permitirdn construir el Paréntesis
de Dirac, que en las teorias que presentan este tipo restricciones vendra a sustituir al
paréntesis de Poisson a la hora de calcular la evolucién dindmica del sistema.

Definiciéon: Sea F' una funcional del espacio fase, se dice que es de primera clase si su
paréntesis de Poisson con todas las restricciones es débilmente cero,

{F,¢"} =0, (1.9.1)
en otro caso, se dice que F' es de sequnda clase.'

Si F' es de primera clase, entonces {F,¢"} tiene que ser fuertemente igual a alguna
combinacion lineal de ¢’s, debido a que cualquier funcional que es débilmente cero en
el presente anélisis es fuertemente igual a una combinacién lineal de las ¢’s puesto que
estas son las tinicas cantidades independientes que son débilmente cero. Asi,

{F o1 = " 0. (1.9.2)
Teorema: El paréntesis de Poisson de dos cantidades de primera clase, es también de

primera clase.
Prueba: Sean {F, ¢} = f* 0" y {S,¢"} = s* ,¢°, con F'y S de primera clase. Considé-

13Basta que F no sea débilmente cero con una restriccién para que sea de segunda clase.
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1.9. RESTRICCIONES DE PRIMERA Y SEGUNDA CLASE 16

rese {{F, S}, ¢"}, que utilizando la identidad de Jacobi,

{{r,5h o't = {{F.¢"} St —{{S ¢} F}
= {fup¢p’s}_{sup¢p’p}
f'of” S+ A{f" 5, SYo" — 8 {07, Fy = {s", F}¢/
(f" 05”0 = 8" " a) % + ({f* 1, S} = {s" ), F'}) ¢ = 0.(1.9.3)

Como primera aplicacion de este concepto, notese que tanto H’ como ¢* son de primera
clase, cuya veracidad puede verse de la siguiente manera. Para ver que ¢’ es de primera
clase, hay que recordar que v;V,¢" := v;¢", con lo que el paréntesis es

{0,0") = {Vio". 0"} = Vi{o" 0"} + (V)0 }o"
= V¢, 0"}, (1.9.4)

y debido a que V' es solucion al sistema homogéneo de ecuaciones para los multiplica-
dores, i.e. Vi{¢", ¢"} =~ 0, se llega a la conclusion,

{9, 0"} = 0; (1.9.5)
por lo tanto las ¢ son restricciones de primera clase.

Para ver que H' es de primera clase, se considera su paréntesis de Poisson con todas las
restricciones,

{H', ¢} ={Hc +U"¢",¢"} = {Hc, ¢} + U{e”, ¢} +{U,, ¢"}¢", (1.9.6)

sumandole un cero débil, ecuacion (1.9.5),

{Hla¢'u} = {HC'7¢M} + UV{¢V7¢M} +vi{¢i7¢u}
= {He +U,¢" +vi¢', ¢}
= {Hr,¢"} = —{¢" Hr} = 0. (1.9.7)

Esta taltima igualdad se satisface por condiciones de regularidad.

También puede verse que las ¢ forman un conjunto completo de restricciones de primera
clase, por lo que cualquier restricciéon de primera clase es una combinaciéon lineal de las
@' (con coeficientes que son funciones del espacio fase), modulo términos cuadraticos en
las restricciones de segunda clase. Si cualquier restriccion primaria puede escribirse en

16



17 1.9. RESTRICCIONES DE PRIMERA Y SEGUNDA CLASE

esta forma, su paréntesis con todas las restricciones debe ser débilmente cero, lo cual se
verifica facilmente,

{0i¢" + WP, ¢} = wp (*{d”, 0"} + {¢*, ¢*}¢") = 0, (1.9.8)

donde ¢ es de primera clase, ¢”, ¢* de segunda clase, w,, coeficientes del espacio fase,
y utilizando al final las restricciones.

Cabe mencionar que la descomposicion de Hy en H' y ¢' no es tnica, puesto que U, es
cualquier solucion del sistema inhomogéneo. Esto significa que si renombramos las v;, se
puede admitir en H’ cualquier combinacion lineal de las ¢’ sin alterar la hamiltoniana
total.

1.9.1. Algebra de restricciones

Una vez separada las restricciones de primera y de segunda clase, al construir el algebra,
si v, es constriccion de primera clase y x; es constriccion de segunda clase, uno obtiene

(Vo mt = Coue+ T XaXs, (1.9.9)
{VasXa} = Codm+ Col’xs, (1.9.10)

donde C¢, vy T;ZB son las funciones de estructura. Efectuando el algebra de constricciones
de alguna teoria, debe tener la forma de (1.9.9) y (1.9.10), donde se podran encontrar el
valor de las funciones de estructura.

1.9.2. Separacion de las restricciones de primera y segunda clase

En esta seccién ya se di6 la definicion de restricciones de primera y segunda clase. Sin
embargo, similarmente a lo que sucedi6 con las restricciones primarias, las restricciones
de primera clase no tienen que ser directamente algunas de las restricciones primarias o
secundarias; en general seran combinaciones de éstas; y para encontrarlas serd necesario
encontrar los vectores nulos de la matriz cuyas entradas son todos los paréntesis de Pois-
son entre las restricciones, para finalmente contraerlos con las restriciones y asi obtener
las restricciones de primera clase correctas (i.e. todas las restricciones de primera clase
independientes entre si de la teoria).

Sea W' la matriz J x J cuyas entradas son,

W' = {¢* ¢}, (1.9.11)

17



1.9. RESTRICCIONES DE PRIMERA Y SEGUNDA CLASE 18

donde ¢* son todas las restricciones primarias y secundarias encontradas y J es el ntimero
total de éstas.

Proposicién. Si det W’ & 0, entonces hay R’ restricciones de primera clase (con R’ el
rango de la matrix W’).

Prueba. Sidet W' = 0 (en la subvariedad definida por las restricciones), entonces RangoW’ =
R’ < Jylanulidad (J— R') # 0; con lo que se pueden encontrar (J — R') vectores nulos,
wiceon (1=1,...J — R), tales que

wi{0®, 0"} =0, (1.9.12)
esto por la misma definicion de los vectores nulos, con lo que se tiene,
{wio®, ¢} = 0, V¢’ € @, (1.9.13)

con ® = {¢° | ¢Pes una restriccion primaria o secundaria}. De esta manera puede
verse que las restricciones w’ ¢ forman un conjunto de (J — R') restricciones de primera
clase (puesto que su paréntesis de Poisson es cero con todas las restricciones). Asi, las
restricciones de primera clase de la teoria son,

7= wh e (1.9.14)

Con lo anterior no solo queda probada la proposicion, sino que se muestra una manera
sisteméatica de encontrar las restricciones de primera clase de la teoria, y de paso también
se prueba lo que se decia en un principio, i.e. que es necesario calcular los vectores nulos
de W’. Un ejemplo sencillo de esto se tiene en Chern-Simons Abeliano.

Debido a que la separacion relevante para las restricciones es aquella que las distingue
entre de primera y segunda clase, conviene introducir una notaciéon que tome en cuenta
este hecho. Asi, las restriciones de primera clase se denotaran por la letra griega v y las
de segunda clase por .

Cabe mencionar que el nimero de restricciones de segunda clase esperadas nos la da el
rango de la matriz W', la cual una vez hecha la separacion toma la forma,

P’y ') - ()

P°%x) [ {¢°, 0% {o% '} -+ {¢° 7}
o' (x) | {0".¢°} {o".0'} - {o', 07}
: 5 3 o {e? 07}

o’ (x) \ {o7,0°} {o7.0'} - {¢, ¢’}

W) XW)
S @) (0 y ) (1.9.15)

xX°(x)




19 1.10. TRANSFORMACIONES DE NORMA

con C*? una matriz R’ x R’ antisimétrica e invertible sobre la superficie de restricciones.™

Notese que el numero de restricciones de segunda clase, que coincide con RangoW’' = R/,
debe ser par.'

1.10. Transformaciones de norma

Con lo visto hasta el momento cabe hacerse la pregunta: ; Qué significado fisico tiene el
hecho de que las ecuaciones de movimiento contengan funciones arbitrarias?*®

Uno sabe de Mécanica Clasica elemental que dadas las condiciones iniciales para un
sistema dado, las ecuaciones de movimiento determinan de manera tnica el estado del
sistema para tiempos posteriores. Sin embargo, aqui se encuentra una situacién muy
diferente, pues ahora dadas las condiciones inciales del sistema!” (el estado fisico inicial)
la evoluciéon de éste, dada por las ecuaciones de movimiento, no estd determinada de
forma tnica debido a la presencia de estas funciones arbitrarias (los multiplicadores de
Lagrange). Pero la Mecéanica Clésica es una teoria determinista, por lo que dos estados
que comparten las mismas condiciones iniciales no deben de ser fisicamente diferentes,
se dird que estos sistemas son equivalentes de norma.

Siguiendo esta idea, considérense dos estados con las mismas condiciones iniciales al
tiempo tg, y que su evolucion dindmica difiere en el valor de los multiplicadores de
Lagrange. Utilizando el desarrollo en serie de Taylor a primer orden para la variable

1E] que C*? sea una matriz invertible se ve directamente a partir del hecho de que tiene rango R/,
puesto que el rango de una matriz da el niumero de renglones independientes, o dicho de otra manera,
la matriz méas grande que se puede construir a partir de la primera y cuyo determinante es distinto de
cero. Esta ultma condicién da la invertibilidad de la matriz.

5Dado que C es una matriz R’ x R’, con R’ el nimero de restricciones de segunda clase, si R’ fuese
impar implicaria que det C' = 0 (que contradice que R’ sea el rango de W').

Prueba: Como C' es antisimétrica y utilizando las propiedades del determinante,

det C' = det(C?) = det(—C) = (—1)* det C,

en el caso que R’ fuese impar,
det C = —det C = det C' = 0.

16La definicién general de un sistema invariante de norma, y que resulta ser la mas ttil para entender
los sistemas de norma se debe a Dirac.

17S6lo se necesita dar los valores iniciales de ¢’s y p’s, los valores de v se mantienen indeterminados,
una forma de verlo es que el estado fisico inicial esta determinado por las variables canonicas, no por v.
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1.10. TRANSFORMACIONES DE NORMA 20

canodnica F, en cada uno de los dos estados,

F(t) = F(ty)+ Fot
= F(to) + ({F. H'} + vi{F, ¢'}) ot (1.10.1)
F'(t) = F(to)+ F'ot
= F(ty)+ ({F, H'} +v}{F,¢'}) ot, (1.10.2)
(1.10.3)
y restando estas ecuaciones se tiene,
SF(t) = F(t) — F'(t) = (v; — v}) {F, ¢;}0t := 6v;{F, ¢'}, (1.10.4)

con dv; := (v; — v}) 0t. Con esto se puede ver que el estado fisico del sistema se mantiene
inalterado, por hipdtesis, bajo estas transformaciones aplicadas a las variables canoénicas.
Este cambio en las variables canénicas consiste en aplicar una transformacion de contacto
infinitesimal con una funcién generadora dv;¢". Con esto se llega a la conclusion de
que las restricciones de primera clase son las funciones generadoras de transformaciones
infinitesimales de contacto, que corresponden a cambios en las q’s y p’s que no afectan
al estado fisico del sistema.'8.

Se puede ir més lejos y probar lo siguiente,

1. El paréntesis de Poisson {¢’, ¢’} de cualesquiera dos restricciones de primera clase
genera una transformacion de norma'?.

18Para abreviar, en lo siguiente se referird a las restricciones de primara clase como las generadoras
de transformaciones de norma.

9La veracidad de esta afirmaciéon puede verse aplicando cuatro veces de manera sucesiva una trans-
formacion de norma (1.10.4), de la siguiente manera

Fy = F 4 ¢{F, ¢},
F2 = Fl +77]{F17¢]}a
Fy:= F — e {F5, ¢*},
Fy:=Fs —n{Fs,¢'},
y en efecto, puede verse que (despreciando términos cuadréticos en € y 1),
F4 =F+ 77J6L{F7 {¢i7 ¢7}}7

y al ser € y n pardmetros arbitrarios, se ve que en efecto se tiene una transformaciéon de norma de la
forma 1.10.4.

20



21 1.11. GRADOS DE LIBERTAD

2. El paréntesis de Poisson {¢', H'} de cualquier restriccion primaria de primera clase
con la hamiltoninana de primera clase H' genera una transformacion de norma.?

Utilizando las dos afirmaciones anteriores se puede ver que, si a una variable candnica
F se le aplica una transformacion de la forma (1.10.4) y posteriormente se evoluciona en
el tiempo con Hr,

F':=F+n{F,¢'} — (F):={F, Hr}, (1.10.5)
y luego se le aplican las mismas transformaciones en orden inverso,
F={F,Hr} — (F) :=F+n{F,¢}; (1.10.6)

la diferencia ' o
(F') = (F) = n{ F,{¢", H'} ) +nooi{ F {¢", ¢}, (1.10.7)

es también una transformacion de norma que deja inalterado el estado fisico del sistema.

1.11. Grados de libertad

Hasta este punto ya tenemos todos los ingredientes necesarios para proceder al conteo
de grados de libertad. Antes de proceder al célculo definamos este concepto.
Definicion: Los grados de libertad de un sistema, son el ntimero de variables fisicas
independientes necesarias para describir al sistema.

20Prueba:
Sea F' una variables canonicas. Si se le aplica una transformacion de norma (1.10.4) y posteriormente
se evoluciona con H', i.e.,

F':=F +n{F ¢y — (F'),:={F HY.
Y a la misma variable F' se le aplican las transformaciones en orden contrario,
F={FH} — (F) :=F +n{F,¢'}.
y se toma la diferencia, despreciendo términos cuadraticos en 7 y €, se tiene,
(F')1 = (F) = mi{F,{¢", H'}},

la cual es una transformacién de la forma (1.10.4) con generador {¢*, H'}, con lo que queda probada la
afirmacion. Lo anterior significa que la diferencia en el orden en que se aplican las transformaciones nos
da una transformacién que no altera el estado fisico del sistema.
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1.12. LA ACCION Y LA HAMILTONIANA EXTENDIDAS 22

Recordando la manera en como se calculan los grados de libertad en Mecénica Elemental,
el nimero de coordenadas generalizadas menos el ntimero de ecuaciones independientes
de las restricciones. Aqui se puede hacer una extrapolacion de este hecho, y ver que suena
razonable que el ntimero de grados de libertad sea

aL - 1 {( Namero total de ) B ( Niamero de restricciones de )

2 variables canonicas sequnda clase originales

9w ( Numero de restricciones )1 (1111)

de primera clase

Esto significa que el nimero de grados de libertad esta dado por todas las variables
canonicas independientes, ¢’s y p’s, menos todas las restricciones. Hay que considerar
dos cosas, una es que el 1/2 aparece para compensar el hecho de que usualmente los
grados de libertad se refieren a las coordeneadas generalizadas, ¢’s, y al considerar todas
las variables canénicas estamos considerando en realidad el doble. Y el dos que acompana
a las restricciones de primara clase, es debido a su doble caracter, tanto de restriccion,
como de generadores de transformaciones de norma. Dicho de otra manera la teorfa
presenta restricciones y transformaciones de norma, que pueden verse como condiciones
adicionales que cumple la teoria.

1.12. La acci6on y la hamiltoniana extendidas

Ahora bien, la hamiltoniana total, tal como se defini6 anteriormente, ya toma en cuenta
todas las restricciones (primarias y secundarias), sin embargo, en ésta todavia no se hace
una distincién entre restricciones de primera y segunda clase, que como ya se dijo no
necesariamente vienen dadas directamente de las restricciones primarias y secundarias.
Se puede pensar en una hamiltoniana extendida que ya considere esta separacion entre
las restriciones y ademés pueda tomar en cuenta transformaciones de norma, la cual estéa
dada por,

Hp = H' 4 v, (1.12.1)

donde H’ se define de la misma manera que antes, s6lo que ahora se hace evidente que,
H' = He + Uy, (1.12.2)

lo cual se podia haber intuido por la forma en que se construy6 originalmente H'.
Cabe mencionar que es esta Hg la que da la evolucion dindmica del sistema, mediante
las ecuaciones de movimiento,

F = {F Hg}; (1.12.3)

22



23 1.13. PARENTESIS DE DIRAC

y para las variables dindmicas invariante de norma (i.e. variables tales que su paréntesis
de Poisson con los generadores de norma v* es débilmente cero), la evolucion dindmica
dada por H', H; y Hg es la misma. Para cualesquiera otras variables es necesario usar
Hpg, que considera toda la libertad de norma del sistema.

Ademés estas ecuaciones, (1.12.3), si bien son mateméticamente distintas a (1.1.2), son
por construccion, fisicamente equivalentes.

Debe mencionarse que la necesidad de una hamiltoniana extendida no es algo que se
deduzca de la formulacion lagrangiana, pues es la hamiltoniana primaria la que genera
las ecuaciones de movimiento (1.5.7) y (1.5.8) que son equivalentes, por construccion a
las ecuaciones de Euler-Lagrange (1.1.2); ademéas de que Hg contiene méas funciones ar-
bitrarias que las que contiene H;. La introducciéon de esta Hg es una nueva caracteristica
del marco hamiltoniano para poder incluir de manera manifiesta la invarianza de norma.

Notese que las ecuaciones (1.12.3) se pueden obtener a partir de la accion,

Sglg, p,v] = / (png" — H' —v,") dt = / (png™ — Hg) dt, (1.12.4)

la cual se llamara accion extendida que, a diferencia de S dada por (1.5.5), ya contiene
toda la informacion del sistema, i.e. ya considera la separacion de restricciones entre de
primera y segunda clase, ya contiene la informacion de la libertad de norma, y da como
ecuaciones de movimiento

F={F Hg} (1.12.5)
P" =~ ~ 0. (1.12.6)

1.13. Paréntesis de Dirac

Debido a que la matriz C? es invertible, existe su inversa C,4 tal que
C*PCy, = 02, (1.13.1)
Asi, el Paréntesis de Dirac se define como,

{F’ G}D = {Fv G} - {Fv Xa}COéﬂ{Xﬁv G}’ (1132)
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1.14. OBSERVABLES 24

con {, } el paréntesis de Poisson. Y satisface las siguientes propiedades:

(F,.GYp = —{G,F}p (1.13.3)
{F,GR}p = {F,G}pR+G{F,R}p (1.13.4)
{{F,G}p,R}p + {{R,F}p,G}p+{{G,R}p,F}p=0 (1.13.5)
(x*.F}p = 0, VF (1.13.6)
{F.G}p =~ {F,G}, G deprimera clasey F arbitraria. (1.13.7)
{R{F,G}p}p =~ {R{F,G}}. (1.13.8)

La demostracion de las propiedades anteriores es directa a partir de la definicion del
Paréntesis de Dirac, excepto en el caso de la identidad de Jacobi, pero su demostracion
no se tratard aqui.

Notese que las ecuaciones de movimiento (1.12.5), debido a que Hg es de primera clase
v (1.13.7), se pueden reescribir como,

F ={F Hg}p, (1.13.9)

y por los mismos argumentos, el efecto de una transformacion de norma se puede escribir
como,

{F,v"} = {F.7"}p, VF. (1.13.10)

El panorama general hasta este momento es el siguiente. El paréntesis de Poisson, des-
pués de realizar la separacion de las restricciones entre de primera y segunda clase, se
generalizd al paréntesis de Dirac, en términos de la cual se pueden escribir las ecuaciones
maés relevantes del formalismo (como las ecuaciones (1.13.9) y (1.13.10)). Las restriciones
de segunda clase se convierten en identidades para algunas variables canoénicas en térmi-
nos de otras. Ademas, es esta estructura del paréntesis de Dirac, la que, en analogia con
lo que se hace usualmente, se promovera a conmutador a la hora de intentar cuantizar
la teorfa.

En general, no es una tarea facil construir este paréntesis, puesto que se necesita encon-
trar la inversa de la matriz C*%.

1.14. Observables

Una observable (clésica) es, por definicion, una funcion que es invariante de norma en
la superficie de restricciones, o dicho de otra forma, una observable es una funcion, O,
cuyo paréntesis de Dirac es débilmente cero con las restricciones de primera clase

(0,4} p ~ 0. (1.14.1)
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25 1.14. OBSERVABLES

Si bien a estas funciones O se les llamé observables, el dar un significado experimental
de éstas va mas alla de los alcances de la presente tesis. Finalmente, cabe mencionar que
las observables clasicas no necesariamente lo seran en el caso cuantico.
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Capitulo 2

Formalismo de Faddeev-Jackiw

Como pudimos observar en el capitulo anterior la clasificacion de las constricciones en
primera y segunda clase es necesaria, lo cual no siempre es facil realizar. En este contex-
to, FJ [37] reportaron un método méas “econémico” el cual nos ayuda a desarrollar una
descripcion del sistema de manera simpléctica.

El método de F'J esta basado en Lagrangianos de primer orden, también llamados Lagran-
gianos no estandares en la terminologia usual debido a que sus ecuaciones de movimiento
no involucran las aceleraciones. La esencia del formalismo de FJ es construir una matriz
llamada matriz simpléctica, cuya construccion se realiza con las llamadas variables sim-
plécticas que son identificadas a partir del conjunto de variables dinamicas del sistema.
Si la matriz simpléctica es invertible, entonces es posible identificar los paréntesis gene-
ralizados de FJ. Si la matriz no es invertible, entonces para el caso de sistemas singulares
pasaremos a fijar la norma. Una vez que la matriz simpléctica sea invertible, se podran
identificar los paréntesis de FJ y se puede mostrar que tanto los paréntesis de Dirac como
los de FJ coinciden.

Cabe mencionar que en este método, no necesariamente se obtienen las mismas constric-
ciones que se encuentran en el Formalismo de Dirac, y no es necesario su clasificacion,
i.e., todas las restricciones estdn al mismo nivel, por tanto el conteo de grados de liber-
tad se efecttia tomando el nimero total de variables dindmicas y restamos el nimero de
constricciones independientes de la teorfa. Aqui es donde se hace notar lo “econémico”
del formalismo [53].

A continuacion, presentaremos el formalismo simpléctico de FJ para sistemas sin cons-
tricciones y con constricciones [54, 38|.
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2.1. FORMALISMO SIMPLECTICO 28

2.1. Formalismo simpléctico

2.1.1. Dos-Forma no Singular

Consideremos una variedad n-dimensional en el espacio de configuracién descrita por las
coordenadas &;,7 = 1, ...,n. Para los sistemas de primer orden, escribimos su Lagrangiano
lineal en sus velocidades como

£0) (6(0)’ S-(O)) _ a(o) (5(0))5.(0) I A() (5(0)), (2'1.1)

(]

donde aEO) es la uno-forma canénica y V(© es llamado el potencial simpléctico.
Se puede construir el vector uno-forma como
a® = (ago),aéo),ago), ...,a@) , (2.1.2)

0 L . . 20 )
donde la entrada ag ) corresponde al término que acompana a las variables fi( ), Asi,
identificaremos a las variables simplécticas con el siguiente vector

&0 = (7,67, .,6"). (2.1.3)

Las ecuaciones de movimiento de Euler-Lagrange para el Lagrangiano (2.1.1) toman la
forma

0) oV

©
FOO — Py (2.1.4)

donde fi(](-)) llamada la dos-forma se puede encontrar a partir de (2.1.1) y tiene la siguiente
forma

(0) Oaj” _ da,”

S R Sy (2.1.5)
og” o
La solucion de (2.1.4) esta asociada a que la matriz fi(;)) sea invertible. Si (fi(;)))_1 existe,
entonces podemos escribir
. oV
£O0 = (-1 . (2.1.6)
j J ¢

Cuando el potencial V) coincide con el Hamiltoniano, entonces la ecuacion (2.1.6)
también puede ser identificada con las ecuaciones de Hamilton

v

. 0)
&= O =t 67 (21.7)
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29 2.1. FORMALISMO SIMPLECTICO

Comparando (2.1.6) y (2.1.7) podemos encontrar que

(€9, e0y = (fh . (2.1.8)

El lado izquierdo de (2.1.8) corresponde a los paréntesis fundamentales de F.J, mientras
que el lado derecho de (2.1.8) son las entradas de la matriz inversa de la dos-forma fi(jo).
Esto quiere decir que podemos identificar los paréntesis fundamentales de FJ con las
entradas de la matriz inversa de fi(;]).

2.1.2. Dos-Forma Singular

Si la matriz fi(jp) no es invertible, es decir, es singular, entonces fi(jq) tiene m (m <

(0) (0)

n) modos-cero (o vectores nulos) ve (o = 1,...,m) donde vy~ es un vector fila con n

entradas. De las ecuaciones de movimiento (2.1.5) es facil ver que los modos-cero o)

satisfacen la siguiente ecuaciéon

8V
(0 0 — 0. (2.1.9)

Esta es la forma en la que a}“))arecen las constricciones Lagrangianas. Denotaremos el lado
izquierdo de (2.1.9) por Qf

Como sucede con la contraparte Hamiltoniana, es natural pedir que se cumplan las
relaciones de consistencia [56]

: 0L
0O = o - 5 (2.1.10)

Para saber si existen méas restricciones que emerjan de (2.1.10), calcularemos el siguiente
sistema

[:3€® = Z:(9), (2.1.11)

- f(o) sV
fij = Q(0> y Z; = 5¢(0)7 . (2.1.12)
55(0)1 0

Se puede observar la matriz f;; no es cuadrada, sin embargo tiene vectores nulos, digamos

donde

(0 o
V;( " Por tanto, las nuevas constricciones emergen de

vOrz, —o. (2.1.13)
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Si (2.1.13) son cero, entonces la teoria no presenta mas constricciones. En caso contrario,
se debe imponer la condicion de consistencia sobre (2.1.13) hasta encontrar que la teoria
no presente mas constricciones.
Incluiremos todas las constricciones en €);, las cuales deben ser agregadas en el nuevo
Lagrangiano digamos £ acompaiadas con su respectivo multiplicador de Lagrange
como se muestra en lo siguiente

L0 = qOE0 _ ) 4 30ig), (2.1.14)

donde
v — V(O)|Q§°>=0' (2.1.15)

De esta manera construimos el vector de variables simplécticas §<1> €como
§0 = (€0, ¢l g} = (6,607,606, ED), (2116)

= . . e . 1 1
donde £©) es el vector de todas las Varlables simplécticas que ya conociamos y 57(#21, e @(n)
son los multiplicadores de Lagrange A9 asociados a las restricciones que también seran
considerados como variables simplécticas. El vector uno-forma los construiremos como

7 = (0,02, 00, ., 6,0y aD) 2.117)

donde af}ll, ...,aﬁ,ll) son las funciones que acompanan a las variables SSJZI, ...,{I;(,P en el

Lagrangiano £ respectivamente.

Ahora, construimos la matriz dos-forma fi(jl) como (2.1.5). Si el determinante de esta
matriz es diferente de cero, podemos invertir la matriz como en (2.1.6) y encontrar los
paréntesis de F.J como en (2.1.8). Por el contrario, si el determinante es igual a cero y
ya no se han encontrado mas restricciones, entonces se fijara la norma para obtener una
matriz simpléctica invertible como veremos més adelante.

2.1.3. Fijando la Norma

Este caso se presenta si el determinante de fi(jl) es igual a cero y ademas no encontramos
restricciones bajo la subseccion anterior, por tanto, esa teoria es de norma.

Las transformaciones de norma se pueden obtener a partir de los vectores nulos de la
matriz fi(jl) de la siguiente manera [55]

66t = Ve, (2.1.18)
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donde V' son los vectores nulos de f;; v e son parametros infinitesimales arbitrarios.
Para poder encontrar la inversa, se procede a fijar la norma, es decir, imponer constric-
ciones a la teorfa de tal forma que al construir la nueva f;;, su determinante sea distinto
de cero. Notese que la identificacion de la norma no siempre es una tarea facil debido a
que no cualquier norma puede facilitar los calculos para invertir la matriz f;;'.

2.1.4. Conteo de Grados de Libertad

Para efectuar el conteo de grados de libertad, a diferencia del formalismo de Dirac, las
restricciones linealmente independientes son consideradas al mismo estatus, es decir, no
existe una clasificacion, por tanto, el conteo de grados de libertad de la teoria es

aL — [( Namero total de ) _ < Nimero de restricciones )]

variables dinamicas ndependientes

1Una vez fijada la norma, se seguiran los pasos de la subseccién anterior a partir de (2.1.14)
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Capitulo 3

La segunda clase de Chern

Dentro del marco de la topologia, un invariante topolégico describe las caracteristicas de
la variedad a la que esta asociado. Desde este punto de vista, la segunda clase de Chern
es un invariante topologico que detecta la topologia del haz de norma. Por otro lado, es
una teoria topologica si es vista como una teoria de campo, esto se debe a que carece
de grados de libertad locales. Otra caracteristica de este invariante, es que puede ser
escrito como una diferencial total, lo cual implica que no contribuye a las ecuaciones de
movimiento de la teoria a la que es agregado, sin embargo, su relevancia se hace presente
en la estructura simpléctica, esto es importante dado que la estructura simpléctica seré
promovida a conmutadores a nivel cudntico para cuantizar la teorfa [57.

Cabe mencionar que existe el formalismo de Dirac estricto y el formalismo de Dirac
reducido. Este tltimo formalismo se us6 para estudiar la segunda clase de Chern en [39)].
Sin embargo, este formalismo no esté desarrollado en el espacio fase completo. Como ya
se mencion6 anteriormente, para comparar el formalismo de Dirac y el de FJ, es necesario
tratar con el espacio fase completo. Por ello, en esta secciéon, estudiaremos la segunda
clase de Chern bajo el formalismo de Dirac estricto utilizando las mismas variables usadas
en [39] (tipo Ashtekar) para asi obtener las constricciones completas de la teoria y poder
construir los paréntesis de Dirac, los cuales no fueron reportados en [39].

3.1. Analisis Hamiltoniano

La segunda clase de Chern tiene la siguiente forma

S[A IJ] —

”w

2o | [1]

/M [P A A FrylA]] (3.1.1)
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donde = es una constante, M es una variedad cuadridimensional y F' es una 2-forma
llamada la curvatura de la conexion definida como F'7 5 = 0, A7 —03A 7+ A AS —
AQJKAQKI donde Au” es la conexion valuada en el grupo SO(3,1). Aqui I, J, K =0,1,2,3
son los indices de grupo que pueden ser subidos y bajados por una métrica de Minkowski
' =(-1,1,1,1).

Para realizar nuestro analisis, introduciremos un campo auxiliar B’/ que corresponde a
una 2-forma valuada en el grupo SO(3,1). Asi la accion (3.1.1) toma la estructura de
una teorfa tipo BF' dada por

1
S[A;LIJ7 Bolc(ﬁL] = E/J\/[ |:FIJ[A] A BIJ - §BIJ A BIJ 3 (312)

donde B" = §Bl}dx* A dzP y x* son las coordenadas espacio-temporales con a, 3, i =
0,1,2,3.

Al obtener las ecuaciones de movimiento de la acciéon (3.1.2), uno obtiene (3.1.1), es
decir, las acciones (3.1.1) y (3.1.2) son equivalentes via ecuaciones de movimiento.
Ahora tomaremos la hipotesis de que la variedad M es topologicamente como M = X X R
donde ¥ es una hipersuperficie de Cauchy y R es un parametro de evolucion, esto con la
finalidad de poder efectuar la descomposicion 3+1. Con lo anterior mencionado y ademas
rompiendo la covarianza de Lorentz obtenemos el siguiente Lagrangiano

. 1 .. . 1 g . . , .
L = /M En™* [BOJbCAaoj+§B”bcAaij+§A0ij (0.BY,, +2B", Al +2B%, A,)

+Aoo; (0aB%,. + BY, A; + BY, A})

bc*ta j

+BY%,, (8aAb0i — OpAgoi + AanAbji + AbojAaij)

1.
+§B”05 (aaAbij — OpAuij + AaiOAbOj + AailAblj - AajOAbOZ‘ - Aalebli)

1 _o; 1 _ s 1, 1,
—QBOJOaBOch - EBojabBOjOC — 15 ?0aBijbe — 5 JabBijOC] d’z, (3.1.3)
aqui a,b,c = 1,2,3 corresponden a los indices espacio-temporales, €?%¢ = ¢ y i j k =
1,2, 3 corresponden a los indices de grupo, donde ambos indices pueden ser subidos y
bajados con la métrica euclidiana n”/ = (1,1, 1). Introduciendo los siguientes cambios de
variable

Oabc

Agij = _EijkAaka

Agij = _Eijk:Aoka

Babzg = EijkBabka

BOazg = 6ijkBoak7

Agi = Yo, (3.1.4)
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obtenemos la siguiente densidad Lagrangiana

L = Enabc (BabOiAcoi + BabiTci>
+A0k [80 (EnabCBabk) + EnabcejkmBabchm _ EnabcﬁjkBabOiAch}
+Aooi [0c (En™°By,") — En™€? A By* — En™e B, T F]
+E77abCBoa0i |:8bAc0i — O Apoi + EijkAbOchk‘ - Ez’jkAcoijk]
+20* By,* (06T — 0o — €7 ApoiAcoj + €kjmechm]
—En [Bye” Bavoj + Bay" Bock) (3.1.5)

si introducimos ahora las siguientes variables

OZ = —Ti,‘
Agoi = =N,
- 1
B 07 = _ ¢t
Oa 2§a )
1
Boai = — 5 Xais (3.1.6)

obtenemos lo siguiente

L = Enabc <Bab0iAcOi + Babi’rci>
_Tk [ac (EnabCBabk) + Enabc€jkmBabJTcm . EnabceijkBabOiAcoj}
—A,; [ac (EnachabOi) _ EnabceijkAcojBabk _ EnabceijkBab()chk]

E e s " o
— =", [&;Ami — 0 Apoi + €7 Avoj Ler — €Ay’ Lok — Bchi]

2
_%nabcxai [8bTm- — 8chi — EijkAbOiAcgj + Ez‘jkachk — Bbcz'] . (317)
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De la ecuacion (3.1.7), encontramos los siguientes momentos canénicos

oL

c01 = § —= abc 01
0Ac; “
oL ,
ci - _ : abCBabz’
oY
. L
T = a— = 0,
oT;
A= 3_L =0,
OA\;
. 0L
cai — =0
° ag’ai ’
, oL
(= =0
X aXCLz bl
ab0i = aL —
8BabOz ’
, OL
= _—Z_ =, (3.1.8)
aBabi

con los siguientes paréntesis fundamentales de Poisson entre los campos a tiempos iguales

526353(‘1: - y)?
5,078 (x — y),

}
{Ti(x), T (y) } 5/6°(x — ),
; } 510%(x —y),
{ai(2), ()} = 60016%(x —y),
{Xai (1), X" ()} 50810%(x — y),

{Bai(x), 0" ()}

5 (0105 — 0500) 10%(x — ),

1 ,
(0005 — 8587 616%(w — ).

(3.1.9)

Si uno desea conocer los paréntesis de Poisson a tiempos diferentes, es necesario resolver
las ecuaciones de movimiento de la teoria, encontrar la funcién de Green a dos puntos
y seguir los pasos marcados en [58]. Por otro lado, de la definicion de los momentos
canoénicos, podemos identificar la siguientes 60 constricciones primarias
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chllm = paOi _ Enachchi ~ O,
gz’ — ,n_az' . Enachbci ~ 07
¢ = T'~0,
¢ = N=o,
gi = gcai ~ 0’
(612' = Xai ~ 07
$b0i = pabOi ~ O,
abi = i, (3.1.10)

El Hamiltoniano canénico de la teoria esta dado por

H. =

= /M (Ti [&m% + EijkﬂajTak - Gijkpa[)jAaok]

+Az [8apa0i - EijkAanﬂ_Z - €ijkpa0jTak}

—_
—
—
—_
—
—

nabcgaz‘ |:abAcOi - acAbOi + EijkAbochk — EijkAcoijk}

- nabCXai [achi - achi - eijkAboiAc()j + Eijkachk]

/ |:Acin00i + Tciﬂ-Ci + T;TZ + Az[\l + +¢ai§ai + BabinabOi + Babipabi - L d3$
M

1 . 1
+_§alpa0i + _Xazﬂ—aii| d3]}7

3.1.11
5 5 (3.1.11)

agregando a la ecuacion (3.1.11) las constricciones primarias obtenemos el Hamiltoniano
primario dado por la siguiente expresion

Hl = Hc + / [)\aOi (paOi - Enachchi) + /\ai (Trai - Enachbci) + aiTi + ﬁz]v + eaiéai + ,uaif(ai
M

+)\ab0ipab0i + /\abz’pabi] d*z
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= / (TZ [8 7Tal- + €; Jk “ Tak - Ez]kpaojA ]
M
[@ o EijkAanﬂ_Z . EijkpanTak}
n“bc ‘ [31;14@01 DeApoi + €7 Ao T et — eijkAcoijk]

+A;
2
% [3chz Oy — GijkAbOiAch + Ez'ijbjTCk}

1 1 , : A
+2§ zpaO + 2Xa @ + )\aOz ( a0i Enachchz) + /\az (ﬂ_az:nachbcz)

_I'OQTZ + ﬁZAZ + 9(17, S + ,uaif(m; + )\ab()ipabm + Aabipabz} dng (3112)
donde Ayoi; Aais Qs Biy Bais Hais Aabois Aapi SON los multiplicadores de Lagrange.

De la consistencia de las constricciones, identificamos las siguientes 24 constricciones
secundarias

P~ 0= Y = 0, — €787 Yoy — €, p™ A ~ 0, (3.1.13)
éi ~0= g = (aapa LS A g) ~ 0 (3.1.14)
~0= waz = —57’](117C [E)bACOi — 8cAb0i + EijkAcoijk - GijkAbochk}
1 )
—§p“0’ ~ 0, (3.1.15)
0f ~ 0= ug' = —on™ [BT] = 00, — € Ay Ao + €5, 1T
1 .
—57 T =0, (3.1.16)
y los siguientes 36 multiplicadores de Lagrange
1 . ,
)\efOn ~ 2_: (nefceijnTZpCOJ _ nechiemchk + Eafgen . Eaegfn . ‘—‘gf . kT k
+E, 6T — Exee™ Agor + Exfie""’“Aeok), (3.1.17)
1 o i —m i
)‘efn ~ o= (nefc JTZWC]- + ﬂechiemijO] — Ze ijge Aij 6 §f Aer
—Z0.x," + 205X, — xSy + uxfieij”nj), (3.1.18)
Xeon ~ 0, (3.1.19)
Aen ~ 0. (3.1.20)
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Hasta ahora hemos encontrado las siguientes constricciones primarias

qb‘fgi = pzin o EnachbCUi ~ O,
czn' = ﬂ_az’ o Enachbci ~ 0’
gb()i = pabOi ~ O,
abi = pabi o), (3.1.21)

y a continuacion las constricciones secundarias

Vs = 0,7 — P Top — € 0™ A = 0, (3.1.22)
¢y = — (0up™ — € ")} — Pt Angs) & 0, (3.1.23)
5= o [RA = 0A + € AT, — €7 Ay Y]
1 )
_§pa01 ~ 0, (3.1.24)
gi = _%nabc [abTCi - 8CTbi — EijkAb()jACOk + EZJkaJTCk]
1 .

La teoria no presenta constricciones terciarias.

Las constricciones secundarias obtenidas coinciden con lo reportado en [39], donde se
utilizo el formalismo de Dirac “reducido”.

Con lo anterior, encontramos la siguiente &lgebra de constricciones.

{97 (), 7" (1)} = 0, {¥5(2), 8" (y)} = €' W5t (z —y) = 0,
{61 (2), 65 (y)} =0, {¥5(), 67" ()} =0,
{68%(2), v5(y)} = —€" ™"z — y), {¢5(2), 68 (y)} = 0,
{61%(2), ¥i(y)} = —en,6°(x — ), {¥i(2), ¥i(y)} = =€ W56°(x — y) = 0,
{61% (@), v5'(v)} = —En*" (=n"0k, {¥i(2), v (y)} = " W5t (x — y) = 0,

+€ilnTen)53<x o y)7

{Qba(li(x)v gl(y)} = _EnadfeilnAfon(sg(I - y)v {1%1(1]), gl(y)} = _Eilk gk(sd(x - y) ~ 07
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40

{01% (@),
{61 (2),
{65'(x), 5 (y)} = 0

{5 (), 5
{65 (z), ¢4
{65'(2),
{05 (2),

5 ()} =
§'(y)} = En"(—n

deOl(y)} _ _nadenzldi%(x _ y)’

)} =0,

(y)} = '™ 6% (x — y),

(y)} =—€¢"p

aOméS(w - y)7

_EnadfeilmAfomd?) (.T _ y)’

z‘lae

{05'(x), 67 ()} = 0,

{05 (2),

{¥5(2),

Sustituyendo los 36 multiplicadores de Lagrange en la acciéon (12), encontramos bajo la

)}
{v5(x), 4
{5(2), ¢

= _Enllé?)(w - y)?

(1)} = " 50°(x —y) = 0,
()} = €' o3 (x —y) =0,

Sy} = €'t (x — y) = 0,

{¢i(2), 67 (y)} = 0,

{i(x), 6§ ()} = 0,
{vg'(x), 5" (y)} = 0,
{9 (), ' (y)} = 0,

{5'(x), 07" ()} = 0,
{98'(x), 5 (y)} = 0,
{6 (@), ¥ (W)} = 0,

(05! (a). o4 w)} = 0.
CRORO)
(6 (). o4 ()} =0,
(6 (). 0 ()} =0,
(087 (2), 02 ()} = 0

=0,

conjetura de Dirac las siguientes 48 constricciones de primera clase

v
Vs
V3

at

Va

0
Ve

T =0,
A =0,
geai ~ O,

X" =0,

zk a a0j
9, J Tak—ejkp TA Lo

a01 ) alj~y k
aap — €D ]Ta

bck _ a0j

1 ) aj

bCOk) ~ O,

1 , . )
z]k a AaO] 2:77abcezjk (,n_ajpchk: +pa0jpbck) ~ O,
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—_

= , . 1 )
V7o = 5 abe [abACOi — OcAvoi — GiJkAcoijk + Ei]kAbOchk] + 5]9@01
—abpaboz' + Eijkakpaboj + EijkAbOkpabj ~ O,
,yéu = §nabc [abTCZ . aCsz o EljkAbOjACOk + Ezjk’rb]’rck} + 5,ﬂ_az

_oypt — eijkAbOkpabOj + Eijkakpabj ~ 0, (3.1.26)

y las siguientes 36 constricciones de segunda clase

F(lei = paOi _ E,r]achbCOi ~ 07
F(Qu' = ,/Tai o EnabCBbci ~ 0’
FabOi — pabOi ~ 0
3 - ~ Y
ravt = pti a0, (3.1.27)

cuya algebra de constricciones es
{1(2), %)} = €5 10%(z —y) = 0,

{(2), %' ()} = €' 18" (x — y) = 0,

{5(@),29 ay)} = €unf oF — %nachZC L9 + %nabcrgcolriai ~ 0,

{75, i(2), Vgl(ZJ)} = Gilk%‘si kT %nabcéﬁFZmF%“m - %nabcridrfllai + %nabcégrgcomrgaom
—%nabcrgcmrgaofi ~ 0,

{6°(2), 76 (1)} — €5 10 (x — y) = 0,

{96 (@), ()} = € 58" — 3200 T4, D30 + 5nanc D50 T4 + S T, T4
—%nabcl“iczFil” ~ 0,

{’Vgi@)a ’Yéﬂ(y)} = ¢ W%k + %Uabc(silrgcomrga m %ﬁabcrgaiFgwl - %nabcéilrga[)mrgcm

1 da iTbel ~
+ﬁnabcr3aozr4c ~ 07
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{8 (@)% )} =0, {9 0:(2). T (W)} = —¢,"T5%6°(x — y),
{1 (@) 7 W)} =0, {9 (@), T9 (1)} = —¢,"T5%,0°(x — y),
W@ W wr=0, {17 u@). 05"y} =0,

{3(@). Ty} =0, {9 u(2), ¥ @)} =0,

{73(2). Tg ()} =0, {18 (@), T (y)} = €9T5%,;6° (@ — ),
{5(@).T5% (W)} =0, {1§'(2). T ()} = —eVT%0% (@ — ),
{%@). T W)} =0, {1'(@).T¥"(y)} =0,

{'(@). Ty} =0, {7 (2), T ()} =0,

(@), rf W}t =0 {'(@).Ti )} =0,

{6 (), T§ ()} = 0,

donde se puede observar que el dlgebra es cerrada y obedece las reglas del formalismo
canonico del algebra entre constricciones expresado en (1.9.9) y (1.9.10). Por otro lado,
las constricciones v y 7g" son indentificadas como generadores de rotaciones y boost
respectivamente mientras que 7,%, y 7* son generadores de traslaciones, esto se puede
ver del algebra de constricciones. Debido a lo anterior, podemos identificar que el algebra
de constricciones de primera y segunda clase mostrada anteriormente tiene una estructura
de grupo, el cual corresponde al grupo de Poincaré.

Con toda esta informacion obtenida, podemos efectuar el conteo de grados de libertad
fisicos de la teoria de la siguiente forma; hay 120 variables dindmicas, 48 constricciones
de primera clase y 36 constricciones de segunda clase, por tanto uno obtiene -6 grados
de libertad. Sin embargo, se sabe que la segunda clase de Chern es una teorfa reductible,
es decir, las constricciones no son independientes una de la otra. La reductibilidad de las
constricciones es la siguiente
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9a7 0i €7 Tak Vs oj + €7 Aok Vs ; + %'76 0i + € Far T30, + €7 Fupon T'Y;
+21:nabc e D8 + %nabce Tp0 T, (3.1.28)
Das 4 _Q‘jkAaOk’Y? 0j T Ez‘jkTak’Yg it %’75 i eiijabOkngOj + €z‘ijabkFij
21:77abc I pad F3 ok — 2,1—77111)06 ¢ F (3.1.29)

Por tanto, hay 42 constricciones de primera clase independientes. Efectuando nuevamente
el conteo de grados de libertad encontramos que la teoria carece de grados de libertad,
la teoria es topoldgica como uno esperaba.
Debido a que las constricciones de primera clase son generadoras de las transformaciones
de norma, definimos el generador de norma G como una combinacion de constricciones

de primera clase

G = / [91,i71i + 007" + 03,0075" + Orairs™ + 05755 + G607 + 97?i V7 0i Qs,aﬁgi] dz.
M

(3.1.30)

Con esta funcion generadora encontramos las siguientes transformaciones de norma

0 Aqor

5le

Td’“)

(3.1.31)

{Ad(]b G}
i 1 beOk i 1
O e | Ay + o bl + 06 0i€" 1, 2J7dbcp
Lo
—0abls,0r — 597, 1d>
{lea G}
7 1 k 1 7 bcOk
o 2J7dbc6uk;p — €y Yar | + 060 o= b€ kP~ €7, Ao,

1
—0405, + 598,dl7

(3.1.32)
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0T,
o\
OSa

OXai
(SBdeOl

0B el

dol

5ﬂ_dl

5T
SA!

5 gAdl

5 )A(dl
5 pdeOI

6pdel

3.1.33
3.1.34
3.1.35
3.1.36

{1, G} = 6y,
{A, G} = 0y,
{Cdz, G} = 93,dla
{xa, G} = 04,1,
{Baeor, G}

7 a0 1) _a
- H9577ade€ijlp 7+ :.06,ai77ade€ 1™ —

(3.1.33)
(3.1.34)
(3.1.35)
(3.1.36)

1 1 .
_8697? 1d + §ad97? le — _97?Z d€i "Lk

2= 2 2
1 . 1 - 1 )
+§97?Z o€t " Lar + 598,diezlk14e0k; - 508,eiezlk14d0k, (3.1.37)
{Bdeb G}
1 a a0; Looi & 1
5= 0L Nadge€;”yT i + 96 0ilaar€” P + 97 € " Ao — 597, € Ador + 55698@5
1
_iad‘g&el + 5‘98,di621 Tep — 598,62‘621 T g, (3.1.38)
{del G}
9, e”l 03 4 g oicnd + nabdab97?z o 97?1‘ ) (Enadceilkfrck Te ]lpad)
+98,0i€”l (EnabdAbOj +p* ()j) ; (3.1.39)
{7le G}
6516ZJ 7r 4 9 Zez 1,.d0j 0702a zj (EnabdAbOj + padoj)
—Gs,m-e”l (un“debj +p"), (3.1.40)
{1.G} =0, (3.1.41)
{A', G} =0, (3.1.42)
{<*.G} =0, (3.1.43)
{(x",G} =0, (3.1.44)
{p™,G} =0, (3.1.45)
{(p™, G} =0. (3.1.46)

La matriz formada por el algebra de constricciones de segunda clase llamada matriz C,3
tiene la forma

Cop =

{FQOZ FdOl} {FaOz Fdl} {I‘aOz FdeOl} {FaOz Fiel}
{ng’ FdOl} {Fé”, Fdl} {F62n7 FdeOl} {ng’ Fgel}
{FabOi FdOl} {FabOi Fdl} {FabOi FdeOl} {FabOi FZlel}
{I“aln FdOl} {Fabz Fdl} {Fabz FdeOl} {Fabz Fgel}
(3.1.47)
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0 0 Enadenil Od ‘l
_ 0 0 0 —Ep*n" | 4
= =pdabyil 0 0 0 0 (x —y), (3.1.48)
0 by 0 0
y su matriz inversa C’a_ﬂl es
0 0 L70de s 0
- 0 0 0 —=NdefMj | <3
Cog = Elderi | 532 — ). 3.1.49
af 5= 1def T 0o 0 0 (@ —y) ( )
0 — 5 desN” 0 0

El paréntesis de Dirac entre dos funcionales F'(¢,p) v G(q,p) esta definido como

(F,G}p = {F,G} - /dudv{F r(u)}C T (v), G}, (3.1.50)

donde wu, v son variables de integracion auxiliares, ['* representa las restricciones de se-
gunda clase y C’;ﬁl es la matriz inversa de C,g que hemos definido anteriormente. Por lo
tanto, usando (3.1.49), los paréntesis de Dirac entre los campos estan dados por

{Auoi(), p™ ’y) = {Awi(z), dOj( )} = 05670%(x — y), ( )
{Tai(@). 7 (W)}p = {Twlx), 7(y)} = 5,6]6°(x —y), ( )
{T~<> (L), %) = 66 — ), (3153
{Ai(z), A {Ai(x), N (y)} = 6]6%(x — y), ( )
{ai(), = {cui(x) Ad]( )}_5215?(53(33_3/)7 (3.1.55)
( )

( )

( )

( )

ﬂ>@ﬁ

djy

Y
Y

Do), X° {Xai(2), XV ()} = 03000 — ),
{Basos (), p™ 0,

o
o
b
o
tp
o
tp

tp

AAA/_\/_\,_\

y)
)
)
)
)
)

{Bai(z), 1™ (y)}p = 0, 3.1.58
1
{Bawoi(z), Aa(y)}p = 2—:77abd77zz53($ -Y), 3.1.59
1
{Bai(x), Ta(y)}p = —5=Nawanad’ (x —y). (3.1.60)

PE

Se puede observar que en (3.1.59) y (3.1.60) presentan una contribucion del parametro
= a la estructura simpléctica, lo cual se manifiesta la importancia de este parametro
a nivel Hamiltoniano. Esto no fue contemplado en [39] debido a que las constricciones
encontradas son de primera clase. Cabe mencionar que si efectuamos el limite = — oo
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3.1. ANALISIS HAMILTONIANO 46

entonces tanto Byyi, Agor como By, Tg conmutan, en el limite = — 0 estos paréntesis
se indefinen, por lo que este caso no es considerado.

En la seccion siguiente, analizaremos la segunda clase de Chern pero ahora bajo el forma-
lismo de FJ. En esa seccion encontraremos que los paréntesis de Dirac (3.1.59) y (3.1.60)
coinciden con los paréntesis de F.J.
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47 3.2. ANALISIS DE FADDEEV-JACKIW

3.2. Analisis de Faddeev-Jackiw

Cabe recalcar que lo que se desarrollard en esta seccidén no se encuentra reportado en la
literatura lo cual es completamente nuevo y sera reportado en [59].

Partimos de la ecuacion (3.1.5) para realizar nuestro andlisis. Si escribimos la ecuacion
(3.1.5) en la forma de (2.1.1) obtenemos lo siguiente

E(O) _ EnabCBabOiAcoi + EnabCBabiTci . V(O), (321)
donde V© llamado el potencial simpléctico es expresado como
VO = — A (020 Bay) + Z0°€ 3, Bayy T.F — E1" i By Ao
—Agoi [0:(En™B,,") — Enee jkBabOj Y. — En™°€7 By Aoy
—ET]achgam [abACOi - 3(;/41702' + GijkAbOchk‘ - GijkAcoijk}
—Zn" By (0T — 0., + eijkachk - eijkAbOjAcUk}
+20" [ Boy Boevi + B Boai) - (3.2.2)

Del Lagrangiano simpléctico (3.2.1) podemos identificar las siguientes variables simpléc-
ticas

€0 = (Agoi, By, T, Bais Ay’ Aoois Bag™ Boai)s (3.2.3)
y la uno-forma
a(O) — (EnachabOia 07 EnabCBabia 07 O» 07 07 O) (324)

esta

Con lo anterior, la matriz simpléctica f;; que se define como f;;(z,y) = gzj((i/)) — gzjgg
dado por

0 Endecsi 0 0 0000
Enlecsi 0 0 0 0000
0 0 0 —Zpdeest 00 0 0
= dec S
FO = 8 8 0“77 0 8 8 8 8 8 Fx—y). (3.25)
0 0 0 0 0000
0 0 0 0 0000
0 0 0 0 0000
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Se puede observar que la matriz (4.2.5) es singular y por tanto, la teoria tendra constric-
ciones. Los modos-cero de la matriz fi(;)) son los siguientes cuatro vectores

% = (0,0,0,0, V", 0,0,0),

Y = (0,0,0,0,0, VA 0,0),
A =(0,0,0,0,0,0, V0" 0),
v = (0,0,0,0,0,0,0, VB0,

i ) 0i ) . . . ,
donde VA" VAwi 1/ Bao™ y 1/ Baoi 5on funciones arbitrarias. Asi, usando estos cero-modos,
encontramos las siguientes constricciones

;0
I / a2V / d*yV 0 (¢)
0
= 0.(Zn™ Buy) + 2% | By, T 5 — Zne;1B " AL, (3.2.10)
0 00i  _ /dsvaamé/f /d3yv(0)(§)

a01

= 0.(2n™B,") — En™e B, T .F — Zn € By Ay, (3.2.11)

a i 0
Q©° 0i = /dngB“O 5B OOi/dgyV(O)(f)

= E?’]abc [&)Acm — acAb()Z‘ + EijkAbOchk — EijkAc(]ijk + BabOi} s (3212)

O avi  _ /deVBaOidB(S /d3yv(0)(§)

a07

= E" [T — 0Ty + € TS — € A Ao + Byl (3.2.13)

se puede observar que (3.2.10), (3.2.11), (3.2.12) y (3.2.13) son las constricciones de FJ y
ademés no coinciden con las constricciones secundarias que se obtuvieron en el método
de Dirac. Esta diferencia se debe a que en el método de Dirac se trabajo en el espacio
fase y en FJ elegimos al espacio de configuraciéon. Ahora observaremos si no existen mas
constricciones, para ello, calcularemos el siguiente sistema

Fi€O7 = Z,(¢), (3.2.14)
donde
v
10 560
fij = < 500 ) y Z2e=| % | (3.2.15)
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Por tanto, la matriz simpléctica ﬁj tiene la forma

fii =

0 Spebesi 0
Epobesi 0 0
0 0 0
0 0 =nebest
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
_EnabcejszabOJ _= abcek ZACOJ | ':nabc ]szabjO
_Enabc ikj B b Enabc (518 — € k;]Tc]) _ 77abc i Bab Jj
2= abc <5k8 — €. ]kak> _Enabc(sli 2= nabc ] AbO]
_2~77abc UkAbOj 0 2= abc (51 Oy + € ]k‘T J)
0 00 0O
0 00 0O
—Epabegi 0000
0 0000 |
abc (516 + 6 T ]) 000 0 0 (ZL’ - y) (3216)
_Hnabc UkA 0j 00 00
0 00 0O
=pabegi 0000

La matriz f;; no es cuadrada como se esperaba, sin embargo, tiene vectores nulos, los
cuales estan dados por

= (—eiiA V! eﬂlBabOle A +e,ﬂT 'Wi | —é, Bu;V',0,0,0,0,V,0,0,0),

0V — €, Y7 Vi €7 By Vi, —€;,” Aej Vi, €5 By, V*,0,0,0,0,0,V%,0,0),

(Vi , =2(0V; — €7 Ty, VY) 0, —2¢,”. Ayo; V', 0,0,0,0,0,0, V%, 0),

0,267 Ay Vi , =V , =2(0V; + €, Y7,V1),0,0,0,0,0,0,0, V?). 3.2.17
j J b

S S <L
I
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Por otro lado, Z;(§) esta dado por

sy
QY
0
0

0
_ o o -
En™ef A) By, + En*€™ Ago; Bap; + 2209, By,
- kj ‘ = '
—2En"¢€;" By, " Yej + 2E0*€7" Byg; A,

Zz(f) =

= abc J k =, abc =, abc J k
=n EiijO ACO + =N 6014002' + e ikAOUch

=, abc J i —, abc i 07 —_abc, jk 07
=,,ab 3 J
_2\_‘77a CabBOak — QEljka BOai

= abc % = abc i v k = abc _jki )

= (0 00i (3.2.18)

0

La contraccion de los vectores nulos con Z;, es decir, la contraccion ‘71»“2#(5) = 0 dan
identidades, es decir, se obtienen combinaciones lineal de constricciones. Por tanto, no
hay mas constricciones en la teoria. Cabe mencionar que es de esperarse este resultado
debido a que en el analisis de Dirac, no se obtienen constricciones terciarias.

Ahora, agregaremos las constricciones encontradas en (3.2.10), (3.2.11), (3.2.12) y (3.2.13)

20



o1 3.2. ANALISIS DE FADDEEV-JACKIW

al Lagrangiano simpléctico usando los siguientes multiplicadores de Lagrange los cuales
llamaremos A, = T%, Ago; = A;, By,» = %, Byei = %t Con lo anterior, el Lagrangiano
simpléctico toma la forma

E(l) — EnachabOiAcoi + EnabCBabiT i ZQ A Q(O ) 008 %Q(O) Oa

07

—%Q(O) Oai _ 1)(1), (3.2.19)

dOHde V(l) = V(O)‘Q£0>7Q<O) 007:7Q(0> Oa Oi’Q(O) Oai_( - O
Del Lagrangiano simpléctico (3.2.19) podemos identificar las siguientes variables sim-
plécticas

f (A(ILOZ? Bab 3 Taia Babia A(]iu A00i7 BaOOi7 BOai7 Tia Ai; gai7 Xai)u (3220)

y la uno-forma

) Q(O) Oa Q(O) Oai
aM = [ 2™ B,%. 0, 25" By, 0, —QY  —Q© 00 _ 5 i _ 5 . (3.2.21)
Por tanto, la matriz simpléctica esta dada por
0 Enabesi 0 0
=pabesi 0 0 0
0 0 0 —Syabesi
f(l) - 0 ‘ 0 ET]al‘)C(SI’L‘C 0
A _Enabcej.ki'Baboj - abcek Acoj Enabc ]szabj , En“bcl?ic
_Enabcezkj Babj =n abcd iy Hnabc i BabOJ _EnabcezgkAcoj
Enabc‘dzc _ %nabcé‘z Hnabc J AbO] 0 .
_Enabcekaboj 0 Hnabcd _Enabcélzc
Hnabc k B 0] Enabceiijabj _HEnabcd;'gc EnabceijkAbOj
abcek ZACOJ :nabcdzco ; abc(z 0 |
_ _'nabc b]szabj _‘nab;: € ’kBab j _577(11)(:E J AbO] = (;)bcdz
abe 1)1 abc zg abe Si
EnDy.  EnTeeit A, 0 S0 B — ), (3.2.22)
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
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3.2. ANALISIS DE FADDEEV-JACKIW 92

donde Di, = 6id. + €7 Yy v di, = 6.0. — ¢,” Te;. Se puede encontrar que la matriz
(3.2.22) es singular, sin embargo, no se pueden encontrar mas constricciones, por tanto
la teoria bajo estudio tiene una simetria de norma, tal como se espera del resultado
obtenido en el andlisis de Dirac. Para obtener un tensor simpléctico, debemos fijar la
norma, de tal forma que podamos transformar la matriz (3.2.22) en una nueva matriz
que no sea singular. Con lo anterior mencionado, fijaremos la siguiente norma temporal

Aj =0 (3.2.23)
Agyi = 0 (3.2.24)
B, = 0 (3.2.25)
Byai = 0, (3.2.26)

esto quiere decir que 7% = 0,A; = 0,¢," = 0y Xai = 0. Introduciremos esto con los
siguientes multiplicadores 3;, ', p;%, 0,', por tanto, el Lagrangiano simpléctico es
LO® — =B YA+ Zp By T — T [QEO) . 6i:| — A, [Q(o) 00i _ 4]

Q(0) Oa ‘ (0 Oai ,
5 “ =i~ Xai { 5 a‘“] : (3.2.27)

<1

J— Ca

Del Lagrangiano simpléctico (4.2.27) podemos identificar las siguientes variables sim-
plécticas

5(2) = (AaOia BabOiv Taia Babiv A0i7 AOOi) BaOOia BOai7 Ti7 Ai7 gai’ Xai; Bz’u O/’ piav O-ai)7 (3228)
y la uno-forma

a® = (En“ch 0i O,E?]achabi707_[Q(O)i_ﬁz}a_[Q(o) i, (3.2.29)

ab

Q(U) Oa 0)(0) 0ai ‘
- 5 % pll, - l 5 om} . (3.2.30)
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Por tanto, la matriz simpléctica ahora es

0 Enabcé}ig 0 0 ‘_,r]abc jszabOj
=ntesy, 0 0 0 =™ Ay
0 0 0 Entbesi —Zne, Buy;
0 0 =nes; 0 —ZyteDi,
_Enabcejki Baboj _Enabcekj Z‘ACOj Enabc jzk Babj Enabchc 0
f7f72) _ _Enabceik]: Babj Egabcd;%' _ nabc i Baboj _Enabceijk Ach 0
Enabcdzc _ %,r]abc(slzg abc J AbO] 0 0
_ EnabceijkAbOj 0 abcdz _Enabc(sl'iC 0
0 0 0 0 5
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
:nabc ik:jB abj abcdz Enabceijk:AbOj 0 0 0 0
Entedy, %na‘mé; 0 0 0 0 0
‘_‘nabc ) Baboj _ EnabceiJkAbOj = abcdi 0 0 0 0
= T]Gbc UkACO]. 0 5 nabcéz 0 0 0 0
0 0 0 —o; 0 0 0
0 0 0 0 =0 0 0 3
0 0 0 o o —gs o |O@Y
0 0 0 0 0 0 —&d
0 0 0 0 0 0 0
5 0 0 0 0 0 0
0 5po 0 0 0 0 0
0 0 5po 0 0 0 0
(3.2.31)

Se puede observar que la matriz simpléctica (3.2.31) no es singular, por tanto, tiene
inversa. Después de un largo calculo, se encuentra la siguiente matriz simpléctica inversa
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0 o by O 0 0 0 0 0
S by OF 0 0 0 0 0 0
0 0 0 5= Tabg0) 0 0 0
0 0 — 5= TTabgOf 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
@ -1 0 0 0 0 0 0 0
Ly = 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
_ngl ' _Ejldegm Ejn;AgOm _EjmleQOm 0 _55 0
5050067 gdg;delﬂ 0 =500 Awom 0 0 —d50F
0 —Lodeeim Ay, —30570%  Loded,” 0 0 0
0 0 0 —e, Ay, d,! —1575 0
0 0 0 EjilBabDJ El z']ABabj —5£dbli 556” Z'AbOj
0 0 0 D =€ Ay, 0 1615,
0 0 0 8 0 0 0
0 0 0 0 0 530 0 ’
0 0 0 0 0 0 o56!
0 0 0 0 —Gu EX —Hy
=300 Cl 0 Ik —Jk
0 —opdi 0 EX —I* 0 0
0 0 —dpd Hy —J" 0 0
(3.2.32)
donde
Cy = yte (eﬂkdﬂBabOJ _ ejliDikcBabj> , (3.2.33)
— __abc 7 i m L
le = on b (—d kacil + € Jkei lAbOjACOm — EejlkBabj) s (3234)
=, abc ij i ij 1 i j
Ekl = on b (—6 ]kAbOjDC 1 + € ]lACOjd’ik‘C - 56]- lBabOJ) s (3235)
Jkl = EnabCEjleagj, (3236)

2
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—, abc i | 71 1 j
[kl = :77 b (d kbdcil - Gl]id k‘bACOj + EeljkBabOJ> . (3237)

Del tensor simpléctico (4.2.32) se pueden identificar los paréntesis de FJ

-1
2@, P W)es = |19 @) (3.2.:38)
por tanto, se pueden identificar los siguientes paréntesis
1
{Baoi (), Aat (@)Y rr = 5=Nabaand’ (x — y), (3.2.39)
1
{Buwi(z), Ya(y)}rs = —2—:77abd77z'153(x — ), (3.2.40)

donde se puede observar que los paréntesis de Dirac y los de Faddeev coinciden uno
con otro. Por otra parte, en éste anélisis hay menos restricciones que en anélisis de
Dirac, en este sentido, es mas econdémico. Como hemos comentado desde el principio, el
formalismo de FJ no hay clasificacion de constricciones, todas estan al mismo nivel. Por
tanto, el conteo de grados de libertad se realiza con la siguiente manera [GL=variables
dindmicas - constricciones independientes|, es decir, hay 18 variables candnicas dadas
por (A, T,') v 18 constricciones independientes (Q(® 7, Q(0) 007 /((0) Oai. Q0 % ), o cual
nos da una teoria que carece de grados de libertad, que es de esperarse debido a que es
bien conocido que la segunda clase de Chern es una teoria topolégica. Es importante
comentar nuevamente que los resultados encontrados en esta seccién no se encuentran
en la literatura, los cuales seran publicados en [59].

En el siguiente capitulo presentaremos el invariante de Euler analizado bajo los mismos
formalismos que aplicamos a la segunda clase de Chern.
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Capitulo 4

El invariante de Euler

Como se mencion6 en el capitulo anterior, la segunda clase de Chern es un invariante
topologico debido a que identifica ciertas caracteristicas de la variedad asociada. Vista
como una teoria de campo es una teoria topologica ya que carece de grados de libertad
locales, puede ser escrita como una diferencial total y debido a esto no contribuye a nivel
clasico pero su contribucion es importante en la estructura simpléctica de la teoria a la
que fue agregada [60]. De todo lo anterior, el invariante de Euler comparte todas estas
caracteristicas. Sin embargo, la diferencia en estas dos radica en que el invariante de
Euler identifica la topologia de la variedad base.

Como en el capitulo anterior, en [39] se analizo este invariante bajo el formalismo de
Dirac reducido, encontrando que todas las constricciones de la teoria eran de primera
clase. Debido a que se trabajo con el espacio fase reducido, no se puede comparar los
resultados obtenidos en [39] con el andlisis de F.J. Por lo anterior mencionado, en esta
seccion aplicaremos el formalismo de Dirac estricto al invariante de Fuler para poder
compararlo con el de FJ que mostraremos mas adelante.

4.1. Analisis Hamiltoniano

El invariante de Euler escrito como una teoria tipo BF tiene la siguiente forma

S[A1, BEH = 0 /

1
|:*FIJ[A]/\B[J—§*BIJ/\B[J s (411)
M

donde x = L, es el dual de SO(3,1), Q es una constante, M es la variedad del espacio-
tiempo, F es una 2-forma llamada la curvatura de la conexion dada como F'7; =
0o AST — 0sA]T + AT KAL) — AJ ATy A es la conexion valuada en el grupo
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SO(3,1). Aqui I, J,K,L = 0,1,2,3 son los indices de grupo que pueden ser subidos y
bajados por una métrica tipo Minkowski n”. También B!/ = 1B”d:rz A dz? donde z#
son las coordenadas espacio-temporales con o, 8, = 0,1, 2, 3.

Haciendo la misma suposicion sobre la variedad M como en la segunda clase de Chern,
es decir M = ¥ X R, podemos efectuar la descomposicion 3 + 1 de la accion (4.1.1), de
esta forma obtenemos la siguiente densidad Lagrangiana

r o— Qnabc[;

1 ‘ . -
+§AOM (€”1:0aBojoe + 26 Ay™ + €7y Ay B

1
€ klA ZBOch 550 lA OZBkac

1 , . )

+§A001 <€0]kzaa3jkbc + 6" Au " Bjkne + QEOJZkAQOkBOJ'bC>
1 4

+§€0jleOCOJ (8aAbkl — 81,Abkl + QAGkOAbOZ + 2AakmAbml)

1 :
+§EOjleQc]k (aaAbOI - 8bAaOZ + AaOmAbml - Aal mAme)

1 04 1 ik
_Ze ]kl (BOalebCOJ + BableOCOj) - 160] l (BaOOZBbcjk + BabOZBOcjk) } 7(4-1-2)

aqui a,b,c = 1,2,3 corresponden a los indices espacio-temporales, €%¢ = ¢ y i j k =

1,2, 3 corresponden a los indices de grupo, donde ambos indices pueden ser subidos y
bajados con la métrica euclidiana n*/ = (1,1, 1). Introduciendo las variables (3.1.4) con
€%k = €7k obtenemos lo siguiente

L = _Qnabc’rajBOjbc + QnabcAaolecl
_Aoi [@a (QnachbCOi) + Q?’]abCGj- T nBOjbc _ QﬁabCleiAaloBbck}
_AOOl [aa (QnabCBbcl) . Qnabc l T anc + Qnabc jl AaOkaCOj:|
+QT}achOch [&[TW — abTaj — €jklAa OA + EjmT szn}
+QnachOCi [8aAb0i o 8bAan o mz A T 4 €l AmeTan}

n--a m

—|—Q77abc [BabiBOCOi —|— B()aiBbCOi] s (413)
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si introducimos ahora (3.1.6) encontramos que

L = QnabCf'raleCOl i QnabcAameCl
-7 [8a (Qnachbcm) - Qnabceijkacoj Tak - QnabcekﬁAanBbck]
+Al [aa (Q,r/achbcl> + Qnabceil anciTan . QnabcejklAaokaCOj]
¢, Aok Avor + €jin T Ty — Babj]

J

Q
— 1™ 04Ty = Yoy

+ 51" Xei [OaAn’ = OrAog’ + € Aaom Ty = €A™ X" = Buyy'] - (4.1.4)

Utilizando los momentos canonicos definidos en la segunda clase de Chern (3.1.8) ten-
dremos la siguiente densidad Lagrangiana

L = Zap " — A

—

—gT’ [8]) ;€ kA o™ — €, . F “OJT ]

ij

+¥Ai [0 — 6ijkWajTak + EijkPQOkAaoj}
%Uabc Z [ab i — 0cLvi — €7 Apoj Acor + eijkachk}
+%nabcxm [0 A’ — DAy’ + €7 Ao, TF — EijkAcoijk]
+%77abc [5.” Babj — X’ Beoj] » (4.1.5)

de donde podemos identificar los siguientes paréntesis fundamentales de Poisson entre
los campos a tiempos iguales

{Cail) ()} = Qézém ),

{Aa0i<$>’7rbj(y)} = _56252353( )7
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{Ti(2), T (y)} = 66°(x—vy),
{Ai(2), M(y)} = 535§(I —y),
{Gai(2),<"(y)} = 6,0]6°(x — ),
{Xai(x)> )%bj (y)} = 526353(‘% - y)?
{Basoi(2), p™ (y)} = 3 (0505 — 8503) 616° (x — y),
{Bavi(z), 0™ ()} = 3 (6505 — 0504 670°(x — y). (4.1.6)

Es importante mencionar que usaremos las mismas variables del espacio fase que usamos
en la segunda clase de Chern, asi de la definicion de los momentos canénicos, podemos
identificar la siguientes 60 constricciones primarias

S

0i
o1
ai

2
b5
¢y =
at
5
at  —
6 =
b0
o7
abi
8

3

-~

g~

a0t EnachbCOi ~ 07
ai E,',/achbci ~ O,
iy 0’

P O,

ai ~ 07

at ~ 0’

ab0i 0

> )

Y

Wi (), (4.1.7)

El Hamiltoniano canénico de la teoria esta dado por

H, = / [Acoﬂd + Tcz'pCOi + szﬂ + Az[\l + +¢ai¢™ + BabinabOi + Babipabi — L| &Pz
M

= / <_TZ [8apa02 + ezjkAaokﬂ—a] - E,ijpao'y Tak]
M

—_
—
—

Q

2

—

ai i k,__aj J a0k
—EAl [8(17'( — € j ™ ]Tak + €, LD Aan]

_'__nabcgaz |:8ch2. — achi — eijkAbOjAcok + EijkaJTCk}

_:nachai [abAc()i - acAbOi + EijkAbochk — EijkACOijk}

2
Q1 . Q1 ,
+E§§aiﬂ-m - E§Xaipa01] dgxu (418)
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agregando a la ecuacion (4.1.8) las constricciones primarias obtenemos el Hamiltoniano
primario dado por la siguiente expresion

Hl _ Hc _'_/ |:)\a0i (paOi . E,r]achbCOi) + )\ai (Trai . EnachbCi) + OéZ'Ti + /BZAZ + eaifai + ,U/aif(ai
M

+Aap0ip™ + /\abipabi] d*x
Q ) a0 k aj k,.a0j
= (ET [(%p i‘i‘ﬂ'j Aaﬂkﬂ_ - Eij p Tak:|
M e

ai i k__a J ..a0k
——:Ai [&m — €T IV ar + €7, Aan]

PR [&,Ta’ — 0o — €7 Aoy Acor, + Eijka]Tck}

2
ey, [0b A’ — 0cAyy + €7 L Ay, T .F — € A T

2 ar c0 40 k41007 L ¢ jk*“*c0 +b

Q1 01 , . A . . . .
+E§§ai7rm o E§Xaipa07, + )\aOi (paOz . Enachbc()z) + )\ai (ﬂ_az . EnabCBbcz) + OéiTZ + B@Al

+9ai§ai + H’ai)%ai + )\abinabOi + )\abipabi] dgma

donde Ayoi, Aais @iy Bis Bais Hais Aabois Aapi SON los multiplicadores de Lagrange.
De la consistencia de las constricciones, identificamos las siguientes 24 constricciones
secundarias

Py~ 0= P = 9,p™ — €, p™ I} — €7F i Ag; & 0, (4.1.10)
¢y~ 0= ¢y = 0,1 — €F " Yo — € p" Ay =0, (4.1.11)
G 0= 8 = S [T, = 0T, — A Ao+ € 1T
1Q
__Eﬂ'a‘l ~ 07 (4112)
lai ai Q abc 01 07 ij k ijk
G ~ 0= wG = 577 [abAc - acAb + € kACOij — € AbOchk}
19
+§Ep001 ~ 0, (4.1.13)
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y los siguientes 36 multiplicadores de Lagrange

1 . o _ L

Mapo R ﬁ( - ﬁabc@;lelpcoj + nabcAiEhjﬂ-CJ — 20, + Z0us’ + Zs, eiJlTbj
—26,"€¢,” Yaj + Exvic” Aao — ExaieiﬂAbOj>, (4.1.14)

1 . | o o
Ay R~ o= (mbCEilelﬂcj — NapeNi€t  pF — e, Apoj + Ze, ', Aqo;

—Z0ax, + E0hX, — Exbie” ,TE 4+ Exaie” ka’“), (4.1.15)
Mon A 0, (1.1.16)
Ay ~ 0. (4.1.17)

Hasta ahora hemos encontrado las siguientes constricciones primarias

CILOZ' = pa(]i _ EnachbCOi ~ 07
gi = ﬂ_ai o Enachbci ~ O,
Qb(;bm = pab()i ~ O,
abi = pabi ), (4.1.18)

que coinciden con las constricciones primarias de la segunda clase de Chern por cons-
truccion.
Las constricciones secundarias encontradas son

Vs = 0,p™ — € 4 p™ TS — €7 Augy & 0, (4.1.19)
¢y = 0™ — €757 Yoy — € 1™ Ay = 0, (4.1.20)
wgi = %nabc [achz' o achi _ EijkAbOjAbOk + Gijkachk]

_%%Wcﬂ ~0, (4.1.21)
wgi = %n“bc [(%Acm - &;AbOi + eijkAcoijk — eijkAbochk}

%%paw ~ 0, (4.1.22)

que coinciden con las constricciones secundarias de la segunda clase de Chern. La teoria
no presenta constricciones terciarias.
Sustituyendo los 36 multiplicadores de Lagrange en la accion (12), bajo la conjetura de
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Dirac esperamos las siguientes 48 constricciones de primera clase

o= o
o= Aeo
,yézi = gAai ~ 0’
o= X" =0,
A Q a0 i k,a0j i k__aj 1 ik cj.ab c0j,.ab0
I aap —€; P Tak+€j7r AaOk"’EnabcE]’ (ka_p b k;) ~ 0,
i Q ai i k,_aj i k, a0k 1 i ck, ab0 cOk, ab
Y6 = = % —€;T Tak+€jp Aan‘i‘ﬁnach k(ﬁp 1+ D pj) ~ 0,
Q | ‘ 10
’)/7511‘ = Enabc [achi - achi - Ei]kAbDjAcok + Eijkachk] — §E7rai
+ 8bpab0i + eijkajpabOk _ eijk Abijabk ~ 0,
a Q abc jk Jk 10 a0
Vs i = 5T |:abAc0i — 0 Apoi — €7 Acoj Tor + € AbOchk} + 5=p"

ab ik ab0 jk ab
+0p i T €& Abij € Torp g~ 0,

y las siguientes 36 constricciones de segunda clase

a0z
F1
ai
PQ
Fab(]i
3

abi
1—‘4

cuya algebra de constricciones es

{¥5.4(2), v5.0(y)}
{75.(2), ng(y)} =

{15.4(2), ’Y7dl(y)} =

)

I _ Oks3
€ k6 5@_

kd
€ilk Yy

a0 —_abc 07
— =N, =0,
ai —._abc T~
— =0 Bbc ~ 07

abOiNO
~ Yy

3

=T~

abiNO
)

~

€ilk')/5k(53(x - y) ~ 0,

y) ~ 0,

1 al a 1 a €
- Enabersb ozrg 0i Enabelﬁ’ lri i

1 ab n € 1 aom €
+mnab65ilr‘3b0 T4 0n — mnabe&ill—‘f I =0,

(4.1.23)

(4.1.24)

(4.1.25)
(4.1.26)

(4.1.27)
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{75, i(2), 78 0 ()} = €1 "7 or — 3670l T4 om + 56MabeLs” T80 — 567abedals” 514
+agMabel'§’ o I'f5 = 0,

{18 (@), (W)} = —€" 115" 8% (@ —y) = 0,

{76°(2), % ()} = € ur™ — 55Mabe i L5 T4 1y — 55Mabel's” 014 + 367abe 0] V5 T o,
—557abe D3T85 ~ 0,

{76%(95)7 Vg, ay)} = _Gizk%,dk + %nabefszirgcomrge om T %nabeFZ“zFZ”' - %W&be‘sfribmrgem
_ﬁnabergbozrgeoi ~ 0,

{7 (@), 9 ()} =0, {T1%(@), % (y)} = —5¢"T§0,8%(x — y),

{7 (@), (W)} =0, {T5(2), ¢,"(y)} = — 56" T40%(x — y),

{8 @), Wr=0 {77 @), T5%y)} =0,

{7i(x), TP y)} =0,  {% oi(2), T{(y)} = 0,

{r3(2), T ()} =0, {I1%(2), v’ (W)} = §&"T5%.0% (@ —y),
{5@), 05 W)} =0, {T5(), v’ ay)} = 56 T57,0°( — y),
{%@), Ty} =0, {8"(), T W)} =0,

{16'(2), T ()} =0, {H§'(=). T (w)} =0,
{w' @), Tf W)} =0 {w@).Ti )} =0,
{7 (), T5 ()} = 0,
donde se puede observar que el dlgebra es cerrada y obedece las reglas del algebra entre

constricciones (1.9.9) y (1.9.10). Comparando las constricciones obtenidas anteriormente
con las encontradas en la segunda clase de Chern, podemos concluir que las constriccio-
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65 4.1. ANALISIS HAMILTONIANO

nes de estos dos invariantes no son exactamente las mismas pues en la segunda clase de
Chern solo aparece = mientras que en el invariante de Euler aparecen = y ().

Por otro lado, ahora las constricciones 7% y ¢ son indentificadas como generadores de ro-
taciones y boost respectivamente mientras que 7,% vy 5% son generadores de traslaciones,
esto se puede ver del dlgebra de constricciones. Si comparamos los resultados obtenidos
en la otra accion, encontramos que los generadores de rotaciones y de boost en la se-
gunda clase de Chern ahora son generadores de boost y de rotaciones respectivamente
en el invariante de Euler. Debido a lo anterior, podemos identificar que el &lgebra de
constricciones de primera y segunda clase mostrada anteriormente tiene una estructura
de grupo, el cual corresponde al grupo de Poincaré.

Con toda esta informacion obtenida, podemos efectuar el conteo de grados de libertad
fisicos de la teoria de la siguiente forma; hay 120 variables dindmicas, 48 constricciones
de primera clase y 36 constricciones de segunda clase, por tanto uno obtiene -6 grados de
libertad. Sin embargo, es bien conocido que el invariante de Fuler es una teoria reducti-
ble, es decir, las constricciones no son independientes una de la otra. La reductibilidad
de las constricciones es la siguiente

. . 1 ) ,
V7 = Gi]kTakV? i Gi]kAaOk’Yg i 5%‘ i+ E@']kFabkrgboj + EiJkFabORFij
1 a 1 C a
_QQnabcElikﬂ—CkF{sbol - 20) nabcelz’kp 0kF4bla (4128)
a Jjk a Jk a 1 jk ab jk ab
aa’)/g i = & AaOk'Y? j + € Tak'Yg j + 575 i € FabOkF3 0j — & FabkF4 j
1 ik, a c 1 ik _a Tbc
_QQnabcei] p Ojrg 0k — 2Qnabc€i] m jFZ ke (4.1.29)

Por tanto, hay 42 constricciones de primera clase independientes. Efectuando nuevamen-
te el conteo de grados de libertad encontramos que la teoria carece de grados de libertad,
la teoria es topoldgica como uno esperaba.

Debido a que las constricciones de primera clase son generadoras de las transforma-
ciones de norma, definimos el generador de norma G como una combinacién lineal de
constricciones de primera clase

G = / [01071" + 02,%," + 03,0075" + 01,0074 + 03750 + G076 + 07" 5 0 + 05,078 | dPa.
M
(4.1.30)
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Con esta funcion generadora encontramos las siguientes transformaciones de norma

0 Ador

0T

0T,
o\
OSal

OXadi
0 Beor

0Ber

dol

57le

{AdOb G}

. 1 ) 1
_95,1,6@% (Ad[]k + ﬁnabdpabk) 4 96,01'61[]{ <Enabdpab0k 4 Tdk>

1
+0406,01 + 597, dis (4.1.31)

{lea G}
ik ab e ab
—05.i€] (_QQndbdp %+ Tdk) + 06 0i€" )’ (_QQnabdp ;t AdOj)

1
—0405,; + 598,5117 ( )
{]jb G} = 91,l7 ( )
{A, G} =0y, (4.1.34)
{sai, G} = 031, ( )
( )

{Xa. G} = Oua, 4.1.36
{Baear, G},

_%Qéndeceijlpd)j + %96,1'77@@3 jk;pCOk - %8697, a+ %&197, el

"‘Ez’jz (97deej - ‘97ferj) - eijl (es,éAer - es,eiAdOj) ) (4.1.37)
{Baer, G}

ﬁeéndecﬁzjﬂq + %QG,Oindeceijlﬂ—Cl — Ol i + O0ibse i

—¢;’ (Bra' Aoy — 07" Aaoy) — €q" (Bs.0" Ter — b5 Tar) (4.1.38)
(™, G

Osie,, P + O ietnd, + ZyP0,0, ! + 20, e, (U”debj n épab0j>
+E€8,ai€ijl (—UabdAbOj + épadj> ) (4.1.39)
{=",G}

Ol + B ae p™ — 20, ie <nabd Ay — épadj)

Zs.,'€;” (nadCch + épad(}) — En" 905, (4.1.40)
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ST

~

SA!

5 gAdl

6>A<dl

6pde(]l

5 pdel

= {Tla G} =0,
= {Alﬂ G} =0,
= {édl’ G} =0,
= {({".G61=0,
= {p".G} =0,
= {pdda G} = 0.

La matriz formada por el algebra de constricciones de segunda clase llamada matriz C,3

tiene la forma

(DD (90T} (Y T (YT

¢, - | e

b0: T dOl {F%ZE)rgl(};l b0i T dell b0i T del
{Fg 02’F10} {Fg Z>F2} {Fg Z71—‘38 } {Fg 171—‘46}

{Tg, T4y {14}

R R R O S

0 0 Enadenil Od )
B 0 0 0 —=nten’ 30
- Endabnzl 0 0 0 5 (ZC y)7
0 _Endabnil 0 0
y su matriz inversa C’;Bl es
0 0 Lngern’ 1 0
_ 0 0 0 — = Ndef M) 3
cl = g T8 (x—y).
o 55 de 111 o 0 0 (z=y)
0 — 5= 0de s 0 0

Utilizando la ecuacion (3.1.50), los paréntesis de Dirac encontrados son

{Awoi(2), 7 (y)}p =

{Toi(z),p™(y)}p =
{Ti(2),T7}p =

{Aui(2), 79 (y)} = —502010° (x = y),

{Tai(2). p™ (1)} = 50.010°(x — ),

{Ti(2), 17} = 618%(x — y),

(4.1.47)

(4.1.48)

(4.1.49)

(4.1.50)
(4.1.51)
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(M), Nt = {M(), M (y)} =066z —y), (4.1.52)
(@), YWt = {sulx), < (y)} = 010]0°(x — y), (4.1.53)
{Xai(@). XV (W)p = {xail2), XV (y)} = 65676°(x — ), (4.1.54)
(y) (4.1.55)

(y) (4.1.56)

(¥) (4.1.57)

{Baoi(2),p™ (y)}p = 0, 4.1.55

{Bui(z), p™(y)}p = 0, 4.1.56
1

{Baoi(x),Ya(y)}p = E%bdmﬂ?’(ﬂf —y), 4.1.57
1

{Bani(), Aao(y)}p = Smasanad’(z = ). (4.1.58)

Podemos observar que en (4.1.49), (4.1.50), (4.1.57) y (4.1.58) hay una contribucién de
los parametros = y €, los cuales no aparecian a nivel de las ecuaciones de movimiento.
Cabe mencionar que al efectuar el limite de = — 0 y 2 — o0, el par de variables
(Aa0i, ™), (Tai, p™9), (Bapois Tar), (Bapis Adqor) conmutan. En el limite Q — 0 los parén-
tesis (4.1.49), (4.1.50), (4.1.57), (4.1.58) se indefinen, por lo que descartamos ese caso.
A diferencia de lo reportado en [39], los paréntesis de Dirac no fueron construidos debido
a que las constricciones encontradas en ese trabajo fueron todas de primera clase. Esto
evita que se pudiera comparar los resultados con el andlisis de F'J, el cudl presentaremos
a continuacion en la siguiente seccion.
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4.2. Analisis de Faddeev-Jackiw

Al igual que las secciones anteriores, para realizar el analisis de FJ trabajaremos en el
espacio de configuracion. Lo que se reportara en esta seccion al igual que (3.2) no se
encuentra desarrollado en la literatura y sera reportado en [59].

Partimos de (4.1.3) para realizar este analisis. Si escribimos la ecuacion (4.1.3) en la
forma de (2.1.1) obtenemos lo siguiente

LO = QBT — ¥ By A — VO, (4.2.1)
donde V© llamado el potencial simpléctico es expresado como

V(o) = Ao [ac(Qnachabz‘) + QnabcejikBabchk _ QnabcejkiBabojAcok]
—Aoi [ac(QUabCBabOi) - QnabceijkBabochk - QnabcﬁijkBabkAcoj]
+Q77abCBOai [&,Acoi - 06Ab0i + EijkAbOj Tex — EijkAchTbk + Bbcm]
_QnachOGOi [achi _ achi + Gijkachk _ El-jkAbOjAc% — Bbcj:| . (4.2.2)

Del Lagrangiano simpléctico (4.2.1) podemos identificar las siguientes variables simpléc-
ticas

5(0) = (Aa()ia Bab0i7 Taia Babia A0i7 A00i7 BaOOia Bom‘), (423)
y la uno-forma
¥ = (=" Buyi, 0, Q" B, 0,0,0,0,0). (4.2.4)

5aj(y) N 6a¢.(:1:)
o8 (z) o6& (y)

Con lo anterior, la matriz f;; que se define como f;;(x,y) = estd dado por

0 0 0 Qneesl 0 0 0 0
0 0 Qtecst 0000
0 —Qpfeest 0 0000
dec S
O = | S ’ ’ O Pa-y. @2
0 0 0 0 00 0O
0 0 0 0 0000
0 0 0 0 00 0O
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Se puede observar que la matriz (4.2.5) es singular y por tanto, la teoria tendra restric-
ciones. Los modos-cero de la matriz fi(;)) son los siguientes cuatro vectores

9 = (0,0,0,0, V4", 0,0,0), (4.2.6)
U = (0,0,0,0,0, VA 0,0), (4.2.7)
A = (0,0,0,0,0,0, V0" 0), (4.2.8)
9 = (0,0,0,0,0,0,0,VB0), (4.2.9)

[ . 07 . . . . ,
donde VA" V4w 1/ Bao™ y 1/ Ba0i gon funciones arbitrarias. Asi, usando estos cero-modos,
encontramos las siguientes constricciones

)
00 _ / 3,174 _ / 3,1(0)
N d’zV SA d°yV'" ()

= 9.(™B,0%) — e, B,," T

ab i

) 00i  _ /d3xVAa0i 5/;5 /dgyV(O)(f)

a0z

" QnabceijkBabkAcoj, (4.2.10)

[

= — [0:(™ Buyi) + Qe Bupy Y5 — ™ejiB," ALY, (4.2.11)
a i 0
0 Oi = /dngBaOO 5B 0i /dsyv(o) &)
a0
== Q?]abc |:8bTm' - 86Tb2- + Gijkachk - EijkAbOjAcok - Bbcii| ) (4212)

o .0
0 o = /d3xVBaol = /d?’yV(O)(Q

a0i

= —Qnte [abAcoi — D, Apoi + €7 Apo Yot — €ie A T,)F + BbCOi] (4.2.13)

Se puede observar que (4.2.10), (4.2.11), (4.2.12) y (4.2.13) no coinciden con las cons-
tricciones secundarias que se obtuvieron en el método de Dirac. Ahora observaremos si
no existen mas constricciones, para ello, calcularemos el siguiente sistema

F:3€7 = Z:(9), (4.2.14)
donde
v
0 50
fis = < 50 ) y Zi= 8 . (4.2.15)
o 0
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Por tanto, la matriz simpléctica ﬁj tiene la forma

0 0 0
0 0 Qnabcélj
0 _Qnabcélj 0
_Qnabc(;lj 0 0
0 0 0
_ O O O
0 0 0
e’ Bay Qe (5. — ey TI)  —e B,
_Qnabcejszaboj _QnabcekjiAcoj Qnabceiijabj
_QQnabc ik Abo; 0 2Qnabc (51’-“31, + €ijkTi)
2Q abc (518 _ Ezk]T j) gznabc(sliC ZQnabceijkAboj
Qnebes? 0000
0 0000
0 00 0O
DUCIUN L 3 31 PR
Qnabc (5lkab + Ekij'rcj) 000 0
— Qe 0000
0 00 0O

La matriz f;; no es cuadrada como se esperaba, sin embargo, tiene vectores nulos, los
cuales son

Vi = (AL VY, €uB, V! (9 Vi — e X VI €. BV, 0,0,0,0,V%,0,0,0),

Vo= (= [0Vi+ €, Y Vi]  —€ 7 BuyVi , —€," AajVi . —€i B, V', 0,0,0,0,0, V%, 0,0),
Vs = (Vi , —2(8V; +elﬂnjvl) —2¢,7 Ay;V1,0,0,0,0,0,0, V%, 0),

Vi = (0,26, Ay, Vi , Vi, 2(86V; — elﬁT]bv ),0,0,0,0,0,0,0, V. (4.2.17)
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Por otro lado, Z;(§) esta dado por

sy
5£(0) 4
0
Zi(§) = 0
0
QnabceiijOiBabj - QnabcﬁjkiAOOiBabOj, - 2Q_nab08b30ak
+2Qnabc€ikJB0aich + 2Qnabc€iJkB0a0zAb0j
_QnabcejkiAOOiAc()k + QnabcacAOi + QnabceijkAOiTck
Qntee; i, Af B, + Qnbee” ;- Ao0i Babj — IQQnabceijkAbDjBOai
+20m%¢9, B, % — 20" Y,’ B,
_QnabcacAOOi + QnabcejikAOOiTck + QnabceijkAoiACOj
0l
_ 0(0) 00i (4.2.18)
0) Oa
Q( ) o
)(0) Oai
0
0
0
0

La contraccion de los vectores nulos con Z;, es decir, la contraccion ‘71»“2#(5) = 0 dan
identidades, es decir, se obtienen combinaciones lineales de constricciones. Por tanto, no
hay mas constricciones en la teoria. Cabe mencionar que es de esperarse este resultado
debido a que en el analisis de Dirac, no se obtienen constricciones terciarias. Ahora,
agregaremos las constricciones encontradas en (4.2.10), (4.2.11), (4.2.12) y (4.2.13) al
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Lagrangiano simpléctico usando los siguientes multiplicadores de Lagrange los cuales
llamaremos A, = T%, Ago; = A;, By,» = %, Byei = %t Con lo anterior, el Lagrangiano
simpléctico toma la forma

7

E(l) _ QnachabOde . QnabCBabiAcoi . TlQEO) + AzQ(O) 00i %Q(o) Uao-
2O 0y, (4.2.19)

donde V) = V(0)|QEO)7Q(0) 00i_y(0) Oa 03:Q2(0) Oai=( =0.
Del Lagrangiano simpléctico (4.2.19) podemos identificar las siguientes variables sim-
plécticas

5(1) - (Aa(]iy B 0 Taiy Babi7 A0i7 AOOi) Ba00i7 BOaia Ti? Aia gaiu Xai); (4220)

ab

y la uno-forma

' @ 0a  (0) Oai
a® = = By, 0, B, 0,— 0+ 00, 2B ) (42.21)

Por tanto, la matriz simpléctica es

0 0 0 Qipebegh
0 0 Qrebesk 0
0 —Qupebesk 0 0
Qe gk 0 0 0
f(l) _ i 0 "
iJ Qnabceikj Babj ' Qnabcdikc - Qnabce'ij'k Bab Y Qnabcei] Ach
_Qnabc‘gjkj Baboj _QnabcekﬂAcO] Qnabcelijabj QnabCDikc
_QnabCGi]kAbOj 0 Qnabcdkz‘b o %nabcazk
Qnabcdz b %nabc(slzC QnabceukAboj 0

abe_ J abc 0j abe, jk abc i
—n€,7 Bayy  On€jiBy, " %€ Ay —Qn@edty,

_Qnabcdikc . Q'r]abCGijACQJ 0 _ %nabc(sli
QnabCGiikBabO] _QnabceﬂkBabj _Qnabcdkib _QnabceijkAbOj
e Ay DR, Gy 0 6% (& —y)(4.2.22)
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
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donde Di, = 6i0.4¢,7 ;v di, = 6.0.—€,” T¢;. Se puede encontrar que la matriz (4.2.22)
es singular, sin embargo, no se pueden encontrar mas constricciones de esta matriz, por
tanto la teoria bajo estudio tiene una simetria de norma, tal como se espera del resultado
obtenido en el anélisis de Dirac. Para obtener un tensor simpléctico no singular, debemos
fijar la norma, de tal forma que podamos transformar la matriz (4.2.22) en una nueva
matriz que no sea singular. Con lo anterior mencionado, fijaremos la siguiente norma
temporal

Aj = 0 (4.2.23)
Aoy = 0 (4.2.24)
By, = 0 (4.2.25)
Bosi = 0, (4.2.26)

esto quiere decir que 7% = 0,A; = 0,¢," = 0y Xai = 0. Introduciremos esto con los
siguientes multiplicadores 3;, o', p;%, ¢,', por tanto, el Lagrangiano simpléctico es

LO = QB T, — Oy ByA, — T [QZ(O) B ﬁi] + A, [Q(O) 00i 1 4]

2

» 0; Q(O) Oas

_ga

- Pz’a

+ Xai [ + a} . (4.2.27)

Del Lagrangiano simpléctico (4.2.27) podemos identificar las siguientes variables sim-
plécticas

6(2) = (Aaoia BabOia Tai7 Babia A(]ia AOOia Ba00i7 BOai7 Tia Ai7 gai7 Xais /6i7 ai7 pia7 O-ai)v (4228)
y la uno-forma

a® = (=™ B 0,90 B, 0.~ 97 = 5] [00 ' 4o, (42.29)

ab

Q(O) Oai )
, { T+ UD . (4.2.30)

2

02

- Pia
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Por tanto, la matriz simpléctica ahora es

0 0 0 Qpebe gt
0 0 Qrebest 0
0 —Qupebegh 0 0
—Qpebeh 0 0 0
Qnabceikj Babjo | Q’r/abcdikc - Qnabce'ij'k Babﬁj _ Qnabceijk‘ACOj
fl(f) _ _QnabCEjk_ikBab J _QnabCijiACOJ (277(11)06 kJBabj Qnabchkc
_ Qnabcei J AbOj 0 Qnabcdkib o %nabcalk
Qnabcdi " %nabcéli Qnabceijk AbOj 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
Qnabc €iki Baboj QnabceijkAbOj _ Qnabc dt ' 0 0 0 0
Qe Ay 0 —L2pabegt 0 0 0 0
_QnabcejikBabj _Qnabcdkib _Qnabceijk:AbOj 0 0 0 0
_QnabcDikC %T/abcéz{c 0 0 0 0 0
0 0 0 5 0 0 0
0 0 0 0 =0 0 0
0 0 0 0 0 0p0; 0
0 0 0 0 0 0 —gs
0 0 0 0 0 0 0
5i 0 0 0 0 0 0
0 007 0 0 0 0 0
0 0 00 0 0 0 0

o Qnabc Ez‘kj Babj
_Qnabcdikc
Qn*eenB,,"
Qnabce 'jkAch

N

cooS&oo oo

3z —y).

(4.2.31)

Se puede observar que la matriz simpléctica (4.2.31) no es singular, por tanto, tiene
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inversa. Después de un largo célculo, se encuentra la siguiente matriz simpléctica inversa

0 0
0 0
1 0 . %nabgéi;
mﬁabgék 0
0 0
0 0
= 0 0
0 0
_ Ejkl A —€)] Bbgom
D, '™ By
—L576c0t g(sg;Dfﬂ
0 %5£g€]lmz4f()m
0 0 0 ¢"Aw;  —D/
0 0 0 e;iBy”  —€Buy
0 0 0 diic —€;"1A0)
0 0 0 ¢"Buy —¢By"
0 0 0 5 0
0 0 0 0 5
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 O
—§i 0 0 Chi 0
0 —dst 0 EF It
0 0 -0t G EF,

0

_ﬁnabg(%
0

S OO OO

_ it
g
mj .
€ Ag()]
0
_1g5csbsil
Lgesbs

155
20ag

- %nabg 52
0

S OO OO

0

—Jlm Bbgm

lig 0j
€m Bbg

_1sfe il
25aged f

01 Av
1505,

55 dl ib

526
—1Iy
_Ekl

6jmkAAme

O O OO OO oo

LS.

o O O
<

8 (x —y),

(4.2.32)
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donde
Cu = Qe (EZjBabjdlic + ElijBabjDikc) ,
Eu = Qﬁabc (dlichib - Eijkﬁl miAbOjACOm - %Engab]) )
Gu = Qﬁabc (eijkAbOjdlic + Elz‘jACOjdikb + %ijBabOj) ;
Iy = %n“bceijal?j,

Kklf = Qﬁfbc (dire — Dirs) -
Del tensor simpléctico (4.2.32) se pueden identificar los paréntesis de FJ
-1
2@, = [P @)

por tanto, se pueden identificar los siguientes paréntesis

1
{BabOi(x>7le(y)}D = Enabdnil&s(x_y)u

1
{Bawi(2), Aa(¥)}p = ﬁnabdnilég)(x_y)-

(4.2.33)

(4.2.34)
(4.2.35)

(4.2.36)
(4.2.37)

(4.2.38)

(4.2.39)

(4.2.40)

donde se puede observar que los paréntesis de Dirac y los de Faddeev coinciden uno con
otro. Por otra parte, en éste analisis hay menos constricciones que en el anélisis de Dirac,
en este sentido, es més econémico. Como hemos comentado desde el principio, el forma-
lismo de FJ no hay clasificacién de constricciones, todas estan al mismo nivel. Por ello,
para realizar el conteo de grados de libertad usaremos la siguiente formula [GL=variables
dindmicas - constricciones independientes|, es decir, hay 18 variables canonicas dadas por
(Awi, T.2) y 18 constricciones independientes (Q(0)  ((0) 00i /(3(0) Oai, Q % ), 1o cual nos
da una teoria que carece de grados de libertad, que es de esperarse debido a que es bien

conocido que el invariante de Euler es una teoria topologica.
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Capitulo 5

Conclusiones

Como se puede observar, hemos analizado desde el punto de vista Hamiltoniano y de FJ
a la segunda clase de Chern y el invariante de Euler. Entre los resultados obtenidos bajo
el analisis Hamiltoniano, hemos encontrado que la estructura de grupo para el algebra
de constricciones de ambas teorias es el mismo, el cual corresponde al grupo de Poincaré.
Otro punto a comentar es que, a pesar de trabajar con las mismas variables del espacio
fase en ambas teorias, encontramos que la estructura simpléctica de las teorias es dife-
rente y este resultado no ha sido reportado en la literatura, por lo cual es una aportaciéon
nueva de este trabajo. Cabe mencionar que los parametros = y {2 tienen una contribuciéon
diferente en la estructura simpléctica y las constricciones, lo que indica que estrictamente
no son las mismas. Estos pardmetros tendran importancia cuando los invariantes sean
sumados a una accién como la de Holst, donde se buscara bajo qué condiciones sobre los
parametros se puede reproducir la formulacion de Ashtekar y la de Barbero.

También podemos comentar que aunque las acciones de los dos invariantes sean dife-
rentes, ambas comparten las mismas ecuaciones de movimiento, comparten la simetria
bajo difeomorfismos, sin embargo, los generadores del grupo de Poincaré son diferentes
para ambas teorias, es decir, los generadores de rotaciones y boost en la segunda clase
de Chern ahora son generadores de boost y rotaciones respectivamente en el invariante
de Euler y esto se debe a que la estructura simpléctica es diferente. Ademaés, dentro del
contexto del formalismo de FJ, podemos comentar que las constricciones encontradas no
coinciden con las obtenidas en Dirac, esto es debido a que en el formalismo de Dirac se
trabajo en el espacio fase y en el de FJ se trabaja en el espacio de configuracion. Sin
embargo, cuando se introducen los paréntesis de Dirac y se consideran a las restriccio-
nes de segunda clase fuertemente cero, entonces las constricciones de ambos formalismos
coinciden. En adicién, se encontrd que los paréntesis de Dirac y los generalizados de FJ
coinciden uno con el otro.
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Por otra parte, es importante senalar que el Formalismo de FJ es més practico debido a
que no fue necesario clasificar las restricciones, lo cual nos sirve como método alternativo
para poder obtener de manera méas rapida la estructura simpléctica de la teoria, y asi
més adelante ser promovidos como operadores en la cuantizacién. Desde luego que el
trabajo hecho en esta tesis no es un ejercicio de consistencia. La cuantizacién canédnica
en teorias de norma con covarianza general es un problema dificil de abordar. Desde
el punto de vista de Dirac, si se tienen restricciones de primera y segunda clase, pri-
mero se construyen los paréntesis de Dirac, posteriormente, se usa la correspondencia
clasica-cuantica en las variables canoénicas y se pide que se escriban las restricciones
de primera clase como operadores. Una vez que se tienen las restricciones en forma de
operadores, uno busca estados que las resuelvan puesto que los estados cuanticos deben
ser invariantes de norma. Posteriormente, con los estados que se encuentran uno debe
definir un producto interno de tal manera que se pueda construir el espacio de Hilbert
con funciones cuadréiticamente integrables, digamos £2(.A/g), donde A/g es el conjunto
de soluciones a las ecuaciones de movimiento, modulo el grupo de transformaciones de
norma. Sin embargo, usualmente (LA/g) es infinito-dimensional y este hecho hace que
el proceso de construir el espacio de Hilbert sea dificil. En adicion, claro estd que para
definir el producto interno, uno necesita una medida, la cual en el formalismo de Dirac
es dificil definir. Por otro parte, en el formalismo simpléctico, hay menos restricciones, y
eso facilita un poco la situacién al querer cuantizar. Para empezar, uno utiliza también
la correspondencia clasica-cudntica en las variables canédnicas y se pasa a operadores
las restricciones. Una vez que se encuentran estados que resuelven las restricciones, uno
también necesita definir un producto interno para construir el espacio de Hilbert. En el
formalismo de FJ construir la medida es un problema que se puede abordar, de hecho, la
medida esta relacionada con el determinante del tensor simpléctico que se ha obtenido al
final de aplicar el método. En efecto, se puede ver en la cita [61] que existe una conexién
directa entre el formalismo de FJ y la cuantizaciéon por integral de trayectoria. Debido
a que calcular el determinante del tensor simpléctico es muy engorroso, este trabajo no
abordara el problema, sin embargo, esa parte ya esta considerada en el articulo que se
esta redactando usando los resultados de esta tesis [59].
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