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INTRODUCCION

La radiacion solar es la energia transferida por el sol a través de ondas electro-
magnéticas, a través de esta se pueden inferir procesos de transferencia de energia
en las diferentes capas atmosféricas que se manifiestan como fenémenos climéti-
cos que pueden medirse.

Uno de los objetivos principales en este trabajo es predecir el comportamiento
a corto plazo de la radiacion solar, se utiliz6 una base de datos tomadas de la es-
tacion meteorolégica de la region de Tlaxco - Tlaxcala. Se encuentra informacién
a partir del 18 de Junio del 2011 al 21 de Junio del 2017, la base de datos cuenta
con datos que son recolectados diariamente cada media hora, para los cuales se
realiz6 un filtrado para asi obtener promedios semanales. Se realiza el andlisis de
los datos usando series de tiempo, principalmente se trabaja con la metodologia de
Box - Jenkins que, mediante este andlisis se halla un modelo que mejor se ajuste
a los datos para después obtener prondsticos para la radiacién solar.

Este trabajo pretende ser autoconteindo, por lo que se presentan los conceptos
basicos necesarios sobre meteorologia y series de tiempo, lo cual se desarrolla en
el Capitulo 1 donde se da una breve descripcién del clima y tiempo, asi como las
variables atmosféricas, la descripcién de la radiacién, ademds de, el monitoreo
atmosférico. En el Capitulo 2 se mencionan los conceptos bdsicos de series de
tiempo, iniciando por el concepto de proceso estocdstico para luego introducir la
definicién serie de tiempo, seguido de esto, estd la definicién de serie de tiempo
estacionaria, la funcién de autocovarianza, autocorrelacién y autocorrelacién par-
cial, donde estas dos ultimas son de ayuda para la deteccién de los modelos de
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series de tiempo estacionarias, tales como los modelos autoregresivos, modelos
de promedios mdviles y autoregresivos de promedios mdéviles. En el Capitulo 3
se muestran modelos para series de tiempo no estacionarias, tales como el mode-
lo ARIMA, después se mencionan métodos para la estabilizacién de la varianza
y de la media. Inmediatamente, se presentan los modelos estacionales multipli-
cativos ARIMA, asi como la identificaciéon del modelo, estimacién de pardmetros
(donde se presenta estimacién por método de momentos y estimacién por maxima
verosimilitud), diagnostico del modelo (verificacién de que las suposiciones del
modelo se cumplan), seleccion del modelo y por tltimo el pronéstico. En el Ca-
pitulo 4 se aplican los conceptos antes mencionados para el andlisis de los datos
de la radiacion solar. Y por ultimo en el Capitulo 5 se presentan las discusiones y
conclusiones de este trabajo.

En el Apéndice A se muestra la represenctacién de un proceso AR(p) como un
MA(cc). En el Apéndice B se mencionan las condiciones que deben cumplir las
raices del proceso AR(2) para que este sea estacionario (asi como un MA(2) para
que este sea invertible). En el Apéndice C se presenta el test de Dickey-Fuller, que
sirve para la verificacién de la estacionariedad de la serie de tiempo. En el Apén-
dice D se hace mencién del criterio de informacién de Akaike y BIC, que son
utilizados para la seleccién de un modelo ARIMA. En el Apéndice E se explica
sobre cémo se realizo la filtracion de los datos, en el Apéndice F, se presentan las
partes principales de los diagramas de cajas y se finaliza con el Apéndice G donde
se presenta el codigo en R de la serie de tiempo.

Gloria Aragén Merino

Facultad de Ciencias Fisico Matemadticas
Benemérita Universidad Auténoma de Puebla
Puebla,Pue. México

2018
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CAPITULO 1

DINAMICA ATMOSFERICA

El planeta estd formado por la litosfera, la hidrosfera, la criosfera, la biosfera
y la atmdsfera.

Esta ultima es un escudo importante que protege la flora, la fauna y la vida huma-
na de la radiacién solar y de distintos meteoros que pueden causar dafios a la vida
en la Tierra. Es una capa delgada de unos cientos de kilémetros de espesor que
rodea a nuestro planeta desde la superficie terrestre hasta aproximadamente 900
km de altura.

En la atmésfera, se encuentran reunidos una infinidad de procesos atmosféricos
que dan lugar a los fenémenos meteorolégicos y climatolégicos: huracanes, tor-
mentas, nevadas, tornados, brisas, inundaciones, sequias, etcétera., los cuales afec-
tan a las actividades diarias y frecuentemente resultan pérdidas de vida y de bienes
materiales. Estos fenémenos meteorolégicos que son de gran importancia se en-
cuentran comprendidos en los primeros 15 km de altitud.

La atmésfera se divide en cuatro capas: la troposfera, la estratosfera, la mesos-
fera y la termosfera, y estd conformada de una mezcla de tres tipos de gases:
gases permanentes, gases variables, constituyentes no gaseosos. [25]
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1.1. ;Quéesel clima?

El clima terrestre es el producto de la constante y compleja interaccién entre
los efectos fisicos de la atmdsfera, los océanos, las capas de hielo y nieve, los
continentes y sobre todo la vida en el planeta.

Cada dia hay variaciones en las condiciones atmosféricas de nuestro planeta, por
lo que también a diario se presentan variaciones en las condiciones de la tempera-
tura y lluvia planetaria. Sin embargo, a esas variaciones no se les llama clima, sino
estado del tiempo, es decir, el tiempo es un estado de la atmosfera que se presen-
ta en un lugar determinado durante un periodo corto de tiempo determinado.
De ahi que los prondsticos meteorolégicos que usted puede ver todos los dias en
la television o escuchar por radio son los cambios en el tiempo mds no en el clima.

En algunas partes del planeta, en especial en nuestro pais, se espera frio en in-
vierno y calor en verano, que en primavera inicien las lluvias y que sean mds
intensas y regulares en verano. Eso que esperamos se llama clima. Pero, puede
suceder que un dfa invernal sea sumamente caluroso, que las lluvias se retrasen o
que se tengan intensos aguaceros en invierno. Esto no es sefial para decir que el
clima ha cambiado, sino que son parte de una variacién del tiempo que se espera.

Para hablar del clima de un pais es necesario medir diariamente las condiciones
de temperatura, lluvia, humedad y viento, observar las condiciones de nubosidad,
la trayectoria de los huracanes, las masas de aire frio que entran por el norte de
nuestro pafs, etcétera. Para ello se requiere conocer durante varios afios el estado
del tiempo. Por lo que varios afios de mediciones y observaciones le permiten a
uno decir que el promedio de temperatura en verano de México es de 26 grados
centigrados y que llueve en esa estacion unos 370 milimetros. Esta cantidad de
afios debe ser por lo menos de tres décadas, segtin los especialistas, para poder
hablar con seguridad del clima esperado. Entonces podriamos decir que el clima
es el tiempo promedio para un determinado lugar.

Para medir algunas caracteristicas que determinan el tiempo existen las estacio-
nes meteorolégicas, y para describir el clima existen las estaciones climatolégicas
(ver Figuras 1.1). [13]
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Figura 1.1: Estaciones.

1.2. Variables atmosféricas

Se ha conocido el clima y el tiempo atmosférico a través del estudio de las
variables que los afectan de manera mds directa.

Las variables atmosféricas son: la temperatura atmosférica, las precipitacio-
nes en sus distintas formas (lluvia, nieve, granizo), presion atmosférica, hu-
medad, velocidad y direccion del viento y radiacion solar. Ademés de estas
variables, existen algunos factores que modifican las variables atmosféricas, estos
son: latitud, altitud, la distancia al mar, las corrientes marinas, relieve, etc.

Temperatura

Como se sabe, toda la materia estd compuesta de dtomos y moléculas que estdn
en movimiento permanente. El estado en que se encuentra la materia dependera
de si la energia cinética de las particulas aumenta o disminuye, entonces la tempe-
ratura del cuerpo (s6lido) o fluido (liquido o gas) también aumenta o disminuye,
respectivamente. De manera andloga, cuando un cuerpo o fluido se calienta o se
enfrfa, su energia cinética y su temperatura aumenta o disminuye, respectivamen-
te. La sensacién de calor o frio es quizds la que representa de manera mds fécil el
concepto de temperatura.
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La temperatura de un fluido también se puede relacionar con el concepto del mo-
vimiento de moléculas que componen el fluido. Es decir, mientras mayor sea la
energia cinética promedio de las moléculas, mayor serd la temperatura del fluido;
en otras palabras, la temperatura es proporcional al calor contenido en un cuer-
po. La temperatura puede ser medida en diversas escalas, las mas usuales son la
escala Centigrado o Celsius (C), Fahrenheit (F). La escala centigrado estd basada
en que la temperatura de congelacion del agua es de O grados y la temperatura de
ebullicion del agua es de 100 grados, esta escala es la mas usada actualmente. [25]

Precipitacion

La precipitacion se refiere a particulas de agua en fase sélida o liquida que se for-
man en la atmésfera y que caen y alcanzan la superficie de la Tierra.

Esto es, las nubes que parecen flotar en el cielo, siempre caen, sus gotitas de agua
son arrastradas lentamente por la gravedad. Debido a que sus gotitas de agua son
tan pequeiias y livianas, puede tomar 21 dias para caer 304.8 metros y las corrien-
tes de viento pueden interrumpir facilmente su descenso. El agua liquida cae como
lluvia o llovizna. Todas las gotas de lluvia se forman alrededor de particulas de sal
o polvo. Las gotas de agua o hielo se adhieren a estas particulas, luego las gotas
atraen mds agua y contindan creciendo hasta que son lo suficientemente grandes
como para caer de la nube.

Las gotas de llovizna son mds pequeiias que las gotas de lluvia. En muchas nubes,
las gotas de lluvia en realidad comienzan como pequeiios cristales de hielo que se
forman cuando una parte o toda la nube esta por debajo del punto de congelacién.
A medida que los cristales de hielo caen dentro de la nube, pueden colisionar con
gotas de agua que se congelan sobre ellos. Los cristales de hielo contindian cre-
ciendo, hasta que son lo suficientemente grandes como para caer de la nube. Pasan
a través del aire caliente, se derriten y caen como gotas de lluvia.

Generalmente se mide en unidades lineales de agua liquida (milimetros o pul-
gadas) con el supuesto de que esta medida es por unidad de drea. Cuando los
cristales de hielo se mueven dentro de una nube muy fria y las gotas de agua se
congelan en los cristales de hielo, la nieve caerd de la nube. [23]

Presion

La atmésfera consiste en una variedad de gases que forman una envolvente alrede-
dor de la Tierra y que se mantienen alli por gravedad. La presion de la atmosfera
no es la misma en cualquier parte, ésta, depende de la altura.
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Es decir, las moléculas de aire son atraidas hacia la Tierra y se compactan mds
a medida que se acercan al nivel del mar porque cada capa de la atmdsfera estd
siendo comprimida por la masa de aire que estd sobre ella, en pocas palabras, a
menor altura la cantidad de aire que queda comprimida por encima es mayor, y a
mayor altura la cantidad de aire que queda comprimida por encima es menor. Si
esta masa se multiplica por la fuerza de la gravedad, el resultado es el peso del
aire, que se describe en términos del drea sobre la que se mide (es decir, libras
por pulgada cuadrada, gramos por centimetro cuadrado). Este peso del aire es la
presién atmosférica. [24]

Humedad relativa

La mayor parte del aire que nos rodea tiene agua en forma de gas llamado vapor
de agua. La humedad se refiere a la cantidad de vapor de agua del aire.

Los dos tipos de humedad mds usados son la humedad absoluta, 1a cual expresa el
contenido de vapor de agua por unidad de volumen de aire. Este pardmetro indica
con relativa precisién la probabilidad de precipitacién atmosférica.

La humedad relativa es la relacién de la cantidad de vapor de agua en el aire en
comparacién con la cantidad de vapor requerida para la saturacién (a una tempe-
ratura y presion particulares), medida en porcentaje.

Si el valor de la humedad relativa es del 50 %, quiere decir que la humedad que
contiene el aire en ese momento es el 50 % de vapor de agua respecto al maxi-
mo que podria contener, que seria el 100 %. Si la humedad relativa es del 100 %
quiere decir que el aire estd lleno de vapor al maximo. Estd saturado de vapor. No
admite mds vapor. Si se intenta meter mas vapor, este se condensara.

Velocidad y direccion del viento

Al movimiento de aire cerca de la superficie de la Tierra y en una direccién ho-
rizontal cercana es llamada viento. Los parametros que afectan al viento son la
direccién y la velocidad. La direccién del viento es determinada por una veleta,
moviéndose libremente en un eje vertical en una aguja o poste elevado. Por otro
lado, la velocidad del viento es la razén del movimiento del viento en unidad de
distancia por unidad de tiempo. [22]

1.3. Radiacion solar en la atmosfera

La radiacién solar se podria definir como la emisién, propagacién y absorcién
de la energia en forma de ondas electromagnéticas y, que es expresado como la
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energia emitida por unidad de tiempo que incide en una superficie (Watts/m?). La
radiacién que llega del Sol a la Tierra es la fuente principal de energia para la
generacion de los fenémenos en la atmésfera, en los océanos y, en general para la
vida en la Tierra.

El Sol estd continuamente radiando energia en forma de ondas electromagnéticas,
la cantidad total de energia solar que llega a la Tierra depende de los siguientes
factores: emision de radiacion solar, distancia entre el Sol y la Tierra (es la distan-
cia promedio de | unidad astronémica (149 597 870.691 kilémetros) del Sol a la
Tierra), altitud del Sol (es el dngulo entre los rayos solares y el plano tangente a
la superficie terrestre) y longitud de dia (es el tiempo en que estd expuesta la faz
de la Tierra a la radiacion solar, también afecta la cantidad de energia solar que
recibe la Tierra).

Por otro lado, la atmésfera juega un papel muy importante en cuanto al balan-
ce entre la radiacién solar que entra a la Tierra y la radiacién que sale de la misma
(es decir que estd sujeta a un mecanismo de absorcién y dispersién), manteniendo
un promedio global de temperatura superficial de 15 grados C. Si la Tierra carecie-
ra de una atmdsfera para absorber y disminuir el calor que llega del Sol, entonces
gran parte de esa energia solar seria reflejada inmediatamente y la temperatura
media sobre la superficie terrestre estaria por debajo de los 0 grados C. Cuando
la radiacién solar llega a la superficie de la Tierra, es transformada en calor y en
radiacién infrarroja. Esta energia la absorbe la atmésfera y la emite nuevamente al
espacio. Al termino de un afio, el sistema terrestre devuelve exactamente la misma
cantidad de energia que llega del Sol ya que de no ser asf la Tierra se calentaria (o
se enfriarfa) ilimitadamente.

No toda la radiacién solar que llega a la atmosfera logra penetrar la superficie
de la Tierra (ver Figura 1.2). De esta, una pequeifia parte es reflejada al espacio,
de la restante una parte es absorbida por la atmosfera (principalmente por el O,
y el C'O,). Y de la otra parte restante (la cual es absorbida por la superficie te-
restre), una parte se transforma en movimiento de la atmosfera y la hidrosfera,
las cuales transportan el exceso de calor de los trépicos hacia los polos. Y la otra
parte es transformada en radiacién de onda larga, la cual es emitida a la atmosfe-
ra, reteniéndola por el efecto invernadero, para después remitirla a la superficie y
al espacio exterior, manteniendo un balance radiativo en el sistema terrestre. Los
principales gases de invernadero son: el vapor de agua, el di6xido de carbono, el
metano, el oxido nitroso y los clorofluorocarbonos, los cuales retienen un gran
porcentaje de la radiacion infrarroja terrestre. [25]
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Figura 1.2: Mecanismo de la Radiacién Solar.

Pero, si la atmoésfera contiene demasiados
de estos gases, toda la Tierra se convierte en
un invernadero cada vez mads caliente. La at-
mosfera conserva demasiado calor por la no-
che, en vez de dejarlo salir al espacio. En-
tonces, al dia siguiente, el Sol calienta la su-
perficie de la Tierra todavia mas (ver Figura
1.3).

La atmosfera funciona como un invernadero,
cada dia hace un poco mds de calor que el dia
anterior. No es posible medir este efecto de un
dia para otro, ni de un afio a otro. Sin embar-
2o, a lo largo de los aflos, apenas unos pocos
grados de calentamiento comienzan a provocar
cambios. El aumento de temperatura del agua
ocednica afecta el clima en todas partes del
mundo. Algunos sitios tienen tormentas mds
intensas, mientras que en otros apenas llueve.

Por la noche, casi
toda la energia solar
se escapa y vuelve al
espacio, Una parte
queda retenida en la
atmésfera por los
gases de efecto in-
vernadero y continta
calentando la Tierra,

Durante el dia, cuando
la energia solar llega a
la atmésfera de la
Tierra, la mayor parte
penetra la superficie,
pero una fraccién
rebota y welve al
espacio.
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Figura 1.3: Efecto invernadero.



8 Dinamica atmosférica

Es de interés mencionar que, la atmésfera en alguna ubicacion de la superficie
terrestre, es frecuentemente clasificada en atmdsfera con nubosidad y sin nubo-
sidad. Los mecanismos de absorcién y dispersién son similares en ambos casos.
Sin embargo, es evidente que la menor disminucién de radiacién toma lugar en
un cielo sin nubosidad. En consecuencia, la radiacién méxima es recibida en la
superficie terrestre bajo las condiciones de cielo sin nubosidad. La radiacién se
puede dividir como sigue:

1. Radiacién directa o rayo: Es la radiacién solar recibida en la superficie te-
rrestre son cambiar la direccion, es decir, en linea con el sol.

2. Radiacion difusa: Es la radiacién recibida en la superficie terrestre desde
todas las direcciones del hemisferio celeste (después de ser sujeto a la dis-
persién en la atmoésfera).

3. Radiacioén global o total: Es la suma de la radiacién directa y la difusa. [30]
En ésta tesis se trabajé con la radiacién total.

1.4. Monitoreo atmosférico

Para llevar a cabo la obtencién de los datos meteorolégicos es necesario contar
con un instrumento que nos indique el valor de cada variable, en este caso, una
estacion meteoroldgica la cual permite cuantificar mediciones y hacer registros re-
gulares de diversas variables meteoroldgicas (por ejemplo la velocidad y direccién
del viento, la presién atmosférica, la insolacion del suelo, la humedad, la radia-
cién solar, la caida del agua, la temperatura). Una estacion meteoroldgica cuenta
con sensores especificos tales como anemémetro, barémetro, heliégrafo, higrome-
tro, piranémetro, pluviémetro, termémetro entre otros. El flujo de la radiacién es
usualmente medido mediante la ayuda de un piranémetro o un pirheliémetro. [30]

Los datos registrados se utilizan tanto para la elaboracién de predicciones meteo-
rolégicas a partir de modelos numéricos como para estudios climdticos. El instru-
mental meteorolégico registrard sus mediciones en funcién del relieve topogrifico
y urbano donde se encuentre instalado, ya que es necesario que este se encuentre
en un lugar despejado, sin elementos de encajonamiento que introduzcan una alte-
racion en los datos obtenidos y en los procesos de medicién. Estos aparatos deben
cumplir con regularidad en su funcionamiento, precision, sencillez en el disefio,
comodidad de manejo y solidez de construccion.
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Piranometro

El piranémetro es un instru-

. ™Y o~ swefcwns mento que mide la radiacién glo-

= K . bal o difusa que cae sobre una su-

Tomnillon da ainelaciineg - perficie sobre un campo hemisfé-
Paademontae~ N\ (Fh 1+ ] IFh . s . 2

S \\ ht ‘ | | n'co de vision (.ver I’Jlgura 1.4). Ba—

iy ﬂ,f Il M= X & sicamente el piranémetro consiste

L_TL = Ea L_ de una superficie “negra” la cual

4 j i se calienta cuando es expuesta a la

“ ' radiacién solar. Su temperatura au-

‘ ~ menta hasta que la tasa de ganan-

cia de calor por la radiacién solar

es igual a la tasa de pérdida de ca-

Figura 1.4: Piranometro. lor por conveccidn, la radiacién de

retorno y la conduccién. Las unio-

nes calientes de una termopila estdn unidos a la superficie de color negro, mientras

que las uniones frias se encuentran en una placa de proteccién de modo que no

reciben la radiacién directamente. Como resultado, se genera una electromotriz.

Esta fuerza electromotriz que esta generalmente en el intervalo de 0 a 10 mV pue-

de ser leida, o integrada en un periodo de tiempo y es una medida de la radicacién
global.

El piranémetro también puede ser utilizado para la medicién de la radiacién di-
fusa. Esto se hace mediante el montaje en el centro de un anillo de sombreado
semicircular. El anillo de sombreado se fija de tal manera que su plano es paralelo
al plano de la trayectoria de movimiento diario del sol por el cielo y sombrea el
elemento termopila y las dos cipulas de vidrio del piranémetro en todo el tiempo
de la luz del sol directa. En consecuencia, el pirandmetro mide sélo la radiacién
difusa recibida desde el cielo.

Pirheliometro

El pirheliémetro es un instrumento que mide el haz de radiacién que incide sobre
una superficie normal a los rayos del sol. En contraste con un piranémetro, la pla-
ca de absorcién negra (con las uniones calientes de una termopila unido a él) esta
situado en la base de un tubo de colimacién. El tubo estd alineado con la direccién
de los rayos del sol con la ayuda de un mecanismo de seguimiento en dos ejes y
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un indicador de alineacién. Asi, la placa de negro sélo recibe radiacién de haz y
una pequeiia cantidad de radiacién difusa que entra en el “dngulo de aceptacion”
del instrumento (ver Figura 1.5).

Angnlade
aceplacien ¥ \\

e N “Tube euwgrecido e el
™ \ interlor de la superfice

Figura 1.5: Pirheliometro.



CAPITULO 2

CONCEPTOS BASICOS DE SERIES
DE TIEMPO

2.1. Proceso estocastico

Antes de dar la definicién de una serie de tiempo, se definird lo que es un pro-
ceso estocdstico, ya que, una serie de tiempo es un caso particular de un proceso
estocastico.

Considérese un sistema que se caracteriza por estar en cualquier conjunto de esta-
dos previamente especificados. Ahora suponga que el sistema cambia de un esta-
do a otro a lo largo del tiempo, y sea X, el estado del sistema al tiempo ¢. Ahora,
considérese que la evolucién del sistema es provocada de algtina forma azarosa,
entonces se puede pensar que X; es una variable aleatoria para cada valor del in-
dice ¢.

A esta coleccion de variables aleatorias les llamaremos proceso estocastico, el
cual sirve para representar la evolucién de un sistema de manera secuencial a lo
largo del tiempo. Cabe mencionar que las variables aleatorias que conforman un
proceso no son independientes entre si, estas estdn relacionadas unas con otras de
alguna forma particular. [26]

Definicion 2.1 (Proceso estocastico). Un proceso estocdstico es una coleccion o
familia de variables aleatorias {X,, con t € T}, parametrizada por un conjunto
de indices T, llamado espacio parametral, definidas en algiin espacio de probabi-
lidad (), 7, P), y con valores en un conjunto S llamado espacio de estados. De

11
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tal manera que para cada elemento del conjunto T le corresponde una y solo una
variable aleatoria representada por X,.

Si T" es un intervalo de niimero reales ya sea abierto o cerrado, se dird que el
proceso estocdstico es continuo, por otro lado, si el conjunto es finito o infinito
pero numerable el proceso serd discreto. Téngase en cuenta que si el proceso es
discreto o continuo este no proporcionard informacién acerca de la variable alea-
toria, ya que ésta puede ser discreta o continua.

De acuerdo a esto, podemos clasificar dependiendo de cémo sea el conjunto 1"y
el conjunto de variables aleatorias X . (Ver tabla (2.1))

X . .
¢ Discreto Continuo
Discreto | Cadenas de Markov, Procesos | Series de tiempo.
de ramificacion.
Continuo | Procesos de Poisson, Teoria | Movimientos Brownianos.
de colas, Proceso de naci-

miento y muerte.

Tabla 2.1: Clasificacién de los procesos estocdsticos

Nota 2.1. En este trabajo nos enfocaremos en los procesos estocasticos a tiem-
po discreto con variable aleatoria continua, también conocidas como series de
tiempo.

2.2. Serie de Tiempo

Definicion 2.2 (Serie de tiempo). Una serie de tiempo es una sucesion cronolo-
gica de observaciones x;, generada por un proceso estocdstico, a tiempo discreto
y espacio de estados continuo, donde cada observacion estd asociada a un tiempo
en especificot € T.

Definicién 2.3. Las funciones X,(w),w € Qyt € T son conocidas como las
realizaciones de un proceso X;,t € T'y simplemente se denota por x;.
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Las series de tiempo consisten en observaciones anuales, trimestrales, men-
suales o aplicada a cualquier otro periodo. Se examinan los datos de las series de
tiempo con el propdsito de identificar un patrén que se pueda utilizar para descri-
birlo, luego, este patrén es extrapolado hacia un futro con el objetivo de preparar
un prondstico.

Existen muchos ejemplos de series de tiempo, algunos de los cuales se mencionan
a continuacion.

Meteorologia: temperaturas mdximas, medias o minimas, precipitaciones
mensuales, etc.

Economia: tasa de desempleo, tasa de inflacion, alza de comestibles, precio
del petréleo, etc.

Demografia: nacimientos anuales, casamientos mensuales, etc.

Medio ambiente: concentracion media anual de nitratos en agua, emisiones
anuales de C'O,, abundancia de animales, etc.

Como ya se ha mencionado, las series de tiempo se examinan con la esperanza de
hallar alguin patrén. Con objeto de identificar dicho patrén, es conveniente muchas
veces pensar que la serie de tiempo consta de varios componentes.

L

Tendencia: esta componente representa el movimiento hacia arriba o hacia

abajo que caracteriza a las series de tiempo. Esta refleja el crecimiento o
declinacién de larga duracién en las series de tiempo. La tendencia puede
ser: constante, lineal, cuadratica, exponencial, etc.

. Ciclo: esta componente representa los movimientos por arriba y por debajo

de los niveles de la tendencia. Estas oscilaciones tienen una duracién que
varia dependiendo el problema a estudiar.

. Variaciones estacionales: esta componente representa patrones periddicos,

es decir, secuencias que debido a la influencia de algiin fenémeno se repite
de forma frecuente afio tras afio, ya sea en los mismos meses (0 trimestres)
del afio con aproximadamente la misma intensidad.

Fluctuaciones irregulares: esta componente representa los movimientos
inesperados en una serie de tiempo que siguen un patrén incierto o irregular.

[8]
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2.3. Proceso estacionario y la autocorrelacion

Como se menciond anteriormente, las series de tiempo son un proceso esto-

castico cuyo objetivo en este tipo de procesos es determinar el comportamiento de
la serie y predecir en el futuro. Para lograr predicciones seguras no es posible usar
cualquier tipo de proceso estocdstico, es decir, este debe de contar con cierta esta-
bilidad, pero si a cada instante de tiempo se observa un comportamiento diferente
e inestable, este proceso no serd de gran utilidad para lograr lo que se desea. A
este tipo de condiciones se les conoce como estacionariedad. La estacionariedad
implica tener un tipo de estabilidad estadistica en los datos que permite aprender
sobre las propiedades del fenémeno, observandolo por un periodo suficientemente
largo de tiempo.
Se dice que un proceso estocdstico se puede caracterizar cuando se puede de-
terminar el conjunto de funciones de distribucién para cada conjunto finito de
variables aleatorias del proceso. Sin embargo, suele ser complejo determinar las
caracteristicas de un proceso por medio de su funcién de distribucién, por ello,
la caracterizacion se suele hacer a través de los dos primeros momentos (media y
varianza) de cada X;.

Definicion 2.4 (Media). El conjunto de medias de un proceso estocastico X, al
tiempo t estd definido por

ux () = E[Xi] = /_OO xf(x)dx si /|1,| fla)de=o0. 2.1

Es decir, cuando la integral de valores absolutos es convergente.

En general, yix(t) puede ser diferente en cada instante de tiempo t. Y la va-
rianza estd definida como

Definicion 2.5 (Varianza). El conjunto de varianzas de un proceso estocastico
X al tiempo t estd definido por

0% (t) =Var[X,] = E[(X; — pix)?] = /_ooi(q: — piz) 2 f(x)dz, 2.2)

i

/_m (x — pz)f(z)dz < co.
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2.3.1. Serie de tiempo estrictamente y débilmente estacionaria

Definicion 2.6. Sea X, un proceso estocdstico, se dice que este proceso es estric-
tamente estacionario si para cualesquiera dos colecciones finitas { Xy, Xy 1, .. ., Xepr }
VA{Xin, Xeghats -« o Xepnyr ), estas tienen la misma funcion de distribucion con-
Jjunta para todo entero h. Es decir

F[XhXH—h sy Xz+}.:] = F[Xurh, /Yt+h+la- . xX£+h+l\:] (2.3)

la funcion de distribucion conjunta de la serie no se ve alterada si esta es despla-
zada k periodos en el tiempo, es decir, que son invariantes ante una traslacion del
tiempo.

Como se menciond, determinar estas funciones suele ser algo muy complica-
do, ya que se requeriria determinar todas las distribuciones de las serie. Es por ello
que se usard una condicién mas débil, que consiste en restringir los dos primeros
momentos.

Definicion 2.7. Decimos que un proceso estocdstico es débilmente estacionario
si

EX)=p YVteRpu’><oo (2.4a)
Var(X,) = o2, vVt eR,0% < o0 (2.4b)
Cov(X;, Xevr) = Yhs Vt.k € R. (2.4¢)

No pierda de vista que en las expresiones de la media y la varianza, el termino
t no aparece, pues no dependen del tiempo, esto es, si atin cuando el proceso se
separa de la media, este siempre retornara a la vecindad de la misma, por otro
lado, si observamos a la covarianza, tampoco existe dependencia del tiempo, pero
si de el lapso k que existe entre las variables.

Con lo anterior se puede decir que, dado cualquier instante de tiempo, el compor-
tamiento de la serie serd el mismo sin importar el lapso en que esta sea observada,
por ejemplo, si se decidiera graficar una cierta cantidad de observaciones conti-
guas de la serie, la grifica resultante serfa semejante a la grafica con la misma
cantidad de observaciones contiguas pero k lapsos hacia adelante o hacia atras
dependiendo de donde se inicie. [18]
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Observacion 2.1.

» Se puede probar que la estacionariedad estricta implica estacionariedad
débil, pero, no necesariamente la implicacion inversa se cumple, esto ocu-
rriria si, las variables que integran el proceso tienen una funcion de distri-
bucion conjunta dada por una distribucion normal multivariada.

2.3.2. Funcion de autocovarianza (FACV) y autocorrelacion (FAC)

Comiinmente cuando se hace un andlisis estadistico se hace el supuesto de la
existencia de independencia entre las variables aleatorias. Sin embargo en las se-
ries de tiempo existen ciertas correlaciones entre las observaciones,es decir, que
los cambios que sufre una de las variables influyen en la otra, es por eso que obte-
ner la funcién de distribucién de cada una de las variables resulta ser complicado.

La covarianza entre dos observaciones X; y X, separadas un lapso k es lla-
mada autocovarianza y nos indica el grado de asociacion lineal que existe entre
esas observaciones, es decir, si una de las variable aumenta y la otra también lo
hace, entonces la autocovarianza serd positiva, pero si cuando una de las variables
aumenta la otra disminuye, entonces la autocovarianza serd negativa y cuando no
hay dependencia entre las variables la autocovarianza es cero.

Dada la definicién (2.3), se tiene que la funcién de distribucién bivariada de X; y
X, Vt,s € T, es la misma para un desplazamiento de tiempo k, esto es, X;_ y
X,_, se sigue que

Y5 = Cov(Xy, Xs) = Cov(Xi—k, Xs—k), Vt,k,s€T.
Cuando la longitud de desplazamiento k& = sy luego k = ¢, resulta que

Vs = Cov(Xi—, Xs—k)
= Cov(Xi-s, Xo)
= Cov(Xo, Xs—t)
= Cov(Xp, Xjt—q|)
= Y0,|t-s|.

Es decir que la covarianza C'ov(X;, X, ), depende solamente del lapso de tiempo
|t — s| y no del tiempo en el que se haya calculado, del mismo modo ocurre para
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la funcién de autocorrelacién.
Asi, para un proceso estacionario se tiene que

Y= Cov(X;, Xs—1) ¥y pr = Corr(Xy, X _y)
donde solamente dependen del lapso |k|. [14]

Definicion 2.8 (Coeficiente de Autocovarianza). La autocovarianza entre dos
observaciones Xy y Xk en un lapso k estd definido por

Y = Cov(Xe, X)) = E[(Xe — p)(Xewr — p))- (2.5)

El conjunto de valores 7, k = 1, 2, ... es llamado funcién de autocovarianza
(FACY).

Nota 2.2. Si el proceso es estacionario j = E[X;] = E[X,,1], es decir, que para
cualquier valor de ty k, la funcion de valor esperado es la misma para cualquier
valor en el tiempo.

Definicion 2.9 (Coeficiente de Autocorrelacion). El coeficiente de autocorrela-
cion entre dos variables X; y X, . en un lapso k mide el grado de relacion lineal
que existe entre esas observaciones, y estd definido por

o = E[(X: — 1) (X — )] _ Cov(Xy, Xow) T

- VEX, - )E[(Xer — 2 Var(Xs) (2.6)

Nota 2.3. Si el proceso es estacionario 0 = Var[X;] = Var[X,x] = 70, es
decir, que para cualquier valor de t y k, la varianza también es la misma para
cualquier valor en el tiempo.

Este coeficiente toma valores -1< p < 1.

= Si pr > 0, indica que una de la variables aumenta a medida que la otra
también aumenta.

Si pr=1, existe una autocorrelacién lineal perfecta con pendiente positiva.

Si pi. < 0, indica que al aumentar una de las variables la otra disminuye.

Si pr.=-1, existe una autocorrelacion lineal perfecta con pendiente negativa.

Si p= 0, no existe autocorrelacion lineal.
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Funcién de autocovarianza (1) | Funcién de autocorrelacion (py)
1 Yo =0 po=1
2 k| < 70 lokl <1
3 Ye = Y-k Pk = P—k
41 P D @iy 20 Doim1 21 @i®pli-j) 2 0

Tabla 2.2: Propiedades de las funciones de autocovarianza y autocorrelacion.

El conjunto de valores de p;., k = 1,2, ... es llamado funcion de autocorre-
lacion (FAC).

= Propiedades

Obsérvese que en la propiedad (1) de la funcién de autocovarianza, no es otra
cosa que la afirmacién de que la Var(X;) > 0.
Y para la funcién de autocorrelacién, se tiene que py, = E’% = 1.
En la propiedad (2) de la funcién de autocorrelacidn, resulta que las correlaciones
son menores o iguales a 1 en valor absoluto, de ahi que en la funcién de autoco-

varianza se tenga que || < 7o, esto es,

il <16 2| <16 ol <l 5 o <0
0
La propiedad (3) en la funcién de autocovarianza, es establecida observando que
e = Cov(Xiyr, Xi) = Cov(Xy, Xipk) = Yei-

Obsérvese tambien que, la propiedad (3) indica que las funciones son simétricas
para todo k. Por ello la funcién de autocorrelacion se grafica solamente para lap-
sos (retardos) positivos. El grifico de esta funcién es llamado correlograma.
Andlogamente ocurre con la funcién de autocorrelacion.

En la propiedad (4) ambas funciones son definidas positivas, para cualquier con-
junto de puntos ¢y, s, .. .t, y nimeros reales o, o, .. . .
Asi, la funcién de autocovarianza es definida positiva, ya que,
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n n n

Z Zaiaj')"[i—ﬂ - Z ia’ia’jE[(Xi — E[X]))(X; — E[X;])]

i=1 j=1 =1 j=1

- E[(Z i (Xi — E[Xi]))(Z o;(X; — E[X;])]

= E[()_ ai(X; — E[X])))] > 0.
i=1
Del mismo modo se verifica que la funcién de autocorrelacién es semidefinida
positiva.

2.3.3. Funcion autocorrelacion parcial (FACP)

Ademads de la autocorrelacién entre X; y X, ., es de interés conocer so-
bre la correlacién que existe entre X; y X, después de eliminar el efecto de
las variables aleatorias que intervienen entre ellas, es decir, cuando las variables
Xit1, Xig2,. .., Xipr—1 han sido removidas; dicha correlacién estd dada por

Pk = Corr(Xe, Xear| Xer1, Xea, .- -, Xiyk-1)- 2.7)

La ecuacién 2.7 es llamada funcién de autocorrelacién parcial o FACP.

Si se desea hallar el valor de dicha correlacion, considere el modelo de regresién
donde, la variable dependiente X, ; de un proceso estacionario con media cero es
expresada en términos de las £ variables retrasadas X -1, Xt n—2, - -, Xip1, Xt
en la forma

Xivr = O Xepn—1 + OroXipn—2 + -+ - + O Xt + €4k (2.8)

donde ¢; denota el i-ésimo parametro de regresién y e;,; denota el término
de error, con media cero el cual no estd correlacionado con X;,;_; para j =
1,2,....k.

Luego, multiplicado en ambos lados de la ecuacién 2.8 por X;,;_; y obteniendo
la esperanza se tiene,

E[Xt+k~th+k] = d)klE[Xt+k—th+k—-l]+' : '+(f)kkE[Xt+k—-th]+E[Xt+k—jet+k]



20 Conceptos basicos de series de tiempo

y dado que X; es un proceso estacionario, entonces,

Vi = Pr1Yj-1 + Pr2Vj—2 + - + Pk Yj—k- (2.9)
Dividiendo la ecuacién 2.9 por la varianza del proceso (), se tiene,

Pi = dr1pj—1 + Grapj—2 + - + OrkpPj—k- (2.10)

Haciendo correr el indice de la ecuacién 2.10 desde j=1,2.. ...k obtenemos el si-
guiente sistema de ecuaciones

1= Prpo + Pr2p1 + ..+ GrkPr-1
p2 = Grap1 + Pr2p0 + - - + OkkpPr—2

Pk = Or1Pr—1 + ProPr—2 + ... + Orxpo-

Aplicando la regla de Cramer, logramos obtener ¢, parak = 1,2, .. ..
Parak =1
o1 = p

Para k = 2

I m
Lo o
L m
o1

Gog =

Para k = 3

pr 1 po

P2 P1 P3
Q533 =

p2 p1 1
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Para k
1 P1 P2 Pr—2
1 1 1 Pr-3 P2
: Prk—1 Pr-2 Pr-3 P1 Pk
Prr = (2.11)
1 P1 P2 Pk-2 Pr-1
1 1 1 Pk-3 Pr-2
Pk—1 Pr-2 Pr-3 1 1

Donde ¢y, es conocida como la Funcién de Autocorrelaciéon Parcial (FACP). [31]

A continuacién se mostrardn algunos ejemplos de

procesos estacionarios con su

funcién de autocovarianza y su funcién de autocorrelacién. [31] [10]

2.3.4. Ejemplos de series de tiempo estacionarias

Ejemplo 2.1. Ruido i.i.d. (independiente e identicamente distribuido)

Se dice que un ruido i.i.d es una sucesion de variables aleatorias ¢; indepen-
dienes e idénticamente distribuidas, con media cero y varianza o2, denotado de la
forma &, ~ 11D(0, 0?). Luego, por ser independientes

B o2, sik=
Vip—k = 0. G e

Funcién de autocorrelacion

L, sik=0;
=0, sik£0.

Y funcién de autocorrelacion parcial

0;
0.

0, sik#0.

‘ {1, sik=0:
Dk =
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Ejemplo 2.2. Procesos de ruido blanco

Se dice que un proceso {;} es un proceso de ruido blanco si es una sucesién
de variables aleatorias no correlacionadas a partir de una distribucién fija. Este
tiene las siguientes caracteristicas:

L] E[St] =0
» Var(s) = o, varianza constante.
" Y = CO?I(Et, EH—k) = 0, Vk 7é 0.

De aqui se sigue que un proceso de ruido blanco es débilmente estacionario. Se
denotard al proceso de ruido blanco como {,} ~ RB(0,0?).

Con funcién de autocovarianza

ot sik=0;
7o, sik#£o0.
Funcién de autocorrelacion
1, sik=0;
=0, sik 20

Y funcién de autocorrelacion parcial

1, sik=0;
0, sik#0.

(A‘:)kk =
Cuando se hable de autocorrelacién y autocorrelacién parcial se hace referencia a
PrY Ori para k # 0, en otro caso py = ¢y = 1.

En la Figura 2.1 se puede observar la trayectoria para un Ruido blanco y el com-
portamiento de FAC y FACP.
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Ruido blanco
& =
& =
w5
s
T T T T T
0 a0 100 150 200
Time
FAC FACP
o I
iy 3 B2 hal |’ 11 ‘
& ; - 3 | §3
& EGilieds i e |
Ce= I ) i, i i o e e P e
T T T T T T T T T T
0 10 20 30 40 50 5 10 15 20
Lag Lag

Figura 2.1: Trayectoria, FAC y FACP del Ruido blanco.

Observacion 2.2.

n Es claro que un proceso i.i.d. implica un proceso de ruido blanco, pero un
proceso de ruido blanco no necesariamente es un proceso i.i.d. (ya que los
£’s no precisamente son idénticamente distribuidas o son independientes).

= Si se cumple que £, ~ N (0, (72), se dice que &, es ruido blanco Gaussiano.
Ejemplo 2.3. Caminata aleatoria

Sean {&y, €9, ¢3,. ..} una sucesién de variables aleatorias i.i.d con media cero
y varianza o2 (ruido i.i.d). Una caminata aleatoria {X,, ¢ = 1,2, ...} es construida
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de la siguiente forma

De ahi que la caminata aleatoria X, se obtiene de la suma de variables aleatorias
i.i.d. Asi, una caminata aleatoria con media cero se obtiene cuando

0, sit=0;
Xg: % g g
e1+ex+...4+¢&, sit=1,2,....

Donde {&;} es un ruido i.i.d. con media cero.

Si &; es un proceso binario, por ejemplo, Ple; = 1] = p, Plg; = —=1] = 1 —p,
entonces {X;,t = 0,1,2,...}, es llamada caminata aleatoria con simetria sim-
ple.

Ahora bien, dado que las variables ¢, €2, ..., £; son i.i.d. con p = 0, se tiene

E[X)|=FE[e;+e3+...+&] =0

Var[X,) = Varle, + 62+ ... +&] = to® < oo, Vi,
y Vk > 0 se tiene

vx(t,t + k) = Cov(X¢, Xevk)
= CO'IA«‘(Xt,Xt + Xt+1 T Xt+k)
= CO?.«‘(Xt,Xt)

= to’.

Obsérvese que vx(t,t + k) depende de ¢ y por definicién de estacionariedad, se
tiene que la serie X; es no estacionaria.
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Ejemplo 2.4. Proceso de promedios moviles de primer orden o Proceso MA(1)

Consideremos la siguiente serie definida por la ecuacién

X,:a‘,—elst_l, tZO,:tl,

Donde {¢;} ~ RB(0,0?) y 6 es un valor real constante. De la ecuacién anterior
se puede ver que

E[X;] = Ele; — 0164_1] = Eles] — 61 E[e;—1] = 0.

V(L‘I‘[Xt] = E[(5t - 915t—1)2] = .E[St2 + 9%5?_1 - 29151552_1] = 02(1 -+ 9%) < 0.

Ahora, para obtener los valores de la funcién de autocovarianza y funcién de au-
tocorrelacion, consideremos
Parak =1

(Xt — E[Xy]) (Xim1 — E[X1])]
(

[
= E[ €t — 915t—1)(5t—1 - 915t—2)]
= Eleie4_1 — 0164642 — 01841601 + H%St—lff—ﬂ
= E[gtgt—l] == 91E[ngt_2] — 91E[5,2_1] + Q%E[Et_lﬁ"t_z]
— —910'2.

Para k =2

Yo = CO'(./‘(Xt,Xt_Q) = E[(Xt — E[Xt])(Xt_Q - E[Xt_Q])]
= E[(5t = 915t—1)(5t—2 = 91&—3)]
= Eleie1_2) — 01 Eleiei—3] — 61E[e1—161-2] + H%E[Et-l‘it-z]
= 0.

Siguiendo el mismo razonamiento, se tiene que para toda k > 1

M = Cov(Xy, Xi—i) = E[(Xi — E[Xe])(Xt—k — E[ X))
= E[(e: — 616t-1)(et—1 — O16¢—1)]
= Eleiei—i] — 01Elese1—k] — 01Eler_16-k] + 01 Eler1604]
= 0.
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Es decir, que el proceso tiene autocovarianza cero para los lapsos mayores a
dos.

En resumen, para un Proceso MA(1), la funcién de autocovarianza (v;), esta dada
por
02(146%), sik=0;
Y = § —020,, si k= +1;
0, si k| > 1.

Y la funcién de autocorrelacion (py ), esta dada por

1, sik=0;
Pk =19 —12n, sik=zl;
1
0, si |k| > 1.

De esta manera se cumplen las condiciones de estacionariedad, por lo que X, es
estacionario.

Ahora bien, para hallar la funcién de autocorrelacién parcial (FACP), usando
(2.11) resulta

6 (-6
Pun=p1= 1+0%— -6
by = A H G0 —6)
2T 1@ 146+ 0 1-6¢
bog = iR 0} _ a6
BT 2~ 1+ +0r 168 1- 68
En general
I (L R
Ok = ]_-9?““‘1)’ » 2 L.

Obsérvese que la FACP de un MA(1), contrariamente a su FAC, no se corta des-
pués del lapso (retardo) uno, ésta mds bien se desvanece exponencialmente de-
pendiendo del signo de 6.
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Ejemplo 2.5. Modelo autorregresivo de primer orden o proceso AR(1)

Suponga que la serie { X, } es estacionaria y satisface la siguiente ecuacién

X; =1 X4_1+¢€, parat=...,—-1,0,1...

Donde {&;} ~ RB(0,0?%), |¢1| < 1,y & no esté correlacionada con X, para cada
s<t.

Luego, tomando la esperanza de cada lado de la ecuacién anterior y dado que
Elz:] = 0, tenemos que E[X;] = 0 (esto se probard més adelante).

Ahora, para hallar la funcion de autocorrelacién de X, si se multiplica en cada
lado de la ecuacién por X;_, (k > 0) y se obtiene su esperanza, entonces,

E[XtXt—k] = E[(J)Xt—lxt—k + EtXt—k]-
Esto es,

E[XtXt_k] = E[(X; = E(Xt))(Xt_k = E(Xt_k))] = CO‘I./‘(Xt,Xt_},;) =Y.

Asi
Y = E[p1 Xe-1 Xk + € Xe—i]
= E[p1 Xi1Xi—k] + Ee: Xi—k]
=0 E[X;1Xex| +0
= h1Yk-1.
Por lo que
Y = 9170
Y2 = 1 = d1(d17) = d30
7= 6
T = ¢

Y como se ha mencionado anteriormente 7, = y_;, entonces

AL
Ve = @]1 l’)’o-
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Luego, la funcién de autocorrelacion es de la forma

Pr = T (f)llkl, parg:k=0,+1,42....
Yo
Como se mencioné anteriormente, la Cov(X;, X;) = 7, y que X; y £_; no

estdn correlacionadas, y usando la propiedad de que la Cov(U + VW + Z) =
Cov(U,W) + Cov(U, Z) + Cov(V, W) + Couv(V, Z) se tiene que

Yo = Cov(X4, Xy) = Cov(¢pX—1 + &1, 9 Xi1 + &) = Piy0 + 0°.

Asfi despejando 7y, resulta

o2

1-¢

Yo = 5
1

En resumen, la funcién de autocovarianza de un proceso AR(1) es

m, sik = 0

Y =
oy, sik > 0.

Y la funcién de autocorrelacién de un proceso AR(1) es

1. sik=0;

2
Il

o sik=£1.

Por lo que se cumplen las condiciones de estacionariedad, asi .X; es estacionario.

Observacion 2.3.

» Dado que |¢,| < 1, la magnitud de la funcion de autocorrelacion disminuye
exponencialmente a medida que el numero de retardos, k, aumenta.

w S5i0 < ¢1 < 1, todas las correlaciones son positivas.

n Si—1 < ¢y <0, la autocorrelacion en el lapso 1 es negativa y los signos
de las autocorrelaciones sucesivas alternan de positivo a negativo, con sus
magnitudes van decreciendo exponencialmente.



2.3 Proceso estacionario y la autocorrelacion 29

Luego, para hallar la funcién de autocorrelacién parcial (FACP), usando (2.11),
se obtiene que la FACP es de la forma

pr=¢1, sik=1
Prk =
0, sik > 1.

Por consiguiente, la FACP del proceso AR(1), muestra un pico positivo o negativo
en el lapso (retardo) 1, dependiendo del signo de ¢ y luego se corta.

2.3.5. Estimacion de la media, varianza, y las autocorrelacio-
nes simple y parcial

Una serie de tiempo débilmente estacionaria se caracteriza por su media, va-
rianza, autocorrelacién simple y autocorrelacion parcial. Para saber los valores
exactos de cada uno de los parametros, se debe conocer el conjunto de todas las
realizaciones posibles, en el caso de series de tiempo normalmente sélo se cuenta
con una realizacion, a partir de ésta se desea estimar su media, varianza y autoco-
rrelaciénes. De lo contrario, pueden estimarse si se dispone de muiltiples realiza-
ciones independientes (lo cudl no sucede en este caso). Sin embargo, es dificil o
imposible obtener miiltiples realizaciones. Pero dado que los valores de una reali-
zacién del proceso representan al mismo proceso, es aceptable usar la muestra del
proceso para hacer inferencia de los parametros poblacionales.

Definicion 2.10. Sean xy, x5, ..., x,, observaciones de la serie de tiempo, donde
n € T'y n es un entero.

La media muestral de x1, 1o, ..., x, estd definida como

n

fz =T = — Ly (2.12)
g

La varianza muestral es

1 n
a2 G e 5% O o SR 2
G, =" = - ;(lt z)% (2.13)
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La funcién de autocovarianza muestral es
n—|k|
A =n"" Z (@pqpk) — T)(x, —T) donde —n <k <n. (2.14)
t=1
La funcion de autocorrelacion muestral es

pr=— donde —n <k <n. (2.15)

La funcion de autocorrelacion parcial muestral (FACPM) es obtenida sustitu-
yendo py. por py. en la ecuacion (2.11), pero en vez de calcular los determinan-
tes complicados para un k grande, usamos un método recursivo, dado por Dur-
bin(1960) (ver [16]), empieza con (,311 = py para llegar a &kk.

X k 7 X
(3 Pk+1 — Zj:] Dkj Pr41—j
P4+1,k+1 = TR T
1= 2510k D

(2.16)

Ok+15 = Pkg — Pkl Prps1—jp J=1,...,k.
Este método también funciona para el cdlculo de la FACP (¢yy).

Si se desea mas informacién sobre de los estimadores anteriores ver [31].

Los grificos de la FAC y de la FACP aportan informacién acerca de la estacio-
nariedad de la serie de tiempo, a estos grificos se les conoce como correlograma.
Los grificos de estas funcidnes para los diferentes valores de &, proporcionaran
informacién que, permite proponer un modelo que ajustard la serie de tiempo.
Estos pueden presentar un comportamiento de extincién exponencial, extincién
exponencial con oscilaciones, extincién lenta, movimientos sinoidales o trunca-
miento.

Observacion 2.4. Dependiendo del comportamiento del correlograma corres-
pondiente a la funcion de autocorrelacion:

» Si en el correlograma sus valores se cortan claramente con rapidez o se
desvanecen (decrecen) muy rdpidamente, entonces se debe considerar que
los valores de la serie temporal son estacionarios.

» Si por el contrario, en el correlograma sus valores se desvanecen con len-
titud extrema, entonces se debe considerar que los valores de la serie tem-
poral son no estacionarios. [8]
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2.3.6. Operadores de retardo y diferencia
= Operador de retardo (B)

Uno de los operadores que se usard frecuentemente es el operador de retardo,
expresado por laletra B (del inglés Backward), el cudl actia de la siguiente forma

BX; = X;_1, para t=...,-1,0,1... 2.17)

Es decir, que B aplicada a X, la desfasa un lapso y la convierte en X;_;. Ahora,
si se le aplica el operador dos veces, se obtiene

B2X, = B(BX;) = BX;_1 = X;_».
Y aplicandolo k-veces, se tiene
B*X, =X, .
Asi, al aplicar B k-veces, se obtiene la variable desfasada k periodos.

Por otro lado B” = 1, entonces, B’X, = X,. Esto indica que B = 1 denota
al operador identidad, ya que deja intacta a la variable sobre la cual se opera.

Cabe sefalar que al hacer uso de operador B, éste modifica a toda la sucesién

de valores {x, 25, ...,xy}, transformandola en otra nueva sucesién

E T o SN S TR - (i A

No se pierda de vista que, si se tienen las observaciones {x1,22,...,2x}, y se
les aplica el operador B, entonces, las observaciones {1 . Z2_, ..., 2o} no se

apareceran en la nueva sucesion, es decir, si la serie tenfa [N observaciones, esta
se reducird a una serie de simplemente N — k observaciones. [18]

Ejemplo 2.6.
Para entender lo que se dice, daremos un pequefio ejemplo. Sean
X1 =10,X2 =20, X3 = 30, Xy = 40, X5 = 50

Xe = 60, X7 = 70, Xg = 80, X9 = 90, X;9 = 100
Xll - llO,Xlg = 120
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Construiremos ahora dos series nuevas {Z; } y {Y;}, definidas como Z; = BX,; =
X,.1yY, = B3X, = X,_3, entonces las nuevas series quedan de la siguiente
forma

Z1 = w,ZQ S IO,Z;; F=s 20,Z4 = 30, .,Zlg =110

Yi=0% =0Y%=0% =10,% =20,v::¥is=190

Noétese que Z; estd retrasado un periodo, tiene los mismos datos que X; a excep-
cién del dltimo, por otra lado Y; estd retrasado tres periodos, contiene los mismos
datos excepto los tres ultimos.

= Operador diferencia (V)

Otro operador que se usard y que a su vez esta relacionado con B es el operador
diferencia (V). El cudl se utiliza para expresar relaciones de la siguiente forma

V/‘(t . Xt - Xt—l' (218)

Y la relacién que une a V con B es la siguiente

V=1-B entonces VX,=(l-B)X,.

Ahora bien, tal como ocurrié con B, tenemos que V%X, = X,. Y asi como se
consigui6 una expresion general para B* mediante la aplicacién sucesiva del ope-
rador B, de igual forma es posible obtener una forma general para V¥

k
k! A
kat: E m(—l)ng_j para k=0,1,2,... y fz,—-l,o,l
im0 J K !

La expresion anterior no es nada mas que el uso del Teorema de Binomio, ya que
V¥ es un binomio elevado a la k-ésima potencia, es decir

VEX, = (1 - B)*X,.
En este caso se tendria V¥ = (1 — B)* es una diferencia de orden k.

Es necesario determinar que la serie de tiempo que se pretende pronosticar es
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estacionaria. Algunas veces se puede transformar a la serie temporal no estacio-
naria, en una serie temporal estacionaria. Esto es posible gracias a la técnica de
diferenciacion, el cual consiste en obtener las primeras diferencias de los valo-
res de la serie temporal no estacionaria, para asi obtener una nueva serie a partir
de la original {z1, 22, ..., 2N}, esto es,

Yi= VMXi=Xg=X 4y B=2,800:0N

A veces, cuando se obtienen las primeras diferencias de la serie de tiempo no es-
tacionaria, estas se convierten en valores de una serie temporal estacionaria, pero
en ocasiones es necesario usar otras formas de diferenciar para tener valores de
series temporales estacionarias, es por eso que se aplicardn segundas diferencias
(las primeras diferencias de las primeras diferencias), es decir

Y, = V%X, = (1 — B)%X,
= (1-2B + B?)X,
= Xt - QXt_l + Xt_Q

parat = 3,4,5,...,N.

Como ya se mencioné anteriormente, la intencién de obtener diferencias de una
serie de tiempo es, volver estacionaria a la serie temporal, ahora bien, ;qué pasa si
se toman diferencias de una serie de tiempo estacionaria? pues bien, estas seguirdn
siendo estacionarias, al hacer esto estaremos cometiendo sobrediferenciacién de
una serie al tratar de estacionalizarla.

Pero ;sobrediferenciar es malo? Si, sobrediferenciar a una serie de tiempo trae
ciertas complicaciones, como

= Resulta complicado identificar un modelo para representar a la serie.
= Aumenta la varianza de la serie estacionaria.

= Se pierden observaciones, esto se debe al aplicar d veces el operador V.

Por lo que es necesario tener cuidado de NO sobrediferenciar a la serie temporal.
[18]
2.4. Modelos de series de tiempo estacionarias

Los modelos de series tiempo se descomponen en dos partes: la parte siste-
matica y la parte aleatoria. La parte sistemadtica es la parte predecible constituida
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por la serie de tiempo, mientras que la parte aleatoria es la parte donde sus valores
no tiene relacioén alguna o dependencia entre si (esta parte también es conocida
como ruido blanco). Usualmente cuando se construye un modelo estadistico el
problema es formular la parte sistematica.

Deben cumplirse dos condiciones para que un proceso estocdstico estacionario
admita un modelo, los cudles son

1. El proceso no debe ser anticipante, esto es, que el futuro no determine el
presente. Una manera informal de interpretar esto, es que el valor de X al
tiempo ¢, no puede depender de los valores futuros de X.

2. El proceso debe ser invertible, es decir, que la correlacién entre una variable
y su pasado debe ir disminuyendo conforme nos alejemos del pasado. [17]

= Procesos lineales

Se dice que una serie de tiempo { X, }, es un proceso lineal si se escribe como una
combinacién lineal infinita de ruidos blancos, es decir

oo
X,= > Yiey, V. (2.19)
j=—00
Donde {&:} ~ RB(0,0®) y ¢; es una sucesién de constantes y > ___[1;] < oo.
La condicién de 72 [|¢;| < oo nos garantiza que la suma infita que define

al proceso converge.

Aplicando el operador de retardo a la ecuacion, es posible escribir al proceso
lineal de manera mas compacta como:

X, = 9(B)e:. (2.20)

Donde ¢(B) = >-°2___ ;B’. Esto lleva a pensar que operador ¢/(3) es un filtro
lineal, que al aplicarlo al proceso de ruido blanco &, produce como resultado el
proceso X;.

Decimos que un proceso lineal es un proceso de promedio mévil o MA(occ) si
Y; =0, V5 <0, es decir, si

X, =) e (2.21)
j=0
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.« oz

Donde ¢y = 1, & ~ RB(0,0%)y Y>> 7 < oo (condicién de estacionarie-
dad).

Otra manera ttil de escribir un proceso X; en un proceso autorregresivo o (AR(c0))
es

Xo=) mXij+en (2.22)
=1
Donde ¢, ~ RB(0,0%) y 3_2 | || < oo (condicién de invertibilidad).

= Procesos de promedio mavil

Los modelos promedio mévil de orden finito ¢, también conocido como MA(q),
consiste en representar a un proceso estocéstico { X;} como una suma finita pon-
derada de ruidos blancos, que pertenecen a periodos pasados, estas ponderaciones
estin representadas por 6, 7 = 1,2,...,g,esdecir, )y = =01, 92 = —0s,... ,9q =
—0,y ¥, =0 parak > q.

Este es representado de la siguiente manera

thft—elft_l—egft_g—'"'—‘65

donde &; ~ RB(0, 02).

Cabe mencionar que el proceso de promedio mévil es estacionario para cuales-
quiera 6y, - - - , 6,, siempre que 1+ 6 + - - - + 62 < oo.

Se detallara mds adelante a este proceso, por el momento se mencionaran casos
particulares de los procesos MA(q). [31]

= Proceso de promedio mévil de primer orden o MA(1)

Como ya se vio anteriormente en el ejemplo 2.4, el proceso de promedio mévil de
orden uno, es uno de los casos mds simples de un MA(q), en este caso ¢ es igual
auno, y esta dado de la siguiente forma

Xi =€ — b1

(10,5 (2.23)
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donde {¢;} ~ RB(0,0?).

El proceso tiene E[X;] = 0y varianzay, = Var[X,] = 0%(1 + 6?) < oc.
Luego, su funcién de autocovarianza (7;) y autocorrelacién simple (pj.) son

o2(1+63%), sik=0;

T = § —026, sik=+l1; (2.24)
0, si |k =2
1, sik=0;
P = -rf‘e? §i k=l (2.25)
0, si k| > 1.

Y como ya se hall6 en el ejemplo (2.4), la funcién de autocorrelacién parcial (g ),
es

ok (1 — 63
Ork = —1(—2“;1)) k>1. (2.26)
1-86;

Obsérvese que la FACP de un MA(1) contrariamente a su FAC, no se corta después
del lapso (retardo) 1, esta mds bien se desvanece exponencialmente dependiendo
del signo de 6.

Ahora bien, para confirmar que el modelo MA(1) cumple con la condicién de
invertibilidad, considere el polinomio #,(B) = (1 — #,B), conocido como po-
linomio de retardo, el cual se resolvera con el fin de encontrar las raices del

polinomio, esto es, 1 — ;B = 0, asi B = -, para que el proceso sea invertible la

01
raiz debe estar fuera del circulo unitario, es decir, 9—11 > 1, asf |6 < 1.

En las Figuras 2.2 y 2.3 se puede observar las diferentes trayectorias para el pro-
ceso MA(1) y el comportamiento de FAC y FACP.
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MA(1) 8,=0.6
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Figura 2.2: Trayectoria, FAC y FACP del proceso MA(1) con ¢, = 0.6.
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Figura 2.3: Trayectoria, FAC y FACP del proceso MA(1) con #; = —0.8.
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= Proceso de promedios moviles de segundo orden o MA(2)

Trabajaremos ahora con el proceso de promedios méviles de orden dos, denotado
por MA(2) y cuyo modelo es

Xi=¢ —bhe1 — O
t t 1¢t-1 22t2 (227)
-_—(1—613—923 )St.

Donde ¢ ~ RB(0,0?), y el proceso MA(2) es siempre debilmente estacionario.
La esperanza de un proceso MA(2) es E[X;| = Ele; — 61611 — b21-2) =0y la
varianza es

Yo = Vﬂ"'[Xt] = E[(Et = 915}_1 = 0251_2)2] = 0'2(1 <+ 0? + 9;)

Para obtener los valores de la funcién de autocovarianza y funcién de autoco-
rrelacion, considere
Parak =1

1 = Cov(Xy, Xi—1) = E[(X; — E[Xi)(Xi-1 — E[Xi-1])]
= E[(ﬁz — 01611 — bher o) (61 — b1Er0 — 925t—3)]
= Eleies-1 — 0161612 — Oa&s613 — 0167, + ey 1602
+ 010261613 — O2E1 2841 + 010087 o + O34 043
= Eleser-1] — 61Efeser—o] — O2E[erer—3] — O1E[e]_)]
+ 02Elet—16t—2] + 0102E[e1—16¢-3] — 02 E[e1—264-1]
+ 0162 E[e2_,] + O2E 612613
= (=6, + 6,05)02.

Para k = 2

Y2 = Cov(Xy, Xi—o) = E[(X; — E[Xy])(Xi—2 — E[X;])]
= E[(ft — 01601 — 024 _2)(g4—0 — OhEs_3 — 92Et—4)]
= E[€z5z-2] - 91E[5t5t—3] - 92E[€t5t—4] - 91E[€t—15z—2]
+ 0?Eles_161-3) + 0162 E[es-16¢-4] — 02E[€2_,)
+ 0102 E[e1—261-3] + 03 E[ct—26¢-4]

— —(920’2.
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Siguiendo el mismo razonamiento, si k > 2

Ve = Cov(Xy, Xi—x) = E[(6r — 0164-1 — O261-2) (€t—k — 0161k — O2641)]
=0

siempre que k > 2, es decir, que el proceso no tiene correlacion mas alla del
lapso 2.

Asi, la funcién de autocovarianza () de un proceso MA(2), estd dada por

o214+ 62 +62), sik=0;
(—91 +9192)0'2, SII\ZZ*:].

e 2.28
= —By02, sik==+2; ( )
0, si |k| > 2.
Y la funcién de autocorrelacién (py), esta dada por
[, sik =0;
Tt sik=zl
Pk = (2.29)
6> 1 b = .
'—Te{_{_—eé, sik = :t?.
L0, si k| > 2.
Ahora bien, para la FACP del proceso MA(2), dado que py, se tiene
b1 =m
s P2 = Pi
1-p}
(2.30)

P = pip2(2—pa)
P33 = 5 B
1L—p5—2pi(1 = py)
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Note que el proceso MA(2) contiene al proceso MA(1) como un caso particular,
asi, la FACP se desvanece como un decaimiento exponencial o en forma sinusoi-
dal amortiguada, dependiendo de los signos y magnitudes de 6, y 6.

Ahora verifiquemos que el proceso MA(2) cumple la condicién de invertibilidad.
Para ello considere el polinomio de retardo del modelo MA(2), el cual se resolvera
para obtener sus raices, es decir, 62(B) =1 — 6, B — #,B? = (). Y sus raices son

—0, + \/0% + 40,

Bio = 2.31
1.2 20, (2:31)
Estableciendo la condicion de invertibilidad se tiene
—0; + /6% + 46 —0, — /62 + 40
1Bif= AR a] o B =AY AT TR

20, 20

Para que esto se satisfaga deben cumplirse las siguientes condiciones

1. 2 +6, < 1.

2. 6, —06, <L

3. —1< 6, <L
La prueba de las condiciones anteriores se pueden consultar en el Apéndice B.
En la Figura 2.4 y 2.5 se puede observar las diferentes trayectorias del proceso

proceso MA(2) y el comportamiento de FAC y FACP, dependiendo de los signos
de 01 y 91.

= Proceso de promedio mévil de orden q o MA(q)

Inicialmente se menciond que los procesos de promedio mévil de orden ¢ son de
la forma

X =8y —Bibiyo— Dobig—re— By (2.32)

donde &, ~ RB(0,0?).
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Figura 2.4: Trayectoria, FAC y FACP del proceso MA(2).
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Figura 2.5: Trayectoria, FAC y FACP del proceso MA(2).
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Y escribiendo a la ecuacién anterior en términos del operador de retardo, se tiene

Xi=(1-6B—---—0,B%e
q
=(1-) 6:B)e
i=1
= 6(B)s:
donde 0,(B) = (1 — 6;B — --- — §,B7), que es el polinomio de retardo.

Cabe mencionar que el proceso de promedio mévil es estacionario para cuales-

quiera 6, - - , 6,, siempre que 1 + 67 + - - - + 93 L0

Es necesario verificar que el proceso es invertible, esto ocurre si las raices del po-

linomio de retardo 6,(B) = 0 se encuentran fuera del circulo unitario.

Abhora bien, la media del proceso es
E[Xi]| = Elg; — 61611 — 02612 — -+ - — O464-4) = 0

y la varianza

Y = Var[Xy| = E[(X; — E[X,])Q] = El(e; — 61641 — Oy — -+ - — 9q5t_q)2].

Desarrollando los cuadrados, se obtiene finalmente

q
Yo = 02 Z 6? donde 6, = 1.
i=0
La funcién de autocovarianza de un modelo MA(q) se define como

L+ +65+---+62), sik=0;
Ve = 02(_6157 T 910k+1 ¥ M eq—keq)'« sik= 11 27 s (s
0, si k| > q.

Y la funcién de autocorrelacién de un modelo MA(q) se define como

(

1 sik=0;

= ] cout0iuyer0 00,
P = 1+02+02 4162

sik=1,2,...,q;

L0, si k| > q.

(2.33)

(2.34)
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La funcién de autocorrelacién de un proceso MA(q) se corta después del lapso ¢,
esto nos permite identificar si se trata de un proceso de promedio mévil.

La FACP del proceso, resulta ser una mezcla de decaimientos exponenciales y
ondas sinusoidales amortiguadas dependiendo de las raices del polinomio de re-
tardo 0,(B) = 0.

Los procesos de promedios mdviles son ttiles para representar fendmenos en don-
de los eventos originan efectos inmediatos que s6lo duran periodos cortos de tiem-

po.
= Procesos autorregresivos

Consideremos ahora los procesos autorregresivos finitos de orden p , también
conocidos como AR(p), éste consiste en representar al valor actual del proceso
{X}como una combinacién lineal de los p tltimos valores pasados de si mismo
mds un término de error (ruido blanco), este tltimo incorpora todo lo nuevo en la
serie en el tiempo ¢ que no se explica por los valores pasados. Y es representado
de la siguiente forma

Xi=hXe1+PeXi o+ -+ GpXe pte
enestecaso m = @1, M = P2, M3 = P3,...,Tp = Pp Yy T =0,k > p.
Cabe mencionar que los procesos autorregresivos de cualquer orden son inverti-
- P4 ‘
bles siempre que >"7_, |¢;| < oc.

Se detallard mds adelante a este proceso, por ahora se mencionaran casos particu-
lares de los procesos AR(p). [31]

= Procesos autorregresivos de primer orden o AR(1)

Puesto que ya se haba referido con anterioridad a este proceso, se recordara que
el proceso AR(1) en el ejemplo 2.5 estd dado de la siguiente manera

Xt - (DIX!—-I + 5t (235)

donde &, ~ RB(0,0?), |¢1| < 1,y &, es independiente de X, para cada s < t.
A este proceso también se le conoce como proceso de Markov. Expresando la
ecuacion anterior en términos del operador de retardo se tiene

(]. —_ d)lB)Xt = &.
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Como se indico inicialmente, el proceso autorregresivo de cualquier orden siem-
pre es invertible, por lo que solo faltarfa confirmar la estacionariedad del pro-
ceso, para ello, debe satisfacerse que la raiz del polinomio de retardo ¢,(B) =
1 — ¢ B = 0 este fuera del circulo unitario, es decir que d)—ll > 1, esto implica que
|| < 1.

Ahora bien, note que si se itera la ecuacién del proceso AR(1) k- veces hacia el
pasado se obtiene

Xi= ;1 Xi1 + &
= 1 (1 Xi—a +61-1) + &
= @%Xt—Q + P16¢-1 + €4
= 65%((;51)(,_3 +e19)+ D161 + &

k-1

1k 11
= ¢1 Xk + Z d1Et—i-
i=0

Continuando con el proceso de iteracién, siempre que |¢;| < 1, se puede obser-
var que es posible representar un modelo AR(1) como un proceso de promedios
moviles de orden infinito (MA(o©)), es decir

X = Z(ﬁift—i-
i=0
De la ecuacién anterior, notemos que
E[X:] = Ele)) + ¢1E[e11] + @%E[St—Q] =+ ¢5?E[5z—3] +---=0

ya que &, es un ruido blanco.
Y la varianza calculada en el ejemplo (2.5) es

2

Y = Var[Xy = :
1—¢?

Su funcién de autocovarianza (v;) y autocorrelacién simple (px) son

T = (2.36)

ko, sik > 0.
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1, sik=0;
Pr = (2.37)
oF, sik > 0.
Y por tltimo la funcién de autocorrelacién parcial (¢ ), es
¢1, sik=1;
i = (2.38)
0, sik>1.

La FACP del proceso AR(1), muestra un pico positivo o negativo en el lapso (re-
tardo) 1 dependiendo del signo de ¢; y luego se corta.

En las Figuras 2.6 y 2.7 se puede observar las diferentes trayectorias para el pro-
ceso AR(1) y el comportamiento de FAC y FACP.

AR(1) $,=09
@
@ 4
T T T T T
0 50 100 150 200
Time
FAC FACP
o @0
: :HH £
= = 2 I
a | < o
= il j"'\‘l’u‘l"'H’i’ﬁ'lTﬁ e i 1 et AT v
o o | AR T T
5 a4 k= B T 3 T
0 5 10 15 20 5 10 15 20
Lag Lag

Figura 2.6: Trayectoria, FAC y FACP del proceso AR(1) con ¢; = 0.9.
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o | ] T T
| T goEg
] S P i e ST e S al
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Figura 2.7: Trayectoria, FAC y FACP del proceso AR(1) con ¢y = —0.5.

= Procesos autorregresivos de segundo orden o AR(2)
El proceso autoregresivo de orden 2, denotado por AR(2), estd representado como
Xi = 01.Xi1 + Do Xy o + 6. (2.39)
Y expresdndolo en términos del operador de retardo se tiene
(1—¢.B - @232)Xt = &;.

Y como el proceso autorregresivo de cualquier orden es invertible, sélo restaria
comprobar la estacionariedad, para ello se hallaran las raices del polinomio de
retardo ¢y (B) = 1 — ¢, B — ¢ B? = 0, las cuales son

_ —¢1 £ /9] + 4¢

By, (2.40)
. 26
Estas deben estar fuera del circulo unitario, esto es,
By = |20t VREn| g |ch o VR TR
1| = - g | =
2¢ho 2¢9
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Para que esto sea cierto, deben cumplirse estas condiciones
L. ¢+ ¢ < 1.
2. ¢ — ¢y < 1.
3. 1< ¢y < 1.

La prueba de las condiciones anteriores se pueden consultar en el Apéndice B.
Y al igual que los proceso AR(1), es posible representar a un proceso de AR(2)
como un proceso MA(oc), que es posible consultar en el Apéndice A, por lo que
la esperanza de un AR(2) es E[X;] = 0. La varianza del proceso es

7 = Var[X,] = E[(¢1 X1 + $2 X0 + &)?]
= G1E[(Xi-1)*] + G5 E[(X;-2)*] + E[e}] + 26102 E[X;_1 X, o]
+ 2¢1E[Xi-15t] + 2(:52E[Xt_25t]
= ¢T0 + 9370 +0° + 2016m
(1= 1 = 83)%0 = 0° + 2911
Para los valores de la funcién de autocovarianza y autocorrelacién, considere para
k=1
Y1 = C()’U(Xt,Xt__l) = E[(Xt = E[Xt])(Xt_l —_ E[Xt._l])]
= E[((f)lXt—l + P2 Xi o + Et)Xt—l]
= ) E[X?] + ¢2 E[X;_2X; 1] + Ele: X1
= P17 + ¢

Ahora bien, para que 7, quede expresada en términos solamente de ¢, ¢2 y o2, se
sustituye 7, en 7y, esto es,

U—&—%m=ﬁ+%@<mW)
1—¢2

(1= ¢2)(1 = 61 = 210 = 0*(1 — h2) + 2610270
(1= ¢o)(1 — 67 — ¢3) — 267 62)70 = 0*(1 — ¢2)
B (1 — ¢)o?
(L4 ¢2)((1— )2 — )

Yo
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Por otro lado, para k > 1y dado que E[X;] = 0, se obtiene
W = Cov(Xy, Xi—x) = E[(Xe — E[X])(Xi—k — E[Xi—s])]
= E[(1Xt—1 + P2 Xi—2 + €¢) Xe—k]
= 0 E[Xi—1Xi—k| + 02E[Xi—2Xi—k| + Elee Xk
= G1Vk—1 + D2 Vk—2, VK > 1.
De esta manera, la funcién de autocovarianzas (7;) de un proceso AR(2) es
Yo, sik =0;
Ye =4 M1, sik=1; (2.41)
M Yk-1 + P2Yk—2, sik > 1.
Y para la funcién de autocorrelacion (py) se tiene

_ e _ O Ye1 + oYk

Pk = = G1pr—1 + G2pr—2, k=1
Yo o
por lo que la FAC simple es
1, sik=0;
P _ (2.42)
G1pr—1 + Popp—o sik > 1.

Luego, para hallar la funcién de autocorrelacién parcial (¢ ), usando (2.11), te-
nemos

o)
b1 =p = ,
1= M e
L m
pL py | po—p?
o = = = ¢
1 p 1—pt
po1
I poo;m I pr 1+ dopn
mo1 po pr 1 dipr+ oo
P2 P1 P3 P2 p1 O1p2 + dapr
P33 = = =0
L pr p2 L ;o po
pr 1 pr 1 m
p2 p1 1 p2 ;1
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ya que la tltima columna del numerador es una combinacién lineal de las dos
primeras columnas. Por lo que la funcién de autocorrelacion parcial es

® s .
1-_—;2. sik=1;

Ok = § P2 sik=2; (2.43)
0, sik > 2.

Por consiguiente, se observa que la FACP del proceso AR(2) se corta después del
lapso (retardo) 2.

En la Figura 2.8 y 2.9 se puede observar las diferentes trayectorias para el pro-
ceso AR(2) y el comportamiento de FAC y FACP, dependiedo de los signos de ¢,

y ¢2.
= Proceso autorregresivo orden p o AR(p)
Inicialmente se senal6 que los procesos autoregresivos son de la forma
Xi=1 Xec1 + P2 Xpo+ -+ $pXip+ &t (2.44)

donde ¢ ~ RB(0, 02) y &; no esta correlacionado con X para cada s < ¢.
Expresando la ecuacién 2.44 en términos del operador de retardo, se obtiene

er=(1—¢1B— ¢poB* —--- — ¢,BP) X,
= (1 - i @iBi)Xt
i=1
= ép(B)Xt
donde ¢,(B) = 1—¢;B—¢ppB%—- -— ¢, B" es el polinomio de retardo de AR(p).

Abhora bien, los procesos autorregresivos de cualquier orden son invertibles siem-
pre que 37, i < oo

Para confirmar la estacionariedad del proceso, se debe satisfacerse que las raices
del polinomio de retardo ¢,(B) = 0 se encuentren fuera del circulo unitario.

En el Apéndice A, se verifica que un proceso AR(p) puede ser presentado por un
MA(00).
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Figura 2.8: Trayectoria, FAC y FACP del proceso AR(2).
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Figura 2.9: Trayectoria, FAC y FACP del proceso AR(2).
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Para hallar las funciones de autocovarianza () y autocorrelacién (p;,) del pro-
ceso AR(p), se multiplica por X;_; en ambos lados de la ecuacién (2.44) y se
calcula la esperanza, esto es,

Xk Xp = 01 Xy 1 Xoo1 + 02 Xy 1 Xy o+ - + 0 Xy ik Xy p + Xii&s
E[Xi 1 Xt) = 1B X1 Xeq] + - - + 0o B[ X1 X | + E[X;_ie4]

Y& = Q‘)I')"k—l + 962’7"1\‘—2 g Rt (f)p')"k—p- (245)
Y la funcién de autocorrelacion (p;) del proceso es

/

Pk = z—k = O1Pr—1+ Gopr—2+ -+ + OppPr_p, k> 1. (2.46)
0

Para la FACP(¢y), dado que pr. = d1pp—1 + Gopr—2 + -+ + Gppr—p, k > 1, no-
tar que cuando k£ > p la ultima columna del determinante en el numerador de
(2.11) puede ser escrita como una combinacion lineal de las columnas previas del
determinante, de esta manera el determinante es igual a cero y la FACP se corta
después del lapso p.

El proceso AR(p) es titil para describir situaciones en la que el valor actual de
una serie temporal depende de sus valores anteriores mds un choque aleatorio.

= Proceso Autorregresivo de Promedio Movil (ARMA(p,q))

Una extension del proceso autorregresivo y el proceso de promedios moviles,
es el proceso mixto autorregresivo en promedios méviles, que incluye el proceso
autorregresivo y el proceso de promedios méviles como casos especiales.

Como se demuestra en el Apéndice A, un proceso estacionario e invertible puede
representarse como un proceso de promedio mévil o autorregresivo.

Sin embargo, un problema es que puede contener demasiados parametros en cual-
quiera de las dos representaciones, incluso para un proceso de promedio mévil de
orden finito o proceso autorregresivo de orden finito, pues a menudo se necesita
un modelo de mayor orden para una buena aproximacion.

En general, una gran cantidad de pardmetros reduce la eficiencia en la estimacion.
Por lo tanto, en la construccién de modelos, puede ser necesario incluir términos
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de procesos autorregresivos y de procesos de promedio mévil en un modelo, es
decir, la combinacién de los procesos AR(p) y MA(q), que dan como resultado a
los proceso mixtos, conocidos como procesos ARMA(p,q).

Definicion 2.11. Se dice que { X} es un proceso ARMA(p,q), si {X:} es estacio-
nario y si para cada t, se satisface

X =i Xpq—iew— ijXt—p R R 9q5t—q (2.47)
donde €;,&; 1, .. .,&4_q ~ i.i.d. RB(0,02) y los polinomios (1 — ¢, B — ¢oB* —
o= ¢,BP)y (1 —60,B — 60,B? — - -- — 6,B7) no tienen factores en comiin.

Luego, escribiendo a la ecuacién 2.47 en términos del operador de retardo

dp(B)X: = 64(B)e

donde ¢,(B) =1 — 1B — doB2 — voo— ¢pB" es el polinomio de retardo de un
proceso autorregresivo y 6,(B) = 1 — 6,B — 6, B*> — - - - — 6,B7 es el polinomio
de retardo de un proceso de promedios méviles.

Ademds, para que el proceso sea invertible, se necesita que las raices de 6,(3) = 0
estén fuera del circulo unitario, y para que el proceso sea estacionario, se necesita
que las raices de ¢,(B) = 0 estén fuera del circulo unitario.

También, se asume que 6,(B) = 0y ¢,(B) = 0 no tienen raices en comun.
De aqui en adelante, nos referimos a este proceso como un proceso ARMA(p.q),
en donde p y q indican los érdenes de los polinomios autorregresivos y promedios
moviles respectivamente.

Es posible escribir al proceso estacionario e invertible ARMA como un proce-
SO autorregresivo, es decir
F(B)Xg = &

dondeW(B)—_-%:(I—FIB—WQBQ—”-).

También, es posﬁ)le escribirlo como un proceso de promedios méviles, es decir
Xt = l»i)(B)St

donde )(B) = %,% =1+ B+ B2 +---).
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Antes de hallar la funcién de autocovarianza (;) de un proceso ARMA(p,q), se
reescribird la ecuacién 2.47 de la siguiente manera

Xe =01 Xy +or o+ @pXe & — 0180 — ¢ - — 0484

Multiplicando X,_; por ambos lados y obteniendo la esperanza, se llega a

E[X: 1 Xi| = 91 E[ Xk Xooa] + - -+ + GpE[ Xk Xy p] + E[Xi_xed]
= 91E[/Yt—k5t—l] T qu[Xt—kEt—q]'
Y dado que E[X;_j&;_;] = 0,k > i, tenemos

Ye = (bl’)"k—l + (bZ’)"k—2 + 200 4 (bp')"k:—p, k 2 (q + ].) (248)
Asi, la funcién de autocorrelacion es
Pk = P1Pk—1 + P2pk—2+ - + PppPr—p, k> (q+1). (2.49)

Obsérvese que, la FAC simple del proceso ARMA es andloga a la del proceso
AR(p). Entonces la FAC simple del proceso ARMA(p.q), se corta después del
lapso ¢ al igual que un proceso AR (p).

Para la FACP (¢:), dado que el proceso ARMA contiene al proceso MA co-
mo un caso particular, la FACP tendrd una mezcla de decaimientos exponenciales
u ondas sinusoidales amortiguadas dependiendo de las raices de ¢,(B) y 6,(B).
A continuacién, se mencionard un ejemplo del proces ARMA. [31]

= Proceso ARMA(1,1)
El proceso ARMAC(1,1), esta dado de la siguiente forma
(1 -=¢p1B)X: = (1 —61B)e:
o bien

Xi= 1 Xio1 + 6 — 0151 (2.50)

Y para que el proceso sea estacionario de asumird que |¢,| < 1y para la inverti-
bilidad se asumira |6, | < 1.
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Para hallar la FAC del proceso ARMA(1,1), se multiplica en ambos lados de la
ecuacion 2.50 por X;_; y se calcula la esperanza

E[Xi 1 Xi) = 0 E[ Xk Xi1] + E[Xi—ket] — O E[Xi—ket-1]
T = d17k-1 + E[Xiret] — O E[Xi—ree-1].
Sik=0
Y = 1 + E[Xiee] — 01 E[Xier-1]
dado que

E[Xi&y] = Elei(¢1X-1 + & — 0164-1)]
= ¢1E[EtXt_1] + E[E?] - 91E[Et5t_1]
_ 2
=0
Luego, multiplicando en ambos lados de la ecuacién 2.50 por ¢;_, y calculando la
esperanza observamos que

E[Xiei-1) = ¢1E[Xi_160-1] + Elesci—i] — 01 E[e2_]
= (¢1 — ty)o?.
Sustituyendo la ecuacidn anterior en
Yo = &1 + af —01(d1 — 91)(752-
Sik=1
M1 = $1y0 — 6102
Asf sustituyendo 7y, en 7y, se tiene

Yo = ¢1(170 — 0102) + 02 — 61(¢1 — 61)0>

= (,6%’)’0 = (;‘)1910'? + 0'52 == @'10102 + 0%082

Por lo que 7 es de la forma

_(1+62-26:8) ,

. 2. (2.51)
)
De esta manera, para 7, se tiene
Y1 = $170 — 6102
d1(1+ 67 — 2¢:6) , 2
= —0
- 0 @52

_ (1 — 601)(1 — ¢16h) 2

T-¢)
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Para k > 2
Y = (bl’)'k—l- (253)

Haciendo correr a & y resolviendo de forma recursiva, se observa que

Y2 = o1

3= 9172 = din
Y4 = Pim

¥ = Pm

Y = ¢y

Por lo que, la funcién de autocorrelacién (pi), es de la forma

;

T sik=0;

_ ) (01-01)(1—0161) 5
/)k = < '—'—11+—9112'__—2m1'1—'1—. S1 IL = 1, (254)

Gy sik > 2.

Si se desea hallar la FACP de un modelo mixto resulta algo complicado y es no
necesario. Es suficiente con observar que, dado que el proceso ARMA(1,1) con-
tiene al proceso MA(1) como un caso particular, la FACP de este proceso decae
exponencialmente al igual que FAC, dependiendo de los signos y magnitudes de
o1y 61. De este modo, la FAC y FACP indicaran que se trata de un modelo ARMA
mixto.

En las Figuras 2.10 y 2.11 se puede observar las diferentes trayectorias para el
proceso ARMA(1,1) y el comportamiento de FAC y FACP, dependiedo de los sig-
nos de ¢, y 6.

Por tltimo, en la Tabla 2.3 se da una descripcién de la FAC Y FACP para ca-
da uno de los procesos vistos anteriormente.



58

Conceptos basicos de series de tiempo
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Figura 2.10: Trayectoria, FAC y FACP del proceso ARMA(1,1).
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Figura 2.11: Trayectoria, FAC y FACP del proceso ARMA(1,1).
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CAPITULO 3

MODELOS PARA SERIES DE
TIEMPO NO ESTACIONARIAS

Los procesos vistos en el capitulo anterior estan establecidos para cuando se
tratan de procesos estacionarios, donde la media, la varianza son constantes a tra-
vés del tiempo y la covarianza no depende del tiempo, ésta mas bien, depende del
los lapsos de tiempo.

Usualmente en aplicaciones, especificamente en negocios y economia los pro-
cesos se desenvuelven de manera no estacionaria, esto es, ya sea que la media o la
varianza del proceso son no constantes o que ocurran ambos a la vez, un ejemplo
de serie no estacionaria es el tipo de cambio (peso por délar) (Figura 3.1).

61
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Tipo de cambio

15 20

Pesos por délar
10

T T T T T
1970 1980 1990 2000 2010

Afio
Figura 3.1: Tipo de cambio spot.

3.1. Modelo ARIMA(p,d,q)

Los modelos de series de tiempo desarrollados en la seccién anterior, estdn
establecidos para series estacionarias, pero existen casos en los que hay presencia
de no estacionariedad, un modelo establecido para este tipo de series es el modelo
Autorregresivo Integrado de Promedios Moviles (ARIMA), los cuales son una
generalizacion de los ARMA que resulta de aplicar una diferencia de orden “d” a
la serie. De esta manera, al aplicar el operador V se estarfa eliminando la posible
tendencia polinomial de orden d hallada en la serie que se esté analizando, es decir
que, al aplicar el método de diferencias es posible convertir la serie no estacionaria
en estacionaria, una vez transformada, se le aplica el modelo ARMA, lo que nos
llevaria al modelo ARIMA.

Definicion 3.1. Un proceso X; decimos que es un ARIMA(p,d,q) (d > 0 entero)
Si

VX, = (1—B)*X; (3.1
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es un ARMA(p,q).

De manera general, es posible escribir al modelo ARIMA de la forma

¢p(B)(1 — B)?X, = 0,(B)e; (3.2)
donde {¢:} ~ RB(0, o?), ¢p(B) =1—¢1B— iy B2 —wvi— ¢pBP es el polinomio
de retardo de un proceso autorregresivoy 0,(B) = 1—6, B—6,B*—--.—0,B% es

el polinomio de retardo de un proceso de promedios moviles, los cuales no tienen
factores en comiin.

Si E[VYX,] = p, escribiremos al proceso como
¢p(B)(1 — B)*X, = § + 6,(B)e,. (3.3)

La constante §, puede tomar un diferente rol para cuando d = 0y d > 0.
Cuando d = 0 el proceso original es estacionario y 6 = u(1 — ¢ — - -+ — ¢p).
Cuando d > 0, la constante § es llamado término de tendencia determinista, co-
munmente es descartado a menos que sea necesario su uso.

Los pardmetros (p, d, ¢) representan lo siguiente

= p, es el orden del polinomio autorregresivo.
= d, es el exponente en el operador de diferencia.
= ¢, es el orden del polinomio de promedios méviles.

Ahora bien, en cuanto a las condiciones de estacionariedad e invertibilidad
para los procesos ARIMA, serdn las mismas que se aplican en los procesos AR-
MA, es decir, para que el proceso sea estacionario las raices de c’),,(B) = 0 de-
ben encontrarse fuera del circulo unitario y para que sea invertible las raices de
f,(B) = 0 se deben encontrar fuera del circulo unitario.

Cuando p = 0 el modelo ARIMA(p.d,q) es también llamado modelo integrado
de promedio mévil de orden (d.q), denotado IMA(d,q), cuando ¢ = 0 este es lla-
mado autorregresivo integrado denotado por ARI(p,d) ysip=0,d=1yqg =0
se tiene lo que se conoce como modelo de caminata aleatoria, dichos modelos
se presentardan mads adelante. [29], [31]
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3.1.1. No estacionariedad en media

Una serie de tiempo es no estacionaria en media, cuando esta depende del
tiempo, lo que ocasiona la presencia de tendencia o varios tramos con medias
diferentes. Si la serie es no estacionaria en media, esta es posible transformarla
en estacionaria tomando diferencias de orden d. Asi la serie que no era estacio-
naria en media X, se volverd estacionaria por el hecho de aplicar d diferencias
(1- B)‘iX ¢, para d > 1 enteros. Normalmente d toma los valores de 0, 1, 2.

El problema entonces serd deteminar el niimero de diferencias que se deben apli-
car, ya que pueden surgir los siguientes problemas:

= Raiz autorregresiva préxima a la unidad.
= Sobrediferenciacion.
Unas sugerencias para decidir el valor de d, son los siguientes

1. Grificos de la serie original y las trasformaciones correspondientes, para
observar si se cumple o no la media constante.

2. Correlograma de las FAC y FACP, para observar si decrecen rapidamente o
no.

3. Contrastes de raices unitarias.

Este ultimo proporciona contrastes estadisticos, y a partir de ello se hace infe-
rencia sobre la existencia o no de raiz unitaria en la serie, es decir, sobre la no
estacionariedad de la serie de tiempo. Si se rechaza la hipdtesis nula que es la
existencia de raiz unitaria, no se diferenciard mas la serie. En caso contrario, se
tomara una diferencia mas de orden 1. El contraste de raiz unitaria mas usado es
Dickey-Fuller, el cudl puede consultarse en el Apéndice C.

= Modelo de caminata aleatoria
De la ecuacién (3.2),sip = 0,d = 1 y ¢ = 0 se tiene la siguiente ecuacién

(l = B)Xt =& (343)
X = X1 + 6. (3.4b)

Este tipo de modelo es usualmente usado en el comportamiento de series de un
precio de acciones.



3.1 Modelo ARIMA(p,d,q) 65

En la ecuacién (3.4b) el valor de X en el tiempo t es igual a su valor en el tiempo
(t — 1) mds un choque aleatorio. Obsérvese que el modelo de la caminata aleatoria
es un proceso limite del proceso AR(1) esto es, (1 — ¢, B)X; = &, con ¢y — 1.
Ahora bien, dado que la FAC del proceso AR(1) es p;. = o*, el modelo de cami-
nata aleatoria se puede caracterizar por picos grandes, no desvanecidos de la FAC
muestral de la serie original {X,} y la FAC se desvanece completamente para la
serie diferenciada (1 — B)X,.

De la ecuacion (3.4b), al afiadir un término constante el modelo resultara ser el
siguiente

Xt — Xt—l + 0+ Et. (35)

A la constante ¢ se le llama deriva, de ahi que a la ecuacion (3.5) se le llame
modelo de caminata aleatoria con deriva. Note que cuando § = 0 se tiene un
caminata aleatoria.

Considere ahora, X; | = X, 5 + 0 + £;_, que al sustituirla en 3.5, se tiene

Xi=Xi20+20+61+¢:
Haciendo lo mismo con X;_» = X;_3 + § + &;_o, obtenemos
Xt = Xt_;; + 30 + €t + €41 + &4

Continuado de esta manera, sustituyendo sucesivamente hasta un tiempo ¢, resulta

t
X;=Xo+to+ > e (3.6)

J=1

Dado que {;} ~ RB(0,0?) y X, = 0, calculando la esperanza de 3.6, se obtiene
t
E[X,]=t5+) Ele;] =t6.
j=1

Esto muestra que el proceso de caminata aleatoria con deriva es no estaciona-
rio, ya que la media del proceso depende del tiempo £.
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= Modelo ARIMA(0,1,1) 0 IMA(1,1)
De la ecuacién 3.2, sip = 0,d = 1 y ¢ = 1 se tiene lo siguiente
(1-B)X: = (1 - 61B)e, (3.7)

o bien,

Xi=Xi1+ & — 0151, (3.8)
donde |61 < 1y {&:} ~ RB(0, 0?).
Obsérvese que el modelo IMA(1,1) para X; se reduce al modelo estacionario
MA(1) para la serie de primeras diferencias (1 — B)X; . Note que la caminata
aleatoria es un caso particular de el modelo IMA(1,1) haciendo #; = 0.
Por lo tanto, el modelo IMA(1,1) se caracteriza por que la FAC muestral de las
serie original no se extingue y a FAC muestral de la serie de primeras diferencias
muestra un patrén de un fenémeno de MA(1).

Sea |#;| < 1, entonces

(1-B) 2 P2

——=(1-B)(1+6,B+6;B°+---

g o~ BB+ HE )
=14+6B+B>+...—B-6,B*-9?B% — ...
=1l—-aB—-o(l—-a)B>—a(l —a)’B3—.-.

donde a = (1 — 6,).
Asi, de 3.7 se tiene
(1—aB—-a(l —a)B?—-a(l —a)’B3—-. )X, =¢,

Xi—aXi1—o(l —a)Xi—o—a(l - af)QXt_;; ——e=gy
(3.9)

X, = (xZ(l — (I)j_IXt_j +&;.

J=1

Obsérvese que la ecuacién anterior es la representacién de un modelo AR(c0).
Luego, el pronéstico 6ptimo X; de X; es dado por

X;=a) (1-a)y~'X,;. (3.10)

j=1

Es decir, que el prondstico 6ptimo de X, es un autorregresivo ponderado que
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decrece exponencialmente de sus valores pasados. Asi, el pronéstico aproximado
del periodo de tiempo ¢ + 1 es igual a

X = d’Z(l b
j=1

aXi+ (1-@)a) (1-a) X,
=2

aX,+ (1—a)ay (1-a)~'X,;
=1

= aX: + (1 — @)X

El cudl es una combinacion lineal de la nueva observacion disponible y el tltimo
prondstico. El pardmetro 1 — & es llamado pardmetro de suavizacién y es restrin-
gido a estar entre cero y uno. Cuando se tienen valores mds grandes de &, estos
conducen a previsiones mds suaves.

Este método de pronéstico es popular porque es fécil de usar, sélo se necesita re-
tener el valor del prondstico anterior y la observacion actual para pronosticar el
proximo periodo de tiempo. [31]

3.1.2. No estacionariedad en varianza

Como se menciono al inicio, una serie de tiempo es no estacionaria en va-
rianza, cuando esta depende del tiempo. Si desea hacer estacionaria a la varianza,
la solucién es transformar a la serie mediante un método que estabilice la varianza.

La diferenciacién por ejemplo, es aplicada para reducir una serie temporal no
estacionaria homogénea a una serie temporal estacionaria, pero, muchas series de
tiempo no estacionarias no son homogéneas.

La no estacionariedad de estas no se debe a que sus medias dependan del tiempo,
es mds bien, que sus varianzas y autocovarianza dependen del tiempo. Para redu-
cir este tipo de no estacionariedad, se requieren transformaciones que no sean de
diferenciacion.
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= Varianza y autocovarianza de un modelo ARIMA

Un proceso que es estacionario en media, no precisamente es estacionaria en va-
rianza y autocovarianza. Pero un proceso que es no estacionario en media, serd no
estacionario en varianza y autocovarianza.

Si bien el modelo es no estacionario, la caracteristica completa del proceso se de-
termina para todos los tiempos s6lo por un niimero finito de parametros, ¢;, 6;, 2.
Asi, la evolucién completa del proceso se puede desarrollar desde el modelo ARI-
MA ajustado al conjunto de datos X;, Xy, -+, X,.

Sea el modelo IMA(1,1)
Xi= X1+ & —b1&1.
Haciendo sustituciones sucesivas y dado que Xy = 0y ¢ = 0, resulta

X=Xy 146 — b
=Xio+e+ (1 — 91)51_1 — 01649

:X0+5t+(1 —91)51_1 +"‘+(1 —(91)51 — btheo

t—1
=&+ Z(l — 01)&‘1_1'.
1=1
Siguiendo el mismo proceso para un lapso ¢ — &

Xiw=Xo+ 1+ (l - 91)5t—k—1 S e (1 - 91)51 — 159

t—k-1

Xk = €t—r + Z (1 —01)et—k—i

1=1

Es claro que
t—1
E[X)) = E[e]+ > (1 - 61)E[ee_i] = 0.
i=1

Y la varianza de X estd dada por

t—1 2
V(I.T‘[Xt] =5k (5[ + (1 e 91)5t—i)
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o bien, escrita de forma desarrollada
Var[ Xy = E[(et+(1—61)et—1+- - -+(1—61)e1) (ee+(1—61 )et—1+- - -+(1—61)e1)].
Al desarrollar los productos se observa que

2(1 = GI)E[stst—i] = 2(1 = 91) -0=0

(1— 91)2E[5t—i5t—j] =(1- 91)2 -0=0, parai# j.
Por lo tanto

Var[X,] = E[ef] + (1 — 61)°E[e} ;] + (1 — 61)*Ele} o] + - -- + (1 — 61)*Ele3)]
+ (1 - 61)*Ele}]
=02+ (1—61)%02 + (1= 601)%02 +--- + (1 — 61)%2 + (1 - 61)%02
=[1+ (1 —6,)%*(t - 1)]o2.

Notese que la varianza del proceso depende de £, de esta manera el proceso resulta
ser no estacionario en varianza.

Del mismo modo ocurre con Var[X;_;], la cual esta dada por

Var Xl = [1+ (1 — 61)*(t — k — 1)]o2.

De esta manera, la covarianza entre X; y X, resulta ser

Cov[Xi_p, Xi] =[(1 —61) + (1 — 6,)%(t — k — 1)]o2.

De lo anterior, es ficil hallar a la funcién de correlacién entre X, _; y X,

Cov[Xi—k, Xi]
VVar[Xe—]Var[Xy]
B 1=6)+(1=-6)%(t—k—-1)
VI FO =602t —k-DJI+(1-6)%(t—1)]

Corr[Xi—r, Xi] =

Por consiguiente se tienen las siguientes observaciones
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Observacion 3.1.

La varianza Var[X;] de un proceso IMA(1,1) es dependiente del tiempo, y
Var[Xi] # Var[X—x] para k # 0.

» La varianza Var[X,] es no acotada para t — oc.

La covarianza Cov[ X, _y, X;] y la autocorrelacion Corr[ X, _y, X;| también
dependen del tiempo y por tanto, no son invariantes respecto a la traslacion
del tiempo.

La funcion de autocorrelacion Corr|X;_y, X;] de un proceso IMA(1,1), se
desvanece lentamente a medida que k incrementa.

En general, resulta imposible hacer una inferencia estadistica con sélo una
realizacion, cuando esta es no estacionaria tanto en la media como en la autoco-
varianza o autocorrelacion. [31]

= Transformaciones para estabilizar la varianza

No todas las series de tiempo pueden ser transformadas a una serie de tiempo
estacionaria por medio de diferencias. Por ejemplo, algunas series de tiempo pue-
den ser estacionarias en media pero no en varianza como se vio anteriormente. Es
por ello que se tiene que usar una transformacién adecuada para estabilizar a la
varianza. Es muy comiin que la varianza de un proceso no estacionario cambie a
medida que su media cambia. Esto es,

Var[Xi] = ().

Donde ¢ es una constante positiva y f una funcién. Ahora bien, la cuestién es
(Co6mo hallar una funcién 7" para la serie de tiempo que al aplicarle dicha trans-
formacién 7'(X;) tenga una variacién constante?

Pues bien, para iniciar el método, se debe aproximar a la funcién por medio de
una serie de Taylor de primer orden alrededor de /i, es decir

T(Xy) =~ T(pe) + T (pa) (Xt — pae)-

Asi, la varianza de T'(X;) es proximadamente igual a
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Var[T(X:)] = Var([T(pe) + T"(1e) (Xe — pre)]
= Var([T ()] + Var[T" (1) (Xi — pe)]
= [P ()P VarlX]
= c[T" (o) Pfe)-

Por lo tanto, para que la varianza de 7'(X;) sea constante, la transformacién de
estabilizacion de la varianza 7'(X;) debe elegirse de modo que

1
T () = — (3.11)

vf(/lz)'

Por lo que la ecuacién 3.11 implica

d ;. (3.12)

1
7)< | 7

A continuacién se mencionardn unos ejemplos donde la varianza de la serie de
tiempo se comporta de diferentes maneras.

= Por ejemplo, si se tiene que la desviacion estdndar de una serie de tiempo
es proporcional a su media, es decir, Var[X,| = (t/t?, entonces

1
T(,U,t) — /ﬁd,{.tt — ln(,ut). (313)
L

Por consiguiente, aplicar una trasnformacién logaritmica a la serie de tiem-
po, In(X;) hard que esta tenga una variacion constante.

= Si la varianza de la serie de tiempo es proporcional a su media, esto es,
Var[X,| = ¢y, entonces

1

Por lo tanto, al aplicar una transformacién de raiz cuadrada a la serie de
tiempo,/X;, provocard que esta tenga una variacién constante.
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= Ahora bien, si la desviacién estdndar de la serie de tiempo es proporcional
al cuadrado de la media, es decir, Vm'[Xt] = (:/,L‘t‘, entonces

1 1
T(/lt) = /ﬁdut = —/Tt. (315)
: ;

Consecuentemente, al aplicar la transformacién reciproca a la serie de tiem-
po, \% hard que la serie tenga varianza constante.

De forma mds general, es posible usar la transformacién potencia

XA -1
L '

‘\’Tl, si A #0;

InX;, siA=0.

Donde 3.16 es conocida generalmente como transformacion de Box-Cox(1964)
(ver [9]), la cual contiene muchas de las transformaciones antes mencionadas co-

mo casos especiales. En la tabla 3.1, se aprecian los valores de A que normalmente
son utilizados.

Valores de A Transformacién
-1.0 %
-0.5 \/}\_,
0.0 In(Xy)
0.5 VX,
1.0 X; (No hay transformacién)

Tabla 3.1: Transformaciones generales.

De la transformacién 3.16, note que cuando A — 0 la transformacién se inde-
fine, esto es,

X} -1

lim 7'(X;) = lim
A—=0 A—=0

25
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Ahora bien, al resolver esto por medio de la regla de L’Hopital (derivando respecto
a \), resulta

et P el ) S S
= /l\n_}})T = /{1_1}(1)Xt In(Xy) = In(Xy)

lim 7'(X;) = lim
A—=0 A=0

resultando la transformacién logaritmo.

Lo anterior resulté debido a lo siguiente, como (X;* — 1) se derivé con respecto a

d(x2-1) _ dx}
A, esto es, g =k luego

X} = el Xt
X} = M in X
= (XY = (M Xy
= MY In XY
=X (\Yin X,
=M Xe (I X,)
= X} (In X))

. dX} v (g,
es asi como - = X' (In X;).

Ahora bien, si se tiene que A = (.25, la transformacion resultante es v/.X;, ya

que
1

X =1 _ X2 -1 ;
T(X,) = ‘025 = — =4(¥X. - D).

4

Es posible tomar a A como un pardmetro de la transformacién y estimar su valor
a partir de los datos. Por ejemplo, podemos incluir a A como un pardmetro en el
modelo (1 — ¢, B — -+ — ¢,BP) (X} —p) = (1—6,B—---—6,B%)e, y elegir el
valor de A\ de manera que los errores cuadrados medios residuales sean minimos.
Box y Cox mostraron que A puede ser estimado por el método de méaxima ve-
rosimilitud que minimiza el error cuadrado medio calculado a partir del modelo
ajustado en los datos normalizados.
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Observacion 3.2.

= Las transformaciones para estabilizar a la varianza se definen solamente
para series positivas. Sin embargo estas definiciones no son tan restrictivas
como se ve, porque se pude agregar una constante a la serie sin afectar la
estructura de correlacion de la serie.

» Si es necesario hacer transformaciones para estabilizar a la varianza, esta
conviene realizarse antes de cualquier otro andlisis, como la diferenciacion.

= Normalmente al hacer transformaciones no sélo se estd estabilizando a la
varianza, esta también mejora la aproximacion de la distribucion a una
distribucion normal. [31]

3.2. Modelos estacionales multiplicativos ARIMA

Muchas series de tiempo provienen de procesos con caracteristicas estaciona-
les, las cuales se repiten en cierto periodo en el tiempo. Donde la dependencia
del pasado tiende a ocurrir con mayor, menor o igual fuerza. Al periodo de tiempo
en el cual se repite este fendmeno se le conoce como periodo estacional de la serie.

Por ejemplo, en datos econémicos mensuales, existe un fuerte componente anual
que ocurre en rezagos que son miltiplos de s = 12, debido a las fuertes conexio-
nes de toda la actividad anual en el calendario. Los datos trimestrales exhibiran el
periodo anual repetitivo en s = 4 trimestres. En los fendmenos naturales, también
es posible observar periodos fuertes que corresponden a las estaciones. Por lo que,
la variabilidad natural de muchos procesos fisicos, biolégicos y econdmicos tien-
den a coincidir con los cambios estacionales naturales.

Es por ello que resulta conveniente introducir polinomios de promedio mévil y
autoregresivos que se identifiquen con los rezagos (lapsos) estacionales. [29]

Definicién 3.2. Se dice que un modelo es un autorregresivo de promedio maovil
estacional puro, si este es de la forma

Op(B*)X; = O¢g(B°)e (3.18)
denotado como ARMA(P,Q)s. Donde los operadores
®p(B*) =1— & B° — ®,B* — ... — ®pB**
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(‘)Q(BS) =1- elBs _ 92325 = e e eQBQS,

Son el operador estacional autorregresivo de orden Py el operador estacional de
media movil de orden Q, con un periodo estacional s.

De igual manera que los procesos ARMA(p,q), el modelo ARMA(P,Q)s es es-
tacionario si las raices de ©p(B?®) se encuentran fuera del circulo unitario y es
invertible si las raices de ©g(B®) se encuentran fuera del circulo unitario.

También es posible combinar los operadores estacional y no estacional en una
expresién multiplicativa dada de la siguiente manera.

Definicion 3.3. Se dice que un modelo es un autorregresivo de promedio maovil
estacional multiplicativo, si este es de la forma

(I)p(Bs)(;v)p(B)Xt = (—)Q(BS)GQ(B)Q (3.19)
denotado como ARMA(p,q) X (P,Q)s.

En el proceso ARMA(p,q) x (P,Q) los operadores ¢,(B) y 6,(B) son los
operadores AR (estacionario) y MA (invertible) respectivamente, llamados ope-
radores regulares que representan la parte no estacional, los cuales permiten
modelar la correlacién entre pares de componentes de X; separados entre si por
k=1,2,3,...periodos bdsicos (por ejemplo, meses o trimestres).

Los operadores ®p(B®) = 1 — &1B° — ®yB% — ... — ®dpB y O¢(B*%) =
1 —©1B% — ©3B% — ... — ©gBY son llamados operadores anuales que re-
presentan la parte estacional, estos describen la correlacién entre pares de com-
ponentes de X, separados entre si por k = s, 2s, 3s, ... periodos bdsicos (o bien
1,2,3,...afos).

La presencia de la estacionalidad, normalmente ocurre cuando se tiene un proceso
casi periédico en la temporada. Por ejemplo, si se mide la temperatura mensual
promedio a lo largo de los afios, se observaria que cada enero serfa aproxima-
damente la misma temperatura, cada febrero y asi sucesivamente. Este proceso
podria modelarse mediante la siguiente expresion.

/‘(; = St + vy

donde S; es la componente estacional que cambia lentamente afio con ailo, y de
acuerdo a una caminata aleatoria

Sg = St—s + &
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vy, &4 son procesos de ruido blanco no correlacionados.

Si se tiene que la serie de tiempo es no estacionaria en media, debido a la estacio-
nalidad de la serie, entonces se propone un niimero D para realizar una diferencia
estacional, de manera que la serie de tiempo sea estacionaria en la parte estacional.

Definicién 3.4. El operador de diferencia estacional de periodo sy orden D estd
definido de la siguiente manera

VEXx, = (1-B%"X, (3.20)
donde D = 1,2,3,... toma valores enteros positivos.

Frecuentemente si D = 1, es suficiente para tener estacionariedad en la parte
estacional.
Por ejemplo, dado que S; es no estacionario, entonces X; no lo es, por lo que al
tomar diferencias estacionales a X, resulta

VX, = (1 - B)X,
= X, - B°X,
= (S +vy) — Xi_s
= (St + ve) — (Si—s + vi—s)
=85t — Si—s + Ut — Vs

=&t + Ut — Vi—s.

Asi VX, es estacionario y tiene la FAC de un MA(1),. Su FAC tendra una sola
espiga en el lapso s.

En general, la diferencia estacional puede ser la indicada cuando la FAC se ex-
tingue lentamente en los miiltiplos de los lapsos estacionales s y es insignificante
entre los periodos.

Ahora bien, conectando todos los conceptos anteriores, llevan a la siguiente defi-
nicion.

Definicion 3.5. Un modelo autorregresivo estacional integrado de promedio mé-
vil multiplicativo o modelo SARIMA esta dado de la siguiente manera

®p(B*)p(B)VEVIX, = § + O¢(B*)0,(B)e, (3.21)

donde ¢, es un proceso de ruido blanco Gaussiano. El modelo es denotado por
ARIMA(p,d,q) x(P,D,Q),, donde
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= ¢,(B), operador del proceso autorregresivo de orden p.

= 0,(B), operador del proceso de promedio movil de orden q.

n Op(B°), operador estacional autorregresivo de orden P.

= Oq(B?), operador estacional de promedio mévil de orden Q.

» V9 componente de diferencia de orden d.

= VP, componente de diferencia estacional de periodo sy orden D.
Ejemplo 3.1.

Considere el proceso ARIM A(0,1,1) x (0,1, 1)12, en este ejemplo se tiene
que s = 12, esto representa el hecho de que las fluctuaciones estacionales suceden
cada 12 meses,y § = 0

(1-B)(1-B%X,=(1-6,B)(1-6,B%), (3.22)
o bien, desarrollando el lado derecho de la ecuacion 3.22 resulta
W= (1— 6B —6:B"+6,0,B"%)¢,
donde W; = (1 — B — B*? + B¥)X,.
Este modelo es muy titil para representar datos de lineas aéreas y series comercia-
les. El modelo fue mostrado por primera vez por Box-Jenkins para representar los

datos de viajes aéreos internacionales.
La esperanza de W, resulta ser

E[W:] = Eler — 6161-1 — ©O161-12 + 01015413]
= Elei] — 01 Eles1] — ©1E[e1-12] + 0101 E[e113]
=0.



78 Modelos para series de tiempo no estacionarias

Luego, calculando la varianza de W, se tiene

Y0 = Var[Wy] = E[(W; — p)?]
= E[(e1 — b161-1 — ©161-12 + 01016¢-13)°]
= Ele}] + 01E[ei_1] + OTE[e}_1,] + 01OIE[e]_y5] + 2601 Elever-1]
+ 20, E[e18i_10] + 260101 Eg164_13] + 26101 E[e;_164_19]
<+ 29%91E[5z—15t—13] = 2919%1‘7[5:—12&—13]
= (1+ 6 + 67 + 6°6})0
= (1+6)(1+ 6>

De la misma maera es posible obtener a i, que resulta ser
M = Cov(Wy, W,_1) = —6,(1 + 62)a2.
Con lo anterior, es facil ver que
Ye=73=---=70=0.

Entonces v11, 112, 713 resultan ser

L= 91(‘)1(72

Y12 = —'61(1 + 9%)0‘2
Y13 = 9191t72

v =0, j>13.

Dado lo anterior, es posibe obtener FAC(py)

p—
T+
— 0191 =
P11 = (l o 9%)(1 +@%) =013
-0,

Plzzm
pi=0, 7>13.
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3.3. Identificacion, Estimacion, Diagnéstico, Selec-
cion del modelo y Pronéstico

La metodologia de Box - Jenkins consiste en las siguientes etapas: Identifica-
cién, Estimacion, Comprobacién del diagnéstico, Seleccion del modelo y Pronés-
tico. En la Figura 3.2 se muestra un diagrama de flujo que representa los pasos
que componen la metodologia de Box - Jenkins, los cuales se describirdn a conti-
nuacion.

Una vez que se haya identificado el modelo tentativamente, lo siguiente es
estimar los parametros del modelo.

Considérese el proceso ARMA(p,q), es decir, que se realizard la estimacién de los
pardmetros ¢ = (¢1, P, ..., dp), p = E[X}], 0 = (01,04,...,0,) y 0> = E[7]
en el modelo

/Yt = qle,_l +---4+ @pXt_p + & — 91&_1 == ﬁqft_,, (323)

donde X;, t = 1,--- ,n son n observaciones estacionarias y {;} es ruido blanco
iid N(0,02).

Ademds, en este capitulo se discutirdn algunos de los métodos de estimacién nor-
malmente usados. Una vez que se realizé la estimacién de los pardmetros se ve-
rifica que el modelo se ajuste a la serie de tiempo, usualmente varios modelos
representan la serie de tiempo dada. Por lo tanto, después de introducir la verifica-
cién de diagnéstico, se presentaran algunos criterios de seleccién del modelo para
la representacién de la serie de tiempo.

Y por tltimo, una vez conseguido el modelo final, éste se usard para pronosticar
los valores futuros de la serie temporal.

3.4. Identificacion

La parte mds complicada en el andlisis de series de tiempo es la identificacién
y construccién del modelo. Por ello, es necesario que se tenga una buena com-
prension del proceso, al igual que de su FAC (pi) y FACP (¢k). En la prictica, la
FAC y FACP son desconocidos, por lo que estos deben ser estimados por la FAC
muestral (p;) y la FACP muestral ((f‘),,.k), de manera que estos coincidan con los
patrones de la FAC y la FACP para los modelos ARMA.
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Figura 3.2: Diagrama de flujo, metodologia de Box - Jenkins.
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= Pasos para la identificacion del modelo

Para ilustrar el modelo de identificacién, considere el modelo general ARIMA(p,
d, q).

6p(B)(1 — B)*X, = 0 + 0,(B)e,. (3.24)

Cuando se habla de identificacién del modelo, se refiere a la metodologia para
identificar las transformaciones requeridas, como transformaciones de estabili-
zacién de varianza, transformaciones de diferenciacion, la decisién de incluir el
pardmetro determinista J, cuandod > 1,y el ordende py ¢.

Dada una serie de tiempo, los siguientes pasos son de utilidad para la identifica-
cion de un modelo tentativo. [31]

Paso 1

En algunos andlisis de series de tiempo, el primer paso es el grafico de los datos.
A través del cual es posible tener una idea sobre los fendmenos que presenta la
serie, ya sea: tendencia, estacionalidad, varianza no constante, valores atipicos, no
normalidad y no estacionariedad.

Ahora bien, en las series de tiempo, las transformaciones usadas generalmente
son las transformaciones para estabilizar a la varianza y la diferenciacién para la
media. Como se menciond en el capitulo 2, debe aplicarse primero la transforma-
cién necesaria para estabilizar la varianza y después la diferenciacién.

Paso 2

Calcular y examinar FAC muestral y la FACP muestral de la serie original para
confirmar el grado de diferenciacién necesaria para que las series diferenciadas
sean estacionarias. Algunas reglas generales son las siguientes

1. Sila FAC muestral decae lentamente y la FACP muestral se corta después
del lapso 1, entonces esto indica que es necesario hacer diferenciacién, por
ejemplo, puede tomarse la primera diferenciacién (1 — B)X,. Ademds es
posible usar la prueba de la raiz unitaria, propuesta por Dickey- Fuller(1979)
(ver [15]), pero la diferenciacién es generalmente recomendado.

2. En general, para eliminar la no estacionariedad es posible que se tenga que
considerar una diferenciacién de orden superior (1 — B)?X,, d > 1. Nor-
malmente d toma los valores de 0, 1 0 2. Obsérvese que si (1 — B)?X; es
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estacionaria, entonces (1 — B)*iX, i =1,2,--- también es estacionaria y
como se menciond en el capitulo 1, esto trae consecuencias pues se estaria
cometiendo sobre diferenciacion.

Paso 3

Calcular y examinar la FAC y FACP muestrales de la serie ya transformada y dife-
renciada, para identificar el orden de p y ¢, donde p es el orden del polinomio del
proceso ARy ¢ es orden del polinomio del proceso MA, normalmente el orden de
py de g es menor o igual a 3.

Existe una fuerte confusién entre los modelos AR y MA en términos de sus FAC y
FACP. Si se desea identificar un modelo ARIMA, es necesario un numero minimo
de observaciones n = 50, y el niimero de autocorrelaciones muestrales y parciales
en un lapso k deben calcularse aproximadamente para n/4. Aunque ocasional-
mente para datos de buena calidad uno puede identificar un modelo adecuado con
un tamafio de muestra mds pequefio.

Para identificar el orden de p y ¢, los patrones de la FAC y FACP muestrales deben
coincidir con patrones tedricos del modelo.

La habilidad para identificar modelos para series de tiempo, es como si uno fuese
agente del FBI y estd en biisqueda de los criminales, en donde la mayoria de estos
se disfrazan para evitar ser identificados, lo que es cierto para FAC y la FACP.

Paso 4

Inclusién del término independiente 4.

La media de un proceso estacionario ARMA(p,q), estd directamente relacionada
con la constante §. Si § = 0, entonces la media del proceso es cero. Para determi-
nar si se incluye el término independiente no nulo, se contrastara si la media de la
serie estacionaria es cero o no, esto es,

Hy: E[X]=0 vs Hy: E[X;] #0
donde el estadistico de contraste es

X
t=—n~t(T—d-1)
Ox
donde 02\ es el estimador de la varianza de la media muestral X, el cual estd dado
por
) CO

2 = 1+2p1 +2p2+ -+ 2pn
0% T_d(+p1+ P2+ - -+ 2pn)
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donde Cy = Y_(X; — X)?/T — L es la varianza muestral de le serie estacionaria y
(142py +2po+- - -+2p, ) representa las n primeras autocorrelaciones muestrales
significativas de {X,}.

Para calcular la varianza se utiliza la aproximacién

~ 2‘ ~ C(l

=T g

Y se rechazard la hipétesis nula H, : E[X;] = 0 a un nivel de significancia « si
t >ta(T — d — 1), por lo que se incluird la constante J. [17]

3.5. Estimacion

Una vez identificado el modelo, lo siguiente es la estimacién de los parame-
tros de dicho modelo. Estos parametros pueden ser estimados por el método de
momentos, minimos cuadrados o mdxima verosimilitud. [31]

3.5.1. Estimacion por Método de Momentos

El método de momentos consiste en la resolucion de un sistema de ecuaciones,
el cual se deriva de la sustitucion de los momentos muestrales como la media
muestral X, la varianza muestral +, y los coeficientes de la FAC muestrales z;
por sus contrapartes tedricas. Para ser un poco més claros, considérese un proceso
AR(p)

Xi =01 Xi1+ G2 Xe o+ -+ 0pXip + 64
donde la media 1 = E[X,] es estimada por la media muestral X. Para estimar
los parametros ¢, ¢, .. ., ¢p. se hace uso de su FAC(py), esto es, pp = @1pp—1 +

Gopr—2 + -+ + dppr—p para k > 1, y haciendo correr a k resulta el siguiente
sistema de ecuaciones conocido como sistema de Yule-Walker

p1= P14+ Pap1 + -+ + Pppp-1.

P2 = Q1p1+ Pa + -+ Pppp-o.
(3.25)

Pp = P1Pp—1 + D2pp—2 + = + Op.
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Ahora bien, sustituyendo pj, por gy y resolviendo el sistema de ecuaciones, se ob-

tiene la estimacién de los pardmetros ¢y, ¢o, . .., ¢,. Esto es,
2 2 X 73 2 i X
» 1 P P2 o Pp2 Pp-1 P1
b2 | | P~ 1 P o Pp-3 Pp2 | P
(5[, ,[A)p—l f)p—2 ﬁp—3 e /A)l 1 ﬁp

Estos estimadores son usualmente llamados estimadores de Yule-Walker.

Una vez obtenidos los parimetros (,31, (,52, s ,(,Bp, para obtener 7y, se multiplica

X; por ambos lados de la ecuacién del proceso y se obtiene la esperanza, esto es,

Yo = E[XtXt] = Q‘)lE[Xfo_l] + @E[/tht_Q] +---4 (pr[Xng_p] =+ E[Xgé‘t]
=1 + 272+ -+ + G + E[Xie].

Obsérvese que

E[Xie) = E[(01Xi1 + $o Xy o + - + 0 Xip + €1)e4]

= ¢1E[Xt,1é‘g] + csz[Xgﬁﬁ‘t] e o @,;E[Xt,pé‘g] + E[&‘té‘t]

|

.

Dado que X; y &; no estdn correlacionados E[X; &) = 0y Eleie] = 02, asi

Yo =11+ 2ve + - + GpYp + 02 (3.26)

Despejando o2 de 3.26, se obtiene

0'3 =% -0 — 2 — Gy

S B Y Yo SURSRY B - |
o o Y0

Y dado que p;, = %’:, se tiene

o2 =l —¢1p1—opo—--- — GpPp)- (3:27)

2

Y sustituyendo por los estimadores, se obtiene el estimador para o

62 = Ao(L — d1fp1 — PaPa — - — Bphp)- (3.28)
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3.5.2. Minimos cuadrados

En el andlisis de regresién es muy probable que se haga uso del método de
minimos cuadrados. Este método, también se puede usar para la obtencién de los
estimadores de los pardmetros en el andlisis de serie de tiempo.

Considere el modelo de regresion lineal simple

Zi =Xy +e, t=1,...,n (3.29)

Para el término de error ¢; se consideran las siguientes suposiciones bdsicas
1. Media cero: Efe;] = 0.
2. Varianza constante: E[(e;)?] = o2.
3. No hay autocorrelacién: Elee] = 0, parat # k.
4. No correlacionado con la variable X;: E[X;e,] = 0.

Para obtener el estimador ¢» de minimos cuadrados, es necesario minimizar

n

> (2 - oXa).

t=1

Para minimizar la ecuacién anterior, se deriva con respecto a ¢ y se iguala a 0,
esto es,

n — &) 2 n
(1(215:1(21‘ $X:)%) e 5 Z(Zz _$X)X, =0
do o
=) (ZX, - $X, X,) =0

t=1

i1 XiZi

—27—1 X? (3.30)

b=

donde ¢ es un estimador consistente y el mejor estimador linealmente insesgado
de ¢. Mas atin, note que la suposicién 4 es importante para este resultado, ya que
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esta suposicion contintia si las variables explicativas son no estocdsticas. En un
estudio no controlable, particularmente cuando los datos de series de tiempo son
involucrados, las variables explicativas son usualmente variables aleatorias.
Ahora bien, considere el siguiente modelo de serie de tiempo

Zy=¢Z; 1+e€, t=1,...,n. (3.31)
El estimador de minimos cuadrados ordinarios de ¢, basado en los datos disponi-
bles es we
&:Z%L%J. (3.32)
Do Zi

Se desea saber si ¢ continiia siendo insesgado y consistente, cuando la variable
explicativa es una variable dependiente retrasada. Pues bien, esto dependerd de
la naturaleza estocdstica del termino de error e;. Para que esto sea un poco mds
visible, se reescribe (5 como

Z?:Q Zt 12y _ Z;I:Q ZyA(9Z—1 + €)

fi=

E:l:2nZt2—l E?:z Zr2—1 (3.33)
—é+ Z::Q Zi1€y
D22

Y considere los siguientes casos.

= Casol: ¢; = ¢;. Donde ¢; es un RB(0, o'f) En este caso es fécil ver que
é en (3.32) es equivalente al primer lapso de autocorrelaciéon muestral g,
para la serie Z;. Si |¢| < 1 entonces X; llega a ser un proceso AR(1) con
una funcién de autocorrelacién absolutamente sumable. Entonces f; es un
estimador consistente de p1, que es igual a ¢. Asi, ¢ es un estimador asint6-
ticamente insesgado y consistente de ¢.

= Caso2: ¢; = (1 — 6B)e;, donde &; es RB(O,U?), por lo tanto e; es un
proceso de MA(1). Bajo estas condiciones la serie Z; llega a ser un proceso

ARMA(1,1)
Zy = ¢Zy_ 1 + e — Oy (3.34)

E[Z,_1e)]| = E[Z;_1(e; — 05,1)] = —002. (3.35)

Este resultado prueba que la autocorrelacién en el término de error no sélo
viola la suposicién 3, sino también la suposicién 4, cuando las variables
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explicativas contienen una variable dependiente retrasada.
En este caso ¢ no es un estimador consistente de ¢, ya que ¢ =~ p; es un
estimador consistente de p;, y para un proceso ARMA(1,1)

b (0=00=00)
= Tre g 7

En resumen, el estimador de minimos cuadrados ordinarios para el parame-
tro de una variable explicativa en un modelo de regresion serd inconsistente
a menos que el término de error esté no correlacionado con la variable ex-
plicativa. Para un modelo ARMA(p,q) esta condicién generalmente no se
cumple, excepto cuando ¢ = 0.

3.5.3. Método de maxima verosimilitud

El método de estimacién por mdxima verosimilitud consiste en la eleccién de
un estimador de un determinado pardmetro que tiene la propiedad de maximizar
el valor de la probabilidad de la muestra aleatoria observada. Es decir, el método
de médxima verosimilitud consiste en hallar el valor del pardmetro que maximiza
la funcién de verosimilitud.

Definicion 3.6. La funcion de verosimilitud de n v.a’s , (es decir la serie de tiem-
po), se define como la funcion de densidad de probabilidad conjunta de de las n

va’s, esto es, fx, . x.(x1,...,2,|0), que se considera como una funcion de V.
En particular si X, ..., X, es una m.a de una poblacion con densidad f(x:1),
la funcion.
n
E@isesus@all) = (Epmsn@ald) = Hf(:lf,—|‘19) (3.36)
i=1

se le llama funcion de verosimilitud.
Aqui ¥ puede ser un pardmetro real o un vector de pardmetros.

Como se desconoce el valor de ¥, si se consideraa L(x1,. .., [¢) como una fun-
cién de 9, entonces nos podemos hacer la siguiente pregunta: ;para que valor de
¥ la funcion L(zy, . .., 2,|V) tendrd su valor mdximo, al considerara (z,...,x,)
como un vector de valores fijos?
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Noétese que, si ¥ es el valor para el cual la funcién de verosimilitud se maximiza,
entonces, ¥ depende de (z4,. .. ,z,). Es decir

>

d = W Eyreens®a);

para cada valor (zy,...,2,) de (X;,..., X,).
Considerando lo anterior, se tiene la siguiente definicon.

Definicién 3.7. Sea (X, ..., .AX,L),Auna muestra aleatoria de una poblacion con
densidad f(x;0), se dicg que 9 = 9(x1,...,2,), el estimador de mdxima verosi-
militud (EMV) de 9 si, ) maximiza a L(xy, . .., x,[0).

Considérese un proceso ARMA(p,q),

X; = Q51X¢_1 by ol ibiate o (f)pXt_p +é&— 0151_1 —tges = f)th_q.
Donde &, son ruidos blancos idénticamente distribuidos N (0, 02) y la densidad de
probabilidad conjunta de € = (¢y, €9, ..., £,) estd dada por
I &
P(e|p, 11,0,02) = (2m0) " Zexp [— 5o Zs?il (3.37)
€ t=1

en donde ¢ = (41,0, ..., 0,),0 = (01,0,...,6,). Despejando ¢, de el proceso
ARMA(p.q), resulta

& = elfg_l i eqft—q + Xt - (blxt—l = e (ngt—p-

Se puede escribir la funcién de verosimilitud en términos de los pardmetros (¢, 11,0, 02),
esto es, L(@, 1,8, 02). Ahora bien, aplicando el logaritmo natural a la fucién de
verosimilitud condicional resulta

n | L
In[L(¢, 1,0, 0% = —-2—171(271‘(73) =352 g2, (3.38)
s =1
Sea X = (X1, Xs,...,X,) y sustituyendo las siguientes condiciones iniciales
Xe=Xips. -, X1, X0) y&u = (€1—gy- - . ,E-1,€0)', €0 3.38 resulta

S*(¢- K, 9)

5 n 2
In[L.(¢,11,0,07)] = _51"‘(27‘_05) - 20?2

(3.39)
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donde

n
Su(¢, 11,0) = > 7(d, 10| X, €4, X) (3.40)
t=1
y Si(@, p,0) es la suma de cuadrados condicionales. En lo anterior, los subindices
estrella, en las funciones de verosimilitud y suma de cuadrados se utilizan para
resaltar que estdn condicionados a la eleccion de los valores iniciales.
A los estimadores $,/2,9 los cuales maximizan a la funcién de verosimilitud, se
llaman estimadores maxima verosimilitud condicional.
Obsérvese que la probabilidad condicional In[L, (¢, 11,6, 0%)] involucra a los datos
s6lo a través de la suma condicional de cuadrados S. (¢, 1, 8), estos estimadores
son los mismos que los estimadores de minimos cuadrados condicionales obteni-
dos al minimizar la funcién de suma de cuadrados condicional S..

Con base en los supuestos de que {X,} es estacionario y {¢;} es una serie i.i.d
N(0,02), es posible reemplazar a X, desconocida por la media muestral X y &,
desconocida por su valor esperado 0.

Para el modelo, también se puede asumir que ¢, = €, | = -+ =g, =0y
calcular g; parat > p + 1. La funcién de suma de cuadrados condicional resulta

n

Su(¢,11.0) = > e}(e, .0 X). (3.41)

t=p+1

Después de obtenidas las estimaciones de los pardmetros ¢, i, 6, el estimador 2
de o2 resulta ser

B s T (3.42)

donde d. f. es el nimero de grados de libertad, que es igual al nimero de términos
usados en la suma de S, (@, /i,6) menos el nimero de pardmetros estimados. Si se
emplea 3.41 para calcular 62, entonces d.f. = (n—p) — (p+q+1) =n— (2p+
g+1).

3.5.4. Estimacion de maxima verosimilitud incondicional

Probablemente, uno se pregunte si es posible retroceder el pronéstico. Como
se mostré anteriormente, es necesario el uso de los valores X, = (X;_,,..., X_;, Xy)’
£, = (€1-¢> .- ., £-1,€0)" para el cilculo de la suma de cuadrados y la obtencién
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de la funcion de verosimilitud. La siguiente forma del modelo ARMA consiste en
una representacion para esté pronéstico.

(1=$B—-—¢pB")Xs= (1= 6B — -+ — §,BYz,. (343)

O bien, en forma de valores pasados

(1—B—--—¢yB?)X;=(1—61B — - — §,B%)ey, (3.44)

donde B’X; = X;_;. Debido a la estacionariedad (3.43) y (3.44) deben tener
justamente la misma estructura de autocovarianza, esto implica que {e;} es una
serie de ruidos blancos con media cero y varianza o2.

Asi, de la misma manera que se realizan los pronésticos de los valores futuros
Xntj para j > 0 en base a los valores (X, X,, ..., X,,), también es posible usar
el pronéstico de los valores pasados (3.44) X y calcular ¢; para j < 0 basado en
los valores (X,,, X,,_1, .. ., Xy).

La funcién de verosimilitud logaritmica incondicional es

InL(g, 11,0,0%) = —ganTm? - w (3.45)

endonde ¢ = (¢, ¢o, ..., 0p),0 = (61,05, ..., 0,). Y S(¢, . 0) es la funcién de
suma de cuadrados incondicional dada por

S(6,1.0) = > [Eledld, 1,0, X . (3.46)

t=—o00

Y Ele|@, i, 6, X] es la esperanza incondicional de &, dado ¢, 1,0 y X.

A los estimadores @, ji,0 que maximizan la funcién (3.45) son llamados estima-
dores de maxima verosimilitud incondicional.

Nuevamente, debido a que, InL(¢, 11,8, 02) involucra a los datos a través de S(@, 1,

asi, obtener los estimadores de mdxima verosimilitud incondicional es equivalen-
te a obtener los estimadores de minimos cuadrados incondicionales, obtenidos al
minimizar S(@, 1, @). Normalmente (3.46) es aproximado por

S(¢,1.0) = D [Ezld, 1.0, X)) (3.47)

t=—M

0),
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donde M es un entero suficientemente grande tal que
E(Xi|$, 1,0, X) — E(Xi_1|, 11,8, X)| < €

donde ¢ es menor que cualquier valor pequefio arbitrario ¢ < —(M + 1). Esto
implica que E(X;|¢, 11,0, X) ~ u, por lo que E(s;_1|¢, 11,0, X) es insignificante
parat < —(M +1).

Después de haber obtenido la estimacién de los parametros & 1L, 0, se calcula el
estimador de o2, el cudl estd dado por

_56.0.6)

n

n o

(3.48)

3.5.5. Funcion exacta de verosimilitud

Como se observo anteriormente, las funciones de verosimilitud condicional e
incondicional son aproximaciones. Para ilustrar la funcién de verosimilitud exacta
para una serie de tiempo, considere el proceso AR(1)

Xi=q1 Xi 1 +& (3.49)
donde |¢1| < 1y & soniid N(0, Uf) Ahora, dados X1, Xo, ..., X, la funcién

de verosimilitud esta dada por

L1 i, 02) = f(Xr; Xozovss X1, p, 02). (3.50)

En el caso de el modelo AR(1), la funcién de verosimilitud resulta ser
L(¢1, 1,02) = f(X1) - f(Xa|X1) - f(Xn| Xno1). (3.51)

Obsérvese que se ha eliminado los pardmetros de las densidades, esto para facilitar
la notacién. Luego, reescribiendo al proceso como un proceso de media mévil,
resulta

X =) dle;. (3.52)

=0

Donde X estd distribuido como N (0, 02 /(1—¢?)) (ver capitulo 1, modelo AR(1)).
Sin embargo X; estd altamente correlacionada.

Para determinar la funcién de verosimilitud, considere lo siguiente
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oo
Xp= Z (,"‘)Jlﬁl_j:
j=0

g2 = Xo — $1.X1;
g3 = X3 — ¢1Xo;

(3.53)

er = X — 1 Xi1;

&n =X, — (J‘)IXn—l-

donde X sigue una distribucién N (0,02 /(1 — ¢?)), y &, para 2 < ¢t < n sigue
una distribucién N (0, 02), y son independientes uno del otro. Esto indicarfa que
F(Xi|Xio1) = fo(Xi — ¢1Xi-1), donde f- es la funcién de densidad de =, que
es también la funcién de densidad N (0, 02). De esta manera, es posbile escribir la
funcién de verosimilitud como

L1, m,02) = f(X0) [ ] £-(Xe = ¢nXia). (3.:54)

t=2
Asi, la funcién de de verosimilitud resulta

1
\ 1-61\* ., (=XT0 =D\ 77 ( L
L(¢r,p02) = ( 27r(721) e.Tp( 1202 : 2mo?
€ =2 €

£

(—(Xz = c‘>1X1_1)2)
exp | —————-—

2
20?2
n—1

_(Loed\ o (-XRA-g) (1 )T
B ( 2no? ) elp( 20?2 "\ 2702
. (‘ Do (Xe — ¢1Xt—1)2>

2
202

-

—Xt(1-¢))
=(1-¢%)? (2r02)" 7 exp [ —L— 21
( ¢1)2 ( 7'('0'5) z exp 20_3

exp <_ DX — (»’51X:_1)2)

202

(n-1)
2

)-erd)

= (1= @)t @no?) ¥ exp <_ S, /‘)>

202
(3.55)
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donde

S(¢1, 1) = X3 = ¢3) + ) _ (X — 01 X 1)?, (3.56)

t=2

S(¢1, 1) es la suma de los términos cuadrados que estd en funcién solamente de
¢1y i, que es la suma de cuadrados no condicional.

Luego, tomando el logatirmo de 3.55, resulta

2 S((ﬁl,/,l)-

1 . n n
In L(¢y, p,02) = 3in (1 —¢2) - Sln2r - Sino? 207 (3.57)
Derivando parcialmente con respecto a o2, se obtiene
dIn L(¢y,p,02)  n S(¢1,p)
o2 202 2(02)2
Igualando a cero para hallar el mdximo
_n S@up _ 0
202 2(02)?
—no? + S(¢1, ) -
2(02)?
2les S(¢1, 1)
‘ n
el cual es el valor que maximiza a la funcién de verosimilitud. Asi
52 = S0@ni) (3.58)

n

que es el estimador de méxima verosimilitud de 62, y donde 1. i son estimadores
de maxima verosimilitud de ¢, y p.
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3.6. Diagnoéstico

Una vez realizada la identificacion del modelo y la estimacién de pardmetros,
sigue el diagnéstico del modelo, es decir, verificar la bondad del ajuste del mode-
lo.

La suposicion bésica es que los {&; } son ruido blanco (media cero, varianza cons-
tante y estan no correlacionados).

Para cualquier modelo estimado, los residuales £;’s son estimaciones de ruido
blanco ¢,’s no observados. Por lo que, la comprobacién del modelo de diagnos-
tico se logra a través de un andlisis de la serie residual {£;}. Ya que esta serie
residual es el producto de la estimacién de los pardmetros, la comprobacién del
diagnostico del modelo usualmente estd contenida en la fase de estimacion de un
paquete de series de tiempo.

Para verificar si los errores se distribuyen normalmente, es posible construir un
histograma de los residuos estandarizados &; /6. y compararlo con la distribucién
normal estdndar utilizando la prueba de bondad de ajuste Chi-cuadrada ! o el re-
sumen de los cinco niimeros de Tukey.

Para verificar si la varianza es constante, se puede examinar la grafica de resi-
duos. Es probable que se consideren diferentes formas de los gréficos de residuos,
esto es,

= Una grifica de residuos en forma de abanico, indica que los términos de
error se estdn dispersando mds cuando el valor horizontal de la grifica se
incrementa y se transgrede la suposicion de varianza constante. Es decir,
que existe una varianza de error creciente.

= Una grifica en forma de embudo, indica que la dispersién de los términos
de error decrece cuando el valor horizontal de la grifica se incrementa y
nuevamente se transgrede la suposicién de varianza constante.

= Y una grifica de residuos en forma de banda horizontal, indica que la disper-
sién de los términos de error con respecto a cero no cambia mucho cuando
el valor de la gréfica horizontal aumenta. Esto indica que la suposicién de
la varianza constante se conserva. Ver Figura 3.3.

!La prueba de bondad de ajuste se emplea para decidir cuando un conjunto de datos de apega
a una distribucién de probabilidad dada.
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Residuos en forma de abanico

Residuos Residuos en lorma de embudo

Resicuas

(a) Varianza de emor creciente (b) Varianza de error decreciente

1 os residuos forman una banda horizontal

Residuos

(¢) Varianza de error constante

Figura 3.3: Gréficas de residuos y la suposicién de varianza constante.

Y para verificar si los residuos son aproximadamente ruido blanco, se calcula la
FAC y FACP muestral de los residuos, esto con la finalidad de verificar que los
residuos no muestren ningin patrén que revele correlacion, esto es, que no sean
estadisticamente significantes.

Asi, otra prueba es realizar un contraste de significancia sobre los coeficientes
de la FAC, teniendo como hipétesis nula

Hy:pr=py=---=pg=0
vs

H, : al menos algiin p;. es diferente de cero

con el estadistico "
i 52
i
Q=nn+2)> ﬁ (3.59)
k=1 :

donde () es también conocido como estadistico de Ljung-Box(1978) (ver [21]), y
Ansley-Newbold(1979b) (ver [6]), en dichos articulos probaron que bajo la hip6-
tesis nula ésta estadistica sigue aproximadamente una distribucién chi-cuadrado
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x? con (K — m) grados de libertad, donde m = p + ¢ es el nimero total de
pardmetros estimados. [31] [8]

3.7. Seleccion del modelo

En el andlisis de series de tiempo o mejor dicho en cualquier andlisis de datos,
existen varios modelos que pueden representar adecuadamente a un conjunto de
datos. Para seleccionar un modelo que mejor se ajuste a los datos se hace uso de
los criterios de comparacién o seleccién. Estos criterios pueden consultarse en el
Apéndice (D).

3.8. Prondstico

Uno de los objetivos mds importantes en el andlisis de series de tiempo es ge-
nerar prondsticos 6ptimos para las observaciones futuras, esto es, sea ¢ el valor
actual de la serie de tiempo denotada por X; y se desea pronosticar los valores
futuros X, (donde [ representa un periodo posterior al actual) a partir de las ob-
servaciones previas X;, X; i, ...,y se denotard por X’t(l) ala estimacién de X; ;.

El objetivo es generar prondsticos 6ptimos de manera que tengan los minimos
errores posibles. El criterio usado para la obtencién de prondsticos 6ptimos es el
error cuadrado medio, para el cual se espera que los valores de los errores cuadra-
dos medios

E[(Xi1 — Xo(1)?] = Eles(1)], (3.60)

sean minimizados. [31]

Prondstico para proceso estacionario ARMA(p,q)
Considere el proceso ARMA(p,q)

6y(B)X, = 0,(B)e; (3.61)
donde ¢p(B) = 1— ¢y B—¢B?—- - -—$,B?, 0,(B) = 1~ B— s B>—- - -—, B
y& ~ RB(0,0?).

Dado que el modelo es estacionario e invertible, se tiene que

X, = (B)e, (3.62)
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donde ¥(B) = %-((%% =1 +1B+ B>+ ---) =32 4;B7, con gy = L.

Asi, (3.62) se puepde reescribir como
Xe=) ;. (3.63)
i=0

Abhora bien, considere al proceso a un tiempo ¢ + [, entonces

00 -1 0o
Xep = Z Yj€tyi—j = Z'wj5t+l—j + Z%’Em-j- (3.64)
i=0 i=0 j=1

Luego, suponga que se encuentra en el tiempo ¢, uno desearia hacer un pronostico
Xt(l) de X;4; que es una combianacion lineal de las observaciones X;, X;_1,---.
Dado que X;, puede ser esAcrito de la forma (3.63), podemos dejar al pronostico
del error cuadrado medio X;(!) de X;4; como

Xt(l) = 1,[1[*5: 7 w;‘+151_1 + w7+255_2 i (3.65)
Pero ;Como saber el valor de 1} ? Pues bien, el criterio para hallar los valores de
pjes
: 5 2
mlnu‘.; E[(*’Yt-i—l — Xt(l)) ], (366)
lo que resulta ser
5 2 ‘ ; ;
E[(Xz+1 - Xt(l)) } = E[( (et + Y161 +Pocppia + - + V1€ +
Yier + Pry1€em1 + Yryacia+ o)
= (Wfee +¥ag + Yaga +) )]
(3.67)

Agrupando términos en comiin
E[( &t41 + 16emi-1 + Pocrpi—2 + - + Y161+
(W= ¥)ee + (Wipr — i)ee—1 + (Vg2 — Yiyo)e—a + -+ )?].

Desarrollando los cuadrados y tomando el valor esperado de cada término se ob-
tiene

Ele} ] + YIElel 1] + Y3E[el o] + - - + Y7 Elel ]+
(o — 972 Elef] + (Wipr — ¥i11)  Elet 1] + W2 — ¥i10) *Elel o] + -+ -
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ya que
0, sik#0;
Eleeii] = ;
el {02, sik = 0.

Asi la ecuacién 3.67 se simplifica a

E[(Xep — X)) = 0® +90® + 930® + -+ + ¢ 10° + (% — ¥})’0+

(Vi1 — 1|[’1*+1)2(72 + (Y2 — 14‘/);_,_2)202 Ao
-1 -
2 12 2 | * 2
=Y Y +0" Y (s — Vi)
s o

Luego,

BE[(Xiw— X))
o

] = 02i2(1ﬁ’1+j =) (=1)=0

J=0

o0
= —202Z(wz+j = u‘),’;j) =0 Yy = w7+j~

j=0
En consecuencia, la ecuacion (3.65) resulta ser de la forma
Xe(l) = e + Y161 + Yraoce—a + -+ (3.68)
Considere la ecuacién (3.64)
Xt = €e41 + P18¢01-1+ -+ + V116641 + Vi€ + Y1661 + Yigacea + -+

Y tomando la esperanza condicional de la ecuacion anterior se tiene

Ei[Xi] = E[Xeu| Xy, Xio1, .. | = Eleeqi| X, Xea, .. ] + 1 Eleeri-1| Xe, X1, ] 4+ -+

=i+ Yip1€e-1 + Yryoge2+ -

ya que
0, sij>0;

Elery| Xe, Xeea, . ] = {: sij<0
Eppgy S -

Lo anterior es posible ya que en el Apéndice A, se prueba que &; puede ser expre-
sado como combinacion lineal de X;, X; 1, X, o, ....
Obsérvese que .

X:(l) = E[Xpu| X, Xio1s - )
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Asi, el pronéstico del minimo error cuadrado medio, X, ;(/), no es mas que
la esperanza condicional de todas las observaciones al tiempo t.

Una vez conocidos X,,; y X,(1), se tiene que
-1

e(l) = Xy = Xu(l) = Zv"jfuplp o =1,
=0

e:(1) es el error de pronéstico de minimo error cuadrado medio X, (l).

Como e,(l) es combinacién lineal de ruidos blancos, se tiene
Ele:(1)] = Eletri + 1€t + Yocrpa+ - + €] =0,

donde Efg; ;] =0, j > 0.
La varianza del error de prondstico es

Var[e,()] = E[(e:(1))%] = E[(et41 + V18011 + VoErpi—z + -+ + Y1_16041)]

-1
_ 2 )2
=q E Y5

=0

Los errores de prondstico para un lapso adelante no estin correlacionados.
Esto es fécil de ver ya que

E’t(l) = Xt+1 = /‘A{t(l) = Et41.

Pues los ruidos blancos son independientes y, por lo tanto, no estdn correlaciona-
dos, los errores de prondstico de un lapso adelante tampoco deben estar correla-
cionados.

Los errores de prondstico e,(1) paral > 1 estin correlacionados.

Y por tltimo, la funcién lineal de pronéstico de minimo error cuadrado me-
dio es también un pronéstico de minimo error cuadrado medio de la funcién
lineal correspondiente de las observaciones futuras. Por ejemplo, suponga que
X,(1), X,(2), X,(3) y X,(4) son pronésticos de minimo error cuadrado medio.
Entonces, 10X,(1) +8X;(2) + 6X (3) + 4X,(4) es un prondstico de minimo error
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cuadrado medio de 10X, + 8X;,0 + 6X; 3 +4X; 4.

Por otro lado, el intervalo de confianza para X, ,;, se construird a partir de la dis-
tribucién del error de prediccién, bajo el supuesto de £, ~ RBN(0, 0?), entonces
los errores de pronéstico, e;(1), también se distribuyen N (0, Var[e(1)]). Es decir

e(l) = Xop — Xo(l) ~ N(0, Var(e,(1)]).
Estandarizando se obtiene

Xy = X(1) -0

VVar(e(l)]

~ N(0,1).

Por lo tanto

P|-Ng <

Ko = Xl <Ns|=1-a.
Var(e,(1)] ’

Haciendo los calculos necesarios se obtiene
P [Xt(l) — Nay/Varle,(1)] < Xi < X+ Nav/ Vnnr[et(l)]] =1-aq,
donde Nz estal que P[N > Na] = §, N ~ N(0,1).

Por lo tanto, el intervalo de confianza de nivel 100(1 — «) por ciento para X, es

[%:() - N Varla @], Xu(1) + N3V arleD)]
Reglas de prondstico

1. Et[Xt__,-] = Xg_j, ] = 0, 1,2, e
Debido a que se conoce una observacion en o antes del tiempo ¢, la es-
peranza condicional de este valor conocido o constante es simplemente la
observacion de la misma.

2. Et[Xf'*'J'] = X‘(J)’ j=12,...
La esperanza condicional de un valor de la serie de tiempo después del
tiempo ¢, a saber ¢ + 7, es el pronéstico de minimo error cuadrado medio
que se desea calcular para el tiempo j de origen ¢.
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3. Eg[Et_j] = €&t—j, ] = 0, 1,2, aea
Debido a que se conoce el error en el tiempo t o antes del tiempo £, la
esperanza condicional de este valor conocido es simplemente el error del
mismo.

4. Eg[EH.j] = 0, J = 1, 2, ‘e
Los supuestos de £;’s es que se distribuyei.i.d y N(0, o). En consecuencia,
el valor esperado de ¢; desconocido después del tiempo ¢, a saber t + j es
cero porque todavia no han tenido lugar. [20]

En las tablas (3.2) y (3.3), se observan los pronosticos para los proceso AR y MA.
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CAPITULO 4

CASO DE ESTUDIO

En este capitulo se presenta la parte principal del trabajo, la cual es una apli-

cacién de la de la teorfa expuesta anteriormente la, que consiste en un andlisis del
comportamiento de la radiacién solar en la regiéon de Tlaxco-Tlaxcala, conside-
rando una base de datos tomadas en la estacién meteoroldgica instalada en dicho
lugar.
El proceso de filtracién de los datos se puede consultar en el apéndice (E). Antes
de iniciar el andlisis se dard una breve descripcién de la zona de estudio y el cli-
ma en la regién de Tlaxco, lo que son algunos efectos meteorolégicos como “El
nifio”,“La nifia” y la canicula, para dar paso al andlisis de los datos.

4.1. Zona de estudio

El municipio de Tlaxco estd ubicado en el altiplano central mexicano a 2 540
metros sobre el nivel del mar, se sittia en un eje de coordenadas geogréficas entre
los 19°37" latitud norte y 98°07° longitud oeste. Localizado al norte del estado,
el municipio de Tlaxco colinda al norte con el estado de Puebla, al sur colinda
con los municipios de Atlangatepec, Tetla de la Solidaridad y Muifioz de Domingo
Arenas, al oriente se establecen linderos con los municipios de Emiliano Zapata
y Lazaro Cérdenas, asimismo al poniente colinda con el estado de Hidalgo y el
municipio de Benito Judrez.

El municipio de Tlaxco comprende una superficie de 573.39 kilémetros cuadra-
dos, lo que representa el 14.37 % del total del territorio estatal, el cual asciende a
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3991.14 kilémetros cuadrados.
En el municipio de Tlaxco el clima se considera templado subhtiimedo, con ré-
gimen de lluvias en los meses de junio a septiembre. Los meses mds calurosos
son de marzo a mayo. La direccién de los vientos en general es de norte a sur,
igualmente la temperatura promedio maxima anual registrada es de 22.9 grados
centigrados y la minima de 5.3 grados centigrados. La precipitaciéon promedio
mdxima registrada es de 122.5 milimetros y la minima de 7.6 milimetros. [7]
Tlaxcala

Dimsion il

Figura 4.1: Ubicacién geogrifica del municipio de Tlaxco, Tlaxcala. Mapa ex-
trado de INEGL.

Canicula
Cuando la temporada de lluvia se encuentra en auge y se presenta una reduccién
de la precipitacion, a dicho fendmeno meteorolégico se le conoce como canicula
(también se le conoce como ‘sequia intraestival o de medio verano’, ‘sequia de
agosto’, ‘veranillo’).

Se trata de un fenémeno climético que se presenta afio con afio en diferentes
regiones de México en los meses de julio y agosto, este fendmeno se mantiene
aproximadamente 40 dias, y se presenta a la mitad de las temporadas de lluvias.
En este periodo se registra la disminucién de precipitacion en el centro y noreste
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del pais, cielos despejados y un aumento en la temperatura, sobre todo en la regién
norte de la Reptiblica Mexicana. Es considerada la época mas calurosa del afio.
La canicula se genera por la presencia de los vientos denominados “alisios”, los
cuales soplan fuertemente en el Golfo de México, impidiendo el desarrollo de
nubes convectivas en el océano y, en consecuencia la formacién de lluvia en la
parte continental de México. El término canicula nace de la palabra latina ‘canis’,
que significa perro y hace referencia a la estrella de Sirio (apodada ‘La Abrasado-
ra’) de la constelacién del Can Mayor, esta es la mds brillante del cielo nocturno
durante ciertos dias de verano en el hemisferio norte, y su aparicién en el cielo,
coincidia con los dias mas calurosos del afio. [12] [27]

“El nifo”

Es un fenémeno climatolégico que se produce en el océano Pacifico, pero como
es muy grande afecta al clima en el mundo entero. Donde el océano estd tibio, se
forman mds nubes y cae mds lluvia en esa regién del mundo. En el océano Paci-
fico, cerca del ecuador, el Sol hace que el agua en la superficie sea especialmente
tibia.

El evento de “El nifio”, se caracteriza por un calentamiento en las aguas super-
ficiales en el océano Pacifico central y oriental. Ese cambio estd ligado a la at-
moésfera y a los vientos, que en condiciones normales, los vientos alisios tienen
una direccién este-oeste, cuando esto sucede, el agua mds fria inferior sube a la
superficie del océano cerca de Sudamérica. Sin embargo, durante las condiciones
de “El nifio”, los vientos alisios se relajan y pueden soplar en direccién contraria.
Esto permite que grandes masas de agua caliente se desplacen desde el Pacifico
occidental hacia las Américas.

Los cambios en los vientos y las corrientes de agua en el Pacifico ecuatorial pue-
den causar inundaciones en el desierto de América del Sur y se seca el monzén
en Indonesia y la India. Los eventos de “El nifio” ocurren aproximadamente cada
dos a siete afios, ya que el ciclo cdlido alterna irregularmente con su hermano “La
nifia”, un patrén de enfriamiento en el Pacifico oriental, y con condiciones neu-
tras. “El nifio” normalmente alcanza su punto miximo entre noviembre y enero,
aunque la acumulacién se puede detectar con meses de anticipacion y sus efectos
pueden tardar meses en propagarse en todo el mundo (ver Figura 4.2). [1]
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Condiciones normales 7

Wi % América del

Norte y del

Capa superior tibia del ecéane
{pobre en nutrientes)

Capa inferior fria del océano
Oeste  (rica en nutrientes) Este

NASA Space Place. (2014) :Qué es El Nifio de todos modos?
[[lustracion]. Recuperado de https://spaceplace.nasa.gov/el-

nino/sp/

(a) Condiciones normales.

Condiciones de El Nifio

América del

Norte y del
Sur

Movimiento del agua tibia

Nueva Guinea ——
Australia —>%

Capa superior tibia del océano
(pobre en nutrientes)
Capa inferior fria del océano

Oeste (rica en nutrientes) Este

NASA Space Place. (2014) ;Qué es El Niiio de todos modos?
[Mlustracion]. Recuperado de https://spaceplace.nasa.gov/el-

nino/sp/

(b) Condiciones de “El nino”.

Figura 4.2: Ilustracién del fenémeno climatolégico denominado “El nifio”.
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“La nifia”
Las nubes de lluvia se forman normalmente sobre el agua caliente del océano.
Cuando los vientos fuertes hacen que esta agua caliente se mueva, las nubes y las
tormentas también se mueven.

En condiciones normales, los vientos sobre el océano Pacifico empujan suave-
mente el agua caliente hacia el oeste. Esa agua caliente viaja desde la costa oeste
de Sudamérica hasta Indonesia. A medida que el agua caliente se mueve, el agua
fria desde el fondo del océano se levanta lentamente para ocupar su lugar.

Sin embargo, durante “La nifia”, los vientos sobre el océano Pacifico son mu-
cho mds fuertes que en un afio normal. Esto suele suceder una vez cada pocos
afios. Los vientos son tan fuertes durante “La nifia” que empujan al cdlido océano
hacia Indonesia. Esto permite que mucha agua fria suba a la superficie cerca de
Sudamérica. Por lo que el agua en el océano Pacifico oriental estd unos pocos gra-
dos mis frio de lo normal.

El agua caliente se mueve hacia el oeste durante La nifia, asi como las nubes.
Lo que origina que lugares como Indonesia y Australia llueva mds de lo normal.
Y lugares como el suroeste de los Estados Unidos puedan estar muy secos. Afor-
tunadamente, los cientificos pueden predecir “La nifia”, hasta un afio antes de que
ocurra (ver Figura 4.3).

Entonces ;Cudl es la diferencia entre “El nifio” y “La nifia”? Ambos fenémenos
comienzan en el océano Pacifico, pero son opuestos, es decir, “La nifia” causa que
el agua en el Pacifico oriental esté mds fria de lo normal. En la misma regién, “El
nifo” puede hacer que el agua esté mas caliente de lo normal. Por lo tanto, las
zonas afectadas por la sequia durante “La nifia” pueden tener mucha lluvia en los
aiios de “El nifio”. [2]
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Condiciones Normales -

NASA Space Place. (2016) ;Qué es La Nifia? [[lustracién].
Recuperado de https:/ /spaceplace.nasa.gov/la-nina/sp/

(a) Condiciones normales.

Sudamérica

Auvstralia

v

Condiciones de La Nifa

NASA Space Place. (2016) ;Qué es La Nifia? [[lustracién].
Recuperado de https://spaceplace.nasa.gov/la-nina/sp/

(b) Condiciones de “La nifia”.

Figura 4.3: Ilustracién del fenémeno climatolégico denominado “La nifia”.
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4.2. Analisis de la serie de tiempo de los datos de
radiacion

En la Figura (4.4) se muestra el grifico de la serie de tiempo de la radiacion, es
posible observar que la serie presenta estacionalidad, al parecer no hay presencia
de tendencia o no es muy visible, pero esto no quiere decir que la serie sea esta-
cionaria (lo cual se analizard mds adelante), note que la serie no oscila alrededor
de cero, note que la variabilidad parece ser constante. Sin embargo, se realizaron
transformaciones para estabilizar la varianza usando logaritmos, calculando rai-
ces a los datos y se us6 la transformacién Box-Cox, se observaron sus respectivas
grificas e incluso sus FAC y FACP, no observando cierta diferencia comparadas
con la serie original. Por lo que se decidi6 usar los datos originales de la serie.

Grafica de la s.t. de la radiacion

Fremedics ss~araes de araciaziv

Figura 4.4: Serie de tiempo de la radiacién de los datos filtrados.

Dado que lo primero que se debe hacer al analizar una serie de tiempo es verificar
si la serie es, al menos, débilmente estacionaria, se graficé la FAC y la FACP de
la serie de tiempo, ver Figuras (4.5) y (4.6). Note que la FAC se corta con cierta
lentitud y se extingue en forma sinusoidal amortiguada y en cuanto a la FACP
es posible observar que esta se extingue a partir del segundo rezago y de nuevo
vuelve a ser significativo en los rezagos 4, 12, 15, 28 y 29.

Por otro lado, se realizé el andlisis de cajas y bigotes, ver Figura (4.7), se
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FAC de la s.t. de la radiacion

o

o

o

“ sl

o |

° I 'r“h‘n - j‘fﬂﬂTﬁHWh?ﬁfj """""""""""""" i

PR IE——— JLWHIJ{HJU_'HHMIU_‘_' _______________ 1 JLIRA LA REALINE TR G

o

' T T T T T T
0 20 40 60 80 100

Desfase
Figura 4.5: Funcién de autocorrelacion de la serie de tiempo.
FACP de la s.t. de la radiacion
o
° e I L 1] \.,|||“||..I.I||||.|||.,| i

(o] II||1“ ”‘II”‘IJIII[“V !'” I Iu{n |||||{

o |

S T T T T T
0 20 40 60 80 100

Desfase

Figura 4.6: Funcién de autocorrelacion parcial de la serie de tiempo.
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graficé agrupando las mismas semanas afio por afio, de ahi que en el diagrama de
cajas tenga 52 cajas. Este andlisis de cajas se realizé con la finalidad de verificar
la estacionalidad, que a criterio nuestro resulta ser estacional.

Dlagrama de cajas semanal de la radlaclén

[ [ | [ T R B [ (R
123456789 11 13 15 17 19 20 2 25 2r 29 31 3B 35 I W A4 A 45 4T 4e 51

Semanas

Figura 4.7: Diagrama de cajas de la serie de tiempo.

A continuacion se realizara un andlisis del grafico (4.7). Donde cada una de
las justificaciones mencionadas fueron halladas en los reportes anuales del clima
de la republica mexicana. [11]

Estos reportes contienen un resumen sobre el comportamiento de los eventos cli-
madticos como la canicula, el fenémeno “El nifio”, “La nifia”, ciclones tropicales,
huracanes, sequias, ondas de calor, frentes frios y heladas, entre otros. La mayo-
ria de estos fenémenos estdn ilustrados con mapas que muestran su distribucion,
como ejemplo de ello son las anomalias de la lluvia y la temperatura.

Los fendmenos de “El nifio” y “La nifia” claramente influyen en la Repuiblica
Mexicana, pero enfocandonos en el estado de Tlaxcala, algo que es importante
mencionar es que, en ninglin momento se hace alusién al municipio de Tlaxco en
los reportes, ya que, en los reportes solamente se menciona a los estados de la Re-
ptiblica Mexicana. Asi, a partir de la informacién obtenida se realiza un andlisis
descriptivo de algunos aspectos del clima que pudieron presentarse en el Muni-
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cipio de Tlaxco - Tlaxcala. Tal andlisis, inicia al considerar la distribucién del
diagrama de cajas de los datos obtenidos en una estacion ubicada en tal munici-
pio. Por otro lado, a continuacién se presentan algunas observaciones respecto al
comportamiento de los fenémenos de “El nifio” y “La nifia”.

En el ailo 2011 se observo una combinacién de la fase neutral y negativa de “El
nifio” desde julio de 2010 hasta diciembre de 2011.

Para el afio 2012, durante los primeros tres meses dominaron condiciones de “La
nifia” (temperaturas més frescas de lo normal). Y a partir de abril de 2012 domi-
naron condiciones neutrales en gran parte del afio.

En el afio 2013, persistieron condiciones neutrales del fenémeno “El nifio” que
se observaron desde finales del 2012. No hubo presencia de “La nifia”.

Para el afio 2014 la falta de acoplamiento entre la atmosfera y el océano favore-
ci6 el predominio de la fase neutral de “El nifio”. No hubo presencia de “La nifia”.

En el afio 2015, “El nifio” incremento su intensidad pasando a ser moderado del
15 de junio y fuerte a partir del 1 de septiembre. Este afio se clasificé6 como el
décimo segundo mas lluvioso.

Para el 2016, las condiciones de “El nifio” intenso favorecieron valores récord
de temperatura en los meses de enero, febrero, marzo, abril, junio, julio y agosto.
Los meses de enero, febrero y marzo presentaron anomalias. Y para los meses de
noviembre y diciembre se mantuvo “La nifia” débil.

Por tltimo en el 2017, los meses de enero a junio se observé “El niflo” neutro.

Analisis

Mayor valor maximo

En el grifico de cajas y bigotes ver Figura (4.7), se observa que el mayor valor
maximo se presentd en la caja 16 cuyos datos pertenecen aproximadamente a la
pentltima semana de abril (2012-2017) y cuyo valor de radiacion se encuentra por
arriba de 300, probablemente se deba a que abril se destacé por registrar caida de
lluvia que se considera como debajo de lo normal a normal, a excepcién de abril
2015 que se registro con lluvias por arriba de lo normal y abril 2017 estuvo entre
los menos lluviosos. Mds atin, se registraron sequias que iban desde anormalmen-



4.2 Anilisis de la serie de tiempo de los datos de radiacion 115

te seco hasta sequia moderada, registrando también temperaturas altas.

Respecto alacaja 22, cuyos datos pertenecen a las ultimas fechas de mayo (2012-
2017) y primeras fechas de junio (2012-2017), se observa que, en el rango de
tiempo que representan los valores de esta caja, se alcanza un valor maximo de
radiacién mayor a 300 pero sin superar el valor maximo de la caja 16, cabe sefnalar
que mayo y junio presentaron las mismas condiciones que abril, a excepcién de
junio 2015, ya que 2015 se clasificé como un aflo muy lluvioso para Tlaxcala y
mds atin que en dicho afio hubo presencia del fenémeno de “El nifio” con intensi-
dad fuerte, para junio 2017 se registré muy seco.

Para la caja 30, que tiene un valor mdximo menor a 300, y cuyos datos pertene-
cen a las dltimas fechas de julio (2011-2016) y primeras de agosto (2011-2016),
donde se registré en estos meses el fendmeno de la canicula, y de acuerdo a los
anuarios (ver [11]), Tlaxcala presenté caniculas fuertes, lluvias por debajo de lo
normal y temperaturas récord en los meses de julio y agosto.

Finalmente, en este andlisis para los valores maximos, las cajas 12 y 14 pare-
cen alcanzar el mismo nivel de radiacién pero sin rebasar el valor mdximo de la
caja 30. Los datos de la caja 12 corresponden a la pentiltima semana de marzo
(2012-2017), donde en marzo 2012, 2013, 2014, 2017 se registraron lluvias deba-
jo de lo normal, marzo 2015 se registr6 como el mds lluvioso y marzo 2016 las
lluvias se registraron normales y temperaturas récord. En marzo 2017 aumento la
superficie de sequia registrindose anormalmente seco hasta sequia moderada; se
registraron también temperaturas cdlidas. Y en los meses de marzo 2013, 2014,
2015 y 2016 se registraron de 1 a 2 dias temperaturas menores a ) °C. Y a la caja
14 corresponden a las primeras lluvias de abril (2012-2017).

Menor valor minimo

El valor minimo se present6 en la caja 37, cuyos datos corresponden a la segun-
da semana de septiembre (2011-2016), donde se registraron lluvias arriba de lo
normal en septiembre 2011, en septiembre 2012 y 2015 lluvias debajo de lo nor-
mal, septiembre 2013 destaco por ser muy lluvioso debido a la entrada del los
huracanes Ingrid y Manuel, en septiembre 2014 también se registro como uno
muy lluvioso y mds atin, ese afio fue para Tlaxcala su séptimo aio mds lluvioso.
En septiembre 2016 se registré como un mes muy célido. Es posible que por es-
ta situacién la caja haya registrado el menor valor minimo, ya que la cantidad de
lluvia fue “constante” y la formacion de nubes inhibi6 el paso de los rayos solares.
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Respecto a valores minimos, el valor minimo en la caja 37, le sigue el valor mi-
nimo de la caja 1, que corresponde a las primeras semanas de enero (2012-2017),
donde se registr6 presencia de lluvia debajo de lo normal en enero 2012, 2013,
2014, y 2017; mientras que en enero 2015 se registraron lluvias por arriba de
lo normal, para enero 2016 se registro lluvia normal y temperaturas récord. En
enero 2013, 2014, 2015, 2016 y 2017 se registraron al menos 1 o 2 dias con tem-
peraturas menores a 0°C, esto ocasionado por los frentes frios y masas de aire frio.

Le sigue la caja 51, correspondiente a la pentiltima semana de diciembre (2011-
2016), donde se registraron 5 dias con temperaturas menores a 0°C en diciembre
2011 y 3 dias en diciembre 2013. Se registraron también lluvias por debajo de lo
normal en diciembre 2011, 2012, 2014, 2015; a excepcion de diciembre 2013 que
present6 lluvias por arriba de lo normal y diciembre 2016 registré como un mes
muy célido con lluvias normales.

Y por tltimo la caja 36 que corresponde a las primeras semanas de septiembre
(2011-2016), donde los valores de radiacién de las cajas resultaron menores a
150, pero la caja 37 contiene el registro del menor valor minimo.

Cajas largas

Se observa que la caja mds larga fue la 37, seguido de las cajas 38, 39 (donde las
cajas 37, 38 y 39 corresponden al mes de septiembre (2011-2016)), luego sigue la
caja 40 y 42, pertenecientes al mes de octubre (2011-2016), donde se presentaron
lluvias normales a por arriba de lo normal en octubre 2011, 2013, 2014 y 2015, y
en octubre 2012 se presentd la disminucion de lluvias, se observaron temperaturas
menores a 0 °C probablemente sélo un dia y octubre 2016 resulto ser muy célido.

Después le sigue la caja 12, que corresponde a la pentltima semana de abril
(2012-2017), seguido de la caja 22, que corresponde a las ultimas fechas de mayo
y primeras de junio (2012-2017), y ligeramente la caja 23, que corresponde a la
primera semana de junio (2012-2017). Obsérvese que los datos de la caja 12 pa-
recen presentar simetria.

Y en cuanto a la caja 37, es probable que debido a la cantidad de lluvias que
se registraron en esos afios, la caja se hallara entre las mas largas e incluso mds
larga que las demds.
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Caja pequeiia

Mientras que la caja mds pequeiia resulto ser la caja 48, cuyos datos corresponden
a los ultimos dias de noviembre y primeros dias de diciembre (2011-2016).

En noviembre 2011 y 2013 se registraron lluvias normal a por arriba de lo normal,
en noviembre 2012 lluvias debajo de lo normal, noviembre 2014 y 2015 Iluvias
arriba de lo normal y noviembre 2016 se registré muy cdlido. También se ob-
servaron temperaturas menores o iguales a 0°C en noviembre 2012, 2013, 2014
posiblemente sélo 2 dias. Y en cuanto al las condiciones del mes de diciembre,
éstas ya se mencionaron arriba.

Podria decirse incluso que la variabilidad en esta caja fue nula o bien que los valo-
res de radiacién fueron casi siempre constantes, es decir que podriamos atrevernos
a decir que la radiacién en los ultimos dias de noviembre y primeros dias de di-
ciembre es casi siempre la misma. Mds atin, observe que la media coincide con el
primer cuartil por lo que la caja presenta un sesgo a la derecha.

Cajas ligeramente pequeiias

Las cajas levemente pequefias pero no mas que pequeiias que la caja 48, resultaron
ser la 25, 26, 29, 31, 33,41, 43,44, 47,49,52,2,7, 8,9, 13, 15, y tal vez podrian
considerarse las cajas 18 y 20. Podemos apreciar que debido al tamafio de estas
cajas, la variabilidad es pequefia comparada con el resto (a excepcion de la caja
48), los bigotes resultan ser ligeramente cortos, y observe que algo muy curioso
se presenta en la mayoria de estas cajas es que no presentan ambos bigotes 0 no
presentan un bigote, presentan valores atipicos ya sean minimos o maximos o am-
bos. Las cajas estuvieron registradas asi:

Caja 25: corresponde a la pentiltima semana del mes de junio.

Caja 26: corresponde a los ultimos dfas de junio y primeros de julio.

Caja 29: corresponde a la pentltima semana de julio.

Cajas 31 y 33: corresponden a la primera semana de agosto, y a la pentiltima se-
mana de agosto respectivamente.

Cajas 41 y 43: corresponden a la segunda semana de octubre, y a la peniltima
semana de octubre respectivamente.

Caja 44: corresponde a los ultimos dias de octubre y primeros de noviembre.
Caja 47: corresponde a la peniiltima semana de noviembre.

Caja 49: corresponde a la primera semana de diciembre.

Caja 52: corresponde a los ultimos dfas de diciembre y primeros de enero.

Caja 2: corresponde a la segunda semana de enero.

Cajas 7 y 8: corresponden a la peniltima y tltima semana del mes de febrero res-
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pectivamente.

Caja 9: corresponde a los tltimos dias de febrero y primeros de marzo.

Caja 13: corresponde a los tltimos dias de marzo y primeros de abril.

Caja 15: corresponde a la segunda semana de abril.

Cajas 18 y 20: corresponden a la primera semana de mayo, y a la peniltima se-
mana de mayo respectivamente.

Mayor mediana

La caja que registré la mayor mediana resulto ser la caja 14, como abril se destacé
por la presencia de sequias y poca precipitacion, es probable que debido a esto,
la caja se haya encontrado mds arriba que las demds. Seguida de la caja 14 estd
la caja 30, pues en esta caja como se menciond arriba, se registraron las tltimas
fechas de julio y primeras de agosto, es probable que en estos dias la canicula se
haya encontrado en su pleno apogeo, y posiblemente por ello la caja 30 se encuen-
tra arriba. Incluso puede observarse un ligero sesgo a la izquierda en ambas cajas,
lo que nos dice que los mayores niveles de radiacién se encuentran concentrados
cerca del Q3.

Menor mediana

La menor mediana se encuentra en la caja 50 y 51, seguido de la caja 52 co-
respondientes al mes de diciembre (2011-2016) y la caja 1 que corresponde a la
primera semana de enero (2012-2017). Probablemente esto se debi6 a la presencia
de frentes frios o masas de aire e incluso a la considerable actividad de lluvia.

Otras

Ahora, véase la caja 4 que corresponden al los tltimos dias del mes de enero
(2012-2017) y primeros dias del mes de febrero (2012-2017) y la caja 5 correspon-
diente a la primera semana de febrero (2012-2017), donde se registraron lluvias
debajo de lo normal en febrero 2012, 2013, 2014, 2015, 2017, y en febrero 2016
lluvias normales. En febrero 2014, se presenté muy seco y se registraron tempe-
raturas récord, siendo también muy calido. En febrero 2017 aumento la superficie
de sequia registraindose anormalmente seco hasta sequia moderada y se registra-
ron también temperaturas cdlidas. También se observaron temperaturas menores
oiguales a 0 °C aproximadamente de 1 a 2 dias en febrero 2013-2017.

Note que algo interesante ocurre en estas cajas, pues la mediana de la caja 4 estd
muy cerca del cuartil 3, mientras que la mediana de la caja 5 estd muy cerca del
cuartil 1, dado que ambas ocurrieron en el mes de febrero podria pensarse que en
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la caja 4 se vio mds afectada por las de bajas temperaturas o lluvias, a compara-
cion de la caja 5, de ahi el cambio tan drastico de la mediana.

Valores atipicos

Las cajas que registraron valores atipicos fueron la caja 25, 26, 33, 41, 43, 44, 2,
5, 6,9, 13, 15, 20, 21. Donde el menor valor atipico se presentd en la caja 33,
seguido de la caja 25y lacaja 9. Y el mayor valor atipico se present6 en la caja 21
y 20. Es probable que estos valores de radiacién atipicos, se debieran a las muy
bajas o altas temperaturas o bien al error de captura e incluso la a la estimacién de
los datos faltantes.

Ahora bien, regresando de nuevo a las autocorrelaciones, estas indicarfan que se
trata de una serie no estacionaria, por lo que se decidi6 realizar la prueba de es-
tacionariedad Dickey-Fuller, ver apéndice (C); en este caso, note que la serie (ver
Figura 4.4) parece estar fluctuando alrededor de una media que no es cero, por lo
que se hard uso de la prueba 2 de Dickey-Fuller, esta prueba se aplica cuando la
serie posee término constante pero sin tendencia.

En la Tabla (4.1) se muestran los resultados de la prueba Dickey-Fuller y el con-
traste de hipétesis, donde resulta que la hipétesis nula se rechaza a cualquier nivel
de significancia, en este trabajo se tomard un nivel de significancia del %5. De
acuerdo a los resultados de la prueba, la serie resulta ser estacionaria y ademds
de que es estacional (visto en el diagrama de cajas). Es aqui donde se presento

Hy: La serie es no estacionaria vs H,: La serie es estacionaria |

Estadistico Valor critico | Valor critico | Valor critico
de prueba al 1 % al 5% al 10 %
Dickey-Fuller | -8.0062 -3.44 -2.87 -2.57
con intercepto

Tabla 4.1: Prueba de estacionariedad para la serie.

un problema, pues al momento de diferenciar la serie estacionalmente (con s=52),
resulté complicado e incluso imposible proporcionar un modelo que describiera a
la serie de tiempo. Ast, se decidi6 realizar una diferencia regular a la serie original
y una diferencia estacional a la serie diferenciada regularmente, ver Figura (4.8).
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Figura 4.8: Diferencia regular y estacional de la serie de tiempo.

Dado que la serie es estadisticamente estacionaria, al diferenciarla regular-
mente la serie esta sigue siendo estacionaria. Para ratificar esto, en la Tabla (4.2)
se muestran los resultados de la prueba Dickey-Fuller de la serie diferenciada re-
gularmente una vez, se le aplico la prueba 1 debido a que la serie diferenciada
regularmente esta vez si oscila alrededor de una media cero. Y en la Tabla (4.3)
se muestran los resultados de la prueba Dickey-Fuller para la serie ya diferencia-
da pero ahora con una diferencia estacional. Por lo tanto, se descarta la existenca
de alguna raiz unitaria, es decir, sigue siendo estacionaria a cualquier nivel de
significancia.

Graficando las FAC y FACP de la serie con una diferencia regular y la FAC
y FACP de la serie diferenciada estacionalmente, resulta lo siguiente, ver Figuras
(4.9)y (4.10).
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FAC de la s.t. con una dif. regular y una dif. estacional
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Hy: La serie es no estacionaria vs H,: La serie es estacionaria

Estadistico Valor critico | Valor critico | Valor critico
de prueba al 1 % al 5% al 10 %
Dickey-Fuller | -18.1388 -2.58 -1.95 -1.62
con intercepto

Tabla 4.2: Prueba de estacionariedad para la serie diferenciada regularmente.

Hy: La serie es no estacionaria vs H,: La serie es estacionaria

Estadistico Valor critico | Valor critico | Valor critico
de prueba al 1 % al 5% al 10%
Dickey-Fuller | -18.2666 -2.58 -1.95 -1.62
con intercepto

Tabla 4.3: Prueba de estacionariedad para la serie diferenciada estacionalmente.

Las FAC y FACP en 4.9 son de ayuda para definir los 6rdenes de p y ¢ para el
modelo que describa la serie de tiempo en la parte no estacional.
Obsérvese que en el gifico 4.9, la FAC tiene una espiga sobresaliente en el primer
rezago, sin embargo sobresale otra espiga en el rezago 3 y 4, siendo estas dos tilti-
mas pequefias comparadas con la primera y a partir del cuarto rezago se extingue.
Por lo que ¢ puede tomar el valor de 1,2 6 3.

Para la FACP se tienen 4 espigas sobresalientes en los primeros cuatro rezagos
y se corta a partir del rezago 4, siendo la espiga del cuarto rezago un tanto peque-
fia, junto con la del rezago 6 y 16 que también sobresalen. Por lo que el valor de
p puede ser 1, 2, 3 6 0. Asi, se propuso un modelo ARIM A(0, 1, 3) para la parte
no estacional.

Por otro lado, se analiz6 la FAC y FAC del grifico en la Fugura 4.10. Los cuales
también son de ayuda para definir los 6rdenes de P y () para el modelo que des-
criba a la serie de tiempo en la parte estacional.

Obsérvese que en el gréfico de la Figura 4.10, la FAC tiene una espiga sobresa-
liente en el primer rezago, y a partir del primer rezago se extingue. Por lo que el
valor de () seria igual a 1.
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Para la FACP se tienen 4 espigas sobresalientes en los primeros cuatro rezagos
y se corta a partir del rezago 4, siendo la espiga del cuarto rezago un tanto pe-
quefia, junto con la del rezago 6 que también sobresale. Por lo que el valor de
P puede ser 1, 2, 3 6 0. Asi, se propuso un modelo para la parte estacional con
s = 52, de la forma ARIMA(0,1,1)s2. En resumen, el modelo propuesto es
ARIMA(0,1,3) x (0,1,1)s0.

Se propusieron otros 4 modelos y junto con el modelo que el software R propone
se hizo el ajuste de acuerdo al valor del criterio de Akaike y el valor del crite-
rio BIC (Bayesian Information Criterion) (ver Apéndice (D)). Los resultados se
muestran en la Tabla (4.4). Luego de observar los resultados obtenidos de acuerdo

[ Modelo | AIC | BIC |
ARIMA(0.1,1) x (0.1,1);, | 2561.068 2571.68
ARIMA(0,1,2) x (0,1,1)s2 | 2562.033 2576.182
ARIMAG.1,1) x (0.1,1)s, | 2563.037 2584.261
ARIMA(0,1,3) x (0,1,1)s, | 2563.522 2581.209
ARIMA(3,12) x (0.1,1)5, | 2563.671 2588.433
ARIMA(1,0,1) 3027.037 3041.944

Tabla 4.4: AIC y BIC para diferentes modelos.

al criterio de Akaike y BIC, el modelo a elegir fue el ARIM A(0,1,1)x(0, 1, 1)z,
ya que, éste toma el valor mas pequefio conforme al los criterios. En este trabajo
se analizardn los modelos ARIMA(0,1,3) x (0,1,1)5, ARIMA(1,0,1) y el
modelo ARIMA(0,1,1) x (0, 1, 1)5,, donde, el primero fue el que se propuso de
acuerdo a lo que mostraban las FAC y FACP, el segundo fue dado por el software
R, y el tercero fue el que obtuvo menor valor en los criterios de Akaike y BIC. Se
renombrard al modelo ARIM A(0,1,3) x (0,1, 1)s52 como modelo 1, al modelo
ARIMA(1,0,1) como modelo Ry al modelo ARIM A(0, 1,1) x (0,1, 1)52) co-
mo modelo 2.

Para evaluar el ajuste del modelo y del prondstico se omitirdn del andlisis las dlti-
mas 5 semanas de la serie original.

Modelo 1
Escribiendo al modelo ARIMA(0,1,3) x (0,1,1)s2 en términos de polinomios
de retardo y operadores de diferencia (como en 3.21) se obtiene

Vi, ViX, = 0,(B%)85(B)s, 4.1)
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donde V3

5.

, = (1 —B%)ly V! = (1- B).. Desarrollando 4.1 resulta
(1-B%)(1-B)X,=(1-6,B%)(1—6,B — 6,B%— 0;B%¢,
(1-B-B?+ B®)X, = (1-6,B — 6,B° - 6,B° — ©,B + 6,6,B%
+ 9102354 + 9103355)51.
Lo que puede escribirse como

Xy =gy —Ohgp1 — Oy _9—038,_3 — ©16,_50 + ©1016_53 + O106,_54

4.2)
+01058_55 + Xio1 + Xi_50 — Xy_s3.

Luego, se realiz6 la estimacion de pardmetros, utilizando el método de mdxima
verosimilitud, los resultados se muestran en la Tabla(4.5). Y una vez estimados

| Parametro [ Parametro estimado | Error estandar ]

MA(]) -0.925809 0.070328
MA(2) -0.031454 0.074059
MAQ3) -0.042722 0.059964
SMA(I) | -0.801326 0.156283

Tabla 4.5: Estimacion de pardmetros para el modelo 1.

los pardmetros, el modelo queda escrito de la siguiente forma

Xi =&+ 0.925809¢;_1 + 0.031454¢;_5 + 0.042722¢;_3 + 0.801326¢;_52
¥+ 07418755{-%; + 0.02520551_54 + 0.03423451_55 + Xt,_1 =+ Xt_52 - Xt_ﬁ;;.
(4.3)

Como se menciono antes, para la realizacién del prondstico (esto con la ayuda
de la funcion forecast de la libreria forecast del software R) se omitieron las 5
ultimas semanas, esto con la finalidad de comprobar la eficiencia del modelo pro-
puesto mediante el error, a continuacién se comparan los resultados de las tltimas
5 semanas que se omitieron contra los valores pronosticados, ver Tabla (4.6), y se
muestran los intervalos de confianza para cada valor pronosticado, ver Tabla (4.7).
En la Figura(4.11) se observan los datos pronosticados.
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Semana | Valorreal | Valor pronos- | Error absoluto | Error  relativo
ticado =|Vr-Vpl | e =
308 | 213.9137 | 238.2096 24.2959 0.1136
309 | 224.2083 | 234.2178 10.0095 0.0446
310 | 229.6845 | 218.2615 11.4230 0.0497
311 163.3690 | 231.3004 67.9314 0.4158
312 | 242.7173 | 226.0112 16.7061 0.0688

Tabla 4.6: Valores reales y pronosticados de 5 semanas.

Valor pro- | Intervalo de confianza al Intervalo de confianza al
nosticado 80 % 95 %

238.2096 194.7926 281.6265 171.8091 304.6100
234.2178 190.6561 277.7795 167.5959 300.8397
218.2615 174.6446 261.8784 151.5552 284.9679
231.3004 187.6820 274.9188 164.5919 298.0090
226.0112 182.3911 269.6314 159.3000 292.7225

Tabla 4.7: Intervalo de confianza al 80 % y al 95 %.
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Otro de los planteamientos iniciales para determinar que un modelo es el ade-
cuado, es el diagnéstico del modelo, donde la suposicién bdsica es que los resi-
duales son ruido blanco, es decir, presentan media nula, varianza constante y estin
no correlacionados.

La validacién del modelo es una parte importante para evidenciar la idoneidad
del mismo. Para el andlisis de residuos, se hizo uso de las herramientas: Q-Q plot,
para la comprobacién de normalidad de los residuos junto con un histograma, y
se uso el comando fsdiag y el test de Ljung-Box de la librerfa tseries del software
R.

En la Figura (4.12) se puede ver el diagnéstico del modelo 1.
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Figura 4.12: Diagnéstico del modelo 1.

Obsérvese que en la primera imagen de la Figura (4.12) se muestran los residua-
les estandarizados del modelo, donde se observa que estdn distribuidos de forma
aleatoria alrededor del cero, sin mostrar tendencia, por lo que se consideran inde-
pendientes.

En la segunda imagen, la FAC de los residuales se asemeja a la FAC de un ruido
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blanco, por lo que parece que se estd ante un modelo adecuado (también vea Fi-
gura (4.13), donde se muestra la FAC y FACP).

Finalmente, para la tercera imagen, se observa el test de Ljung-Box, que como
se describi6 en 3.6 contrasta el siguiente juego de hipétesis

Hy:pr=pr=---=pk=0
vs

H, : al menos algtin p;, es diferente de cero

Como puede deducirse del tercer grafico, se tiene que no se rechaza la hipéte-
sis nula, ya que el valor p es mayor que 0.05. Tenga en cuenta lo siguiente:

= El test de Ljung-Box estd probando la no correlacién mds no la independen-
cia. Ya que no correlacién no siempre indica independencia.

El test de Ljung-Box de manera numérica arrojé un p valor de 0.9076, que implica
que el p valor es mayor que 0.05, por lo que no se rechaza H,.

El Q-Q plot es un método grafico para determinar si los datos siguen una dis-
tribucién normal. Si el conjunto de datos es “aceptablemente” normal, el grafico
que se observard serd proximo a una recta. Tanto mds parecido sea el conjunto
de datos a una recta, mayor serd la compatibilidad con la distribucién normal. En
la Figura 4.14(c) el conjunto de datos estd distribuido “aceptablemente” normal,
nétese también que tiene las colas muy pesadas, por otro lado, en el histograma
4.14(a) note que hay dos curvas, la curva roja representa la estimacion de la den-
sidad y la curva azul representa la densidad tedrica que, al compararlas parece
haber una leve presencia de asimetria, para notar esto, vea la Figura 4.14(b), el
diagrama de caja parece estar ligeramente sesgado a la derecha, hay presencia de
valores atipicos, de ahi que las colas de la distribucién sean muy pesadas, por lo
tanto, dado que en este modelo el supuesto de normalidad es robusto, se puede
seguir considerando dicho supuesto.
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FAC de los residuos del modelo ARIMA(0,1,3)x(0,1,1)52
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Figura 4.13: FAC y FACP de los residuos del modelo 1.
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Modelo R
Escribiendo al modelo ARIM A(1,0,1) en términos de polinomios de retardo
(como en 2.47) se obtiene

(,'51 (B)Xt — 91(B)5t (44)
Desarrollando 4.4 resulta

(I -¢B)X; = (1—-6,B)s
Xi— 01 X1 =& — bhe.

Lo que puede escribirse como
Xi= 1 Xpoy — b + & 4.5)

Posteriormente, se realiz6 la estimacién de pardametros, utilizando el método de
maxima verosimilitud, los resultados se muestran en la Tabla(4.8). Y una

[ Pardmetro | Pardmetro estimado | Error estdndar |

AR(1) 0.8323 0.0604
MA(1) -0.5668 0.0879
intercepto | 210.1999 48141

Tabla 4.8: Estimacion de pardmetros para el modelo R.

vez estimados los pardmetros, el modelo queda escrito de la siguiente forma
Xi = 210.1999 + 0.83231 X;_1 + 0.5668:—1 + €. (4.6)

Como se menciono antes, para la realizacién del pronéstico (esto con la ayuda
de la funcién forecast de la libreria forecast del software R) se omitieron las 5
ultimas semanas, esto con la finalidad de comprobar la eficiencia del modelo pro-
puesto mediante el error, a continuacién se comparan los resultados de las tltimas
5 semanas que se omitieron contra los valores pronosticados, ver Tabla (4.9), y
se muestran los intervalos de confianza para cada valor pronosticado, ver Tabla
(4.10). Y la Figura(4.15) muestra los datos pronosticados.
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Semana | Valorreal | Valor pronos- | Error absoluto | Error relativo
ticado =|Vr-Vp| | &=
308 213.9137 | 231.6546 17.7409 0.0829
309 224.2083 | 228.0563 3.848 0.0171
310 229.6845 | 225.0615 4.623 0.0201
311 163.3690 | 222.5690 59.2 0.3623
312 242.7173 | 220.4945 22.2228 0.0915

Tabla 4.9: Valores reales y pronosticados de 5 semanas.

Valor pro- | Intervalo de confianza al Intervalo de confianza al
nosticado 80 % 95 %

231.6546 189.3179 273.9914 166.9061 296.4032

228.0563 184.2531 271.8596 161.0650 295.0476

225.0615 180.2706 269.8524 156.5597 293.5633

222.5690 177.1065 268.0315 153.0401 292.0979

220.4945 174.5726 266.4164 150.2629 290.7261

Tabla 4.10: Intervalo de confianza al 80 % y al 95 %.
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Otro de los planteamientos iniciales para determinar que un modelo es el ade-

cuado, es el diagnéstico del modelo, donde la suposicién bdsica es que los resi-
duales son ruido blanco, es decir, presentan media nula, varianza constante y estin
no correlacionados.
La validacién del modelo es una parte importante para evidenciar la idoneidad del
mismo. Para el andlisis de residuos, se hizo uso de las herramientas: Q-Q plot,
para la comprobacién de normalidad de los residuos junto con un histograma, y
se uso el comando fsdiag y el test de Ljung-Box de la librerfa tseries del software
R.

En la Figura (4.16) se puede ver el diagndstico del modelo R.

Standaidized Residuals

HF
'

Figura 4.16: Diagnéstico del modelo R.

Obsérvese que en la primera imagen de la Figura (4.16) se muestran los residua-
les estandarizados del modelo, donde se observa que estdn distribuidos de forma
aleatoria alrededor del cero, sin mostrar tendencia, por lo que se consideran inde-
pendientes.

En la segunda imagen, la FAC de los residuales se asemeja a la FAC de un ruido
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blanco, por lo que parece que se estd ante un modelo adecuado (también vea Fi-
gura (4.17), donde se muestra la FAC y FACP).

Finalmente, para la tercera imagen, se observa el test de Ljung-Box que, como
puede deducirse del tercer gréfico, se tiene que no se rechaza la hipdtesis nula, ya
que el valor p es mayor que 0.05. La prueba de Ljung-Box de manera numérica
arrojé un p valor de 0.9417, que implica que el p valor es mayor que 0.05, por lo
que no se rechaza Hy.

En la Figura 4.18(c) el conjunto de datos estd distribuido “muy aceptablemen-
te”” normales, nétese que también tiene las colas muy pesadas, por otro lado, en el
histograma 4.18(a) note que hay dos curvas, la curva roja representa la estimacion
de la densidad y la curva azul representa la densidad tedrica que, al compararlas,
note que el grafico rojo se asemeja a la normal donde, es muy visible la presencia
de simetria, para notar esto, vea la Figura 4.18(b), en este se observa que el dia-
grama de caja si presenta simetria ademds de contar con la presencia de valores
atipicos, de ahi que las colas de la distribucién sean muy pesadas, por lo tanto,
dado que en este modelo el supuesto de normalidad es robusto, se puede seguir
considerando dicho supuesto.
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FAC de los residuos del modelo ARIMA (1,0,1)
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Figura 4.17: FAC y FACP de los residuos del modelo R.
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Modelo 2
Escribiendo al modelo ARIMA(0,1,1) x (0,1,1)s5 en términos de polinomios
de retardo y operadores de diferencia (como en 3.21) se obtiene

Vi, VX, = 6,(B™)0,(B)e, 4.7)

donde V}

5.

» = (1= B%)ly V! = (1 - B)! Desarrollando 4.7 resulta

(1-B*?)(1-B)X; = (1-0:B%)(1 - 6,B)e;
(1-B—-B%24+B%®)X, = (1—-6,B—0,B%+0,0,B%),.

Que finalmente puede quedar expresado como
Xi=¢6 —bigi1 — O16-50 + O101653 + Xy 1 + Xy50 — Xys3. (4.8)

Se realiz6 la estimacion de pardmetros por medio del método de méxima verosi-
militud, los resultados se muestran en la Tabla(4.11).

Parametro | Parametro estimado Error estandar

MAC(1) -1.000000 0.050331
SMA(1) -0.805794 0.161295

Tabla 4.11: Estimacién de parametros para el modelo 2.

Ya estimados los pardmetros, el modelo queda escrito de la siguiente forma
Xt =&+ €&1+ 080579451_-32 + 0.80579451_53 + X!—l + Xt_ﬁg — Xt_53 (49)

Para el pronéstico se realizé la omision de las 5 tltimas semanas, esto se hizo con
el objetivo de comprobar la eficiencia del modelo propuesto mediante el error,
en la Tabla (4.12), se observa la comparacién de los valores obtenidos en las ul-
timas 5 semanas que se omitieron contra los valores pronosticados, se observan
también los intervalos de confianza para cada valor pronosticado, ver Tabla (4.13).

Por otro lado, en la Tabla (4.14) se muestra la comparacién de los errores rela-
tivos de los modelos 1, R y 2, note que el modelo R tiene menor error relativo
desde la semana 308 a la 311 (comparado con los modelos 1 y 2), excepto la se-
mana 312, que muestra un error del 9 % que es un poco mayor comparado con los
otros dos. Esto hace pensar lo siguiente:
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1. El modelo R serfa una buena eleccién a considerar como buen modelo de-
bido al error relativo, pues es menor comparado con los otros dos modelos.

2. Dado que en la semana 312 se observé un error mayor en el modelo de R,
se especularia que el error de los prondsticos seguiria aumentando, lo que
conllevard a que los prondsticos no sean muy acertados.

3. Seleccionar al modelo 2 como el mejor modelo. Debido a que en este si se
toma en cuenta la estacionalidad, la cual se observé en el diagrama de cajas,
pero que, el modelo de R no toma en cuenta.

Semana | Valorreal | Valor pronos- | Error absoluto | Error relativo
ticado ea=|Vr—Vp| | e, =2
308 213.9137 | 236.5758 22.6621 0.1059
309 224.2083 | 234.0264 9.8181 0.0438
310 229.6845 | 218.3629 11.3216 0.0493
311 163.3690 | 231.4973 68.1283 0.4170
312 242.7173 | 226.2062 16.5111 0.0680

Tabla 4.12: Valores reales y pronosticados de 5 semanas.

Valor pro- | Intervalo de confianza al Intervalo de confianza al
nosticado 80 % 95 %

236.5758 193.0705 280.0810 170.0402 303.1113
234.0264 190.5212 277.5317 167.4909 300.5620
218.3629 174.8576 261.8682 151.8273 284.8985
231.4973 187.9920 275.0025 164.9617 298.0328
226.2062 182.7009 269.7114 159.6706 292.7417

Tabla 4.13: Intervalo de confianza al 80 % y al 95 %.

Y en la Figura(4.19) se observan los datos pronosticados.

En cuanto al andlisis de residuos, el diagnéstico del modelo 2 puede verse en la
Figura (4.20). Obsérvese que en la primera imagen de la Figura (4.20) se muestran
los residuales estandarizados del modelo, donde se observa que estdn distribuidos
de forma aleatoria alrededor del cero, sin mostrar tendencia, por lo que se consi-
deran independientes.
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Semana | Error relativo | Error relativo | Error relativo
modelo 1 modelo R modelo 2
308 0.1136 0.0829 0.1059
309 0.0446 0.0171 0.0438
310 0.0497 0.0201 0.0493
311 0.4158 0.3623 0.4170
312 0.0688 0.0915 0.0680

Tabla 4.14: Comparacién de errores relativos de los modelos 1, Ry 2.

Pronéstico del modelo ARIMA{0,1.1)x{0.1,1)[52]
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Figura 4.19: Datos pronosticados.
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En la segunda imagen, la FAC de los residuales se asemeja a la FAC de un ruido
blanco, por lo que parece que se estd ante un modelo adecuado (también vea Fi-

gura (4.21), donde se muestra la FAC y FACP).

Finalmente, para la tercera imagen, se observa el test de Ljung-Box, que como
se describi6 en 3.6, se puede deducir del tercer grifico, que no se rechazar la hi-
pétesis nula, ya que el valor p es mayor que 0.05. Tenga en cuenta lo siguiente.
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Standardized Residuals
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Figura 4.20: Diagnéstico del modelo 2.

Como se dijo antes el test de Ljung-Box estd probando la no correlacién mas no
la independencia.

El test de Ljung-Box de manera numérica arroj6 un p valor de 0.259, donde en
efecto el p valor es mayor que 0.05, por lo que no se rechaza H,.

En la Figura 4.22(c), se observa en el Q-Q plot que el conjunto de datos estd
distribuido “aceptablemente” normal, se observa que también tiene las colas muy
largas (de forma similar que en 4.14(c)), por otra parte, note que en el histogra-
ma 4.22(a) hay presencia de leve asimetria, y en el diagrama de caja 4.22(b) es
mds visible el ligero sesgo a la derecha a comparacién del diagrama de caja del
modelo 1 (4.14(b)), de igual forma que en el modelo 1, dado que el supuesto de
normalidad es robusto se puede seguir considerando dicho supuesto.

Existen otros métodos mds exactos de tipo numérico para saber si los datos se
ajustan a la distribucién normal, como por ejemplo: Shapiro- Wilk, Kolmogorov-
Smirnov, etc.
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Figura 4.21: FAC y FACP de los residuos del modelo 2.
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CAPITULO 5

DISCUSION Y CONCLUSIONES

El desarrollo de este trabajo, comenzé explicando cudl es la diferencia que hay
entre la definicién de el clima y el tiempo, posteriormente se presento la definicién
de las variables atmosféricas, que gracias a ellas es posible el estudio del tiempo y
el clima, entre las variables mencionadas en este trabajo se encuentra la radiacién
solar, siendo esta la variable meteorolégica de interés primordial para este trabajo.

Se presentaron los conceptos bdsicos de series de tiempo, donde fueron de gran
importancia los conceptos de estacionariedad débil, funcién de autocorrelacién y
autocorrelacion parcial; se mostraron modelos para series de tiempo estacionarias
y no estacionarias, asi como estacionales y no estacionales. En seguida, se pro-
cedid a la identificacidn, estimacién, diagnéstico y seleccién del modelo, para asi
dar paso al prondstico.

Se menciona también en que regién fueron tomados los datos de la radiacién
solar, e incluso algunos fenémenos meteorolégicos como “El nifio”, “La nifia” y
la canicula, que son fenémenos que influyen en el andlisis de los datos. Ademds,
se explicé el proceso de la filtracién de los datos, y una vez filtrada se procedié
a verificar la estacionariedad de la serie, ya que es un supuesto importante para
aplicar la metodologfa de Box-Jenkins. En este andlisis al aplicar Dickey-Fuller
se concluye que la serie inicial ya es estacionaria, sin embargo, partiendo de este
hecho no se pudo formular un modelo que se ajustara a los datos. De forma que
se procedi6 a diferenciar la serie en la parte no estacional y posteriormente se
aplicaron los pasos correspondientes de la teorfa de Box-Jenkins expuesta en este
trabajo.
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Asi, ya analizados los resultados de los modelos 1, 2 y el modelo de R, el mo-
delo que mejor se ajusta a los datos de la radiacién solar, tomados en una estacién
meteoroldgica ubicada en la Ciudad de Tlaxco - Tlaxcala, es el modelo dos, pues
a consideracion nuestra tiene mejor prondstico ademas de tener menor cantidad
de variables, su error relativo es menor en comparacién al modelo uno y sobre
todo que en este modelo si se toma en cuenta la estacionalidad, por lo tanto, de-
bido al criterio de parsimonia se decide considerar que el mejor modelo es el
ARIMA(0,1,1) x (0, 1,1)5. El cual después de estimar sus pardmetros por ma-
xima verosimilitud queda de la siguiente forma:

Xt =€ +&-1+ 080579451_32 + 0.8057945}_53 + Xt—l + 1Y,_52 = /‘{2_53
Como un posible trabajo a futuro se tienen las siguientes propuestas:

= Agregar mds variables meteorélogicas al modelo que influyen en la radia-
cién solar y junto con esta, hacer mds exacto el andlisis usado la teorfa de
Box-Jenkins.

= De manera externa, con la teoria de Box-Jenkins realizar un andlisis sobre
las emisiones contaminantes de los autos, como por ejemplo el diéxido de
carbono, el monéxido de carbono, 6xido de nitrégeno, etc.



APENDICE A
REPRESENTACION DE UN PROCESO
AR(P) COMO UN MA (c0)

En los procesos AR(1), se observé que estos pueden ser establecidos como
MA(o0), uno podria preguntarse si los procesos AR(2) y los de orden p también
pueden ser expresados como MA de orden infinito. Pues la respuesta es si, por

ejemplo, dado un proceso invertible AR(p)

op(B) X =& (A1)
donde <:),,(B) =1—¢B—¢B%2—--- — ¢,B?, puede ser escrito de la forma
1
Xy = ——&;, = 9Y(B)g A2
t q‘)p(B) t=Y ( ) t ( )
donde ¥(B) = 1 + 1B + ¢ B? + 3B + - - -, tal que
op(B)Y(B) = 1. (A.3)
Por ejemplo, considere el proceso AR(2), esto es,
1 .
Xy = (1491 B+ B2+ 3B + - )g (A4)

T1-6B- B
esto implica que
(1= ¢1B — $2BHY(1 + B+ 9B +93B* +--.) = 1.
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Entonces

L+ 91 B+ 9aB? +93B* + -+
— 1B — 11 B? — 9 B® — 3, B4 — - -+
— 2 B? — 1102 B® — thpsB* — h3pB° — - -

Luego, para obtener los ¢} s se tiene
Blihy — ¢y =0=> 1 = ¢y

B ihy — 1y — o = 0= oo = Y161 + o
B3 iy — oty — Y1p = 0= b3 = iy + 91

por lo que para j > 2 se tiene
Vi =101+ jada, =1 (A.5)

Un caso especial resulta cuando ¢» = 0, entonces el proceso se convierte en un
proceso AR(1), es decir

1= ¢
Yo = Y1y = ¢F
Y3 = oty = ¢

Yi=¢l, >0

asi
1

=T (14 1B + B2 +93B% +- - )es. (A.6)

X

Ahora bien, si este mismo procedimiento se sigue para un proceso AR(3), se ob-
tendra
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Bliﬂfl—@1:0:>w1:¢"1
B? i thy — o1y — o = 0 => Yo = Y11 + o
B? by — thotpy — P1¢hp — b3 = 0= U3 = thotpy + Y102 + &3

asi para j > 3 se tiene
Vi = VY191 + Yj—ad2 + Yi_ad3, Yo =1. (A7)
Siguiendo este mismo razonamieto, se tendrd para un AR(p)

Vi =Yj191+ Yj2de + -+ Vi ponydp-1 + Vjpdp,  Yo=1. (A)

Por lo tanto, todo proceso AR de orden finito, se puede expresar de forma equiva-
lente como un proceso MA de orden infinito.

Ahora, también es posible escribir a los procesos MA como proceso AR de or-
den infinito.
Dado el proceso estacionario MA(q)

X; = 0,(B)e, (A9)
con 0, = (1L — 6,B — 6,B% — --- — 6,B7), es posible escribirlo de la siguiente
manera 1

W(B)Xf — WXt = E&t (AIO)
en este caso 7(B) = (1 — m B — mB%? — - --), tal que
7(B)6,(B) = 1. (A.11)

Por ejemplo, para el proceso MA(2)

X

= 2
To6B) —gE - L~ mB-mB )X (A12)

&=

esto implica que

(1-6,B—-6,B)(1 —mB—myB? —mB3—...) = 1.
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Entonces
1- TFIB— 7‘1‘232 &= ’/'l‘;;B3 = e
- 913 + 7T10132 + 7'('20133 + 7T391B“1 e
== 92B2 + 7T1l9233 + 77292.34 + 7T39235 ]

Luego, para obtener los 7’s se tiene

BIZ—W1—01:O:W1:—01
B2Z—7T2+7T191—92:0:>7T2:—6%—92
B3 5 —'7T3+7T291+7T102:0=>7T3:7T291+7T192

en general j > 2 se tiene
mp = 71']'_191 + 71'_7'_292. (A.13)

Un caso particular es cuando > = 0, entonces el proceso se convierte a un proceso
MA(l), estoes, m; = —67, j > 1,y

Xi

2 b 3 ... T —
(14+ 6B+ 60:B°+603B° + ---) X, 1-0,B

=¢. (A.14)

Por lo tanto un proceso MA estacionario de orden finito es equivalente a un pro-
ceso AR de orden infinito. [31]



APENDICE B

CONDICIONES DE LAS RAICES DEL
PROCESO AR(2)

Como se menciona en el Capitulo 1, en los procesos AR(2) las raices del
polinomio de segundo orden son de la forma

B —p1 — /01 + 4y B —p1 + /91 +4¢y B.1)
1=, = . %

2¢, 2¢,

Para que el proceso AR(2) sea estacionario, se requiere que las raices sean ma-
yores a 1 en valor absoluto. Lo cual se cumple si las siguientes condiciones se
satisfacen !

Si+da<l, —di<l, g <L (B.2)

Prueba
Tomando el reciproco de B; y haciendo las operaciones correspondientes se tiene

!Las raices de un proceso MA(2) son de forma similar a las del proceso AR(2), al igual que la
prueba para las condiciones . Pero en lugar de ¢;, i = 1, 2 se sustituird por 6;, i = 1,2.
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e L 20, 262 [—al +VE+ 4@]
1

"Bl —hi— Bt —b1— B0 b1+ /BT A

_ 202(=61 + VO +492) _ 20a(=01 + V] + 4n)
é1 — (61 + 42) —4¢»

o1 — /@] + 4

2
(B.3)
De forma andloga se tiene que el reciproco de B, es de la forma
1 ; 2 + 4
i o Prdl b T0n, (B.4)
B, 2
La condicién que se requiere es | B;| > 1 esto implica que |B;| = }BLI < 1 para

=12
Ahora bien, la prueba se divide en dos casos: raices reales y raices complejas.

Caso 1 : Raices reales
Las raices serdn reales si y s6lo si ¢ +4¢s > 0. Dado que |B| < 1 parai = 1,2,se
tiene

1< P1— \/OF + 4o 2 b1+ /O + 4oy )
2 2

o bien

=2 < ¢y — /P +Ady < b1 + /BT + 4y < 2.

Luego, considérese la primera desigualdad —2 < ¢ — \/¢? + 4¢, si y sélo si,
VO + Ao < G142, siys6losi, 92 +4ds < ¢F+4¢1+4, siy sélosi, g < ¢1+1,
esto implica que ¢ — ¢y < 1.

Siguiendo el mismo procedimiento para la segunda desigualdad ¢;++/¢3 + 4po <
2,se llegaa ¢+ ¢y < L.
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Por lo tanto, estas ecuaciones junto con (f)% + 4¢, > 0, definen la condicion de
estacionariedad para el caso raiz real.

Caso 2 : Raices complejas

Las raices serdn complejas si ¢ +4¢» < 0. Obsérvese que el complejo conjugado
de Gies Gay |G| = |G| < Lsiysélosi |G| < 1. Pero

by — /2% + 4d 5 42 + 46
|G1|2:01§1:GI-GQ:(¢‘ ¢1+4¢2> (“”L ‘DIH‘”)

2 2

4
= —¢.

:—(¢?+@1\/cﬁ%+4o2—ol\/o%+4wz—(o%+4c>2))

Por lo que ¢, > —1y junto con la desigualdad ¢? + 4¢», < 0 definen la condicién
de estacionariedad para el caso de raiz compleja. [14]






APENDICE C

TEST DE DICKEY- FULLER

Existen muchas pruebas para determinar si una serie es estacionaria o no es
estacionaria. La prueba mds popular es la prueba de Dickey-Fuller. Hay tres va-
riaciones de la prueba Dickey- Fuller. Esta fue disefiada para tener en cuenta el
papel del término constante y la tendencia. Se inicia describiendo las ecuaciones
de prueba y las hipdtesis para estos tres casos y después describir el procedimiento
de la prueba. [19]

= Prueba 1: sin término constante y sin tendencia
Considere el proceso AR(1)
Xe=01 Xi 1+ & (C.D)
el cual serd débilmente estacionario si se cumple que, |¢;| < 1, pero cuando

¢, = 1 el proceso se convierte en un proceso de caminata aleatoria y el proceso
no sera estacionario, es decir

/‘{t = Xf,l +&;.

Por lo que, una forma de probar la estacionariedad es examinar el valor de ¢,. Es
decir, se probard si ¢; es igual a uno o significativamente menor a uno. A este tipo
de pruebas se le conoce como pruebas de raiz unitaria para estacionariedad.

Para tener una idea de esto, considere de nuevo el proceso (C.1). Donde ¢; es
un RB(0,02). Es posible justificar la no estacionariedad probando
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154 Test de Dickey- Fuller

Hy:¢1=1 ws H,:|p1| <1 (osimplemente ¢; < 1).

Esta prueba unilateral (cola izquierda) se puede expresar en una forma mds con-
veniente al restar X;_; en (C.1), esto es,

X=X =01 Xp1 — X+ &
VX = (¢ — 1) X1 + & (C2)
VXt = .BXt—I +Ei.
Donde 3 = ¢; — 1. Asi, es posible escribir la prueba de hipotesis en términos de
¢, o de 3, es decir
Hy:pp=1<« Hy:3=0.

3
H,: <1 & H,:8<0. €3

No perder de vista que la hipétesis nula es que se trata de una serie no etacionaria.
En otras palabras, si no se rechaza H,, se concluirfa que se trata de un proceso no
estacionario, de lo contrario, es decir si se rechaza H, entonces se concluye que
la serie es estacionaria.

= Prueba 2: con término constante pero sin tendencia
En la segunda prueba de Dickey-Fuller en la ecuacién C.1 se incluye el tér-
mino constante, esto es,
X, =c+ ¢ X, +¢&, dondee, ~ RB(0,02). (C.4)
Expresando (C.4) en una forma mds conveniente al restar X, ; resulta
Xi—Xia=c+nXi— X1+ &

VXi=c+ (- 1) X1+ & (C.5)
VX;=c+X;_1+ ¢

Il

Entonces, el contraste de hipétesis es escrito de la siguiente forma

Hy:8=0 ws H,:8<0. (C.6)

De la misma manera, si no se rechaza H,, se concluye que la serie no es estacio-
naria. Si se rechaza H, se concluye que la serie es estacionaria.
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= Prueba 3: con término constante y con tendencia

En la tercera prueba de Dickey-Fuller en la ecuacién C.1 se incluye el término
constante y tendencia, esto es,

VX;=c+pBXi1+M+e, dondee; ~ RB(0,02). (C.7)

La hipdtesis nula y alternativa son igual como antes Hy : 3 = 0 wvs H, :
3 < 0. Si no se rechaza H, se concluye que la serie no es estacionaria. En caso
contrario se dird que la serie es estacionaria.

Valores criticos de Dickey-Fuller

Para probar la hipétesis de los tres casos, simplemente se estima la ecuacién de
prueba por minimos cuadrados y se examina el estadistico ¢ bajo H. Por desgra-
cia, este estadistico ¢ bajo H no tiene la distribucion £ que se conoce comtinmente.
Esto se debe porque cuando la hipétesis nula es verdadera X; es no estacionaria
y tiene una varianza que aumenta a medida que el tamafo de la muestra aumenta.
Esta varianza crece y altera la distribucién del estadistico ¢ usual cuando Hj es
verdadera.

A este estadistico ¢ se le denomina estadistico de Dickey-Fuller y se denota por
7y su valor debe compararse con los valores criticos. Esto es,

= Serechaza H, (la hipétesis de no estacionariedad), a un nivel de significan-
cia o si
T LT (C.8)

Donde 7 bajo Hj es de la forma

(C.9)

donde 5’ es el estimador de minimos cuadrados de 3y V[?] el de su varian-
za. Y 7. es el valor critico de las tablas de Dickey-Fuller.

= Y si 7 > 7. no se rechaza la hipétesis nula.
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En la tabla (C.1) se muestran algunos de los valores criticos mds usados para el
estadistico T para los tres casos.'

Ahora bien, se han visto tres pruebas diferentes de Dickey-Fuller, pero la cues-
tién es {Como se va a decidir que prueba usar? Para ello se debe observar lo
siguiente

= Si la serie parece estar fluctuando alrededor de una muestra de media cero,
usar la prueba Dickey-Fuller 1.

= Si la serie parece estar fluctuando alrededor de una muestra de media que
no es cero, usar la prueba Dickey-Fuller 2.

= Si la serie parece estar fluctuando alrededor de una tendencia lineal, usar la

prueba Dickey-Fuller 3.
Modelo 1% 5% 10%
VX, =BXi1+e -2.56 -1.94 -1.62

VX;=c+8Xi1+e  -343 -2.86 -2.57

VXi=c+BXia+ M +e -396 -341 -313

Valores criticos estandar -2.33 -1.65 -1.28

Tabla C.1: Valores criticos para las pruebas Dickey-Fuller

'Obsérvese que los valores criticos de Dickey-Fuller (los de la tercera fila de la tabla (C.1)) son
mads negativos si se comparasen con los valores criticos estdndar. Esto implica que la estadistica 7
debe tomar valores més grandes (negativos) para que la hipotesis nula H, sea rechazada a favor
de la alternativa.
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= Prueba Dickey-Fuller aumentado
Considere el proceso AR(p)
Xe =01 Xia + P2 Xio+ -+ GpXip + €4, e ~ RB(0,6°%). (C.10)
La expresion anterior se puede reparametrizar de la siguiente forma
VX, =8Xia+a VX 1+ -+ a1 VX1 + 64 (C.11)
Donde

P i
.3:2051‘—1 y ai:2¢p—i+jﬂi:lw"'*1)_l'
j=1

i=1
Entonces, el contraste de hipdtesis resulta ser

Hy:B8=0 vs H,:B<0. (C.12)

A este contraste de raiz unitaria se le conoce como Dickey-Fuller Aumentado
(DFA) y se basa en la estimacién de minimos cuadrados ordinarios del parametro
3y el correspondiente estadistico 7, el cual tiene la misma distribucién que en el
caso del proceso AR(1), por lo que, es posible usar los mismos valores criticos de
la tabla (C.1). En ocasiones el modelo DFA también puede ser presentado con la
inclusion del término constante y/o tendencia, esto es,

VX =c+ ‘BXt—l + (L1VXt_1 hrsnzseate (Lp_leg_p_H +Eg

C.13
VX, =c+ M+ “Bthl + "flVthl R (l‘pﬁlet,p+1 + &;. ( )

Y se realizan los contrastes de hipétesis de manera similar al proceso AR(1).






APENDICE D

CRITERIOS DE SELECCION

Criterio de Akaike’s y BIC !

Se asume que un modelo de M pardmetros se ajusta a un conjunto de datos
para evaluar la calidad del modelo apropiado. Akaike (1973,1974b) (ver [3]) in-
troduce un criterio de informacién llamado criterio AIC (Akaike’s Information
Criterion) dado de la siguiente manera

AIC(M) = =21n [L] +2M

donde M es niimero de pardmetros en el modelo y L la funcién de verosimi-
lutud evaluada en las estimaciones de los pardmetros. Dado un modelo ARMA y
n el nimero de observaciones, la funcién de log-verosimilitud es

; 2 n o S(o,p,0)
In[L(¢,0,pn,02)] = —5 In (27072) — o0 (D.1)
maximizando respecto a ¢, 0, 1, o2 se tiene
. n oy M
In[L] = —~ In (62) — 5(1 + In 27). (D.2)

Dado que el segunto término de (D.2) es una constante, el criterio se reduce a

AIC(M) = nln (62) + 2M. (D.3)

!Estos criterios suelen emplearse para decidir acerca de el orden de p, P, q y Q.
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El valor de M depende de p y ¢ los cudles deben ser seleccionados de modo
que AIC(M) sea minimo.

Shibata(1976) (ver [28]) demostré que el AIC tiende a sobreestimar el orden
de la autorregresion. Akaike(1978,1979) (ver [4], [5]) desarollaron una extension
Bayesiana del procedimiento conocido como criterio BIC (Bayesian Informa-
tion Criterion), que es de la forma

h ”2,
BIC(M)=nln gi= (n—M)In <1 - E) +MInn+ Mln l:(a,‘; - 1) /1\1] (D.4)
= n g

donde 62 es el estimador de mdxima verosimilitud de o2, M es el nimero de
pardmetros y 6% es la varianza muestral de la serie.
Akaike(1978) realiz6 un estudio de simulacién, donde afirma que es menos pro-
bable que el BIC sobre estime el orden de la autorregresion.

Existen otros criterios como el criterio de Schwartz’s SBC (Schwartz’s Bayesian
Criterion) y el criterio de Parzen’s CAT (Criterion for Autoregressive Transfer
functions) que pueden consultarse en [31].



APENDICE E

SELECCION DE DATOS

Para la seleccion de datos se realizo lo siguiente.

1. En la base de datos de de Excel Tlaxco 2011-2017 se encuentra informacién
a partir del 18 de Junio del 2011 al 21 de Junio del 2017. En la base de datos,
se tiene que estos datos son recolectados diariamente cada media hora, por
ejemplo, para el 18/06/2011 se tiene lo siguiente.

= De la Figura (E.1), note que la recoleccién de los datos empieza 12:00
a.m. y a partir de ahf cada media hora, hasta las 11:30 p.m.

Siguiendo sobre el mismo ejemplo, se prosigui6 a hallar el promedio
de la columna radiacién solar de la fecha 18/06/2011 tomando todos
los valores e incluso los ceros que aparecen. Asi, se obtuvo que el pro-
medio del 18/06/2011 fue 231.8958333.

De manera andloga se hizo lo mismo para toda la base de datos, siem-
pre que estuviesen completos.

2. Ahora bien, se observé una falta de datos de ciertos meses en los afios 2011,
2014, 2016 y 2017, pero los afios 2012, 2013 y 2015 se encontraban com-
pletos. Asi que, para a completar los datos faltantes se realizé lo siguiente.

= Primero se comenz6 a completar los datos faltantes del afio 2014 de
cierto mes, esto se hizo tomando la misma fecha de los dos afios ante-

riores y uno siguiente y promediarlos (ver Figura (E.2)).
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Seleccion de datos

De la Figura (E.2), en el afio 2014 hacian falta los datos del 16 de
Julio, asf que, se tomo la misma fecha de los dos afios anteriores, es
decir: 16/07/2012, 16/07/2013 y la del aio siguiente al 2014, que es
16/07/2015, (esto fue porque se tenian tinicamente esos afios com-
pletos). Y en cuanto al 16/07/2012 note que tiene un promedio de
189.708333, este fue calculado como se explicé en 1 (lo mismo su-
cede para los afios 2013 y 2015).

Una vez juntados los respectivos promedios (como se puede ver en
la Figura (E.2)), se promediaron nuevamente y ese respectivo prome-
dio que fue de 183.395833 se le asigno al 16/07/2014. Se continuo con
este proceso hasta a completar el afio 2014.

Una vez completos los datos del afio 2014, se completo el afio 2011 de
manera andloga, pero tomando los afios 2012, 2013 y 2014.

Para completar el afio 2016, se tomaron los afios 2013, 2014 y 2015.
Y para el afio 2017 se tomaron los afios 2014, 2015 y 2016.

3. Una vez filtrados y completos los afios de la base de datos, se prosigui6 a

juntar todos los dfas de los afios y se empezé a promediar semanalmente.
Es decir (ver Figura (E.3)).

= Obsérvese que a partir del dia 18/06/2011 al 24/06/2011 empieza la
primera semana, asi que, el promedio de la semana del 18 al 24 de
Junio de 2011 resulta ser 183.3571429, la segunda semana empieza a
partir del 25 de Junio de 2011 al 01 de Julio de 2011 y su respectivo
promedio es 192.140873, se continua sucesivamente con este proceso
hasta obtener una base de datos de promedios semanales que es con lo
que se realiza el andlisis.
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16072012 11:30p.m. _ 189.708333
16/072014 | 16072013  1130p.m. 161.1875
16072015 1130p.m.__ 199.291667

Promedio  133.395833

Figura E.2: Datos faltantes

18/0622011 11:30p.m. 231.8958333

19/0622011 11:30p.m. 250.9583333

200062011 11:30p.m. 228.1458333

21062011 11:30p.m. 99.66666667

2200622011 11:30p.m. 1794722222

23/06/2011 11:30p.m. 128.0902778

24/062011 11:30p.m. 1652708333 1833571429 |[<=

25/0622011 11:30p.m. 204.1527778

26/06/2011 11:30p.m. 2079236111

27/062011  11:30p. m. 176.625

28/06/2011 11:30p. m. 1910347222

29/06/2011 11:30p.m. 178.8333333

30062011 11:30p.m. 201.8680536

18/06/2011  12:00 a. m. 0
18/06/2011  12:30 a. m. 0
18/06/2011 01:00a. m. 0
18/06/2011 0130 a. m. 0
18/06/2011  02:00a. m. 0
18/06/2011  02:30 a. m. 0
18/06/2011  03:00a. m. 0
18/06/2011  03:30 a. m. 0
18/06/2011 04:00 2. m. 0
18/06/2011  04:30 a. m. 0
18/06/2011  05:00a. m. 0
18/06/2011  05:30 2. m. 0
18/06/2011  06:00 a. m. 0
18/06/2011 06:30 2. m. 0
18/06/2011  07:00a. m. 1
18/06/2011 0730 a. m. 21
18/06/2011  08:00a. m. 113
18/06/2011 0830 a. m. 244
18/06/2011  09:00 a. m_ 365
18/06/2011 0930 a. m. 481
18/06/2011  10:00a. m. 580
18/06/2011  10:30 a. m. 691
18/06/2011  11:00a. m. 369
18/06/2011 1130 a. m. 281
18/06/2011  12:00 p. m. 431
18/06/2011  12:30p. m. 564
18/06/2011 01:00p. m. 474
18/06/2011 0130 p. m. 607
18/06/2011  02:00 p. m. 401
18/06/2011 0230 p. m_ 726
18/06/2011  03:00 p. m. 793
18/06/2011 0330 p. m. 540
18/06/2011 04:00p. m. 79
18/06/2011  04:30 p. m. 693
18/06/2011 05:00p. m. 739
18/06/2011 0530 p. m. 200
18/06/2011  06:00 p. m. 197
18/06/2011 0630 p. m. 361
18/06/2011 07:00 p. m. 337
18/06/2011  07:30p. m. 109
18/06/2011  08:00 p. m. 32,
18/06/2011  08:30 p. m. 2
18/06/2011  09:00 p. m. 0
18/06/2011 09:30p. m. 0
18/06/2011  10:00 p. m. 0
18/06/2011  10:30p. m. 0
18/06/2011  11:00p. m. 0
18/06/2011  11:30p. m. 0

Figura E.1: Datos del 18 de Junio de

2011

010772011 11:30p.m. 1845486111 162.140873 |&=

Figura E.3: Promedio semanal






APENDICE F

ANALISIS DE DIAGRAMAS DE CAJA

Los elementos que conforman la caja son: primer cuartil (();), segundo
cuartil (Q)y), tercer cuartil (()3), caja, mediana, bigotes, valores minimo y ma-
ximo y valores atipicos, ver Figura (F.1(a)). A través de estos elementos es po-
sible analizar el comportamiento de los datos, su simetria, los valores extremos,
la mediana, etcétera. Las partes del diagrama de caja se describen de la siguiente
manera:

1. Los cuartiles dividen en cuatro partes iguales a la cantidad de datos, en cada
parte se concentra un 25 % de la totalidad de los datos.

= Cuartil 1: coincide con el borde inferior de la caja y es el valor por
debajo del cual ocurre el 25 % de las observaciones.

= Cuartil 2: coincide con la mediana e indica que el 50 % de los valores
estdn por debajo de la mediana y el otro 50 % estd por encima.

= Cuartil 3: coincide con el borde superior de la caja y es el valor por
debajo del cual ocurre el 75 % de las observaciones.

2. Caja: es un rectangulo donde el borde inferior de la caja representa el ¢y
y el borde superior el (03. Y se le llama rango intercuartilico (RIQ) a la
diferencia entre Q3 y @1, es decir, RIQ = Q3 — @1, y es ahi donde se
concentra el 50 % de los valores centrales.

3. Mediana: es la linea horizontal que estd dentro de la caja y que coincide con
el segundo cuartil. Divide a la distribucién en dos partes iguales.
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166 Anilisis de diagramas de caja

R ——
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RIQ-Q3-Q1
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(a) Diagrama de caja. (b) Diagrama de caja y simetria.

[ Mee [

[+

« = | &=

Mediana I_Vlu s
Medin @ Media @
(c) Diagrama de caja y sesgo a la derecha. (d) Diagrama de caja y sesgo a la izquierda.

Figura F.1: Diagramas de caja y sesgo.

4. Bigotes: son los segmentos que salen de la caja e indican el intervalo en que
los valores se consideran normales.

5. Valores minimo y maximo: son el extremo inferior y superior que alcanzan
el minimo y mdximo (respectivamente) de los datos, estin marcados con
una pequeiia linea horizontal al final del bigote.

6. Valores atipicos: son aquellos valores que se encuentran fuera de los bigotes
ya sea por arriba o por debajo. Pueden representar causas extrafias, errores
de medicién o de captura. Estdn representados por un (°).

Se debe tener en cuenta lo siguiente para la interpretacion de las cajas:

1. Entre més larga sea la caja y los bigotes mds variabilidad central habrd en
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los datos. Y por el contrario, entre mds estrecha la caja y los bigotes habra
menos dispersién central o bien menos variabilidad central.

2. La distancia entre los cuartiles puede variar, pero a pesar de ello, la cantidad
de elementos en cada cuartil es aproximadamente la misma.

3. La posicién de la mediana nos indica la simetria, que a través de la simetria
es posible saber en donde existe mayor concentracién de datos, es decir:

= Si la mediana se encuentra en el centro de la caja, se dice que la dis-
tribucién es simétrica, esto indica que los datos estédn distribuidos de
igual forma a la izquierda y a la derecha de la media. En este caso la
media, la mediana y la moda coinciden. Ver Figura (F.1(b)).

= Si la mediana se encuentra més cerca del (), se dice que la distribu-
cion es sesgada a la derecha o bien tiene una asimetria positiva.
Es decir, que la cola derecha de la distribucién es més larga que la iz-
quierda, esto indica que los valores a la derecha de la media estdn mds
dispersos que en el lado contrario. Ver Figura (E.1(c)).

= Si la mediana se encuentra mas cerca del ()3, se dice que la distribu-
cién es sesgada a la izquierda o bien tiene una asimetria negativa.
Es decir, que la cola izquierda de la distribucién es mds larga que la
derecha, esto indica que los valores a la izquierda de la media estin
mads dispersos que en el lado contrario. Ver Figura (E.1(d)).

4. Puede darse el caso en que algunas cajas no tengan bigotes, es decir, el
extremo inferior coincide con el (), y el extremo superior coincide con el
@3, en dicha caja habria evidencia de que hay poca variabilidad o es casi
nula.

5. También es posible que la caja no presente valores atipicos.






APENDICE G

CODIGO EN R

#Cargar librerias
> library(readxl)

> library(urca) #Dickey—Fuller

> library(tseries)

> library(forecast)

> Tlaxco_2011_2017 <— read_excel ("E:/Gloria/Tlaxco_2011-2017.
xlsx", sheet = "Prom.sem.", > col_types = ¢("date", "numeric"
))

View (Tlaxco_2011_2017)

\%

Tlaxco_2011_2017$Fecha<-NULL #Se elimina la primera columna
View ( Tlaxco_2011_2017)

\%

> str(Tlaxco_2011_2017) #Muestra la clase o estructura que
tienen los datos

> seriets<—ts (Tlaxco_2011_2017% ‘Promedio semanal ‘) #Convierte
los datos a serie de tiempo (ts)

> str(seriets)

> seriets

#Graficos de: los datos originales ,su FAC y su FACP

> plot(seriets , col="blue’, type='o’, pch=20, xlab="Semanas",
ylab="Promedios_semanales_de_la_radiacion", main ="Grafica_de
sl B R de A radiacion™)
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> acf(seriets , xlab="Desfase", ylab=expression(rho[k]), main="
FAC_de_la_s.t. _de_la_radiacion", col="2", lag=110)

> pacf(seriets , xlab="Desfase", ylab=expression(phi[kk]), main="
FACP_de_la_s.t._de_la_radiacion", col="2", lag=110)

#Diaramas de cajas

> Tlaxcoll_17_BP <— read_excel("E:/Gloria/Tlaxcoll —17-BP. xIsx",
sheet = "Hoja3"., col_names = FALSE, col_types = ¢("numeric",
"numeric", "numeric", "numeric", "numeric", "numeric", "
numeric"))

> View(Tlaxcoll_17_BP)

> Tlaxcoll_17_BP$X__I1<-NULL

> View(Tlaxcol1_17_BP)

> str(Tlaxcoll_17_BP)

> Tlaxcoll_17_BP

> serieTBP<—ts (Tlaxcoll _17_BP)
> str(serieTBP)

> serieTBP

#Muestra los boxplot de las filas

> boxplot(t(serieTBP), xlab="Semanas" ,ylab="Promedios_semanales_
de_la_radiacion", main="Diagrama_de_cajas_semanal_de_la
radiacion")

#Prueba Dickey—Fuller para la serie original
> prueba <— ur.df(seriets , lags=1, type="drift")
> summary ( prueba)

#Diferencias regulares y estacionales

> diferl=diff(seriets ,diff=1) #Diferencia regular de orden 1

> ddestacional=diff (diferl ,lag=52,diff=1) #Diferenia regular y
diferencia estacional de orden 1

> win. graph ()
> par(mfrow=c(3,1))

#Graficos de la serie diferenciada regularmente

> plot(diferl ,col="blue’  type="1", xlab="Semanas", ylab="
Promedios_semanales_de_la_radiacion" ,main ="Grafica_de_la_s.t
..de_la_radiacion_con_una_diferencia_regular")

> acf(diferl ,xlab="Desfase", ylab=expression(rho[k]),main="FAC_
de_la_s.t. _con_una_diferencia_regular",col="2" lag=100)

> pacf(diferl ,xlab="Desfase", ylab=expression(phi[kk]) , main="
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FACP_de_la_s.t._con_una_diferencia_regular",col="2" lag=100)

#Graficos de la serie diferenciada regularmente y
estacionalmente

> plot(ddestacional ,col="blue’ . type="1", xlab="Semanas", ylab="
Promedios_semanales_de_la_radiacion" ,main ="Grafica_de_la_s.t
..de_la_radiacion_con_una_dif . _regular_y_una_dif._estacional"
)

> acf(ddestacional ,xlab="Desfase". ylab=expression(rho[k]) ,main=
"FAC_de_la_s.t. _con_una_dif._regular_y_una_dif._estacional",
col="2"lag=100)

> pacf(ddestacional , xlab="Desfase", ylab=expression(phi[kk]),
main="FACP_de_la_s.t._con_una_dif._regular_y_una_dif._
estacional" ,col="2",lag=100)

#Prueba Dickey—Fuller para la serie diferenciada regularmente y
la estacionalmente

prueba2 <— ur.df(diferl , lags=1, type='none’)

summary ( prueba2)

vV Vv

\Y

prueba3 <— ur.df(ddestacional , lags=1, type="none’)
summary ( prueba3)

\Y

#Para el los modelos y el forcast se uso la serie2

> serietsf=Tlaxco_2011_2017[—¢(308:312), | #Se eliminan las
ultimas 5 semanas

> str(serietsf)

> series2=ts(serietsf$ ‘Promedio semanal ‘) #Se convierte a serie
de tiempo

> str(series2)

> modelol<—arima(series2 ,order=c(0,1,3) ,seasonal=list (order=c
(0,1,1),period=52))

> modelo2<—arima(series2 ,order=c(0.,1.,2) ,seasonal=list (order=c¢
(0,1,1),.period=52))

> modelo3<—arima(series2 ,order=c(0,1,1),seasonal=list (order=c
(0,1,1),period=52))

> modelod4<—arima(series2 ,order=c(3,1,2) ,seasonal=1list (order=c
(0,1,1),period=52))

> modeloS<—arima(series2 ,order=c(3,1,1) ,seasonal=1list (order=c
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(0,1,1),period=52))

> modeloR<—arima(series2 ,order=c(1,0,1)) #Este modelo salio al
aplicar auto.arima()

#===Analisis de los modelos usando los criterios Akaike y BIC

AIC(modelol ) #Primer modelo propuesto

AIC(modelo2)

AIC(modelo3) #Mejor modelo segun el criterio Akaike
AIC(modelo4)

AIC(modelo5)

AIC(modeloR )

VVVVYVYV

BIC (modelol ) #Primer modelo propuesto

BIC (modelo2)

BIC (modelo3) #Mejor modelo segun el criterio BIC
BIC (modelo4)

BIC (modelo5)

BIC ( modeloR )

VVVVVYV

> summary(modelol) #Muestra los parametros estimados del modelol
> summary(modelo3) #Muestra los parametros estimados del modelo3
summary (modeloR ) #Muestra los parametros estimados del modeloR

> pronsModl<—forecast (modelol ,h=5)

> summary ( pronsModl)

> plot(pronsModl ,type="o0’,pch=20, xlab="Semanas", ylab="
Promedios_semanales_de_la_radiacion" ,main ="Pronostico_del

modelo, ARIMA(0,1,3)x(0,1,1)[52]")

Vv

pronsMod3<—forecast (modelo3 ,h=5)

summary ( pronsMod3)

plot (pronsMod3 ,type="0",pch=20, xlab="Semanas", ylab="
Promedios_semanales_de_la_radiacion" ,main ="Pronostico_del

modelo, ARIMA(O,1,1)x(0,1,1)[52]")

vV Vv

\

pronsModR<— forecast (modeloR ,h=5)

> summary (pronsModR )

plot (pronsModR , type="0",pch=20, xlab="Semanas", ylab="
Promedios_semanales_de_la_radiacion" ,main ="Pronostico_del_

modelo, ARIMA(1,0,1)")

\"
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#Modelol: ARIMA(O0,1,3)x(0,1,1)[52]

#Diagnostico del modelo 1
> tsdiag (modelol)

> residuosMl<—residuals (modelol)

> win. graph ()

> par(mfrow=c(2,1))

> acf(residuosM1 , xlab="Desfase" ,ylab="FAC" ,main="FAC_de_los_,
residuos_del_modelo_1", col="2")

> pacf(residuosM1 ,xlab="Desfase",ylab="FACP" ,main="FACP_de_los_,
residuos_del_modelo_1",col="2")

#Histograma

> hist(residuosM! , main="Histograma_de_residuos_del_modelo_1",
freq = F, ylim=¢(0.,0.025), xlab="", ylab="Densidad")

> dzl <— density (residuosM1)

> lines (dzl, col = "red", lwd = 3)

> curve(dnorm(x, mean(residuosM1), sd(residuosM1)), col = "blue"

Iwd = 3,from=-100,to=100, add = TRUE)
> legend ("topleft" ,col=c("blue"."red") legend =c("Densidad
teorica" ,"Estimacion_de_la_densidad") ,Ilwd=2, bty = "n")

#Diagrama de caja
> boxplot(residuosM1 , main="Diagrama_de_caja_de_los_residuos_del
modelo_ 1" ,horizontal =T)

#0-Q plot de residuos
> qqnorm(residuosM1 , main="Q-Q_plot_de_residuos _del_modelo_1")
> qqline (residuosM1)

#Test Ljung—Box
> Box. test(residuosMl1 ,lag=1, type = "Ljung")

#Modelo3: ARIMA(O0,1,1)x(0,1,1)[52]

#Diagnostico del modelo 3
> tsdiag (modelo3)

residuosM3<—residuals (modelo3)

win. graph ()

par (mfrow=c¢(2,1))

act(residuosM3 , xlab="Desfase" ,ylab="FAC" ,main="FAC_de_los

vV VVYV
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residuos_del _modelo_3",col="2")
> pacf(residuosM3 ,xlab="Desfase" ,ylab="FACP" ,main="FACP_de_los
residuos _del _modelo 3" ,col="2")

#Histograma

> hist (residuosM3 ,main="Histograma_de_residuos_del_modelo_3",
freq = F, ylim=¢(0,0.025), xlab="", ylab="Densidad")

> dz3 <— density (residuosM3)

> lines (dz3, col = "red", lwd = 3)

> curve (dnorm(x, mean(residuos), sd(residuos)), col = "blue",

Iwd = 3,from=—100,to=100, add = TRUE)
> legend ("topleft", col=c("blue","red"),legend =c("Densidad_,
teorica","Estimacion_de_la_densidad") ,lwd=2, bty = "n")

#Diagrama de caja
> boxplot (residuosM3 , main="Diagrama_de_caja_de_los_residuos_del_
modelo_3" ,horizontal =T)

#0-Q plot de residuos
> gqqnorm(residuosM3 , main="Q-Q_plot_de_residuos_del_modelo_3")
> qqline (residuosM3)

#Test Ljung—Box
> Box.test(residuosM3, type = "Ljung")

#ModeloR: ARIMA(O0,1,1)

#Diagnostico del modelo R
> tsdiag (modeloR)

residuosMR<—residuals ( modeloR)

win. graph ()

par (mfrow=c¢(2,1))

acf(residuosMR , xlab="Desfase" ,ylab="FAC" ,main="FAC_de_los
residuos_del_modelo_ ARIMA_(1.,0,1)" ,col="2")

pacf(residuosMR , xlab="Desfase" ,ylab="FACP" ,main="FACP_de_los_
residuos_del _modelo_ARIMA_(1.,0,1)" ,col="2")

VV VYV

\

#Histograma

> hist (residuosMR , main="Histograma_de_residuos_del_modelo_ARIMA
(1,0,1)",freq = F, ylim=¢(0,0.025), xlab="", ylab="Densidad")

> dzR <— density (residuosMR)

> lines (dzR, col = "red", lwd = 3)

> curve (dnorm(x, mean(residuos), sd(residuos)), col = "blue",
Iwd = 3,from=—100,to=100, add = TRUE)
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> legend("topleft" col=c("blue"."red") . .legend =c("Densidad_
teorica" ,"Estimacion_de_la_densidad") ,Ilwd=2, bty = "n")

#Diagrama de caja
> boxplot (residuosMR , main="Diagrama_de_caja_de_los_residuos_del

ARIMA_(1.,0,1)" ,horizontal =T)

#0-Q plot de residuos

> qgqnorm(residuosMR , main="Q-Q_plot_de_residuos_del_modelo_del
ARIMA_ (1.,0,1)")

> qgqline (residuosMR)

#Test Ljung—Box
> Box. test(residuosMR, type = "Ljung")
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