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Introduccidén

La dimension inductiva pequefia es el tema principal que abordaremos en este
trabajo. Hablando en términos historicos a esta dimension también suele llamarsele
dimension Menger-Urysohn pues fue introducida en 1922 por el matematico soviético
Pavel Samuilovich Urysohn y en 1923 por el matematico austriaco Karl Menger. Tanto
Urysohn como Menger fueron inspirados por el concepto de curva, véase [9, pag. 20].
Por esta razon, vemos involucradas a las llamadas curvas que, en términos topoldgicos
actuales, son aquellos continuos que tienen dimension uno. Asimismo, vemos algunos
de los ejemplos mas significativos de espacios topoldgicos cuya dimensién es uno.

La presente tesis consta de tres capitulos. En el primero se definen algunos
conceptos bésicos de topologia general como el de espacio topoldgico, base,
numerabilidad, entre otros. Ademas, se presentan algunos resultados que son de gran
importancia como la relacion entre espacios métricos y espacios separables, regulares y
normales, que son Utiles para la demostracion de los teoremas posteriores a este
capitulo.

En el segundo capitulo presentamos la definicion de dimensiéon inductiva
pequefia, ademas de resultados importantes como el que esta dimensidn es un invariante
topoldgico y el teorema de monotonia. También, incluimos una seccién dedicada a los
espacios de dimension cero; en esta se muestra, por ejemplo, que estos espacios son
aquellos que tienen una base de subconjuntos abiertos y cerrados. Otra seccidon que
vemos y que es indispensable, es la relacionada con la separacion de subconjuntos,
puesto que en esta mostramos el primer y segundo teorema de separacion para
dimension cero, véase 2.24 y 2.26 y el teorema de extension para dimension cero, véase
2.35. Finalmente, la dimension de uniones y la dimension de productos son estudiadas
en las dltimas dos secciones de este capitulo; en estas secciones vemos, entre otros
resultados, teoremas sobresalientes como el teorema de la suma para dimensiéon n,
véase 2.42 y el teorema del producto para dimension n, véase 2.50, asi como estos
mismos teoremas para dimension cero.

El tercer y ultimo capitulo estd dedicado a ejemplificar el concepto de
dimensién, dando mayor importancia a los espacios de dimension uno. En la primera
seccién se muestran ejemplos de algunos espacios y continuos que tienen dimension
uno como lo son: el intervalo, la recta real, las gréaficas finitas, las dendritas, entre otros.
La segunda seccidn consta de ejemplos de espacios cuya dimension es mayor a uno,
tales como la 2-celda, ®2, S2y las generalizaciones de estos tres espacios para
dimension n mayor a dos.
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Es importante mencionar que el segundo capitulo de esta tesis estd basado
principalmente en el capitulo 18 del libro “Aspects of topology" de Charles C.
Christenson y William L.Voxman, segunda edicién, en el que se desarrolla la teoria de
la dimension. Ademas, es importante mencionar que los teoremas mas sobresalientes
relacionados con la dimension inductiva pequefia que se presentan estan restringidos a
espacios métricos separables.

Mabel Priscila Martinez Sandoval

Facultad de Ciencias Fisico Matematicas
Benemérita Universidad Autonoma de Puebla
noviembre de 2018
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Capitulo 1

Preliminares

Al comenzar con este trabajo es importante mencionar algunos conceptos que
son necesarios para explicar las demostraciones que requieren de ellos.

Sea .4una familia de conjuntos. La unién de .4es el conjunto de todos los
elementos que pertenecen a algin conjunto que forma parte de la familia .4denotada
por |J.A. Es decir,

UA = {x: existe A ¢ A talque = € A}.

Denotaremos por Fal conjunto de los numeros reales, por Tal conjunto de los
nameros irracionales, por TJal conjunto de los nimeros racionales, por Zal conjunto de
los numeros enteros y por Ffal conjunto de los nimeros naturales.

Cuando hayamos definido el concepto de topologia, cabe mencionar que cuando
tomemos un subconjunto de 2™ se tomara con la topologia inducida.

Definicion 1.1 Sea X un conjunto no vacio.

(a) Una topologia para X es una coleccion T de subconjuntos de X que satisface las
siguientes condiciones:

HWXeT,

(i) si A. BT, entonces A BeT,

(iii) si A < T,entonces | J.A € T,

(b) Si Tes una topologia para X, a la pareja (X, 7} le lamamos espacio topoldgico, y
cada elemento que pertenece a T recibe el nombre de subconjunto abierto de X .
Cuando no sea necesario especificar la topologia decimos simplemente que X es un
espacio topoldgico.



Como los elementos de la topologia los llamamos conjuntos abiertos, podemos
interpretar las condiciones de ser topologia a que iy X son abiertos, la interseccion
finita de abiertos es un abierto y que la unién arbitraria de abiertos es un abierto.

Definicion 1.2 Sean (X,7)un espacio topoldgico y ¥ < X. La topologia relativa
Tvsobre Yes {Y ni7: U7 € T}. Decimos que (Y. 7y )es un subespacio de (X. 7).

Definicion 1.3 Sean X un espacio topoldgico y A < X. Decimos que .4es un
subconjunto cerrado de X' si X — 4 es un subconjunto abierto de .

Por como hemos definido los conjuntos cerrados y por las propiedades de los
conjuntos abiertos podemos ver que Iy X son cerrados, la union finita de cerrados es
un cerrado y la interseccion arbitraria de cerrados es un cerrado.

Definicion 1..4 Sea X un espacio topologicoy A < X .

{a) El interior de A en X, denotado por intx(A), es
intx(A) = {UU CX:UC AyU es subconjunto abierto de X},

(b) La cerradura de A en X, denotado por clx{A)o A, es
clx{(Ay=[{F < X: AC F y F es subconjunto cerrado de X} .

{c) La frontera de A en X, denotado por frx(A}, es
frx(d) =cx(A) Nelx(X — A).

Notemos que el interior de un conjunto es un conjunto abierto, la cerradura de un
conjunto es cerrado y que la frontera es un cerrado. Mas adn, el interior es el abierto
méas grande contenido en el conjunto y la cerradura es el cerrado méas pequefio que
contiene al conjunto.

Lema 15 Sean  Xun espacio topolégico y A< X. Entonces,
ftI_\;{fl} =X —intx(X fl} .

Demostracion.  Probemos primero que clx{A) C X —intx(X — A). Sea
x € elx{A)y supongamos que = & X — intx (X — A), Entonces, = € intx (X — A),
Luego, existe [7subconjunto abierto de Xtal que < 7 < X — A. Como X — Ules
un subconjunto cerrado de Xtal que A< X — [/, entonces x < X — [T, porque
reelx(A). Lo cual es una contradiccion dado que =< /. Por tanto,
clx(A) C X —intx(X — A).



Ahora, probemos la otra contencion. Sea = < X — intx (X — A}, Entonces,
x ¢ intx(X — A). Para ver que = € clx(A), sea C'un subconjunto cerrado de X tal
que A C C'y veamos que = ¢ (. Supongamos que x & C'. Entonces, =& X — (.
Como X — 'es un subconjunto abierto de Xtal que X — €' < X — A, tenemos que
X~ CCintx(X — A), Asi, » €intx(X — A). Lo cual es una contradiccién. Por
tanto, = = A. Por ende, &< f:ﬂ_\'{fl}, Por lo tanto, X — intx{X z'l} i f:ﬂ_\;{f!},

Concluimos que clx(A) = X —intx(X — A). O

Del lema 1.5, se puede observar que la cerradura de un conjunto y el interior de
su complemento son ajenos y que la union de estos es todo el espacio.

Teorema 1..6 Sean X un espacio topoldgico, Y un subespacio de X'y .4 subconjunto
de X', entonces se cumplen las siguientes igualdades.

@ cx(A)NY =dy(ANY),
(b) Jre(A)NY = fry(ANY),

Demostracion. Probemos (a). Veamos primero que clx(A)MY C dy(ANY), Sea
yeelx(A)nY.Siyec A entonces ¥y € ANY ., Asi, y € cly(ANY ). Supongamos
que u & X — A  Supongamos por el contrario, ¥ & ely(AMY). Entonces,
y €inty(Y — (ANY)). Lo cual implica que existe [7subconjunto abierto de Y tal
que y e U CY —(ANY) = (X~ A)NY. Ademas, existe V" subconjunto abierto de
Xtal que VY =[U. A:si, yeVniX—A)CcX - A Por tanto,
y cintx(X —A), lo cual contradice que ¥ < clx{A). Concluimos que
ftI_\;{fl} MY Cdy(AnN Y}_

Ahora, veamos que cly{ANY ) C dx({A)NY . Notemos que clx{A) MY es
un subconjunto cerrado de ¥ . Como A < elx{A}, entonces ANMY Cdx{A)nY,
Asi, cly (AN Y} i f'f._\;{fl} MY . Por lo tanto, f'.lr._\;{z"l} NY =dy(AnN Y},

Mostremos (b).

fre(A)NY = (cx(A)Ndx(X - A))NY
= (clx (AN Y)N{clx(X — A)NY)
=chy(ANY)Ney((X — A)nY).

Afirmacion (X -A)NY =Y —{(ANY), Probemos primero que
(X -A)nNYCcY -~ (ANY)., Sea = (X —~A)nY. Entonces, =¢c X — Ay

rcY.Luego, rc Xyxd A Comoxrc XNY,zc Y. Asi,zc Yyxg A,
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En consecuencia, = € Yy =& AMY  Portanto, = € (Y — AMY). Concluimos que
(X =A)nY CY —(ANY). Ahora, probemos que ¥ — (ANY)C (X —A)nY,
Sea €Y —~ (AMNY). Entonces, x = Yy x ¢ (ANY). Como ANY C A, ¢ A,

Asi, rc Xy ¢ Ay 2 € Y. Por tanto, = € (X — A)y =< Y. En con secuencia,
re (X —A)nY. Se concluye que ¥ —{ANY)cC (X —~A)nY. Por lo tanto,
(X—-A)nY=Y-(AnY).

De la afirmacion, tenemos que frx{A) MY =cly(ANY)Nely (Y — (ANY)).Por
tanto, frx(A)NY = fry(ANY). O

Lema 1.7 Sean X un espacio topoldgico, ¥ un subespacio de Xy .4 subconjunto de
X.Si clx(A) Cintx(Y), entonces fry(A) = frx(A).

Demostracion. De la hipétesis, sabemos que A C elx(A) Cintx(Y)C Y. Asi,
frx(A)C Y, Como A=AnNY, tenemos que fry{d)= fry{ANY). Por el
teorema 1.6 (b), fryv{A) = fra(A) MY = frx(A). Porlo tanto, fry(A) = frx(A).

O

Definicion 1.8 Sean X'y Y espacios topoldgicos.

(@) Una funcion f: X —+ Y es continua si para cada {/subconjunto abierto de 1",
se cumple que f~'(I7)es un subconjunto abierto de X .

(b) Un homeomorfismo es una funcion h: X —+ Y continua y biyectiva tal que
h~': ¥ -+ X es también continua. Decimos que X es homeomorfo a Y si existe un
homeomorfismo de X sobre Y.

Observacion 1.9 Sean Xy Y espacios topoldgicos. Entonces, f: X —+ Y es una
funcién continua si y solo si para cada F'subconjunto cerrado de Y, se cumple que
f~'{F)es un subconjunto cerrado de X .

La prueba de la observacion 1.9 es facil hacerla con propiedades de preimagen
de una funcién y usando la definicién de subconjunto cerrado.

Definicion 1.10 Sea X un espacio topoldgico. Decimos que un invariante topoldgico
es una propiedad Fde X si todo espacio topoldgico homeomorfo a X también tiene la
propiedad F.

Definicion 1.11 Sean Xy Y espacios topoldgicos. Decimos que una funcion
f: X —+ Y es abierta (cerrada) si fmanda subconjuntos abiertos (cerrados) de X a
subconjuntos abiertos (cerrados) de 1", es decir, si para cada .4 subconjunto abierto
(cerrado) de X, f{-)es subconjuntos abierto (cerrado) de Y .
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Teorema 1..12 Sean Xy Yespacios topologicos. Si  f: X —+Yes un
homeomorfismo, entonces

(a) f: X — Y esuna funcién abierta,

(b) f: X —+ Y es una funcion cerrada.

Demostracion. Probemos (a). Supongamos que f: X —+ Y es un homeomorfismo.
Entonces, f~': Y -+ Xes una funciéon continua. Lo cual implica que para cada
[7subconjunto abierto de X, tenemos que {f*)~*(I7}es un subconjunto abierto de
Y. Por otra parte, sabemos que (f ') Y{U}= f(U/}. Por tanto f(L'}es un
subconjunto abierto de Y . Por lo tanto, f: X —+ ¥ es una funcién abierta.

Ahora, probemos (b). Supongamos que f: X —+ Y es un homeomorfismo. Sea
F'un subconjunto cerrado de X . Entonces, X — F'es un subconjunto abierto de X .
Por el inciso (a), f{-X — F)es un subconjunto abierto de ¥". Luego, ¥ — f(X — Fles
un subconjunto cerrado de ¥ . Como f(F) =Y — f(X — F'}, concluimos que f{¥)es
un subconjunto cerrado de Y . Por lo tanto, f: X' —+ Y es una funcion cerrada. O

Teorema 1.13 Sean X'y Y espacios topologicos. Si f: X —+ ¥ es un homeomorfismo
y A C X, entonces

() flelx(A)) = clyv(f(A)),
(b) flfrx(A)) = frv(f(A)).

Demostracion. Probemos (a). Probemos primero que flelx{A)) C cly{f(A)).
Supongamos que A < X . Sean x < clx{A}y Fun subconjunto cerrado de Y tal que
flA)C F. Notemos que f~'(F)es un subconjunto cerrado de Xtal que
AcC f7YF). Como elx{A) C f~HF), z€ fHF). Asi, f(z)e f(f1{F))=F.
Por tanto, fl{x) € elyv{f(A)). Porlotanto, flelx{A)) C ely{f(A)).

Ahora, probemos que cly (f(A)) C flelx(A)). Notemos que A C clx{A), lo
cual implica que f(A) < flelx(A)). Como fes una funcion cerrada, tenemos que
flelx(A))es un subconjunto cerrado de X que contiene a f{}. Por consiguiente
cly (f(A)) C flelx(A)). Por lo tanto, flelx(A)) = cly(f{A)).



Probemos (b). Usando (a) de este teorema y que fes biyectiva se cumplen las
siguientes igualdades

F(frx(A)) = flelx{A) Nelx (X — A))
= flelx(A)) N flelx(X — A)
=cly{f{A)) Nelyv{f(X — A))
= cly (f(A)) Nely(Y — f(A))

= fry(f(A)).
Esto concluye la prueba del teorema. [

Definicion 1.14 Sea (-X. T )un espacio topoldgico. Una subcoleccion Bde T es una
base para T si para cada = € X'y [7subconjunto abierto de X tal que = < I, existe
V € Btal que = < V C [/, En otras palabras, cada [ € T se puede escribir como
unién de elementos de 5.

Nota 1.15 Si es una coleccion de subconjuntos de X', entonces se puede obtener la
topologia més pequefia para X que contiene a 5.

Teorema 1.16 Sea I una coleccion de subconjuntos de X . Entonces, 5es una base
para alguna topologia para X siy solo si

(@ X =UB,

(b) Para cualesquiera Bi,B: < By =xc BinBz, existe B Btal que
rc B C BynBa.

Demostracion. Supongamos que I3es una base para la topologia 7 para X . Probemos
primero (a). Para ello, probemos que X C |JB. Sea = € Xy como X < T, existe
VeBtal que x VC X, Asi, xc|JB. Por tanto, X < |JB. Es evidente que
|JB < X.Porlotanto, X = JB.

Enseguida, probemos (b). Sean B, B2 ¢ By x € B1MBz. Como B< T, se
tiene que 1M B2 € T. Luego, como [Ses una base para la topologia 7, existe
Ve Btalque r € V C BN Ba.

Ahora, supongamos I3 una coleccion de subconjuntos de X tal que cumple (a) y
(b). Sea

T={ACX: existe AC Btalque A=A}
Probemos que T es una topologia para X .



(i) Veamos que #, X = 7. Notemos que ! — By B — B. Ademas, tenemos por
(@) que X = |JBy sabemos que ¥ = |J, lo cual implica que, #, X < T,

(ii) Sean i, As € T. Entonces, existen .Ai,.42 C Btales que A1 =|J.A1y
Ay =|J A2, Sea A={BcbhB: existen 1 € A y By € Ao tales
que B C BinBa}. Probemos que AinAds=I[J.A. Veamos primero que
AynAs C|JA. Sea x e Ay M Aax. Entonces, existen By € Ay y Bs ¢ Ao tales
que & By B2, Ademas, por (b) existe B < Btal que =€ B C By Ba. Asi,
B < Ay por tanto, = € |J.A. Ahora, veamos que |JA C A1 Az, Sea x| JA.
Entonces, existen B ¢ By Bi € A, Bz € Astales que =< B C BynBz. Como
By C A1y Ba € As, entonces, = € A; M As. Por lo tanto, A1 M.Az =[J.A. De esta

manera concluimos que Ay M Az € T .

(iii) Por ultimo, consideremos una coleccion A = {A; : i € I} de elementos de
T . Tenemos que para cada i = I, A; © T,y por consiguiente, existe .4; C Etal que
A =JA:i. Sea F=I|J{Ai:icT}. Probemos que |J.4< T, para esto bastard
probar que |JJF =|J.A. Veamos primero que |JJF < [J.A. Sea = < [_J.JF. Entonces,
existe A € Ftal que =< A. Como F = |J{A:i: i€ I}, existe i € I'tal que A < A;.

Asi, =< |J.A;. Es decir, = ¢ A;. Por tanto, =< |J.A. Ahora, probemos que
lJ.AC|JF.Sea =< [J.A. Entonces, existe i € I'tal que = € A;. Como A; =|J.A;,
entonces = € [J.4:. Por consiguiente, existe A € .A4;tal que = ¢ A. Observemos que

Ac|J{Ai:ic I} Esdecir, Ac F.Asi, < |JF. Portanto, | J A< T.

Concluimos que T es una topologia para X . Finalmente, por como definimos la
topologia T concluimos que 15 es una base para la topologia 7. O

Definicion 1.17 Un conjunto X es finito si es vacio o existe una funcion biyectiva
f: X —{1,....n}para algin nimero natural n. En el primer caso, decimos que la
cardinalidad de X es cero y en el otro caso, decimos que la cardinalidad de Xes n.
La cardinalidad del conjunto X la denotaremos por card(X ).

Definicion 1.18 Un conjunto X es infinito si no es finito. Decimos que Xes
numerable si existe f: X —+ Ffuncion biyectiva.

Definicion 1.19 Un conjunto X es a lo mas numerable si es finito 0 numerable. Un
conjunto X que no es a lo mas numerable se dice que es no numerable.

A continuacion, daremos un teorema que nos dice que el producto cartesiano de
dos conjuntos numerables es numerable donde en la prueba se hace uso de un ejemplo
particular.



Teorema 1.20 Si X'y Y son conjuntos numerables, entonces X = Y es numerable.

Demostracion. Empecemos probando que I = Fes numerable. Sea
f:M=xH-—H
{(m,n) — 27 . 3"
Probemos que fes inyectiva. Como 2y 3son ndmeros primos, entonces existen
p.q < Mtales que 2™ .3" = 2P -39, lo cual implica que ™ =Py ™ =4  Asi, fes

inyectiva. Por tanto, F = Fes numerable. Ahora, si X'y ¥ son conjuntos numerables,
entonces existen g: X — My h: ¥ —» Hfunciones biyectivas.
Definamos a
wr X xY —HMxH
(x,y) = (glz), h{y))
Entonces, ¢: X x Y — H = M  Notemos que ¥es una funcion biyectiva porque 9y
hvson biyectivas. Como [ = Ffes numerable, concluimos que X = Y es numerable. [J

Por el teorema 1.20 y con ayuda de la induccion matematica, tendriamos que el
producto finito de conjuntos numerables es numerable.

Ejemplo 1.21

(@) Zes numerable porque la funcién f: M —+ Z definida por

Ti

Nk sl mn ©8 par,
f{”} - { 41

5 sl nes Impar

es biyectiva.

(b) Por el teorema 1.20, Z x {(Z — {0})es numerable y como la funcidn
g: Zx (Z — {0}) — Qdefinida por glp.q) = %es sobreyectiva, tenemos
que TJes numerable.
(©)
Lema 1.22 [8, Lema 2.8; pag. 13] Sea X un espacio topoldgico. Si X tiene una base
numerable, entonces para toda base 5 de X', existe 5;subfamilia numerable de 15 que
también es base de X .
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Definicion 1.23

(@) Sean X un conjunto no vacio y d: X = X — Huna funciéon. Decimos que
des una métrica de X, si para cada =, y,z <, dcumple con las
siguientes propiedades:

dix,y) =0,

diz,y) =0 siysolosi ¥ =¥,
d{x,y) =dly x),

d{z, z) < d{x,y) + d(y, =).

Hwde

(b) Si des una métrica de X, a la pareja (X, d)le llamamos espacio métrico.
Cuando no sea necesario especificar la métrica, decimos simplemente que
X es un espacio métrico.

En la definicion 1.23 no es necesario escribir la primera propiedad ya que de las
siguientes se puede deducir. Solo se anexa para recordar que las métricas (distancias) no
son negativas.

Definicion 1.24 Sea (X, d)un espacio métrico. Una bola abierta con centro =y radio
r = Oes el conjunto Bz, r) = {y € X: d{x,y) < r}.

Teorema 1.25 Si X es un espacio métrico, entonces la coleccién de todas las bolas
abiertas es una base para alguna topologia para X .

Demostracion. Sea Bla coleccion de todas las bolas abiertas de X . Entonces, es
inmediato que se cumple (a) del teorema 1.16. Ahora, probemos (b) del teorema 1.16.
Sean Blxi,r1), Blxe,r2) € By x € B(xi,ri) N Blxa,ra), Consideremos
6y =ry — d{x, 1) >0y da =rp —d{x,x2) >0, Entonces, B(x,d1) C B{xi,r)y
B(x,d2) € B{ra, 1), Sea d = min{dy, da}. De este modo,
B{x,d) C Blxy,r1) N Blxe,r2). Esto prueba que se cumple (b) del teorema 1.16. Por
tanto, 3 es una base para alguna topologia para X . O

Nota 1.26 Si des una métrica de X, entonces el teorema 1.25 establece que el
conjunto Ta= {0} U{IUE: £  es una coleccion de bolas abiertas} €s una
topologia para X . A esta topologia la llamaremos topologia inducida por la métrica
d.

De la nota anterior, podemos observar lo siguiente:

Observacion 1.27 Toda bola abierta de X es un conjunto abierto de (X, 7).
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B(x,ro)

4 Al
’ \
1 e \
’

B(Il,n)

Figura: Representacion intuitiva de la pruebé del Teorema 1.25

Teorema 1.28 Sean (X, d)un espacio métrico, A © Xy Tzla topologia inducida por
la métrica . Entonces, ses un subconjunto abierto en Tjsi y solo si para cada
x € A, existe r > Otal que B(x,r) C A,

Demostracion. Supongamos que . es un subconjunto abierto en 7;. Sean = < Xy
AC Xconxe A.Como Aes abierto de X, existe r = Otal que B{x,r) C A,

Ahora, supongamos que para cada x & A, existe r > (tal que B{x,r)C A,
Luego, de la observacion 1.27, tenemos que B{x.r)es un subconjunto abierto de
(X.Ta), ademas A — X, entonces A es subconjunto abierto en 7. O

Teorema 1.29 Sean X un espacio métrico F' < X . Entonces, x € clx(F')siy solo si
paratodo r = 0, Bz, r)nF #0,

Demostracion. Sea =« & clx(F). Supongamos que existe 7o > 0tal que
B{z,ro)nF =0, Asi, Blx,rg) CX —~F. Luego, = ¢ intx(X —F}, lo cual
contradice el lema 1.5. Por tanto, para todo r = (0, B{x,r) M F £,

Ahora, supongamos que para todo r = (), B{x,r) M F # . Supongamos que
x ¢ clx{F). Entonces, x € X — clx(F}. Como X — clx(F)es un conjunto abierto
de X, por el teorema 1.28, B(r.ry)C X —clx(F), para algln
ro =0, Dado que X — clx{F) C X — F, se tiene que B{x,ro) € X — F, o bien,
B{z,my) 1 F =1, Lo cual es una contradiccion. Por lo tanto, = € elx(F'). O

10
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Definicion 1.30 Sea X un espacio topologico. Decimos que [Des un subconjunto
denso en X si para todo I7subconjunto abierto de X no vacio, I 1 D # {}. Decimos
que X es separable si existe [subconjunto denso en X numerable.

Observacion 1.31 Sea X un espacio topoldgico. Un conjunto IDes denso en X siy
solosi clx (D) =X,

Ejemplo 1.32 ( Qes denso en ®) Sean a.b € E. Si a < b, existe g < Qtal que
a<qg<bh,

Demostracion. Sean a.b < Econ a < b. Entonces, & — a > (1. Aplicando la propiedad

arquimediana tenemos que, existe m < Ftal que 1< n{(b—a). Por consiguiente,
na+ 1 < nb,

Por otra parte, si tomamos a mcomo la parte entera de na, entonces

m < na < m + 1, lo cual implica que na < m + 1< na+ 1 <nh. Asi, dividiendo

m41

entre nla ecuacion anterior tenemos que @ < =—— < bcon

: < {2, Por lo tanto, se
concluye el teorema. [

mE1l
T

Nota 1.33 También se puede probar que "™ es denso en E"™de manera similar al
ejemplo 1.32, procediendo como en la prueba para cada coordenada.

Definicion 1.34 Un espacio topoldgico X es segundo numerable si X tiene una base
numerable.

Recordemos que la métrica euclidiana de ®™es la métrica dtal que para cada
X = (1, .m0}, ¥ = (y1.....yn) € B" se tiene que

dx,y) = | 3@ — ).

l=mn

Ejemplo 1.35 El espacio euclidiano ™ es segundo numerable.

Demostracion. Sea B = {B{g.r): q< Q" r<c Q" }una base. Notemos que los
elementos de [5son bolas abiertas. Consideremos a
f-Q0"=xQ—8
(a,r) —+ Bla,r).

11
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Notemos que fes una funcién biyectiva. Como Q™ x {Jes numerable, I5también es
numerable. Probemos que I es una base para 2™ . Sea [/ un subconjunto abierto de =™ .
Sea xcI/. Probemos que existen qxc @Q"y € Qcon rx > 0tal que
x € Blax.m<) C U, Por el teorema 1.28, existe & = Otal que B(x.d) C I7. Por la

1 A
propiedad arquimediana existe nx € Htal que ' = 7. = 2. Como @™ es denso en B",

existe dx € B(x, =), Luego, x € B{ax,5-). Ademss, dado ¥ € Blax, -},
tenemos que d(x.y) < d(x ax) + d{ae.¥) < o=+ o= < 0. Asi, y € B(x,8) C U,

Por tanto, B{x,4-) C U. Esto prueba que U = |J B(gx, 5-). Por lo tanto, Bes una
base para ®™. Concluimos que =™ es segundo numerable. [

De la prueba del ejemplo anterior, se puede observar que es importante la
densidad de {J" en ™, es decir, " es separable. El siguiente teorema generaliza este
hecho, mas aln, nos da la equivalencia de segundo numerable con separabilidad.

Teorema 1.36 Sea X un espacio métrico. Entonces, X es segundo numerable si y solo
si X es separable.

Demostracion. Sea I3una base numerable para X . Sin pérdida de generalidad, podemos
asumir que ¢ B. Como Bes numerable, existe una biyeccion f: I - 5. Sea
By = f(n). Asi, B={B,:n < N}. Ahora, como los B, # {}, entonces para cada
n € M, existe xy, € By,. Sea D = {x,: n € M}, Probemos que Des un subconjunto
denso en X. Sea [7un subconjunto abierto de X no vacio. Por demostrar que
UnD#{. Como Bes unabase y [7es un subconjunto abierto de X no vacio, existe
m ¢ Ftal que B C U7, de lo cual se sigue que ., © U7, Por tanto, &, © 711D es
otras palabras, {7 1 I # {}. Hemos probado que Des un subconjunto denso de X'y por
lo tanto, X es separable.

Ahora, supongamos que X es separable. Entonces, existe un subconjunto
D = {x,: n € N}denso en X . Definamos B = {B(xs, —): m,n € N} . Notemos que
los elementos de [5son abiertos. Consideremos a

f:HxM— B
(n,m) — B{xn, ﬁ}

12
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Notemos que fes una funcion sobreyectiva. Como I x FMes numerable (Teorema
1.20), Btambién es numerable. Probemos que [5es una base de X . Para esto, sea
x c Xy [7subconjunto abierto de Xtal que = < [7. Entonces, existe = = (tal que
B{x,=) C U. Por la propiedad arquimediana existe j < FMtal que [ < % < 5. Como
Des denso y Bz, }}es un conjunto abierto y no vacio, existe i < Ftal que
T € B{:::._%}, Afirmamos que =< Bz, %} CU. En efecto, sea =< B{;;;,._%},
Entonces, dl(z,x) < d{z,a;) + dix;, x) < % { % <5+ 5=c Asi, z€ Blx,g) CU.
Por tanto, B(x:, %} C U, Por lo tanto, X tiene una base numerable. Se concluye que
X es segundo numerable. [

i

Definicion 1.37 Un espacio X se dice que es de Lindel6f si toda cubierta abierta de
X tiene una subcubierta numerable.

Teorema 1.38 Si X es segundo numerable, entonces X es de Lindel6f.

Demostracion. Sea .4una cubierta abierta de X". Como X es segundo numerable, existe
3 base numerable en X . Sea

B'={BcB:existe Ac.4 talque B C A}

Veamos que |JB" =X . Probemos que X < |J5'. Sea =< X . Entonces, existe
Ae Atal que »< A. Como Bes base, existe B¢ Btal que =< B < A. Asi,
BecB'yxc B.Portanto, = < | JB'. Concluimos que X < |J B . La otra contencion
es evidente. Por lo tanto, | 5" = X .

Como para cada B B, existe Apc Atal que B C Ag. Definimos a
A'={Ag: Be B'}. Como |JB" C[J.A", entonces _4"es una subcubierta de .4. Mas
aun, como B'es numerable, tenemos que .4'es numerable. Por lo tanto, Xes de
Lindelof. OO

Por los teoremas 1.36 y 2.24 tenemos el siguiente resultado.
Corolario 1.39 Si X es un espacio métrico separable, entonces X es de Lindel6f.
Definicion 1.40 Un espacio topologico X es regular si para cualesquiera = X'y

C'un subconjunto cerrado de X que no contiene a =, existen L'y ¥ subconjuntos
abiertos de X ajenos talesque = 'y ' < V.

13
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Teorema 1.41 Si X un espacio métrico, entonces X es regular.

Demostracion. Sean X un espacio métrico, C'un subconjunto cerrado de Xy
rec X (. Como X — ('es un subconjunto abierto de X, existe = = (ital que
r€ B(r,s) CX ~C. Notemos que, B(z,5)C Blx,s). Asi, DBlz3)y

X — B(x,3)son subconjuntos abiertos de Xtales que ' C X — B(x 3)y
x € B(x, 5). Por lo tanto, X es regular. O

Definicion 1.42 Un espacio topoldgico Xes normal si para cualesquiera 'y
(> subconjuntos cerrados de X ajenos, existen /iy /A2 conjuntos abiertos de X ajenos
talesque 'y < Ay Co < As.

e Ay e T T A
-~ N - ~
- N - “
- ~ - ~
7’ N s \
; \ 4 ~
/ \ ’ \
/ \ 4 A\
7 \ / \
! \ ! \
i \ ! \
1 I
1 |
| h i 1 Ca |
| 1 \ I
\ ! \ !
\ ! \ 7
A / AY s
\ ’ \ ’
A s N 7
~ . ~ ,
~ . ~ .

Teorema 1.43 Si X es un espacio metrico, entonces X es normal.

Demostracion. Supongamos que X es un espacio métrico. Sean 1y 2 subconjuntos
cerrados de Xajenos. Como 'y — X — (%, entonces para cada = < ('existe
= > Otal que =€ B(x, =) C X —C2. De igual manera, para toda u € C2, existe
d, = Dtal que y < Bly,d,) CX — O,
Definamos

Ay = U Bix, r—}} y Ay = By, ﬂ%}

T T N

14



Como las bolas abiertas son conjuntos abiertos, se tiene que A1y Aason
conjunto abiertos de X. Notemos que €7 C Ay C% < As. Para probar que Xes
normal, bastard probar que A;y Azson ajenos. Supongamos lo contrario, es decir,

AimAs £ 0, Sea z ¢ Ay nAs. Entonces, = € A1y = € Az, de lo cual se sigue que
€ Blx, F)y z € By, 'iT} Por consiguiente,

dz,y) < d(z, z) +d(zy) < F 4 'iT” < 2 max{%, ﬁ—_}”} Asi, =€ Bly,dy)o
y € B{x,=:)lo cual no es posible. Por tanto, A;y Aason ajenos. Por lo tanto, X es
normal. O

La siguiente resultado nos da una equivalencia de normalidad en la cual nos
garantiza una propiedad mas fuerte al separar subconjuntos cerrados.

Teorema 1.44 Sea X un espacio métrico. Entonces, X es normal si y solo si para
cada 1, Cz2subconjuntos cerrados de X ajenos, existen Ay, .z subconjuntos abiertos
de Xtalesque A4y MAs =0, Oy € Ay s © As,

Demostracion. Supongamos que X es normal. Sean €'y, (‘asubconjuntos cerrados de
X ajenos, entonces existen Aj, [7subconjuntos abiertos de X ajenos tales que
ChC Ay € C U7, Como, Ay UUson ajenos, tenemos que A3 < X — 7. Luego,
Ay © X —[I7. Por consiguiente, A,y ’2son subconjuntos cerrados de X ajenos,
entonces existen V', Aasubconjuntos abiertos de X ajenos tales que Ay © Vy
(s © As. Como A, © X — V', tenemos A,V =1}. Por lo tanto, existen Aj,
Assubconjuntos abiertos de Xtales que A; Mdx =0y C1 € Ayy Ca C As. EL
regreso es evidente. [

15
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Capitulo 2

Dimension inductiva pequefia

La dimension inductiva pequefia fue introducida en 1922 por Urysohn y en 1923
por Menger. De esta manera, a esta dimension también suele Ilaméarsele dimension
Menger-Urysohn, véase [9, pag. 20].

Definicion 2.1 Sea .M la clase de todos los espacios topoldgicos. Definimos la funcion
dim : M — N1 {~1,0, 00} llamada dimension inductiva pequefia como:

(@) dim{X) = —lsiysolosi X = (.

(b) Para todo n € M, dim{X) < nsi para cada = < Xy para todo {7 subconjunto
abierto de Xcon = e I7, existe ¥ subconjunto abierto de Xtal que
reV cUydim(fr(V)) <n-1.

(c) Para todo mn =0, dim{X)=mnsi dim{X)<ny es falso que
dim{X) <n — 1.

(d) dim{X) = ncsi paratodo n « Mes falso que dim{X) < n.

Veamos que la dimension inductiva pequefia es un invariante topoldgico dado que
las fronteras se conservan bajo homeomorfismos.

Teorema 2.2 Sean X'y Y dos espacios métricos tales que X es homeomorfo a Y .
Si dim(X) =mn, entonces dim(Y)=mn, es decir, la dimension es un invariante
topoldgico.
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Demostracion. La prueba se hard por induccion sobre dim(X}. Supongamos que
dim{X) = —1. Entonces, X = (}y dado que X es homeomorfo a ¥, entonces ¥ = (}.
Por tanto, dim{Y )= —1,

Ahora, supongamos que este teorema se cumple para espacios que tienen
dimesién menor o igual a = — 1. Probemos que si la dim{X) = ny X es homeomorfo
a Y, entonces dim(Y ) =n.

Sean ¥ € Yy [7un subconjunto abierto de Y'tal que » € U7, por hipotesis,
existen un homeomorfismo f: X — Yy un punto = € X tal que f(x) =y.Como fes
continua y u € Use tiene que, f '{I/)es un subconjunto abierto de Xtal que
xe f~HU). Dado que dim{X)=mn, existe V conjunto abierto de Xtal que
reV Cc YUy dim(fr(V)) <n -1,

Como fes una funcion biyectiva, tenemos que f(V') < f(f{U7)) = U. Asi,
y € f(V) < I7. Notemos que f(V}es un subconjunto abierto de Y, porque fes
funcién abierta y V" es un subconjunto abierto de X'. Usando el inciso (b) del teorema
1.13, tenemos que f{fr{V))=fr(f(V)), es decir, fr{V)es homeomorfo a
fr{f(V)). Como dim{fr(V)) < n - 1lla hipétesis de induccién nos garantiza que
dim{fr{f{V))) <n -1 Asi, dim{Y)<n,

Resta probar que dim(Y) = n — 1, Supongamos que dim{Y ) < n — 1., Luego,
por la hipdtesis de induccion tenemos que dim{X) < n — lcontradiciendo el hecho de
que dim(X) = n. Asi, dim(Y) > n — 1, Por lo tanto, dim(}") = n. O

Teorema 2.3 Sea X un espacio métrico, no vacio. Entonces, dim{X) < nsiy solo si
X tiene una base Btal que para cada V < B, se cumple que dimn(fr{V}) <n — L.

Demostracion. Supongamos que dim{X) < n, Sea
B={V CX:V essubconjunto abierto de X y dim({{fr{V}} < n — 1}.

Veamos que Bes una base para X . Sea x ¢ X . Como dim{X) < ny X es abierto,
existe ¥ subconjunto abierto de Xtal que = ¢ V < Xy dim{fr(V)) <n— 1. Asi,
re|JB.Porlotanto X = |JB.

Sean Vi,Vac By zecVinlVe, Como dim(X)<ny Virnlaes un
subconjunto abierto de X, tenemos que existe V subconjunto abierto de Xtal que
zeVcWinVay dim{fr(V)) <n - 1. Notemos que V € B. En consecuencia Bes
una base para X.

Ahora, supongamos que X tiene una base [tal que para cada V < I5, cumple
que dim{fr(V))<n-—1 Sean z ¢ Xy [un subconjunto abierto de Xtal que
xecll., Como [Bes base de X, existe VecbBtal que xzeclV CUy
dim{fr{V)) < n — 1.Por tanto, dim{X) < n.
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Los resultados mas importantes e interesantes de la teoria de dimension se tienen
para espacios métricos, mas adn, que sean separables como el siguiente corolario.

Corolario 2.4 Sea Xun espacio métrico separable y no vacio. Entonces,
dim{X) < nsi y solo si existe Bbase numerable de X tal que para cada V ¢ B, se
cumple que dim{fr(V}) <n -1,

Demostracion. Supongamos que dim{X) < n. Entonces, aplicando el teorema 2.3,
Xtiene una base Btal que para cada V'  Bse cumple que dim(fr(V}) <mn -1,
Como X es un espacio métrico separable, entonces por el teorema 1.36, X es segundo
numerable, de lo cual se sigue que X tiene una base numerable. Asi, por el lema 1.22,
existe Bpsubfamilia numerable de Sque también es base de X. Como V ¢ By,
entonces V € B. Asi, dim{fr(V)) <n 1,

Ahora, supongamos que X tiene una base numerable [Stal que para cada
V e B, cumple que dim{fr(V))<mn -1, Por tanto, aplicando el teorema 2.3,
dim{X) <n. O

Teorema 2.5 (Teorema de Monotonia) Si Xes un espacio métrico y Y un
subespacio de X, entonces dim (Y} < dim(X),

Demostracion. Si dim{X) = oo, entonces por la definicion de dimension inductiva
pequefa se obtiene lo deseado. Ahora, supongamos que la dim (X }es finita. Hagamos
la prueba por induccién sobre dim{X). Si dim{X) = —1, la desigualdad se cumple.

Consideremos m = (ly supongamos que el resultado se cumple siempre que
dim{X) <mn — 1. Supongamos que dim{X}=mn. Sean Y un subespacio de Xy
x € Y. Sea [7un subconjunto abierto de ¥ con =  {7. Entonces, existe 1" subconjunto
abierto de Xtal que I7 =Y nV. Como dim{X) = n, existe W subconjunto abierto
de Xtalque x ¢ W C Vy dim(frx(W)) <n -1,

Sea Z =Y N W . Luego, Zes un subconjunto abierto de Y tal que = € £ [V
Por el teorema 1.6 (b), frv(Z) = fry(Y W) C frx(W). Aplicando la hipdtesis de
induccion a la fry{Z)y a frx(W}, tenemos que dim(fry(Z)) < dim(frx(W)).
Asi, dim{frv{(Z))<n—1. En consecuencia, la dim{Y )< n. Por lo tanto,
dim{Y) < dim{X). O
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Dimensioén cero

A continuacién, veamos qué espacios tienen dimensién inductiva pequefia cero,
es decir, espacios que tienen una base de abiertos y cerrados.

Definicion 2.6 Sean [’y 1 subconjuntos abiertos de X no vacios. Decimos que
(I, V)es una separacionde Xsi X = U UVy UnV = 1.

Definicion 2.7 Sea X un espacio topologico. Decimos que X es conexo Si no existe
una separacion de X . Un espacio X es disconexo si existe una separacion de X .

Teorema 2.8 Un espacio X es conexo si y solo si los Unicos subconjuntos de X que
son a la vez abiertos y cerrados de X son iy X .

Demostracion. Supongamos que X es conexo. Sea A subconjunto abierto y cerrado de
X.Sean I = Ay V = X — A. Entonces, [y V" son subconjuntos abiertos de X tales
que X =ULUVy UnV ={). Como X es conexo, esto implica que {7 ={lo V" = (.
Por consiguiente, A ={lo A = X . Por tanto, {}y X son los Unicos conjuntos que son a
la vez abiertos y cerrados de X .

Ahora, supongamos que los Unicos subconjuntos de X que son a la vez abiertos
y cerrados de Xson {ly X. Sean [y V subconjuntos abiertos de X tales que
X=UUVyIUnV=1{. Como [ =X — 1, entonces {7es un subconjunto cerrado
de X. Asi, [Ues un subconjunto abierto y cerrado de X . Por consiguiente, I7 = (}o
[l =X, es decir, /' =)o V' = (). Esto implica que no existe separacion de X pues
para que haya dicha separacion, 'y V tendrian que ser no vacios y por lo anterior
tenemos que al menos uno de ellos es vacio. Por tanto, X es conexo. [

La definicion que a continuacion veremos se desprende de la definicion de
dimension inductiva pequefia cuandon = 1.

Definicion 2.9 Un espacio topoldgico X no vacio tiene dimensién cero, si para cada
x c Xy Usubconjunto abierto de Xcon =« I7, existe ¥ subconjunto abierto de
Xtalque z € V C Uy fr{V) =0,

A diferencia de la definicién de dimension inductiva pequefia, en la definicién

anterior se le ha agregado la condicion de que X sea no vacio para que la dimension de
X' nosea —1Yy asi solo sea necesario probar la condicion dada.
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Figura 2.1: Espacio finito.

El siguiente resultado nos muestra que un espacio finito, es decir, con una
cantidad finita de elementos tiene dimension cero. Véase la figura 2.1.

Teorema 2.10 Sea X un espacio regular. Si Xes finito y no vacio, entonces
dim{X) =10,

Demostracion. Supongamos que X es finito y no vacio.

Sean p € X'y [7un subconjunto abierto de X con p < [/, Como X es regular,
todo  subconjunto  singular  {xr}es cerrado de X. Notemos que
p}=X~-U{{z}:xe X yax+#p} Como Xes finito, se sigue que {r}es un
subconjunto  abierto de  Xtal que pe{p}CU. Notemos que
frx({p}) = {p} (X — {p}) = {p} N (X — {p}) = 0. Por lo tanto, dim{X) =0. O

Teorema 2.11 Si X un espacio métrico no vacio a lo mas numerable, entonces
dim{X) =10,

Demostracion. Supongamos que p < X'y [7es subconjunto abierto de X con p< [V,
Sea ¢ = Otal que B{p.d) C 7. Sea A= {d{x,p): 2 € X}. Notemos que Aes a lo
méas numerable. Como (0.d)es un conjunto no numerable, por propiedades de los
reales, existe r c ®tal que 0 < r < dy r¢ A, Asi, B(p.r)C Bip.d) CU. Para
terminar la prueba, bastard probar que fr{B{p.r})) =1. Para esto, probemos que
B(p,r)= B(p,r). Sea =z¢c B(p,r). Supongamos que =z ¢ B{p.r). Entonces,
d{z,p) = r.Como r ¢ A, tenemos que d{z.p) = 0. Sea dy =d{z,p) —r =0, Como
=€ B(p,r), tenemos que B{zdy) NB(p,r)#0. Sea wec Bz dy)n Bip.r).
Entonces,

d{z,p) < d{z,w) + d(w,p) < do + r =d{z,p).
Lo cual es una contradiccion. Asi, =z € B{p.d). Por tanto, B(p.r) < B(p.r). De aqui

se sigue la igualdad. Por lo tanto, fr(B{p.r}}=1. De esto se concluye que
dim{X)=0.0
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El siguiente resultado exhibe un espacio no numerable que tiene dimension cero.
Ejemplo 2.12 dim(1) =0,

Demostracion. Sea p < Iy Uun subconjunto abierto de Icon p < /. Entonces,
[l =InV, donde Ves un subconjunto abierto de ®. Como ©les denso, existen
g, v < Qtales que p<(q.r) V. Luego, {g.7)"IC U, Por el teorema 1.6 (b),
tenemos que fri((q.r) NI) C fra({q.r)) = {a.r}. Por tanto, fri({g.r)n1) =10 Se
concluye que, dim(I) =0, O

El siguiente ejemplo muestra que tomar la unién de subespacios puede aumentar
la dimension.

Ejemplo 2.13 Observemos que = =T Q. Por el ejemplo 2.12, dim(I) =y por el
teorema 2.11, dim{(}) = (pero dim(R) =1,

A continuacién, veamos que el siguiente resultado nos asegura que la dimensién
de un espacio conexo nunca es cero.

Teorema 2.14 Sea X un espacio topoldgico regular. Si X es conexoy Card(X} =1,
entonces dim (X} = (),

Demostracion. La prueba se hard por contradiccion. Supongamos que la dimension de
Xes cero. Sea =< Xy [7un subconjunto abierto de Xtal que =< Uy [V # X,
Entonces, existe V subconjunto abierto de Xtal que zcV c Uy frx(V)=1.
Luego, V es un subconjunto abierto y cerrado de X', porque frx (V)= (. Dado que
X es conexo, por el teorema 2.8 tenemos que V" =lo V' = X . Como = € V', tenemos
que V' = X . Lo cual es una contradiccion, puesto que ¥ es un subconjunto propio de
X . Por lo tanto, dim{X) = 0. O

Teorema 2.15 Sea X un espacio métrico separable. Entonces, dim{X) = (si y solo
si X es no vacio y tiene una base numerable de conjuntos abiertos y cerrados.

Demostracion. Supongamos que dim (X} = 0. Entonces, X no es vacio. Como X es un
espacio métrico separable, entonces por el corolario 2.4, existe Hbase numerable de
Xtal que para cada VeB, se cumple que dim{fr(V})<n-1,

Luego, para cada V < B, tenemos que fr{¥) =1, es decir, ¥ es un subconjunto
abierto y cerrado de X .
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Ahora, supongamos que X'es no vacio y tiene una base I5numerable de conjuntos
abiertos y cerrados. Sea V subconjunto abierto de Xtal que V < 5. Entonces,
fr(V) =10, de lo cual se sigue que dim{fr{V}) = —~1. Por tanto, aplicando el
corolario 2.4, tenemos que dim{X}) =0, O

Observacion 2.16 Si X es un espacio topologico con dimension cero, entonces todo
subespacio de X no vacio tiene dimension cero.

Este hecho no es dificil de probar gracias a la monotonia, teorema 2.5.

Teoremas de separacion y extension para
dimension cero

Definicion 2.17 Sean X un espacio topoldgico y . I3 subconjuntos abiertos de X .
Decimos que .y B estan mutuamente separadosen Xsi An B =y B A = (.

Lema 2.18 [8, Observacion 3.10; pag.21] Sean X un espacio topologico vy
A, Bsubconjuntos de X . Entonces, Ay B estdn mutuamente separados si y solo si son
abiertos (cerrados) en el subespacio Y = A By Ar 2 =1{. En particular, dos
subconjuntos abiertos (cerrados de JX'), ajenos estan mutuamente separados.

Teorema 2.19 [4, Teorema (4.A.1); pag. 98] Sean X un espacio métrico y
A, Bsubconjuntos de Xtales que ArnB =@y BnA=I{. Entonces, existen
[, V'subconjuntos abiertos de X ajenos talesque A — [’y B C V',

Definicion 2.20 Sean X un espacio topoldgico y €1, C=subconjuntos cerrados de X .
Decimos que €1y (zestdn separados en X por un subconjunto P < X (o bien, que
P < X'es un subconjunto de X que separa a €1y ('2) si existen Ay, Azsubconjuntos
abiertos de X tales que (A1, Az)es una separacion de X — P, 'y € Ayy O © As.
Véase la figura 2.2

Nota 2.21 Sean X un espacio topoldgico, (1.('azsubconjuntos cerrados de Xy
AB PC X,
(@) Si €1y ('yestan separados por el conjunto vacio decimos simplemente que
('1y Czestan separados en X .
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Figura 2.2: El conjunto P  Xseparaa Ci1y C2.
(b) Si A = {x}, decimos que x:y B estan separados por el conjunto P.

(c) De la definicién 2.20, el conjunto Pes el complemento de un subconjunto
abierto, por lo que FPes un subconjunto cerrado de X .

Teorema 2.22 Sean ('1,C'zsubconjuntos cerrados de X . Entonces, {1y ('aestan

separados en X'si y solo si existe .Asubconjunto abierto y cerrado de Xtal que
Ci CTAYy AnCa =0,

Demostracion. Supongamos que 'y ('zestan separados en X . Entonces, existen A;y
Asconjuntos abiertos de X tales que (A1, Az)es una separacion de Xy € < Ayy
(s © Aa. Como (A, Azjes una separacion de X, entonces A; L Az= Xy
AimAx=10. De esto que, A3 =X Aday Ay =10 Por tanto, Ajes
subconjunto abierto y cerrado de X tal que €'y < A1y A3 Ny =10,

Ahora, supongamos que existe . subconjunto abierto y cerrado de X tal que
(1 C Ay ANy =10. Sean Ay = Ay As = X — A. Notemos que (A1,Az2)es una
separacion de X' . Mas aln, €’2 < Asx. Por lo tanto, €1y C'2estan separados en X . [

Teorema 2. 23 Un espacio X tiene dimension cero si y solo si para cada = ¢ Xy

(’subconjunto cerrado de X con = ¢ ', existe V subconjunto abierto y cerrado de
XNtalque = € Vy Vnc =1,
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Demostracion. Supongamos que X tiene dimension cero. Sean = < X'y (’subconjunto
cerrado de X tal que = ¢ C'. Entonces, como X — ¢’es un subconjunto abierto de X tal
que xzc X — . Como dim{X) =0, existe V subconjunto abierto de X tal que
reVCX-Cy fr(V)=10. Como fr(V) =1, tenemos que V es cerrado de X.
Asi, 1" es un subconjunto abierto y cerrado de Xtalque = ¢ Vy Vi = (.

Ahora, probemos la otra implicaciéon. Sean = < X'y {7subconjunto abierto de
Xcon xc 7. Asi, ¢ X — Uy X —I7es un subconjunto cerrado de X . Luego,
existe V" subconjunto abierto y cerrado de X'tal que =< Vy V(X —U) =0 Lo
cual implicaque fr(V) =0y = € V < U. Por lo tanto, dim(X) =0. O

Teorema 2.24 (Primer teorema de separacion para dimension cero). Sea X un
espacio métrico separable. Entonces, dim(X) = 0Osi y solo si para cualesquiera
(1, Ca subconjuntos cerrados de X ajenos, existe (1, A2)separacion de X tal que
Ch € Ay Ca € As.

Demostracion. Supongamos que dim{X) = (I, Sean (’; y (' subconjuntos cerrados de
X ajenos. Para cada = ¢ X, se cumple que = & C'1o = ¢ C2. Luego, por el teorema
2.23, existe V. subconjunto abierto y cerrado de Xtal que = Viy Vi ={lo
Ve =0, Asi, {Vi: € X }es una cubierta abierta de X . Luego, por el corolario
1.39, existe {V,: i € I} subcubierta abierta numerable. Sea W1 = V., y para v 2 E,

1—1

Wi =Vo, — |J Vi, € Vi

k={)
Como cada Vr,es un subconjunto cerrado de X, tenemos que |J;_, Vi, €s un
subconjunto cerrado de X . Luego, W es un subconjunto abierto de X .

Sean < J. Supongamos que existe =€ WiriW; Entonces, =& Vi y

xd |l Ve,. De lo cual se sigue que =€ Vyy ¢ Ve . Lo cual es una

contradiccion. De esto {W;: i € I} son abiertos de X'y ajenos dos a dos.

Sean
Ay = J{Wi: ConW; £0)  y Ay = Wi ConW; = 0).

Para terminar la prueba, demostremos que {<1i.-2}es una separacion de X tal
que £ C Ay Ca C Aa,
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Probemos que Aiy Aaxson conjuntos abiertos de X. Como WW;es un
subconjunto abierto de X'y la unién de subconjuntos abiertos es un subconjunto abierto,
entonces /A3y /2 son subconjuntos abiertos de X .

Veamos que A;UAs=X. Para ello Dbastard probar que
U Ve, cU W, Sea xc|J, V... Entonces, existe m c [tal que
x€ Vi, . Sea M0 =min{mcN:x¢c V. }. Luego, < Ve, .Si ny =1, entonces
reVy, =Wy U, W, . Ahora, si g = 2, entonces = € Vi, y o ¢ V., para
m < mng, Asi, recVx,, 1:1_11 Vi, =Wy, U, Wi, Por tanto,
U Ve, U, W... En consecuencia, |J,_,W,, =X. Por lo tanto,
Ay A= X,

Probemos que € < Ajy C» < As. Sea pe €y C X. Entonces, existe
m ¢ Htal que pc Wi, Asi, W, m ¢y =10, Por tanto, p € W,, < A1, Por lo tanto,
("1 < Aq. Ahora, sea g € C> C X . Entonces, existe [ € Ftal que g € Wi C Vi, . Asi,
Vi, M C2 =), Luego, por construccion, Vi, My =W, Asi, W; m ¢ =1. Por tanto,

g < Wi < Aa. Por lo tanto, C» < As. Concluimos asi la primera implicacion.

Ahora, probemos la otra implicacion. Sean = € X'y 4 un subconjunto abierto de X con
xec A, Sean C1 = {x}y s = X — A, Entonces, 1y C2son subconjuntos cerrados
de X ajenos. Luego, por hipdtesis, existe (A1, Az)separacion de X tal que 'y < Ay
(5 < Aa. Como X — A< As, entonces (X — A) Ay =1, Asi, A; < A. Notemos
que Ay =X — As. De esto que -A;es subconjunto abierto y cerrado de X tal que
x e Ay < A Como Ajes abierto y cerrado de X', entonces fr{Ai} = ). Concluimos
que dim(X) =0. O

Lema 2.25 Sean X un espacio métrico, ¥ < Xy €', 'zsubconjuntos cerrados de
X, ajenos. Supongamos que -ii.-12son subconjuntos abiertos de X con 7 < Aj,
(o C Asy A;NAz=1(. Si Pies un subconjunto de Y que separa a Y Ay
Y A, entonces existe Fasubconjunto de Xque separa a iy Catal que
PNY C P

Demostracion. Sea FP;subconjunto de Y que separa a ¥ r.A;y Y i As. Entonces,
existen 71, Uz subconjuntos abiertos de Y tales que ([/1.072)es una separacion de
V- Py, YNA CUY YAy CUs.

Notemos que 'y M7z =0y Ca M U3 = (1. Como

tenemos que Ay M 72 = {}. De manera analoga tenemos que As 117y = .

AnUa=YnN{AnN tr,-'_g} ={¥Yn 1'11} MU CUhy Ml =0,
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Figura: Representacion grafica del lema 2.25.

Afirmamos que A; M2 =0y A;ril/; ={. En efecto, supongamos que
A; Uz # 0. Entonces, existe = ¢ X tal que xzc A; NI, Como Ajes un
subconjunto abierto de X con = € A1y x ¢ [, entonces A1 MUz # I, lo cual es una
contradiccion, pues Ayl ={. Por tanto, Ayl =1{. Similarmente,
Aa I'"I?'_l = .

I\-'

Como (7 C Ayy (o C A, tenemos que (Ml C Ay nlzy
M7 < As 117, . Por lo que se afirmo anteriormente, tenemos que ¢ 1 [7» L’.Iy
(s I"‘Itr,l =1.

Notemos que {1y /zson abiertos de [y LI /2y ajenos. Luego, por el lema 2.18,
/1y Usestdn mutuamente separados, es decir, I/; MUz =0y UsnTh = (). De lo
cual, afirmamos los siguiente: (CLulp)n{Ce U ) =y
(Co U T) N{Cy U T ) = 1. En efecto,

(CLUUN N{(CaUTz) = (CLUUL) N{C2 UT2)
=[Cy N (Co LT U UL N (Ca LT 2)]
=(C1NCa) U(Cy NT) U, NC2) L(Uy NT2)
={(CiNCuBL (D NC2) LB
= {CiNnC2) Ul NCy)
= .
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De manera analoga, se prueba que (C2 LI 72} m{Cy LT ) = (.

Por el teorema 2.19, existen Viy Vasubconjuntos abiertos de X ajenos tales que
Cr Ul cViy Co Ul < Va. Definimos a Fe=X— (V1 UV}, es decir,
X - P,=VilUVa, Asi, (Vi,V2)es una separacion de X — P». Notemos que
Ch < Viy € < Va. Por tanto, F4es un subconjunto de X que separaa 1y (2. Por
ultimo, probemos que Y M F» < Fy. Veamos que oY © Py, Sea x € FanY .
Supongamos que =& Fi, es decir, €Y — P, Entonces, = [/; LUz, Como
Uy C Viy Uz C Vo, entonces @ € Vil Vo, Asf, &€ X — Pa. Por tanto, = & P2. Lo
cual es una contradiccion. Por lo tanto, /% MY < F . Esto concluye la prueba del lema.
O

Teorema 2..26 (Segundo teorema de separacion para dimensién cero) Sean X un
espacio métrico separable, ¥ Xy dim(}Y ) =10, Si ¢y (ason subconjuntos
cerrados de X ajenos, entonces existe P subconjunto de X que separa a €1y ('2tal
que P X —- Y.

Demostracion. Sean €'iy ('ssubconjuntos cerrados de X ajenos. Como X es normal,
por el teorema 1.44, existen A3y Assubconjuntos abiertos de X tales que €7 < Ay
Cy C Asy Ay nAs = 0. Sean Y Ay Y i Az subconjuntos cerrados de Y ajenos.
Como dim{Y ) =0, por el teorema 2.24, el conjunto vacio separaa ¥ rA;y ¥ 1 As.
Luego, por el lema 2.25, existe FPsubconjunto de X que separa a €1y C2tal que
PrY < (. Por lo tanto, existe FPsubconjunto de X que separa a 1y ('atal que
FPCX-Y.O

Teorema 2.27 Sean X un espacio métrico separable y Y un subconjunto de X no
vacio. Entonces, dim{Y ) = (si y solo si para cada = € X y para cada .4 subconjunto
abierto de Xcon =< A, existe [subconjunto abierto de Xtal que =< B < Ay
Y nfr(B)=0.

Demostracion. Supongamos que dim{Y ) = 0. Sean = & X'y .4 un subconjunto abierto
de Xcon x < A. Notemos que {x}y X — .4son subconjuntos cerrados de X ajenos.
Entonces, aplicando el teorema 2.26, existe FPsubconjunto de X que separa a {x}y
X — Atalque P C X —Y . Asi, existen B,y B2subconjuntos abiertos de X tales que

(B1, B2)es una separacion de X — Py cumplen que {x} C Biy X — A C Bs.

Como FP C X —Y, tenemos que Y C X — P, es decir, ¥ < By LU Ba. Por
consiguiente, Y "By € (By U B2) N By =(BinB1)U (Ban By) = By UM Es
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decir, Y 1 By < B, . En consecuencia,
YN fr(Bi)=Y N{BiN{X — By)) =(YNB1)N{X — B1) C By N{X — By).

Asi, Y nfr(Bi)=W0. Al ser Biy Bazsubconjuntos ajenos, tenemos que
Bi X~ By C A, Por lo tanto, existe [isubconjunto abierto de Xtal que
re By Ay Y i fr(By) =0,

Ahora, probemos la otra implicacion. Sean = € ¥, I7un subconjunto abierto de Y con
relly A un subconjunto abierto de X tal que
[/ =Y nA. Entonces, por hipotesis, existe I3subconjunto abierto de Xtal que
recBcCc Ay Ynifrx(B)=10. Sea V=Y B. Entonces, Ves un subconjunto
abierto de Y'tal que = € V' < UU. Probemos que frv (V) =1{l. Por el teorema 1.6 (b),
frv(V)C YN frx(B). Como Y rifrx(B)=10. Asi, fry(V)=10. Por lo tanto,
dim{Y)=0.O

Corolario 2.28 Sean X un espacio métrico separable y Y un subconjunto de X no
vacio. Entonces, dim{Y") = 0siy solo si X tiene una base Bnumerable tal que para
cada B ¢ B, setieneque ¥ 1 fr{B) = .

Demostracion. Supongamos que dim{}") = 0, Sea
B={BC X: B essubconjunto abiertode X y Y r fr(B)=10}.

Probemos que X = |JB. Para ello, probemos que X < | J5. Sea = ¢ X. Como Xes
abierto, por el teorema 2.27, existe B = Btal que » ¢ B € Xy Y 1 fr(B) = 0. Asi,
x € |JB. Portanto, X < |J 5. Es evidente que | B < X . Por lo tanto, X = [ JB.

Ahora, tomemos B, B2 ¢ Btales que =z € By Bz, Como BiMBzes un
subconjunto abierto de X, por el teorema 2.27, existe £ subconjunto abierto de X tal
que =z € By C BiMBay YN fr(By)=0. Asi, By € By z€ By C BiB2. Por
tanto, Bpes una base para X . Veamos que [5es una base para X numerable. Como
X es separable, por el teorema 1.36, X es segundo numerable, es decir, X tiene una
base Bnumerable. Luego, por el lema 1.22, existe Bysubfamilia numerable de I5que
también es base para X . Por lo tanto, hemos encontrado 5y base numerable para X tal
que para cada B € Byse tiene que Y 1 fr{B) = (.

La otra implicacion resulta de aplicar directamente del teorema 2.27. [0
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Hemos visto que la dimension de los racionales ©les cero, no obstante, la
cerradura de €I, que es Htiene dimension uno. De aqui que los subespacios de
dimension cero no siempre se pueden extender a subespacios cerrados de dimension
cero. Sin embargo, se puede extender a subespacios mas grandes que mantengan la
dimensidn. Para esto, veamos la siguiente definicion.

Definicion 2.29 Sean X un espacio topologicoy A, F'C X,

(a) Decimos que .des un conjunto Gsde Xsi A=), U,, donde cada [/»es
subconjunto abierto de X ..

(b) Decimos que F'es un conjunto ., de Xsi £ =[]
subconjunto cerrado de X .

fas]
n=1 I

V.., donde cada T, es

Observacion 2.30 Sea X un espacio topoldgico. Un conjunto Aes G;de X siy solo si
X — Aesunconjunto JF,de X.

Teorema 2.31 Sea X un espacio topologico. Si A es conjunto Gsde F'y F'es conjunto
Gsde X, entonces Aes conjunto Gsde X .

Demostracion. Sean Aun conjunto Gsde F'y Fun conjunto Gsde X. Entonces,
A="_,U,, donde cada U, es subconjunto abierto de Fy F = (., V,, donde
V. es subconjunto abierto de F'. Notemos que [V, =W, MF, donde, W,es
subconjunto abierto de .X'. Luego,

A= { ﬁ Wi

n=1

NFE=

ﬁ II-",L] M |iﬁ Ir']l] = ﬁ (W, 1 Vel

n=1 n=1 n=1

Asi, A=W, nV,], donde cada W, M V,es subconjunto abierto de X . Por
tanto, /4 es un conjunto Gsde X . [

Teorema 2..32 Sea X un espacio métrico. Si F'es un subconjunto cerrado de X,
entonces F'es conjunto Gsde X .
Demostracion. Sea

N(F, +) = U Bz, ),

T F

para cada n € M. Afirmacion F' =[1,_, N(F.=). Notemos que F < N(F, ). Por
consiguiente, F < [, N(F,~). Ahora, veamos que [1._, N(F,=)C F. Sean

xe[,_, N(F,~)y r > 0. Entonces, por la propiedad arquimediana,
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existe np € Ntal que — <. Dado que =€ N{F.—-) existe zy € Ftal que

T T3

x € B(xg, =), Luego, o € B(r, —). Asi, Bz, ﬁ} NF#0, Como — <,

T T THa

tenemos que B(x, =-) € B(x, 7). Se sigue que, B(x,r) N F # (. En consecuencia,

x € dx(F)=F. Por tanto, [,_, N(F.+) C F. Se concluye que Fes un conjunto
_'i}.i de x"l:. I:l

Corolario 2.33 Sea X un espacio métrico. Si Aes un subconjunto abierto de X,
entonces X — Aesconjunto JF,de X .

Demostracion. Como .es un subconjunto abierto de X, entonces X — Aes
subconjunto cerrado de X . Por el teorema 2.32, tenemos que X — s es conjunto &sde
X . Asi, por la observacion 2.30, concluimos que A es conjunto JF; de X . [

Ya visto lo anterior, veamos el siguiente teorema que nos muestra que un
subespacio de dimension cero siempre se puede extender a conjuntos &sde dimension
cero, y a conjuntos JF de dimensién cero.

Lema 2.34 Sean X un espacio métrico y Y un subespacio denso en X separable. Si
dim(Y") = 0, entonces existe Zconjunto Gsde Xtalque ¥ < Zy dim{Z) =0,

Demostracion. Supongamos que dim{Y)=0y Yes denso en X. Como Yes
separable, existe  Dsubconjunto denso en Y numerable. Notemos que
YV =cly(D) =Y Nelx (D). Entonces, Y Celx(D). Por consiguiente,
X =dxlY) Celx(D). Asi, X = clx (D). Por tanto, X es separable. Por el corolario
2.28, Xtiene una base Bnumerable tal que para cada V ¢ B, Y 1 fr(V) = {l. Sea
F=|J{fr(V): V€ B}. Como fr{(V)es un subconjunto cerrado de X para cada
V € By Bes una base numerable, entonces Fes un conjunto .F,de X. Sea
Z =X — F. Por la observacion 2.30, Zes un conjunto Gsde X . Notemos que,
Y F =10, esdecir, Y © X~ F.Asi, Y ©Z.Probemos que dim{Z} =0. Como
Bes una base de Xnumerable y para cada V B, fr(V)CF, entonces
(X —F)ynfr(V)=10, es decir, Z 1 fr(V)=10. Por el corolario 2.28, concluimos
que dimn{Z) =0 .Por lo tanto, se prueba el teorema.

Teorema 2.35 (Teorema de extension para dimensién cero) Sean X un espacio

métrico y Y un subespacio de Xseparable. Si dim(Y ) =10, entonces existe
Zconjunto Gsde Xtalque Y € Zy dim(Z) =0,
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Demostracion. Supongamos que dim({Y ) =0, Como Y es denso en cix(Y"). Por el
lema 2.34, existe Zconjunto Gsde clx (Y )tal que Y € Zy dim(Z) =0, Sabemos,
por el teorema 2.32 que, clx (Y )es un conjunto Gsde X . Asi, aplicando el teorema
2.31, Zesconjunto Gsde X . Por lo tanto, se cumple lo deseado. O

Dimensidn de uniones

Hemos visto que dado un subespacio Y de X con dimension cero, este puede ser
extendido a uno mas grande preservando la dimension. A continuacion, nos
dedicaremos a ver qué condiciones son suficientes para que X tenga diensién cero
cuando X es union de subespacios de dimensién cero.

Lema 2.36 Sean X un espacio métrico separable, F'un subconjunto cerrado de X'y
[7, V'subconjuntos abiertos de Xtales que [7y MV, =y dim{F) = 0. Entonces,
existen {71, V1 subconjuntos abiertos de Xtalesque i/, 1V, =0, Uo € Uy, Vo € Wiy
Fcthuby,

Demostracion. Sean Loy Vi subconjuntos abiertos de X tales 77 1V, = (1. Notemos
que 7y 1 F'y V1 F'son subconjuntos abiertos de F'ajenos. Como dim{F) = 0, por
el teorema 2.24, existe {A1. Bi)separacion de F'tal que U7y N F < Ayy Vy N F < By.
Como Aiy Bison subconjuntos cerrados de F'y F'es un subconjunto cerrado de X,
tenemos que A; L7y By LV son subconjuntos cerrados de X . Notemos que
(AUl B1UV) = (A1 nBy) U{A N V) (U N By U (U N Vo)
=0u(A NVy)U (UynBUY
= (A; NVo) U(Tg N By).

Si xe({AinVy), entonces, xec FrV,. Luego, =€ Bi. Lo cual es una
contradiccion, puesto que =€ A;. Asi, (A3 MVy) =0. De la misma manera,
Uy By =10, Por tanto, Ay N,y Bi LUV;son ajenos. Como X es normal, por el
teorema 1.44, existen [71y Visubconjuntos abiertos de Xtales que 77, Vi = 0,
ANV, clhyy Uy n By © Vi. En consecuencia, Un € Uy, Vo € Viy T 7, = 1.
Ademas, F' = Ay LU By < Uy V. Por tanto, se concluye la prueba de este lema. [
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Lema 2.37 Sean X un espacio métrico separable y {Fi:i € M}una coleccion de
subconjuntos cerrados de X de dimension cero. Si L7y Vison subconjuntos abiertos
de Xtales que I’y 1V, =10, entonces existen {I/;: i< N}y {Vi:i ¢ N} colecciones
de subconjuntos abiertos de X tales que para cada i < I, se cumple

@ UiiCcli, VisiCc iy, NV,

(b) Fi C U UV,

La prueba de este lema se hace usando de manera recursiva el lema 2.36.

Teorema 2.38 (Teorema de la suma para dimensién cero) Si X =|[J-, Fies un
espacio métrico separable, donde para cada i< M, Fies cerrado de XYy
dim{F;) =0, entonces dim{X) =0,

Demostracion. Sean €'y Dsubconjuntos cerrados de X ajenos. Por el teorema 2.24,
bastara encontrar (I, V') separacion de X tal que ¢' — I/y D < V. Como X es normal,
por el teorema 1.44, existen U/uy Visubconjuntos abiertos de X ajenos tales que
CCUp,DCVaylUpnVy =1
Usando el lema 2.37, tenemos que para cada i < F, existen [7;y V;subconjuntos
abiertos de X tales que para cada i < H,

UiaclU, ViicViygUinV, =0, (2.1)

Fc U UV. (2.2)

Sean

U= Cl Ui yV= Cl Vi.

i=({} i=()
Probemos que ({7, V")es una separacion de X . Notemos que, I’y V¥ son subconjuntos
abiertos de X no vacios.
Ademas, usando la hipétesis y (2.2), tenemos que

X = Cl F; Cl (U UV = (Cl L",) L (Cl 1;;) CUuw.
=1 =1

=1 1=1

Asi, X CUUUV. Por tanto, X =[7UV. Ahora, veamos que [/rV =1,
Supongamos que existe = & [7 1V, Entonces, = € {|J.", U:) N (U=, Vi). Por tanto,
existen k.1 € ML {0} tales que = € Ury = € V], Sin pérdida de generalidad
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supongamos que k < I. Asi, por (2.1), tenemos que = < 7 < Uy, y por consiguiente
xelhnVi, lo cual es una contradiccion puesto que [7;1V; = (. Por tanto,
{I7,V)una separacion de X . Finalmente, como ' < Uy < Uy D C Vi C V', por el
teorema 2.24, tenemos que dim(X) = 0. . O

Notemos que en el teorema 2.38, la condicion de que los F;sean cerrados es
importante para concluir el resultado, pero podemos debilitar esta condicion a que los
Fjsean conjuntos .Fy obtener el mismo resultado, lo cual se resume en el siguiente
corolario.

Corolario 2.39 Si X =|J°, Fies un espacio métrico separable, donde para cada
i € M, Fiesun conjunto F-de Xy dim(F;) =0, entonces dim{X) =0,

Demostracion. Sea i < M. Como Fies un conjunto F,de X, tenemos que
F; =U_?‘_'III-'},__,-5, donde Wiijyes un subconjunto cerrado de X. Dado que

Wiy © Fiy dim(F;) = 0, por el teorema 2.5 tenemos que dim{W_ ;1) = 0. Luego,
. e f
x=UE=U|UWun]= U Wun
i=1 i=1 \ j=1 (i, 7 )eM =
Como H = Fes numerable, tenemos que X'es union numerable de subconjuntos
cerrados de dimensidn cero. Por el teorema 2.38, concluimos que dim{X) =0, O

Corolario 2.40 Si X =Y LIZun espacio métrico separable, donde Y es un
subconjunto cerrado de Xy Zun subconjunto de Xtales que dim{}Y)=0y
dim{Z) =0, entonces dim{X}) =0,

Demostracion. Si ¥ = X, se tiene el resultado. Supongamos que Y # X', Entonces,
X — Yesnovacio. Como X =Y LU Z, tenemos que X — Y < Z. Asi, por el teorema
2.5, dim{X — Y} =0, Como todo subconjunto abierto de un espacio métrico X' es un
conjunto Fry dado que X =Y (X — 1Y), entonces aplicando el teorema 2.39
tenemos que dim{X) =0, O

Hasta el momento solo hemos visto resultados de dimension de uniones para el
caso de dimension cero, pero estos pueden ser generalizados para dimension . Sin
embargo, el caso de dimension cero, es importante para facilitar la demostracién de los
resultados para dimension n.
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Lema2..41 Si X =Y L Zes un espacio métrico separable tal que dim(Y) < n — 1y
dim{Z) <0, entonces dim{X) < n,

Demostracion. Si dim{Z) < 0, entonces la Z = (}. Luego, X = Y. En consecuencia,
dim({X) <mn -1, Cumpliéndose asi el resultado. Ahora, supongamos que
dim{Y)<n -1y dim{(Z)=10. Sean = Xy [Jsubconjunto abierto de X con
x € 7. Notemos que {x}y X — [7son subconjuntos cerrados de X ajenos. Entonces,
por el teorema 2.26, existe P — X — Zque separa a {x}y X — I/, es decir, existen
Ay Assubconjuntos abiertos de X tales que (1. Az2)es una separacion de X — Py
cumple que {r}C Ay, X -7 < As. Notemos que P =X —{A;UAz) y
N A C U7,

Como A; M A2 = (I, entonces Ay € X — As C U. Asi, A; < 7. Para concluir
la prueba, bastard probar que dim{fr{A;)) <n-—1, Dado que X — Ases un
subconjunto cerrado de X, entonces A; « X — As. Asi,

frid)) =4 nX -4
=4 nNX- 4
C (X z’lg} X 1'11}
=(X z’lg} A4
X — {40 Ay
=P

-

Es decir, fr{di)C Py como PC X —ZcCY, entonces fr{Ai) Y. Por el
teorema 2.5, dim(fr(Ay)) < dim(Y). Como dim(Y)<mn-—1,  tenemos que
dim{fr{A1)) <n— 1, Porlotanto, dim{X) < n.

Teorema 2.42 (Teorema de la suma para dimensién n) Si X =[J-, Fies un
espacio métrico separable tal que para cada ¢ € M, Fies un subconjunto cerrado de
Xy dim{F;) < n, entonces dim{X) < n,

Demostracion. La prueba se hara por induccion sobre dim{F;}. Supongamos que para
cada i ¢ Mse tiene que dim{F;) = —1, entonces F; = {ide lo cual se sigue que
U, Fi =0y como X =|J-, Fi, entonces X = (). Asi, dim(X)= 1. Por el
teorema 2.38, se tiene el caso para n = (.

Ahora, supongamos que el resultado se cumple para todo natural menor a n. Sea
X =|J.Z, F.un espacio métrico separable, donde cada F;es subconjunto cerrado de
X con dim({¥F;) < n. Entonces, por el corolario 2.4, para cada i = I, existe B3; base
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numerable de F;tal que paracada V ¢ B;, se cumple que dimn{fr(V}) <n — 1. Sea
Y =| J{fr(v): vV e B}
i=1

un subespacio de X . Como Y es union numerable de subconjuntos cerrados de ¥ con
dimension menor igual a » — 1, por la hipétesis de induccion, dim{}") < n — 1. Para
cada i € M, sea Z; =F;, Yy Z=|J", Z. Notemos que, Z=|J",F;, Y, es
decir, Z=X —~Y. Dado que Z; =F;— Y, para cada V < B;, se tiene que
Z;nfr(V)=10. Luego, por el teorema 2.28, dim(Z;) <0, Mas aln,
Zi=F,-Y=F,n{(X-Y)=FnZ, Como F;es un subconjunto cerrado de X,
tenemos que F; M Zes un subconjunto cerrado de Z. En consecuencia, £ = | J;-, Z;,
donde cada Zies subconjunto cerrado de Zy dim(Z;) <0. Por la hipdtesis de
induccion, se tiene que dim(Z) <0,

Por tanto, hemos descompuesto a X como la unién de los subespacios Yy Z,
donde dim{(Y)<mn-—1ly dim(Z)<0. Por el lema 241, concluimos que
dim{X) <n.O

Corolario 2.43 Si X =|J°, Fies un espacio métrico separable, donde para cada
i © M, Fiesun conjunto F,de Xy dim(F;) < n, entonces dim(X) < n,

Demostracion. Sea X = [ J;-, F;, tal que para cada i € M, Fies un conjunto JF, de
X. Como Fies un conjunto F-de X, tenemos que Fi = |J;=, Wi, donde cada
Wi 5y es un conjunto cerrado de X . Notemos que para cada i, j € M, Wi i) C Fi, Por
el teorema 2.5, dim (W ;) < n. Luego,

[ ]

x=Ur=UlUwWesn|= U Wep
=1

i=1 \ =1 {i,71CHxH
Como I = [Mes numerable, tenemos que Xes union numerable de subconjuntos
cerrados de dimension n. Asi, por el teorema 2.42, concluimos que dim(X) < n.

Corolario 2.44 Sean X un espacio métrico separable y Y, Z subespacios de X tales
que X =Y UZ.Sidim(Y)<ny dim(Z) < ncon Y un subconjunto cerrado de X,

entonces dim{X) < n,

Demostracion. Si ¥ = X, se tiene el resultado. Supongamos que ¥ # X, Entonces,
X —Yesnovacio.Como X =Y LUZ tenemosque X — Y C 2.
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Asi, por el teorema 2.5, dim(X — Y )< n. Como todo subconjunto abierto de un
espacio métrico Xes un conjunto JF,y dado que X =Y LU({X —Y), entonces
aplicando el corolario 2.43 concluimos que dim{X) < n. O

A continuacion, mostraremos que si los subespacios no son cerrados, entonces la
dimension de la suma puede incrementarse pero a lo mas por uno.

Teorema 2.45 Sean X un espacio métrico separable y Xi.Xzsubespacios de X .
Entonces, dim (X1 U Xo) << dim(X1) + dim(X2) + 1,

Demostracion. Haremos la prueba por induccion sobre dim(Xi)y dim(Xa). E
teorema se cumple cuando dim{Xi)= -1 o dim{X2)= -1y también si
dim{Xi) =oco dim{X2) =ocel teorema se cumple. Sean dim{X;i)=my
dim{Xz) = n. Supongamos que el resultado se cumple para cualesquiera espacios
Z1y Zzque satisfagan alguna de las condiciones siguientes:

dim{Zi) < m, dim{Z2)<n—1 (2.3)

dim(Z1) <m — 1, dim{Z2) < n. (2.4)

Sea x < Xy LJ X2, Supongamos sin pérdida de generalidad que =< X;. Sea
{7un subconjunto abierto de X LU X2con = < 7. Luego, I/ 1 Xies un subconjunto
abierto de Xicon =< [V Xy, Como dim{X1) = m, existe W subconjunto abierto
de Xital que reW CUNXyy dim{frx,(W))<m -1, Ademas, existe
W' subconjunto abierto de X tal que W' X = W .Sea V" = W' 7. Por el teorema
2.5, tenemos que dim{frx, (V NMX2)) < dim({X2). Asi, dim{frx,(V NXz2)) <n.
Entonces, frx, (W)y frx,(V rnXz)cumplen 2.4. Usando la hipotesis de induccion,
dim{frx (W)U fra(VNXz))<m+n. Aplicando el teorema 16 vy
W =V Xy, tenemos las siguientes igualdades

fra, ux.(V) = frx,ux (V) N{X1 U Xa)
= (frx,ux, (V)INXi) U {(frx,ux. (V) NXa)
= frx, (VNXi)U frx(V nXs)
= fra, (WL fro (VN Xs).

Por lo tanto, dim{frx,ux.(V))<m+n. Asi, dim{XiUXo)<m+n+1,
Concluyendo asi, la inducccién y el teorema. [

Los siguientes resultados se utilizan para descomponer un espacio de dimension
nen n + 1subespacios de dimension cero.

37


file:///E:/new_TRIMMED/mab_2da_nWnH.html%2318.A.5
file:///E:/new_TRIMMED/mab_2da_nWnH.html%23coro_2.42
file:///E:/new_TRIMMED/mab_2da_nWnH.html%2318.A.5
file:///E:/new_TRIMMED/mab_2da_nWnH.html%232.4
file:///E:/new_TRIMMED/mab_2da_nWnH.html%23Teo_1.6

Corolario 2.46 (Primer teorema de descomposicion). Si X es un espacio métrico
separable y dim(X) < n, entonces existen Y, Ztales que X =Y LUZ, donde
dim(Y) < n—ly dim(Z) <0,

Demostracion. Supongamos que dimi{X) < n. Entonces, por el corolario 2.4, existe
B base numerable de X tal que paracada V' < B, se cumple que dimn{fr(V})) <n — 1.
Sea Y =J{fr(V): V € B}. Notemos que Y es unién numerable de subconjuntos
cerrados de X . Aplicando el teorema 2.42, dim(Y)<mn -1, Definimos a
Z=X-Y.Comoparacada V € B, fr(V) C Y setiene que Z r fr{V) = 0. Asi,
aplicando el teorema 2.28, tenemos que dim(Z) < 0. [

Teorema 2.47 (Segundo teorema de descomposicion). Sea X un espacio métrico
separable. Entonces, dim{X)<mn, donde mnes finito si y solo si existen
Z1,Z3,..., Zn.1subespacios de Xtales que X =|J'7) Z;, donde para cada

1

X =" Z UYie, donde para cada i€ {L2....k}, dim(Z) <0y
dim{Yr+1) < n — k. La prueba se hara por induccion finita.

Si k=1, por el teorema 2.46 existen Zi;y Yatales que dim{Zi) <0,
dim(Ya) <n— 1y X = Z; UY5. Asi, para k = 1se cumple la propiedad anterior.

Supongamos que para algan ke{l,2,....,n -1}, existen
" Z;UYi.q, donde para
cada i€ {1.2,....k}, dim(Z;) <0y dim(Yis1) <n —k. Aplicando el teorema,
3.33 a Yir1, existen Zre1.Yeootales que Yis1 = Zpoy U Yeeo, dim(Zpeq) < 0y
dim(Yis2) <n—k—1=mn— (k+1). Notemos que X = [J* Z, UY,.,. De esto
se concluye la induccion. En particular, para &k =mn, tenemos que existen

Z1,Z3, ..., Zn.1subespacios de Xtales que X =|J')' Z, donde para cada

Xtales que X =[J'7 Zy para cada ic{l.2....n+1}, dim(Z)<0,
Afirmamos que para cada k € {1,2,....n + 1}, dim{{J'_, Z;) < k — 1. La prueba se
hara por induccion finita.

Si k=1, entonces rF:‘m.{U,l_l Z;) =dim(Z1) < 0. Asi, para k = 1se cumple
la desigualdad anterior.
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Supongamos que para algin & € {1,2,....n}, dim(|J_, Z;) <k — 1. Como
dim{Z+1) < 0, por el teorema 3.33

kL1 T
dim (U 2,) = dim (U Z; 1) Ek_l) <k-14+041=k

i=1 i=1

Esto concluye la induccion finita.
En particular, tenemos que dim(X) = dim(|J\", ;) < n. O

Ahora, en este punto de la teoria llevada, daremos una version mas precisa del
teorema 2.26. Veamos el siguiente resultado.

Teorema 2.48 Sean X un espacio métrico separable, 1., C'2subconjuntos cerrados
de X ajenos, Y es un subespacio de Xy dim(Y) < n. Entonces, existe Fsubconjunto
de X queseparaa 1y Catal que dim(P MY ) <n-—1,

Demostracion. Sean X un espacio métrico separable y 1. {2 subconjuntos cerrados de
Xajenos. Si n =0, entonces dim(Y") < (), Supongamos que dim(}Y )= —~1. Como
X es normal, existen iy ssubconjuntos abiertos de X ajenos tales que 1 < Ay
(y C As. Sea P =X — (A1 UAs). Asi, (A1, A2)es una separacion de X — P.
Ademas, como PnY Y. Por el teorema 2.5, dim{PnY)<dim(Y). Asi,
dim{P MY )= —1. Por tanto, existe Psubconjunto de X que separaa 1y C=tal que
dim{PNY) < dim{(Y). En caso de que dim(Y)=10, por el teorema 2.26, existe
Psubconjunto de Xque separa a iy Ca:tal que PC X —Y, es decir,
dim{PNY)=—1,

Ahora, supongamos que = > (). Por el corolario 2.46, existen W', Ztales que
V=WUZ, donde dimn(W) <n —1y dim(Z) <0. Luego, por el teorema 2.26,
existe Psubconjunto de X que separa a Chy 2 tal que
PC X~ Z. Notemos que FPrY < W. Por el teorema 2.5, se tiente que
dim{P 1Y) < dim{W).Porlotanto, dim{PNnY)<n-—1.0

Dimension del espacio producto

Uno de los espacios que frecuentemente utilizamos es el espacio producto, por eso es
importante saber que pasa con la dimension de estos. A continuacion, veremos algunos
resultados que son de gran importancia.
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Teorema 2..49 (Teorema del producto cartesiano para dimension cero). Sea
X =T]J.=, X,el producto cartesiano, donde {-Xi: i < F}es una familia numerable de

espacios métricos separables. Entonces, dim{X) = Usi y solo si para cada i ¢ I,
dim{X;) =10,

Demostracion. Supongamos que dim{X) = ). Notemos que si algiun X; fuera vacio,
[1:2, X; = 0. Luego, dim{X) = —1. Asi, cada -X; es no vacio.

Sea k < M. Para cada 7 € M — {k}, existe x; € X;. Sea Z; = {x;}para cada
jeM—{k}y Zp=Xp. Entonces, [[.-, % C[l.-;X:. Dado que Xies
homeomorfo a [].-, £,y usando el teorema 2.5, dim{Xx) < (). Como X es no vacio,
dim{Xg) =0,

Ahora, supongamos que para cada i € I, se tiene que dim{X;) = (). Entonces,

por el teorema 2.15, existe una base numerable de conjuntos abiertos y cerrados de X;.
Sea

B={Uy xUpx-xUpx [[ Xi:Un€Bx ynecN}
i=n+l
Veamos que Bes una base numerable en X . Probemos que |JB =], X.. Es
evidente que |JBCJ].-,X,. Entonces veamos que [].-;X;C|JB. Sea
{:}22, € [];2; Xi:. Como Bies base en X1, existe V € Bytal que =1 € V. Asi,
{m}=, € Vx[[Z,X,. De lo cual se sigue que {=i}i=; <|JB. Por tanto,
1=, X; € [JB. Concluimos que |JB =[],2, X;.

Sean 1, B2 5. Entonces,

Bi=Vix...xV,, x H Xi y Ba=Wix..xW,x H X,.

1=m+1 i=mn-+1

Supongamos que 31 M B2 # {1, Sin pérdida de generalidad, supongamos que 7 = m,

U; € Bital que U5 cVinWi. Si ™ =Tidefinimos a U; = Wjpara

je{m+1,....,n}.Sea B=U; »xUyx---x U, x[]-,.1Xi. Entonces, B ¢ By
B < By N Bs. Portanto, Besunabase en X .

Ahora, veamos que Bes numerable. Paratoda n < F L {0} sea

B,={BecB:B=UixUsx--xU.x [] Xi}.

i=n+1
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Notemos que 5; es numerable puesto que existe f: B — []._, B; funcién biyectiva.
Luego, como la unién numerable de conjuntos numerables es numerable y
B=|J",B;, concluimos que Bes numerable. Por el teorema 2.15, tenemos que
dim{X)=0.0

Teorema 2.50 (Teorema del producto para dimension n). Sean X1y X2espacios
métricos separables, donde Xi # o X2 #0. Si X =X; x X2, entonces
dim{X) < dim{X1) + dim{X2).

Demostracion. Notemos que si uno de los espacios tiene dimension infinita el teorema
se cumple. Ahora, supongamos que ambos espacios tienen dimensién finita. Hagamos
la prueba por induccion sobre dim{X1)y dim{Xz).

Si dim(X:)= -1, entonces X; =y por tanto, X2 #{. Ademas,
Xi % Xo=10. Asi, dim{X)= -1, dim{Xy)= 1y dim(X2) =0, De esto que
dim{X) < dim(X1) + dim{X2).
Sean dim{Xi) =my dim(X2) =mn. Supongamos que el resultado se cumple para
cualesquiera espacios Z1Yy #2que satisfagan alguna de las condiciones siguientes:

dim{Zi) < m, dim{Z2)<n—1 (2.5)

dim{Z1) < m — 1, dim{Z2) <n (2.6)

Sean (x1,x2) € X1 x Xay Wun subconjunto abierto de Xi x Xotal que
{x1,r2) € W, Como W es un subconjunto abierto de X1 x Xz, existen [ subconjunto
abierto de X1y V¥ subconjunto abierto de Xzcon =1 € U, xo € Vy IV C W,
Dado que dim{Xi)=my dim{Xz2) =mn, existen [7;subconjunto abierto de X1y
Visubconjunto abierto de Xatales que =1 € U C U7, dim{fr{l/1)) <m—1ly
rec ViV, dim(fr(Vi))<n-—l.Luego, (riax2)clhixWViCUxV CW,
Asi, Xiy  frx,(Vi)satisfacen 2.5, por la hipdtesis de induccion
dim{X1 = frx, (V1)) < m +(n — 1), Anadlogamente, como X2y frx, ([/1)satisfacen
2.6, por la hipétesis de induccion dim({ frx, (U1) x Xo) < (m — 1) +n,

Notemos que frx, «x. (U1 = Vi) < (fra, (U1) = Xo)U( Xy % frx,(V1)).
Dado que frx,(U/1) x Xoy X1 x frx.(Vi)son subconjuntos cerrados de Xi x Xa,
por los teoremas 2.42 y 2.5 concluimos que dim{frx, «x, (L1 = Vi))<m +n -1,
Asi, dim{Xy x Xa) <m + n. Esto concluye la induccion y la prueba del teorema. O

Corolario 251 Sean Xy Y espacios metricos separables con X no degenerado.
Entonces, paracada p € X, dim{X x Y} =dim((X — {p}) xY).
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Demostracion. Sea p< X . Notemos que X xY = (X — {p}x¥)U{{p} = Y).
Sea k= dim{X — {p} xY). Como Xes no degenerado, {p} > ¥ lo podemos ver
topoldgicamente contenido en X — {p} x Y . Asi, dim({p} x Y} < k.Observemos
que {p} x Yes un subconjunto cerrado de X = Y. Luego, por el corolario 2.44,
tenemos que dim{X = Y) < k. Ademas, por el teorema 2.5, k < dim{X x Y. Por lo
tanto, dim{X = Y)=dim(X — {p} x V). O

Hasta este punto de la teoria ya vista hace falta mostrar como es que la podemos
aplicar, por eso es que en el siguiente capitulo nos dedicaremos a dar ejemplos de
espacios cuya dimension es uno y otros mas cuya dimension es mayor a uno.
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Capitulo 3

Ejemplos del concepto de
dimension

La motivacién de este capitulo es limitarnos simplemente a algunos continuos de
dimension uno, las llamadas “curvas", pues la teoria del continuo pudo haber nacido de

los intentos de comprenderlas. Exploraremos ciertos temas de la teoria de continuos que
nos permitan probar cuando un continuo tiene dimension uno.

A continuacién, daremos ejemplos que son de gran importancia, de algunos
espacios cuya dimension es uno y que ademas son muy conocidos en la topologia.

Espacios de dimension uno

El lema que a continuacion presentamos, nos muestra que todo intervalo en la
recta real tiene dimension uno.

Lema 3.1 Sea Iunintervalo en ®. Entonces, dim{l) =1,

Demostracion. Sean p < Iy [7un subconjunto abierto de [tal que p € [7. Entonces,
por la topologia de subespacio, existe 11" subconjunto abierto de Rtal que I = I W,
Notemos que el conjunto de intervalos {{a. b): a. b € ®}es una base para . Entonces,
existe un intervalo abierto (ao. bo)tal que p € (ag. bo) C W,

Sea V =1TIn{ap.bo). Luego, V es un subconjunto abierto de Ital que pc V I,
Aplicando el teorema 1.6 (b), frr(V) = fri{IMn{ap.bo)) < fre({as.bo)). Como
fra({ao.bo)) = {ao. B}, entonces frr(V)es finito o vacio y por el teorema 2.10,
tenemos que dim{fry(V)) < 0. Por tanto, dim(I) < 1. Por otra parte, como Ies
conexo Yy aplicando el lema 2.14, tenemos que dim(I) = 1. Por lo tanto, dim(f) = 1.
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Una consecuencia de que la dimension del intervalo en los nimeros reales sea 1, es el
siguiente corolario.

Corolario 3.2 dim{®) =1,

Demostracion. Recordemos que ®es un espacio métrico separable. Ademas,
o

R = U [—n,n]

1=1
Por el lema 3.1, dim{[~n,n]) = 1. Usando el teorema 2.42, tenemos que dim{Z) < 1.

Sin embargo, por el teorema 2.15, tenemos que dim(®) # 0, puesto que Iy Hson los
Unicos conjuntos que son abiertos y cerrados, y no forman una base para la topologia
euclidiana. O

La definicion de espacio compacto es mas complicada que la que usaremos aqui pero
nos servira para ver mas facil esta propiedad.

Teorema 3.3 (Heine Borel). [2, 11.3; p4g. 74] Sean E™un espacio métrico y
I B"™. Kescompacto siysolosi I es cerrado y acotado.

Otro resultado que es muy util y no se restringe a solo ®"se enuncia a
continuacion.

Teorema 3.4 [11, Teorema 26.3; pag. 165] Sea X un espacio métricoy K < X . Si
I es compacto, entonces K es un subcojunto cerrado de X .

Definicion 3.5 Un continuo es un espacio métrico no vacio, compacto y conexo. Un
subcontinuo es un subconjunto de un continuo que también es un continuo.

El intervalo cerrado [0.1]es un ejemplo sencillo de continuo ya que es un
subespacio del espacio métrico ®y a su vez, cerrado y acotado concluyendo asi que es
compacto. Ademas, todo intervalo en Hes conexo y por lo tanto, [IJ, 1] es un continuo.
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Figura 3.1: Ejemplos de arcos.

Definicion 3.6 Un arco es un espacio topoldgico que es homeomorfo al continuo
0. 1], Véase la figura 3.1.

Como la compacidad y la conexidad son propiedades topologicas, se tiene que
todo espacio homeomorfo a un continuo es un continuo, en particular, el arco es un
continuo.

Corolario 3.7 Si Aes un arco, entonces dim{A) =1,

Demostracion. Sea .4 un arco. Como .4es homeomorfo a [0.1], por el teorema 2.2 ,

tenemos que dim{A) = dim([0, 1]). Por el lema 3.1, sabemos que dim([0,1]) = 1.
Por lo tanto, dim({A)=1. O

Definicion 3.8 La circunferencia unitaria, denotada por S!, es el conjunto
{(z,y) e B*:2® +y* = 1}. Una curva cerrada simple es cualquier espacio
homeomorfo a §'. Véase la figura 3.2.

Lema3.9 dim(S')=1.

Demostracion. Por el teorema 2.10, dim(S') = 0. Sean

Notemos que Aiy Asson arcos y S' = Ay L As. Por el corolario 3.7, se tiene que
dim{A1) =1y dim({A2) =1, Como A;y Asson continuos, en particular, son
compactos. Luego, por el teorema 3.3, Ay Asson subconjuntos cerrados de S*. Por
el teorema 2.42, dim{S') < 1. Por lo tanto, dim(S')=1. O
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Figura 3.2: Ejemplos de curvas cerradas simples.

Como la dimensidn se preserva bajo homeomorfismos, el siguiente resultado es
facil de probar.

Corolario 3.10 Si Ces una curva cerrada simple, entonces dim(C) = 1.

A continuacién, veamos una clase de continuos que es una generalizacion del
arco y la curva cerrada simple, pero que depende de estos espacios.

Definicion 3.11 Una grafica finita es un continuo que se puede expresar como la
unién de un numero finito de arcos tales que cualesquiera dos de ellos o son ajenos o se
intersectan en uno o0 en ambos de sus puntos extremos.

Antes de ver qué dimensidn tienen las graficas finitas, veamos algunos ejemplos
de estas que son muy conocidos en la teoria de continuos para hacernos una idea de su
dimension.

Ejemplo 3.12 Una paleta es la unién de una curva cerrada simple Cy un arco Atal
que C M A = {x}, donde xes un punto extremo de 4. Véase la figura 3.3.

En la prueba del teorema 3.9, la circunferencia unitaria se separ6 en dos arcos.
De este hecho y de que una curva cerrada simple es homeomorfo a &!, tenemos que
toda curva cerrada simple es union de dos arcos. En consecuencia, la paleta es una
gréfica finita.
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Figura 3.3: Paleta.
Teorema 3.13 Si Puna paleta, entonces dim(FP) = 1,

Demostracion. Al ser FPuna paleta, tenemos que P = C L4, donde Ces una curva
cerrada simple y ses un arco. Como C < P, por el teorema 2.5 y el corolario 3.10,
dim{P) = 1. Por otro lado, como Cy Ason continuos, en particular son compactos.
Luego, por el teorema 3.4, Cy .Ason cerrados de F. Aplicando el teorema 2.42,
tenemos que dim{P) < 1, Por lo tanto, dim(P) =1, O

Ejemplo 3.14 El simbolo infinito es la union de dos curvas cerradas simples cuya
interseccidn es solo un punto. Véase la figura 3.4.

Figura: Simbolo infinito.

Del hecho de que una curva cerrada simple es la union de dos arcos, tenemos
que el simbolo infinito es una gréfica finita.

Definicion 3.15 Un triodo simple es una gréfica finita T'que es union de tres arcos que

se intersectan en un punto extremo en comun 1, el cual es llamado vértice de T'. Véase
la figura 3.5
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Figura 3.5: Triodo.

Usando una técnica similar a la que se usé para probar que la dimension de una
paleta es uno, se puede probar que la dimension del simbolo infinito y el triodo simple
es uno.

Esto nos ha dado la idea para poder demostrar el resultado general siguiente.

Teorema 3.16 Si ('es una gréfica finita, entonces dim () = 1.

Demostracion. Al ser (7una grafica finita, tenemos que G =|J-, 4;, donde cada
A;es un arco. Por el teorema 2.10, dim{G) = (). Por otro lado, como los -, son
continuos, en particular son compactos. Luego, por el teorema 3.4, los A;son cerrados
de . Aplicando el teorema 2.42, tenemos que dim({(:) < 1. Por lo tanto,
dim{G) =1,

Definicion 3.17 Un espacio topolégico X es localmente conexo si para cada punto
x Xy para cada [7subconjunto abierto de X con =< IJ, existe V" subconjunto

abierto y conexo de Xtalque = € V Z IV,

Definicion 3.1 Una dendrita es un continuo localmente conexo que no contiene curvas
cerradas simples.

Ejemplo 3.19 Sea Fl = U,en Y3, donde Y = {{755. 7o5=) € B*: r € I} Véase
la figura 3.6.

Notemos que cada Y;es un arco y si “Json naturales distintos, entonces
¥inY; ={(0,0)}. De esto que F.,no tiene curvas cerradas simples. Ademas,
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Figura 3.6: Dendrita F..

F..es cerrado y acotado, y por el teorema de 3.3, es compacto. Mas adn, es conexo
puesto que cada arco es conexo y se intersectan en un punto en comun. Fi. es
localmente conexo gracias a que el diametro de los arcos se hacen mas pequefios cada
vez. De esto que, F..es una dendrita.

Teorema 3..20 dim(F.) =1,

Dado que la dimension de cada Y;es uno, por ser un arco, y usando el teorema
2.42, tenemos que la dim(F.) =1,

Ejemplo 3..21 La dendrita de Gehman se construye por induccién. Primero se toma
un punto y se toman dos segmentos hacia abajo. En el paso n, hay 2"—1! puntos que son
extremos de los segmentos que se construyeron en el paso anterior, en la parte inferior
del continuo construido, a cada uno de estos segmentos se le trazan dos segmentos
hacia abajo. Todo esto cuidando que no se intersecten y que ademas los segmentos
construidos en cada paso sean cada vez mas pequefios. Después se toma la cerradura
de la unién de todos los continuos construidos. Se puede probar que los puntos que se
afaden al final, al cerrar la union, forman un Conjunto de Cantor. Véase la figura 3.7.
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Figura 3.7: Dendrita de Gehman.

Denotemos por ¢ ..a la dendrita de Gehman. Por como se ha construido(..,
podemos notar que es union numerable de arcos. Luego, por los mismos argumentos
que se usaron para demostrar que dim(F..) = 1, se prueba que dim{G..) =1,

Hemos mostrado dos ejemplos de dendritas que tienen dimensiéon uno. Sin
embargo, para poder probar que toda dendrita tiene dimension uno, la teoria aqui
expuesta no es suficiente. Una manera de probarlo es construyendo la dendritra
universal, véase [12, 10.37; pag. 181], la cual es el limite inverso de continuos que son
unién numerable de arcos. Estos continuos que forman el sistema inverso, por el
teorema 2.42, son de dimensién uno y como el limite inverso preserva la dimension,
véase [10, Teorema 2.0.26; pag. 59], resulta que la dimension de la dendrita universal es
uno. Como toda dendrita tiene una copia homeomorfa en esta dendrita universal, usando
el teorema de la monotonia probado en el capitulo dos, se concluye que toda dendrita
tiene dimensién uno.

Definicion 3.22 Sean X, Y espacios métricos y .4 un subconjunto no vacio.

(@) Decimos que el diametro de A denotado por diam{A) es el conjunto
sup{d(a,b): a,b € A},
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Figura 3.8: Curva senoidal.

(b) Una funcion fcontinua y sobreyectiva de un espacio X en un espacio ¥ es una «-
funcion si para cada » € Y se cumple que diam{f *(y)) < =.

Definicion 3.23 Un continuo X es tipo-arco si para cada = = (), existe una =-funcion
de Xen el intervalo [0, 1]. Un continuo X es tipo-circulo si para cada = = (), existe
una =-funcién de X en la circunferencia S*.

Ejemplo 3.24 [12, 1.5; pag. 5] La curva senoidal Xes un continuo tipo-arco
representado  como X =JuUS, donde J={(0,y)eB:0<y< 1}y
S = {{z,sen(2)) € R?: 0 < x < 1}. Véase lafigura 3.8.

Ejemplo 3.25 [12, 1.6; p&g. 5] El circulo de Varsovia es un continuo tipo-circulo que
es homeomorfoa Y LU Z, donde Y es la curva senoidal y Z es la unidn de tres arcos de
22uno de (0. —1)a (0,2}, uno de (0, ~2)a (1,~2)yuno de (1,—~2)a (1.sen(l)).
Véase la figura 3.9.

Teorema 3.26 [10, Teorema 2.0.23; pag. 57] Sean X, Y espacios métricos
compactos. Si para cada = > 10), existe una =- funcién de Xen Y, entonces
dim{X) < dim(Y).

Corolario 3.27 Si X es un continuo tipo-arco o tipo-circulo, entonces
dim{X) =1,

Demostracion. Sea Y < {[0,1],8'}. Como Xes tipo arco o tipo circulo, para cada
= = ), existe =-funcion de Xen Y . Luego, por el teorema 3.26, dim{X) < dim(Y).
Dado que la dim{Y ) = 1y dim(X) = 0, se concluye que dim(X) =1,
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Figura: Circulo de Varsovia.

Espacios de dimension mayor a uno

Definicion 3.28 Sea n < F. Una n-celda es un espacio homeomorfo a [0, 1]™.
Teorema 3.29 Si [0, 1]%es un intervalo en ®2, entonces dim([0,1]%) = 2.

Demostracion. Por el teorema 2.50 y el lema 3.1, tenemos que
dim([0,1]%) < dim([0, 1]} x dim([0,1]) = 2,

es decir, dim([0,1]?) < 2. Sean p=(3y B(p.3). Sea V un subconjunto abierto de
[0,1]*tal que p €C B(p,3). Notemos que fr(V }contiene una curva cerrada simple.
Luego, por el corolario 3.10, dim{fr{V}) = 1. De esto que dim([0,1]*) > 1. Por lo
tanto, dim([0,1]%) =2. O

Teorema 3.30 dim(R?) =2,

Demostracion. Recordemos que =2 es un espacio métrico separable. Ademas,
[a"a]

R = U [—n,n]”

1=1
Como [~mn,n]*es una 2-delda, por el teorema 3.29, dim([—n,n]*) = 2. Usando el

teorema 2.42, tenemos que dim(®*)<2. Como [0,1]>C ®*, se tiene que
dim(®*) = 2. Por lo tanto, dim(®*) =2. O
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[0,1]X[0,1]

Figura: Representancion del teorema 3.29

Notemos que la prueba anterior se pudo haber realizado con el teorema 2.50
usando que la dimension de Ees uno.

Definicion 3..31 La n — lesfera unitaria, denotada por S"—!, es el conjunto
H{z1,...,2n) € B™: :::% Foee o :::'i =1}.

Antes de ver qué dimensidn tiene §%, veamos la proyeccion estereografica. La
idea es convertir la esfera, a la cual se le quita un punto 1z, en un plano. Esto se hace
poniendo el plano de tal manera que parte a la esfera por la mitad. Luego, a cada punto
sde la esfera se le asocia un punto P del plano de tal manera que 1z, p.sson colineales.
Véase la figura 3.11 Esto lo podemos expresar con la siguiente funcion

Pp:82-T — B2
(z.9.2) — (22 %)
donde T = {{0.0,1)}. Notemos que P es una funcion biyectiva y continua. Ademas
su funcién inversa es

— @ o
Ppl:B — 8§ -T
. U 1 uftyf_1
{x”‘- f-} — {xu'z—:."z—l‘- T R T [ T ey | }‘-

la cual es también continua. Teniendo asi que, Fres un homeomorfismo.
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1
nY
M )
Figura: Proyeccion estereografica.

Teorema 3.32 dim{S?) = 2.

Demostracion. Como Pg: &2 — T —+ ®2es un homemorfismo y sabemos que la
dimensién se preserva bajo homeomorfismo, entonces dim(S* — T') = 2. Dado que
S = (8?2 - T)uTy dim(T) =0, Como T'es cerrado, por el corolario 2.44, tenemos
que dim(S*) < 2. Concluimos que dim(S?) = 2. O

Los teoremas 3.29, 3.30 y 3.32 se pueden extender a todo natural, esto es, que la
dimension de [0.1]", ®"y S™es n. Una forma de probar lo anterior es usando
induccion y la proyeccion estereografica generalizada

(Pg: 8" - T, — B"),
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Conclusion

Antes de finalizar, hagamos un resumen que recopile lo méas sobresaliente de
este trabajo. Para ello, veamos algunas definiciones y teoremas que son primordiales
para teoria de la dimension inductiva pequefia.

Antes que nada, vimos que la siguiente definicidn es la protagonista esencial
para el desarrollo de esta teoria.

Definicion 1. Sea M la clase de todos los espacios topoldgicos. Definimos la funcion
dim : M — N1 {-1,0, 00} llamada dimensidn inductiva pequefia como:

(@) dim{X)= ~1siysolosi X = .

(b) Para todo n € [, dim{X) < nsi para cada = € X'y para todo {7 subconjunto
abierto de Xcon x e U7, existe ¥ subconjunto abierto de Xtal que
reV cUydim(fr(V))<n-—1,

(c) Para todo m =0, dim{X)=mnsi dim(X)<ny es falso que
dim{X) <n— 1.

(d) dim{X) = cosiparatodo n ¢ Mes falso que dim({X) < n.

Un hecho importante qué recalcar, es que la dimension inductiva pequefia es un
invariante topologico dado que las fronteras se conservan bajo homeomorfismos.
Veamos el siguiente teorema.

Teorema 2. Sean Xy Y dos espacios métricos tales que X es homeomorfo a ¥ . Si
dim(X) =mn, entonces dim(Y)=mn, es decir, la dimensién es un invariante
topoldgico.

El teorema que a continuacién mostramos, es de gran importancia, ya que en la
gran mayoria de los resultados fue utilizado para la demostracion de estos.

Teorema 3. (Teorema de Monotonia) Si X es un espacio métrico y Y un subespacio
de X, entonces dim(Y ) < dim(X).

Los siguientes teoremas son de gran importancia ya que nos fueron Utiles para
usarlos en el tercer capitulo de esta tesis pues con su ayuda, pudimos probar que
algunos continuos tienen dimension uno y asi poder mostrar una gran variedad de
ejemplos.
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Teorema 4. Sea X un espacio topolégico regular. Si Xes conexo y Card(X) =1,
entonces dim (X} = (),

Teorema 5. (Teorema de la suma para dimensién n) Si X = |J.~, Fies un espacio
métrico separable tal que para cada i € M, Fies un subconjunto cerrado de Xy
dim(F;) < n, entonces dim{X) < n.

Este es otro de los teoremas que son muy importantes en esta teoria.

Teorema 6. Sean X un espacio métrico separable y Xi, Xasubespacios de X.
Entonces, dimn (X1 U Xz} < dim(X1) + dim(X2) + 1,

Por ultimo, mostramos el siguiente teorema que es realmente fundamental para
encontrar la dimension de ciertos espacios cuya dimension es mayor a uno. De esto que,
se puedan mostrar algunos ejemplos que se puedan visualizar que puedan ser Utiles para
otras teorias.

Teorema 7. (Teorema del producto para dimension n). Sean X1y X2espacios
métricos separables, donde Xi #Wo Xo#W. Si X =X, x X2, entonces
dim{X) < dim{X1) + dim{X2).

Si bien, la teoria mencionada en esta tesis es importante, habria que
preguntarnos dénde o en qué casos podemos utilizarla...

Finalmente, la dimensién inductiva pequefia es el tema que hemos abordado en
este trabajo con el objetivo de conocer mas de ella dando definiciones, resultados
importantes y ejemplos que nos ayudan a entender como se comporta. Sin embargo,
pese a la teoria ya mencionada habria que preguntarnos cémo es que de manera intuitiva
podemos representar a esta dimension. Pues bien, la dimension no es mas que ver qué
tan lleno o grueso es un espacio, por decirlo asi y ver como es que se comporta. Por
ejemplo, un punto dibujado en un papel sin grosor se intuye que tiene dimensién cero,
ahora si colocamos una infinidad de puntos continuamente podemos formar una linea de
la cual se intuye nuevamente que esta tiene dimension uno, si esta linea la cerramos, su
grosor no aumentd, sigue teniendo dimension uno, pero, si a esta linea cerrada la
Ilenamos con una infinidad de lineas de tal manera que cubra ese espacio, entonces nos
daremos cuenta que la dimension de esta aumento y asi tendra dimension dos. Luego, Si
a esta nueva figura ya creada la deformamos de tal manera que la podamos cerrar,
simplemente su dimensidn no cambiara, seguira teniendo dimension dos.
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Ahora, si una vez mas tomamos esta nueva figura y la llenamos con una
infinidad de esta misma figura de manera que nuevamente cubra ese espacio, entonces
habremos notado que la dimensién aumentd, es decir, formamos una nueva figura que
es sdlida y que ahora tendrd dimension tres. Asi, este proceso se puede seguir 7 veces
intuitivamente. Con esto podemos concluir como es que se comporta la dimension de
una manera mas coloquial y asi poderla comprender de un modo mejor.

57



58



Bibliografia

[1] J. G. Ahuatzi Reyes, Los continuos enrejados tienen n-ésimo hiperespacio
unico, Tesis de Licenciatura, Herrera Carrasco y Macias Romero, Facultad de
Ciencias Fisico Matematicas, BUAP, 30 de mayo de 2014.

[2] R. G. Bartle, The Elements of Real Analysis, 2nd. ed., John Wiley & Sons,
University of Illinois, USA, 1976.

[3] F. Casarrubias Segura, A. Tamariz Mascar(a, Elementos de Topologia General,
2da. Ed., Sociedad Matematica Mexicana, México, 2015.

[4] C. O. Christenson, W. L. Voxman, Aspects of Topology, 2nd. ed., BCS
Associates, Moscow, Idaho, USA, 1998.

[5] R. Engelking, Dimension Theory, 1st. ed., Warsaw University, North-Holland,
Publishing Company Amsterdam, Oxford, New York, PWN-Polish Scientific
Publishers Warszawa, 1978.

[6] R. Escobedo, S. Macias, H. Méndez (Editores), Invitacion a la Teoria de
Continuos y sus Hiperespacios, 1st. ed., Sociedad Matematica Mexicana,
Meéxico, 2006.

[7] L. A. Guerrero Méndez, Dendritas y productos simétricos, Tesis de Maestria,
Herrera Carrasco y Macias Romero, Facultad de Ciencias Fisico Matematicas,
BUAP, 18 de mayo de 2012.

[8] E. Herrera Ortiz, Introduccion a la teoria de la dimension, Tesis de
Licenciatura, Herrera Carrasco y Fernando Macias, Facultad de Ciencias Fisico
Matematicas, BUAP, 30 de septiembre de 2005.

[9] Editado por I. M. James, History of Topology, Elsevier, Oxford University, UK,
1999.

59



[10] E. Herrera Ortiz, Dimension de hiperespacios de continuos, Tesis de
Maestria, Herrera Carrasco y Fernando Macias, Facultad de Ciencias Fisico
Matematicas, BUAP, 25 de febrero de 2011.

[11] J. R. Munkres, Topology, 2nd. ed., PHI Learning Private Limited, New
Delhi, India, 2000.

[12] S. B. Nadler Jr., Continuum Theory, 1st. ed., An In troduction,
Monographs and Textbooks in Pure and Applied Mathematics, vol. 158, Marcel
Dekker Inc. New York, 1992.

[13] W. Hurewicz, H. Wallman, Dimension Theory, 1st. ed., Princeton
University Press, Chapel Hill, North Carolina, Madison, Wisconsin, USA, 1941.

[14] Y. Pacheco Juérez, Propiedades del producto de espacios topoldgicos,

Tesis de Licenciatura, Acosta Garcia y Macias Romero, Facultad de Ciencias
Fisico Matematicas, BUAP, 27 de febrero de 20009.

60



Indice alfabético

e-funcion, 51

A lo mas numerable, 7
Arco, 45

Base, 6
Bola abierta, 9

Circulo de Varsovia, 51
Cardinalidad, 7
Cerradura, 2

Conjunto Fs, 30
Conjunto Gs, 30
Conjunto abierto, 2
Conjunto cerrado, 2
Conjunto infinito, 7
Continuo, 44

Curva cerrada simple, 45
Curva senoidal, 51

Dendrita, 48

Dendrita de Gehman, 49

Denso, 11

Diametro, 50

Dimension cero, 20

Dimension inductiva pequefia, 17, 55

Esfera unitaria, 53
Espacio conexo, 20
Espacio disconexo, 20
Espacio métrico, 9
Espacio topologico, 1

61

Espacios homeomorfos, 4

Frontera, 2

Funcion abierta, 4
Funcion continua, 4
Grafica finita, 46

Homeomorfismo, 4

Interior, 2
Invariante topologico, 4

Lindelof, 13
Localmente conexo, 48

Meétrica, 9
Meétrica euclidiana, 11
Mutuamente separados, 23

n-celda, 52

No numerable, 7
Normal, 14
Numerable, 7

Paleta, 46
Regular, 13

Simbolo infinito, 47
Segundo numerable, 11
Separable, 11
Separacion, 20



Subcontinuo, 44
Subespacio, 2
Tipo-arco, 51
Tipo-circulo, 51
Topologia, 1
Topologia relativa, 2
Topologia inducida, 9
Triodo simple, 47

62



