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Introduccion

En el analisis matricial, a menudo, estamos interesados en estudiar el
compoortamiento de las transformaciones entre subconjuntos de matrices.
Por ejemplo, al considerar un sistema de ecuaciones nos gustaria poder usar
una transformacién que simplifique el sistema. Como los espacios de matrices
son espacios lineales, es natural considerar transformaciones lineales. Algunas
de las transformaciones que resultan ser 1tiles son aquellas que son sencillas
y que preservan en algin sentido las propiedades que nos interesan.

El problema de preservadores lineales consiste en caracterizar las trans-
formaciones lineales que dejan invariantes ciertas funciones, subconjuntos,
relaciones, etc. Por ejemplo, consideremos el conjunto M,, de matrices com-
plejas n X n y una transformacién ¢ : M,, — M,, definida por ¢(A) = M AN
o por ¢(A) = MA'N, donde M, N € M, no son singulares. Se conoce que
¢ preserva el rango de las matrices, lo que es sorprendente es que cualquier
transformacién lineal que preserve el rango de una matriz debe ser de esta

forma.
Antecedentes

Uno de los primeros en mostrar el fenémeno anterior fue Ferdinand Georg
Frobenius (1849 - 1917) . Supongamos que M, N € M, son tales que
det(MN) = 1. Luego la aplicacién ¢ : M, — M, definida por
¢(A) = M AN es lineal y cumple que det(¢(A)) = det(A) para todo A € M,,.

En este caso, decimos que ¢ preserva determinantes. Notemos que como
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det(A) = det(A") tenemos que si det(MN) = 1, entonces el operador li-
neal definido por ¢(A) = M A'N también preserva el determinante. En 1897
Frobenius probé en [7] que cada transformacién lineal ¢ : M,, — M, que
preserva determinantes tiene la forma ¢(A4) = M AN o bien ¢(A) = MA'N
con M, N € M, tales que det(MN) =1, .

Como el espacio de matrices M,, es un algebra de Banach, vamos a con-
siderar el caso mas general de un algebra de Banach arbitraria A. Podemos

plantear los siguientes problemas de preservadores lineales:

a) Dada una funcién (escalar, vectorial o de conjuntos) F en A, caracte-
rizar las aplicaciones lineales ¢ en A que satisfagan F(¢(z)) = F(x)

para todo x € A.

b) Sea S un subconjunto dado de A. Caracterizar las aplicaciones lineales

¢ en A para las cuales x € S implica ¢(z) € S para todo z € A.

¢) Sea R una relacién en A. Caracterizar las aplicaciones lineales ¢ en .4

para las cuales xRy implica ¢(x)Ro(y) para todo z,y € A.

d) Dada una aplicaciéon F : A — A, caracterizar las aplicaciones lineales

¢ en A que cumplan F(¢(z)) = ¢(F(z)) para todo z € A.

En particular, estamos interesados en preservadores lineales para el caso
del dlgebra de Banach (con unidad) de los operadores lineales acotados. Sea
‘H un espacio de Hilbert, y denotemos por B(H) el conjunto de los opera-
dores lineales acotados en H. Varias de las preguntas que consideramos mas
adelante se vuelven triviales cuando dim H < oo, por lo que consideraremos

que H es de dimension infinita.
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Sorour probé en 1996 en [16], que una aplicacién lineal biyectiva ¢ :
B(H) — B(H) preserva invertibilidad si y solo si ¢(T) = ATB o
¢(T) = CT*D para cada T € B(H), donde A,B,C,D son operadores lineales
acotados y T™ es el operador adjunto de T.

Existen varias aproximaciones a la nocion de inversa generalizada. En este
trabajo estamos interesados en la generalizacion que propuso M.P. Drazin en
1958: diremos que T" € B(H) es invertible Drazin si existe S € B(H) tal
que STS =S, TS = ST, T"1ST™ y para algtin n € N. Aqui, 7™ denota la
composicion de T' consigo mismo n veces cuando es n un nimero natural, y
TY = I, donde I es el operador identidad. La transformacién S es tnica, si

existe. Esta se llamard inversa de Drazin y se denotars por 7.
Planteamiento de problema

Decimos que una aplicacién ¢ : B(H) — B(#H) preserva la inversa Drazin
si ¢(TP) = ¢(T)P para cada operador T € B(H) invertible Drazin. En este
trabajo atacamos el problema de determinar la estructura de las aplicaciones

lineales en B(H) que preservan la inversa Drazin.
Objetivos

Objetivo General
Caracterizar las transformaciones lineales que preservan la inversa Drazin
entre espacios de operadores.

Objetivos especificos

= Estudiar preservadores lineales entre espacios de matrices.
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= Determinar condiciones para la existencia de la inversa Drazin.

» Caracterizar las transformaciones aditivas que preservan la inversa Dra-

7in.

Resultados

En este trabajo se realiza un compendio de estudios sobre preservadores
lineales de inversas generalizadas. Especificamente se considera la inversa
Drazin y las aplicaciones aditivas que la preservan. De entre los resultados

obtenidos, se destacan los siguientes:

a) Se detallan las demostraciones de resultados cldsicos sobre preservado-
res lineales de determinantes para el caso de aplicaciones entre espacios
de matrices. Se presentaron resultados sobre preservadores lineales de

idempotentes.

b) Se organizan resultados conocidos sobre la inversa Drazin que se hallan

dispersos en la literatura.

c) Se presenta la estructura de las aplicaciones aditivas que preservan la

inversa Drazin en el algebra de los operadores lineales acotados.
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Capitulo 1

Preservadores lineales en

espacios de matrices

De manera historica, el estudio del problema de los preservadores linea-
les inicié en el contexto de espacios de matrices. Dedicamos este capitulo a

presentar algunos resultados clasicos que ilustran las técnicas empleadas.

1.1. Preliminares

En esta seccion recordamos algunas definiciones y propiedades basicas de
matrices y vectores.

Una matriz es un arreglo bidimensional de nimeros (llamados entradas
de la matriz) ordenados en filas y columnas. A una matriz con m filas y n
columnas se le denomina matriz m x n. El conjunto de las matrices de tamano
m X n Se representa como M, (IF), donde F es el campo al cual pertenecen

las entradas. Si n = m entonces diremos que es una matriz cuadrada.
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Es usual representar a una matriz por sus entradas, es decir, A := (a;;).

Definicién 1.1.1. Una matriz elemental de orden n es una matriz que se
obtiene a partir de la matriz identidad I,, donde I,, es ma matriz identidad

n X n, aplicando solo una operacién elemental de fila o columna, es decir:

» Por escalamiento (producto por un escalar).

= Producto de una fila por un escalar o suma de una fila con una combi-

nacién lineal de otras (eliminacién).

» Por permutacién (intercambio de filas).

Las filas o columnas independientes de una matriz son aquellas que no
pueden expresarse como una combinacién de las demas.
Algunos tipos de matrices merecen un nombre especial, ahora senalamos

unos pocos que seran utiles para este trabajo:

» La transpuesta A7 de una matriz A de m x n es la matriz de n x
m obtenida a partir de A mediante el intercambio de renglones con

columnas.

= Se dice que A es una matriz simétrica si es una matriz cuadrada y

cumple que AT = A.
» Se dice que A es una matriz ortogonal si AAT = I.
» Una matriz A es idempotente si cumple que A? = A.

» Una matriz A es antisimétrica si es opuesta (es decir, inversa aditiva)

a su transpuesta:

AT = — A,



1.1 Preliminares 3

» Sean A, B € M, (F). Se dice que A y B son similares (o semejantes) si

existe una matriz P € M, (IF) tal que P es invertible y

P 'AP = B.

La nocién de invertibilidad juega un papel central para este trabajo.

Definicién 1.1.2. Se dice que una matriz A € M, (F) es una matriz inver-
tible, o que es una matriz no singular, si existe una matriz B € M, (FF), que

llamaremos la matriz inversa de A, que cumple
BA=AB=1
La inversa de A es tnica, si existe, y la denotaremos por A~!.
Proposicion 1.1.1. El producto de matrices invertibles es invertible.

Demostracién. Supongamos que A, U € M,(F) son invertibles con
inversas A~! y U~! respectivamente. Asi, un célculo directo muestra que
(AU ' =U"1A"1

O

Ahora hablaremos un poco sobre determinantes de matrices, ya que al-
gunas de sus propiedades se utilizan en este trabajo.
Sea A € M,(F). El determinante es una funcién que le asigna a A un

tnico nimero real. Al determinante de A, lo denotaremos por det(A).

Definicién 1.1.3. Sea A € M,,(F) se define el determinante de A como:

n!

det(A) = Z(—l)g S Atj, c A5, Apg,

k=1
Donde:
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» (j1,J2,° "+, Jn) s una de las n! permutaciones del conjunto {1,2,--- n}.

= o es el nimero de transposiciones o cambios requeridos para reordenar

la permutacion {ji, jo, - ,Jn} en el orden de {1,2,--- n}.

Teorema 1.1.1. El determinante de una matriz A cumple las siguientes

propiedades:

= S B es una matriz obtenida a partir de A al multiplicar cada elemento

de un mismo renglon deA por un escalar ¢, entonces det(B) = cdet(A).
» Si dos renglones de A son idénticos, entonces det(A) = 0.

» Si B es una matriz obtenida a partir de A intercambiando dos renglo-

nes, entonces det(B) = —det(A).

» Si un renglon de A consta totalmente de elementos nulos, entonces

det(A) = 0.

A es invertible si y solo si det(A) # 0.

det(AB) = det(A) det(B).

Un concepto que también debemos recordar es el caracteristico de un

campo F.

Definicién 1.1.4. El caracteristico de un campo F, denotado por charlF, es
definido como el entero positivo n mas pequeno, tal que n- 1y = 0, si n existe

de lo contrario es definido como 0, donde 1 es la unidad en F.
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Una matriz A € M, (F) invertible puede ser escrita como producto de
una matriz P € M, (F) positiva y U € M,(F) ortogonal, es decir A=PU,
esta factorizacion se denomina descomposicion polar

A continuacion recordamos conceptos que se utilizan en la tesis.

Primero veamos que es una sucesién de Cauchy:

Definicién 1.1.5. Se dice que (x,,),en s una sucesién de Cauchy si para todo

€ > 0 existe un ng = ng(e) € N tal que si n, m > ng, entonces |z, — x,,| < €.

Se dice que (H,<,>) es un espacio de Hilbert si es completo, es decir,
si toda sucesién de Cauchy en H converge (respecto a la norma asociada al

producto interior) a un elemento = € H.

Definicién 1.1.6. Si E es un espacio normado decimos que un conjunto
A C FE es precompacto en E (o relativamente compacto ),cuando cl(A) es

un conjunto compacto.

Sean X, Y espacios normados. Un operador lineal T : X — Y es compacto
( o completamente continuo) si manda conjuntos acotados de X en conjuntos

precompactos de Y.

1.2. Preservadores de determinantes

En esta seccion presentaremos algunos resultados sobre aplicaciones li-
neales que preservan algunas propiedades sobre matrices.

Sea C el campo de los nimeros complejos. Denotaremos por M, (C) y
S, (C) los espacios vectoriales de matrices y matrices simétricas sobre C, res-

pectivamente, todas de tamano n x n. Primero mencionamos algunos lemas.
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Lema 1.2.1 ([17], lema 1.2). Sea A € M,(C) de rango r, luego existen
matrices invertibles U,V € M, (C) tales que

A=U(Ey+ Eyx+---+E,)V,

donde E;; = eie? es la matrizn xn con 1 en la entrada (i,j) y ceros en todas

la demas entradas.

Demostracién. Sabemos que cada operacion de fila realiza el mismo re-
sultado que la multiplicacién por la izquierda por una cierta matriz elemental,

tenemos que:

A= Ek:Ek—l ce E2E1R7 donde R =

OT

es el escalonado reducido de A, y E; son matrices elementales. Ademéas cada

E; es invertible, asi el producto U = EpEy_; ... E5E; también lo es.

Por la forma de R tenemos que {vy,...,v,} es un conjunto de vectores li-
nealmente independientes en C", y puede ser extendida a {v1, ..., vy, Upy1, ..., s}

una base de C™.
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vf
o7
Sea V = TT , luego para cada ¢ =1, ..., tenemos
U'r—l—l
Un
ol 07
T T
v, v,
EuV = 61'6? = einT
vl 41 07
vl 0T
Por lo tanto,
vl (0 vl
o7 o7 ol
(Eu+...+E.)V =E /V+.. +E.,.V = | 0T ] T ol | =R
ol o7 or
or or or

Asi tenemos que, U(Ey; + ...+ E,, )V = UR = A con matrices invertibles

U,V € M,(C).

g
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Lema 1.2.2 ([17], L.1.3). Sea A € M,,(C) de rango r,luego existe B € M, (C)

de rango n-r, tal que A+B es invertible.

Demostracién.
Por el lema 1.2.1 tenemos que A = U(Ey; + ... + E,.)V para algunas
matrices invertibles U y V. Sea B = U(E, 41,41 + .. + Ep,)V. Luego B es

de rangon —r,y
A+B=UFEn+...+E,)V+UErs1pp1+...+ Ep)V=UV

Como U y V son matrices invertibles sabemos que UV también lo es, por lo
tanto A+B es invertible.

O

Ahora podemos presentar un primer resultado sobre preservadores: las

transformaciones lineales que preservan rango 1 no son totalmente arbitra-

rias, sino que se pueden caracterizar como sigue:

Teorema 1.2.1. (Marcus y Moyls,[17]).

Sea T : M,,(C) — M,(C) un operador lineal. Supongamos que para cual-
quier A € M, (C) de rango 1, tenemos que rango(T(A))=1. Entonces existen
matrices invertibles P,Q € M,(C) de tal manera que para todo A € M, (C)

T(A) = PAQ

T(A) = PATQ.

Demostraciéon. Para cada i, = 1,2,...,n, E;; = eie;fr es de rango uno,

asi T'(E;;) es de rango 1. Podemos escribir

T(EZ> = uijUT

i
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para algunos vectores no cero u;; y v;; en C". Demostremos primero que para
cada j y k, se cumple w;;||u;, es decir u;; es paralelo a u;g, 0 v;j||vig.

Dado que Ej; + Ej, tienen rango 1, entonces

T

T T _
T(Eij + Eir) = uijvg + winvy, = [ Uij Uik } .
ik

V-

también tiene rango 1. Supongamos que u;; || u;. Luego existen

w3, Wy, ....w, € C" tales que {u;;, wi, ws, ..., w,} es una base en C". Sea
U= Wi Uik W3 -+ Wnp
Note que U [e; e9] = [u;; us). Luego
T
vy
T
T T Uik
T(Eij+ Eir) = | w; g, =U| e ey =U 1|0
J J T T
Vik Vik
OT

es de rango 1. Por lo tanto, v;; || vi.

Ahora mostremos que, dado i, se tiene que u;; || wp || ... || % O
Vi1 || Vi2 || Ce || Vin-

Supongamos u;; |f uy para algin k£ # 1. Luego por la parte anterior,
sabemos que v;; || vy . Afirmamos que se cumple vy || vz || ... || Vin, en
efecto, si v;1 |f Vi, para algin m, entonces v, |f Vim, ast v [f Vim ¥ Wi || Wi,
por lo tanto, w;; || ug lo cual contradice nuestra suposicion.

Supongamos que para un ¢ fijo, w;i || wiz || .. || win, es decir, u;; = kjjui

para algun k;; € C distinto de cero, j =1, ..., n.



10 Preservadores lineales en espacios de matrices

Sin pérdida de generalidad, podemos asumir u;; = ;o = ... = u;,. Por
otro lado, podemos reemplazar u;; y v;; por k. u;; v ki;v;; respectivamente
y P p ij Y Vij P ij ij Y RijUij p .
Similarmente, si v;1 || vi2 || ... || vin, entonces podemos suponer que
) Y
Vi1 = V2 = ... = Ujp-
ra, supongam ue existe ¢ Ue U] = Uip = ... = Ujp,. rmam

Ahora, supongamos que existe 7 tal que Afirmamos
que v, . . . , Uy son linealmente independientes. Supongamos lo contrario, que
101 + aaip + . .. + @, v;, = 0 para algunos escalares en C no todos cero, de

esta forma

T

in

T T
T(OélEﬂ + OCQEiQ + ...+ anEm) = U1V, + Q2U;i2V;9 + ... U

T T T
= up (v, + vy + ...+ a,u;))

n

= u;07 = 0.

Por tanto, el operador 7' manda a una matriz de rango 1 en 0, lo cual es una
contradiccién. Asi, v;1,. .., v;, son linealmente independientes. En particular,
w;j = ug, implica que vj; |f vig.

Ahora, demostremos que u;; = Ujp = ... = Ui, O Vi = Vg = ... = VUip,
para todoi=1,...,n.

Supongamos que u;; = Ujp = -+ = Uiy Y Vg1 = Vg = - - - = Uy, para algun
i # k. Notemos que w;x || ugr 0 vig || vgx pero no ambos. Supongamos que

pasa el primer caso, es decir, ug, = qu;, = au; para algin a # 0. Asi

T(Ei + Exi + BEiy, + BEk) = UmUZTz + ukivfi + 5%1@1},:2 + Bukkv}fk
= Uz‘lvl-Ti + ukw;ﬂ + 5%‘1%2 + 561%111;::1

= U1 (Usz + 5“31; + Bavfk) + Ukw;fl,

es de rango 1 para cada 8 € C. Ahora w;; = wy, || gk |f uri y que vgg = v,
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luego debe haber (v; + Buy + afvkr) || vk Notemos que (afuvgy) || vg1, asi
(vii + PBui) || via para algin 8 € C, esto implica vy, || vg1.

Sin embargo, de nuestra suposicién w;, || ugx se tiene que vy, [f Vg = Vg1
Lo que es una contradicciéon .

Hemos demostrado que para todot=1,...,n
Uil = U2 = ... = Ujp O Vi1 = Vg = ... = VUip

pero no ambos.

Supongamos que uj; = Ujp = ... = U;, = u; para todo ¢ = 1,...,n.
Afirmamos que {uq,ug, ..., u,} es una base de C".

Supongamos que wu; || wu, para algin i # k, es decir, up = cu; (¢ #
0). Notemos que {v;1,vi2, ...;Vin} v {1, V2, .., Vkn } son bases de C". Asi

Vi = [vi1.-Vin] ¥ Vi = [Uk1...Vkn] sOn matrices invertibles. Luego

T(b1Eq + ... + buEi) + A(b1 By + ... + by By
= w;[b1v} + ... + buvl + Ae(bivfy + .+ byvf))]
= wi[by (v} + Aevly) + ..+ bu (vl + Aevl)]

= UZ(V; + C)\Vk)b

es de rango 1 para todo escalar A y vector b # 0. Sin embargo, podemos
encontrar un A no cero tal que V; 4+ cAV} no sea invertible y podemos tomar
b distinto de cero en su espacio nulo. Lo cual es una contradiccién!.

Asi, w; |f ug, luego vj; || v, para toda j, es decir, vy || vo; || ... || vnj, asi
U1, Us, ..., U, son linealmente independientes.

Ahora si escribimos v; = vy; para cada j, entonces v;; = ¢;;v; para algu-
nos escalares distintos de cero ¢;; € C. Pero usando el argumento anterior,

tenemos que vy, vo, ..., v, también son linealmente independientes.
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Sea ¢; = , luego para cada j = 2,...n

TEn+..+Eqx+Ej+ ..+ E,;)

T T
V11 Uy
U vy
j
= [ UL U - U } +
T T
L Unl i L Unj i
T T
= [ U Uy -+ Up } (c1v; +ijj)
es de rango 1.
T
Como v |fv; tenemos que ¢; || ¢;, asi ¢; = ¢ = [ Uy Us e Uy para

todo j.

Por lo tanto, T'(E;;) = uiciva para todo i, = 1,...,n. Sean

C2
P:[ul u2 DY un}

_[Ul ClUg -+ Cnun]
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S

(Y

Podemos notar que Py @ son invertibles y T'(E;) = (Pe;)(e] Q) = PE;Q
para todo i, j.

Por lo tanto por linealidad, para toda A € M,,(C), tenemos
T(A) = PAQ.

De forma analoga, si v;; = vy = ... = v; para ¢ = 1,...,n, entonces

podemos deducir que para toda A € M, (C) tenemos que
T(A) = PATQ.

O

El teorema anterior resulta muy 1til, pues si podemos demostrar que una
transformacién preserva rango 1, ya tendriamos la caracterizacién que nos
interesa. Un ejemplo de esta técnica es la demostracion de los preservadores

de determinante, que se muestra a continuacion.

Teorema 1.2.2 ([17], Lema 1.4). Sea T' un operador lineal en M, (C) que
preserva el determinante de cada matriz, es decir, det(T(A)) = det(A) para
toda A € M, (C). Luego existen matrices invertibles P y @ con det(PQ) =1

de tal manera que para toda A € M, (C) tenemos que:

T(A) = PAQ

T(A) = PATQ.
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Demostracion. Primero veamos que 1" es invertible, para ello veamos
que N(T) = {0}. Supongamos que T(A) = 0 para una matriz A de rango
r. Por el lema 1.2.2, existe una matriz B de rango n — r tal que A + B es

invertible. Entonces:

det(B) = det(T(B)) = det(T(A)+T(B)) = det(T(A+B)) = det(A+B) # 0

Por lo tanto, B es invertible y el rango de B es n, asi rango de A es 0 y

tenemos que A = 0. Por lo tanto N(T") = {0}.

Ahora, sea A una matriz de rango 1 y supongamos que T'(A) es de rango
r. En el lema 1.2.1 se mostrd que existen matrices invertibles Uy, V; v Us, V5

tales que A= UlEll‘/l y T(A) = UQ(EH + E22 + ...+ Err)‘/Q

Como T es sobreyectivo, existe C € M, (C) tal que

Consideremos el siguiente polinomio,

f(A) = det(AMA+C)
= det(Uy(AE; + UtV D)
= det(U, V1) det(AEy; + U 'OV

Notemos que f no es el polinomio cero porque como T(C') es invertible te-
nemos f(0) = det(C) = det(T(C)) # 0. Ademas f es de grado a lo més 1,

entonces existe a lo més un A tal que f(Ag) = 0.
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Por otro lado,

F(A) = det(\A + O)
= det(T(AA + C)) = det(AT(A) + T(C))
= det(UsVa) det | AN(Eyy + ... + En) + (B + ... +nEy,)]
= det(UxVa) A+ 1) ... (A+0)[(1+7)...(n— 1)n]

tiene ceros cuando A = —1,—2,..., —r. Por lo tanto, como f solo tiene un
cero tenemos que r = 1, es decir, el rango de T'(A) es uno, entonces T preserva
matrices de rango 1.

Luego por el teorema 1.2.1 existen Py @ tales que para todo A € M, (C),
T(A) = PAQ o T(A) = PATQ y para cada caso tenemos que

det(T'(A)) = det(PAQ) = det(A) det(PQ)

det(T(A))

det(PQ) = =3y

=1

Ya que T preserva determinantes.

1.3. Preservadores de idempotentes

En esta seccién hablamos de la caracterizacién que tienen los operadores
lineales que preservan matrices idempotentes.
Primero veamos un poco sobre la topologia de Zariski ya que nos sera ttil

més adelante. Sea M, (C) = C" un campo.
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Sea K un campo. Para cada polinomio Q(X) € K[X] su conjunto de ceros
es Z(Q(X)) = {x € K"|Q(x) = 0}.

Un conjunto A C K" es algebraico si existe un conjunto de polinomios
Q C K[X] tal que A = Z(Q).

La topologia de Zariski de K™ es la que tiene como conjuntos abiertos a

los complementos de conjuntos algebraicos.

A continuacién damos la definicién de matriz ortogonal idempotente.

Definicién 1.3.1. ([14]) Sean A, B € M, (F) idempotentes. Diremos que A

y B son ortogonales si AB=0y BA=0.

Lema 1.3.1 ([9], L.2). Sea U un subespacio de M, (F), donde char F # 2.
St T es una aplicacion lineal sobre U que preserva matrices idempotentes,

entonces T' también preserva matrices ortogonales idempotentes.

Demostracién. Primero demostremos la siguiente afirmacién: Sean A,
y A, matrices idempotentes, entonces A; + As es idempotente si y sélo si A;

y A, son matrices ortogonales.
=) Supongamos que A; + A, es idempotente entonces tenemos que:

A+ Ay = (A + Ay)?
A+ Ay = (A)* + AL Ay + As AL+ (Ay)?
A4 Ay = A + A1 Ay + AL A + Ay
0= A1 Ay + As Ay
A1 Ay = —Ay A
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Y como A; y As son idempotentes tenemos que A; Ay = As A entonces

2A1A5 =0, asi A1A; = 0. Analogamente, A3 A; = 0.

Por lo tanto, A; y Ay son matrices ortogonales.
<) Supongamos que A; y Az son ortogonales entonces:

(Al + A2)2 = (A1)2 + A1A2 -+ A2A1 + (AQ)Q
= A + A1 Ay + A AL + Ay
=A 4+ A

Por lo tanto, A; + A, es idempotente.

Ahora, sean A; y A, son matrices idempotentes, entonces T'(A; + As) es
idempotente y T'(A; + A) = T(A1) + T'(A).

Asi T(Ay)+T(As) es idempotente y por la afirmacién tenemos que T'(A;)
y T(Asz) son ortogonales idempotentes.

g

Teorema 1.3.1. Si dos matrices complejas simétricas o antisimétricas u
ortogonales son similares:

B=T"'AT. (1.1)

Entonces son ortogonalmente similares; es decir, existe una matriz ortogonal

Q tal que:
B =Q AQ. (1.2)

Demostracién. Sean A, B € M, (C). Con las hipétesis de el teorema

tenemos que existe un polinomio g(\) tal que:

AT =q(4), B =q(B). (1.3)



18 Preservadores lineales en espacios de matrices

En el caso de que A, B € 5,,(C) el polinomio g(\) es idénticamente igual a A
y si A, B € K,,(C), entonces ¢(\) es idénticamente igual a —A\.

Si A, B son matrices ortogonales, entonces ¢(A) es la interpolaciéon para
1/X en el espectro de Ay B.

De (1.1) deducimos que

y por (1.3)

Por lo tanto,
B = (T'AT"T)" =177 AT =TT A(TT) ™.
Igualando con la ecuacién (1.1), tenemos que
THATT =TT AT,
entonces AT =TT A(TT) ™,
entonces ATTT =TT A. (1.4)

Aplicamos la descomposicién polar a la matriz no singular T :
T=5Q (S=5"yQ=qQ").

Luego por (1.4) la matriz TTT conmuta con A, la matriz S también conmu-
ta con A. Por lo tanto cuando sustituimos el producto SQ por T en (1.1)

tenemos que

B=0Q'STTASQ = QL AQ.
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Lema 1.3.2. Para cada A € S,(R) distinta de cero, existe B € S,(R) tal

que B y A+B no tienen valores propios en comin.

Demostracién. Podemos asumir que A = diag(\,...,\,), donde
A > ... > A\, Si A no es singular, elegimos B = 0. Supongamos que

rango A =1 < n. Sea
Al = diag()\r, 0, ceey O) € Sn_k+1(R).

Sean ¢y, ..., ¢,_, n — T numeros reales distintos y

0 1 1
1 C1 0
B, =
0
1 0 Co—r

Sean f(A) y g(\) los polinomios caracteristicos de By y A; + By respec-
tivamente. Entonces g(\) = f(\) + )\Tﬁ(cl- —A). Si f(a) = g(a) = 0 para
algin a € R, entonces a = ¢; para algﬁzgzi, lo cual es una contradiccion, ya
que f(¢) ==+ H(Cj —¢;) # 0. Por lo tanto Ay + By y B no tienen valores

J#
propios en comun. Si r > 1, entonces existen by, by, ..., b._1 nimeros reales

tales que g(b;) # 0y f(A+ b;) # 0 para todo i. Sea
B = diag(bl, ey bkfl) D Bl-

Por lo tanto B y A 4+ B no tienen valores propios en comun. O
Primero veamos qué sucede con una aplicacién lineal que preserva matri-
ces idempotentes simétricas, recordemos que una matriz simétrica coincide

con su transpuesta.
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Teorema 1.3.2 ([9], teorema 5). Sea T una aplicacion lineal sobre S,,(C)
que preserva matrices idempotentes. Si T'(I,) = I, donde I,, es la matriz

identidad en M,(C), entonces existe P una matriz compleja ortogonal tal

que T(A) = PAP? para todo A € S,(C).

Demostracién. Sea A € S, (C) diagonizable y no singular. Por el teore-

ma 1.3.1 tenemos que existe una matriz compleja ortogonal () tal que

QtAQ:Z)\iEM, A£0,0=1,...,n.
i=1

Dado que @ es ortogonal tenemos que Q' = Q 1, asf

A= Z \(QE;Q")  por lo tanto T(A) = Z NL(QE;QY).
i=1 i=1

Dado que QE;;Q" son matrices ortogonales idempotentes y T' preserva
matrices idempotentes, por el lema 1.3.1, T' preserva ortogonales idempo-
tentes, entonces T(QE;Q"), i = 1,...,n es un sistema ortogonal de matrices

idempotentes. Ya que

n

>_T(QEQ) =T(}_(QE:Q") =T(Q)_ EaQ) = L(L) = I,

i=1
se sigue que T'(A) es no singular.

Ahora supongamos que A € S,,(C) idempotente y de rango 1. Demostre-
mos que T(A) también es de rango uno. Ya que A es ortogonalmente similar
a FEj1, podemos asumir que A = FEj;. Supongamos que T(A) = 0. Por el
lema 1.3.2, existe B € S,(R) tal que B y A+ B no tienen valores propios en
comun.

Para algin C € S,(R) y A € C, C — A, es diagonizable, por lo tanto

det(C' — AI,) # 0= det(T(C) — \I,,) # 0.
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Con esto mostramos que cualquier eigenvalor de T'(A + B) es un eigenvalor
de A+ By B,yaque T(B) =T(B)+0=T(B)+T(A) = T(A+ B),
es una contradiccién de como elegimos B. Por lo tanto T'(E;) # 0. Como
T(Ey),...,T(E,,) es un sistema ortogonal de n matrices idempotentes y
T(E;) # 0 para cada i, asi tenemos que T'(Ey;) es de rango 1.

Ahora sea A € S,(C) de rango 1 la cual no es un multiplo escalar de
una matriz idempotente, entonces A = u'u para algtin vector fila no cero
u = (u1,...,u,) con u'u # 0. Podemos asumir que u; # 0. Sea {g,,} una
sucesién de numeros reales tal que lim,, yoo€n = 0y 2u; + £, # 0 para
cualquier m.

Sea A,, = v v, donde v, = (&, + ui,us,...,u,), entonces
A2 =\, A, # 0y por lo tanto T'(A,,) es de rango 1. Ya que {A,,} converge
a A, luego {T'(A,,)} converge a T'(A).

Sea P el conjunto de todas la matrices en S,(C) con rango menor o
igual a 1. Entonces P es un conjunto cerrado en la topologia de Zariski en
Sn(C), como T'(A,,) € P para todo m, tenemos que T'(A) € P. Por lo tanto
T(P) C P. Esto muestra que la aplicacién 7" manda el conjunto de matrices
singulares en él mismo. Supongamos ahora que T'(A) = 0, podemos ver que
A es una matriz ortogonalmente similar a la matriz

11
1 —i

@ 0.

Ahora es facil la construccién de la matriz D de rango n — 1 en S, (C) tal
que A + D tiene n valores propios distintos que no son ceros. Por lo tanto,
T(D)=T(D)+0=T(D)+T(A) = T(A+ D) es singular, lo cual es una

contradiccién a la primera parte de nuestra demostracién. Por lo tanto, T'(A)
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es de rango 1. Asi tenemos que T' preserva matrices de rango 1.
O

Ahora tomando las matrices cuadradas complejas tenemos el siguiente

resultado.

Teorema 1.3.3 ([8], teorema 6). Sea T una aplicacion en M, (C) que pre-

serva matrices idempotentes. Si T'(I,) = I,,, entonces existe una matriz no

singular P € M, (C) tal que para toda A € M, (C)

T(A) = PAP™!

T(A) = PA'P !,

Demostracion. Por el teorema 1.3.2 existe una matriz P ortogonal com-
pleja tal que T'(A) = PAP! para cualquier A € S,,(C).Y como A es ortogonal
coincide con su inversa.

Sea L : M,(C) — M,(C) definida por L(A) = P~ 'AP para toda
A e M,(C).

Afirmamos que L preserva idempotentes, en efecto, sea A € M,,(C)

L(A)? = (P7'T(A)P)(P~'T(A)P)
= P'T(A)PP™'T(A)P
= P 'T(A?P =P 'T(A)P
= L(A).

Ademas, la restriccion en S, (C) es la identidad.

Ahora demostramos que L es la identidad o la aplicacién transposicion.
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Sean B, D € M,(C). Si By B+ D son idempotentes entonces L(B) y
L(B + D) también lo son. Asi

si  L(B+D)=L(B+D)?
entonces L(B)+ L(D) = L(B?) + L(B)L(D) + L(D)L(B) + L(D)?,
entonces L(D) — L(D)* = L(B)L(D) + L(D)L(B).

Para i # j elejimos D = E;; y B = E;; o E;; y tenemos que:

E.L(E;)+ L(E;)E; = L(E;;) + L(E;;)?, (1.5)
EjiL(Ey) + L(Ey)Ej; = L(Ey) + L(Ej;)*.
Asi
(Eii — Ej3)L(Ey) + L(Ej;)(Ei — Ejj) = 0. (1.6)
Sea L(E;j) = (x4). Igualando los componentes de (1.6), tenemos que

L(E;;) = zijEi; + xj;E;;. Sustituyendo en (1.5) obtenemos que z;;z; = 0.
Asi, L(Ej;) = y;; Eij + y;iej; donde y;;y,; = 0.

Dado que E;; + E;; € S,(C) tenemos que L(E;; + Ej;) = L(E;j) + L(E;;).

Asi, si oz + vy = x5 +yj = 1, entonces L(E;;) = E;jj o L(Ey;) = Ej y
L(E;;)' = L(E;;) para todo i # j.

Si n = 2, demostramos que L(A) = A o A’ para cualquier A € My(C).

Sin > 2, para distintos i, j, k , E;;+E;j+Eiy, v L(Ey;+ Ei;+ Ej,) son idem-
potentes. Se deduce que las entradas distintas de cero de
L(E;; + E;; + Eji,) estan en la misma fila o la misma columna.

Por lo tanto, L(E;;) = E;; si solo si L(E;;) = Ej. Por lo tanto, L es la
identidad o la transpuesta.

g



Capitulo 2

La inversa generalizada de

Drazin

La generalizacién de la nocién de inversa para transformaciones lineales
no invertibles ha sido estudiada por numerosos investigadores en los ultimos

anos.

Asi, han sido definidas varias “pseudoinversas” para las matrices no inver-
tibles. Dentro de éstas, la inversa de Moore-Penrose, definida independien-
temente por Moore (1920) y por Penrose (1955), nos aporta la solucién por
minimos cuadrados de norma minima de un sistema singular lineal de ecua-
ciones algebraicas. Sin embargo, tal inversa no posee propiedades del tipo
GA = AG; si A es un autovalor de A, entonces 1/ es un autovalor de GG
y, si A es semejante a G entonces A y G tienen los mismos valores singula-
res, donde G es la inversa de Moore-Penrose de A. En 1958, M. P. Drazin
introdujo, a partir de una definicién algebraica, un nuevo tipo de inversa

generalizada, la inversa de Drazin, que denotaremos por AP, la cual si posee

24
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las propiedades anteriores. En este trabajo nos centraremos en tal inversa.
La inversa Drazin presenta variadas e importantes aplicaciones en la resolu-
cion de sistemas lineales de ecuaciones diferenciales y ecuaciones lineales en
diferencias, en la criptografia, en la teoria del control 6ptimo y en las cadenas
de Markov, pueden ser encontradas en la siguiente literatura [10], [11], [13] ¥

[15].

2.1. Inversa Drazin

Sea X un espacio de Banach, B(X) el conjunto de todos los operadores

lineales y acotados.

Definicién 2.1.1. [5] Sea T' € B(X). Un operador A € B(X) es la inversa

Drazin de T, si se cumple lo siguiente:
1. ATA = A,
2. AT =TA,
3. TnHA=Tm

para algin entero n no negativo.

El menor n que cumple la definicion anterior se llama el indice de T', y se

denota por indp(T).

Proposicién 2.1.1. Sea T' € B(X). Si A € B(X) es inversa Drazin de T,

entonces esta es unica.

Demostracion. Como 7' tiene inversa Drazin, se cumple lo siguiente:
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1. ATA = A,
9. AT = TA,
3. THA =T

Ahora supongamos que S también es inversa Drazin de T', se cumple que

1. STS = S,
2. ST =TS,
3. TS =T,

Luego tenemos que S = S"H7Tm y A = AT Asi,

S = gntipn
= gntipntlg
= St (ArTIT™)
_ (S”“T”)T”HA"H
— (STnJrl)AnJrl
— TnAn-‘rl

=A.

Por lo tanto, si la inversa Drazin existe esta es unica.

g

Notacién 2.1. Si existe la unica inversa Drazin de T, entonces es denotada

por TP, y diremos que T es invertible Drazin.



2.1 Inversa Drazin 27

Observacién 2.1.1. Si T es invertible Drazin, entonces TTP y TPT son
tdempotentes.

En efecto,

(TTP)? = TT°TTP = T(TPTT") = TT",

(T°T)? = T°TTPT = (T°TT°)T = TPT.

Definicién 2.1.2. [5] Sea T' € B(X) invertible Drazin. Si indp(T) = 1,
entonces TP se llama grupo inversa y la denotaremos por T# y decimos que

T es grupo invertible.

Proposicién 2.1.2. [5] Si T es invertible Drazin y indp(T) = n, entonces

T" es grupo invertible.

Demostracién. Supongamos que T es invertible Drazin. Veamos que se

cumple 1),2) y 3) de la definicién 2.1.1:
1. Como TP = TPTTP, entonces (TP)" = (TPTTP)" = (TP)"1™(TP)".
2. Como TPT = TTP, entonces (TP)"T™ = T™(TP)".
3. T" = T"(T°)T = T"(TP)"T"~'T = T"(T°)"T".
O
Definicién 2.1.3. Q € B(X) es nilpotente si existe k € N tal que Q* = 0.

Definicién 2.1.4. @) € B(X) es cuasinilpotente si para cualquier x € X se
tiene que:

lim [|Q"z||"™ = 0.
n—oo
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Proposicion 2.1.3. Si Q) es nilpotente, entonces Q) es cuasinilpotente.

Demostracion. Como () es nilpotente tenemos que existe k € N tal que

QF = 0, entonces
n—00 n—+00

= lfm ||0]|*/*+™) = 0.

n—oo
Por lo tanto, () es cuasinilpotente.

O
Definicién 2.1.5. [5] Un elemento A € B(X) es cuasipolar, si existe un
idempotente ) € B(X) tal que
AQ=QA y A(I —Q) es cuasinilpotente
Observacion 2.1.2. Si T es invertible Drazin tenemos que
(I -TTPY? =(I-TT”)I - TT")
= I - 2TT? + (TTP)?
=1-2TT" +TT"
=1-TT".
por lo tanto (I — TTP)? =1 —TTP | en general (I — TTP)* =1 —TTP.
Ademds T(I — TTP) es nilpotente pues
T — pr+lpD
=T"—T" TP =0
=T"(I-TT")=0
=TI - TTP)" =0

=[T( - TT"”)]" =0.



2.1 Inversa Drazin 29

Definicién 2.1.6. [5] Un operador E € B(X) es inversa Drazin generalizada

de T € B(X), si se cumple los siguiente:
\. ETE = E,
2. TE = ET,
3. T(I — TE) es cuasinilpotente.

Como todos los operadores nilpotentes son cuasinilpotentes, es claro que

todo operador invertible Drazin es invertible generalizado.

Observacién 2.1.3. Si la inversa Drazin generalizada de T existe, entonces

se denota por T? y T es invetible Drazin generalizada.

Proposicién 2.1.4. [5] Si T € B(X) es invertible Drazin, entonces
T=T?A+T(I —TA), donde T(I —TA) es nilpotente.

Demostracion. Tenemos que
T?A+T(I—-TA) =T?A+T —-TTA

=T?A+T —-T?%A

=1T.
Ademés T'(I — T'A) es nilpotente, ya que

[T(I —TA)" =TI — TA)"
=T —T"A

=0
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Consideremos H un espacio de Hilbert. Sabemos a partir de la defi-
nicién de inversa Drazin, que un operador T € B(H) tiene inversa TP
y indp(T) = k, entonces THHTP = T* lo cual implica que T*(TP)*T* = T*
por lo tanto R(T*) es cerrado. A continuacién damos un ejemplo de un ope-

rador que no es invertible Drazin.

Ejemplo 2.1.1. Mostraremos que el operador Volterra definido por
V(f) = [y f{t)dt en L?[0,1] es compacto pero no autoadjunto, es decir el
espectro es {0}, y no tiene valores propios, con esto tendremos que V(f) es
cerrado pero no acotado.

SiVf=Xfpara f e L*0,1] y X\ # 0 implica que f es continua:

U+ = )] = VA +0) = Vi@ < [ 117l < bl 1l

El teorema fundamental del cdlculo implicaria que f es continuamente dife-
renciable y \- f' = (V f) = f. Asi, f seria un mailtiplo constante de e*/*, por
el teorema del valor medio. Sin embargo, por Cauchy-Schwarz-Bunyakowsky,

para A una funcion propia

A - (@)] < 22|22

Ningiun multiplo distinto de cero de la exponencial satisface esto. Asi, no hay
vectores propios para valores propios distintos de cero.

Para f € L*[0,1) y Vf =0 € L?[0,1], Vf es cero casi donde sea. Como
xr — Vg(x) es continua,V f(x) es 0 para toda x. Asi, para toda x,y en el
intervalo,

0=0-0=Vf@) - Vo) = [ it
Esto es, x — V f(x) es ortogonal en L?[0,1] a todas las funciones carac-

teristicas de los intervalos. Combinaciones lineales de estos son densas en
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C°00,1] en la topologia L*[0,1], y C°[0,1] es denso en L*[0,1]. Asi f =0, y

no hay vectores propios para el operador de Volterra.

Para ver que V' es compacto, reescribimos el operador dado por una trans-

formada integral K(z,vy):

0, st0<y<zx
/f dy—/K:vy )dy  (con K(x,y) = )

1, stea<y<l1

Asi, V' es Hilbert-Schmidt, y compacto. El adjunto V* estd dado por la trans-
formada integral K*(x,y) = K(x,y), visiblemente diferente de K(x,y), en-

tonces V' no es autoadjunto.

Para ver que el espectro es a lo mas {0}, mostraremos que el radio espec-

tral es Q:

V™ f(x :/0/0 /0 i f (t)dtdzxy .. .dx, 4
/Of(t / / / duy .. du, 1 )dt
/f n—l) =",

De esto, |[V"™|op < %, y
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1 \2=
log lim (—) = —lim-log(2n)! = — lim log k
2n (2”)' 2n 2n 1<%<:2n
= —lim (logk +log(2n — k + 1))

2n
1<k<2n

, 1
< —hm2— Z (logk +log(2n — k+ 1))

2n 2N

1<k<?
1
<—h2r7{1% Z log 2n
1<k<®

1
como 2n < k(2n—k) para 1 < k < n, observado el signo. Esto eslim |[V"|,
0, ast el radio espectral es 0.

Como el espectro es no vacio, debe ser ezactamente {0}.

2.2. Ascenso y descenso

Sea X un espacio lineal y T € B(X). Definamos T° = I, T' = T,
T°=ToT,..T"=ToToTo...oT (n veces) . Tenemos la siguiente

cadena de contenciones para el rango de T"
X=RT°"=R(I)DR(T)DR(T?* D ---DR(T") D R(T") - -
en efecto,

six € R(T") = Ty = T"(Tx) € R(T™)

= R(T"™) c R(T™).
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Si existe un n tal que R(T"!) = R(T™) decimos que T tiene descenso finito.
En este caso el menor n que cumple esto se denota por d(7'), si dicho n no
existe, definimos d(T") := oc.

Del mismo modo consideramos las contenciones para el nicleo de T
{0y =N()c N(T)C N(T*) C ---N(T™) ¢ N(T™) - -

en efecto, si tomamos z € N(T™) entonces T"x = 0, luego T" 'z = T'(T"x) =
T(0) = 0. Por lo tanto N(T") C N(T™*).

Si existe un n tal que N(T""!) = N(T™) decimos que T tiene ascenso
finito. En este caso el menor n que cumple esto se denota por a(T), si dicho

n no existe, definimos a(7T') := 0.

Proposicién 2.2.1. [3] Sea T € B(X) que tiene descenso finito y sea
n = d(T), entonces para cualquier r € N, R(T™) = R(T"*").

Demostracién. (Por induccién) Sea T' € B(X) y d(T) = n. Si r=1, se
cumple que R(T"*') = R(T") ya que d(T) = n.
Ahora supongamos que se cumple para r—1, es decir, R(T") = R(T™"1).
Sea x € X, por hipétesis de induccién tenemos que T"(z) = T Lz, lue-
go T(T"(z)) = T(T""'z) asi, T""'ox = T™*"x pero por hipdtesis tenemos
que R(T™) = R(T™). Por lo tanto, T"x = T""z.
Por lo tanto, para r € N, R(T™) = R(T"*").
U

Proposicién 2.2.2. [3] Sea T € B(X) que tiene ascenso finito y sea
n = a(T), entonces para cualquier r € N, N(T™) = N(T"*").

Demostracién. Como a(T) = n tenemos que N(T™) = N(T™).
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Veamos que N (T™!) = N(T""2).
Sabemosnque siempre se cumple que N(T"t) C N(T"*?).

Ahora veamos la otra contencion,

sea x € N(T"?)
=T"2r =0
=T (Tz) =0
=Tz € N(T") = N(T")
=T"(Tz)=0
=T" e =0
=r € N(T").
Por lo tanto N(T™) = N(T™"?), ademas N(T™) = N(T""?).
Siguiendo la misma idea tendremos que N(7T™) = N(T™*") para cualquier

r € N.
O

Proposicién 2.2.3. Sean S,T € B(X), entonces R(ST) C R(S).

Demostracién. Sea y € R(ST), entonces existe x € X tal que
y = STz = S(Tx). Por lo tanto y € R(S). Asi, R(ST) C R(S5).
g

Proposicién 2.2.4. Sean S,T € B(X), entonces N(T') C N(ST).

Demostracién. Sea = € N(T), entonces Tz = 0, entonces

S(Tz) = S(0) =0, entonces x € N(ST). Por lo tanto N(T') C N(ST).
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Lema 2.2.1. [3] Si d(T) =0 y a(T) < oo, entonces a(T) = 0.

Demostracién. (Por contradicciéon) Supongamos que d(7) = 0,
a(T) < ooy a(T) # 0. Entonces existe z; € X, 1 # 0 con T'(z1) = 0.
Ya que R(T) = X, existe o € X con T'(z3) = x1. Luego por induccién
definimos una sucesiéon {z,} € X mediante T(z,41) = x, para cada n > 1,

entonces

T"(2p1) = T HT(xp41) = T Hag) = - = T(x2) = 11

T (@41) = T(T(@011)) = T(2a) = - - = T(axy) = 0.

Asi, 2,01 € N(T™) y 2,11 & N(T™) para cada n, lo cual es una contradic-
cion ya que a(T) # 0.
Por lo tanto, si d(T) =0y a(T) < oo, entonces a(T") = 0.

Lema 2.2.2. [3] Si d(T) < 0o y a(T) < 0o, entonces a(T) = d(T).

Demostracién. Sea Z = R(T7) para algtin j > d(T). Sea Ty =T |z,
entonces Ty es un operador lineal en Z. Como T} es un operador lineal en Z,
se cumple que d(Tp) = 0y como a(T) < oo y por el lema 1.2.1 tenemos que

a(Ty) = 0, ademds es espacio lineal isomorfo de Z sobre Z, ya que

R(To) = R(T5) = R(I) = X

N(Tp) = N(Ty) = N(I) = {0}.

Por conveniencia escribimos d = d(T'). Demostremos que a(7T') < d.
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Sabemos que siempre sucede que N(79) C N(T9*). Luego demostramos
que N (T4 c N(T9).

Consideremos x € N(T4) y y = T%(z), entonces T'(y) = T (z) = 0, ya
que y € Z tenemos que y = 0. Asi z € N(T?). Por lo tanto a(T') < d = d(T).

Ahora demostremos que d < a(T'). Podemos suponer que d > 1, luego
existe y € R(T% 1), donde y € R(T?) y podemos escribir y = T9 1.

Sea z = T(y) = T%(x). Recordemos que T y todas sus iteraciones son
isomorfismos en Z. Entonces existe w € Z con la propiedad T4(w) = z,
ahora examinemos el elemento u = r — w.

Dado que T es lineal tenemos que T%(u) = T4(x) — T w) = 2 — 2 = 0,
luego T4 1 (u) = T4 1 (z)—T% ! = y—T9 1 (w), notemos que w € Z = R(T?),
entonces T [R(T9)] = R(T?*') € R(T?), as{ T ! (u) # 0.

Luego, u € N(T9) y u ¢ N(T91), por lo tanto a(T) > d.

U

Teorema 2.2.1. SiT € B(X) es un operador invertible Drazin, entonces T

es de ascenso y descenso finito. Aun mds, si el indice de T es indp(T) = n,

entonces a(T) = d(T') = n.

Demostracién. Supongamos que 7' € B(X) es invertible Drazin y que
indp(T) = n. Como T es Drazin invertible se cumple que 7™ = T TP,

entonces

R(T") = R(T"™'T") c R(T™") C R(T™)

Por lo tanto, R(T™) = R(T").

Anélogamente para el nicleo de T',

N(T™) = N(T"'TP) = N(TPT™™) > N(T"*") > N(T™)
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Por lo tanto, N(T™) = N(T™").

2.3. Descomposicion en subespacios

Definicién 2.3.1. Sea X un espacio de Banach y sean M y N subespacios
cerrados de X tales que M NN = (). Si para cada v € X existen u € M y
v € N tales que * = u + v, decimos que X es la suma directa de M y N.

Esto se denota como X = M @& N.

Definicién 2.3.2. Sea T' € B(X), y sea M C X subespacio. La restriccién
de T"a M es el operador 1|y : M — X definido mediante 7|y (x) = Tx.

Teorema 2.3.1. Sea T' € B(X). Si T es invertible Drazin con indp(T') = p,
entonces

i) X puede ser escrito como
X = R(I") & N(T7),

it) Los subespacios R(T?) y N(TP) son cerrados e invariantes bajo T,

i) T |rerey es invertible y T' |n(rvy es nilpotente.

Demostracién. Como T es invertible Drazin con indp (1) = p, entonces
a(T)=d(T) =p.

i) Primero veamos que R(T?) N N(T?) = {0}. Sea z € R(T?) N N(T?),
entonces x = TP(y) para algin y € X y también T?(z) = 0. Por lo tanto
T?(y) = TP(T?(x)) = T?(0) = 0, por lo que y € N(T?) = N(T?) (porque
a(T) =d(T) = p), es decir, T?(y) = 0 = x. Por lo tanto R(T?)NN (1T?) = {0}.
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Ahora vemos que T'(R(T?)) C R(T?) y T(N(T?)) C N(1P).
Si z € T(R(TP)), entonces existe y € R(T?), tal que

v =T(y) =T(I"(z)) =T""'(2)

ast, x € R(TP*') = R(TP).
Six € T(N(T?)), entonces existe y € N(T?), tal que z = T'(y). Como
y € N(T?) tenemos que TP(y) = 0. Luego

TP(x) =T (T(y)) = T(T"(y)) = T(0) = 0.

Por lo tanto = € N(TP).

Sea T; la restriccién de T a R(T?) entonces por lo anterior tenemos que
Ty : R(TP) — R(TP), en efecto R(T7) = R(TP).

Por lo tanto, dado =z € X, existe z; € R(T?) tal que T?(x) = T7.
Reescribiendo tenemos que T?(x) = TP(xq) y definimos zo = x — xq, asi
xy € N(T?). Por lo tanto, © = x; + a9 donde z1 € R(TP) y xo € N(T?), asi
X = R(T?) ® N(TP).

i1) en la prueba de i) demostramos que R(T?) y N(T?) son invarien-
tes bajo T. Ya que N(T) es cerrado entonces N(T?) también lo es y como

X = R(T?) @ N(T?), entonces R(T?) es cerrado.

i11) Ya observamos que 7" manda R(T?) sobre si mismo. Mostremos que
es inyectiva, supongamos 77 (z) = 0 para algin x € R(T?).

Luego tenemos que

z € N(T1) N R(T?) C N(T) N R(T?) C N(T?) 0 R(T?) = {0}
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Por lo tanto T} es inyectivo.
Luego, observamos que si x € N(T?) entonces T?(z) = 0, asi que T
restringido a N(T?) es nilpotente.
0

Lema 2.3.1. [6] Sea T € B(H) y ind(T) = k. Si TP es la inversa Drazin

de T', entonces

R(TP) = R(T").

Demostracién. Como TPTTP? = TP yv TTP = TPT, entonces
TP = TH(TP)H | asi R(TP) C R(T*).
Por otro lado, como TTP = TPT y TFITP = T* obtenemos que

TF = TPTH1 v R(T*) C R(TP). Por lo tanto, R(TP) = R(T*).

2.4. El espectro

Para T € B(X) usamos (T y r(T') para denotar el el espectro y el radio
espectral de T' respectivamente.
La norma que usamos en esta seccion es la del operador, es decir, si

T € B(X) y x € X tenemos que:

T
1T = sup 121
||z||=1 ||$||

Definicién 2.4.1. Sea T' € B(X) definimos el resolvente de T' como el

conjunto de todos lo nimeros complejos A tal que (M — T) € B(X) es
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invertible, es decir,

p(T)={A € C: (N —T) es invertible}

={A€C: NN -T)=0y R\ -T) = X}.

El espectro de un operador T' es el complemento del resolvente de T' y lo

definimos a continuacion.

Definicién 2.4.2. Sea T € B(X) definimos el espectro de 7" como el conjun-
to de todos lo nimeros complejos A tal que (A —T') € B(X) no es invertible,

es decir,
o(T)=C\p(T) ={X € C: (M —T) no es invertible}.

Observacién 2.4.1. Si T € B(X) es invertible y T~ € B(X) entonces al

conjunto de los operadores invertibles lo denotamos por G(X).

Proposicién 2.4.1. Sea T € B(X). Si XA € p(T), entonces § = ||(Al7)~ |~
es un numero positivo. La bola abierta Bs(\) con centro en X y radio § estd

incluida en p(T) y por lo tanto 6 < d(\,o(T)).

Demostracion. Si A € p, entonces (A —T) € G(X) asf que (A\[ —T)~*
es distinto de cero y acotado. Por lo tanto 6 = ||(Al7)7!||7* > 0. Sea B;(0) la
bola abierta no vacia con radio d y centro en el origen en el plano complejo C
y tomemos p € B;(0) de forma arbitraria. Como |u| < |[(A7) ||, tenemos

que ||p(A7)7Y| < 1, entonces
I —p(Mp)™ e G(X)

y asi

A=)l =T = (M =T)[I — u(Mr)~"] € G(X).
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Por lo tanto, A — 1 € p(T'), entonces
Bs(A\) = Bs(0) + A ={v € C:v = pu+ X para algin u € Bs(0)} C p(T).

Ademas, d(\, &) = [N —¢&| > 6 para cada £ € o(T) = C\ p(T) y por lo
tanto, d(X, o(T)) = Infecpry |A = €| > 0.
0
La proposicién anterior nos dice que, si T € B(X), p(T) es abierto y
como o(T') es el complemento tenemos que es cerrado.
Utilizando la serie de Neumann demostramos que el conjunto de elementos

invertibles G(X) es abierto.

Teorema 2.4.1. Sea X un espacio de Banach. Si T € B(X) , ||T|| < 1,
entonces (I —T) e B(X) ™ty (I-T)™' = ZT”.

Demostracién. Sea T € B(X) tal que ||T]| < 1. Tenemos que
T|] < |[T]|" para toda n ya que [[AB|| < [|A[|[[B]|. Como |z]| < 1,

tenemos que

11" = =
Z ||T||

o0
es decir, {||T[|"} es sumable. Como [|AB|| < [|A[||B|| entonces » _ ||T]|"
n=0
es convergente en B(X), debido a que este espacio es completo, si tomamos
o

S, = Z T" consideremos el producto
n=0

TS, =S,T = i T

n=0

entonces

(I-T7T)S,=85,—-TSn=1-T""
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o
Como la funcién producto es continua, tenemos que (I — T) ZT” =1
n=0

pues Sn — ZT”. De manera similar ZT"([ —T) = 1. Por lo tanto,

n=0
(I-T)t=> 1"
n=0

n=0

g

Corolario 2.4.1. Sea T' € B(X). El conjunto resolvente de T, p(T), es no

vacio y abierto, ademds el espectro de T, o(T'), es compacto.

Demostracién. Si 7' € B(X), entonces la expansién de Neumann nos
asegura que A € p(7) cuando ||T|| < |Al. Ya que o(T) = C\ p, esto es
equivalente a

IA| < ||T|| para cada A € o(T).

Asi o(T) es acotado, por lo tanto p(T") # 0. El corolario 2.4.1 dice que
p(T') incluye a la bola abierta no vacia centrada en cada uno de sus puntos,
es decir, p(T") es abierto por lo tanto o(T") es cerrado. En C, un conjunto

cerrado y acotado es compacto.

g

Teorema 2.4.2. Sea T' € B(X). Si T es invertible Drazin, entonces A = 0

es un punto aislado de o(T).

Demostracién. Sabemos que 0 € p(7T1) y p(11) es abierto, entonces
existe £ > 0 tal que si |A| < € entonces A € p(T}), por lo tanto (A —T7) es
invertible.

Ahora sea A # 0. Si x € N(A —T), entonces (A —T)z = 0, dado que T
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es lineal tenemos Az = T'(z), luego
v = T((1/N)2) = T((/NT (1)) = T2(1/N)2) = .. = TH(1/3)2)

Asi obtenemos que z € R(T), x € R(T?),.., x € R(T*), luego
z € (o R(T*), por lo tanto N(* —T) C (o, R(T*) = R(T?).
Veamos que A\I — T es inyectivo.

Si 0 < |\ < ¢, entonces
(0} = N\ —T1) = N\ — T) 0 R(T?) = N(AI — T).

Asi, si 0 < |A| < g, entonces A — T es inyectivo.
Veamos que A\I — T es sobreyectivo.
Definimos 15 := T| N(rr), como Ty es nilpotente tenemos que TP = 0. Asi
o(Ty)? = o(Ty) = 0(0) = 0, entonces o(T3) = {0}.
Luego si A # 0, entonces A € p(T3). Por lo tanto AI — T es invertible.
Por lo tanto R(A] — Ty) = N(T7).

Ahora veamos que R(M —T) = R(A —T1) ® R\ — Ty).

“C” Seax € R(A —T), luego existe y € X tal que z = (A —T")y. Dado
que X = R(T?) @ N(T?), existen tnicos u € R(T?) y v € N(T?) tales que
r =u+ v, entonces x = (Al —T)u+ (A —T)v.

Ademés para todo u € R(T?) y v € N(T?), tenemos que T'(u) = T1(z) y
T(v) = Ts(v). Por lo tanto = = (A — Ti)u + (A — Ty)v, donde
M —=T)ue RN —Ty) y (M —Ty)v € RN —Ty).

Por lo tanto R(A — T) € RO\ — T})) @ RO\ — Ty).
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“27 Sixz € RN — Ty) @ R(M[ — Ty), entonces existen unicos
u€ RN —Ty)yve RN —T) tales que © = u + v.

Ademds, dado que u € R(M — Ty), existe v/ € R(TP) tal que

= (M —T)u' y dado que v € RN — T3), existe v' € R(T?) tal que
v= (A —Ty)v'. Asi,

=N —T)u + (N —Ty)
=M —T)u + (M =T
— (= T)( + ),

entonces x € RN —T).

Por lo tanto R(AI —T) 2D RN —T1) ® R\ — T3).

Por lo tanto R(A —T) = R(A —T) & R(\ — Ty).

Asi,si0 < A <e, RAI—=T) = R\ —T1) @ R(A —Tz) = R(T?) ®
N(T?) = X. Por lo tanto R(A\ —T) 2 R(Al —Ty) & R(MN — T3). es sobre-

@5

yectivo.
Por lo tanto AI — T' es invertible.
Ahora si 0 < |A\| < €, entonces A € p(T). Por lo tanto 0 es un punto
aislado de o (7).
O

2.4.1. Idempotentes

El conjunto de los operadores en B(X) invertibles Drazin o Drazin genera-
lizados, son denotados por B(X)?P y B(X)?, respectivamente. Si T € B(X)?,
denotamos por indp(T) al indice de T. Si T' € B(X)¥\ B(X )P, entonces es-

cribimos indp(T) = co.
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Definicién 2.4.3. Sea P € B(H), con H un espacio de Hilbert, es un ope-

rador idempotente si cumple que P? = P.

Definicién 2.4.4. Sea P € B(H), con H un espacio de Hilbert, es un ope-

rador autoadjunto si cumple que P* = P.

Definicién 2.4.5. P es una proyeccién si P? = Py P* = P, es decir, P es

idempotente y autoadjunto.

Teorema 2.4.3. [5] Sea T € B(X), son equivalentes las siguientes afirma-

ciones:
a) 0 ¢ acco(T)

b) Existe un idempotente P € B(X) que conmuta con T, tal que TP es
nilpotente, y T + P es invertible.

Demostracién. a) = b): Si 0 € ¢(T), tomando P = 0 tenemos que se
cumple b).

Si0 € iso(a(T)), entonces existen conjuntos abiertos U y V' de C, tal que
0eU, oT\{0} cVyUNV = . Definimos la funcién f en U UV tal
que f(A\) =0 para A € V,y f(A) =1 para A € U. Luego f € H(o(T)) y
f(T) = P es la proyeccién espectral de T' correspondiente a {0}. Ademds P
conmuta con algin A que conmuta con 7. Sea g(A\) = A para A€ UUV y
g(T) =T. Si h(X) = f(A)g(N), entonces h(A) = 0 para A € V| y h(A) = A
para A € U. Tenemos que h(T) = TP, por el teorema de mapeo espectral
tenemos que o(TP) = {0}, asi TP es nilpotente.

Si S(A) = f(A) + g(A), entonces S(A) = Apara A eV, y S(\) =A+1
para A € U. Observemos que S(7T) = T + P. Usando de nuevo el teorema
espectral obtenemos que 0 & o(T + P), por lo tanto T + P es invertible.
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b) = a): Si P =0, entonces T es invertible y 0 & o(T), asi se cumple a).

Supongamos que existe algun idempotente P # 0, que satisface que
TP = PT, TP esnilpotente y T'+ P es invertible. Para algtiin A € C tenemos

que

M —T = (X —TP)P+ (M —T(I — P))(I - P)
— (M = TP)P+ (M — (T + P)(I — P))(I - P)
= (M —TP)P + (M — (T + P))(I — P),

ya que P es idempotente. Dado que T 4+ P es invertible, tenemos que
0 & o(T + P), luego existe algin r > 0 tal que si |[A| < r, entonces
A — (T + P) es invertible. Ademéas como TP es nilpotente y tomando el

polinomio Q(z) = A — z tenemos que

o(M —=TP) =o(Q(TP)) = Q(c(TP)) = Q(0) = A,

por lo tanto AI — T'P es invertible para toda A # 0. Por lo tanto, para

0 < |\| < r, tenemos

MN-T)' =N -TP)'P+ (X —(T+P))'(I-P)

Sea C una curva alrededor de {0}, separando el punto 0 de el conjunto
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o(T)\{0}. Tenemos

1
T)=— [ (\[=T) 'd\
AT =5 [ 7 =1
1
= 5= (M —TP)'P+ (M — (T + P))"'(I — P)]d\
C
1 1
= — [ (M =TP) 'Pdr\+ — | (\I = (T + P))"'(I — P)d\
7 )P+ o | AL (T+ PN = P)
1
= 5= (M —TP) 'Pd\+0
C
1 k—1
= — TPY AU\
27?2'/0,2( )
7=0
1 :

g

Teorema 2.4.4. [5]/ Sea T € B(X), entonces las siguientes afirmaciones son

ciertas:
a) T es Drazin invertible generalizada.

b) Existe un idempotente P € B(X) que conmuta con T, tal que TP es
nilpotente, y T + P es invertible.

Demostracién.
a) = b): Sea P =1 —TT¢%, donde T? es nuestra inversa generalizada de

T que conmuta con 1. Ademas
PP=(I—-TTH(I -TTH =1 -TT* - TT*+TT*=1-TT% =P,

y conmuta con 7. También, TP = T'(I —TT?) es nilpotente pues para algutin
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k € N tenemos que

Tenemos que
(T+P)(T*"+P)=TT*+TP+T'P+P=1-TP €B(X)"!

ya que T P es nilpotente. Como T+ P conmuta con (T + P) se sigue T+ P es
invertible. A partir de (T + P)TY = I — P obtenemos que
T = (T + P)"Y(I — P).

b) = a): Supongamos que P es un idempotente que satisface TP = PT,
TP es nilpotente y T+ P es invertible. Si B = (T + P)~'(I — P), tenemos que
TB=T(T+P) " (I-P))=(T+P)"Y(T-P)=(T+P)"'(I-P)T = BT.
Luego

TB=T(T+P)'I-P)=(T+P)(T+P)'I-P)=1-P

y TB? = (ITB)B = (I — P)B = B. Finalmente T(I — TB) = T'P es nilpo-
tente. Por el teorema anterior tenemos que P es la proyeccién espectral de T’
correspondiente al conjunto espectral aislado de {0}. Asi, P es unico al igual
que T

O

Teorema 2.4.5. (/5]) Un elemento T € B(X) es cuasipolar si y solo si
0 & acco(T)
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Demostracion.

=) Supongamos que T es cuisipolar y si P = [ — (), entonces existen

A,B € B(X) tal que I — P = AT = T'B, luego tenemos que:

(T + P)(ATB+ P) =TATB+TP+P=T(I — P\B+TP + P
—(I-PTB+TP+P=I1+TP
— (ATB + P)(T + P).

Dado que (I + TP) € G(X) tenemos que T + P € G(X), entonces

0 & acco(T), por el teorema 2.4.3.

<) Sea 0 & acco(T), es decir, T es invertible Drazin generalizada. Denota-
mos con P el idempotente espectral de T' correspondiente al punto 0.

Dado que (T'+ P)(I — P) =T(I — P), tenemos que
T(T+P)yYI-P)=1—-P=(T+P)'(I-PT.
Asi, T es cuasipolar con Q =1 — P.
O

Teorema 2.4.6. ([5]) Sea T € B(X). Entonces T es invertible Drazin ge-
neralizada si y solo si 0 &€ acco(T). Si T es Drazin invertible generalizado,
P denota el idempotente espectral de T correspondiente al punto 0. Entonces
X = R(I — P)® R(P), esta descomposicion reduce completamente a T. La
reduccion Ty = T|ra-p) : R(I — P) — R(I — P) es invertible, la reduccion
Ty = T|rep) : R(P) = R(P) es nilpotente.
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T, 0 R(I — P) R(I - P)
T = : —
0 T R(P) R(P)
' 0 R(I — P) R(I — P)
T¢ = —
0 0 N(I - P) N(I - P)

Demostracion.

<) Vamos a costruir la inversa Drazin generalizada para T' € B(X), par-

tiendo de que 0 & acco(T).

También proporcionamos la forma de matriz de elementos invertibles

Drazin generalizados.

Supongamos que 0 & acco(T'), entonces existen conjuntos abiertos U y
V' de C disjuntos tales que 0 € U y o(T) \ {0} C V.

Definimos d(A) = 0si A € U y d(A) = X' si A € V. Veamos que
d(T) =T

1. Supongamos que d(7T') = 0 entonces se satisfacen las condiciones
de ser inversa Drazin generalizada.
2. Supongamos que d(T) =T 1.
i) T\ TT ' =17 =T"".
i) T'T=1=TT"".

it1) T(I —TT™') =0 el cual es cuasinilpotente.

Luego T tiene la siguiente forma:

T 0
T = (2.1)
0 Ty
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donde Ty = T(TT%) y Ty = T(I — TT%).
Consideremos C' = TTB(X)TT% y D = (I — TTY)B(X)(I — TT?).

Tenemos que T3 es nilpotente en B(X), por lo tanto cuasinilpotente en

B(X) y también es cuasinilpotente en D.

Notemos que T = TTT? € C. Dado que T)T?% = TTTT¢ = TT? es
la unidad de C, por lo tanto T} es invertible en C, y T? es la inversa
en C. Sin embargo, T = T?T¢ es un grupo invertible en B(X) y
(T*TH# = T4,

La descomposicién (2.1) también es equivalente a:
T =TT+ T(I -TT?),

la cual es conocida en la literatura como la descomposicién core —
cuasinilpotente de T'. Obtenemos la siguiente descomposicién matricial

practica de T¢

T 0 T-1 0
Td _ _ _ (TQTd)#.
0 O 0 O
Si T es invertible Drazin, entonces T3 es nilpotente, asi la forma (2.1)
en la literatura es llamada la descomposicion core — nilpotente de T
En particular, si T' es un grupo invertible, entonces T, = 0. Note que

P =1 —TT? es el idempotente espectral de T que corresponde al
conjunto {0}.

Supongamos que T es Drazin invertible generalizada. Por el teorema

2.4.4, existe un idempotente P € B(X) que conmuta con T, tal que
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TP es nilpotente, y T'+ P es invertible y por el teorema 2.4.3 tenemos
que 0 & aaco(T).

2.4.2. Idempotentes minimos

En esta seccién vemos lo que son los idempotentes minimos, para ello

primero recordaremos lo que es un semigrupo.

Definicién 2.4.6. Sea S un conjunto con una operacién binaria. Se dice que

S es un semigrupo si verifica la propiedad asociativa.

Sea S un semigrupo, denotaremos por E(S) el conjunto de idempotentes

de S. A continuacién definiremos un orden parcial dentro de este conjunto.

Definicién 2.4.7. En el conjunto E(S) podemos definir la siguiente relacién:
e<f siysolosi ef=fe=e

Observacion 2.4.2. La relacion definida anteriormente es un orden parcial

ya que
a) e < e se cumple

b) Sie< fyf<e entonces tenemos que ef = fe =e y fe =cf = f por

lo tanto f = e.

c) Sie < fuyf < g tenemos que ef = fe = ey fg = gf = f, ast
e=cf =e(fg) = (ef)g =eg ye= fe=I(gf)e = g(fe) = ge, porlo
tanto e < g
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Con esta relaciéon podemos tener la siguiente definicién:

Definicién 2.4.8. En un semigrupo S, tenemos que

Erin(S) = {e € E(S) : e es minimo en (E(S), <

)}



Capitulo 3

Preservadores aditivos de la

inversa Drazin

Supongamos que un operador T tiene inversa Drazin TP e
indp(T) = k. Como ya se menciond en el capitulo anterior, R(T*) es un

subespacio invariante, asi el operador T tienen la siguiente forma matricial:

T T
T_ 1 112 (3.1)
0 T3

con respecto a la descomposicién del espacio H = R(T*) @ R(T*)*.
Definicién 3.0.1. Sea T' € B(H), T es nilpotente de grado 2 si 7% = (

Para conveniencia del lector, recordamos algunos resultados que se de-

mostraron en el capitulo anterior.

Proposicién 3.0.1. [4] Sea T € B(H), entonces son equivalentes las si-

guientes afirmaciones:

o4
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1. T es Drazin invertible e indp(T) = k.
2. Existe un entero positivo k tal que H = R(T*) ® R(T*)*.

3. 8i 0 € o(T), entonces 0 es un punto aislado de o(T) y T'|ggoy es nil-
potente con (T|ggoy)* = 0, donde E{0} es la proyeccidn espectral de T

asociado con el conjunto espectral {0}.

4. T tiene representacion matricial como en (8.1) con respecto a la des-
composicion H = R(T*)@® R(T*)*, donde Ty1 es un operador invertible
en R(T*), Tyy es un operador nilpotnte en R(T*)L y Ty, = 0.

Proposicién 3.0.2. [4] Supongamos que T € B(H) tiene inverza Drazin
TP ¢ indp(T) = k. Si T tiene una matriz operador de la forma (5.1) con
respecto a la descomposicion del espacio H = R(T*) @& R(T*)*, luego, con

respecto a tal descomposicion del espacio,

k—1
| Tt D T LT
T = i=1
0 0

Demostracién. Si T es invertible se cumple que 7P = 7!, entonces el
resultado se cumple. Ahora asumiremos que 71" no es invertible.
Si T tiene inversa Drazin TP y indp(T) = k, por el lema 2.3.1,
R(TP) = R(T*).
Luego el operador T tiene siguiente forma matricial:
T T

™" = - (3.2)
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con respecto a la descomposicion del espacio:
H = R(T") @ R(T*)* = R(TP) & N(T")").
Dado que TP = TPTTP, tenemos que

YTy THTn T T T
0 0 0 0

Comparando ambos lados de la igualdad, tenemos que T3\ 11,17, = 17,y
T T Ty, = Ty Asi con la primer ecuacién tenemos que R(17,) € R(TY) v
R(Ty) = R(TH) + R(T},) = R(TP). Por otro lado, con la segunda ecuacién
tenemos que 17,111 = Ip(rpy, donde Ik denta la proyeccion ortogonal en el
subconjunto cerrado K.

Dado que TPT = TTP, tenemos que

0 0 0 0

Ast, ThWT7, =111 =1 R(TP), con esto tenemos que Ty; es invertible y que

Ty, = T~'. En este caso

ppo_ | ToTi TuTh || Iaeey TuTh
0 0 0 0

Dado que T*H'TP = T* tenemos que

k—1
T T1I€1+1T1*2 B Tt ZTflTHTzkz_l_i
= i=0
0 0

0 s



Comparando ambos lados de la ecuacién tenemos que T,

k—1
K+l _ i k—1—i .
Ty T = E I T2Tyy ' Asf,
i=0
k—1 k—1
w _ p—k—1 i k—1—i _ i—k—1 k—1—i
T =TH Y THTRTs ™ =) T Tl
=0 i=0
Por lo tanto,
k—1
~1 i—k—1 k—1—i
D _ Ty § T " The Ty
= i=1
0 0

Observaciéon 3.0.1. De la proposicion anterior, tenemo que

k-1
I Tz—k:T Tk—l—i

TTP = ; o — 7T,
0 0

Ast, si T tiene inversa Drazin TP, entonces T y TP son conmutativos ademds

son idempotentes, en general, no son proyecciones ortogonales.

Ahora vamos a caracterizar la aplicacion que preserve inversa Drazin.Sean

H v K espacios reales o complejos de Hilbert, diremos que una aplicacién

¢ : B(H) — B(K) aditiva preserva la inversa Drazin si (¢(A))P = ¢(AP)

para cada operador A € B(H) Drazin invertible.

Para x, f € H distintos de cero, el operador y — (y, f)x de rango 1 lo

denotamos por x ® f.
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Lema 3.0.1. [}/ Para cada idempotente P € B(H) se cumplen los siguientes

resultados:
i) o(1)g(P) = ¢(P)o(1).
i) ¢(P) = ¢(P)*¢(I) = ¢(P)o(I)*.

Demostracion. Para cada numero racional « distinto de cero y ca-
da idempotente P € B(H), tenemos que I + (o — 1)P es invertible, y
[I+(a—1)P]7' = I+ (a~' —1)P. Recordemos que si un operador T' € B(H)

es invertible, T es invertible Drazin y TP = T~!. Asi
O(I+(a=1)P)” =¢((I + (a =1)P)?) = ¢(I + (a™' = 1)P).
Por lo tanto, por la definicién de inversa Drazin,
d(I+(a—=1)P)p(I+(a ' =1)P) = p(I+ (o' =1)P)p(I + (a—1)P) (3.3)
y
oI+ (a—1)P)p(I + (' = 1)P)p(I + (o — 1)P) = ¢(I + (o — 1) P). (3.4)

Dado que ¢ es aditiva, luego desarrollando la ecuacién (3.3) tenemos que

Notemos que, para cada idempotente P € B(H), P es invertible Drazin
y PP = P. Asi ¢(I)3 = ¢(I) y ¢(P)? = ¢(P). Se sigue de la cuacién (3.4)
y del resultado i) que por cada nimero racional « distinto de cero, tenemos

que
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Tomando @ = 2 y o = 1/2 en la igualdad anterior, respectivamente, se
obtiene ¢(P) = ¢(P)p(1)* y ¢(P) = ¢(P)*¢(I).

O

El siguiente teorema se presenta sin demostracion ya que la prueba se

aleja de los temas presentados en este trabajo, el lector interesado puede

encontrarlo en [4],.

Teorema 3.0.1. [/ Sean H y K dos espacios de Hilbert de dimension infinita
reales o complejos y ¢ : B(H) — B(K) una aplicacion aditiva que preserva
idempotentes. Supongamos que el rango ¢ contiene todos los idempotentes
minimos. Entonces ¢ elimina idempotentes minimos, o existe una biyeccion
A:H — K lineal acotada o conjugada tal que para cada T' € B(H) tenemos
que

¢(T) = ATA™

H(T) = AT' A,

donde T* denota la transpuesta de T relativa a una base ortonormal arbitraria

pero fija de H (en el caso en que H y K sean reales, A es lineal.)

Observacién 3.0.2. Notemos que para cada operdor T € B(H) nilpotente

de grado 2 y cada nimero o, I + aN es invertible y
(I+aN)? =(I+aN)'=1-aN,
ast por definicion de invesa Drazin, tenemos que

o(I +aN)o(I — aN) = (I — aN)(I + aN)
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oI — aN)o(I + aN)p(I — aN) = ¢(I — aN).

Por lo tanto para cada operador T nilpotente de grado 2 y cada niumero

ractonal o,

a?¢(N)* + ¢(N) = ag(N)*¢(I) + ¢(N)o(1)*.
Ast, d(N)?p(I) = 0 y ¢(N) = ¢(N)¢(I)?. Note que cada operador lineal

acotado en un espacio de Hilbert complejo infinito puede ser representado

como una suma finita de operadores nilpotentes de grado 2.

Ast o(DP(T) = ¢(T)p(I) y ¢(T) = ¢(T)p(I)? para cada operador T. Si
¢ es biyectiva entonces ¢p(I) = +1 y ¢ preserva nilpotentes de grado 2.

A continuacién presentamos nuestro resultado principal, el problema de

preservadores aditivos lineales de la inversa Drazin.

Teorema 3.0.2. [}] Sean H y K dos espacios de Hilbet complejos o reales
de dimensidn infinita y ¢ : B(H) — B(K) una aplicacion aditiva. Suponga-
mos que el rango de ¢ contiene todos los idempotentes minimos en B(KC). Si
H(TP) = (¢(T))? para cada operador invertible Drazin T € B(H), enton-
ces ¢ elimina idempotentes minimos, o existe una biyeccion lineal acotada o

conjugada A : H — K tal que para cada T € B(H)

H(T) = EATA™!

(T) = EAT' A,
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donde £ = £1 y T denota la transpuesta de T a una base ortonormal de H,

arbitraria pero fija.

Demostracion. Ya que cada espacio de Hilbert infinito tiene multiplici-
dad infinita, cada operador lineal acotado en un espacio de Hibert infinito es
una suma algebraica finita de idempotentes, como vimos en la observacion
3.0.2.

Por i) y ii) en el lema 3.0.1, tenemos que para cada T' € B(H),

P(1)o(T) = o(T)p (1) (3.5)

&(T) = o(T)o(1)*. (3.6)
Dado que el rango de ¢ contiene las proyecciones de rango uno en B(H). Se

sigue de (3.5) y (3.6), respectivamente, que por cada vector unitario x € H,

o)z @ = rp(l)

rRr=1®xp(I)>

Las dos ecuaciones anteriores aseguran que ¢(I) = +1. Sin pérdida de ge-
neralidad, asumimos que ¢(I) = I. Luego, se sigue de ii) en el lema 3.0.1
que ¢ preserva idempotencia. Y por el teorema 3.0.1 obtenemos que ¢ elimi-
na idempotentes minimos, o existe una biyeccién lineal acotada o conjugada

A:H — K tal que para cada T € B(H)

H(T) = EATA™?
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O(T) = EAT' AT,

donde £ = 1 y T* denota la transpuesta de 7" a una base ortonormal de H,

arbitraria pero fija.

g
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Conclusion

El problema de preservadores lineales consiste en caracterizar las trans-
formaciones lineales que dejan invariantes ciertas propiedades. El estudio de
este problema comenzo en el contexto de espacios de matrices, por lo que
en este trabajo se presentaron resultados de operadores lineales, definidos
en dichos espacios, que preservan determinantes y matrices idempotentes.
El objetivo de este trabajo es buscar una caracterizacion parecida a la que
poseen los preservadores de determinantes para el caso de preservadores de
la inversa generalizada de Drazin.

Se recopilaron y organizaron definiciones y resultados sobre las condicio-
nes que tendrian que cumplir los operadores lineales para que existiera la
inversa Drazin, la cual es tnica.

Por ultimo se presentaron algunos resultados para llegar a la siguiente
caracterizacion:

Sean H y K dos espacios de Hilbet complejos o reales de dimension infinita
y ¢ : B(H) — B(K) una aplicacién aditiva. supongamos que el rango de ¢
contiene todos los idempotentes minimos en B(K). Si ¢(T?) = ¢(T)” para
cada operador invertible Drazin T' € B(#H), entonces ¢ aniquila idempotentes
minimos, o existe una biyeccion lineal acotada o conjugada A : H — K tal

que para cada T' € B(H):

H(T) = EATA™?

o(T) = EAT' A~
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donde ¢ = &1 y T* denota la transpuesta de T en una base ortonormal de

‘H, arbitraria pero fija.
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