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Introduccion

Durante las ultimas décadas, fenémenos observados en materia viva,
en todas las escalas, han atraido la atencién de fisicos y matemaéticos;
desde moléculas a células, organismos y poblaciones. Esta tendencia se
debe, en parte, a que las investigaciones recientes en biologia han re-
velado cada vez mas detalles a escala microscopica sobre los procesos
biolégicos, los cuales obedecen en 1ltima instancia las leyes de la fisica
(atin cuando no resulta evidente en la escala macroscépica), siendo natu-
ral aplicar los conceptos y herramientas de la fisica y de las matematicas
para lograr un mejor entendimiento de estos procesos.

El objetivo principal de esta Tesis es demostrar la existencia de so-
luciones periddicas de las ecuaciones correspondientes a un modelo de
tipo monodominio para la actividad eléctrica de un ventriculo aislado
del torso. El modelo y sus especificaciones se presentan en la seccién 1.4.

Las fallas cardiacas son una de las principales causas de muerte en la
actualidad. Es muy importante entender los mecanismos por los cuales
la actividad eléctrica ritmica del corazén se desestabiliza, con el objetivo
de revertir este proceso [Bittihn 2015]. En este contexto, es importante
estudiar las condiciones en las cuales el corazon funciona de ritmicamen-
te.

De manera intuitiva, es evidente que el corazén funciona con cierta
periodicidad, sin embargo, el corazén de una persona no funciona de for-
ma periédica en el estricto sentido matematico. Existen diversos factores
que afectan la frecuencia del ritmo sinusal, como por ejemplo, el nivel de
esfuerzo fisico. No obstante, es natural esperar que en un entorno contro-
lado, como lo es un modelo matematico para el miocardio, la respuesta
a un estimulo periédico adecuado sea también periddica.

El estudio de la propagacién eléctrica sobre el musculo cardiaco estd
relacionado con un concepto més general denominado medio excitable,
del cual se hablara en detalle en la seccién 1.2.1. Desde el punto de vista
matematico, los procesos en medios excitables pueden ser descritos por
un tipo particular de ecuaciones diferenciales parciales parabdlicas no
lineales, conocidas en la literatura como ecuaciones de reaccién difusién.

El modelo de bidominio representa al misculo cardiaco activo a escala
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microscépica relacionando corrientes iénicas a través de la membrana ce-
lular, potencial de membrana y potencial extracelular [Henriquez 1993].
Fue creado en 1969 ,[Schmidt 1969] y [Clerc 1976], y desarrollado formal-
mente por primera vez en [Tung 1978] y [Miller 1978]. Otras deducciones
matematicas obtenidas directamente de las propiedades microscépicas
del tejido usando métodos asintdticos y principios fisicos basicos son pre-
sentados en [Neu 1993], [Ambrosio 200], [Pennacchio 2005] y [Sundnes 2006].
Inicialmente fue usado para desarrollar simulaciones para calcular poten-
ciales extracelulares y potenciales en la superficie del cuerpo a partir de
potenciales de membrana [Tung 1978],[Gulrajani 1983], [Miller 1978,1] y
[Gulrajani 1998].

Los modelos de reaccién difusion de tipo monodominio fueron con-
cebidos como una simplificaciéon de los de tipo bidominio, con venta-
jas tanto para su analisis matemético como para su implementacién
numérica. Pocos articulos han comparado los resultados obtenidos con
estos dos tipos de modelos, aquellos que lo hicieron mostraron diferen-
cias pequenias [Vigmond 2002]. Simulaciones usando monodominio han
producido resultados cercanos a datos reales[Leon 1991], [Hren 1997],
[Huiskamp 1998], [Bernus 2002] y [Berenfeld 1996]. En [Potse 2006] se
investiga el impacto de la suposicion de monodominio en la simulacién
de la propagacion de actividad eléctrica en un corazén humano aisla-
do, comparando los resultados con los de bidominio; se concluye que la
diferencia entre ambos no es significativa, todas las propiedades de los
potenciales extracelulares y de membrana simulados usando bidominio
fueron reproducidas con precisiéon por el modelo de monodominio, con
una pequena diferencia en la velocidad de propagacién. La diferencia
entre los resultados obtenidos con uno u otro es despreciable para la ma-
yoria de aplicaciones, con la excepcion de simulaciones que involucren
corrientes externas aplicadas.

En esta tesis se utiliza un modelo de reaccién difusién de tipo mono-
dominio, con el objetivo de mostrar que su solucién representa la perio-
dicidad de la actividad eléctrica del corazén en ritmo sinusal.

Hay pocas referencias en la literatura que aborden el problema del
buen planteamiento del modelo de bidominio. Las mas relevantes pa-
recen ser el articulo de Colli-Franzone y Savaré [Colli 2002], el reporte
técnico de Veneroni [Veneroni 2009] y el articulo de Y. Bourgault, Y.
Coudier y C. Pierre [Bourgault 2009]. En [Colli 2002] se demuestra la
existencia global en el tiempo y la unicidad de la solucién de las ecuacio-
nes de bidominio, sin embargo su metodologia se aplica sélo a modelos
particulares para la corriente iénica de la forma f(u,w) = k(u) + aw
y g(u,w) = Bu + yw, donde k € C(R) satisface infg &’ > —oco. En
la practica, un modelo que tiene esta forma es el de FitzHugh-Nagumo
[Fitzhugh 1961], no obstante, a pesar de su importancia para el entendi-
miento cualitativo de la propagacién del potencial de accién, su aplica-
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bilidad a las células excitables del miocardio es limitada [Keener 1998] y
[Panfilov 1997, Capitulo 1]. Sin embargo, de los resultados en [Colli 2002]
no es posible obtener la existencia de solucién para otros modelos i6ni-
cos de dos variables comtinmente usados en la literatura para representar
células del miocardio, tales como el de Aliev-Panfilov [Aliev 1996] y el de
Rogers-MacCulloch [Rogers 1994]. En [Veneroni 2009] el resultado ante-
rior es extendido al modelo de Luo y Rudy I [Luo 1991]. En la referencia
[Bourgault 2009], se obtienen soluciones débiles globales en el tiempo
para modelos iénicos formados por dos ecuaciéns diferenciales ordina-
rias; una de ellas con no linealidad polinomial. Estos incluyen los de
FitzHugh-Nagumo, Aliev-Panfilov y Rogers-MacCulloch.

Este texto se organiza de la manera siguiente. El capitulo 1 comienza
con una breve descripcién de la anatomia y fisiologia del corazon, ha-
ciendo énfasis en las caracteristicas que permiten caracterizarlo como un
medio excitable. En la seccién 1.3 se presenta una deduccién matemati-
ca de las ecuaciones de reaccién difusiéon de bidominio y se introduce la
hipo6tesis de monodominio. En la seccién 1.3.3 se describe el modelo de
Rogers-McCulloch para las corrientes idénicas a través de la membrana
celular. Finalmente, en el apartado 1.4 se especifica el modelo para un
ventriculo aislado del torso que se estudia en esta tesis.

En el capitulo 2 se aborda el problema del buen planteamiento de
las ecuaciones del modelo para un ventriculo: en la seccién 2.3 se da una
definicién de solucién débil, se considera la formulacién variacional en
el tiempo y en el espacio; se demuestra que existe una solucién débil
definida para todo ¢ > 0 mediante la metodologia de Faedo-galerkin;
construccién de soluciones aproximadas, estimados a priori y conver-
gencia a una solucién.

El capitulo 3 contiene el resultado principal de esta tesis: existencia de
soluciones periédicas cuando el modelo propuesto para un ventriculo es
activado adecuadamente con una frecuencia constante. La demostracién
consiste en reducir el problema de existencia de solucién periédica al de
la existencia de un punto fijo para una aplicacién apropiada.
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Capitulo 1

Fisiologia y modelacién
matematica

1.1. Funcién y estructura del corazén

El corazén es una bomba muscular ritmica y ajustable de cuatro
camaras, provisto de valvulas para controlar la direccién del flujo de san-
gre, cuya funcién es mantener un aprovisionamiento de sangre apropiado
a una presién adecuada para cubrir los requerimientos de nutrientes del
tejido, ademéas de remover desechos de todos los érganos del cuerpo.
Estéd situado ligeramente a la izquierda de la mitad del térax, debajo
del esternén, en medio de los pulmones. Esta dividido en dos estructu-
ras anatémicamente y funcionalmente similares, las cuales representan
la division del sistema circulatorio: la mitad derecha recolecta la san-
gre desoxigenada proveniente del cuerpo y la bombea a los pulmones,
la mitad izquierda recibe la sangre oxigenada proveniente de los pulmo-
nes para enviarla al cuerpo. La parte izquierda necesita generar mayor
potencia por lo que es la mas grande. Cada mitad se subdivide en una
parte superior y otra inferior, llamadas auriculas y ventriculos, respecti-
vamente.

Las auriculas y ventriculos estan compuestos por paredes rodeando
una cavidad. Las paredes estan formadas principalmente por una estruc-
tura muscular llamada miocardio, el cual estd recubierto por dentro y
por fuera por capas, el endocardio y el epicardio, respectivamente. El
miocardio de las auriculas es considerablemente mas delgado que el de
los ventriculos, siendo el del ventriculo izquierdo el de mayor tamaino.

13



CAPITULO 1. FISIOLOGIA Y MODELACION MATEMATICA

1.2. Actividad eléctrica en el corazdén

1.2.1. Medio excitable

Un medio excitable se define como un sistema dindmico no lineal
compuesto por unidades o células distribuidas espacialmente, las cuales
interactian de acuerdo a las leyes de la difusién. Cada célula del sistema
es en si misma un sistema dindmico no lineal, con su propia fuente de
energia. Después de la aplicacién de un estimulo externo suficientemente
fuerte, cada unidad puede generar un unico pulso de excitacién o una
secuencia de pulsos, dependiendo de sus propiedades no lineales. Una de
las propiedades de los medios excitables es la de propagar senales sin
amortiguarlas.

En el caso del miocardio, la senal que se propaga es una corriente
eléctrica. Cada célula de un medio excitable posee las siguientes propie-
dades:

1. Un estado de reposo bien definido.

2. Un umbral de excitacién. Cualquier estimulo externo aplicado a
la célula que la mantenga por debajo de este umbral es amortiguado
y no provoca cambios persistentes en el sistema, que simplemente
regresa al reposo. Sin embargo, un estimulo por encima del umbral
induce a la célula a cambiar su estado de reposo por uno excitado.
Este cambio produce un pulso en el tiempo cuya forma y naturaleza
son determinadas por las propiedades del medio y no dependen de
la forma del estimulo exterior.

3. Un periodo refractario Cuando una célula es excitada, sobre-
viene un periodo en el que no puede ser excitada nuevamente.

4. Un acoplamiento con sus vecinos que permite la difusiéon
de la senal. Cuando un elemento es sometido al cambio de estado,
de reposo a excitado, provoca que sus vecinos alcancen el umbral
de excitacién y disparen su respuesta activa.

Las células que forman el miocardio poseen todas las propiedades
antes mencionadas.

1.2.2. Potencial de accion

En esta seccién se describe como es el estimulo y la respuesta a este en
el caso concreto de un miocito, es decir, una célula del musculo cardiaco.
Cada miocito esta limitado por una delgada membrana fosfolipical,

ILos fosfolipidos son el componente principal de todas las membranas celulares de-
bido a que pueden formar capas dobles. Generalmente la estructura de estas moléculas
consiste de una cola hidrofébica y una cabeza hidrofilica.
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1.2. ACTIVIDAD ELECTRICA EN EL CORAZON

la cual encapsula un pequeno volumen conocido como medio o dominio
intracelular, mientras que el dominio extracelular se define como el es-
pacio que queda fuera. Cada célula estd conectada con sus vecinas por
largas proteinas que forman canales entre ellas, de tal forma que los
medios intracelulares quedan comunicados. Estas estructuras proveen el
acoplamiento difusivo necesario en un medio excitable.

La manera en la que se propaga una senal eléctrica en el tejido se
explica mediante las concentraciones e intercambios de ciertos iones?
entre ambos dominios gracias a la presencia de poros en la membrana
celular.

La presencia de iones genera un campo eléctrico, el cual permite
definir un potencial. Debido a que la membrana actia como aislante entre
los dos dominios, en cada punto del tejido se definen dos potenciales: uno
extracelular u, y otro intracelular u;.

Una propiedad fundamental de la membrana de los miocitos es la de
ser sensible a la diferencia entre las magnitudes de estos dos potenciales,
por lo cual necesario definir el potencial de membrana,

U= U; — Ue. (1.1)

Existen numerosas proteinas integradas en la membrana celular que
forman pequenos poros o canales en ella, los cuales son selectivamente
permeables, es decir, se abren o cierran en funcién de la magnitud del
potencial de membrana en sus alrededores. Cuando estan abiertos, estos
canales permiten el paso inicamente a iones especificos. Por esta razén
estos poros son comtinmente llamados canales idnicos. Los iones de mayor
relevancia en la electrofisiologia del corazén son sodio Na+, potasio K+
y calcio Ca2+.

Cuando una célula se encuentra en estado de reposo, es decir, cuan-
do no hay un estimulo eléctrico actuando sobre ella, las concentraciones
intracelulares y extracelulares de cada ion son significativamente dife-
rentes. Como consecuencia, en estado de reposo la membrana celular
mantiene un potencial de membrana constante, que en general se en-
cuentra entre -80mV y -90mv, en este caso se dice que la membrana
celular estd en estado polarizado. Cualquier incremento positivo del po-
tencial de membrana es llamado despolarizacién, mientras que el termino
repolarizacién se refiere al regreso del potencial de membrana a su estado
de reposo negativo.

Pequenas perturbaciones del potencial de membrana producen una
respuesta lineal y pasiva de la célula; cuando el estimulo se retira el
potencial de membrana regresa a su valor de reposo. Por el contrario,
si el estimulo es suficiente para elevar el potencial de membrana sobre
su valor umbral, entonces, se produce una respuesta no lineal y activa,

2Los iones son particulas o moléculas con carga eléctrica
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CAPITULO 1. FISIOLOGIA Y MODELACION MATEMATICA
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Figura 1.1: Fases de un potencial de accién de una célula cardiaca. En la
fase 0 se observa un rapido incremento debido a un flujo rapido de iones
de sodio hacia el interior de la célula. A lo largo de todo el potencial
de accion hay corrientes a base de potasio que tienden a regresar el
potencial de membrana al potencial de reposo. Sin embargo, en la fase 2,
la corriente hacia el interior de calcio permite compensar las corrientes
de potasio, creando en el potencial de accién una meseta relativamente
plana. En la fase 3 las corrientes de calcio dejan de mantener el potencial
de membrana en su estado de depolarizacién y las corrientes de potasio
lo llevan de regreso a su estado de reposo.

conocida como potencial de accién. En la figura 1.1 se muestran las fases
de un potencial de accién tipico de una célula cardiaca.

La existencia de un periodo refractario eficaz es de vital importancia
en la propagacion de la actividad eléctrica cardiaca. Si un potencial de
accién es provocado, le sobreviene un periodo durante el cual la membra-
na no puede ser excitada nuevamente, a este periodo se le llama estado
refractario absoluto. Después de un tiempo es posible provocar otro po-
tencial de accién, pero se requiere un estimulo anormalmente alto para
lograrlo, esta situacién se conoce como condicién refractaria relativa. Es-
te comportamiento se observa en la figura 1.1, donde el tercer estimulo
falla en provocar un potencial de accién a pesar de ser igual en amplitud
y duracion a los dos estimulos anteriores.

Los canales que comunican el interior de células adyacentes permiten
el flujo de corriente eléctrica en forma de iones y asi proporcionan una
conexién directa entre los interiores de células contiguas. Cuando una
célula se despolariza este acoplamiento permite que los potenciales de
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1.3. MODELOS MATEMATICOS

sus células vecinas aumenten hasta superar el valor umbral provocando
que éstas también disparen su potencial de accion.

1.3.

Modelos matematicos

1.3.1. Modelo de bidominio

En esta tesis usaremos el modelo de bidominio para representar el
musculo cardiaco de un ventriculo, el cual denotaremos como ). Para
deducir este modelo es necesario suponer que las siguientes hipdtesis se
satisfacen.

B1

B2

B3

B4

Con el propésito de incluir los efectos de la diferencia de potencial
a través de la membrana celular, el tejido se divide en dos me-
dios o dominios: el intracelular y el extracelular. Ambos dominios
estan eléctricamente aislados por la membrana celular. Usaremos
los subindices i y e para referirnos a los términos correspondientes
a los dominios intracelular y extracelular, respectivamente. Cada
punto en €2 pertenece a los dos dominios y consecuentemente se le
asignan dos potenciales, un potencial intracelular u; y otro extra-
celular u,.

La presencia de iones, cargados eléctricamente, genera un campo
electromagnético en cada dominio. Suponemos que las variaciones
temporales de los campos eléctrico E' y magnético B pueden ser
despreciadas. Para cualquier instante del tiempo los campos se
consideran estéticos.

La variacion temporal de la carga total en cada punto es nula,

%(Qi +¢e) = 0. (1.2)

En cada dominio, el flujo total de corriente en un punto debe ser
igual a la suma de la variacion temporal de la carga mas la corriente
ibnica.

0

-V-J; = &((h) + Xdion, (1.3)
0

—V.-J.= &(Qe) - XIimu (14)

donde I,,, es la corriente iénica a través de la membrana. Es conve-
niente medir la corriente iénica por unidad de area de la membrana
celular, mientras que las densidades de carga y corriente son medi-
das por unidad de volumen. La constante y representa el area de
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CAPITULO 1. FISIOLOGIA Y MODELACION MATEMATICA

membrana celular por unidad de volumen. De esta manera, I;,, es
corriente i6nica por unidad de drea de membrana celular y x I;,, es
corriente iénica por unidad de volumen de tejido. La diferencia en
el signo se debe a que la corriente que sale del medio extracelular
es la misma que entra al medio intracelular.

Por la hipétesis B2 y la Ley de Faraday® obtenemos

VXEZ‘:O,
VxE,=0,

de calculo vectorial sabemos que esto implica que F; y E. se pueden
caracterizar mediante potenciales escalares u; y ue,

Ei = 7VU1‘,
E. = —Vue,

luego, la ley de Ohm para la corriente J en un medio conductor nos dice
)
que en cada dominio la corriente se expresa como sigue,

JZ' = —MiVuZ-, (15)
J. = —M_,Vu,, (1.6)

donde M; y M. son un tensores debido a que en el tejido ventricular la
conductividad no es igual en todas las direcciones.

La cantidad de carga que la membrana celular puede separar depen-
de del potencial de membrana y de las propiedades capacitivas de la
membrana. El potencial de membrana u = u; — u,. se relaciona con la
cantidad de carga separada mediante la relacién

XCmu = % (1.7)
Derivando respecto del tiempo (1.7) y usando (1.2) se obtiene
ou 0 (qi—qe 0 (qi+q\ 0q

Xcmat_8t< 2 )+8t< 2 ot

o v _ 0 (qi—q) 0 (a+ge)_ 0¢

Xomar = ot 2 ot 2 ot

es decir,
aQZ o aqe o Oou

ot ~ ot XCmp (1.8)

3nombre con que se designa a una de las cuatro ecuaciones de Maxwell, V x E +
9B _
ot —
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1.3. MODELOS MATEMATICOS

Sustituyendo (1.5), (1.6) y (1.8) en (1.3) y (1.4) se obtiene

XOM% + XIion -V (Mlvul) =0, (19)
XCm% + Xlion +V - (McVu,) = 0. (1.10)

El sistema formado por las ecuaciones (1.9) y (1.10) es el modelo de
bidominio. Podemos escribirlo de una manera mas conveniente si susti-
tuimos u; = u + u, en (1.9) y luego restamos (1.10) a (1.9), lo que se
obtienes es

du

XCm T

+ XIion -V- (M,Vu) -V- (MiVue) = 0, (1.11)
=0.

V- (M;Vu)+V - ((M; + M.)Vu,) (1.12)

El modelo de bidominio se puede complementar acoplandolo con un
modelo para el torso, donde se considera el torso como un conductor
pasivo. Si se considera al corazén aislado del torso se deben imponer
condiciones de frontera que reflejen este aislamiento. Esta condicién es
que el flujo de corriente hacia el exterior sea nulo en la frontera en con-
tacto con el medio aislante.

1.3.2. Modelo de monodominio

Es posible reducir (1.11) y (1.12) a una sola ecuacién si suponemos
que las conductividades en los medios interior y exterior son proporcio-
nales, es decir,

oM; = M,. (1.13)

donde p es una constante positiva. Haciendo esta sustitucién en (1.12)
obtenemos 1

V- MiVue =—-——V- MiVu . 1.14

(M) = ==V - (M) (1.14)

Luego, sustituyendo (1.14) en (1.11) obtenemos el modelo de mono-

dominio 5

p

C— Lion — ——V - (M;Vu) =0 1.15

XC 50 + Xlion = =¥ - (M,V0) (1.15)

1.3.3. Modelo de Rogers-McCulloch

Esta seccién esta dedicada a presentar el modelo que usaremos para
representar el efecto de las corrientes i6nicas a través de la membrana
celular en el potencial de membrana u. Dicho modelo fue propuesto por
Rogers y McCulloch [Rogers 1994] como una variacién del modelo clasico
de FitzHugh-Nagumo [Fitzhugh 1961].
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05 ; ; ; 05 : ; ;
0 100 200 300 400 0 100 200 300 400

Figura 1.2: Gréficas de @ (linea continua) y w (linea punteada) para el
modelo de Fitshugh-Nagumo original (izquierda) y modificado (derecha).

El modelo de FitzHugh-Nagumo tiene dos variables y una no lineali-
dad cubica, cuya formulacién original es la siguiente,

"
=+ levi(i — @) (it = 1) + 2] = i,
di N

e + [b(—t + czw)] =0,

donde a, b, cq,c3 y c3 son parametros dados, que pueden ajustarse para
simular distintos tipos de células, supondremos que son todos positi-
vos. El término iy, es la corriente aplicada, de cuya magnitud depende
el inicio del potencial de accién. Una caracteristica de la formulacién
original que no representa bien los datos fisiolégicos es que existe una
hiperpolarizacién durante la fase de repolarizacién, es decir, el potencial
de membrana desciende por debajo de su valor de reposo antes de re-
gresar a €l, ver el cuadro izquierdo de la figura 1.2. Para corregir esta
situacién Rogers y McCulloch propusieron una ligera modificacién, el
modelo resultante es

du PN N . )

I + [crt(t — a) (@ — 1) + cotd] = tqpp, (1.16)
dw . N

E + [b(—u + ng)] =0. (117)

En el lado derecho de la figura 1.2 se muestra el potencial de acciéon
calculado con el modelo modificado. Se observa que la hiperpolarizacién
es eliminada, obteniéndose asi una solucién fisiolégicamente més realista.
Obsérvese que los valores de 4 no son reales. Para obtener valores reales
es necesario cambiar los pardmetros del modelo. Se introducen u,est v
Upeak como los valores de reposo y maximo del potencial de membrana,
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-100

0 100 200 300 400

Figura 1.3: Grafica de u para el modelo de Rogers-McCulloch reparame-
trizado

respectivamente. Entonces, la amplitud total del potencial de accién es
Uamp = Upeak — Urest- S€ definen nuevas variables u y w, dadas por

U = UgmpU + Urest,
W = UgmpW.

Como la variable original @ tiene valor de reposo cero y valor maxi-
mo aproximadamente 1, el nuevo potencial escalado tendra su valor de
Te€POSO €N Urest ¥y SU Valor maximo cercano a Upeqk, ver figura 1.3. Con
este cambio de variables de (1.16)-(1.17) se obtiene

du .
dt + [al(u - urest)(u - uth)<u - Upeak) + a2(u - urest)w} = lapp,
(1.18)

dw

a + [b(—u + Upest + c3w)] =0, (1.19)
donde

C1 Co
Uth = Urest T QUamyp), ar = —5—, as = .
uamp uamp

1.4. Modelo para un ventriculo

El propésito de esta seccién es presentar el modelo particular que
estudiaremos en los préximos capitulos.

Consideramos una regién acotada 2 C R3 que representa un ventricu-
lo rodeado por un medio aislante. Su frontera esta formada por dos com-
ponentes disjuntas, Q) = I'oNT'y. Iy representa el epicardio, en contacto
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directo con el medio aislante, y I'; representa al endocardio, donde la ac-
tivacién eléctrica ocurre. La forma en que € es estimulado eléctricamente
es mediante las fibras de Purkinje, estas actian directamente sélo sobre
la pared interior I'1, luego la naturaleza excitable del tejido permite que
el estimulo se propague por 2. Suponemos que tenemos el ventriculo ais-
lado del corazén y del torso, es decir, I'y estd en contacto con un medio
eléctricamente aislante. Usando la ecuacién de monodominio (1.15) y el
modelo de Rogers-McCulloch (1.18)-(1.18) obtenemos

% + f(u,w) = V- (cVu) =0, (t,z) € (0,00) x £, (1.20)
% + g(u,w) =0, (t,x) € (0,00) x £, (1.21)
(cVu) -n =0, (t,x) € (0,00) x T, (1.22)
(oVu) - n = s(t)p(x), (t,z) € (0,00) x I'y, (1.23)
u(0,x) = up(x), w(0,z) = wo(z), €. (1.24)

Las incégnitas son el potencial de membrana u(t,z) y una variable
auxiliar sin interpretacion fisiolégica llamada variable de recuperacién
w(t, x). Denotamos 1 a la normal unitaria a la frontera 92 hacia afuera
de (). Las propiedades anisotrépicas del tejido se incluyen en el mode-
lo mediante el tensor de conductividades o(z). Las funciones f(u,w) y
g(u,w) corresponden al flujo de iones a través de la membrana celular.
La funcién s : (0,400) — R representa la activacién eléctrica del en-
docardio por medio de las fibras de Purkinje. En condiciones normales
s(t) corresponde a una funcién periddica con el mismo periodo que el
ritmo sinusal. La funcién ¢ : 0 — R representa la densidad espacial de
activacién, de forma tal que s(t)¢(x) es la fuente de corriente externa
aplicada, como lo expresan las condiciones de frontera (1.23). Debido
a que consideramos que () esta rodeado por un medio aislante, no hay
corriente fluyendo hacia afuera de €2, esto se expresa en la condicién de
frontera (1.22).

Las suposiciones especificas que haremos sobre (1.20)-(1.24) son las
siguientes

(h1) € tiene frontera 02 Lipschitz continua.

(h2) o(z) es una matriz simétrica, funcién de la variable espacial x € ,
con coeficientes en L™ () y tal que existen constantes positivas m
y M tales que

0<mlef < Eo(z)e < MIE)P < o0, VEER? (1.25)

se cumple para x € () casi dondequiera.
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(h3) s:[0,00) = R es periddica con periodo T, es continuamente dife-
renciable y s(0) = 0.
(hd) ¢ € L*(T'y).
(h5) f(u,w) y g(u,w) corresponden al modelo de Rogers-McCullock,

fu,w) = a1 (u — Urest) (U — weh) (U — Upeak) + a2(U — Upest) W,
(1.26)
g(u’ w) = b(*u + Upest + ng). (127)

(h6) Ug, Wo € Lz(Q)
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Capitulo 2

Problema de Cauchy
para el modelo de
monodominio

Este capitulo estd dedicado al problema de la existencia de solucion
del problema (1.20)-(1.23) con condiciones iniciales (1.24). En la seccién
2.3 se presenta la definicién de solucién débil para dicho problema y se
enuncia el teorema 1 sobre su existencia. También se de introduce una
definicién de solucién fuerte. La demostracion del teorema 1 se desarrolla
en las subsecciones 2.3.1-2.3.3.

2.1. Notacion

Como es usual, si X es un espacio de Banach, X’ denota su espa-
cio dual. Si ademads, X es un espacio defunciones integrables sobre €2,
definimos el subespacio

X/R:{ueX|/Qu:O}CX,

el cual es un espacio de Banach con la norma inducida por X. Para
cualquier u € X denotamos

] = u— (1/192]) L u,

asi [u] € X/R.
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CAPITULO 2. PROBLEMA DE CAUCHY

Definicién 1. Para todo u,v € V- x V definimos
a(u, v) = / oV[u] - V[o]. (2.1)
Q

Se denota V = HY(Q) y H = L*(Q). Es importante remarcar que las
inclusiones siguientes se cumplen para 2 < p <6,

VCIPQ CH=H CcL’(Q) cV, (2.2)

obsérvese que solamente H se identifica con su dual. En particular, con-

sideraremos p = 4 de aqui en adelante. Como de costumbre, p’ denota

un nimero positivo tal que % + L = 1. El producto interior en H se

p
denota como (-, )y y

<.’ > = <.7 '>V’><V .
Escribiremos c.d. para indicar que una propiedad se cumple casi donde-
qutera, es decir, excepto en un conjunto de medida nula.

2.2. Preliminares

Proposicién 1. La forma bilineal a(-,-) es simétrica, continua y coer-
citiva en 'V,

ja(u,0)| < Mully olly,  VuweV, (2.3)
alully; <alu,u) +allul,  YueV, (2.4)
con a, M > 0. Ezxiste una sucesion creciente
O0=X<...< X\ <...,

en R y existe una base ortonormal de H formada por vectores propios
{Yi}ien tal que, ;i €V y

Yo eV, a(i,v) = Ai(¢;,v). (2.5)

Demostracion. La simetria de a(-,-) es consecuencia inmediata de la si-
metria de o.

Por (1.25) (pégina 22), se deduce que a(-, -) define un producto escalar
en V/R, denotamos la norma correspondiente como ||-||,.

Por la desigualdad de Poincaré!, se tiene que |-||, v ||*||;, son normas
equivalentes en V/R. Entonces, existe una constante positiva M, tal que

la(u, )| < lullg [0l < Mfully flvlly, Va0 € V/R.

13C > 0,vu € V/R, [, [ul> < C [, |Vu|?
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Como (2.3) se cumple trivialmente para constantes, hemos demos-
trado que a(-,-) es continua.
Sea v € V, por (1.25) se tiene

0<m|Vul> <oVu-Vu, (2.6)

luego, integrando sobre 2 y sumando m ||uHiI en ambos lados de (2.6)
obtenemos

o (ol + 190 < afu) + .
Q

es decir, se ha demostrado que af(-,-) satisface (2.4).

La existencia de valores y vectores propios se obtiene por el teorema
7 en la secciéon A.1, tomando en cuenta que A9 = 0 porque la forma
bilineal a(-,-) se anula solo para funciones constantes. O

Es importante notar que las propiedades de la forma bilineal a(-,-)
permiten introducir un operador de manera natural.

Definicién 2 (Operador A). Por la proposicidn anterior se cumplen las
hipdtesis del teorema de Lax—Milgram para la forma bilineal a(-,-) y por
lo tanto existe un operador A : V. — V' inyectivo y continuo con inverso
continuo tal que

a(u,v) = (Au,v) . (2.7)

Si v € V nos referiremos a su traza sobre la frontera 002 también
como v, su significado siempre serd claro por el contexto.

Proposicién 2. La funcién ¢ : V — R definida por
UEV»—ME(U):/ ov,
I
define un funcional lineal y continuo, es decir, se tiene p € V.

Demostracion. Sea v € V. Entonces, la traza de v sobre 99 pertenece
a HY/2(0Q) c L*(09) y [0l ir1/200) < V]l g1 (q)- Luego, se cumple la
siguiente cadena de desigualdades:

|
I

< lell2yy 10l 2200

< ||%0||L2(F1) HU||H1/2(8Q)
< llllzz,) Clivlly

con C > 0. O
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2.2.1. Propiedades del modelo de Rogers-McCullock

Denotamos:
flu,w) = fi(u) + fo(w)w, g(u,w) = g1(u) + gaw, (2.8)
donde,
f1(u) = a1u® — azu® + ayu — ag,
(u) ( urest)
g1(u) = —bu + buyest,
g2 = bes,

Qo = A1 UrestUthUpeak
Q] = al(urestupeak + UthUpeak + urestuth)a

Qg = al(upeak + Urest + uth)~

Proposicién 3. Para p = 4, existen constantes ¢; > 0, i =1...6, tales
que para todo u € R:

1f1(w)] < 1+ ea ulf 7Y,
| fo(w)| < 3+ ca fufP?70,
g1 ()| < 5+ cg [ul""?.

Demostracion. Por la desigualdad de Young se tiene:

3

|U|2<2|u|3 - |u‘<&+2 |u‘<w+1
- 3 3’ - 3 3’ - 2 2
Entonces,
2ul> 1 > 2
3
< — Lt z
|fi(w)] < aq |ul +6Y2< 5t Ta| 3 +3)
- (6) 20[1 2&2 (6751 3
f3+ 3+a0+<a1+ 3 +3>|u|,
|fa(u)| = Jaz2(u — Urest)| < agtirest + az|ul,
lg1(w)| = |—bu + buyest| < buyest + bul
|ul b b
<b res b =b res = = .
= Dlbrest <2+2 trest + 5+ 5 lul
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Proposicion 4. Para p =4 , existen constantes a, A > 0, u,c > 0 tales
que para todo (u,w) € R?,

Xuf (u,w) + wg(u,w) = alul’ = p (Aul® + wf) . (29)

Demostracion. Sea A € R una constante positiva. Por cédlculo directo a
partir de (2.8) tenemos

Auf(u, w) + wg(u,w) = Aajut — Aasu® + Aaqu? — Aaou + Aasu’w

+ Aaolyestuw — buw + buipesiw + begw?.

Por otro lado, por la desigualdad de Young obtenemos:

O+ (52),

3
<
jzu”] 1\g

[ — &l w

1/ |w] 2
2] < 22 , 1 [|w]
|uw|_2(5|u\) _|_2 7))
lul>  ad
<4 4+ =2
Jaoul| < 5=+ 3,
|uw|<w+@
<5 5
w2 u2
[trestw] < % + %Qt

Entonces

Auf(u,w) + wg(u,w) >

; 2 A AagUrest | b
(Am 3013 _ 5,0 > ul* — ( 4 D02 rest | ) 2

4 2 2 2 2
Aas  AaoUprest b b 9 A fag\4 a% u? ‘
(A2, AT2wrest | 7, 7 _(Z2(=2 A—0 4 p_rest |
<2ﬁ2+ 2 +2+2)|w| 4(9)+ 2 TP

Luego, escribimos 1/2 = ppu, con p, u > 0, asi obtenemos

Auf(u, w) + wg(u, w) >

3 4/3 B? 4 b 2
MM oa — 19 — a2 |u|* = Ap | p+ pastipest + pX |ul

)\ag 2 A Q2 4 a(2) ugest
— MK <P52 + p)\agurest + 2pb> |w| — ( (7) + )\7 +b 5 .

4
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Para concluir se eligen 6, 8 y p de forma que
3 32
— 2048 — gy >0
ai 4 az 2 )
b
P+ pagurest + Py <1,

)\ag

pﬁ + pAG2Urest + 2pb < 1,

O
Proposicién 5. Sean u € LP(Q) y w € H. Entonces f(u,w) € L¥' (),
g(u,w) e H y

/

1/p’ 2/p
1 () o7 ) < Av Q1+ As [Jullf g + As [ul3"

2
lg(u, w)ll ;< By |92 + By [[ul[ 50, + Bs lull;

donde A; > 0, i =0,..3, y B; > 0, i = 0,..,3, son constantes que
dependen solo de ¢;, i =1,..,6 y p.

Demostracion. Sea (u,w) € R?, por la proposicién 3 tenemos
[f(u,w)| < e1+ colul?™ ! + eslw]| + calwl|ul??>7, (2.10)
l9(u,w)| < By + By [ul™® + By Ju,

con B1 = Cs, Bg = Cs Yy B3 = |g2|
Por otro lado, por la desigualdad de Young, con = 2/p’ > 1,
tenemos

lw|?  |u|®/2-DF
+ ;
ﬁ/
donde 1/8+1/8" = 1. Como (5 —1)' = (5 —1)22=5 = p—1, de (2.10)
obtenemos

jwllul??7t <

c c
[ w)] < er + ( n ‘t) WP+ sl + Ll
5 B
B
luego, una vez mds por la desigualdad de Young se tiene |w| < % + %,
por lo tanto podemos encontrar constantes A, Ao, y A3 tales que

|f(u,w)] < Ay + Aglu[P~" + As|w|”.
Si (u,w) € LP(Q2) x H, por calculo directo y tomando en cuenta que
(p—1)p =p, Bp’ =2 (porque p=4) se tiene
£ty )l ) < (AL + Azl + Aglwl?| g

’ / 2/p"
< A|QV + Ay [l + As wllH
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De manera similar
lgtu,w)lly < [[By+ Boful’? + Bylu|

2
< BQY? + By [[ull %5y + Bs lwll s

2.3. Existencia de solucion global
Definicién 3 (Solucién débil). Sea 7 > 0 y las funciones
u:te[0,7) — u(t) € H, w:tel0,7) = w(t) e H.

Decimos que (u,w) es solucion débil de la formulacidn variacional del
problema (1.20)-(1.23) si para cualquier T € (0, 1),

(1) w:[0,T] - H yw:[0,T] = H son continuas.
(2) Parat € (0,7) c.d se tiene u(t) € V. Ademds,
we LP(Qr)NL*(0,T;V) y  we L*(Qr),
con Qr = (0,T) x Q.

(3) Las funciones u y w satisfacen

%(U(t%v) +a(u(t),v) + /Q fu(t),w(t))v = s(t) (p,v), VveV,
(2.11)
%(w(t)7 z) + /Qg(u(t),w(t))z =0, Vze H (2.12)

donde la igualdad se considera en D'(0,T).
Si ademds, dados ug ywo en H, (u,w) es una solucidn débil que satisface
U(O) = Uo, ’U}(O) = Wo, en H;

entonces decimos que (u,w) es una solucion débil de la formulacion va-
riacional del problema (1.20)-(1.24).

Observacion 1. Las derivadas que parecen en los primeros términos
de las ecuaciones (2.11) y (2.12) se refieren a derivadas en sentido de
distribuciones, es decir, para ¢ € D(0,T) se tiene

T T
| ge=— [ w0
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Observacién 2. Supongamos que (u,w) es una solucion débil tal que
ademds w € WH2P (0, T;V, V") y u € WY22(0,T; H, H). Entonces, por
la proposicion 7, de (2.11) se obtiene

T
/ <CCZ;Z + Au+ f(u,w) — s(7)¢,v> ¢dr =0, V¢ e D(0,T),YveV.
0

De lo anterior se sigue que

Wy Aut fuw) = s, 1€ 0.7] ed, (213)

donde la igualdad se considera en V'. De manera similar de (2.12) se
obtiene
d
di: = glu,w), te[0,T] c.d., (2.14)
donde la igualdad se considera en H.

Definicién 4 (Solucién fuerte). Sea u € WL (0,T;V,V') y u €
Wh22(0,T; H, H), decimos que (u,w) es solucion fuerte de la formu-
lacion variacional del problema (1.20)-(1.23) si satisface las ecuaciones
(2.13)-(2.14) en V' y H, respectivamente.

Si ademds,

u(0) =ug, w(0)=wy, enH

para ug, wy dados, decimos que (u,w) es solucidn de la formulacidn va-
riacional del problema de Cauchy (1.20)-(1.24).

Teorema 1 (Existencia de solucién débil). Supongamos que se cumplen
las hipdtesis (h1)-(h6). Entonces, el sistema (1.20)-(1.24) tiene una so-

lucion débil en el sentido de la definicion 8 con T = +0o0.

Demostracion. Se desarrolla en las subsecciones siguientes, en tres par-
tes:

= construccién de soluciones aproximadas usando la metodologia de
Faedo-Galerkin,

= estimados a priori para las soluciones aproximadas,

= resultados de compacidad y convergencia de las soluciones aproxi-
madas a una solucién débil.

O
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2.3.1. Construccion de soluciones aproximadas

Usamos la base ortonormal {;};en de H formada por vectores pro-
pios de la forma bilineal a(-,-) (ver el teorema (1), pdgina 26). Para
m > 1 denotamos como V,, el espacio lineal generado por {¢y,..., ¥},
evidentemente V,,, C V. Definimos la m-ésima solucién aproximada como
el par de funciones t — (U, (t), wm(t)) con

Un(t) =D Uim ()i € Vi, w(t) =Y wim(t)t; € Vi, (2.15)

=0 =0

donde {wim (t), Wim (t) }izo,... m son funciones de valores reales solucién
de

D t) + /Q F (i (), 0 ()55 + Astim(£) = s(0) /F obi (216)

1

d
ﬁwim(t) +/ 9(Um (t), W (t))1; =0, (2.17)
Q
para i = 0,...,m, con condiciones iniciales

U (0) = Umo, Wi (0) = Wano. (2.18)

Como supusimos que ug y wg estdn en H, podemos tomar u,,g ¥ Wmo
como las proyecciones ortogonales de ug y wq sobre V,,,, de esta manera
se tiene

lmo — woll i — O, |wmo — wollz = 0 cuando m — +o0. (2.19)

Observacion 3. El teorema 1 permanece vdlido cuando se considera el
problema (1.20)-(1.23) sin imponer condiciones iniciales si se sustituye
la hipdtesis (h6) por
(h6’) Existen constantes U > 0 y W > 0 que no dependen de m, tales
que
||um0||H <U, ”meHH W.

Cuando se consideran umo Yy Wy como las proyecciones ortogonales
de ug y wo sobre Vi, (h6') se cumple con U = |luglly y W = ||woly -

Las integrales en (2.16) y (2.17) estdn bien definidas; como u,(t) €
V C LP(Q) y wy,(t) € H sabemos que f(un,(t), w,(t)) € LP (Q) CcV'y
(U, wy,) € H (por la proposicién 5, pagina 30), luego, como ¢; € V C
LP(Q) y ¢; € H tenemos
/Q Jm (8), win (0)00i = (f (um (t), win (1)), i) ,

/Qg(um(t),wm(t))wi = (9(um (t), win(t)), i) g -
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Ademés, los términos en (2.16) y (2.17), excepto las derivadas, son con-
tinuos como funciones de U, ¥ Wim -

El problema de valor inicial formado por (2.16)-(2.17) con condiciones
iniciales (2.18) tiene una solucién maximal definida para t € [0, t,,) con
Uim ¥ Wim en C1 (teorema de Cauchy-Peano). Si (u,,w,,) no es una
solucién global, es decir t,,, < 400, entonces es no acotada en [ 0, t,, ).

En la seccién siguiente se demostrara, usando estimados a priori,
que las funciones u,, y w,, permanecen acotadas para todo t > 0, luego
ty, = +o00.

2.3.2. Estimados a priori

En el siguiente lema se usan las normas siguientes:

Il e @rinzzo, vy = méx (”'HLP(Qﬂ ) ||‘||L2(0,T;v>) ’
2o @)+ 220,797y = UZE}LQ (||“1||Lp’(QT> + ||“2||L2(07T;v'>) :

Lema 1. Supongamos que existen constantes U > 0 y W > 0 que no
dependen de m, tales que

HU'mOHH U, meOHH <W.
Entonces, la solucion del problema de Cauchy (2.16)-(2.18) esta definida

para todo t > 0. También, para cualquier T > 0 existen constantes C; >
0, i=1,...,5, tales que

Mlum (&)1 + llom @) < €1, V€ 0,71, (2.20)
Hum”LP(QT)mL%o,T;v) < Ca, (2.21)
||u;n||LP’(QT)+L2(()7T;V/) <Cs, (2.22)
lwimllr2(gpy < Ca, (2.23)
lwhallp2(0p) < Css (2.24)

donde
m m
/ _2 : / ) ’ _2 : / )
Uy = Uim%, Wy, = wimdjﬂ
i=0 i=0

son las derivadas de las funciones uy, : [0,400) =V y wy, : [0, +00) —
H.

Demostracion. Multiplicando (2.16) por Aug, (A > 0 se define en la
proposicién 4, pagina 29), (2.17) por w;, y sumando sobre i = 0,...,m,
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2.3. EXISTENCIA DE SOLUCION GLOBAL

se obtiene para todo t € [0, t,,)

2 (MmO + T (O ) + Nl (1), (1)

+ /Q[Af(um(t),wm(t))um + 9(um (), wn (£))wi] (2.25)
= As(t) (@, um (t)) . (2.26)
Usando el hecho de que la forma bilineal a(-,-) es coercitiva (propo-

sicién 1, péagina 26), la proposicién 4 (pagina 29) y la desigualdad de
Young obtenemos que para todo ¢ € [0,t,,) y para cualquier 6 > 0,

3 (@1, + Lo ®1;) + 30 [ O + o [ om0

< el + (a+ ) (Mm@l + lwm@15) + MOy lem(@)]ly
1 R 0
< el + (o ) (Mm@ + lwm @I ) + 5350 1813 + 5 (@)1}

Luego, si tomamos § = Ao tenemos

2 2 Aa 2 P
575 (MmOl + 11 + 5l +a [ fun (o)
A ~
<el@ + (a+p) (Mum®) 3 + 0@ ) + 5=s@? 1215, (227)
De (2.27) se sigue

1d 2 2
52 (Mm@ + e @)1
A ~
< el + (a+ ) (Aun(@F + lwn @) + 5= 115

Integrando respecto al tiempo sobre el intervalo [0, t,,) ambos lados
de la desigualdad anterior se obtiene

Mo (03 + om0
A
< 2610t + 2 312 1913t + A (O + (O
bm 2 2
20 m) [ (M () + (7)) o

Entonces, por la desigualdad de Gronwall se sigue que existe una
constante C; que depende sélo de o, f, g, U, W, Q, s, ¢ ¥ tn, tal que

MmO + lwm @)l < Coy VE € [0,tm).
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Como consecuencia tenemos que las funciones w,, y w,, estdn acota-
das en L*>°(0, t,,; H) para cualquier t,, > 0, es decir ¢,, = +o0o. De (2.20)
se sigue de inmediato (2.23).

Usando (2.20) en (2.27) obtenemos el estimado (2.21) con

9 /2 1/p
Cg = max <k‘2> 5 (kQ)
Aa a
donde
A 2 2 1
ke = c|QUT + o~ llslls lelly: + 5C1 + (o + w)GT.
Ahora obtendremos los estimados para ul,, y w!,. Considérese el ope-

rador proyeccién Py, : V' — V' definido por

m

we V' — Pou=Y_ (u,1;) ;.

=0

Equivalentemente, P,,u se define como el tinico elemento de V,,, tal
que (u,v) = (P,u,v) para toda v € V,,. Por otro lado, obsérvese que
para toda v € V' y para todo t > 0 se tiene

d

o (wm(1),0) = (u (), 0) 1 = (g, (8),0)

S, wm () = (f (um (), wm(t)), v},

porque u,,(t) € Vi C V', f(tm(t),wm(t) € L (Q) y v € V C LP(Q).
Por lo tanto, de (2.16) (pdgina 33) se obtiene,

Vv € Vin, ¥t > 0, (up, (), 0) = (= [Aum (t) + f(um (), wm ()] + s(£)&, v) ,
entonces,

Yt >0, tp(t) = P (= [Aum(t) + f(um(t), wm(t)] + s(6)@), (2.28)
donde A es el operador débil asociado con la forma bilineal a(-,-) (defi-
nicién 2, pagina 27). Por la continuidad de A y la estimacién (2.21) se
tiene para T > 0 fijo

||Aum||L2(O,T;V’) S M ||um||L2(0,T;V) S MCQ

Por otro lado, por los estimados (2.20), (2.21) y por la proposicién 5
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2.3. EXISTENCIA DE SOLUCION GLOBAL

(pagina 30)

IS (s wm)”Lp’(QT)
< [[ A 19077 + A (125 + Aa 0 ()7
= m LP () 3 m

L?' (0,T)

< AL (19T + 4, ||um||]£/prT + As meHL2(Q )

< A1 (|QIT)Y? + AR/ + A5

Lo siguiente sera obtener una cota para el operador proyeccion P,,.
Comenzamos por resaltar que, como P, (V') C V,,, C V, la restriccién
de P,, a V puede considerarse como un operador de V en V definido por

m

weVi— Puu=> (u,3:)mthi.

=0

Si u € H, Phu es la proyeccién ortogonal de u en V,,, entonces
| Pl < |lull ;- El operador transpuesto PL de P,y se identifica con
P V! = V', y por lo tanto se tiene || Ppll 2y ) = [[Pall£(p,y) - S
u € V podemos calcular

a(Ppu, Ppu) = ZZG w, i )i, (u,95)1;)

0 7=0

3

3

m

=0 (u ) (u, )i, y)

0 7=0

=30 () (s )N (i ) = D i, ) (u, )
1=0

i=0 j=0

%

<Z>‘|U¢z = a(u,u).

Luego, usando que a(-,-) es coercitiva, para toda u € V se tiene

al|Puully < a(Pru, Pyu) + o || Prully
2 2 2
< My +aullfy < (M+a) [lullf, -

La desigualdad anterior demuestra que la familia de operadores P,
estd uniformemente acotada en V,

M
||Pm||£(vl,v/) S E + 1,
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entonces,

M
”Pm(AUm)HLZ(o,T;V/) < <a + 1> MCa,

1P (f (s win) | 1o (o

= (/lv/l * 1) (A1(|Q| TP 4 A5C7 4 A3(ClT)l/p/>

. M .
1P (P vy < (o +1) sl ol 72

El estimado (2.22) se obtiene de las desigualdades anteriores y (2.28).
Se procede de manea similar para obtener (2.24). De (2.17) (pégina
33) se sigue que

Yo eV, CH Yt>0, (W, (t),v) = — (g(tum(t), wn(t)),v),
y por lo tanto
vt > 0, w;n(t) = =P (9(um(t), wm(t))),

donde tomamos el operador P, restringido a la proyecciéon ortogonal
P i, de forma que ||Pm||£(H7H) < 1.

Para T > 0 fijo, por (2.20), (2.21) y por la proposicién 5 (pdgina 30), se
tiene

Il 22y < 19 Cms )
2
< |Bi1Q1M2 + Ba llun 011725 + Ba lwn (8|

L2(0,T)

2
< B9 T)? + By ||um 15,y + Bs lwmll 120,

< B1(|9] T)1/2 + BQ(CQ)p/2 + B3C4 :=Cs

2.3.3. Convergencia

Lema 2. Existen subsucesiones de Uy, Y W, que por comodidad también
se denotan como U, u,, , w, yw,, tales que

U — u fuertemente en L?(Qr), (2.29)
Wy, — w fuertemente en L?(Qr), (2.30)
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Y
Uy, — u, débilmente en LP(Qr) N L*(0,T;V), (2.31)
!, — @, débilmente en LP (Qr) + L*(0,T; V"), (2.32)
Wy, — w, débilmente en L*(Qr), (2.33)
) (2.34)

’

dondeu € LP(Qr)NL*(0,T;V), @ € LP (Q7)+L*(0,T; V'), w € L*(Qr)
yw € L*(Qr).

Demostracion. Se tiene LP' (Qr)+L2(0,T; V') € L¥' (0,T; V'): en efecto,
LP () c V', entonces LP (Qp) C LP (0,T;V"); como 2 > p/, tenemos
L2(0,T; V") € L¥ (0, T; V).

Por los estimados en el lema 1 obtenemos que la sucesién u!, estd
acotada en L¥’ (0,7; V"), mientras que u,, estd acotada en L?(0,T;V),
entonces u,, tiene una subsucesién que converge en L?(Qr) (ver el teo-
rema 10, pdgina 59). Como las sucesiones w), y w,, estdn acotadas en
L*(Qr), por un argumento andlogo se demuestra (2.30).

El espacio LP(Q7) N L?(0,T;V) es reflexivo (ver el teorema 6, pagi-
na 57). Luego, por la estimacién (2.21), u,, tiene una subsucesién que
converge débilmente en LP(Qr)NL%(0,T;V) (ver teorema 5, pagina 57).
Queda demostrado (2.31). Por un argumento analogo obtenemos (2.32)-
(2.34).

(
w!, — W, débilmente en L*(Qr),
(

O

Corolario 1. Para v;, i > 0, y para todo ¢ € D(0,T) se cumple

/OT/Qu:nwiw—/oT/ﬂuwi¢>’
T T
[ fyumo—s= [ ] wos

Demostracion. Como ;¢ € L2(Qr) N LP(Q7) N L?(0,T;V), por (2.31)
y (2.33) se tiene

/OT/Qu:nw/OT/Qumwm’a/oT/Quwm’
ATAw;wi¢=—ATAwmwi¢’+—/OT/waiqs’

O
Observacion 4. Como consecuencia del corolario anterior tenemos:
d - d -
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donde la igualdad se considera en D(0,T). De (2.35), se deduce que
las derivadas en sentido de distribuciones de v € LP(Qr)NL*(0,T;V) y
w € L2(Qr) se identifican con i € LP (Qr)+L*(0,T; V') c L¥ (0,T; V")
yw € L?(Qr) , respectivamente (ver la seccion A.2, pdgina 58).
Corolario 2. Para v;, i > 0 se cumple

T T
/Oawm(t),wszs(tndm a(u(t), 6)(t)dt V6 € D(0,T).

0

Demostracion. Como af(-,-) es una forma bilineal y continua definida
sobre V x V y ;¢ € LP(Qr) N L*(0,T; V) para cualquier ¢ € D(0,T),
entonces, la aplicacién

v e LX(Qr) N IX0.T5V) — / a(v(t), i (t))dt,

define un funcional lineal y continuo. Luego, el resultado se sigue inme-
diatamente de (2.31). O

Corolario 3. Para v;, i > 0, se cumple

/ ) [ 0ot — /OT [ 0w o

para todo ¢ € D(0,T).
Demostracion. Retomamos la notacién siguiente,

Por (2.29) y la continuidad de fi, se tiene que fi(u,,) converge a
fi(u) c.d. en Qp.

Por la proposicién 3 (pagina 28), la sucesién f1(u,,) estd uniforme-
mente acotada en LP (Qr), en efecto:

ol oy < m”fl‘
1)y < e + e ™|

<a (2T + e Jumlb s,
< (TP + ey
Entonces
f1(tm) — fi(u) débilmente en L” (Q7),

(ver el teorema 9, pagina 59), Por lo tanto

/OT/Qfl(um(t))%/Ji@ﬁ(t)dt — /OT/Qfl(U(t))me(t)dt.
40



2.3. EXISTENCIA DE SOLUCION GLOBAL

El termino restante se puede escribir como
f2(um)wm = (f2(um) — f2(u))wm + fo(u)wp,.
Tenemos que
T
| (la®) = matwt)ywnyvistae

< (o tm) — S ()8l 2o 0mll 20 -

Verificaremos que el lado derecho de la desigualdad anterior converge
a cero. Obsérvese que

1(fo(tm) = fo(w)idll72 (o) = ((Fa(um) = fa(w)?, (1:6)%)
El producto de dualidad en la igualdad anterior tiene sentido (re-

cuérdese que p=4): como 1; € LP(f2), tenemos que (v;¢)? € L*(Qr);
por la proposicién 3, f(un,)? y f(u)? estén acotados en L%(Qr), en efecto

2
Hf2(um) HLz(QT)
2
< les + ealul [755 6,
p/2
< (s(QIT)7 + 4 il o))

p/2

< ((QIT)7 +eica)
Por la continuidad de fo tenemos que (f2(un,) — fo(u))? converge a

cero c.d en Qr, entonces, otra vez por el teorema 9, (fa(um) — f2(u))?
converge a cero débilmente en L?(Qr), entonces

[(Falm) — ()il pagpy = 0, Vo € D(O,T).
Como |[wi|2(g,) estd uniformemente acotado, tenemos
T
/0 /Q(fQ(um(t)) — fa(u(t)))wp, (t);p(t)dt — 0, V¢ € D(0,T).

Para concluir la demostracién, como fa(u)d); € L(Qr), se tiene por
(2.33)

/OT/Qf2(U(t))wmwi¢(t)dt—> /OT/sz(U)wwth)dt.
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Corolario 4. Para v;, i > 0, se cumple

T T
/ / 9t (8), W (8)):0(t) dt — / / g(ult), w(t)ud(t)dt,
0 Q 0 Q

para todo ¢ € D(0,T).

Demostracion. Escribimos g(tm, W) = g1(tm) + g2ws,. Por la conti-
nuidad de g1, g1(un,) converge a gi(u) c.d. en Qr. La sucesién g1 (um,)
estd acotada en L2Qr:

|p/2’

2
lgn (om) | 2y < | o5 + 6 lim < 519 T)Y2 + e Jum 74, -

L2Qr

Entonces,
91(tm) — g1(u) débilmente en L*(Qr),

(por el teorema 9, pagina 59). Por lo tanto

/OT/le(um(t))wz'¢(t)dt_>/OT/le(u(t))wiqﬁ(t)dt Ve € D(0,T)

Finalmente, como w,, converge débilmente en L?(Q7), se tiene

T T
0 Q 0 Q

O

Lema 3. Las funciones u y w definidas en el lema 2 satisfacen (2.11)-
(2.12).

Demostracion. Por los cuatro corolarios anteriores se concluye que, para
¥, 1 > 1, las funciones u y w satisfacen

GO0 +a(u®) ) + [ Fu0,00), 0= (0F0) (230
Q
G000+ [ glu(t) w). v =0 (237)

donde la igualdad se considera en D’(0,T). Luego, como las funciones
¥, © > 0, son densas en V' se deduce que u y w satisfacen las ecuaciones
(2.11) y(2.12) en la definicién de solucién débil 3.

O

Observacién 5. Por la observacion 4 se tiene que (u,w) es una solucidén
fuerte en el sentido da la definicion 4.
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Continuidad

Por el lema 2 (pdgina 38) y la cadena de inclusiones (2.2) (péagina 26)
tenemos que u € LP(Qr)NL2(0,T;V) C LP(0,T; V') y w € L*(Qr). Por
la observacién 4 (pégina 39), u y w tienen sus derivadas en el sentido de
distribuciones, d;u y d;w, respectivamente en Lpl(QT) + L*(0,T; V') C
Lp/((o’ T)’ Vl) y Lz(QT)'

Por el teorema (11) (pdgina 59), se deduce que las funciones u : t €
0,T7] = u(t) € Vyw:t € [0,T] - w(t) € H son continuas. Con
respecto a u, solo se demuestra que es débilmente continua en V.

Por la observacion 4, también se tiene

1d

(Oult), u(t)) = 5 5 [a(®) 3

donde la igualdad se considera en D’(0, T'). Entonces, por (2.36), tenemos

(e, = —au(t) w(t)) — {F(u(t), w(®), u(t)) + (s(3. u(t))

(2.38)

entonces la funcién ¢ — ||u(t)\|§{ pertenece a H'(0,T), y por lo tanto
es continua de [0,7] en R. Se tiene como consecuencia que la funcién
u:t€[0,T] — u(t) € H es continua.

Como 4, (0) = uy vy wm(0) — wo en H (ver (2.19), pagina 33),
obtenemos que u(0) = ug y w(0) = wy.
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Capitulo 3

Existencia de solucion
Periodica

El resultado principal de este capitulo, y también el més importante
de la tesis, es el teorema 4 (pdgina 54) sobre la existencia de una so-
lucién T-periédica del problema (1.20)-(1.23). La demostracién consta
de tres partes: en la seccion 3.2 se construye una aplicacién de manera
que el problema de existencia de soluciones aproximadas T -periddicas es
equivalente al de la existencia de un punto fijo para tal aplicacién; en la
seccién 3.3 se demuestra, usando el teorema de punto fijo de Schauder,
que tal punto fijo existe; finalmente, por los resultados obtenidos en el
capitulo 2 se obtiene que existe una subsucesién de soluciones aproxi-
madas que converge en L?(Q7) a una una solucién T-periédica débil de
(1.20)-(1.23).

3.1. Notacion

Usaremos el modelo de Rogers-McCulloch centrado en el punto (.5, 0),
es decir, hacemos el cambio de variable & = u — u,..s y W = w. Adopta-
remos la siguiente notacion:

f(u’ w) =cqu+ fN(ua UJ),
g(u, w) = blu — csw),

donde
fN(u, w) = aru® + asuw — a1 (Uamp + utr)u2,
con

Cq = A1UtrUgmp, Uty = Uth — Ures, Ugmp = Upeak — Ures-
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De esta manera, el sistema de Faedo-Galerkin (2.16)-(2.18) se rees-
cribe como

umw:—w+@mmw—éﬁuwwwmmm+mwi@n
W () = Bt (£) — 5wim (1)), (3.2)

1=0,...,m.

donde @; := [;. ¢iids.
Definimos

U(t) = (wom (1), utm (), - - - s Umm (1)
W (t) = (Wom (£), Wi (t); - - s Wy (1))

Definicion 5. Denotamos

T={UW)e L*([0, 7], R#™+2) .
Ut+T)=U(t), Wt+T)=W(@1)},

dotado de la norma

_
HWMWw=<AWMW@MJ

Observacién 6. De manera natural, cada (U, W) € L} se identifica
con una solucion aproximada (U, W, ),

1/2

i=0 1=0

3.2. Reduccién a un problema de punto fijo

Considérese, por el momento, el sistema siguiente:

W, (1) = — (Ni + ca) wim () + hi(t) (3.3)
Wi (1) = b(wim (t) — cawinm(t)), (3.4)
1=0,...,m

Respecto a las funciones h;(t), sélo supondremos que son T-periddi-
cas y continuas.

La ecuacién lineal asociada a (3.3) no tiene soluciones periddicas dife-
rentes de la trivial. Bajo estas condiciones, se demuestra en [Farkas 1994,
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pags. 157-158] que (3.3) tiene una tnica solucién T-periddica dada por
la siguiente expresion:

-
wMﬂ=/ Ki(t, 7)ha(r)dr. (3.5)
0
con
Ko 1 e~Cite)t=m) if 0 <7 <t <T.
(7)) = T 0T | e (etedtH T o<t <t <T.

Si sustituimos la solucién de (3.3) en (3.4) obtenemos, por el mismo
argumento, que (3.4) tiene una unica solucién T-periédica dada por

T
wim(£) = b /0 Kot 7)im (7). (3.6)

Kb(t, T) ==

1 e7best=7)  f0<r<t<T,
1 —e-besT | e bes(t+T-7) ifo<t<71<T.

Usando (3.5) y (3.6), definimos una aplicacién (™ cuyas compo-
nentes son

CRIGING

7

fOT K;(t,7)hi(T)dr parai=0,...,m,

B { beT Ky(t, T)Ui—m—1m(T)dT parai=m+1,...,2m+1,

que envia a cada vector h(t) = (ho(t), h1(t),..., hm(t)) de funciones T-
periédicas y continuas en la dnica solucién T-periddica de (3.3)-(3.4).
Definimos la aplicacién G("™) componente a componente por

(U,W) € L3 —s Gi(U,W)(t) = — / I (s )5 + ()51

parai=0,...,m.

Observacién 7. Como (U,W) € L7, las funciones up, y wy, son T-
periddicas. Entonces, G;(U, W) es T -periddica. También se tiene que
G,(U, W) es continua.

Finalmente, considérese la composicién

K oglm . pm — pm
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cuyas Componentes son

(/c<m> o M, W)) (t)

%

B f K;(t,7)G;(U,W)(r) parai=0,...,m,
bfo Ky(t, T)Uiem—1.m(T)dT parai=m+1,...,2m+ 1.

Hemos obtenido el siguiente resultado.

Teorema 2. El sistema (3.1)-(3.2) tiene una solucion T -periddica si y
solo si la aplicacion

K oglm . pm oo

tiene un punto fijo.

3.3. Existencia de un punto fijo

Lema 4. FEl conjunto

E,={(UW)eLF:
1 1 .
sup |uim(t)|§)\—, sup |wim(t)|§)\—, i=0,....,m},
t€[0,7) i t€[0,7] i

es un subconjunto acotado convero y cerrado de L.

Demostracion. Sea (U, W) € E,,, entonces

[0 Zorss = Zlum DI P
=0 =0

’L

W\H

De manera andloga obtenemos que
W (#) g2 < 2.

Por lo tanto, el conjunto E,, es acotado en L.
Sean (UMW W) (UR W®) € E,,, por cilculo directo se verifica
que
aUD, W)+ (1 -a)(UPD, W) € B,

donde « € [0, 1]. En efecto, para i = 0,...,m, se tiene:
1 1 1
iy + (1= a)un] < ag+(1-a)1- <
1 1 1
law't) + (1 — a)w?| < a1y <1
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Tenemos que F,, es un conjunto convexo.
Sea (U™, W) una sucesién en L7 tal que

(U™ W™y (U, W), en LT,

Se tiene, para i =0,...,m y para t € [0, T], excepto un subconjunto de
medida nula, que

lim ul™ (8) = wim/(t)

™) —
Jim g, (1) = wim (1),

de donde se deduce que
|wim (£)] < 1/Aq
|wim (£)] < 1/ ;.

Por lo tanto tenemos que E,, es un subconjunto cerrado de L. [
Proposicién 6. Si (U, W) € E,, entonces, para todo t € [0, T] se cumple
[N (um (£), win (8)]| 1 < [a1 (ur + tamp + 1) + az] 7.

con
— . > 1
~ . 3/2
m:max{M123m2,M2333/2m2/ }, mo :;)\7’
donde Ml Y MQ son constantes tales que siv € V,

”v”L‘l(Q) < My o]y

[0ll Lo () < Mz lvlly

Demostracion. Sea (U, W) € E,,. Iniciamos la demostracién establecien-
do para todo t € [0, T] los resultados siguientes,

lam DI < 3ma, [lwm (O] < 3me. (3.7
En efecto,
m m m 1
lem @)y =[S wim (@] < S Ol 3l < 3
i=0 v i=0 i=0 "

U
< )
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entonces,

Obsérvese que

luego, como

tenemos

m o 2 m 4 m >~ 1

=0

El resultado para w,,(t) se obtiene de forma andloga. Usando (3.7)

obtenemos los estimados para las normas en H de u2, (t), u3,(t) y ty, (t)wm (t).

a2, ()|[5, = /Q [t (B)[* = [t (8) [ 01y < M ([t l3 < D93,
entonces
Hufn(t)HH < M?3ms.

De manera similar obtenemos la estimacién para Huf’n(t)HH, por la
inmersién continua de V en L%(Q) tenemos

2 6 —~ 6 —
(|, ()| = /Q [t (1) = [um (O)|76() < M3 [um @)y, < M33°m3,
entonces

. 3/2
3 @), < M3 2mdl?.

m

=

Por otro lado,

et ()03 ()77

OF <5 [ (un®l*+ w0

I
N>\>—‘N>\>—*b\
e
S
B
3

lum ()1}, ) + lom @1, )

(
(z\”if [t (8)[[3 + M} ||wm(t)ll‘é)

IA
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Por las consideraciones anteriores podemos concluir como sigue

[N (i (8), win (1))

< a1 (ur + Uamp) ||[um, ()] 5 + a1 ||us, (0] + a2 [t () wm ()]l
< a1 (g + Uamp) + a2] M1 3ma —|—a1M233/2 3/2

< a1 (uer + tamp + 1) + az]m

O
Lema 5. K™ o G(™)\(E,,) C E,,.
Demostracion. Sea (U,W) € E,,,. Parai =0,...,m, se tiene
(k) 0 gy, (U, W) (1)] <
T T
/0 Kt 7) /Q L (s (7), i () 517 + |34 / Ki(t, m)s(r)] dr,

Primero, acotamos el segundo sumando en la desigualdad anterior. Como
s(0) = s(T) = 0, integrando por partes obtenemos

~ T
s
K; =— Ki( < — K;
/ (t,7)s(T)dr y +C4/ (t,7)s'(T)dr < /\i/o i(t, T)dT

donde 3 = sup,¢[y 77 |s'(t)[. Por otro lado

T 1

entonces,

Por lo tanto

-
\ /0 K;(t,7)s(r)dr

< ||‘P||L2(1“1) ||¢i||L2(1“

i

w\ @)

||90||L2(r )M||1/Jz||L2

3.;\ @)

B ||<P||L2(FI)M§< ||<%’HL2(F1)M§
o )\12 - i ’

donde M es la norma del operador traza.
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CAPITULO 3. EXISTENCIA DE SOLUCION PERIODICA

Ahora, acotaremos el término restante. Por la proposicién 6 (pagina
49),

L1 )l
= HfN(um(T)7wm(T))HH < [a’l(utr + Uamp + 1) + a2] ﬁL7
entonces,

T
/ K (t,7) / Nt (7) w0 (7)) 13 7
0 Q

< [a1 (wer + Ugmp + 1) + az]m

(3.9)

Por (3.8) y (3.9) tenemos

[al(utr + Uamp + 1) + a2] m + M/S\||(p||L2(F1)

(K™ 0 gt (U W) (1)| <

Ai
Si imponemos la condicién
(a1 (usr + Uamp + 1) + a2 i + M3 [ @ll 1,y < 1, (3.10)
podemos concluir que
’(K(m) o G, (U, W) (t)’ < %, parai=0,...,m.

Ahora, parai=m-+1,...,2m+1,

‘(IC(’") 0 G"™); (U, W) (t)]

T
<b / Ky (1, 7| [u™) . (7)|dr < b
0

SN N S S
©  Nimm—1bes ANimme1 c3

T
/ Ky (2, 7)|dr
0

)\ifmfl

si imponemos la condicién

e3> 1, (3.11)
tenemos
1
(K™ o gtmy, (U, W) (t)| < , fori=m+1,...,2m+ 1.
1—m—1
Hemos demostrado que K™ o g<m>(Em) C E,,. O

Lema 6. La aplicacidn K™ o G es compacta.
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Demostracion. Por calculo directo,

T T T T
// Kt 7)[2 drdt < oo, // Kyt 7)|? drdt < oo.
0 0 0 0

Entonces, por un resultado cldsico [Porter 1990, pag.72], sabemos que
los operadores siguientes son compactos:

.

¢€L2([O»ﬂ,R)H/O Ki(t,7)¢(T)dr € L*([0,T],R), i=0,...,m.
T

¢€L2([0,7’],R)H/0 Kyt 7)(r)dr € L2(0, T], R).

Verificaremos que g}m) (Enm),i=0,...,m,esacotado en Ly([0, T], R).
En efecto, sea (U, W) € E,,, entonces

g™ (U.W) (1)

s/ \fN<um,wm>||wi\+|s<t>|/ oll4]
<N (s w4 + ( sup s<t>> el Lagryy M 19l 5
te[0,7]

< a1 (wer + Uamp + 1) + az]m + ( sup S(t)> H‘pHL?(Fl) ]T/f’
te[0,7]

donde M es la norma del operador traza. Por lo tanto

< <[a1(Utr+uamp+1)+az]ﬁl+ sup S(t)¢|L2(r1>J\7,> VT,

t€[0,7]

G (U.W)

Ly ( [077_] 1R)

donde el lado derecho de la desigualdad anterior es constante.
Por las consideraciones anteriores podemos concluir que las aplica-
ciones

-
(K™ o gm)y, (U, W)(t) = /0 Ki(t,7)G(U,W)(r)dr, i=0,...,m

envian conjuntos acotados de E,, en conjuntos precompactos. La demos-
tracién correspondiente para

(K™ oG™), i=m+1,...,2m+1

es inmediata. Por lo tanto, la aplicacién K™ o G(™ es compacta. [
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Por los lemas 4, 5, 6 y el teorema de Schauder de punto fijo (pagina
57), hemos demostrado el resultado siguiente.

Teorema 3. La aplicacién K™ o G™) tiene un punto fijo en E,

Teorema 4 (Existencia de solucién T-periddica). Supongamos que se
cumplen las condiciones (3.10) y (3.11). Entonces, existe una solucion
débil del problema (1.20)-(1.23), en el sentido de la definicion (3), que
es T -periodica.

Demostracion. Por los teoremas 2 (pdgina 48) y 3, sabemos que para

toda m > 0, el problema de Faedo-Galerkin (3.1)-(3.2) (pégina 46) tiene

una solucién 7 -periédica (Uy(n), P ))
se identifica con (usn),w,(ﬁf)) (ver la observacién 6, pagina 46). Como

( (») (:D))

mo

. De manera natural, esta solucién

€ E,,, se tiene

[0, <25 <305 =

o], <

Entonces, por la observacién 3 (pagina 33) y el lema 2 (pigina 38),

se tiene que existen subsucesiones, que también denotamos ugn y wﬁ,’f),

tales que

ul? — P en L2(Qr), (3.12)
w®) = w® | en L2(Qr), (3.13)

donde (u(?) w®)) es una solucién débil del problema (1.20)-(1.23) en el
sentido de la definicién (3). Como para toda m > 0 (um, ® wfﬁ)) es T-
periédica, de (3.12) y (3.13) se deduce que (u?), w®)) es T-periédica. [

Observacion 8. Hemos encontrado que es necesario imponer restric-
ciones para los pardametros del modelo:

1- M§||<P||L2(F1)

[al(utr + uamp + ]-) + a2] S 7’774

(3.14)

0321.

Estas condiciones sugieren informacion sobre el fenomeno que se mo-
dela. Tenemos en el lado izquierdo de (3.14) pardmetros relacionados
unicamente con las corrientes ionicas a través de la membrana celular,
mientras que en el lado derecho aparecen pardmetros correspondientes a
la activacion, la propagacion y la geometria de la region 2. Por lo tanto,
podemos considerar esta desigualdad como una condicion de balance.
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Conclusion

Se ha propuesto un modelo matematico que representa la actividad
eléctrica en un ventriculo aislado del torso y que es estimulado periédica-
mente. La forma en la que el estimulo eléctrico es aplicado se corresponde
con el mecanismo por el cual las fibras de Purkinje estimulan la pared
interior del ventriculo. Para representar el flujo de iones a través de la
membrana celular se ha considerado un modelo simple de dos variables
pero que reproduce de manera cualitativa las principales caracteristicas
del potencial de accién de una célula del corazén.

Para este modelo se obtuvieron dos resultados:

1. Se ha demostrado que tiene solucion débil en el sentido de la defini-
cién 3, para lo cual ha sido necesario recurrir a la formulacién varia-
cional tanto en la variable espacial como en la temporal. Ademsds,
esta solucion débil es también una solucién fuerte en el sentido de
la definicion 4.

2. Se ha demostrado la existencia de una solucién periédica cuando
se le aplica un estimulo periédico adecuado. El periodo de la solu-
cién coincide con el del estimulo. En este caso, ha sido necesario
hacer suposiciones adicionales sobre los pardametros del modelo.
Queda pendiente como trabajo futuro las cuestiones de unicidad y
estabilidad de la solucién periddica.
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Apéndice A

Resultados clasicos

A.1. Resultados de analisis funcional

Teorema 5. Sea X es un espacio de Banach reflexivo y sea x,, una su-
cesion acotada en X. Entonces existe una subsucesion x,, que converge
débilmente en X

Demostracion. [Brezis 2011, teorema 3.18, p. 69] O

Teorema 6. Sea X un espacio de Banach reflexivo y sea M C X un
subespacio lineal cerrado de X. Entonces M es reflexivo

Demostracion. [Brezis 2011, prop. 3.20, p. 60] O

Teorema 7. Sea a(-,-) una forma bilineal definida en V x V' simétrica
y coercitiva, entonces, existe una base ortonormal de H formada por
vectores propios ¥; € V tal que

Yo € ‘/a a’(w’iav) = Ai(whv)a
donde los valores propios \; forman una sucesion creciente

M< <. .<An<...,

ademds, la sucesion {)\;1/2%} forma una base ortonormal de V' para el
producto escalar a(-,-)

Demostracion. [Raviart 1992, teo. 6.2-1 y rem. 6.2-2, p. 137-138] O

Teorema 8 (Teorema de punto fijo de Schauder). Una aplicacion conti-
nua y compacta en un conjunto cerrado, acotado y convezro de un espacio
de Banach tiene un punto fijo.
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APENDICE A. RESULTADOS CLASICOS

A.2. Los espacios LP(0,T; X)

Sea X un espacio de Banach, denotamos por LP(0,T; X) el espacio
de las funciones t — f(t) de [0,7] — X que son medibles con valores en
X tales que

T 1/p
”f”Lp(O,T;X):(/O If(t)||§(dt> < o0, (A1)

con esta norma LP(0,T; X) es completo. Observar que
LP(0,T; LP(Q)) = LP(Qr), (A2)
donde Q7 = [0,7T] x Q.

Es necesario dar una definicién de la derivada de un elemento de
L?(0,T; X), para ello consideraremos el espacio de las distribuciones
sobre [0, 7] con valores en X, ver [Lions 1069, p.7].

Definicién 6. Definimos D'(0,T;X), el espacio de las distribuciones
sobre [0,T] con valores en X, como

D'(0,T; X) = L(D(0,T); X), (A.3)

donde D(0,T) es el conjunto de las funciones infinitamente diferenciables
de soporte compacto en (0,T)

Si f € D'(0,T; X) podemos definir su derivada en sentido de distri-
buciones como 9f/dt € D'(0,T; X) dado por

Dw=-1(%). werom, (A4

Si f € LP(0,T;X) le corresponde una distribucién f en D'(0,T;X)
definida de la siguiente manera

f(9) :/0 f®)o(t)dt € X, Yo e D(0,T). (A.5)

De esta manera, podemos definir la derivada en sentido de distribuciones
de una funcién f € L?(0,T; X) como

of

T
@) == [ fywd. voeDO.T)
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Teorema 9. Sean Q7 un abierto acotado de R x RN, f, y f funciones
de LP(Qr), 1 < p < 00, tales que

”anLP(QT) <C, fn — fcp.enQr,
para una cierta constante C' > 0, entonces,
fn — f débilmente en L?(Qr),
Demostracion. [Lions 1069, lema 1.3, p. 12] O

Teorema 10. Sean By, B y B tres espacios de Banach tales que
1. By C B C By, con B; reflexivo, i = 1,2,
2. la inmersion By — B es compacta.
Definimos para T finito y 0 < p; < o0, i =0,1,
W21 (0, T; By, By)

d
:{“ | e LP(0,T; By), v’=d§€”l<o,T;Bl>},

dotado de la norma [[v|| oo o 1.y) + 1Vl Lo (0.7, Se tiene que
WhroP1(0,T; By, By) es un espacio de Banach y

WhPoPL(0, T By, By) C L*(0,T; B).
Ademds, la inmersion de W1PoP1(0,T; By, By) en LP°(0,T; B) es com-
pacta.
Demostracion. [Lions 1069, th. 5.1, p.58] O
En la siguiente proposicién denotamos por E cualquiera de los dos
espacios V o H.

Proposicién 7. Sea u € LP°(0,T; E) con py > 2, entonces,
u € Whror(0, T E, E') siy sélo si existe una funcién @ € LP*(0,T; E')
tal que

T T
—/ (u, 0)@" :/ (@,0) o p & Vo D(0,T), Vo E.
0 0
Es decir, @ es la derivada de u en sentido de distribuciones y es la unica
funciéon en LP2(0,T; E') que satisface

d ~
%(u,v) =(U,V)pryp, YvEE.

Teorema 11. Si f € LP(0,T;X) y &:f € LP(0,T;X) (1 < p < 00),
entonces , [ es continua c.d. de (0,T) en X.

Demostracion. [Lions 1069, lema 1.2, p.7] O
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