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Resumen

Las pruebas de no-inferioridad (NI) para dos muestras independientes son
procedimientos estadisticos desarrollados con el objetivo de verificar si existe
evidencia muestral de que un tratamiento nuevo es igual, superior, o ligera-
mente inferior a un tratamiento estandar o control activo. Tanto en las pruebas
estadisticas de no-inferioridad como en las de superioridad (S) para compara-
cion de dos muestras, se requiere que la regién critica sea un conjunto convexo
de Barnard (CCB), esto debido a dos razones principales. La primera es de tipo
computacional, y consiste en que cuando se trabaja con regiones criticas que
son conjuntos convexos de Barnard, se reduce el tiempo de cémputo al calcular
los tamanos de la prueba y la segunda es de sentido clinico, que corresponde a
la naturaleza del ensayo clinico. Sin embargo, algunas de las pruebas existen-
tes en la literatura tienen regiones criticas que no son conjuntos convexos de
Barnard, por lo cual es importante poder construir, a partir de una prueba de
NI/S dada, una prueba que garantice que la regién critica sea un CCB. En este
trabajo se propone un procedimiento, mediante el cual, a partir de una prueba
de NI/S dada, se construye otra prueba de NI/S cuya regién critica es un CCB
cumpliendo dos condiciones importantes, la primera condicién consiste en que

la region critica original esté contenida en la regién critica de la nueva prueba

XIII



y la segunda condicién es que para cualquier nivel de significancia nominal,
la regién critica de la nueva prueba siempre es un CCB, méas ain, la prueba
que se obtiene es una prueba éptima, en el sentido que la nueva prueba agrega
solamente los puntos necesarios a la regién critica original de tal forma que
se convierta en un CCB. Para mostrar el buen funcionamiento de este pro-
cedimiento, se considera la prueba de Blackwelder (ver |Almendra-Arao et al.
(2013)) con una configuracién particular de pardmetros, cuya regién critica no
es un CCB y se muestra que la nueva prueba que se obtiene mediante la meto-
dologia que se propone en el presente trabajo posee una region critica convexa.
Cabe mencionar que este procedimiento se puede aplicar a cualquier prueba
de no inferioridad o superioridad para dos muestras binomiales independientes.
Para el caso de comparacién triple se establece la definicién de un conjunto
convexo de Barnard al cual nombramos CCB-3D, e inspirados por los resul-
tados presentados en |[Almendra-Arao y Sotres-Ramos| (2012), se establece un
teorema para pruebas de no-inferioridad de comparacién triple, el cual afirma
que si la regién critica de la prueba es un CCB-3D, entonces el tamano de la
prueba es igual al maximo de la funcién potencia sobre la frontera del espacio
nulo. Finalmente, se ilustra este teorema mediante un estudio numérico para
tres muestras binomiales independientes utilizando la prueba de razén de ve-
rosimilitud considerando a la razén de proporciones y a la razéon de momios

como funciones margen de no-inferioridad.



Capitulo 1

Introduccion

Motivacion del tema

En las ultimas décadas, el desarrollo de nuevos medicamentos se ha incre-
mentado por dos razones principales, una de ellas se debe a la evolucion de virus
que actualmente presentan mayor resistencia a los medicamentos ya existen-
tes, otra razén se debe al descubrimiento de nuevas enfermedades detectadas.
Aunado a esto, el desarrollo tecnolégico ha hecho posible que la industria far-
macéutica tenga un crecimiento acelerado en este tema. Dada la problematica
de apariciéon de nuevas enfermedades, parece inevitable la creacién de nuevos
medicamentos, lo cual conlleva a consecuencias naturales en cuanto a la aproba-
cién o no aprobacién de tales medicamentos. Uno de los principales problemas
es el diseno de ensayos clinicos; el cual tiene como objetivo establecer la me-
todologia para la aplicacién de los nuevos medicamentos en pacientes, para
posteriormente realizar el estudio de efectividad del nuevo medicamento, en

esta etapa del diseno del ensayo clinico es necesario la intervencion de agencias
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reguladoras. Algunas agencias reguladoras son:“Food and Drug Administra-
tion” (FDA), la cual regula la fabricacién, comercializacién, distribucién y el
suministro de alimentos y medicamentos tanto para humanos como veterina-
rios en Estados Unidos; “The Committee for Medicinal Products for Human
Use” (CHMP), anteriormente conocido como “The Committee for Proprietary
Medicinal Products” (CPMP) que es responsable de preparar dictdmenes sobre
cuestiones relativas a la aplicacién de medicamentos de uso humano en la Unién
Europea; y, “The International Conference on Harmonisation of Technical Re-
quirements for Registration of Pharmaceuticals for Human Use” (ICH), el cual
es un organismo que reune a las autoridades reguladoras y farmacéuticas de
la industria Europea, Japonesa y de los Estados Unidos de Norteamérica para

discutir aspectos técnicos y cientificos para el registro de medicamentos.

Este trabajo de investigacién se centra en el marco de las pruebas de NI
para dos proporciones independientes. Tanto en las pruebas estadisticas de NI
como en las de S, el que la regién critica sea un conjunto convexo de Barnard,
juega un papel central, debido a dos razones principales. Una es de naturaleza
computacional y se basa en el hecho de que el cdlculo de los tamanos de prueba
es un problema computacionalmente intensivo, debido a la presencia de un
pardmetro perturbador; pero dicho célculo se reduce considerablemente cuando
la regién critica es un conjunto convexo de Barnard. La segunda razén es que
las regiones criticas deben ser conjuntos convexos de Barnard pues en caso
contrario las correspondientes pruebas estadisticas carecen de sentido en el area
de ensayos clinicos que es el area donde habitualmente son utilizadas. Por las
razones expuestas es deseable que las regiones criticas de pruebas de NI/S sean
conjuntos convexos de Barnard, sin embargo, algunas de las pruebas existentes
en la literatura no cumplen esta condicion, debido a ello, es importante poder

construir, a partir de una prueba de NI/S dada, una prueba que garantice que
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DEL ARTE

la regién critica sea un conjunto convexo de Barnard.

1.1. Presentaciéon del tema de investigacion y

estado del arte

Las pruebas de no inferioridad son comuinmente utilizadas en el contexto de
ensayos clinicos, debido al papel tan importante que desempenan por ejemplo
para la aprobacién de nuevos medicamentos, se requiere que cumplan con las
recomendaciones que las principales agencias reguladoras internacionales esta-
blecen (FDA,CPMP y ICH) con el objetivo de construir pruebas de hipétesis
que proporcionen resultados inferencialmente validos, asi como también para el
buen uso de dichas pruebas estadisticas, por ejemplo dichas recomendaciones
son ampliamente discutidas en [FDA| (2001)), CPMP| (2004a)), CPMP)| (2004b),
CPMP,| (2005)), FDA| (2010)), ICH] (2010).

Por otra parte, diversos investigadores han atendido las recomendaciones
que establecen las agencias reguladoras, y han realizado diversas aportaciones
al tema de pruebas de no inferioridad, a continuaciéon se describen las més

relevantes.

En [Martin Andrés y Herranz Tejedor| (2004b)) se menciona la importancia
de que la regién critica de una prueba estadistica sea convexa en el sentido de
la definicién establecida por Barnard, haciendo énfasis en que para cualquier
regién critica de una prueba de no-inferioridad, se debe verificar que se cumpla
la propiedad de convexidad o de lo contrario se debe imponer dicha condi-
cién como sucede en el caso de las pruebas exactas. Por otra parte Rohmel y

Mansmann! (1999)) apoyan el hecho de que las regiones criticas sean conjuntos
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convexos de Barnard, los autores establecen un teorema que les permite calcular
los niveles de significancia para pruebas de no inferioridad de forma eficiente,
dicho teorema estd fundamentado en que si la region critica de una prueba de
no-inferioridad es un conjunto convexo de Barnad, entonces el méaximo de la
funcién potencia asociada a la prueba estadistica se localiza sobre la frontera
del espacio paramétrico nulo, lo cual permite reducir el tiempo de céomputo

para llevar a cabo los calculos de los tamanos de la prueba.

Debido al rol que desempenan las regiones criticas que son conjuntos con-
vexos de Barnard desde el punto de vista clinico como del estadistico, en
Almendra-Arao| (2011 se realiza un estudio detallado sobre los conjuntos que
cumplen con la condicién de convexidad de Barnard, a los cuales nombra con-
juntos convexos de Barnard. En dicho trabajo se muestran propiedades im-
portantes de los conjuntos de Barnard como por ejemplo que los conjuntos
convexos de Barnard forman una geometria convexa y que cada cada conjunto
convexo de Barnard posee una base tinica, es decir, si se considera a C()) como
la coleccion de todos los subconjuntos del espacio muestral x que son conjuntos
convexos de Barnard, entonces un conjunto B C x es una base de un conjunto
C € C(x) si B genera a C'y B es el conjunto mds pequeno desde la perspectiva
de inclusion que genera a C'. Ademds, introduce el concepto de cdpsula convexa
de Barnard, y conjuntamente con estos resultados desarrolla un algoritmo pa-
ra construir la capsula convexa de Barnard de cualquier regién critica, el cual
aplica a la prueba estadistica de Blackwelder establecida en Blackwelder| (1982)
(cuya regién critica no es un conjunto convexo de Barnard) para poder aplicar

el teorema de Rohmel y Mansmann.

Almendra-Arao y Sotres-Ramos| (2012) generalizan el teorema de Réhmel y

Mansmann tanto para pruebas exactas como pruebas asintoticas, ademas mues-
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tran diversas configuraciones de pardmetros para las cuales la regién critica de

la prueba de Blackwelder no es un conjunto convexo de Barnard.

Atendiendo a las recomendaciones de las agencias reguladores que abordan
la eleccién del margen de no inferioridad, en |Almendra-Arao et al.| (2016a) se
analizan las sugerencias establecidas por dichos organismos para la eleccién
del margen de no-inferioridad para ensayos anti-infecciosos, asi como también
se examinan algunas funciones margen de no inferioridad establecidas en la
literatura para estudiar su comportamiento con el fin de establecer propieda-
des tedricas de caracter general de las funciones margen que deberdn cumplir
para su aplicacién y buen uso cuando se desea contrastar medicamentos anti-
bacteriales. Posteriormente considerando las propiedades que una funcién mar-
gen de no inferioridad debe poseer, en |Almendra-Arao et al.| (2017) se propone
una familia paramétrica de funciones de no-inferioridad para pruebas de no
inferioridad en el contexto de ensayos clinicos anti-infecciosos, la importancia
de esta nueva familia de funciones se debe a que dicha familia retine todas las
recomendaciones establecidas por la FDA y CPMP y maés aun estas funciones
poseen propiedades matematicas que permiten una mejor aplicacién, por ejem-
plo que se pueda implementar el método de Newton para realizar los calculos

de los tamanos de prueba.

En trabajos anteriores se consideraba al margen de no inferioridad como
una cantidad fija que se establecia a priori, y puesto que el margen de no
inferioridad depende de la tasa de éxitos en el grupo control, en |Zhang| (2006])
se argumenta porqué no es adecuado considerar al margen de no inferioridad
como una cantidad fija, ademads, proporciona un tipo de prueba basado en el
método delta utilizando una funcién de margen suave, que incluye a la prueba

de Wald, y a la prueba Score entre muchas otras.
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Existen situaciones clinicas en las que se requiere y es posible realizar una
triple comparacién que involucra un placebo, un tratamiento de control cuya
eficacia es conocida y un tratamiento nuevo con el principal objetivo de com-
parar la eficacia con respeto al placebo y al tratamiento de control, desde el
punto de vista de ensayos clinicos una forma de realizar esta triple comparacién
es mediante la triple comparacién de no inferioridad, en el cual se incluye el
tratamiento nuevo, un tratamiento de control y un placebo, tal como lo sugie-
ren las agencias reguladoras como the ICH (The International Conference on
Harmonisation of Technical Requirements for Registration of Pharmaceuticals
for Human Use) and EMEA /CPMP (European Medicines Agency/Committee

for Proprietary Medical Products).




Capitulo 2

Preliminares

2.1. No-inferioridad para dos muestras binomia-

les independientes

Sean X7, X, dos variables aleatorias independientes e idénticamente distri-
buidas X; ~ Bin(n;,p;) para i = 1,2, entonces la funcién de verosimilitud

conjunta para Xi, Xo es

n T ni—x n T no—x
L(p1,p2,x1,22) = (xi)pll(lpl) ! 1< )p22(1p2) 272

2
T2
donde 21 € {0,1,...n1}, 22 € {0,1,...n2} y p1, p2 € [0, 1].

Un contraste de hipétesis para no-inferioridad es como sigue

Ho:pa < g(p1) wvs Hi:pz>g(p1), (2.1)

donde I es un intervalo cerradoy g : I C [0,1] — [0, 1] es una funcién no decre-
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ciente tal que g(p1) < p1. Destacan las siguientes elecciones de g; la diferencia

de proporciones denotada por gpr(p1) := p1 — 0o, la razén de proporciones
P1

o +p1(1 — 7o)

tamos por Oy = {(p1,p2) : p2 < g(p1)} al espacio nulo correspondiente a la

9rr(p1) := p1ro y la razén de momios gor(p1) := y deno-

hipotesis Hy.

La prueba de razén de verosimilitud para contrastar la hipétesis[2.1]se define

como
A(X) = SUD (5, pa)e0, L(X,;P1,p2) _ L(X, p2) (2.2)
Sup(plyp2)€@ L(X7P17P2) L(X,ﬁ2)7

donde py = X3 /n9, p1 = X1/n1 son los estimadores de méxima verosimilitud y

D1, P2 = g(p1) son los estimadores de maxima verosimilitud restringidos a .

El siguiente teorema provee condiciones bajo las cuales el estimador de

méxima verosimilitud (EMV) se localiza en la frontera de ©O.

Teorema 2.1.1. Sea # € © C RF y Oy C O, donde ©y y O son cerra-

dos. Sea (X1, Xa,...,Xy) un vector de variables aleatorias independientes con
densidad f;, respectivamente para i = 1,2,...,n tal que para cada realizacion
T1,T3,...,T, S€ cumple que

lim  f(z;,0) =0.

[16]] =00

Suponga que la funcién de verosimilitud L(0) =[]\, f(x:,0) es diferenciable
en 0 y el gradiente de L(©), (gradL(0) # 0) para todo 0 en el interior de
B¢ (Int(©y)), entonces el estimador de mdzima verosimilitud existe y tenemos
para algin EMV

{010 := argmazeco,L(0)} C 06, (2.3)

donde 0©q denota la frontera de Oy.
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Demostracion. Ver [Skipka; (2003)) O

Si se consideran dos variables X7, X5 independientes con X; ~ Bin(n;, p;)
para ¢ = 1,2, y se considera la hipdtesis , entonces para una funcién
margen de no inferioridad g, se tiene que Oy = {(p1,p2) € [0,1] x [0,1] =
[0,1]2 : po < g(p1)} es un subconjunto cerrado de R? y f;(x;, p;) para i = 1,2
cumplen las condiciones del Teorema [2.1.1} Por lo tanto los estimadores de
maxima verosimilitud para p; y p2 se encuentran en la frontera de Oy, es decir,

se encuentran en el conjunto 00y = {(p1,p2) : p2 = g(p1)}-

Para determinar los estimadores de maxima verosimilitud para p; y ps =

g(p1) restringidos a Oy, se considera lo siguiente. Sea
n _ Up _
Dipropnnaa) = ()1 = = (72 gt (0 o)

entonces

n
log L(p1, p2, x1,22) = log (;) + z11ogp1 + (n1 — 1) log(1 — p1)
1

n
1o (") + a0 () + (12 = a2) (1 = g(p1)

asi

Olog L(p1,p2, w1, w2) _ w1 (m—x1)  @2g'(p1)  (n2 — 72)g'(p1)
om D1 I-m 9(p1) 1—g(p1)
X1 —nip1 '(p ) T3 — n2g(p1)

- p(l—p) gp1)(1 —g(m))]"
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Por lo tanto, el EMV restringido p; para p; es una raiz de la ecuacién

810g L(p17p27xlax2>
op

:O’

tal que L(p1) se maximice.

Estimadores de maxima verosimilitud para la razén de proporcio-

nes g(p1) = rop1 con 0 <7y < 1.

El estimador p; corresponde a la solucién de la ecuacién cuadratica

r1 —mp1 T2 — N2ToP1

p1(1—=p1)  pi(1—rop1)

La cual tiene las siguientes soluciones

oyt rtr(ng +a) — V(1 + 22+ 7(ng + 21))2 — 4r(ng + na)(z1 + 72)
b1 2r(ny + ng) ’

i+ +r(ne 4 x1) + /(01 + @2+ r(ng + 1)) — dr(ng + ng) (w1 + 32)
P 2r(ny + ng) ’

de las cuales el valor que maximiza a L(p;) corresponde a

_ nptas+r(ng + ) — \/(nl + 29+ 7(ne + x1))% — 4r(ny + ng)(z14)
2r(ny + na)

p1 =

y D2 := P17o.

Estimadores de méxima verosimilitud para la razén de momios
P

——— , con g > 1.
To +p1(1 —7’0)’

g(p1) =

El estimador p; corresponde a la solucién de la ecuacién cuadratica

T1 —nip1

T2 *”29(?1) -0
p1(1—p1)

+9') g(p1)(1 = g(p1))
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INDEPENDIENTES

la cual tiene las siguientes soluciones

—b—Vb% — dac

b1 = 9 y

a

» —b+ Vb? — dac

1=,
2a

donde a =ni(r—1),b=x1 +x2 —no —r(n1 +x1 +x2), ¢ = r(x1 + x2). De las
cuales el valor que maximiza a L(p;) corresponde a
. —b—Vb? — 4ac

b1 = 24 )

. D1
ro+p1(1—ro)’

Skipka| (2003) demostré que para funciones g(p;) continuas y dos veces
diferenciables, bajo ciertas condiciones la transformacién —2log A(X') sigue una

distribucién ji — cuadrada,

1 1

donde Fx';’ denota la funcién de distribucién acumulada de una variable alea-

toria Ji — cuadrada con un grado de libertad.

Asi,

a=P[NX) <
= P[-2log A(X) > —2log (]
=1-—P[-2log\(X) < —2log(]

1 1
=1--- §P [X2 < —210gc]

o= N

P [X2 < —210gc] .

N | =

11



CAPITULO 2 PRELIMINARES

Entonces,

1 9 _ 1
—§P[x S—?logc}—a 5

= P [x* < —2logc] =1-2a

= F\2(—2logc) =1 - 2a

= —2logc = FX—21(1 - 2a).
1

Es decir, —2logc es el 1 — 2« cuantil de la distribucién Ji — cuadrada con
un grado de libertad, el cual denotaremos por xi_2,. Entonces para o € R la

region critica de la prueba de razén de verosimilitud a un nivel « es
Ry(a)={zx e x: Az)<a}={zre€x:—-2logA(z) > X1-20}-
La funcién potencia para la prueba de razén de verosimilitud es

Blpips) = Y, Ll@,ylpi,pa).

(z,y)ERA(a)

Si se considera la razon de verosimilitud para los casos razon de proporciones
y razén de momios, se observa que las regiones criticas que se obtienen, constan
de dos regiones ajenas de puntos que se acumulan en esquinas opuestas ver
Figuras[2.1]y 2:3] La regién de puntos de la esquina inferior derecha, son puntos
que no se deben incluir en la regién critica debido a que estos puntos podrian

llevar a estimaciones incorrectas de los pardametros p; v ps.
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INDEPENDIENTES

En virtud de lo anterior, se hace indispensable introducir el concepto de es-

pacio muestral licito, establecido en Martin Andrés y Herranz Tejedor| (2004a)),

Martin Andrés y Herranz Tejedor| (2004b)) de acuerdo con dichos autores se

define el espacio muestral licito para la hipétesis (2.1) como x' = {(z1,22) €

X :p1 < g(p2)} donde py = x1/n1, P2 = x2/no.

En las Figuras[2.2)y [2.4] se muestra el espacio muestral licito correspondiente

a la razon de proporciones y a la razéon de momios respectivamente.
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Region de rechazo razon de proporciones restringida
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Region de rechazo razén de momios restringido

30

25
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Figura 2.3: R, para razén de mo-
mios.

Espacio licito para razén de momios restringido

30
1

25

20

Figura 2.4: Espacio muestral licito
para razén de momios.

Puesto que el objetivo es utilizar la prueba de razén de verosimilitud y
ademas se quiere evitar estimaciones incorrectas; de aqui en adelante cuando se
mencione la regién critica de la prueba de razén de verosimilitud, se entendera
que se refiere a la regién critica intersectada con su correspondiente espacio

licito salvo que se indique lo contrario.
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CAPITULO 2 PRELIMINARES

Asi, la regién que se trabajard tiene la forma

Ry ={(z,y) € x 1 M2,y) = x1-2a} N X-

2.2. Pruebas interseccién unién (PIU)

En esta seccién se establecen dos teoremas que demostré|Berger| (1997)), tales
teoremas proporcionan condiciones para las cuales las pruebas de intersecciéon

unién son de tamano « o de nivel a.

Cuando se considera el contraste de hipdtesis Hy wvs Hip, en el cual la
hipétesis nula corresponde a la unién de k conjuntos, es decir, O = U¥_, ©;.

Entonces dicho contraste de hipotesis se puede escribir como sigue.

k k
Hy:0€|J©; vs Hy:0€ ()6 (2.4)
i=1 i=1
Sea R;, 1 =1,2,...,k que denota una regién critica para una prueba Hy; : €

©; vs Hy; : 6 € ©f entonces la prueba PUI para (2.4) es la prueba con regién
critica R = ﬂle R;, es decir, se rechaza la hipétesis Hy si y sélo si se rechaza

cada una de las hipétesis Hy;.

Teorema 2.2.1. Si Y; es una prueba de nivel o de Hy; para i = 1,2,...,k
con region critica R;, entonces la prueba interseccion union con region critica

R= ﬂle R; es una prueba de nivel o de Hy en .
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2.2. PRUEBAS INTERSECCION UNION (PIU)

Demostracion. Sea 6 € O fijo, entonces 6 € ©; para algin i =1,2,... k.

Py[Rechazar Hy| = Py[Y(z) < (]
= Py[T1(x) < e, To(x) <egy..., Ti(z) < i
<sup{P[T1(z) < 1], Py[Ya(z) < ea],..., Po[Tr(x) < i}

=Py[T(z) <¢;] Paraalgin j=1,2,... k.

Aplicando el supremo en ambos lados de la igualdad anterior tenemos lo si-
guiente

sup Py[Y(z) < (] < . (2.5)

El Teorema asegura que para el caso de pruebas interseccién unién no
hay necesidad de aplicar un ajuste como el de Bonferroni para el desarrollo de

pruebas de comparaciéon miltiple que no sean de interseccién unién.

Teorema 2.2.2. Parai=1,2,... k suponga que R; es una region critica de
una prueba estadistica Y; para probar Hy; vs Hy; para cada j =1,2,....k y si
Jj# 1y R; es una region critica de una prueba estadistica Y; para probar Ho;
vs Hy;. Suponga que existe una sucesion de puntos paramétricos 0;, 1 =1,2...,
en ©; tal que

lg%lo Py (X € R;) =q,

y para cada j =1,...,k, j #1,
lim PQZ(X S Rj) =1
=00

Entonces la prueba IU con region critica R = ﬂle R; es una prueba de tamano
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«a de Hy vs Hi.
Demostracion. Sea 0; € O fijo, entonces 0; € ©; para algin i =1,2,...,k .
k
Py[X € Rl =Py [X € | Ry
i=1

= Py,[{X € R1},{X € Ro},...,{X € Ry}]

k
=[[Po1x € R,

i=1
calculando el limite en ambos lados se tiene lo siguiente.

k
lim Pp,[X € R = lim [[ Py [X € R)]
l—o00

l—00 -
=1

k
=[] lm Py [X € Ry
i l—o00

= .

2.3. No-inferioridad para tres muestras bino-

miales

En el area de ensayos clinicos cuando ol objetivo es probar no inferioridad
en una comparacioén triple, se consideran tres muestras en las cuales se aplican
distintos tratamientos o medicamentos. Existen algunas situaciones de interés
clinico en las que se involucran uno o dos tratamientos nuevos, uno o dos

tratamientos estandar y un placebo. Dichas situaciones se pueden plantear
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2.3. NO-INFERIORIDAD PARA TRES MUESTRAS BINOMIALES

mediante los siguientes juegos de hipdtesis

H641P3§91(P1) o p3 < ga(p2) s Hfip3>91(p1) Yy p3> g2(p2),
HP :ps<agilp1) v p3<galp2) vs HP :p3>gi(p1) o ps> ga(pa),

H§¢p3§g1(pz) o p3>g2(p1) vs H1CZP3>91(P2) Yy p3 < g2(p1),

en donde p; representan las verdaderas probabilidades de respuesta del trata-
miento aplicado a la muestra ¢, con ¢ = 1,2, 3; g1 y g2 corresponden a funciones

margen de no-inferioridad para una doble comparacién (dos muestras).

2.3.1. Hipétesis H' vs H' y HS vs Hf
Considere el siguiente juego de hipdtesis

a)H641P3§g1(p1) o p3 < g2(p2) ws Hi41p3>91(291) Yy p3> g2(p2)-

Este contraste de hipdtesis corresponde a un contraste de pruebas de intersec-
cién unién, puesto que la hipétesis nula H64 se escribe como una unién de sub
hipétesis H' = ©; U Oy, donde ©; = {(p1,p2,p3) € [0,1] : p3 < g1(p1)} ¥
Oy = {(p1,p2,p3) € [0,1]® : p3 < ga(p2)}. Asf pues las frontera de ©; y O,

estan dadas por

901 = {(p1,p2.p3) €[0,1]° : p3 = g1 (p1)},

002 = {(p1,p2,p3) € [0, 1]3 :p3 = g2(p2) }-

Consideremos A1 y Ao dos pruebas estadisticas correspondientes a las sub-

hipdtesis que conforman la hipétesis H', donde \; es la prueba de razén de
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verosimilitud para probar no-inferioridad entre la muestra 3 y la muestra 1 y
Ao es la prueba de razén de verosimilitud para probar no-inferioridad entre la
muestra 3 y la muestra 2. Sea R; la regién critica de la prueba A\;, ¢ = 1,2. Sea A
la prueba de razén de verosimilitud para el contraste de hipétesis H§' wvs H{',

entonces la region critica de la prueba \ es Ry = R1 N Ro.
Considerando lo anterior, sean X7, X5, X3 variables aleatorias binomiales,

X; ~ Bin(n;,p;) para i = 1,2, 3, puesto que el espacio paramétrico nulo para

H§ es ©F = {(p1,p2.p3) € © : p3 < g1(p1) o0 p3 < ga(p2)} v forma un
conjunto cerrado en R2, por el Teorema se tiene que los estimadores de

méxima verosimilitud restringidos a ©g se localizan en la frontera de ©¢ (90y).

Por lo tanto, se tiene lo siguiente

méx L = méX L < méX L < méXL 7
peEOY ®) peoOd (p) ~ pedO,U00, (p) = peod ()

por lo cual

e Lio) — o Lio) — mé I L
Jméx, () eobax () max{prgggl (p),prgggz (p)},

" =mix{pje,,Dse,}

donde ppg, ¥ Phe,, son los estimadores restringidos a la frontera de los subes-

pacios ©7 y O, respectivamente, los cuales se describen a continuacién

A~ (% Ak Ak
boe, = (pn17n3,w1,13,g1’p2’gl(pnhn?,ﬂilﬂﬂ&gl))’

Ak (kA% Ak
boe, = (pl’pnz,nmwzw&gz’g2(pn27n3,912,9337!72))'

Considerando lo anterior descrito que fue demostrado por [Skipkal (2003)), se ob-

serva que el pardmetro ps no esta restringido en 01 y que p; no estd restringido
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en O4. Entonces al considerar la prueba de razén de verosimilitud se tienen dos

casos que se presentan a continuacién.

Caso 1. Si p* = pjg,, entonces se tiene lo siguiente.

() (D)™ (1= p1)™ = (22) 95" (1 — P2)™ =2 (33) (91 (A1) (1 — g1 (P1))™ "

( ) Aml(l _pl)m 1 (w2)ﬁ;€2(1 _pQ)nz Zo (Za)p3 (1 _ ps)n3 x3

_ B0 )" @G (=B
ﬁfl(lfﬁl)nl x1p3 (1,p3)n3 z3 1 s

en donde A;(x) corresponde a la prueba de razén de verosimilitud para una

comparacién doble entre el grupo 1 y el grupo 3.

Caso 2. Si p* = pje,, entonces se tiene lo siguiente.

Dpr (L= pu)™ 7 (52) (53)72 (1 = p3)"™ " (32) (92(93)) ™ (1 — g2(p3)) "~

()BT (1 = po)m= (2) Py (1 — pa) 222 (72) p5° (1 — pg)na—a

— (135)“"2(1 *pz)”"’ "(92(P3))" (1 = g2(P3)™ ™" _ | (z)
P5> (1 — po)n2=2p3® (1 — pg)ns—=s e

en donde Ag(z) corresponde a la prueba de razén de verosimilitud para una

comparacién doble entre el grupo 2 y el grupo 3.

Utilizando los resultados anteriores se tiene que la siguiente proposicién

Proposicién 2.3.1. Sea A(X) La prueba de razén de verosimilitud para 8
muestras

—2log AM(X) = —2log min{A;(X), A\2(X)}.
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Demostracion.

—2log A(X) = —2log (LL((Z;?)

— oflog L) — loa L(5)
= —2[log max{L(p7), L(p5)} — log L(p)]

= —2logmin{\; (X), A2(X).

Puesto que si max{L(p7), L(p5)} = L(p7), entonces se tiene que

= —2[log L(p7) — log L(p)] < —2[log L(p3) — log L(p)]

= —2log A\ (X) < —2log A2(X),
de forma andloga, si max{L(p3), L(p5)} = L(p3), entonces se tiene que

La proposiciéon anterior establece que la prueba de razén de verosimilitud
para una comparacién triple coincide con la prueba de razén de verosimilitud
para una comparacién doble entre el grupo 1 y 3 o con la prueba de comparacién

doble entre el grupo 2 y 3.

Entonces si se considera la prueba T = —2log A(X), la regién critica de

esta prueba es Ry = Ry, N Ry,, en donde T; = —2log \(X), i = 1, 2.
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2.3.2. Hipétesis HP vs HP

El contraste de hipétesis HP wvs HP, se abordard de forma diferente a
como se hizo con el caso anterior, puesto que en este caso, de la hipétesis HE,
no se puede ver como la unién de dos sub-hipdtesis, por tal razén no se puede

asociar a las pruebas de interseccién unién.

En este caso se abordard mediante métodos de comparacién miltiple como
el método de Bonferroni, el procedimiento de “Holm” y los procedimientos

“step down”.

El contraste de hipdtesis es el siguiente.

HP :p3<agilp1) y p3<galp2) vs HP :p3>gi(p1) o p3> ga(pa).

Debido a que el Teorema [2.1.1] garantiza que el méximo de la funcién verosimi-
litud se localiza en la frontera del espacio paramétrico nulo de HP, es necesario
describir de forma explicita dicha frontera, tal como se presenta en (Skipka),

2003)). La frontera de este espacio nulo es como sigue.

K ={pe(0,1]’:ps=g1(;1) vy p3<g2(p2)},
Ky={pe[0,1 :ps=g2(p2) v p3s<aq1(p)},
con esto la frontera de HE estd dada por la unién K; U Ks.

Entonces el estimador de méxima verosimilitud se denota por

0* = argmaxL(0).
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Debido a que el maximo de la funcién verosimilitud se alcanza en la frontera

del espacio ©F dada por,

008 = {(p1,p2.:p3) € 0,1 :p3 = g1 (1) v Dp3=92(p2)},

dado un punto (p1, p2,ps3) si el valor de ps se fija y se consideran funciones g;

y go continuas e inyectivas, entonces se puede expresar a p; y p2 en términos

de ps dado por p1 = g; ' (p3) vy p2 = g5 ' (p3).

Entonces la funcién de verosimilitud restringida a la hipétesis nula HE se

puede escribir como sigue.

L(p1,p2.p3) = L(ps) =f(n1, 21,97 " (p3)) f(n2, 22, 95" (p3)) f (n3, 23, p3),

en donde

fn, 1,97 (ps)) (
Fna,n g5 o) =(22) (03" )72 (1 - 5 )™
f(n3,x3,p3) = (Zi)p?(l —p3)" T,

con x; € {0,1,2,...,n;}, p; € [0,1] para i = 1,2, 3. Entonces

dlogL(ps) _ wlgy '(p3)]  (na—a)[g; ' (ps)) | w2lgs ' (ps)l

s gt (ps) 1— g7 (p3) 95 (p3)
~(na—wa)lgy '(pa)) | ws  mz—as
1—g5"'(ps) b3 1—p3’

de esta forma el estimador de maxima verosimilitud estd dado por la solucién
dlog L(ps)

=0.
Ops

de la ecuacién
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Capitulo 3

Construcciéon de pruebas de
no-inferioridad y superioridad
para dos proporciones
independientes con regiones

criticas convexas
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CAPITULO 3 CONSTRUCCION DE PRUEBAS DE NO-INFERIORIDAD
Y SUPERIORIDAD PARA DOS PROPORCIONES INDEPENDIENTES
CON REGIONES CRITICAS CONVEXAS

3.1. Introduccion

En algunas areas cientificas es comin que se requiera realizar comparacion
entre grupos. Un tipo de comparacion de grupos que resulta ser util se basa en
las llamadas pruebas de no inferioridad y también en las pruebas de superiori-
dad, éstos son procedimientos utilizados especialmente en ensayos clinicos. Bajo
el marco de NI, para que sea razonable la aceptacién de un nuevo tratamiento
que puede ser incluso “ligeramente peor” que un tratamiento bien conocido
comunmente llamado estdndar, naturalmente, es necesario que el nuevo trata-
miento ofrezca algunas ventajas sobre el tratamiento estandar; en el caso de
investigacion de nuevos productos farmacéuticos estas ventajas pudieran ser
por ejemplo menor costo, ventajas de seguridad, menores efectos secundarios,
facilidad de aplicacién, etc. Tanto en las pruebas estadisticas de no-inferioridad
como en las de superioridad, el que la regién critica sea un CCB, juega un papel
central, debido a dos razones principales. Una es de naturaleza numérica, ya
que el cédlculo de los tamanos de prueba es un problema computacionalmen-
te intensivo, debido a la presencia de un parametro perturbador, pero dicho
calculo se reduce considerablemente cuando la regién critica es un CCB via el
teorema de [Rohmel y Mansmann| (1999). La segunda razén es que las regiones
criticas deben ser CCB pues en caso contrario las correspondientes pruebas
estadisticas carecen de sentido en el contexto de los ensayos clinicos. Por las
razones expuestas es deseable que las regiones criticas de pruebas de NI/S sean
CCB, sin embargo, existen en la literatura pruebas estadisticas cuya region
critica no es un CCB, debido a ello, es importante poder construir, a partir de
una prueba de NI/S dada, una prueba que garantice que la regién critica sea

un CCB.

Adicionalmente |Almendra-Arao| (2012), bajo el supuesto de que la regién
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critica de una prueba de no-inferioridad es un CCB, obtiene representaciones
analiticas para la primera y segunda derivada de la funcién potencia haciendo
viable la implementacién del método de Newton en el calculo de los tamanos
de prueba para pruebas de no-inferioridad, ello permite reducir el tiempo de

computo considerablemente.

3.2. Marco teorico

Supdngase que se tienen ny y mo unidades experimentales para recibir los
tratamientos estdndar y nuevo, respectivamente. Sean X; y X5 las respuestas
positivas de los tratamientos estandar y nuevo, respectivamente. Por lo tanto,
se tienen dos variables aleatorias independientes X; ~ Bin(n;,p;), i = 1,2,
donde p; y p2 son las probabilidades de éxito de los tratamientos estandar y

nuevo, respectivamente. Considérese el juego de hipétesis

Hy:p2 <g(p1) wvs Hy:p2>g(p), (3.1)

donde I es un intervalo cerrado y g : I C [0,1] — [0,1] es una funcién no
decreciente tal que g(p1) < p1. Sien se tiene que g(p1) = p1, estamos en
presencia de una prueba de superioridad, sin embargo, si g(p1) < p1 en todo su
dominio y existe un valor de p; en el dominio para el cual g(p;) < p1, entonces

estamos en presencia de una prueba de no-inferioridad.

Considerando los supuestos mencionados anteriormente, se tiene lo siguien-

te. La funcién de masa de probabilidad de X; estd dada por

f(xi)

1, .
( Z)pi-“(l —p)™ %, para i=1,2,
s

2
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Y SUPERIORIDAD PARA DOS PROPORCIONES INDEPENDIENTES
CON REGIONES CRITICAS CONVEXAS

el espacio muestral es x = {(z1,22) € {0,1,...,n1} x {0,1,...,n2}}, ademds
el espacio paramétrico se puede representar convenientemente por © = [0, 1]

y la funcién de verosimilitud conjunta para X; y X es

2

n; T n;—x;
L(p17p2,1’1,172)H<m‘)pi (1—pi) ;

i=1 ¢

asi, para una prueba estadistica T, la funcién potencia estd dada por

B (p1,p2) = Z L(p1,p2, 21, 22),
(z1,22)€Rx (c)
donde Ry (c) = {(z1,22) € x : Y(z1,22) < ¢} denota la regién critica de una

prueba estadistica Y.

El espacio nulo correspondiente al juego de hipétesis (3.1]) estd determinado
por ©g = {(p1,p2) € © : pa < g(p1)}. Asi, el tamano de la prueba estd dado

por sup Sy (p1,p2).
[ASISH)

Es importante resaltar que una gran variedad de funciones margen para NI
queda incluida en , entre las cuales destacan las funciones margen corres-
pondientes a la diferencia de proporciones, la razén de proporciones, la razén de
momios, el margen lineal de|Phillips| (2003) y las propuestas de(Rohmel y Mans-
mann (1999). |Almendra-Arao et al.|(2017) proponen una familia de funciones
margen para contrastar no-inferioridad en el contexto de ensayos clinicos anti-
infecciosos, dicha familia de funciones cumple con las recomendaciones emitidas
por las agencias reguladoras “The Food and Drug Administration” (FDA) y

“The Committee for Proprietary of Medical Products” (CPMP).

La siguiente definicién, establece las caracteristicas que debe tener un con-

junto convexo de Barnard.
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3.3. DETERMINACION DE PROPIEDADES PARA REDEFINICIONES
CON REGIONES CRITICAS CONVEXAS

Definicién 3.2.1. Un conjunto C C x se llamard conjunto convexo de

Barnard (CCB) si satisface las condiciones siguientes :

1. Si (x1,x2) € C entonces (x1 — 1,x2) € C, para todo x1 € {1,2,...,n1},

x9 € {0,1,...,n2}.

2. Si (x1,22) € C entonces (21,22 + 1) € C, para todo z1 € {0,1,...,n1},

l‘QE{O,l,...,ng—l}.

3.3. Determinacién de propiedades para redefi-

niciones con regiones criticas convexas

En este apartado se pretende identificar estrategias y propiedades conve-
nientes para redefinir una estadistica de tal forma que la redefiniciéon garantice

que su region critica sea un CCB.

A continuacion se revisan un par de posibles formas de redefinir una es-

tadistica.

Definicién 3.3.1. Dado un conjunto A C x , la cdpsula convexa de Barnard
de A, denotada por [A], es definida como el conjunto mds pequerio entre los
conjuntos converos de Barnard contenidos en x y que contienen a A. Se dice

que [A] es generado por A.

Si se denota al conjunto A formado por los puntos en azul que aparecen en
la Figura |3.1} es claro que no es un CCB. Mientras que en la Figura [3.2] se
muestra la cdpsula convexa de A formada por los puntos en azul y en rojo, se

observa que la cdpsula convexa de A si es un CCB.
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Figurla 3.1: Cor;junto4 que no es s Figurla 3.2: Ca’tpéula cz)nvex-a del s
CCB. conjunto A.

En |Almendra-Arao| (2011) se realiza un estudio detallado acerca de los con-

juntos convexos de Barnard, cdpsulas convexas de Barnard, asi como algunas

propiedades de importancia para el desarrollo tedrico.

Observacién 3.3.2. Dado (a,b) € x, se simboliza a {(z1,22) € x : x1 >

a,z2 < b} por](a,b)[.

Ejemplo 3.3.3. Sea x = {0,...,6} x {0,...,5}, sea (3,2) € x, entonces
la cdpsula convexa de Barnard para el punto (3,2) es el conjunto [(3,2)] =

{0,...,3} x{2,...,5} y1(3,2)[= {3,...,6} x {0,1,2} (ver Figura[3.3).

il S St Sut Sut it
AU S
T o
IS S S S S -
SN -

Figura 3.3: [(3,2)] Circulos en azul y circulo en rojo, |(3,2)[: circulos en gris
y circulo en rojo.
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CON REGIONES CRITICAS CONVEXAS

3.3.1. Analisis de una primera redefinicion

Para modificar una estadistica, una estrategia que podria parecer natural
con el objetivo de obtener regiones criticas que sean C'C B, consiste en redefinir

una estadistica T' de la siguiente forma.

Tmax (1, 22) = max{T (z1,x2), T (1 — 1,22), T(x1, 22 + 1)}. (3.2)

Esta modificacién T4, de la estadistica general T' puede aplicarse a cualquier
estadistica. A continuacion se analiza un ejemplo de esta primera redefinicién,
se considera una estadistica especifica T construida ex profeso para analizar el
comportamiento de las regiones criticas obtenidas. Asi, por simplicidad, para
este ejemplo se considera ny = ny = 2 y T la estadistica dada por la siguiente

tabla.

($17JC2) (0a2) (Oal) (050) (172) (171) (170) (272) (2’1) (2’0)
T(x1,22) | 2 1 4 3 2 1 1 3 2

Tabla 3.1: Valores de una estadistica T'.

Basada en la redefinicién se obtiene que

(z1,22) ] (0,2) (0,1) (0,0) (1.2) (1,1 (1L,0) (22) (21 (2,0)
Tméx(l'l,CEQ) 2 2 4 3 3 4 3 3 3

Tabla 3.2: Valores de la estadistica redefinida Ty, 4-
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212 3 1
> 111 2 3
014 1 2
0 1 2
T

Tabla 3.3: Valores de la estadistica T'y Timax, respectivamente.

212 3 3
xzg 112 3 3
014 4 3
0 1 2
T

A continuacién se presenta una tabla con la region critica para cada valor

de ¢
R Es Br Ry, i(e) LEs Bt (o)
un CCB? un CCB?

c= 1 {(071)3(170)7(2a2)} NO @ Sf

{(0,1),(1,0),(2,2), No {(0,2),(0,1)} Si
c=2

(0,2),(1,1),(2,0)}
c=3 X_{(Ovo)} No X_{(Ovo)v(]-?o)} No
c=4 X Si X Si

Tabla 3.4: Regiones criticas para las estadisticas T' y Tinax-

De la tabla anterior se puede concluir que la redefinicién propuesta falla

en la construccién de regiones criticas que siempre sean conjuntos convexos de

Barnard y por esta razon se descarta.

32
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3.3.2. Analisis de una segunda redefinicién

De la propuesta anterior parece natural establecer la siguiente redefinicién

Tnew(xlaxQ) = mé’X{T(xth)a Tnew(xl - 1; $2)7Tnew($lax2 + 1)}7 (33)

considerando el proceso en forma secuencial comenzando en la esquina superior

izquierda.

Aplicando esta nueva redefinicién a la estadistica T' dada en la seccién

anterior, se parte del punto (0,2) y se obtiene que

(zr,22) | (0,2) (0,1) (0,00 (1,2) (L1) (1,0) (22) (21) (2,0
Tncw(zhl'g) 2 2 4 3 3 4 3 3 4

Tabla 3.5: Valores de la estadistica Tyew-

212 3 1 212 3 3
z2 1|1 2 3 z2 112 3 3
04 1 2 014 4 4
0o 1 2 0 1 2
X1 T

Figura 3.4: Valores de la estadistica T y T},¢q, respectivamente.

La region critica para cada valor de ¢ se muestra a continuacion.
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Rr(c) LEs Rr(e) Rr,..(0 LEs Rt (0)
un CCB? un CCB?
c=1 {(0,1),(1,0),(2,2)} No 0 Si
{(0,1),(1,0),(2,2), No {(0,2),(0,1)} Si
ECRINCRIRERO)
c= x —{(0,0)} No x —{(0,0),(1,0),(2,0)} St
c=4 X Si X Si

Tabla 3.6: Regiones criticas para las estadisticas Ty Theqw-

Con esta redefinicién, las regiones criticas en este ejemplo siempre son con-
juntos convexos de Barnard. Ahora, comparemos las regiones criticas Ry y
Rr,..,-
» Para ¢ = 1 tenemos que Rp(1) = {(0,1),(1,0),(2,2)} y Rr,.,(1) =0, en

ese caso la regién critica de Rp,

new

(1) pierde todos sus puntos.
» Para ¢ = 2 la regién critica de Ry, _, (2) pierde cuatro de sus puntos.

= Para ¢ = 3 la regién critica de Rr,

new

(3) pierde dos puntos.

» Para ¢ = 4 la regién critica de Ry, (4) conserva todos sus puntos.

Podemos apreciar que para los valores de ¢ = 1,2, 3, Rr,

new

se reduce, mien-
tras que para ¢ = 4 se mantiene igual que la regién critica de la estadistica
original, el hecho de que la nueva estadistica remueva puntos de la regién criti-
ca de la estadistica original no es conveniente puesto que existen puntos para
los cuales la estadistica original rechaza la hipdtesis nula, mientras que la nue-
va estadistica no rechaza la hipétesis nula para esos mismos puntos. En otras

palabras con la nueva estadistica de prueba pierde potencia.
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3.3.3. Determinaciéon de propiedades convenientes

Con base en los ejemplos presentados anteriormente se observa que es conve-
niente que la nueva estadistica preserve los puntos de la regién critica original,
en caso de que incremente puntos a la regién critica, admitimos que se incre-
mente la menor cantidad de puntos posibles, es decir, admitir sélo los puntos
necesarios para que la region critica modificada corresponda a un CCB. Esta

idea se expresa en la siguiente definicién.

Definicién 3.3.4. Una redefinicion T de una estadistica dada T serd llamada

1. B-convezificacion de T' si Ry es un conjunto convezo de Barnard para

toda c.

2. Envolvente de T', si Ry() C Ry para todo c.

Asi, en términos de la definicién previa y con base en el andlisis presen-
tado en la seccién anterior, dada una estadistica T', nuestro objetivo es cons-
truir una redefinicién, que denotaremos por T', de tal forma que T sea una

B-convexificacién envolvente de T'.

Proposicién 3.3.5. Sea T una redefinicién envolvente de T tal que 37 (p1,p2) <
Br (P}, ps) para todo (p1,p2) € Op y para todo (p},ps) € O4. Si T es insesgada,

entonces T es insesgada.

Demostracion. Sea (p1,p2) € Og v (p},p5) € O4, por hipdtesis T es insesgada,

esto es, Br(p1,p2) < Br(p),ph). Como la funcién potencia es

Br(p1,p2) = Z (nl)pgfl(l —p)" (Z;)P;z(l —p2)"

I
(z1,22)€R7(c)
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y T es una redefinicién envolvente de T, entonces Br(p1, p2) < B7(p1,p2) para
todo (p1,p2) € ©. Asi, se tiene que Sr(p1,p2) < Br(p1,p2) < Br(py,ph) <
Br (P, pa)- O

3.4. B-convexificacion de estadisticas

Como una aproximacién para construir una B-convexificacién envolvente

de la estadistica T" proponemos la siguiente estrategia.

Rechazar (x1, z2) € x si existe (2, %) €](x1, z2)[ tal que T'(z], x4) < ¢, esto
es, (x],25) € Ry con z > 1, xh < xo; en otras palabras, si existe (z}, 25) € Ry

tal que (z1,x2) € [(x}, )]
Sea (Rp(q)) = {(21,72) € x : existe (z7,25) € |(21,22)[con T'(z], x5) < c}.

La siguiente proposicién asegura que el conjunto (R () cumple las condi-
ciones de B-convexificacién envolvente. Mds atin, 2) afirma que (Rp(.)) no solo
es un conjunto convexo de Barnard, sino que es justamente la cadpsula convexa

de Barnard de la region critica Ry ().

Proposiciéon 3.4.1. Para todo niumero real ¢ se cumplen las siguientes afir-

maciones.

1. Rpy € (Rre))-
2. [Rr(e)) = (Rr(e))-
Demostracion. 1. Se probara que Rp() € (Rrp()). Sea (1,72) € Ry, en-

tonces T'(z1, 22) < ¢, més ain como (x1, x2) €](x1, z2)[ entonces (z1,x2) €

(Rr(c)), ast se ha probado que Ry() € (Rrp())-
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2. Si Rpe) = 0, entonces V(x1,x2) € X, T(x1,22) < ¢, porlo tanto (Rp(.)) =
0, y de la Proposicién 2.2 de |Almendra-Araol (2011), [#] = 0 se tiene que

para ese caso Ry = (Rr(e))-

Ahora, considerando el caso Ry # 0. De 1) Rp() C (Ry(c)), se probara
que (Rp(c)) es un CCB.

Sea (x1,22) € (Ryp(c)), entonces existe (21, 25) €](x1,x2)[ con T'(z], x5) <
c entonces para (£1—1, z2) se tiene que (2}, 25) €](x1—1, z2)[y T(z], x5) <

¢, por lo tanto (z1 — 1,22) € (Ry())-

Similarmente para (z1,x2 + 1) se tiene que (z},z5) €](z1,22 + 1)[ ¥

T'(x},z5) < c puesto que (x1,z2 + 1) € (Rp(e).
Asf se ha probado que (Ryp () es un CCB que contiene a Rp).

Finalmente, se probard que (Rp()) es el minimo conjunto convexo de

Barnard que contiene a Rrp().
Sea B un CCB con Ryp() € B C (Ry(c))-

Sea (w1, x2) € (Rp()) entonces existe (27, r5) €](x1,22)[ con T'(x],x5) <
¢, por lo tanto (x,z5) € Ryp() € B més aun, (7, 25) €](x1,z2)[ implica
x) > m1,x2! < xy y como (x),25) € By B es un CCB se tiene que

(w1,22) € B. Por lo tanto, (Ry()) € By consecuentemente (Rp(.)) = B.

Asi, se ha probado que (Rp(()) es el minimo conjunto convexo de Barnard
que contiene a Rrp(), por lo tanto <RT(C)> debe ser la capsula convexa de

Barnard de Ry (e, es decir, [Ry()] = (Rp(c))-

Basados en la proposiciéon anterior, se tiene que los conjuntos del tipo

(Rp(c)) satisfacen las condiciones de redefinicién envolvente y B-convexificacion.
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La pregunta que surge de manera natural es: jexiste una redefinicién de T de
tal forma que la regién critica de esta redefinicién corresponda a conjuntos de

la forma (Rp())?

El hecho de que la regién critica (Ry(.)) pueda ser descrita por una redefi-
nicién T'; implicaria que podria construirse via una estadistica, en este caso se
tiene que

(Rre)) = Rp(ey = {(z1,72) € X : T(x1,22) < c}.
A continuacién se establece una redefiniciéon de T la cual se denota por [T
y en la siguiente proposicién se ve que [T satisface las condiciones deseables.

Puesto que T : x — R y x es finito, entonces la imagen I de la funcién
T, es un conjunto finito, sea It = {t1,t2,...,tx} con t1 < ta < -+ < &
yxi = T7t) = {(z,y) € x : T(x,y) = t;} con i = 1,...,k, claramente

X1,-- -, Xk €S una particion del espacio muestral y.

Con base en T, se define [T]: x — R como

[T](Jf, y) = tl V(Z’,y) S [X’L] - [Xi—l] para 1= 1a 27 sy k7 donde [XO] = @

En la siguiente proposicién se establece que la regién critica para [T] co-

rresponde a conjuntos de la forma (R () de acuerdo a la Proposicion ({3.4.1]).

Proposicién 3.4.2. Ry = [Rr()] para todo c € It.

Demostracion. Si ¢ < ty, entonces [Ry(y] = [0] = 0 = Ry
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Sit; < ¢ < ty, entonces existe ¢* € {1,2,...,k — 1} tal que t € [tex,tert1)

Rirye) ={(z,y) € x: [T](z,y) < c} = {(z,y) € x: [T](z,y) < te-}

= UL {(z,9) € x : [T)(z,y) = t:} = Uy ([xa] — [xi1]) = Uiz [xd]

y por la propiedad (1) de la proposicién 2.4 de |Almendra-Arao (2011) se tiene
que Rirye) = [US,x:]; por otra parte Rrey = {(z,y) € x : T(x,y) < ¢} =

{(z,y) € x: T(2,y) < te} = UL xi por lo tanto [Ry )] = UL xi] = Riry(e)-

Si ¢ > ty, entonces Riry) = UM [xi] = U xi] = [Rr(o)-

La proposicién previa dice que para construir la regién critica de la es-
tadistica [T] basta obtener la cdpsula convexa de Barnard de la regién critica

T.

Ejemplo 3.4.3. Considerando nuevamente la estadistica T como en los ejem-
plos anteriores, se nota que el comportamiento de la redefinicion [T] de T cum-

ple con las condiciones deseables establecidas.

(:ClaxQ) (032) (Oal) (070) (1’2) (1’1) (170) (272) (231) (2a0)
T(z1,x2) 2 1 4 3 2 1 1 3 2
[T)(21,22) | 1 1 1 1 1 1 1 2 2

Tabla 3.7: Valores de una estadistica 7'y una estadistica [T).

La regién critica Rpj(c) se muestra a continuacién
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R (Es Br() Riryo) (Es Ryr)(c)
un CCB? un CCB?
c=1 {(0,1),(1,0),(2,2)} No x —{(2,0), (2, 1)} Si
{(0,1),(1,0), (2,2), No Y St
T 2.0
c=3 x —1{(0,0)} No X St
c=14 X St X St

Tabla 3.8: Regiones criticas para las estadisticas Ty [T].

3.5. Ejemplo de aplicacion

Considere la estadistica de prueba cldsica asintética de Blackwelder dada

por

_P1—p2—dp

T(x1,22) = 5 , (3.4)

donde dj es una constante positiva y p; = X;/n; son los estimadores de maxima

verosimilitud de p; para ¢ = 1,2y 6 es el estimador de la desviacién estandar

; p(1—p1)  pa(l—pa)\ ">
ded:;ﬁl—ﬁg,dadopor&:<p1( Py | Pl p2)> :

ni1 no
Esta estadistica se usa para probar no-inferioridad mediante el contraste de
hipétesis (3.1) cuando g(p1) = p1 — do, y debido a que tiene una distribucién

asintotica normal estandar, su regién critica es

RT(_’ZOé) = {(x17x2) € {Oa s ,’17,1} X {07 s 7n2} < _204}7

donde « es tal que P(Z > z,) = a.

En la Figura [3.5] se muestran las regiones criticas de las estadistica T y la

estadistica redefinida [T], para ny = 43, ng = 10, « = 0.05 y dg = 0.1.
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muestra nl

Figura 3.5: Rr: puntos en azul y Rj7): puntos en azul unién punto en rojo.

Note que Rr no es un CCB, mientras que Ry} si lo es. En la Tabla @
se muestran en azul los valores que toma la estadistica T' y en la Tabla |3.10
se muestran en azul y en rojo los valores que toma la redefinicién [T] de T,
tanto las graficas de regién critica como los valores de la redefinicién de la
estadistica fueron obtenidos mediante un programa escrito en el ambiente R

por los autores.
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10 | -107.07 -46.85 -32.80 -26.52 -22.73 -20.12 -18.18 -16.65 -15.40 -14.36 -13.46 -12.69 -12.00 -11.39 -10.84
-10.54 -10.01 -9.52 -9.07 -8.66 -828 -7.92 -7.59 -7.27 -6.98 -6.69 -6.42 -6.16 -5.92 -5.68
-7.12 -6.82  -6.54 -6.27 -6.02 -5.78 -555 -532 -5.11 -490 -4.70 -451 -432 -413 -3.95

o

9

8

7 -5.52 -5.29  -5.08  -4.87  -4.67 -447 -428 -410 -3.92 -3.75 -358 -341 -325 -3.09 -2.94
6 -4.52 -4.32  -413  -395 -3.77 -359 -342 -326 -3.10 -2.94 -2.79 -2.63 -249 -234 -2.19
5 -3.79 -3.61  -343  -3.26  -3.09 -292 -276 -260 -245 -230 -215 -201 -1.86 -1.72 -1.58
4 -3.23 -3.04 287  -2.69 -253 -236 -220 -2.05 -189 -1.74 -159 -145 -1.30 -1.16 -1.02
3 -2.76 -2.57  -2.38  -220 -2.03 -1.8 -1.69 -1.53 -1.37 -1.21 -1.06 -0.90 -0.75 -0.61 -0.46
2 -2.37 -2.15 -1.94  -1.74 -154 -135 -1.17 -099 -0.82 -0.64 -048 -0.31 -0.15 0.02 0.18
1 -2.11 -1.81  -153 -1.27 -1.02 -0.78 -0.56 -0.34  -0.12 0.08 0.28 0.48 0.68 0.87 1.06
0 -9.82 -3.34  -1.67 -0.78  -0.16 0.33 0.75 1.12 1.45 1.76 2.06 2.34 2.62 2.89 3.16

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
10 | -10.34  -987 -945 -9.06 -869 -835 -802 -7.72 -743 -715 -689 -6.64 -6.40 -6.18 -5.96
9 -5.45 -5.23  -5.01 -4.80  -4.60 -440 -420 -4.01 -3.83  -3.64 -346 -3.28 -3.10 -2.92 -2.74
8 -3.78 -3.61  -3.44  -3.27  -3.11 -295 2.7 -2.63  -247  -232  -216 -201 -18 -1.71 -1.55
7 -2.78 -2.63  -248 234 -219 -205 -190 -1.76 -1.62 -148 -1.34 -120 -1.06 -0.92 -0.78
6 -2.05 -1.91 -1.77 -1.63 -1.50 -1.36 -1.23 -1.09 -0.96 -0.82 -0.69 -0.55 -042 -0.29 -0.15
5 -1.44 -1.31 -1.17  -1.04 -0.90 -0.77 -0.64 -0.50 -0.37 -0.24 -0.11 0.03 0.16 0.29 0.43
4 -0.88 -0.75  -0.61  -047 -0.3¢ -0.20  -0.07 0.07 0.20 0.34 0.47 0.61 0.75 0.88 1.02
3 -0.32 -0.17  -0.03 0.11 0.26 0.40 0.54 0.68 0.82 0.97 1.11 1.26 1.40 1.55 1.70
2 0.33 0.49 0.65 0.81 0.96 1.12 1.28 1.43 1.59 1.75 1.91 2.07 2.24 2.41 2.58
1 1.25 1.43 1.62 1.81 1.99 2.18 2.37 2.56 2.75 2.95 3.15 3.35 3.56 3.78 3.99
0 3.42 3.69 3.96 4.23 4.51 4.80 5.09 5.40 5.72 6.05 6.40 6.77 7.16 7.58 8.04

15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29
10 | -5.74 -5.54  -535  -5.16  -4.99  -4.82  -4.67 -4.53 -442 -4.36 -4.37 -4.56 -5.36  -9.67

-2.56 -2.39  -2.21 -2.03  -1.85 -1.66 -148 -128 -1.09 -0.89 -0.68 -0.46 -0.24 0.00
-1.40 -1.25  -1.09 -093 -0.78 -0.62 -045 -0.29 -0.12 0.05 0.23 0.41 0.60 0.79
-0.64 -0.49  -0.35 -0.21  -0.06 0.09 0.24 0.39 0.55 0.71 0.87 1.03 1.20 1.38
0.12 0.26 0.40 0.54 0.69 0.83 0.98 1.13 1.28 1.44 1.60 1.77 1.94
0.56 0.70 0.84 0.98 1.12 1.27 1.41 1.56 1.71 1.87 2.03 2.19 2.36 2.53

1.16 1.30 1.45 1.59 1.74 1.89 2.05 2.20 2.36 2.53 2.69 2.87 3.04 3.23

[ - =)
=
o

1.85 2.00 2.16 2.32 2.48 2.64 2.81 2.99 3.16 3.35 3.53 3.73 3.93 4.14

2 2.75 2.93 3.11 3.29 3.48 3.68 3.88 4.09 4.30 4.53 4.76 5.01 5.26 5.53

1 4.22 4.45 4.70 4.95 5.21 5.49 5.78 6.08 6.41 6.75 7.12 7.52 7.96 8.43

0 8.53 9.08 9.68 10.36  11.13  12.03  13.09 14.39 16.03 1822 21.37 26.58 38.15 87.58
30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 41 42 43

Tabla 3.9: Valores de T, para n; = 43,19 = 10, = 0.05 y dy = 0.1.
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10 | -107.07 -46.85 -32.80 -26.52 -22.73 -20.12 -18.18 -16.65 -15.40 -14.36 -13.46 -12.69 -12.00 -11.39 -10.84
9 | -10.54 -10.01 -9.52 -9.07 -8.66 -828 -7.92 -7.59 -7.27 -6.98 -6.69 -6.42 -6.16 -5.92 -5.68
8 -9.82 -6.82  -6.54 -6.27 -6.02 -5.78 -555 -532 -5.11 -490 -470 -451 -432 -413 -3.95
7 -9.82 -5.29  -5.08 -4.87 -4.67 -447 -428 -410 -3.92 -3.75 -3.58 -341 -325 -3.09 -2.94
6 -9.82 -4.32  -4.13  -395 -3.77 -359 -342 -326 -3.10 -2.94 -2.79 -2.63 -249 -234 -2.19
5 -9.82 -3.61  -343  -3.26  -3.09 -292 -276 -260 -245 -230 -215 -201 -1.86 -1.72 -1.58
4 -9.82 -3.34 -287 269 -253  -236 -220 -2.05 -189 -1.74 -159 -145 -1.30 -1.16 -1.02
3 -9.82 -3.34  -2.38  -220 -2.03 -1.8 -1.69 -1.53 -1.37 -1.21 -1.06 -0.90 -0.75 -0.61 -0.46
2 -9.82 -3.34  -1.94  -1.74 -154 -135 -117 -099 -0.82 -0.64 -048 -0.31 -0.15 0.02 0.18
1 -9.82 -3.34 167  -127  -1.02 -0.78 -0.56 -0.34 -0.12 0.08 0.28 0.48 0.68 0.87 1.06

0 -9.82 -3.34  -1.67  -0.78  -0.16 0.33 0.75 1.12 1.45 1.76 2.06 2.34 2.62 2.89 3.16

0 1 2 3 4

o
=
-

8 9 10 11 12 13 14

10 | -10.34  -9.87  -9.67 -9.67 -9.67 -9.67 -9.67 -9.67 -9.67 -9.67 -9.67 -9.67 -9.67 -9.67 -9.67
-5.45 -5.23  -5.01 -4.80  -4.60 -440 -420 -4.01 -3.83  -3.64 -346 -3.28 -3.10 -292 -2.74
-3.78 -3.61  -3.44  -3.27  -3.11  -295 -279  -263 -247 -232 -216 -201 -1.86 -1.71  -1.55
-2.78 -2.63  -248  -234  -219 -2.05 -190 -1.76 -1.62 -148 -1.34 -1.20 -1.06 -0.92 -0.78
-2.05 -1.91 -1.77  -1.63 -1.50 -1.36 -1.23 -1.09 -0.96 -0.82 -0.69 -0.55 -0.42 -0.29 -0.15
-1.44 -1.31 -1.17  -1.04 -0.90 -0.77 -0.64 -0.50 -0.37 -0.24 -0.11 0.03 0.16 0.29 0.43
-0.88 -0.75  -0.61  -0.47 -0.34  -0.20  -0.07 0.07 0.20 0.34 0.47 0.61 0.75 0.88 1.02

W s Gl N ® ©

-0.32 -0.17  -0.03 0.11 0.26 0.40 0.54 0.68 0.82 0.97 111 1.26 1.40 1.55 1.70

)

0.33 0.49 0.65 0.81 0.96 1.12 1.28 1.43 1.59 1.75 1.91 2.07 2.24 2.41 2.58
1 1.25 1.43 1.62 1.81 1.99 2.18 2.37 2.56 2.75 2.95 3.15 3.35 3.56 3.78 3.99
0 3.42 3.69 3.96 4.23 4.51 4.80 5.09 5.40 5.72 6.05 6.40 6.77 7.16 7.58 8.04

15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29

10 | -9.67 -9.67  -9.67 -9.67 -9.67 -9.67 -9.67 -9.67 -9.67 -9.67 -9.67 -9.67 -9.67 -9.67
9 -2.56 -2.39  -2.21 -2.03 -18 -166 -148 -1.28 -1.09 -0.89 -0.68 -0.46 -0.24 0.00
8 -1.40 -1.25  -1.09  -093 -0.78 -0.62 -045 -0.29 -0.12 0.05 0.23 0.41 0.60 0.79
7 -0.64 -0.49  -0.35 -0.21  -0.06 0.09 0.24 0.39 0.55 0.71 0.87 1.03 1.20 1.38
6 -0.01 0.12 0.26 0.40 0.54 0.69 0.83 0.98 1.13 1.28 1.44 1.60 1.77 1.94
5 0.56 0.70 0.84 0.98 112 1.27 141 1.56 1.71 1.87 2.03 2.19 2.36 2.53

1.16 1.30 1.45 1.59 1.74 1.89 2.05 2.20 2.36 2.53 2.69 2.87 3.04 3.23

w

1.85 2.00 2.16 2.32 2.48 2.64 2.81 2.99 3.16 3.35 3.53 3.73 3.93 4.14

o

2.75 2.93 3.11 3.29 3.48 3.68 3.88 4.09 4.30 4.53 4.76 5.01 5.26 5.53
1 4.22 4.45 4.70 4.95 5.21 5.49 5.78 6.08 6.41 6.75 7.12 7.52 7.96 8.43
0 8.53 9.08 9.68 10.36  11.13  12.03 13.09 1439 16.03 1822 21.37 26.58 38.15 87.58

30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 41 42 43

Tabla 3.10: Valores de [T, para n; = 43,12 = 10, = 0.05 y dy = 0.1.

En la Figura[3.6|se muestra la grafica de la funcién potencia para la prueba
de Blackwelder bajo la configuraciéon de parametros descrita anteriormente y

ademds se muestra la gréfica del plano que pasa por la curva g(p1) = p1 —do y
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es perpendicular al plano zy, donde la curva g(p;) = p1 — dy corresponde a la
frontera del espacio paramétrico nulo. En dicha grafica se puede apreciar que
el maximo de la funcién potencia sobre el espacio paramétrico nulo se alcanza
en un punto de la frontera, es decir, el maximo se alcanza en un punto sobre

la curva g(p1) = p1 — dp.

Figura 3.6: Funcion potencia para la prueba de Blackwelder con ny = 43,ny =
10, =0.05 y dy = 0.1.

En la Figura se muestra la gréifica de las funciones potencia fSr(p1) y
Br(p1), las cuales corresponden a la funcién potencia de la prueba de Black-
welder y la funcién potencia de la prueba modificada bajo la configuracién

n1 =43, no =10y dyg = 0.1.
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Figura 3.7: Funcién potencia de la prueba de Blackwelder en azul y funcion
potencia de la prueba redefinida de Blackwelder en rojo para ps = p1 + do.
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Conjuntos convexos de Barnard

para una comparacion triple
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CAPITULO 4 CONJUNTOS CONVEXOS DE BARNARD PARA UNA
COMPARACION TRIPLE

4.1. Introduccién

En el area de ensayos clinicos existen situaciones de interés que tienen como
objetivo principal probar no inferioridad en una comparacion triple. Este esce-
nario puede involucrar a uno o dos tratamientos nuevos, uno o dos tratamientos

estandar y un placebo.

Se denotara por T al tratamiento nuevo, S al tratamiento estandar y P a

un placebo, [Skipka) (2003) establece los siguientes casos de interés clinico.

1. NI de T con respecto a S7 y con respecto a Sy : El nuevo tratamiento

debe de ser al menos tan efectivo como los dos estdndares.

2. NI de T} con respecto a S; o con respecto a S : El nuevo tratamiento

debe de ser al menos tan efectivo como uno de los dos o ambos estandares.

3. NI de T} o T, con respecto a Si: Uno de los dos o ambos tratamientos

nuevos deben ser al menos tan efectivos como el estdndar.

4. NI de Ty y T con respecto a S1: Ambos tratamientos nuevos deben ser

al menos tan efectivos como el estandar respectivamente.

5. NI de Ty con respecto a S7 y la superioridad de S; con respecto a P:
El tratamiento nuevo debe ser al menos tan efectivo como el estandar y
simultdneamente el estdndar debe de ser relevantemente mas efectivo que

el placebo.

6. NI de T con respecto a S y la superioridad del 77 con respecto a P: El
nuevo tratamiento debe de ser al menos tan efectivo como el estandar y

simultaneamente relevantemente mas efectivo que el placebo.
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Si se consideran tres muestras con resultados binarios (éxito, fracaso), en-
tonces los casos de interés clinico mencionados anteriormente se pueden repre-
sentar por medio de los siguientes contrastes de hipdtesis. Los casos 1, 4 y 5 se

establecen mediante el contraste de hipdtesis

Hi' :ps<gi(p1) o ps<ga(p2) vs Hi' :ps>gi(p) y ps> g2(p2),
(4.1)

los casos 2 y 3 son del tipo

HP :p3<agi(p1) y p3<galp2) vs HP:p3>agi(p1) o pz> ga(pe),
(4.2)

por tltimo, el caso 6 se representa por el contraste de hipdtesis

HE :py<gilp2) o p3>ga(p1) vs H{ :ps>gi(p2) y p3<g2(pm),
(4.3)
donde p; representan las verdaderas probabilidades de respuesta del tratamien-
to aplicado a la muestra i, con i = 1,2,3; g1 y g2 corresponden a funciones

margen de no-inferioridad para una comparacién doble (dos muestras).

El contraste HP vs HP, no seré analizado en este trabajo, debido a que
este tipo de hipotesis corresponde a prueba de tipo unién interseccién y se
requiere hacer uso de procedimientos de comparaciéon multiple para su estudio,
por lo cual este trabajo se limita a estudiar los contrastes Hg' wvs H{'y
HOC vs HE. Debido a que ambos contrastes corresponden a las pruebas de
interseccién unién (PIU) para fines de estudio, solo se considera el contraste

H(‘)4 vs H{*. Dicho contraste tiene la caracteristica de que la hipétesis nula
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H{' es una unién finita de sub-hipétesis, es decir, esta hipétesis es de la forma

k k
Hy:0€e|J©; vs Hyi:0€()6f, (4.4)
1=1 i=1
donde ©; es el espacio nulo de la sub-hipdtesis H;. La region critica R para el
contraste es de la forma R = ﬂle R;, es decir, la hipétesis nula se rechaza
si y sélo si cada sub-hipGtesis H; es rechazada. Ademads, el teorema[2.2.1] afirma
que si T; es una prueba de nivel a de H; parat = 1,2,...,k, entonces la prueba

interseccién unién es una prueba de nivel a.

En este capitulo se considera el contraste de hipétesis (4.1) con funciones
margen de no inferioridad como la razén de proporciones y la razén de momios
para establecer no inferioridad para una comparacién triple utilizando la prueba

de razon de verosimilitudes.

4.2. Marco tedrico

Sean X1, X5, X3 variables aleatorias con distribucién binomial, es decir,
X; ~ Bin(n;,p;), parai = 1,2,3, donde p; denota la probabilidad verdadera de
éxito del tratamiento aplicado en el grupo ¢. Considere el contraste de hipotesis
({@3)), donde g; : [0,1] — [0,1] es la funcién margen de no-inferioridad para
contrastar dos muestras binomiales, g; es una funcién continua no decreciente
diferente de la funcién constante 1 y g; es una funcién dos veces diferenciable,
con ¢ = 1, 2. Casos particulares de g; puede ser la razén de proporciones (grr) o

la razén de momios (gor), donde grr(p1) = p1ro, con 0 < rog < 1y gor(p1) =
D1

————————conrg > 1.
ro +p1(1 —70) ’

Sea f(zs,m4i,p;) = (Zl)pf(l — p;)™ % la funcién de masa de probabilidad
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de X;. El espacio muestral es x = {0,1,...,n1} x{0,1,...,no} x{0,1,...,n3}

y el espacio paramétrico se puede representar convenientemente por © = [0, 1]3.

Asi, la funcién de verosimilitud conjunta de X7, X2, X3 estda dada por

8
L(p1,p2,p3) = H (;)pf(l —pi)ti T (4.5)

i=1 v

Entonces dada una prueba estadistica 7', la funcién potencia asociada a la

prueba T es

Br(pi,pa,ps) = Y. L(p1,p2,ps),

(z1,72,23)ERT
donde para ¢ € R, Ryp(c) = {(z1,22,23) € x : T(x1,22,23) < ¢} denota la
regién critica de la prueba estadistica T'. Para un nivel de significancia nominal

a el tamano de la prueba estd dado por

sup Br(p1,p2,p3),
(p1,p2,p3)€O0

donde Oy es el espacio nulo, ©g = {(p1,p2,p3) € © : p3 < g1(p1) V3 < g2(p2)}-

Sea p = (p1,p2,p3) un punto en O, se denota a p = (P1, P2, P3) como el
estimador de maxima verosimilitud de p, esto es, p; = x;/n;, para i = 1,2,3.

Sea p* el estimador de maxima veros imilitud restringido en ©g, dado por
p* = argmazpeo,L(p).
La prueba de razén de verosimilitud esta dada por

suppee, L(P) _ L(p*)

SuPpeco L(p) a L(p)
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Debido a que © corresponde al espacio nulo de una prueba interseccién unién,
entonces O se puede representar como ©¢ = 0;UO2, donde ©1 = {(p1,p2,p3) €

[0,1]% : p3 < g1(p1)} es el espacio nulo del contraste

Ho:p3 <gi(p1) vs Hi:ps>gi(p1); (4.6)

v O3 = {(p1,p2,p3) € [0,1]% : p3 < ga(p2)} es el espacio nulo del contraste
Hoy :p3 < g2(p2) vs Hi:ps > ga(p2). (4.7)

Considere ©F = {(p1,p2,p3) € [0.1]> : p3 = g1(p1)}, ©5 = {(p1,p2,13) €
[0,1]% : p3 = g2(p2)} ¥ g; ' (z) denota la imagen inversa de = bajo la funcién g;
para i = 1,2. A continuacién se establecen los siguientes conjuntos, los cuales

forman la frontera del espacio nulo (90y).

Bi ={(p1,p2.p3) € © : p2 = 0,p3 < g1(p1)},

By ={(p1,p2.p3) € © : p1 = 0,p3 < g2(p2)},

By ={(p1,p2,p3) € © : (p1,p2,p3) € {1} x [0,1] x [0, 91 (1)]},

By ={(p1,p2,p3) € © : (p1,p2,p3) € [0,1] x {1} x [0, g2(1)]},

Bs ={(p1,p2,p3) € © : (p1,p2,ps) € [97(0),1] x [0,1] x {0} | J
[0,1] x [g5*(0),1] x {0}},

Bs ={(p1,p2.p3) € © : p3 = g1(p1), p3 = g2(p2)},

B7 ={(p1,p2,p3) € © : p3 = g2(p2),p3 > g1(p1)}

Asi, la frontera de ©g es

7
00, = U B;.
=1
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Si se toma a A; como la prueba de razoén de verosimilitudes para probar no-
inferioridad entre el grupo 3 y 1, y de manera similar, se toma a Ay como la
prueba de razén de verosimilitudes para probar no-inferioridad entre el grupo
3 y 2. Entonces la prueba \ rechaza la hipétesis HZ! si y sélo si \; rechaza la
sub-hipétesis , y Ag rechaza la sub-hipdtesis i.e. la regién critica de
Aes Ry = Ry, N Ry, . [Skipkal (2003)) probé que

mix  L(p) = méx{ﬂg)?x L(p), méx L(p)},

p€Bs U Br 3

de esto pa, no estd restringido en ©F y p; no estd restringido en 5. Asi, el

estimador de maxima verosimilitud restringido bajo H()4 es
ﬁ = ma"X{ﬁ@f 7]5@; }7
donde

poe; = (pm n3,x1,23,915 P25 91 (pn1,n37?f17-”f3791 ))7

ﬁ@s = (p17ﬁn2,n3,x2,x3,gza92(Z~7n2,n3,x2,x3,g2))~
Ademas, se tiene que
T = —2log \(X) = min{—2log \;(X), —2log A\2(X)},

por lo cual T rechaza a Hg' asintéticamente a un nivel « si T' es mayor que el

(1 — @) — cuantil de la distribucién 1/2 +1/2F, 2.
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4.3. Conjuntos convexos de Barnard tridimen-

sionales

En esta seccién se define el concepto de 3D-conjunto convexo de Barnard
para el caso tridimensional. Mas atin, se establece una generalizaciéon para el
caso 3D del Teorema 2 establecido en |Almendra-Arao y Sotres-Ramos| (2012]),
el cual afirma que para calcular los tamafios de prueba es suficiente calcular
el maximo de la funcién potencia restringido a una parte de la frontera del

espacio nulo para el caso bidimensional.

Definiciéon 4.3.1. Un conjunto C C x serd nombrado 3D-conjunto convezo

de Barnard (CCB-3D) si C' cumple con las siguientes tres condiciones.

i) Si(x1,x9,23) € C, entonces (x1 — 1,x9,23) € C' para todo

x1 €{1,2,...,m}; 22 €{0,1,...,n2} yxz€{0,1,...,n3}.

ii) Si (z1,x2,23) € C, entonces (z1,z2 — 1,23) € C' para todo

z1€{0,1,...,n1}; z2 €{1,2,...,n2} yaz€{0,1,...,n3}.

iii) Si (x1,22,23) € C, entonces (x1,x2,23+ 1) € C para todo

x1 €{0,1,...,n1}; 22 € {0,1,...,n2} yas3€{0,1,...,n3—1}.

Para ilustrar la forma de un conjunto convexo de Barnard 3D, se presenta

el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.3.2. Considera x = {0,1,...,n1} x {0,1,...,n2} x {0,1,...,n3}
con ny = ng = ng = 6. La Figura [{.1] muestra un CCB-3D formado por los

puntos en azul.
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[53)
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Figura 4.1: CCB-3D.

Definicién 4.3.3. Dado un cojunto A C x. La cdpsula convexa de Barnard
de A, denotada por [A], es definida como el conjunto mds pequerio entre los

conjunto convexos de Barnard 3D contenidos en x y que contiene a A.

Si T es una prueba estadistica con regién critica Ry # (), se considera lo

siguiente

1. c=min{zs: (v1,z2,73) € Ry }.

2. Para z3 € {0,1,...,n3} fijo, se define el conjunto R,, como R,, = {2 :

(z1,22,73) € Ry}. Si Ry, # 0, entonces se considera b(z3) = méx Ry, .

3. Sean z3 € {0,1,...,n3} y xz2 € {0,1,...,n2} fijos. Se define el conjunto
Ry, 2y cOMO Ry 4o = {21 : (21, 22,23) € Ry}. Si Ry, 4, # 0, entonces se

considera a(xz2,r3) = Max Ryy 2.

Observaciéon 4.3.4. Si una prueba estadistica Y con Ry # () tal que Ry es
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un CCB-3D, entonces la funcion potencia correspondiente a Y estd dada por

ng b(zs) a(z2,z3)

Br(pr.peps) = Y > Y. f(z1,n1,p1)f(22,n2,p2) f (23, 03, p3).

xr3=cxo=0 x1=0

Observacion 4.3.5.

W =nlf(e—1L,n—1,p) — flz,n—1,p)].

Proposiciéon 4.3.6. Si Ry # 0 es un CCB-3D, entonces el gradiente de

By (p1,p2,p3) es diferente de 0 = (0,0,0), para todo (p1,p2,p3) en Oq.

Demostracion. Sip = (p1,p2,p3) € Int ©g, entonces p; # 0y p; # 1 para todo
i = 1,2,3. Esto implica que f(z;,n;,p;) # 0 para todo i = 1,2, 3.. Entonces

por las observaciones [1.3.4] y £:3.5] se tiene que

ng b(xs) a(xz,x3)

35821 Z Z Z af( ml’nl’pl)f(xg,ng,pz)f(w:a,n:aapia)

r3=cx2=0 x1=0
ns3 b m3)
- Z Z nlf :L.27x3)7n1 - 17p1)] f($2an23p2)f(x3>n3>p3) <0.

zr3=cx2=0
De forma similar se tiene que

8ﬁT ns3 b(l’s) w2w3 6f 1‘2, ng,pg)
Z Z Z —————f(x1,n1,p1) f (23,13, p3)
rz3=cxo=0 x1=0

ng b(z3) a(zz2,x3)

= Z Z Z —na f(b(x3),n2 — 1,p2)] f(x1,n1,p1) f(23,13,p3) <O,

r3=cxo=0 x1=0
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ng b(zs) a(zz,z3)

3@23 Z Z Z of x?”n3’p3>f(:c1,n1,p1)f($2,712,172)

rz3=cxo=0 x1=0
nz b(x3) a(r2,x3)

Z Z Z [n3f(c—1,n3 —1,p3)] f(x1,n1,p1) f(x2,n2,2) > 0.

xr3=cxo=0 x1=0

Asi, finalmente se tiene que gradiente de B(p1, p2, p3) diferente de 0 para todo

(p1,p2:p3) € Op. O

La siguiente proposiciéon es una consecuencia directa de la anterior.
Proposicién 4.3.7. Si Ry # 0 y Ry es un CCB-3D, entonces para todo
p = (p1,p2,p3) € Int Oy B(p) se cumple lo siguiente.

1. B(p1,p2,p3) es decreciente con respecto a p.

2. B(p1,p2,ps3) es decreciente con respecto a ps.

3. B(p1,p2,ps3) es creciente con respecto a ps.

Teorema 4.3.8. Sea ©g = {(p1,p2,p3) € © : p3 < g1(p1) o p3 < ga(p2)}
un conjunto cerrado, y sean g1, gs dos funciones margen de no-inferioridad. Si
la region critica de la prueba estadistica T es no vacia y tal que Ry es un CCB-
3D, entonces el supg, 3(p1,p2,p3) es un mdrimo, mds ain, éste se alcanza en

un punto frontera sobre 90y — U?:1 B; = Bs|JBr.

sup B(p1,p2,p3) = max B(p1,p2,p3)-
(p1,p2,p3)EO0 (p1,p2,p3)€800—U5_, B;

Demostracion. La funcién S(p1,p2,p3) @ ©g — R es continua en pi, pa, p3

y estd definida en un conjunto cerrado, entonces por el teorema de Weiers-
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trassﬂ se concluye que 3 tiene un méaximo en O, por lo cual se tiene que
SUD (p, pa.ps)€@o B(P1:D2,P3) = MAX(p, 1y ps)e0, B(P1, P2, p3). El resto de la de-
mostracién consiste en probar que el maximo es alcanzado en un punto sobre

00y, particularmente en 900 — U?Zl B; = Bs|J Br.

Suponga que el maximo de la funcién S es alcanzado en un punto interior de
Oy, es decir, existe ¢ = (q1,q2,q3) € Int(0g) = Oy — IOy, tal que B(q1,q2,43)
es un maximo. Por otro lado, Int(Og) es un conjunto abierto, entonces existe
r > 0 tal que el disco abierto D(q,7) C Int(©p). Por esta razén es posible
elegir ¢ = (¢}, d%,45) € D(q,r) tal que cumple con ¢} < q1,¢5 < ¢2,q5 > qs.
por la Proposicién [ es decreciente en ambas variables ¢; v ¢2, v 3 es
creciente en la variable g3, entonces se tiene que 8(¢) < B(¢’) lo cual es una
contradiccién puesto que el supuesto fue que B(gq) es el méaximo. Por lo tanto,

B alcanza su méximo en p* = (p},p3,p%) € 06,.
Ahora se demostrard que § alcanza su méximo en 00— U?:I B; = BsUB;y.

Caso 1: si p* € By, por el Teorema 3.2 en |Almendra-Arao y Sotres-Ramos

(2012), se tiene que p* € ©F = {(p1,p2,ps) € [0,1]% : p3 = g1(p1)} C Be.

Caso 2: de formar analoga al caso 1, si p* € Bs, se tiene que p* € 05 =

{(p1,p2,p3) €0, 1]3 :p3 = ga(p2)} C Br.

Caso 3:sip* € Bz = {(p1,p2,p3) € O : (p1,p2,p3) € {1} x[0,1]x[0, ¢1(1)]},
por la Proposicién se tiene que B(p1, p2, p3) es decreciente respecto a ps y

creciente respecto a ps, por tal razén se cumple que para todo (pi1, p2,ps) € Bs,

B(p1,p2,p3) < B(1,0,91(p1)). Esto implica que p* = (1,0, g1(p1)) € Bs.

Caso 4: de forma anéloga al caso 3, se tiene que, para todo (p1,p2,ps3) € Bau,

1El teorema de Weierstrass establece que una funcién continua en un intervalo cerrado y
acotado de nimeros reales alcanza sus valores maximo y minimo en puntos del intervalo.

58



4.4. EJEMPLO

ﬂ(pl7p27p3) S ﬁ(07 1792(p2)) Esto lmphca que p* = (07 1792(p2)) € B7‘

Caso 5: si p* € Bs = {(p1,p2,3) € O : (p1,p2,p3) € [97 1(0),1] x [0,1] x
{0} U [0,1] x [95(0), 1] x {0}}.

Si p* € [g71(0),1] x [0,1] x {0}, por la Proposicién se tiene que, para
tOdO (p17p27p3) S [91_1(0)7 1} X [Oa 1] X {0}7 5(1’1;]92’]93) S 6(91_1(0)7()’0) EStO

implica que p* = (g;*(0),0,0) € B.

De forma andloga, Si p* € [0, 1] x [g5 (0), 1] x {0}, por la Proposiciénm

N

se tiene que, para todo (p1,p2,p3) € [[0,1] x [g5(0), 1] x {0}, B(p1,p2,p3) <
B(0, g5 *(0),0). Esto implica que p* = (0, g5 *(0),0) € By.

. . (o 5
Finalmente se tiene que, 5 alcaza su maximo en p* € 00 — Uj:l B; =

Bg U By. O

4.4. Ejemplo

En esta seccion se presentan dos ejemplos, en ellos el objetivo principal es
probar no inferioridad en una comparacion triple para el contraste de hipétesis
(4.1) usando la prueba de razén de verosimilitudes considerando a la razén de

momios y a la razén de proporciones como funciones margen de no-inferioridad.

Razon de momios

Para la razén de momios se considera el contraste de hipdtesis
He' :ps<gi(p1) o ps<galp2) vs H{':ps>gi(p1) y p3>g2(p2),

donde g1(p1) = p1/(r1 +pi1(1 —71)) ¥ g2(p2) = p2/(r2 + p2(1 —12)) con ry > 1
y r2 > 1. El espacio nulo es ©9 = {(p1,p2,p3) € © : p3 < g1(p1) o0 p3 <
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g2(p2)}-

Note que si la prueba estadistica A es igual a A1, entonces los estimadores

de mdxima verosimilitud restringidos (py, P2, P3) para (p1,p2,p3) estdn dados

por
_ —b—vb2—dac _ _ A
hr=——"F——— B3=D/(n+p(l-r)), P2=p2=2x2/n2,

donde a =ny(r1 — 1), b= —(n3 — 1 — x5+ 71(n1 + 21 +33)), ¢ = r1(z1 + 73).

Por otro lado, si la prueba estadistica A es igual A2, entonces los estimadores

de méxima verosimilitud restringidos (pi, p2,P3) para (p1,p2,p3) estdn dados

por
- —b— Vb2 —4dac . . - R
P2=——%5 —— Ps =po/(r2 +p2(1 —12)), P1=p1 =x1/n1,

donde a = ng(re — 1), b= —(ng — w9 — w3+ ro(ne + 2 + x3)), ¢ = ro(x2 + x3).

Caso razon de proporciones
De forma similar para el caso de razén de proporciones se considera el

contraste de hipdtesis

H641p3§91(p1) 0o p3<g2(p2) s H{41P3>91(P1) Yy p3> g2(p2),

donde ¢1(p1) = rip1 y g2(p2) = rap2 con 11 < 1 y ro < 1. El espacio nulo

O0 = {(p1,p2,p3) €O :p3 < g1(p1) o p3 < ga(p2)}. Sila prueba estadistica

A es igual a A1, entonces los estimadores de maxima verosimilitud restringidos
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(}7)17p~27253) para (pluanpS) estan dados por

5 —b— Vb2 —4dac  _ 5 _ R
b1 = T’ p3 =T1p1, P2 =pP2= $2/n2,

donde a = r1(ny +n3), b= —(n1 + x3 + r1(n3 + x1)), c = 1 + x3.

Si la prueba estadistica \ es igual a Ay, entonces los estimador de maxima
verosimilitud restringidos (p1, pe, p3) para (p1, p2, p3) estdn dados por
—b— Vb2 — 4ac

~:—7 ~:’r’~7 ~:A:I‘ ']’L7
n % b3 2P2, P1=D1 1/m1

donde a = ra(n2 + ng), b = —(na + x5 + r2(n3 + 2)), ¢ = x2 + 3.

Con el fin de aplicar el Teorema en el siguiente ejemplo se considera
una comparacién triple para la razén de momios usando la prueba de razén de

verosimilitud.

Ejemplo 4.4.1. Considere Ty = —2In(A(x)) y To = —21In(A2(z)) con A; la
prueba de razon de verosimilitud para probar no-inferioridad entre el grupo j
y el grupo 3 para j = 1,2 utilizando la razon de momios como margen de no-
inferioridad. Ademds, considere la prueba estadistica T = min{T1,T>}, con la
siguiente configuracion de pardmetros, ny = ng = nz = 20,11 = 2.25,r5 = 2.2
y un nivel de significancia nominal o = 0.05. Asi la region critica de T se

muestra en la Figura[{.2

En este caso, la region critica de Y es un CCB-3D. De acuerdo al Teorema
. - . .
14.3.8, el mdzximo de la funcion potencia se alcanza en un punto frontera de
Og, con el fin de ilustrar esta afirmacion, usando un programa en Mathematica
escrito por los autores, se calculd el mdzimo de la funcion potencia sobre todo

. . - . 5
el espacio nulo Oy y se mostré que el maximo se alcanzé en 00y — szl B;.
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Figura 4.2: Regién critica de T para la razén de momios.

Para ilustrar esto, en la Figura[].3 se muestra el espacio ©g y también el punto
p = (p1,p2,p3) € BgU By C R3 (punto rojo) que mazimiza la funcién potencia

sobre ©g

0.5 p3

1
oa ¥

Figura 4.3: Espacio Oy y punto p = (p1,p2,p3) € Bg U By (punto rojo) que
maximiza la funcién potencia sobre Q.
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Ejecutando el mencionado programa, se obtienen los siguientes valores que
se presentan en la Tabla los cuales corresponden a los tamanos de prue-
ba para la prueba de razon de verosimilitud usando la razén de momios como

margen de no-inferioridad para una triple comparacion, con un nivel de signi-

ficancia o.

n  tamano de prueba 1 P2 P3 ps=g1(p1) 3 = g2(p2)
20 0.07204800 2.6506 x 10~%  0.18232500 0.10030700 0.10030671
30 * * * * * *

40 0.00293635 0.99780300 0.00087932  0.99505500  0.99507029  0.00043985
50 0.05518930 0.97418700 0.38688800  0.94362000  0.94373617  0.23983952
60 * * * * * *

70 * * * * * *

80 M * * M * *

90 0.05270190 0.90054500 0.02929940  0.80246400 0.80096948  0.01486750
100 * * * * * *

Tabla 4.1: Tamanos de prueba para disenos balanceados n = ny = ny = ngs,
a=0.051r =225y 1, =22

*: el programa muestra la leyenda “Failed to converge to the requested accuracy
or precision within 100 iterations”.

En los casos donde aparece * es porque el programa después de 100 itera-
ctones no encuentra la solucion optima, lo cual se debe al comando Mazximize.
En los otros casos el mdximo se alcanza en un punto p = (p1,p2,p3) tal que se

cumple alguna de las ecuaciones ps = g(p1) o ps = g(p2).

De la misma forma en el siguiente ejemplo se considera una comparacién

triple para la razén de proporciones usando la prueba de razén de verosimilitud.

Ejemplo 4.4.2. Considere Ty = —2In(A(z)) y To = —21In(A2(z)) con A; la
prueba de razén de verosimilitudes para probar mo-inferioridad entre el grupo

j y el grupo 8 para j = 1,2 usando la razén de proporciones como margen
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de no-inferioridad. Y considere el estadistico de prueba T = min{T},T>}, con

n1 = ne = ng y un nivel de significancia o = 0.05.

Las Tablas y [£-3 muestran los tamarnios de prueba para dos diferentes

configuraciones considerando ry = 0.9,r9 = 0.9 y 1 = 0.9,7r9 = 0.95, respecti-

vamente.
n  tamano de prueba P1 P2 p3 g1(p1) g2(p2)
20 0.121576 1 0.678472 0.9 0.9
30 0.0713077 0.967152  0.341609 0.870437 0.8704368
40 0.0574444 0.894431  0.648161 0.808518 0.8049879
50 k) k) kK ko K3k k)%
60 0.072564 0.0002355 0.99153  0.895234 0.892377
70 0.0573117 0.25566  0.956056 0.862268 0.8604504
80 0.05597 0.821754  0.509874  0.74104  0.7395786
90 k) k) kK kk *3k k)%

Tabla 4.2: Tamanos de prueba para disenos balanceados n = ny = ne = ng,
a=0.05r =09yry=0.9

n  tamafio de prueba 2 P2 Ps p3=g1(p1) p3 = g2(p2)
20 0.121577 1 0.152805 0.9 0.9

30 0.0423912 1 0.988837 0.9 0.9

40 0.0789544 0.86171  0.988731 0.937858 0.93929445
50 * k * * * k

60 0.0636591 0.876527 1 0.955134 0.95

70 0.0580759 0.899313 0.946887 0.901754 0.89954265
80 0.250468 0.930283  0.998056 0.966547 0.9481532
90 0.0911505 0.997924 0.989406 0.943475 0.9399357
100 0.237928 0.962763  0.996759 0.968785 0.94692105

Tabla 4.3: Tamanos de prueba para disefios balanceados n = ny = ny = ng,
a=0.05,7 =09y r,=0.95
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Conclusiones y trabajo futuro

Motivados por el hecho de establecer una metodologia que permita construir
pruebas estadisticas cuyas regiones criticas siempre sean CCB a partir de una
prueba estadistica dada, en el capitulo 3 se introdujo una lista de propiedades
que la redefinicién de una prueba estadistica debe de cumplir para garantizar
que la nueva regién critica sea un CCB, més aun, se estableci6 un método
para poder redefinir una prueba estadistica que cumpla con las propiedades
deseadas, garantizando que para la nueva prueba estadistica, su region critica
es un CCB, lo cual permite calcular el tamafio de la prueba de no inferioridad
de forma eficiente, puesto que, como se evidencié en el Capitulo 3, si la regiéon
critica es un CCB, entonces el tamano de la prueba es igual al maximo de la

funcién potencia sobre la frontera del espacio nulo.

En el Capitulo 3 se consideraron regiones criticas de la forma Rp) =
{(z1,22) € x : T(x1,22) < ¢}, pero esta misma estrategia funciona si se con-
sideran regiones criticas de la forma Rp.) = {(z1,22) € x : T(x1,22) > c}.
Mas aun, dicha metodologia se puede aplicar tanto a pruebas de no-inferioridad
como a pruebas de superioridad; tanto a pruebas exactas como asintéticas para

dos proporciones binomiales independientes.

Debido a la importancia que tienen las regiones criticas convexas, en el
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Capitulo 4 se introdujo la definicién de un conjunto convexo de Barnard 3D para
referir a un conjunto convexo de Barnard para el caso de una comparacién triple
y con ello se obtuvieron propiedades tedricas que fueron de utilidad para probar
un teorema que permite calcular los tamanos de prueba para no-inferioridad en
una comparacién triple de forma préctica, lo cual reduce el tiempo de computo

que se invierte en realizar dichos calculos.

El autor de la presente tesis escribié un programa en Mathematica que
permite calcular los tamanos de prueba haciendo uso de la prueba de razén
de verosimilitudes para tres muestras binomiales. Haciendo uso del programa
mencionado se presentaron dos ejemplos numéricos (caso razén de proporciones
y caso razén de momios), que ilustran el buen funcionamiento del teorema

establecido.

Finalmente este trabajo contribuyé al desarrollo de la teoria general para

no-inferioridad y superioridad bajo el marco tedrico considerado.

Trabajo a futuro

1. Extender la metodologia de construccion regiones criticas convexas para

el caso de comparacién triple.

2. Establecer un algoritmo para la construccién de la cdpsula convexa de

Barnard tridimensional.

3. Estudiar no-inferioridad para una comparacion triple para tres muestras

con distribucién Poisson.

4. Establecer no-inferiordad para el contraste de hipétesis HP wvs HPE

mediante Métodos de comparacion multiple.
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5. Extender el Teorema [£.3.8| para el caso de comparacién multiple.
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