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Introduccion

Este trabajo se desarroll6 con la intencion de dominar los conceptos ba-
sicos de la llamada topologia categorica, para posteriormente mostrar tal
dominio desarrollando la lectura y comprensién de un articulo de investiga-
cion.

El primer capitulo de esta tesis, desarrolla los presupuestos topologicos
necesarios para tener herramientas suficientes y lograr comprender la es-
tructura de la categoria Top. Es también, parte importante de este primer
capitulo desarrollar los elementos bésicos de la teorfa de categorias, con la
intencion de acercarse a la especificidad de la categoria Top.

En el Capitulo 2 desarrollamos la necesaria teoria de las fibraciones para
desarrollar el Capitulo 3. Resaltamos que ademas, en tal Capitulo 2, presen-
tamos detalladamente la demostracion del clasico resultado:

Teorema 2.21. Toda funcion continua es la composicion de una equiva-
lencia homotopica y una fibracion de Hurewicz.

El espacio del Capitulo 3, es ocupado en desarrollar el articulo Fibra-
tions and correflections [7] de Graciela Salicrup y Roberto Vazquez, es aqui
en donde se construyen categorias correflexivas usando las funciones llama-
das fibraciones, las 0-clases y las 1-clases. Entre los interesantes teoremas
desarrollados en el articulo citado, es de resaltar el siguiente.

Teorema 3.13. Si M es una 1—clase, entonces A(M) es una subcategoria
correflexiva de Sop.

En el enunciado anterior, A(M) es la subcategoria plena de Top que tiene
por objetos los espacios topolégicos A, tales que cada funcién f : X — A
que pertenece a M es una identificacion.

Dada E una clase de espacios topolégicos mediante una propiedad uni-
versal, se define una clase de morfismos en Top, llamada las E-fibraciones.
Dada E una clase en Ob(Top), denotamos por Mg la clase de E-fibraciones
sobreyectivas. Presentamos el importante resultado:

Corolario 3.14. 5t Mg la clase de E—fibraciones sobreyectivas, entonces
Ag := A(Mg) es una subcategoria correfleziva de Top.
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Para E la clase de todos los espacios topologicos, una E-fibraciéon es tam-
bién conocida como una fibracion de Hurewicz. Se expone el siguiente resul-
tado en donde se caracteriza a la subcategoria Ag = A(Mop(zop))-

Lema 3.19. Un espacio topologico X es un objeto de Ay si y solo si toda
componente conexa por caminos de X es un conjunto abierto de X.

En la segunda seccion del Capitulo 3, ahora los protagonistas son las
equivalencias homotopicas, las cuales de definen de la siguiente manera.

Sean X y Y objetos de Top, Y tiene el mismo tipo de homotopia de X si
existen morfismos f: X — Y, g: Y — X talesque gf = 1xy fg=1y . A
f se le llama equivalencia homotopica y a g se le llama inversa homotopica
de f.

Ahora, las equivalencias homotopicas definen un nuevo tipo de categoria.

Definicion 3.30. Sea A una subcategoria de Top, A es una H-subcategoria

st para todo objeto X de A, todo objeto Y de Top que tiene el mismo tipo de
homotopia de X es tambien un objeto de A.

Presentamos el siguiente resultado, una condicién necesaria y suficiente
para ser H-subcategoria en terminos de fibraciones.

Teorema 3.32. Sea A una subcategoria correflexiva de Top, entonces A
es una H-subcategoria si y sélo si toda A-correflexion es una fibracion de
Hurewicz.

Y luego una caracterizacion, en subcategorias plenas de Top que son inva-
riantes bajo mapeos continuos y subcategorias componente, de la envolvente
correflexiva en términos de contener al intervalo unitario I.

Defnicion 3.35.Una subcategoria A de Top es una subcategoria compo-
nente st para cada X objeto de Top existe un conjunto {X;}jec; € Ob(A) tal
que:

1. X:HjeJXj ;
2. st j #1, entonces X; N X; = 0;
3. si A es un objeto de A y A C X, entonces existe j € J tal que A C X;.

A cada X; se le llama A-componente de X.

Teorema 3.38. Sea A una subcategoria plena de Top que es invariante
bajo mapeos continuos y subcategoria componente. La subcategoria A* (A* la
envolvente correflexiva de A) es una H-subcategoria correflexiva de Top siy
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sdlo si I es un objeto de A. En este caso, una A*-correflexion de un espacio

X es el mapeo
W3:Hij3HXj—>X
jeJ  jeJ
dado por la familia de inclusiones {i; : X; — X}, donde {X,}jes es el
conjunto de A-componentes de X.

De aqui se pasa a nuevas subcategorias.

Definicion 3.33. Sea Mpyp la clase de fibraciones de Hurewicz biyec-
tivas, definiremos Ayp := A(Mpyg). Denotaremos por Ap a la envolvente
correflexiva de la categoria de los espacios conexos por caminos, y denota-
remos por Ac a la envolvente correflexiva de la categoria de los espacios
CONExos.

Se expone el siguiente teorema.

Teorema 3.39. Las subcategorias Ap y Ac son H-subcategorias corre-
flexivas de Top, ademds Ap es la minima H-subcategoria correflexiva que
es envolvente de una subcategoria que cumple con las hipdtesis del Teorema
3.38 y tiene al espacio I en su clase de objetos.

Finalizamos el trabajo, abarcando méas conceptos y resultados del articulo
citado.

Definicion 3.41.5ean X e Y dos objetos de Top. Por XnY denotamos
que los unicos mapeos de X a'Y son funciones constantes. Dado un espa-
cio topoldgico Y, definimos A~ (Y') como la subcategoria plena de Top cuyos
objetos estan definidos por

Ob(A=(Y)) :={X €Top: XrY}.

Definicién 3.40. Sea Y un espacio topologico, Y es un H-generador en
Top si:

1. 'Y tiene mds de un punto;

2.Y es conexo;

3. Y es totalmente inconexo por trayectorias, esto es, cada componente
por caminos de Y consta de un solo punto;

4. Y es 1.

Y finalmente el resultado:

Teorema 3.43. S5i Y es un H-generador en Top, entonces A(Y'), la envol-
vente correfleziva de A (Y'), es H-correflexiva en Top, ademds Ap C A(Y) C
Ac y Ap # A(Y) # Ac.
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Sirva este trabajo como un reconocimiento a la labor de investigacion de
los autores del citado articulo, que iniciaron la escuela de topologia categorica
en México, esperamos haber creado algin interés en estos temas, con lo cual
nos damos por servidos.



Capitulo 1

Preliminares

1.1. Funciones y topologias especiales

Daremos inicio a esta seccién introduciendo algunos conceptos basicos de
la topologia que nos serén ttiles.

Definicién 1.1. Un pozo de funciones en set es una clase de funciones
L={f;:Y; = X}, donde X yYj son conjuntos.

e’
Lema 1.2. Si £ = {f; : Y; — X},_; es un pozo de funciones en set y {o;},_;
es una familia tal que (Yj,0;) es un espacio topoldgico para cada j € J,
entonces

oc={WCX|VjeJ, fj_l(W) €0}
es una topologia en X. A o se le llama topologia final de X respecto a £ y
{Uj}jej'

Para una funcion f : (X, 7) — (Y, 0) entre espacios topologicos diremos
que o es final respecto a f y 7 si es final respecto al pozo {f: X - Y}y
{7}. Lo anterior se resumira diciendo que o es final respecto a (7, f).

Definicion 1.3. Un pozo de funciones en set, £ = {f;:Y; = X}, es un
epipozo si, para cualesquiera dos funciones g, h : X — Z tales que:

VjeJ, hofj=gof;
se liene que g = h.

Las demostraciones del Teorema 1.4 y Proposicion 1.7 pueden verse en
8] (Teorema 2 y Proposicion 7 de la seccion 5 respectivamente).
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Teorema 1.4. Si f : (X,7) — (Y,0) es una funcion entre espacios topold-
gicos entonces son equivalentes:

a) o es final respecto a (T, f).
b) C CY es cerrado en (Y,0) si y solo si f~1(C) es cerrado en (X, 7).

¢) f escontinuay, sig: (Y,0) — (Z,3) es tal que go [ es continua, entonces
g es continua.

d) [ es continua vy, si conmuta el siguiente diagrama de funciones continuas
con h biyectiva,

entonces h es homeomorfismo.

Definicion 1.5. Una funcion suprayectiva f : (X,7) — (Y, 0) es una iden-
tificacion si o es la topologia final de Y respecto a (T, f).

Proposicion 1.6. Si f : (X, 7) = (Y,0) yg: (Z,p) = (X,7) son identifi-
caciones, entonces fog: (Z, p) — (Y,0) es identificacion.

Demostracion. Tenemos que f o g es sobreyectiva pues f y g lo son. Sea
h:(Y,0) = (Z,¢) una funcion tal que f o g o h es continua, tenemos que
g o h es continua y asi h es continua, esto por la parte (c) del Teorema 1.4,
de donde o es final respecto a (p, f o g).

O

Proposicion 1.7. Si f : (X, 7) = (Y, 0) es continua, suprayectiva y abierta
(o cerrada), entonces f es identificacion.

Lema 1.8. Sip: (X,7x) — (Z,7z) es una identificacion y f : (X,7x) —
(Y,7y) es una funcion continua tal que para toda x,x’ € X si p(x) =
p(a’), entonces f(x) = f(2'). Entonces eriste una unica funcion continua
g:(Z,77) = (Y,7v) tal que gop = f.
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Demostracidn. Sea z € Z tenemos que para cada z,z’ € p~'(2) como p(z) =
p(z’) tenemos que f(x) = f(2'), sea g : (Z,77) — (Y, 7y) definida para cada
z € Z por g(z) = f(x), donde x € p~'(2). Se tiene que g es funcion. Por
definicion de g tenemos que gop = f, ademés si h: (Z,77) — (Y, 7y) es una
funciéon continua tal que hop = f, tenemos que hop = go p y como p es
sobreyectiva entonces h = p. Finalmente como p es identificacion, tenemos
que 7 es la topologia final de Z con respecto a (7x,p), de donde g es continua
pues g op = f es continua.

O

Corolario 1.9. Supongamos que p : (X,7x) — (Z,72) v q : (X,7x) —
(Y, 17v) son identificaciones tales que si p(x) = p(x'), para xz, 2" € X, entonces
q(z) = q(2'). Entonces existe un homeomorfismo h : (Z,77) — (Y, 1y) tal
que ¢ = hop.

Demostracion. Por el Lema 1.8 tenemos que existen unicas h : (Z,77) —
Y,rv) vy b : (Y,7v) — (Z,77) funciones continuas tales que ¢ = hopy
p = h' o q, ademés por la definicion de estas funciones en la demostracion del
Lema 1.8 tenemos que hoh' = 1y y hoh = 1; de donde h™! = K’ es continua
y por tanto h es un homeomorfismo tal que ¢ = hop. Sig: (Z,77) — (Y, 1y)
es un homeomorfismo tal que ¢ = g o p, entonces por el Lema 1.8 tenemos
que h = g.

O

Definicién 1.10. Sea (X, T) un espacio topoldgico y ~ una relacion de equi-
valencia en X, llamaremos cociente a la funcion continua p : (X, 7) —
(X/ ~,0) tal que p(z) = [z]_ para cada v € X y o es la topologia final
respecto a (T,p). Asi mismo llamaremos a (X/ ~,0) espacio cociente.

Corolario 1.11. Toda identificacion es la composicion de un cociente y un
homeomorfismo.

Demostracion. Seap: (X, 7x) — (Z,7z) una identificacién, sea ~ la relaciéon
de equivalencia en X definida por x ~ 2’ si y sdlo si p(z) = p(z’), para cada
xz,x’ € X y consideremos el cociente ¢ : (X,7) — (X/ ~,79) donde 0 es
la particion de X mediante la relacion de equivalencia ~, entonces por el
Corolario 1.9 tenemos que existe h : (X/ ~,1y) — (Z,7z) homeomorfismo
tal que p=ho .

[

Lema 1.12. Toda funcion continua y sobreyectiva es composicion de un
cociente con una funcion biyectiva y continua.
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Demostracion. Sea p : (X,7x) — (Z,7z) una funcion continua y supra-
yectiva. Sea ~ la relacion de equivalencia en X definida por x ~ 2’ si
y solo si p(z) = p(2'), para cada x,2’ € X y consideremos el cociente
¢ (X, 1) = (X/ ~,79) donde 9 es la particion de X mediante la relacion
de equivalencia ~. Sea h : (X/ ~,79) — (Z,7z) definida por h([z]) = p(z)
tenemos que h es funcion pues si [x] = [2/], entonces p(z) = p(z’); es claro
que p = h o p. Veamos que h es continua, sea U un abierto en Z, tenemos
que o (WY U)) = (ho @) Y (U) = p~*(U) es abierto en X, como 7y es la
topologfa final con respecto de ¢ y Tx tenemos que h~'(U) es abierto en
X/ ~, ademas como p es suprayectiva para cada z € Z, existe x € X tal que
p(x) = z,de donde h([z]) = p(z) = z, esto es h es sobreyectiva. Finalmente si
[z] # [2'] tenemos que h([z]) = p(x) # p(z) = h([z']), de donde h es también
inyectiva.

]

Definiciéon 1.13. Una funcion continua v : X — Y se llama retraccién si
exriste s 1Y — X funcion continua tal que ros = ly.

Proposicién 1.14. Sea r : X — Y una retraccion, entonces r es una iden-
tificacion.

Demostracion. Ya que r es retraccion tenemos que existe s : Y — X continua
tal que ros = 1y, asiseay € Y tenemos que s(y) € X y r(s(y)) = y de donde
r es sobreyectiva. Ademas, la topologia en Y es la topologia final respecto a
r v la topologia de X. Pues sea g : Y — Z una funcién con Z un espacio
topologico, si g o r es continua tenemos que g = go ly = gor o s de donde
g es continua, por tanto tenemos que la topologia de Y es la topologia final
respecto a r y la topologia de X.

m

Proposicién 1.15. Sir: X — Y es una retraccion inyectiva, entonces v es
un homeomorfismo.

Demostracion. Tenemos que r : X — Y es una biyeccién continua con in-
versa continua s: Y — X.
O

Proposiciéon 1.16. Sir : X — Y es una retraccion y r = go f, donde
f:X = Zyg: Z — Y son funciones continuas, entonces g es una
retraccion.

Demostracion. Ya que r es retraccion tenemos que existe s : Y — X continua
tal que r o s = 1y; puesto que r = g o f, entonces
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ly =ros=gofos

es decir, f o s es un inverso derecho continuo de la funcién g.
O

Definicién 1.17. a) Sea {Xj}jeJ una familia de conjuntos, la unién ajena
de {X;},c, estd dada por

[T =& < (5D

jeJ

Para cada j € J la funcion i; : X; — [[ X, definida por i;(z) = (z,))
para cada x € X;, se llama inclusion de X; en [[ Xj.

b) Si {(X;,7;)};c; es una familia de espacios topoldgicos, ([ X;,7) es el
coproducto de {X;}._; donde T es la topologia final de ] X; respecto a
£={i: (Xj,7) = ﬂXj}jeJ‘

Es claro que para cada j € J, 7; es una funcion inyectiva.

La demostracion del resultado siguiente puede verse en [8,Teorema 11,

Pag. 69)].
Teorema 1.18. Si (][ X;,7) es el coproducto de {(X;,05)},; con inclusio-
nes i; : (Xj,0;) = ([1 Xj,7), entonces se satisfacen:
L {ij};c; es epipozo.
II. Para toda j € J, ij es encaje abierto y cerrado.

i Si{f;: (Xj,0;) = (Y,0)} es un pozo de funciones continuas entonces
existe una unica funcion continua f : ([ X;,7) — (Y,0) tal que, para
toda j € J, el siguiente diagrama conmuta:

(Xj7 Oj) (Y7 J)

fj

(I1X5,7)

Ademds se tiene que f(x,j) = f;(x), para cada x € [] X;.



1.1 Funciones y topologias especiales 11

Corolario 1.19. Si {f;: '(Xj,Tj) — (Y},Uj)}jej es una familia de funciones
continuas, existe la funcién coproducto de {fj}jeJ, que denotaremos por
Hjej fj, que es la tinica funcidn continua que para cada j € J hace conmu-
tativo el diagrama:

(X;,7;) —2—— (Y}, )
(II‘X}’T) LLeAfj (113370)

donde k; es la inclusion de ' Y; en [[Y].

Definicion 1.20. Una familia de funciones {f; : X — Yj}jeA es una fuente
de funciones.

Definicion 1.21. Una fuente de funciones {f; : X — Yj}jeJ es una Momno-
fuente si, para cualesquiera dos funciones g, h : Z — X tales que:

Vi€ fjog=fioh
se tiene que g = h.

Lema 1.22. 5i £ = {f; : X = Yj},_; es una fuente de funciones y {7;}._ ,
es una familia tal que (Y;,7;) es un espacio topoldgico para cada j € J,
entonces existe la minima topologia o en X que para cada j € J, la funcion
fi - (X,0) = (Y}, 7v,) es continua. A o se le llama topologia inicial de X
respecto a Ly {7}, 4-

Para f : (X,0) — (Y.7) una funcién entre espacios topologicos, diremos
que o es inicial respecto a f y o si es inicial respecto a la fuente {f : X — Y’}
y {7}. Para resumir lo anterior diremos que o es inicial respecto a (7, f).

Definicién 1.23. Una fuente de funciones {f;: (X;,7;) = (Yj,05)},c,4 es
monofuente si para cualesquiera dos funciones o1,00 : Z — X tales que
fjo1 = fjoo para cada j € A se tiene que o1 = 0.

Definiciéon 1.24. Sea {Xj}jej un familia de conjuntos. El producto car-
tesiano de {X;},_; estd dado por

HXJZ{Q;:J% UXj|Vj€J,x(j)er}.

JjeJ jeJ
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Para cada j € J la funcion 11; : T];c; X5 — X tal que 1;(z) = z(j), se

llama la j-ésima proyeccion del producto {Xj}jeJ'

Definicion 1.25. Sea {(Xj,Tj)}jeJ una familia de espacios topoldgicos, con-

sideremos la fuente de funciones £ = {Hj ; Hjej X; — Xj} y sea T la
jes

topologia inicial de HjeJ X; respecto a £ y {Tj}jeJ. El espacio topologico

(ITjes X, 7) es el producto topoldgico de {(X;, 7))}, ;-

La demostracion del siguiente Teorema puede verse en [8, Teorema 15,
Pag. 51].

Teorema 1.26. Sea ([[,c; X;,7) el producto topoldgico de la familia de es-
pacios topoldgicos {(X;,7;)},c ;. Entonces

I La fuente de funciones {Hj es X5 — Xj} es monofuente.
jes

II. Para toda j € J, II; es abierta.

HI Si{f;: (Y,p) = (X;,7))},c, es una fuente de funciones continuas en-
tonces existe una tnica funcion continua f: (Y, p) = ([1;e; Xj,7) tal
que, para toda j € J, conmula el diagrama

(Y, p) ! (e X507

(X5, 7))
Definicién 1.27. Si {f; : (X;,7;) = (Y},05)},c; es una familia de funciones
continuas, el producto de {fj}jeJ que denotaremos por Hjej [ es la unica

funcion continua que, para todo j € J, hace conmutativo el diagrama:

HjeJ fj

(HXJ'7T) (HYJJO-)

I, I

(X5, 75)

(Yj,05)

J
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1.2. Categorias

En la seccion anterior se han introducido definiciones y resultados de to-
pologia, tales como el producto y coproducto topolédgico, dichos conceptos y
resultados resultan familiares cuando se ponen en paralelo teorfas tales como
la teoria de conjuntos, la teoria de grupos y la teoria de anillos, por mencio-
nar algunas, donde se definen los productos y coproductos de los conceptos
a estudiar, es decir, el producto de conjuntos (grupos, anillos) por un lado
y por otro lado la suma directa de conjuntos (grupos, anillos), la cual es el
equivalente al coproducto. Al observar el comportamiento de estos conceptos
con respecto a las “flechas” entre los objetos de estudio, digamos las funciones
continuas en topologia, las funciones en la teoria de conjuntos, los homomor-
fismos de grupos en la teoria de grupos, los homomorfismos de anillos en
la teoria de anillos; veremos que los productos y sumas tienen propiedades
universales con respecto a estas “flechas” entre los objetos de estudio.

Lo anteriormente expuesto ha sido formalizado al estudiar las estructuras
mateméticas mediante la relacion entre los objetos de estudio y las “flechas”
entre ellos, que es la materia de estudio de la teoria de categorias. Asi mismo
cuando se formaliza el estudio de las diferentes teorias se puede observar que
el producto topolégico y el coproducto topolégico mantienen una relacion
de coexistencia. La teoria de categorias define esto como la propiedad de
dualidad.

Definicion 1.28. Una categoria A consiste de dos clases O y M, dos
funciones dom y cod de M a O y una funcion o de D = {(f,q9) | f,g €
M, cod(f) =dom(g)} a M tales que:

(1) Si (f,g9) € D, entonces dom(go f) = dom(f) y cod(g o f) = cod(g),

donde g o [ denota a o(f,g) y es llamada la composicion de f con g.

(2) Si(f,qg),(g,h) € D, entonces ho(go f)=(hog)o f.

(3) Para cada X € O, existe un elemento e € M tal que dom(e) = X =

cod(e), foe = f yeog = g, para cualesquiera f,g € M tales que
dom(f) =X ycod(g) = X.

(4) Para todo par (X,Y), con X,Y € O, la clase
XY= {f | f € M, dom(f) =X, cod(f) =Y}

es un conjunto.
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Los elementos de O son llamados objetos de A o A—objetos y los elementos
de M son llamados morfismos de A o A—morfismos. La clase O es denotada
por Ob(A) y la clase M es denotada por Mor(A). Si es necesario usaremos
las notaciones domy, cody, oa, Da y [, Ja. Para un objeto X de A, el
morfismo e de (3) estd dnicamente determinado, es llamado la identidad de
X y denotado por 1x. Para un morfismo f, dom(f) es llamado el dominio
de f y cod(f) es llamado el codominio de f. El hecho de que f € [X,Y]4 es
denotado por f : X — Y.

Ejemplo 1.29. En los siguientes ejemplos de categorias todo morfismo es
una funcion entre conjuntos, asi las funciones dom y cod asignan a cada
morfismo el conjunto dominio y codominio de dicho morfismo, como funcion,
respectivamente.

(1) set denota la categoria de conjuntos, esto es Ob(set) es la clase de con-
Juntos, Mor(set) es la clase de funciones entre conjuntos.

(2) &rp denota la categoria de grupos, esto es Ob(&tp) es la clase de grupos,
Mor(®tp) es la clase de homomorfismos de grupos.

(3) Ab denota la categoria de grupos abelianos, esto es Ob(Ab) es la clase
de grupos abelianos, Mor(Ab) es la clase de homomorfismos entre grupos
abelianos.

(4) Top denota la categoria de espacios topoldgicos, esto es Ob(Top) es la
clase de espacios topoldgicos, Mor(Top) es la clase de funciones continuas
entre espacios topologicos.

Definiciéon 1.30. Una categoria A es una categoria pequena si Mor(A) es
un conjunto. A es categoria discreta si todo morfismo de A es la identidad
de un objeto de A.

Definiciéon 1.31. Sean A y B categorias. Se dice que B es subcategoria de
A si:

(1) Ob(B) es una subclase de Ob(A) con inclusion i : Ob(B) — Ob(A).

(2) Mor(B) es una subclase de Mor(B) con inclusion j : Mor(B) — Mor(A).
(3) i odomg = domy o j, iocodg = codgojy joog = oyok, donde
o representa la composicion de funciones y k es una funcion de Dg a Dy
definida por k(f,g) = (j(f),(9))-

(4) Para cada X € Ob(B), j(1x) = Lix).

Una subcategoria B de A se dice plena si para cualesquiera X,Y €
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Definicién 1.32. Un morfismo f : X — Y de una categoria A es un
tsomorfismo en A si existe un A—morfismo g Y — X tal que go f = 1x
yfog=1ly.

f: X =Y esuna seccion en A si existe un A-morfismo g:Y — X tal
que go f = 1x.

f: X =Y esuna retraccion en A si existe un A-morfismo g:Y — X
tal que fog=1y.

Sif: X — Y esunisomorfismo, el morfismo g : Y — X tal que gof = 1x
y fog =1y, queda inicamente determinado. Asi g es llamado inversa de f
y es denotado por f~1. Si f es una retraccion y una seccion, entonces f es
un isomorfismo.

Un objeto X de A es A—isomorfo con un A—objeto Y si existe un
A—isomorfismo g : Y — X, y es denotado por X =~ Y. La relacion “A—
isomorfismo” es una relacion de equivalencia sobre Ob(A).

Definiciéon 1.33. Un morfismo f: X — Y de A es un monomorfismo en
A si para cualesquiera dos A—morfismos u,v : Z — X tales que fou = fow
se tiene que u = v.

Un morfismo f: X — Y de A es un epimorfismo en A si para cuales-
quiera dos A—morfismos u,v 1Y — Z tales que uo f = vo f se tiene que
u=v.

Es conocido que:

Proposicién 1.34. Supongamos que f : X — Y, g:Y - Z yh: X — 72
son morfismos en una categoria A tales que h = go f.
1) Si f y g son monomorfismos en A, entonces h es un monomorfismo
en A.
2) Si f y g son epimorfismos en A, entonces h es un epimorfismo en A.
3) Si h es monomorfismo en A, entonces [ es un monomorfismo en A.
4) Si h es epimorfismo en A, entonces g es un epimorfismo en A.

Definicion 1.35. Un morfismo en A es un bimorfismo en A si es un
epimorfismo y un monomorfismo en A.

En toda categoria, todo isomorfismo es un bimorfismo, pero en gene-
ral el reciproco no es verdadero. Una categoria se dice balanceada si cada
bimorfismo en A es un isomorfismo en A.

Proposicion 1.36. Para las categorias set, &tp y Ab se tiene que:
(1) Un morfismo f: X =Y es monomorfismo si y sdlo si es inyectivo.
(2) f es un epimorfismo si y sdlo si es sobreyectivo.
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Proposicién 1.37. En toda subcategoria plena de Top.
(1) Un morfismo es un isomorfismo si y solo si es un homeomorfismo.
(2) Un morfismo es un monomorfismo si y solo si es inyectivo.

Definicion 1.38. Sean A y B categorias, B es la categoria dual o cate-
goria opuesta de A si:

1. Ob(A) = Ob(B),
2. Mor(A) = Mor(B),

3. para la identidad i : Mor(B) — Mor(A), se tiene que domp = cody o y
codg = domy o1,

4. para la funcion j : Dy — D4 definida por j(f,g) = (i(g),i(f)), se tiene
que 10 0B =040 j.
La categoria dual de A se le denota por A°P.

Sea A una categoria, denotemos por i : Mor(A®?) — Mor(A) a la iden-
tidad, es sencillo verificar que f : X — Y es un epimorfismo en A% siy
solo si i(f) : Y — X es un monomorfismo en A. De hecho, la definicion de
epimorfismo puede ser obtenida al invertir todas las flechas en los morfismos
de la definiciéon de epimorfismo. En general, para una afirmaciéon S concer-
niente a objetos y morfismos de A, se puede construir una afirmaciéon S
invirtiendo las flechas en todos los morfismos de la afirmaciéon S. Si una
afirmacion S define una propiedad P para objetos y morfismos, entonces
S también define una propiedad PP y es llamada propiedad dual de P.
La propiedad dual de P es llamada co — P, ejemplo epimorfismo como co-
monomorfismo. Si una afirmacion S es verdadera para toda categoria, enton-
ces S? es verdadera para toda categoria, a este hecho se le llama principio
de dualidad para categorias, la demostracion del dual de una proposiciéon o
un teorema frecuentemente es omitido, pero es usado libremente.

Definicién 1.39. Sean A y B categorias. Un funtor F de A en B es una
funcion F de Mor(A) a Mor(B) que satisface:

(1) Sicoda(f) = doma(g), entonces codg(F(f)) = domp(F(g)).
(2) Fooy = ogoF', donde F' es una funcion de Dy a Dg definida por
F'(f,9) = (F(f), F(g))-
(3) Silx es la identidad de X € Ob(A), entonces F(1x) es la B—identidad
de Y = domp(F(lx)).
Un funtor de A en B es denotado por F : A — B, A y B son llamados
dominio y codominio de I, respectivamente.

Sea X € Ob(A), domg(F(1x)) es denotado por F(X). Entonces tenemos
una funcion F de Ob(A) a Ob(B). Un funtor F : A — B puede ser definido
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como un par de funciones F : Mor(A) — Mor(B) y F : Ob(A) — Ob(B)
tales que:

(1) Para f € Mor(A), con f : X — Y, tenemos que F(f) € Mor(B) y
F(f): F(X) = F(Y).

(2) Para f : X — Y yg:Y — Z elementos de Mor(A), F(goa f) =
F(g)op F(f) en Mor(B).

(3) F(Ix) = 1pw).

Para dos funtores F : A — B y G : B — C se define el funtor GoF : A —
C por la funcion G o F : Mor(A) — Mor(C). El funtor G o F' es llamado
funtor composicion de F' con G.

Si B es una subcategoria de A, con la inclusion i : Ob(B) — Ob(A) y
Jj: Mor(B) — Mor(A), entonces el funtor j : B — A, es llamado funtor
inclusion.

S1 B = A, el funtor inclusion j : B — A es llamado funtor identidad y es
denotado por 1 4.

Definiciéon 1.40. Un funtor D : K — A, donde K es una categoria pequena,
es llamado diagrama D en A sobre K.

Definicion 1.41. Sea (X, (a;)iconic)) un par donde X € Ob(A), (o)icopc) C
Mor(A) y o; : X — D(i) para cada i € Ob(K). Se dice que (X, (4)icop(x))
es una fuente natural para D si para todo a € Mor(K) tal que a : i — j
se tiene que o; = D(a) o ;.

Definicion 1.42. Para un diagrama D en A sobre K, una fuente natural
(X, (5)iconry) para D es un limite para D si para toda fuente natural
(Y, (Bi)icov()), existe un inico A—morfismo ¢ 1Y — X tal que B; = a; 0 .

Observaciéon 1.43. Sea J un conjunto y {Xj}jej una familia de espacios
topoldgicos, consideremos la categoria discreta K que tiene por clase de ob-
jetos a J, esto es Ob(K) = J y Mor(K) = {1;},.;. Definamos el diagra-
ma D en Top sobre K tal que D(j) = X; para cada j € J, tenemos que
(IT Xj,{m;}.c,) es limite para D, donde [] X; es el producto topoldgico de
{Xites yAm  [1X; = Xj},c, es la fuente de proyecciones. Esto es claro
por la parte I11 del Teorema 1.26.

1.3. Pullback

Para un par de morfismos con mismo codominio y una categoria pequena
muy especifica, definiremos un diagrama y consideraremos un limite para
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dicho diagrama, a dicho limite se le llama pullback. Esta seccién esta dedi-
cada a presentar una serie de resultados acerca del comportamiento de los
pullbacks en la categoria Top.

Definicién 1.44. Sea K una categoria con Ob(K) = {1,2,3} y Mor(K) =
{11,12,13,a : 1 — 3,b : 2 — 3}. Para un par de morfismos f : X — Z y
g:Y = Zen A, sea D: K — A un funtor tal que D(a) = f y D(b) = g,
D(1,) = 1x, D(13) = 1y, D(13) = 1z. Entonces el limite (W, oy, as, a3)
para D es pullback de f y g (o cuadrado cartesiano). Si oy = ¢,
ay = 'y ag = d, denotamos el pullback de f y g por (W,¢', f',d). Como
d=fog =gof, d esusualmente omitido. En otras palabras (W,q', f') es
un pullback de f y g si y sélo si:

(1) fog =gof, esto es conmuta el diagrama

g
— s X

|44
A

(2) para cualquier tripleta (V, o, B) tal que foa = go 3, existe un unico
morfismo ¢ -V — W tal que =g ' op y 5= f'op.

Definicion 1.45. Para una categoria A, una A—fuente es un par

(XS5 X = X))

donde X es un objeto de A, J es un conjunto y f; es un morfismo de A para
cada j € J, una A—fuente (X, {f; : X — Xj}jEJ) es una A—monofuente si
para cualquier par de morfismos de A, u,v : Z — X tales que fjou = f;ov,
se tiene que u = v.
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Lema 1.46. Si f,g € Mor(%op) y el siguiente diagrama es un pullback de
fug

!

w g X
f f
A Y

9

Entonces (W, {f",¢'}) es Top—monofuente.

Demostracion. Es claro que (W, {f’,¢'}) es una Top—fuente.
Sean u,v : A — W funciones continuas tales que ffou = f'ovy
g ou = ¢ ov tenemos que el siguiente cuadro es conmutativo

/

164 g X
x A:u
f A f
Av
A Y

g

pues fog ou= fog ov=go f ov de donde u = v, por tanto (W,{f’,¢'})
es una Top-monofuente.
Il

Lema 1.47. Si f : X — Y yg: Z — Y son funciones continuas, W =
{(z,y) e X x Z|f(z) =g(y)} y ', ¢ son las restricciones a W, de las pro-
yecciones a 4 y X respectivamente, entonces:

(a) El diagrama conmutativo

W g X
f! f
A Y

es un pullback.
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(b) Si
w—2 X

f f

A Y

g

es un pullback, entonces existe un unico homeomorfismo h : W' — W tal
que conmuta el diagrama

W g X
N
g/l
f w’ f
o
A Y

Demostracion. (a) Por la definicion de W el cuadro de (a) es conmutativo,
sean a : A - X y B : A — Z funciones continuas tales que foa = go f3,
tomemos 5 : A — X x Z definida por J(a) = (a(a), 5(a)) para cada a € A,
por propiedades del producto topolégico 4 es la tinica funciéon continua tal
que [Iy oy = ayIlzoy = (. Se tiene que J(A) C W, pues si a € A, tenemos
que fomyo¥(a) = foala) = go fla) = 7z 07(a), de donde v = 7[}f es
tal que g oy =ay ffoy=p.Si+:A— W es una funcion continua tal
que g’ oy =ay floy =3, como {f' ¢’} es Top-monofuente, tenemos que
v =~.{f',¢'} es Top-monofuente pues sean u,v :  — W morfismos tales
que ffou = fovy g ou= g ou, se tiene que mx ou(q) = rx ov(q) y
mzou(q) = mz owv(q), de donde u = v. Por tanto el cuadrado en (a) es un
pullback.

(b) Por la definicion de pullback existen unicas h: W — W'y b’ : W' —
W funciones continuas tales que ¢" oh = ¢, f"oh = [, g oh' = ¢"y
floh' = f", de donde hoh' = 1y y W o h = 1y pues se tienen los diagramas
conmutativos
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1!

W g X W g X
N ARE A
Ly g" 1w g

£ w’ f i w f
" y
g Z g

Asi h es homeomorfismo, la unicidad es dada por la propiedad del pull-
back.
O

Proposicién 1.48. Si el diagrama conmutativo

X x

Y

V—Y
es un pullback en Top. Entonces:
(1) Si f es sobreyectiva, entonces [’ es sobreyectiva.
(2) Si f es inyectiva, entonces f' es inyectiva.
(3) si [ es homeomorfismo, entonces f' es homeomorfismo.

Demostracion.

(1) Sea y € Y, tenemos que g(y) € Y, asi existe € X tal que f(z) = g(y)
de donde conmuta el diagrama

/

X/ J X
N
AN
A
f {z} f

S

Y’ 7 Y

donde C, es la funcién constante en y, i : {x} — X es la inclusion y ¢ esta
dada por la propiedad del pullback, asi ¢(x) € X"y f'(¢(x)) =y, por tanto
f' es sobreyectiva.
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(2) Sean x,y € X' con x # y, supongamos que f'(x) = f'(y), tenemos que
go f'(x) = go f'(y), asi por la conmutatividad del diagrama tenemos que
fod'(z) = fog'(y) de donde ¢'(z) = ¢'(y), pues f es inyectiva. Tenemos que
el diagrama

X' g X
\ %H:y

f {z,y} f

;%{zvy}

9

Y/

es conmutativo, ademéas C, : {z,y} — X’ la funcion constante en z puede
tomar el lugar de i en el diagrama, gracias a que f'(z) = f'(y) y ¢'(x) = ¢'(v).
Por la propiedad de pullback tenemos que i = C,, asi y = i(y) = C,(y) = =
lo cual es una contradiccion, de donde f'(z) # f'(y).

(3) Por las partes (1) y (2) tenemos que f’ es biyectiva, ademds tenemos que
conmuta el diagrama

X/ g X
\\ ftog
N
r Y’ f

asf f' o = 1y, y ya que f’ es biyectiva f'~! = ¢, con ¢ continua.

Proposicién 1.49. Si los diagramas conmutativos

X1y y k.7

>

f g g

U——V V—

l m

son pullbacks, entonces el diagrama conmutativo

XxJtoy_t.y

1| |o
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es pullback.

Demostracion. Supongamos que conmuta el diagrama

XJoy_*t.o g

tenemos que conmutan los diagramas

X J Y Y k A

A A3
N4 N\ P

f Q g g Q h
V zV

Vv Vv

l m

U w

donde p y ¢ existen por la propiedad del pullback, asi ¢ es tal que conmuta
el diagrama completo

XJoy_k.og

A

AN /
N a
LN

La unicidad de ¢ se deduce de la unicidad de ¢ y p en los diagramas
correspondientes.
O

1.4. Subcategorias correflexivas

Definicién 1.50. Sea A una categoria y B una subcategoria de A. Se dice
que B es una subcategoria correfleriva de A si para todo objeto X de A
existe un objeto X* en B, llamado B—correflector de X, y un morfismo rx :
X* = X en A, llamado B—correflexion de X, tal que para todo objeto Y de
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B y todo morfismo f:Y — X en A, existe un inico morfismo f°:Y — X*
en B tal que rx o f° = f. Es decir el diagrama:

X*

i

conmuta.

Definicién 1.51. Sean A una categoria y E C Mor(A). E es una clase
cerrada bajo composicion con isomorfismos si para todo elemento de
E, f: X =Y,y cualesquiera dos isomorfismos g y h de A, con Dom(g) =Y
y Cod(h) = X, se tiene que go foh € E.

Definiciéon 1.52. Sea A una categoria y E C Mor(A) una clase cerrada
bajo composicion con isomorfismos. Una subcategoria correflexiva B de A se
dice E-correflexiva si cada B—correflexion rx de cada X € Ob(A) es un
elemento de E. Para E = Bi(A), la clase E consiste de los bimorfismos de
A, en tal caso, tenemos categorias bi-correflezivas.

Definicion 1.53. Un objeto S de una A categoria es llamado separador
en A si para cualesquiera dos A—morfismos diferentes f,g: X — Y ewxiste
un A-morfismo h : S — X tal que: foh # goh.

Proposicion 1.54. Todo espacio topoldgico no vacio es un separador en Top.

Demostracion. Sea S un espacio topologico no vacio y sean f,g: X — Y dos
Top-morfismos diferentes. Existe z € X tal que f(z) # g(z), asi h: S — X,
la funcién constante en x, es un Top-morfismos tal que f o h # g o h, pues
ya que S es no vacio existe s € S’y asi f o h(s) # g o h(s).

]

Proposiciéon 1.55. Si A es una categoria con un separador S y B es una
subcategoria correflexiva de A con S € Ob(B). Entonces B es bi-correflexiva
en A sty solo si B es correflexiva en A.

Demostracion. Supongamos que B es correflexiva en A, sea rx : X* — X
una B—correflexion de X. Veamos que rx es epimorfismo, sean v,v : X — Y
morfismos de A tales que uory = v ory, supongamos que u # v, tenemos
que existe h : S — X un A—morfismo tal que v o h # w o h, asi existe un
tinico kY : S — X* morfismo en A tal que r, o h°® = h, pues S € Ob(B), de
donde uoh =wuor,oh® =vor,oh® =voh, lo cual es una contradiccién
y por tanto u = v. Ademas, ry es monomorfismo pues sean u,v : Z — X*
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morfismos en A tales que ry ou = rx o v, supongamos que u #* v, asi
existe h : S — Z morfismo de A tal que uo h # vo h, ya que S € Ob(B),
uoh=(rxouoh)’=(ryovoh)?=vohlocual es una contradiccion, por
tanto u = v, esto es, rx es monomorfismo.

O

Definicién 1.56. Sea C una subcategoria de Top, C es una subcategoria
cerrada bajo la formacion de coproductos si para cualquier familia
{A;};c; © Ob(C), donde J es un conjunto, el coproducto (I] A, {ij})jes
es un objeto de C.

Definicién 1.57. Sea C una subcategoria de Top, C es una subcatego-
ria cerrada bajo la formacion de identificaciones si para cualquier
identificacion f : A — X, con A un objeto de C, se tiene que X es también
un objeto de C.

Definiciéon 1.58. Sean f : Y — X y g : Z — X dos morfismos, f es
tsomorfo a g si existe un isomorfismo ¢ 1Y — Z tal que f = go .

Definicién 1.59. Sea E una clase de morfismos y R una subclase de E, R
es un conjunto de E-representantes si R es un conjunto y para cada f
elemento de E, existe un elemento g de R tal que g es isomorfo a f.

Definicién 1.60. Una categoria A es E-bien potenciada si para cada ob-
jeto X de A, la clase de todos los morfismos que pertenecen a E y tienen por
codominio a X, denotada por Ex, tiene un conjunto de Ex-representantes.

Definicion 1.61. Una categoria A es bien potenciada si cada objeto X de
A la clase de monomorfismos en A con codominio X tiene un conjunto de
representantes.

Observacion 1.62. La categoria Top es bien potenciada, (ver la Proposicion
1.69 de [2]).

Definicién 1.63. Un epimorfismo f : X — Y de una categoria A es un
epitmorfismo extremal en A, si siempre que un morfismo g : X — Z
y un monomorfismo h : Z — Y son tales que f = hg, entonces g es un
rsomorfismo.

Observacion 1.64. En Top un morfismo f : X — Y es un epimorfismo
extremal si y solo si f es una identificacion, (Proposicion 1.66 de [2]).

Definiciéon 1.65. Sea A una categoria, sean E y M clases de morfismos
cerradas bajo composicion con isomorfismos. A es (E,M)-factorizable si
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para cada A—morfismo f: X — Y existe una tripleta (Z,g,h) que consiste
en un objeto Z, un morfismo g : X — Z elemento de E y un morfismo
h : Z — Y elemento de M tales que f = ho g. La tripleta (Z,g,h) es
llamada (E, M)-factorizacion de f.

Una categoria A (E, M)—factorizable es singularmente (E,M)- fac-
torizable si para dos (E, M)—factorizaciones (Z,g,h) y (Z',¢',h') de cual-
quier morfismo f, existe un isomorfismo ¢ : Z — Z' tal que h = h' o y
g =ypog.

Una categoria tiene la propiedad de la (E,M)-diagonalizacidon si para todo
diagrama conmutativo en A de la forma

W x

l Ve
/

|
L, d

existe un morfismo d : X — Y que hace conmutativo el diagrama completo,
d es llamado morfismo diagonal del cuadrado (f, g, h, k).

Una categoria A se llama (E,M)-categoria si, es (E, M)—factorizable
y tiene la propiedad de (E, M)—diagonalizacion.

Observacion 1.66. Sea Epi — ex la clase de epimorfismos extremales en
Top y Mono la clase de monomorfismos en Fop, tenemos que Top es una
(Epi — ex, Mono)—categoria, (Ejemplo 2.21 de [2]).

Usando el resultado dual al Corolario 2.28 de [2] tenemos la siguiente
proposicion.
Proposiciéon 1.67. Si A es una (E, M)-categoria M—bien potenciada con
M C Mono(A) la cual tiene coproductos. Entonces se cumple lo siguiente.

(1) La interseccion de cualquier clase de subcategorias M -correflexivas de Top
es M-correflexiva en A.

(2) Para cualquier subcategoria B de Top, existe una subcategoria M -correflexiva
B* de A, llamada envolvente M -correflexiva de B, tal que:

(a) B C B*.
(b) Si B es subcategoria M-correflexiva de A y B C B', entonces B* C B'.

(3) Un objeto X de B es un objeto de B* siy sdlo si existe un conjunto {X;}ics

de objetos de B y un morfismo f: [[,c, Xi = X elemento de E.

Teorema 1.68. Sea A cualquier subcategoria bicorrefleriva de Top. Enton-
ces:
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(a) A es cerrada bajo la formacion de identificaciones.

(b) A es cerrada bajo la formacion de coproductos.

Demostracion. (a) Sea f: A — X una identificacion, con A un objeto de A.
Sea rx : X* — X una A-bicorreflexion de X, entonces existe f0: A — X*
funcién continua tal que rx o f* = f. Ademaés r;(l es continua porque lo es
7“)}1 of = f%y f es una identificacién. Por tanto, rx es un homeomorfismo
y X es un objeto de A.

(0) Sea (X = [T A;,{ij};c,) el coproducto de la familia {A;},_; donde
cada A; es un objeto de A, tomemos rx : X* — X una A-correflexion de X,
para cada j € J existe i? : A; — X* funcion continua tal que ry o z’? = i,
como [ A; es coproducto existe una tnica funciéon continua f: [[A4; — X*
tal que foi; = 29 Tenemos que rxy o f : [[ A; = [[ A, es funciéon continua y
es tal que rx o foi; = ron'? = i; para cada j € J, de donde rx o f = 1j14,,
pues lypa; es la tunica funcién continua tal que 1jy4; o 4; = 45, por tanto
tenemos que ry’ = f es continua, de donde 7x es homemomorfismo y asi X
es un objeto de A.

m

Notacion 1.69. Consideremos a E := Epi — ex la clase de epimorfismos
extremales de Top y M la clase de monomorfismos en Top, tenemos que
Top es (E,, M)-categoria, M-bien potenciada con M C Mono(Top). Para
una subcategoria A de Top, A* denotard la envolvente M — correflexiva de A.
Para este caso nos referiremos a A* como la envolvente correflexiva de A.

Teorema 1.70. Si A es una subcategoria de Top con al menos un objeto no
vacio, entonces son equivalentes:

(a) A es bicorrefleziva.

(b) A es cerrada bajo identificaciones y coproductos.

Demostracion. (a) = (b) : Teorema 1.68.

(b) = (a) : Consideremos Ax, la envolvente correflexiva de A, y sea X
un objeto de Ax, tenemos que por la Proposiciéon 1.67 existe un conjunto
{Ai},c, de objetos de A y un morfismo extremal f : [[,.; 4 — X, por la
Observacion 1.64 tenemos que f es identificacion y asi X es un objeto de
A, esto es A = A*, ademas por la Proposicion 1.55 y la Proposicién 1.54,
tenemos que A* es bicorreflexiva pues contiene al menos un elemento no
vacio.

]



Capitulo 2

Fibraciones

2.1. Fibraciones

En este capitulo comenzaremos por introducir el concepto de E—fibracién.
Sea [E una clase de espacios topologicos no vacia, una E—fibraciéon es una
funcién continua que cumple una propiedad de levantamiento de homotopias
con respecto a todo elemento de [E. Presentaremos resultados generales del
comportamiento de las E—fibraciones, aunque en el trabajo desarrollado po-
nemos mayor interés en las fibraciones de Hurewicz (es decir, se considera a
E como la clase de todos los espacios topologicos).

Definicion 2.1. Sea E una clase de espacios topoldgicos no vacia. Una E-
fibracion es una funcion continua f Y — B tal que para cada diagrama
conmutativo

X h Y
io f
X xT B

donde X € E e ig(z) := (x,0) para cada v € X, existe una funcion continua
H que hace conmutativo el diagrama

28
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X h Y
io H f
X xT B

Para E la clase de todos los espacios topoldgicos, una E—fibracion es
también conocida como una fibracion de Hurewicz.

Proposicién 2.2. Si f:Y — B yg: X — Y son E—fibraciones, entonces
fog es E—fibracion.

Demostracion. Sea Z un elemento de [E, supongamos que conmuta el diagra-
ma

Z h X

g

io Y
f

Z x I B

tenemos que conmutan los diagramas

7 . x_ .y 7 h X
10 m f 10 H g
Zx 1 B Zx1—0 Y

donde H' y H existen pues f v g son E—fibraciones, asi H es tal que
(1) Hig = h,
(2) fgH = fH = H,

esto es f o g es E—fibracion.
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Proposicion 2.3. Si {f; : Y; — B;},.; es un conjunto de E—fibraciones, en-
tonces [L,e; fi : 1lies Y = 1lics Bi es una E—fibracion, donde [],., fi es
dada por la Definicion 1.27 .

Demostracion. Sea Z € E, supongamos que conmuta el diagrama

h
Z [lies Yi

i0 [Lics fi

Zx1I I [Lic, Bi

tenemos que para cada ¢ € J conmuta el diagrama

Z—" ., Y sy,

ieJ Tt

iot / jf;
H;

Zx 1= Tliey Bi i B

donde H; existe va que f; es E—fibracion. Por la propiedad del producto
existe una tinica H : Z x I — [[,.,Y; tal que para cada i € J se tiene que
IT; o H = H;, tenemos que H es tal que:

(1) Hio = h, pues para cada i € J, II; o Hig = H, 04y = II; 0 h,
(2) [Les f;H = H, pues para cada i € J tenemos que:

Hz‘OHin]:-’:inHiOg:inﬁiZHioH-

icJ

Esto es [[,., fi es E—fibracion.

Lema 2.4. Si f : Y — B es una E—fibracion y el diagrama

/

w g Y
I f
A B

g

es un pullback, entonces f' es E—fibracion.
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Demostracion. Supongamos que conmuta el diagrama

X h 14%
10 I
X x 1T A

con X € F; tenemos que conmuta el diagrama

X h 0% g Y
i0 1 f
X xI—0 A . B

de donde existen H funcién continua y dnica G funcién continua tales que
los siguientes diagramas son conmutativos

gk Ly W g Y
7Y
io s f f X x 1T f
H
e
X xT——B Z . B

de donde g’o@oz’ozﬁoio :g’oﬁyf’oéoz'O:Hoio = f" o h, como
{f’,d'} es monofuente tenemos que G o iy = h, esto es, el diagrama

X h W
10 H f!
X xI A

es conmutativo, por tanto [’ es fibracion.
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Definicién 2.5. Sean (X, 7x) y (Y, 7v) espacios topoldgicos. Definimos C(X,Y)
como el conjunto de funciones continuas de (X,7x) a (Y,7y). Para A C X
y B CY definimos (A, B) C C(X,Y) de la siguiente forma

(A, B) :={f e C(X,)Y) | f(A) € B}.
Lema 2.6. Eziste una topologia 8 en C(X,Y), que tiene por sub-base a

R:={(A,B) | AC X es compacto y B CY es abierto} .
A dicha topologia R se le llama topologia compacto abierta.

Definicién 2.7. Para X € Top, el espacio topoldgico (C(1,X), R) es llamado
espacio de caminos en X, y es denotado por X'.

Definicién 2.8. Sean Y un espacio topologico e y € Y. Definimos el es-
pacio topoldgico (P(Y,y), &), donde P(Y,y) = {f € C(1,Y) | f(0) = y}
y R es la topologia de P(Y,y) como subespacio de (C(1,Y),R). El espacio
topoldgico (P(Y,y),R') es llamado espacio de caminos en Y con inicio
y. Definimos la funcion e : P(Y,y) — Y de forma que e(f) = f(1) para cada
fePY.y).

Observacién 2.9. La funcion € es continua pues, para cada U CY abierto,
tenemos que e~ (U) = ({1},U) es un abierto en P(Y,yp).

Definicién 2.10. Sean X y Y conjuntos, F(X,Y) denotard el conjunto de
funciones de X a'Y.

Para X, Y, Z conjuntos, definiremos la funcion © : F(X x Z)Y) —
F(Z,F(X,Y)) de forma que para cada f € F(X X Z,Y):

O(f): Z — F(X,Y)
2= 0O(f)(2): X =Y
x = f(z,2)

Definimos la funcion T . F(Z,F(X,Y)) —» F(X x Z,Y) de forma que

para cada g € F(Z,F(X,Y)):

T(g): XxZ—>Y

(z,2) = g(2)(x).
Para F(X,Y) definimos la funcién evaluacion w: F(X,Y)x X —» Y
por w(f, x) == f(x).
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Los siguientes resultados (Observacion 2.11, Proposicion 2.12, Observa-
cion 2.13 y Proposicion 2.14) nos proveen de informacion acerca de las fun-
ciones © y I', las demostraciones de dichos resultados pueden revisarse en la
seccion 29 de [8], Proposicion 17, Proposicion 18, Observacion 19 y Corolario
21 respectivamente.

Observacion 2.11.
(a) ©oT = Id.
(b) To© = Id.

(¢) Para cada f € F(X x Z,Y) y para toda z € Z,0(f)(z) = f o h., donde
h,: X — X X Z estd definida por h,(z) = (z, 2) para toda x € X.

(d) Para cada g € F(Z,F(X,Y)), I'(9) =wogXx1lxoh, dondeh: X x Z —
Z x X estd definida por h((z,2)) = (z,2) yw : F(X,Y)x X = Y esla
funcion evaluacion.

Proposiciéon 2.12. Si (X, 1), (Y,0), (Z,a) y (C(X,Y),R) son espacios to-
poldgicos, entonces O(C(X x Z,Y)) Cc C(Z,C(X,Y)).

Observacion 2.13. Si (X, 1), (Y,0), (Z,a) y (C(X,Y),R) son espacios
topologicos, entonces son equivalentes:

(a) ©:C(X xZ,)Y)) = C(Z,C(X,Y)) es biyectiva.
(b) ©:C(X xZ,Y)) = C(Z,C(X,Y)) es sobreyectiva.
(¢c) T(C(Z,C(X,Y))) CC(X x Z,Y).

Proposicion 2.14. Si (X, 7) es localmente compacto y regular, entonces
para cualesquiera (Y,0), (Z,«a) espacios topoldgicos, © : C(X x Z,Y)) —
C(Z,C(X,Y)) es biyectiva.

Definicién 2.15. Para f : E — B una funcién continua, f*: BT — BT se
define por f(a) = f o« para cada o € E'.

Proposiciéon 2.16. Para toda funcion continua f : E — B se tiene que
f*: BT — B! es una funcién continua.

Demostracion. Sean o € ETy U = (A, K) un basico en (B!, Kp) con f*(a) €
U, se tiene que (A, f~1(K)) es un basico en (E!,Kg) que contiene a o y

F (A fHEK)) cU.
O

Proposicién 2.17. Si f : E — B es una funcion continua son equivalentes:
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(a) f es E—fibracion.

(b) Si en Top conmuta el diagrama

ET 2 E (1)

Ppo

con' Y € E y pola) = a(0), entonces eziste G : Y — E! funcion
continua tal que hace conmutar el diagrama completo:

El—2" - F ()
N A

f Y f
e
I

B Po

B

Demostracion. Consideremos las funciones © : C(I xY, B) — C(Y,C(I, B))
yO :C(I XY FE)— C(Y,C(I,E)), por la Proposicion 2.14 tenemos que O
y ©’ son biyectivas, ademéas por la Observaciéon 2.13 tenemos que

I'(C(Y,C(I,B))) c C(I xY,B) y I'(C(Y,C(I,E))) C C(I x Y, E).

Supongamos que f es E—fibracion y que el diagrama (1) es conmutativo
con Y € E. Tomando H :=1'(G)ol:Y xI - B,donde [: Y x [ - I xY
es definida por [((y,t)) = (t,y) para todo (y,t) € Y x I, tenemos que H es
continua y hace conmutativo el diagrama

g
y =B )
io fl// f
Y x 1 B

pues para cada y € Y
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H oig(y) = T(G)((0,9)) = G(y)(0) = po(G(y)) = f o g(y)
ya que f es E—fibracion, existe H continua que hace conmutativo el diagrama

completo (2). Definiendo G := ©'(H ol™"), tenemos que G es continua y hace
conmutar el diagrama (1) completo, pues para caday € Y y para cada t € I:

(f* o Gy) (1) = f(GW)(1) = foO(H oI (y)(t)

= foH(yt)=H(y,t) =T(G)ol(y,t) = G(y)().
Ahora supongamos que para todo diagrama de la forma (1) en Top con
Y € E existe G que hace conmutativo el diagrama completo. Consideremos
el diagrama conmutativo (2) con Y € E, definiendo G := ©(HI™!) tenemos
que G es tal que hace conmutativo el diagrama (1) pues para cada y € Y’

pooGy) =pooO(H ol )(y) = O(H o 17)(y)(0) = H(y,0) = fog(y)

asi existe C? continua que hace conmutar el diagrama completo (1). Final-
mente sea H :=I'(G)l tenemos que:

1. Hig(y) = H(y,0) =I"(G)(0,y) = G(y)(0) = poG(y) = g(y).
2. fH(y.t) = fG(y)(t) = [*G(y)(t) = G(y)(t) = O~ ") (y)(t) = H(y,1).

Esto es H es tal que conmuta el diagrama completo (2), asi que f es
E—fibracion.

]

Definicién 2.18. Para una funcion continua f : X — Y, definimos el
espacio Ny de la siguiente forma

Ny = {(z,0) | f(z) = a(0)} € X x V7.

Observacion 2.19. Para f : X — Y una funcion continua, el cuadrado
conmutativo

x|n

f ’

Hy1|Nfl jf

VigY

donde Ilx|n, y Ilyr|n, son las respectivas proyecciones a X y Y7 restringidas
a Ny, y po(a) = a(0) para cada € Y7, es un pullback, esto por el Lema 1.47.
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Proposicién 2.20. Sean Y un espacio topoldgico, L un subespacio de Y y
0:1x1— I una funcion continua. La funcion

0:LxI—Y'
(,t)»a: [ =>Y
s = a(0((t,5)))
es una funcion continua.

Demostracion. Sean (o,t) € L x I'y (K, A) un bésico de la topologia en Y/
tal que 0(a,t) = ay € (K, A). Tomemos

V={vel|VweK,al(v,w)) e A}.

Tenemos que t € V', esto ya que oy € (K, A). Veamos que V es un abierto
en [. Sea v € V, para cada w € K tenemos que a(f(v,w)) € A, donde A
es un abierto en I, asi por la continuidad de « o # tenemos que existen O,
y Q. abiertos en I tales que v € Oy, w € Qu ¥y Oy X Q@ C 071 (a™1(A)),
de donde tenemos que {Qu}, ., € una cubierta abierta de K, el cual es
compacto, asi existe {Q., };_, subcubierta finita de {Q,},c;- Tenemos que
N0y, es un abierto en I que contiene a v, ademas N ,0,, C V. En
efecto, sea u € NI ,0,, vy w € K, existe i € {1,....,n} tal que w € Q,, y asi
a(f(u,w)) € a(8(Oy, X Qu,)) C A.

Ya que I es localmente compacto y T, como t € V, existe una vecindad
W de t tal que W, la cerradura de W, es compacta en I y W C V. Sea

C= |J 0(ssw)=00 xK)
seEW weK

tenemos que C' es compacto en I, esto debido a que W x K es compacto en
I x Iy 0 es continua. Consideremos O = (C, A) N L x W, tenemos que O es
un abierto en L x I, ademas a € (C, A) pues para cada c € C, ¢ = 0((s,w))
para algiin s € W y w € K, de donde

alc) = a(8((s,w))) € a(d(W x K)) C a(d(V x K)) C A

asi (a,t) € O. Finalmente 6(0O) C (K, A), pues sea (3,s) € O, para w € K
tenemos que

Bs(w) = B(0((s,w))) C BEOW x K)) = B(C) C A.
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Teorema 2.21. Toda funcion continua es la composicion de una equivalencia
homotopica y una fibracion de Hurewicz.

Demostracion. Sea f : X — Y una funcion continua, f coincide con la
composicion

N

donde h : X — Ny esta definida por h(z) = (z,Cy()) para cada x € X, y
p(x, ) = a(1). Consideremos myroh : X — Y! ysean v € X y (K, A) un
bésico en la topologia de Y/ tal que mys o h(z) = Cy,) € (K, A), tenemos
que v € f71(A) y para cada y € f~!(A), se sigue que:

X Y

Crp(K) ={fy)} C A

de donde 7wy o h(y) = Cyy) € (K, A), esto es, myr o h es continua, ademas
mx o h = 1x, de donde h es continua.

Sea ¢ : Y! — Y definida por e(a) = a(1), tenemos que para cada V
abierto en Y, e71(V) = ({1},V), esto es € es continua, y asi p: Ny — Y es
continua pues p = € o myr.

Veamos que h es una equivalencia homotopica, claramente mx o h = 1x.
Sea H : Ny xI — Ny definida por H(z, a,t) = (v, ), donde o : [ — Y esta
definida por a;(s) = «(st) para cada s € I, notar que oy(0) = a(0) = f(z),
esto es H esta bien definida, ademéas H es tal que:

1. H es continua. Ya que IIx o H = 1x y Ilyr o H es continua. En efecto,
considerando L = my:(Ny) y 0 : [ x I — I definida por 0(s,t) = st,
por la Proposiciéon 2.20 tenemos que la funcion 6 es continua, de donde

tyrH =80 (myr x 1;)
es continua.
2. H((z,0),0) = (z,00) = (z,Cy)) = holx(x).
3. H((z,0),1) = (z.01) = (z,0) = 1y, (z, ).

Esto es H : hirx ~ Iy,
Veamos que p es una fibracion de Hurewicz. Supongamos que conmuta el
diagrama
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g
Z N,
Z'()J lp
7 X ]—>—Y

Sea z € Z, consideremos ¢(z) = (¢1(2),92(z)) donde ¢; : Z — X, g :
Z — Y1 son funciones continuas y g2(2)(0) = f(g1(2)), tenemos que por la
conmutatividad del diagrama go(2)(1) = G(z,0) pues

G(2,0) = G(io(2)) = p(9(2)) = p(91(2), 92(2)) = g2(2)(1).

Consideremos G : Z x I — X, definida por Gl(z s) = g1(z), tenemos que
Gl es continua pues ¢g; lo es, y consideremos G2 Z x I = Y! definida por

92(2) (L + 5)t) si 0 <t < o

v

Go(z,9)(t) =

G(z,(1+s)t—1) sz:<t<1

G esta bien definida pues para t = 1/(1 + s) tenemos que

g2(2) (14 8)t) = ¢2(2)(1) = G(2,0) = G(z, (1 + )t — 1).

Asif definimos G : Z x I — Ny como G(z,t) = (G1(z,1), Ga(2, 1)), G esta
bien definida pues

foGilz,5) = fogi(z) = g2(2)(0) = Ga(z,5)(0).

Tenemos que G es continua pues ~HXC~¥ = Gy vy Iy:G = G que por la
Proposiciéon 2.22 es continua y asi G es continua, ademas G es tal que:

L. G(2,0) = (G(2,0), Ga(2,0)) = (01(2). (92(2)).
2. pG(z,5) = p(G1(z,5),Ga(2,5)) = Ga(z,5)(1) = G(2, 5)

esto es, conmuta el diagrama
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Proposicién 2.22. La funcion Gs definida en la prueba del Teorema 2.21
es continua.

Demostracion. Sea z € Z, definimos G(z, ) : I — Y por G(z, )(s) =
G((z,s)) paracada s € [ y a, = go(2) * G(z, ) € Y, esto es

g2(2)(20), si0<1< ]!

a(l) = g2(2) * Gz, _)(I) =
G((z,(20—1))), si 3 <1<1

tenemos que «, estd bien definido pues ¢2(2)(1) = po ga(2) = G o ip(2) =
G(2,0). Consideremos L = {a, | 2€ Z} C Y! y 0 : I x I — I definida por
0((t,s)) = (s+ts)/2 para cada (t,s) € I x I. Por la Propocicion 2.20 tenemos
que la funcion 0 : L x I — Y, definida por:

g2(z)(s+ts), st 0 <t < 1%8

O(a,, t)(s) = a.((s+ts)/2)) =

G((z,s+ts—1)), si <t<1

1
1+s
es continua.

Sea ¢ : Z — L la funcion definida por ¢(z) = a,, tenemos que ¢ es
continua. En efecto, sea z € Z, supongamos que ¢(z) € (K,A) N L, con
(K, A) un bésico de la topologia de Y, definimos K; = K N[0,1/2] y Ky =
K N[1/2,1], tenemos que tanto K; como K, son compactos en . Para cada
w € Ky, g2(2)(2w) = a,(w) € A, esto es, ga(2) € (2K4, A), donde 2K, :=
{2w|w € K}, asi existe U abierto en Z tal que z € U y g2(U) C (2K, A),
esto pues ¢go es continua, por otro lado para cada w € K, tenemos que
a(w) = G((z,2w — 1)) € A, como G es continua, existen O, abierto en Z
vy Q. abierto en [ tales que z € O,, w € Q, v G((y,2s — 1)) € A para
todo (y,5) € O, x Q. Como {Qu},cx, €8 una cubierta abierta de K, que
tomemos O = NI, 0,, que es un abierto en Z que contiene a z. Tenemos que
W =UNO es un abierto en Z tal que contiene a z, ademas ¢p(W) C (K, A)
pues sean y € W y w € K tenemos que si w € K, ay(w) = g2(y)(2w) € A,
pues y € U. Si w € Ks, tenemos que o, (w) = G((y, 2w — 1)), ademés existe
ip € {1,...,n} tal que w € Q,,, asi y € Oy, de donde G((y,2w — 1)) € A.

Finalmente tenemos que Gy = 0 o (¢ x 1;), de donde G es continua.

O

La demostracion de la Proposicion 2.23 puede verse en [8 Proposicion 9,
Pag. 269].
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Proposicién 2.23. Sean X € Top, X! el espacio de caminos en X con la
topologia compacto abierta, entonces son fibraciones de Hurewicz:

(a) p: X = X x X tal que para cada w € X', p(w) := (w(0),w(1)).
(b) Parai=0,1, p; : X! — X tal que para cada w € X', p;(w) := w(i).

(¢) Para cada xo € X, p: P(X,x9) — X tal que para cada w € P(X, ),
plw) :=w(l) y P(X,z9) = {a €Y' | a(0) = z0}, con la topologia de
subespacio de Y.

En el capitulo siguiente seran utilizados los resultados referentes a E-
fibraciones, una importante observacién es que hay un gran ntmero de re-
sultados que involucran las E-fibraciones y su comportamiento con levanta-
mientos de funciones y los grupos fundamentales, material de la topologia
algebraica, dichos resultados pueden expresarse también en términos de fun-
tores, pero ademas de esto, otra idea interesante que se genera de estudiar
las [E- fibraciones con conceptos categoricos es poder aplicar el principio de
dualidad, con lo que se genera el concepto de E-cofibraciones.

Definicién 2.24. Sea E una clase de espacios topoldgicos no vacia. Una
funcion continua i : A — X es una E—cofibracion si para todo Y € E y
para todo diagrama conmutativo

A Ax T

s

i Y ix1y

i

0

X

X x1I

existe una funcion continua H : X x I =Y tal que conmuta el diagrama

A Ax T

10

So6lo mencionaremos los resultados duales para cofibraciones, estos dados
por el principio de dualidad. Es importante mencionar que el proceso de
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dualizacion del concepto de fibracion hace uso de la equivalencia dada por la
Proposiciéon 2.17, esta observacion es importante si se quiere comparar como
duales los diagramas dados en la Definiciéon 2.1 y la Definicion 2.24

Proposiciéon 2.25. Siit : A — X yk : X — Y son E—cofibraciones,
entonces k oi es E—cofibracion.

Proposicién 2.26. Si{i; : A; — X;}._, es un conjunto de E—cofibraciones
JjeJ ) ) ’
entonces [[;c;ij: [1;c; Ai = [ Xi es una E—cofibracion.

Lema 2.27. Sii: A — X es una E—cofibracion y el diagrama

W-—*__ vy

X A

k

es un pushout, entonces i’ es E—cofibracion.

Asi mismo se define el mapeo cilindrico M; de una funcién continua i (ver
Capitulo 6 de [5]), el cual es el dual del espacio Ny para una funcién continua
f, con estos conceptos se llega al resultado dual del Teorema 2.21, el cual es
el Teorema que sigue:

Teorema 2.28. Toda funcion continua es la composicion de una cofibracion
y una equivalencia homotopica.



Capitulo 3

Fibraciones y correflexiones

En el Capitulo 2, el Lema 2.4 nos muestra que las E-fibraciones son una
clase de funciones continuas cerrada bajo pullbacks, ademas por la parte (1)
de la Proposicion 1.48 tenemos que la sobreyectividad es preservada bajo
la formacién de pullbacks. Por lo anterior tenemos que las E-fibraciones so-
breyectivas son una 1—clase (Definicion 3.1), en esta seccién veremos que
podemos asignar a cada 1—clase una subcategoria plena de Top que resulta
ser una subcategoria correflexiva (Teorema 3.13), ademas se presentara una
caracterizacion para saber si un espacio topoldgico pertenece a la categoria
correflexiva asociada a la 1—clase formada por las fibraciones de Hurewicz
sobreyectivas (Lema 3.19) y més atn se mostrard que morfismos hace de
correflexiones para dicha categoria (Corolario 3.20).

En todo este capitulo se consideraran subcategorias de Top cerradas bajo
homeomorfismos, esto es, si X es un objeto de una subcategoria A de Top y
Y es homeomorfo a X, entonces Y es un objeto de A.

3.1. Categorias asociadas a una clase de ma-
peos

Definicién 3.1. Diremos que M es una 0-clase si M es una clase de fun-
ciones continuas y sobreyectivas. Una 0—clase M es una 1-clase si M es
cerrada bajo pullbacks, esto es, si el diagrama

W x

f’l f

J—=Y

g

42
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es un pullback en Top y [ es un elemento de M, entonces [’ también es un
elemento de M.

Definicion 3.2. Sea M una 0-clase, denotaremos por A(M) la subcategoria
plena de Top que tiene por objetos los espacios topoldgicos A tales que:

Cada funcion f: X — A que pertenece a M es una identificacion.

Ejemplo 3.3. St M es la clase de todos los homeomorfismos, entonces

A(M) = Top.

Ejemplo 3.4. 5i M es la clase de todas las retracciones, entonces M es una
0-clase. Ademds para todo espacio topologico A, cualquier retraccionr : X —
A es una identificacion, Proposicion 1.14, es decir A(M) = Top.

Ejemplo 3.5. St H es una subcategoria bicorreflexiva de Top y M es la
clase de H-correfleziones, entonces A(M) = H. En efecto, sea A € A(M) y
sea ry : A* — A una H-correflexion de A tenemos que r4 es identificacion
pues A € A(M), ademds 14 es biyectiva pues H es bicorrefleriva, ademds
r;l ora = la- y asi por la parte (c) del Teorema 1.4 tenemos que r;l es
continua, de donde A € H pues A = A* € H. Supongamos que A € H; si
ra: A* — A es una H-correflexion de A, existe una tnica funcion continua
a: A* — A* tal que rpoa = 14+, asi Ty es una funcidn continua, sobreyectiva
tal que rpa0 = 14+ con « funcion continua, de donde r4 es una retraccion y
por la Proposicion 1.14, ra es identificacion, por tanto A € A(M).

Ejemplo 3.6. Si M = (), entonces A(M) = Top. Sea A € Top y supongamos
que A ¢ A(M), esto es existe f: X — A funcion que pertenece a M que no
es una identificacion, pero M =0, por tanto A € A(M).

Lema 3.7. Sea {M;}je; una familia de O-clases, entonces A(J; M;) =
Mjes AM).

Demostracion. Es claro que la uniéon de O-clases es una 0-clase, ademés si
M C M’ tenemos que A(M) D A(M'), puessi A€ A(M')y f: X — Aes
un elemento de M, tenemos que f € M C M’y asi f es identificacién pues
A€ A(M'), de donde A € A(M). Ast A(U; M;) C ;s A(M;). Sea A un
objeto de (;c; A(M;) y f: X — A un elemento de {J,c; M;; como existe
un jo € J tal que f € M;, vy A€ A(Mj,), f es una identificacién, de donde
A es un objeto de A(U; M;).

]

Lema 3.8. La interseccion de 1-clases es una 1-clase.
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Demostracion. Sea {M;};c; una familia de 1-clases, consideremos el siguiente
pullback en Top :

W—X
d
Z ——=Y
con f un elemento de ﬂjeJ M;, como f es un elemento de cada M; tenemos

que f" es un elemento de cada M;, asi f' € ﬂjGJ M;. H

Observaciéon 3.9. La clase de todas las funciones sobreyectivas y continuas
es una 1-clase que contiene a cualquier otra 0-clase.

Definicién 3.10. Si M es una 0-clase, denotaremos por M a la intersec-
cion de todas las 1-clases que contienen a M y llamaremos a M la 1-clase
generada por M.

Definiciéon 3.11. St M es una 0-clase, denotaremos por M a la clase de
funciones [’ tales que existe un pullback en Top:

W—X

A

7 ——Y
con fe M.

Lema 3.12. S5i M es una 0-clase, entonces M = M.

Demostracion. Veamos que M es una 1-clase. Sea fe M, existe un pullback
en Top de la forma

xow

g

B

~

con g € M, de donde f es continua por la definicion de pullback. Veamos que
f es sobreyectiva pues sea y € Y tenemos que existe w € W tal que g(w) =
B'(y), pues g es sobreyectiva, asi i = gC,, donde i : {y} — Y es inclusion
v Cy : {y} — W es la funcion constante en w, asi existe ¢ : {y} — X unica
funcién continua tal que fy = i, de donde p(y) € X v f(p(y)) = y. Sea f’
una funcion continua y un pullback de la forma
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X ==X

ryo s

Y/ —,> Y
[e%
tenemos que el diagrama
X2y

ok
Y’ — Z
Boa
es un pullback, esto por la Proposicion 1.49, de donde f' € M, asi M es una
1-clase. )
Es claro que M C M pues para cada f: X — Y en M tenemos que

1y

es un cuadrado cartesiano. En efectosean o : 7 — X y f: Z — Y funciones
continuas tales que 1y o 8 = foa, tenemos que « es una funcién continua tal
que lxyoa=ay foa=1xof =0, ¢: Z — X es una funciéon continua
tal que 1x o p = 'y fo = [ tenemos que 1x o ¢ = «, de donde p = a.
Por tanto M C M. Sea fe M y My una 1-clase tal que M C M, existe un
pullback

x—" w

f g

Y R
3

donde g € M C M,, asi f € My ya que M, es una 1-clase. Por tanto M D M.
O

Teorema 3.13. Si M es una 1-clase, entonces A(M) es una subcategoria
correflexiva de Top.
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Demostracion. Si A(M) = () entonces A(M) es una subcategoria correflexi-
va, pues de lo contrario existe A € A(M) = Top tal que para todo A* € 0,
para toda funcion continua r4 : A* — Aexisten Be AM)=0y f:B— A
funcién continua tales que para todo ay : B — A* se tiene que 74 0 of # f,
lo cual no es posible. Supongamos que A(M) = {0} y que A(M) no es
una subcategoria correflexiva, tenemos que existe A € Top tal que para to-
do A* € A(M) = {0} y para toda funcion continua r4 : A* — A existe
B e AM) = {0}y f: B — X funciéon continua tales que para toda
ay : B — A* se tiene que r4 o ay # f, esto es existe b € B = () tal que
raoap(b) # f(b); por tanto A(M) es subcategoria correflexiva de Top.

Veamos ahora que si A(M) tiene un objeto no vacio, entonces A(M)
es cerrada bajo la formacién de identificaciones y coproductos, asi por el
Teorema 1.70 tendremos que A(M) es una subcategoria bicorreflexiva de
Top.

Supongamos que A(M) tiene al menos un elemento no vacio. Sean {4;},_;
una familia arbitraria de objetos no vacios de A(M)y f: X — [[A4, un
elemento de M; definamos para cada j € J el espacio topolégico X, =
(A y f = ij]%Aj) : X; = Aj, donde 7; : Aj x {j} = Aj esla
proyeccion a A; y i; : A; — A; x {j} estd definida por j(a) = (a,j) para
cada a € A;, tenemos que X = UjeJXj pues sea x € X, f(z) € [[A;siy
solo si existe jo € J tal que f(z) € Aj, x {jo} sii z € U,c; X, ademas cada
X es abierto en X pues f es continua y 4; es abierta para cada j € J.

Veamos que para cada j € J el siguiente diagrama es un pullback,

X, X
fi f
A; [TA4;

v

donde 4} : X; — X es la inclusion. En efecto, tenemos que las funciones
del diagrama son continuas pues tanto i; como 7 son inclusiones y f; es
composicion de una restriccion de f y una proyeccion; por las definiciones de

X,y f; el diagrama es conmutativo. Supongamos que el diagrama
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14,
es conmutativo con « y f funciones continuas, tenemos que el diagrama

i,

X; X
NS
fi 7 f
i
Aj -

[T4;
es conmutativo pues

i. Seaz € Z, fa(z) =i;8(z) € Ajx{j} dedonde a(z) € f71(4;x{j}) =
X; por tanto a7 esta bien definida y es continua por ser restriccion.

ii. Sea z € Z, tenemos que i;f;a|%i(z) = zjﬁjf”( g 04|Xj(z) = fa(z) =
i;8(2), como i; es inyectiva tenemos que fja|X (z) = B(z), de donde

fialX = p.
iti. Sea z € Z, i/, a|Z (2) = a(z), de donde z';-a|)Z(j = q.

Ahora, si h es funcién continua, tal que conmuta el diagrama

/

114,

‘/

Tenemos que para toda z € Z, i;h(z) = #;a|*(z), como h(z) € X; y 7
es inyectiva, h(z) = a|¥i(z) y por tanto h = |,
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Asi f; € M para cada j € J, como f; : X; — A, con A; € A(M) tenemos
que f; es una identificacion. Sea ¢g : [[A; — Y una funcién tal que gf es
continua, tenemos que para cada j € J, goijo f; = go foi’ es continua, de
donde la funcién goi; : A; = Y es continua pues f; es identificacién, como g
esta definida por g(a, k) = g oix(a) para cada (a,k) € [[ 4;, por el Teorema
1.26 tenemos que g es la unica funcién continua tal que g o¢; = g o ¢; para
cada j € J, de donde g es continua y asi la topologia de [ [ A; es la topologia
final respecto a f, asi f es identificacion y por tanto [[ A; € A(M).

Ahora, veamos que A(M) es cerrado bajo identificaciones. En efecto sea
q : A — X una identificacion con A € A(M) y supongamos que f:Y — X
pertenece a M, consideremos el cuadrado cartesiano generado a partir del
Lema 1.47

%4 K Y
1 f
A X

Por ser M 1-clase, f € M y como f': W — A con A € A(M) tenemos
que f’ es identificacion, asi por la Proposicion 1.6 ¢f’ es identificacion. Sea
g : X — Z funcién tal que gf es continua. Tenemos que gopo f' ' =go fop/
es continua, como po [ es identificacion tenemos que g es continua de donde
f esidentificacion y asi X € A(M). Finalmente por el Teorema 1.70 tenemos
que A(M) es bicorreflexiva.

]

Notar que para Mg la la clase de E—fibraciones sobreyectivas es una
1—clase, esto por el Lema 2.4 y la parte (3) de la Proposicion 1.48.

Corolario 3.14. 57 Mg la clase de E—fibraciones sobreyectivas, entonces
Ap = A(Mg) es una subcategoria correflexiva de Top.

Ejemplo 3.15. Ag, donde S es la categoria de espacios topoldgicos tales
que son homeomorfos a un cubo I" para algin n finito. En este caso, las
S—fibraciones son llamadas fibraciones de Serre. Ag es la categoria formada
por los espacios B € Top tales que toda fibracion de Serre sobreyectiva f :
Y — B es una identificacion.

Ejemplo 3.16. Ay := Ag,y, corresponde a la categoria formada por los
espacios B € Fop tales que toda fibracion de Hurewicz sobreyectiva f Y —
B es una identificacion.
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Ejemplo 3.17. Aq/, donde C" corresponde a la categoria de los espacios
contractibles.

Proposicion 3.18. Todo espacio contractible es un objeto de Apg.

Demostracion. Sean B un espacio contractible y f : Y — B una fibracion de
Hurewicz sobreyectiva. Supongamos que h : Y — Z es una funcién tal que
ho f: X — Z es continua, tenemos que existe yp € Yy H:Y xI — Y una
funcién continua tal que H : C,, ~ 1y, ademéas como f es sobre, tenemos
que existe 79 € f1(yo), asi conmuta el diagrama

Cay

!

YXIH—>B

ademads tenemos que h = hfH(_,1), pues paracaday € Y, h(y) = h(ly(y)) =
hH(y,1) = hfH(y, 1), de donde h es continua, asi por el Teoremal.4 tenemos
que f es identificacion. O

Lema 3.19. Un espacio topoldgico X es un objeto de Ay si y sdlo si toda
componente conexa por caminos de X es un conjunto abierto de X.

Demostracion. Sea {X},e; la familia de componentes conexas por caminos
de X. Para cada j € J tomemos un punto z; de X, y sea p; : P(X,z;) = X;
la funcién definida por p;(w) = w(1) para cada camino w en X; con comienzo
en z;. Denotemos por P : [[ P(Xj,z;) — X el morfismo definido por el pozo
de funciones continuas {p;};cs, (ver Teorema 1.26). Tenemos que P es una
fibracion de Hurewicz, en efecto si conmuta el diagrama

Y L1 P(X;, )
20 P
Y x1 I X

tenemos que Y = [[ g H(P(X;,z;) yY x I =[] (¢ (P(Xj,2;)) x I). Siy €
g7\ (P(X;,2,)), entonces H(y,0) = H(io(y)) = P og(y) con g{y) € P(X;, ;)
y P(P(X;,z;)) = X, componente por caminos de X, asi H({y} x I) C
P(P(Xj,x;)) = X;. Por lo anterior, para toda j € J tenemos que conmuta
el diagrama
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_ gl
g (P(Xj,z5)) P(Xj, x;)
7
a7
20 // Pj

9 (P(Xj,25)) x I

H| J

y por la parte (¢) de la Proposicion 2.23, tenemos que para cada j € J existe

un morfismo H; que hace conmutar el diagrama completo. Si
H:Y xI-=]]PX ;)

es el morfismo coproducto definido por {ﬁj}jej, tenemos que conmuta el
diagrama

Y 11 P(X;, )
i
20 P
Y x [—— X,

de donde P es fibracion de Hurewicz.
Si X es un objeto de Ay, entonces P es una identificacion de donde cada
X es abierto en X pues P~1(X;) = P(X,, ;) es abierto en el coproducto.
Si toda componente por caminos de X es un conjunto abierto en X,
entonces X = HjeJ X, donde cada X; es un objeto de Ap.
O

Consideremos el morfismo P : [[ P(X;,z;) — X definido en la prueba
del Lema 3.19, y el espacio de identificacion Cy(X) que corresponde a la

particion {P~(z)},cy, esto es, definimos la relacion de equivalencia ~ en
[IP(X;,z;) de forma que

wy ~ wy < P(wr) = Plws) < wi(l) = ws(1)

ysea q: [[ P(Xj,z;) = Cy(X) la funciéon cociente ¢(w) := [w] _ y Cy(X) el
espacio cociente [[ P(X;, z;)/ ~.

Existe un morfismo biyectivo ¢ : Cy(X) — X que hace conmutar el
diagrama
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[IP(X;,25) -
S
Cur(X) X

Dicho morfismo c esté definido de la siguiente manera

c([w]) == w(1).

¢ es inyectivo pues si [wi] # [wa], entonces c([wi]) = wi(1l) # wo(l) =
c([ws]). Para x € X, tenemos que existe j, € J tal que z € X, de donde
existe un camino w de z;, a z y asi g(w) = x, esto es, g es sobreyectiva.
Finalmente ¢ es continua pues P = c o ¢ es continua y Cy(X) tiene la
topologia final respecto a q.

Corolario 3.20. Para todo espacio topoldgico X, el morfismo ¢ : Cy(X) —
X es una Ag—correflexion de X.

Demostracion. Tenemos que Cy(X) es cociente del coproducto [[ P(X;, z;)
donde P(X,,z;) es contractible para cada j € J, asi por la parte (3) de
la Proposicion 1.67 tenemos que Cy(X) € Ay, pues Ay coincide con su
envolvente correflexiva (ya que Ag ya es una subcategoria correflexiva).

Sea ry : X* — X una Apg—correflexion de X tenemos que existe un
tinico morfismo PY tal que conmuta el diagrama

X*

=

[[P(X;,25) =X

Ya que ry es correflexion tenemos que es inyectiva, pues Ag es bicorre-
flexiva en Top, ademas P es fibacion de Hurewicz. En efecto, supongamos
que conmuta el diagrama

Y % P(X;,x;)

Y x1 X*

H

entonces tenemos que conmuta el diagrama
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Y !~ P(Xj, ;)
20 ¢ P
Y[ X

de donde G es morfismo tal que P°G = H, pues rxP°G = rxH y rx
es inyectiva. Asi P es fibracion de Hurewicz, ademas tenemos que P° es
sobreyectiva pues sea x € X*, ry(x) € X, para algin j € J de donde existe
w camino de z; a rx(z), asi rx(P%(w)) = rx(x) de donde P°(w) = .

Como X* € Ay v PP es fibracion de Hurewicz sobreyectiva con dominio
X* tenemos que P° es identificacion. Tomando h : Cy(X) — X* definida
por h([w]) := P°(w) es una funcién biyetiva tal que hg = P°, por la parte (e)
del Teorema 1.4 tenemos que h es homeomorfismo. Finalmente tenemos que
rxh =C y asi C es Ay—correflexion de X. O

Lema 3.21. Sea A una subcategoria correflexiva de Top y E una clase de
espacios topologicos tal que:

(1) E tiene al menos un elemento distinto del vacio,
(2) SiY € E, entonces Y x I es un objeto de A.

St cada elemento de E es un objeto de la subcategoria A, entonces toda
A—correflexion es una E— fibracion.

Demostracion. Sea rx : X* — X una A—correflexion de X; sea Y € Ey un
diagrama conmutativo de la forma

Y ! X+
20 TX
Y x I X

tenemos que Y x I € A, asi existe una tinica funcién continua F° : Y x I — X*
tal que r, o F® = F. Ya que E es una subclase de objetos de A, A tiene
un objeto distinto del vacio, asi rx es biyectiva, Proposicion 1.55, ademas
ryoF%0iy=Foiy=ryof,dedonde FOoiy= f, esto es F := FO es tal
que conmuta el diagrama
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Y f X
7
Ve
5 7/
Ve
10 f/ TX
Ve
Ve
7

Y x I — X

]

Proposicion 3.22. Si A es una subcategoria correflexiva de Top y M es la
1—clase generada por la clase de A—correflexiones (Definicion 8.10), enton-

ces A = AM).

Demostracion. Sea M’ la clase de A—correflexiones y sea M la 1—clase
generada por M’; tenemos que A = A(M'’), esto por el Ejemplo 3.5.

Veamos ahora que A(M) = A(M’'). Ya que M' C M tenemos que
A(M') O A(M). Sea Y un objeto de A(M') y f: X — Y un elemento de
M, por el Lema 3.12, existe un pullback de la forma

/

) gu— 7%

! rz
Y Z
con rz una A-—correflexion de Z, como Y es un objeto de A(M') = A

tenemos que existe un tnico morfismo ¢° : Y — Z* tal que rz¢° = ¢, esto
es, conmuta el diagrama

asi por la propiedad del pullback existe ¢ : Y — X tal que fo = 1y, esto es
f es retraccion y asi f es identificacion (Proposicion 1.14), con lo que Y es
un objeto de A(M). O
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Corolario 3.23. Sean M una 1—clase tal que A = A(M). Si M’ la clase
de A—correflexiones, entonces A = A(M U M').

Demostracion. Tenemos que

AMUM) = AM)NAM) = ANA= A
]

Definicion 3.24. Una subcategoria A de Top es invariante bajo funciones
continuas si para todo X objeto de A y para todo morfismo f : X — Y de
Top se tiene que f(X), como sub-espacio topoldgico de'Y, es un objeto de A.

Definiciéon 3.25. Sea A una subcategoria de Top invariante bajo funciones
continuas y M una 1—clase tal que cada uno de sus elementos es una funcion
inyectiva, y asi todos sus elementos son funciones biyectivas, definimos My,
una subclase de M tal que f € M es un elemento de My, si y sdlo si:

VA C cod(f): A€ Ob(A), fls-1a: f(A) = A es homeomorfismo.

Proposicion 3.26. Sea A una subcategoria de Top invariante bajo funciones
continuas y M una 1—clase tal que todos sus elementos son funciones inyec-
tivas. La subclase My, de la Definicion 3.25 es una 1—clase y A* C A(My,)
(donde A* es la envolvente correfleriva de A).

Demostracion. Veamos que M, es una 1—clase. Consideremos un pullback
de la forma

x —7 X ()
I f

Y’ Y

g

con f € My, tenemos que f' € M, pues M es una 1—clase y f € M. Sea
A" C Y’ un objeto de A, tenemos que A := g(A’) es un objeto de A, pues A es
invariante bajo funciones continuas. Sean f1 := f|r-14)y f1 == (f')|(s)-1 (a1
consideremos el diagrama
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9lgn-1ean
_—

(f)~HA) 74 (2)
fi f1
A glar A

primeramente para cada x € (f')"!(A’) tenemos que f¢'(z) = gf'(z) €
A de donde ¢'(z) € f7'(A), esto es cada morfismo del diagrama anterior
estd bien definido. La conmutatividad del diagrama (2) est4 dada por la
conmutatividad del diagrama (1). Supongamos que conmuta el diagrama

9ly-10an

f7HA) fA4) @)
fi Q fi
/
A A
glar
tenemos que conmuta el diagrama
/ g
X\\ /X (4)
N N 1
Lp/ N N /f (A>
I o) /
J
/AI
Y’ Y

donde ¢’ existe por la propiedad de pullback del diagrama (1), ademaés sea q €

Q. tenemos que ' ¢/(q) =10 B(g) = B(g) € A', de donde /(q) € f~(A).
Definimos ¢ = ¢/|/ ) . Q — f~1(A'), se tiene que ¢ hace conmutar el
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diagrama
Fra) Ly ()
S
i Q f1
S
A/
9|A/

Ademas si 0 : Q — f71(A’) es tal que hace conmutativo el diagrama (5) en
el lugar de ¢, tenemos que i : Q — X' es tal que conmuta el diagrama (4)
en lugar de ¢', asi 6(q) = ¢(q) para todo ¢ € Q.

Lo anterior indica que el diagrama (2) es un pullback; como f € M, y
A es objeto de A se tiene que f; es un homeomorfismo. Finalmente por el
punto (3) de la Proposicion 1.48 obtenemos que f{ es homeomorfismo, de
donde f" € M,,.

Sea A un objeto de Ay f: X — A un elemento de My, tenemos que
f es homeomorfismo y por tanto f es identificacion, asi A es un objeto de
A(My), de donde A C A(M,,) y asi A* C A(M,,), pues A* es la minima
subcategorfa correflexiva que contiene a A y A(M),) es una subcategoria
correflexiva, esto por el Teorema 3.13.

O

Para finalizar esta seccion presentamos un resultado que permite recupe-
rar la envolvente correflexiva de una subcategoria por medio de la correspon-
diente 1—clase generada por las correflexiones.

Corolario 3.27. Si M es la clase de A*—correfleziones y M es la 1—clase
generada por M, entonces A* = A(My,).

Demostracion. Si M es la clase de A*—correflexiones tenemos que cada f €
M es biyectivo, por el Lema 3.12 y la Proposicion 1.48 tenemos que M la
1—clase generada por M es una clase de funciones biyectivas, asi M), esté
bien definida.

Sea rx : X* — X una A*—correflexion y sea A C X un objeto de A
veamos que x| -1y : 7% (A) = A es homeomorfismo. Tenemos que existe

un tnico i° : A — X* tal que conmuta el diagrama

X*
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ademés rx (i(a)) = i(a) = a € A, asi i]"’x @ : A — ' (A) esta bien defini-
da y es tal que x|, 1.4 0i®|"x ) = 1,, ademas tenemos que ry| es biyectiva
de donde (T'X‘T)—(l(A))_l = z’O\T;?(A)7 con lo cual Txlv,)—(l(A) es homeomorfismo.

Por lo anterior tenemos que M C Mh, en consecuencia tenemos que A(Mh) C
A(M) = A*, la tltima igualdad es por el Ejemplo 3.5, por otro lado, por la
Proposiciéon 3.26 tenemos que A* C A(My,). Esto es A* = A(My,). O

3.2. H-—subcategorias correflexivas de Top

En esta seccion se trabajara con subcategorias correflexivas de Top pero
a diferencia de la secciéon anterior, en ésta nos interesarédn las subcatego-
rias correflexivas que tienen una propiedad relacionada con las equivalencias
homotopicas a las cuales llamamos H-subcategorias correflexivas de Top (De-
finicion 3.30), veremos la relacion de estas subcategorias con las fibraciones
de Hurewicz (Teorema 3.32). Veremos que la subcategoria correflexiva aso-
ciada a la 1—clase de fibraciones de Hurewicz biyectivas es la minima H-
subcategoria correflexivas de Top (Teorema 3.34).

Definicion 3.28. Sean X y Y objetos de Top, Y tiene el mismo tipo de
homotopia de X si existen morfismos f: X — Y yg:Y — X tales que
gof~1xyfog~1ly. A f selellama equivalencia homotopica y a g se le
llama inversa homotdpica de f.

Definiciéon 3.29. Sean X un espacio topologico, un subespacio Y de X e
1:Y — X la inclusion. Decimos que Y es un retracto fuerte por defor-
macion de X si existenr : X — Ay H :Y X1 =Y funciones continuas
tales que:

(1) ry = 1A-
(2) H :ir ~1x
(3) Para today €Y ytodatel, H(y,t) =y.

Definiciéon 3.30. Sea A una subcategoria de Top, A es una H—subcategoria
st para todo objeto X de A, todo objeto Y de Top que tiene el mismo tipo de
homotopia de X es también un objeto de A.

Lema 3.31. Sea A una subcategoria correfleziva de Top tal que toda A-
correflexion es una fibracion de Hurewicz. Si X es un retracto fuerte por
deformacion de Y, entonces Y es un objeto de A.
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Demostracion. Si X es un retracto fuerte por deformacion de Y, conside-
rando 7 : X — Y la inclusion, tenemos que X C Y y que existen funciones
continuas r: Y - Xy H:Y X[ —Y talesque H:ior~1ly, roi=1xy
H(y,t) =y paracadat e [ yy €Y. Seary : Y* — Y una A—correflexion
de Y, tenemos que existe un tinico morfismo i° tal que conmuta el diagrama

Y*

7

)( ——;—+> }/
asi tenemos que conmuta el diagrama

i%or
Y
/7
ioL //~ lT‘y
e H
Y x1 —}5——€> Y

Y*

donde H existe pues 7y es fibracion de Hurewicz. Definiendo s = H(_,1) :
Y — Y™ tenemos que

rys=ryH(_,1)=H(_,1)=1y

esto es, ry es retraccion. Finalmente por la Proposicion 1.15 tenemos que 7y
es homeomorfismo, de donde Y = Y™* es un objeto de A, pues A es cerrada
bajo isomorfismos.

]

Teorema 3.32. Sea A una subcategoria correflexiva de Top, entonces A es
una H—subcategoria si y solo si toda A—correflexion es una fibracion de
Hurewicz.

Demostracion. Supongamos que A es una H—subcategoria correflexiva de
Top, sea ry : X* — X una A—correflexién de X, consideremos la factoriza-
cion de ry dada por el Teorema 2.21

donde v es equivalencia homotépica y p es fibracion de Hurewicz, tenemos
asi que N, es un objeto de A, de donde existe un tinico morfismo p° tal que
conmuta el diagrama
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X*

y’ Lm

NTXT>X

Ya que ry op’ov = pov = rx y que rx es biyectiva, tenemos que
p’ov =1y, esto es p¥ es retracciéon. Supongamos que conmuta el diagrama

y —-Xx* (1)

g

YXIT‘X

tenemos entonces que conmuta el diagrama

vg
Y —" N,

) H' 7
Zoj P < lp
7

YX]T‘X

donde H' existe pues p es fibracion de Hurewicz, asi definiendo H := pPo H'
Y x I — X* tenemos que

1. ﬁ[oiozpooﬁ’oiozpooyog:1Xog:g;
2. TXOﬁ:TXopOOFI/:pof{’:H.

Esto es, conmuta el diagrama

—X (1)

YXIT‘

Asi rx es una fibracién de Hurewicz.

]

Definiciéon 3.33. Sea Mpyp la clase de fibraciones de Hurewicz biyectivas,
definimos Agp := A(Mpypg). Denotamos por Ap a la envolvente correfleziva
de la categoria de los espacios conexos por caminos, y denotaremos por Ac
a la envolvente correflexiva de la categoria de los espacios conexos.

Teorema 3.34. Se tiene que Ayp es la minima H—subcategoria correfleriva
no vacia de Top.
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Demostracion. Sea X un objeto de Agp y sea Y un espacio topoldgico con
mismo tipo de homotopia de X, consideremos f : X — Y equivalencia
homotoépica con inversa homotopica g y sea p : £ — X una fibracion de
Hurewicz biyectiva, consideremos el diagrama conmutativo

foly R

A ]

donde ambos cuadros son pullbacks, dados por el Lema 1.47, tenemos que
por la Proposicion 1.48 tanto p’ como p” son biyectivas, ademés por el
Lema 2.4 tenemos que tanto p’ como p” son fibraciones de Hurewicz, asi
p” es homeomorfismo, pues X es un objeto de Ayp, v que también p’ es
homeomorfismo, por Proposicién 1.48. Ademas tenemos que go f ~ 1y, asi
existe un morfismo h : E” — E’ tal que conmuta el diagrama

E" i E
A
X

de donde podemos tomar p~! := hop'~!, asi p es homeomorfismo y X es un
objeto de Agyp.

Finalmente sea A una H—subcategoria correflexiva de Top y sea X un
objeto de Agp, sea ry : X* — X una A—correflexion, tenemos que por el
Teorema 3.32 rx es fibracion de Hurewicz, como rx es correflexion tenemos
que rx es biyectiva, asi rx es isomorfismo, de donde X es un objeto de A,
esto es Ayp es una subcategoria de A. O

Definicion 3.35. Una subcategoria A de Top es una subcategoria compo-
nente si para cada X objeto de Top existe un conjunto {X;},.; C Ob(A) tal
que:

(1) X = HjeJ Xj;

(2) Sij#1i, entonces X; N X; =0;

(3) Si A es un objeto de A y A C X, entonces existe j € J tal que A C X;.
Cada X; se le llama A—componente de X.

El resultado siguiente, Proposicion 3.36, esta descrito en [3, Method 2,
Pag. 204].



3.2 H—subcategorias correflexivas de Top 61

Proposicion 3.36. Una subcategoria A de Top es una subcategoria compo-
nente si y solo si la union de toda familia centrada de objetos de A, esto es,
para toda familia de objetos de A, si la interseccion de la familia es no vacia,
entonces la union de tal familia es un objeto de A.

Proposicion 3.37. El espacio I es un objeto de Agyp.

Demostracion. Tenemos que [ es un espacio contractible, asi por la Proposi-
cion 3.18, I es un objeto de Ap, asisi f : Y — I es una fibraciéon de Hurewicz
biyectiva tenemos que f es identificacion, de donde I es un objeto de Agyp.

O

Remarcamos el resultado siguiente, que exhibird una caracterizacion de
cuando la envolvente correflexiva de una subcategoria componente e inva-
riante bajo mapeos continuos es una H —subcategoria correflexiva de Top,
y ain més, nos proporcionard en cada caso las correflexiones de cualquier

objeto de Top.

Teorema 3.38. Sea A una subcategoria componente y plena de Top, que es
invariante bajo mapeos continuos. La subcategoria A* es una H—subcategoria
correflexiva de Top si y solo si I es un objeto de A. En este caso, una
A*—correflerion de un espacio X es el mapeo

n::Hij:HXj%X

jeJ jeJ

dado por la familia de inclusiones {ij : X; — X}, _; donde {X;},_; es el
conjunto de A—componentes de X.

Demostracion. Supongamos que la subcategoria A* es una H—subcategoria
correflexiva de Top, por el Teorema 3.34 tenemos que Agp C A*, y asi por la
Proposicién 3.37 tenemos que I es un objeto de A* y por el Teorema 21.2.6
de [4] tenemos que A* = Ay, v todo espacio conexo que es objeto de Agy,
es un objeto de A, de donde I es un objeto de A.

Sea Mpyp la familia de todas las fibraciones de Hurewicz biyectivas y sea
M, C Mpgp la subclase formada por los morfismos f : X — Y en Myp
tales que:

VACY,AecOblA),f|l: f'(A) = Aes homeomorfismo

Sea X un objeto de Top, sea {Xj}jej el conjunto de A—componentes de
X y{i;: Xj = X}, la familia de inclusiones.

Cada 7; es una fibracion de Hurewicz inyectiva pues supongamos que
conmuta el diagrama
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ZXIH—>X

sea z € Z tenemos que H((z,0)) € X; ademas H(z, ) : I — X es un
morfismo y asi H(z, )(I) es un objeto de A, pues I es un objeto de Ay
A es invariante bajo funciones continuas, y ya que H(z, _)(I) N X; # 0,
tenemos que H(z, )(I) C X;, asi H := H|: Z x I — X esté bien definida
y hace conmutar el diagrama completo.
Sea n :=[[;c; i : [1;c; X; = X, veamos que 7 es fibracion de Hurewicz.
Supongamos que conmuta el diagrama

7—"10e X5 ()
£ 2T

tenemos entonces que Z = ]_[jejg_l(Xj) vy Zx1I=]1,(g7"(X5) x I).Si
z € g (X;) entonces F((z,0)) = i;09(2) € Xj, asi F(z, _)(I) C Xj, de
donde para cada j € J tenemos un diagrama conmutativo de la forma

. F; - .
10 // 25
-

g 1(X;) x fﬁij(xj)

donde Ej existe pues cada i; es fibracion de Hurewicz, asi [ := HjEJF’J- es
tal que conmuta el diagrama completo (1).
Por lo anterior tenemos que 7 es una fibracion de Hurewicz biyectiva.
Sea rx : X* — X una A-—correflexion de X. Notar que ]_[jeJ X es un
objeto de A*, esto por la Proposicion 1.67, asi tenemos el diagrama conmu-
tativo

X*
7
n’ -
7 rx
7

]_[]E]X — X

donde 7° viene dada por la reflexion ry. Tenemos que n° es biyectiva pues
tanto rx como 71 lo son, ademas n° es fibracion de Hurewicz.
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Si conmuta el diagrama

Z 1L Xs (2)
F_7

|

ZxTI X*

F

entonces conmuta el diagrama

g
HjeJ Xj
-

A
iol G// lﬁ
re
7
X

X

donde G existe pues 7 es fibracion de Hurewicz, ademas
rxoF =noG=rxon’ oG

de donde n° o G = F, asi F := G es tal que hace conmutativo el diagrama
completo (2).

Ademas 1° € My, asi por la Proposicion 3.26 tenemos que A* C A(M},)
de donde n° : [],.;X; — X* es identificacion biyectiva y asi 7° es un
homeomorfismo, esto hace a n una A—correflexiéon y a rx una fibracion
de Hurewicz. Finalmente por el Teorema 3.32 tenemos que A* es una H-
subcategoria.

O

Teorema 3.39. Las subcategorias Ap y Ac son H—subcategorias correflexivas
de Top, ademds Ap es la minima H—subcategoria correflexiva que es envol-

vente de una subcategoria que cumple con las hipdtesis del Teorema 3.38 y

tiene al espacio I en la clase de objetos.

Demostracion. Sean A; v Aj las categorias plenas de Top cuyos objetos son
los espacios topologicos conexos por caminos y conexos, respectivamente, te-
nemos que tanto A; como A, son invariantes bajo mapeos continuos y subca-
tegorias componentes, y ambas tienen al espacio I en la clase de objetos; asi
por el Teorema 3.38 tenemos que Ap = A} v Ac = A} son H—subcategorias
correflexivas de Top.

Sea A una subcategoria plena de Top que es invariante bajo mapeos
continuos, subcategoria componente y que tiene al espacio [ en la clase de
objetos. Sea X un objeto de A;, tomemos zy € X fijo, asi X = (J,.y To
donde T}, es la imagen en X de un camino de o a x, ademas {7,},_y es una
familia centrada, asi X es un objeto de A.

O]



3.2 H—subcategorias correflexivas de Top 64

Para finalizar esta seccion daremos una técnica para generar, a partir
de un espacio topologico particular, subcategorias componentes e invariantes
bajo mapeos continuos, asi podemos obtener H —subcategorias correflexivas,
las H—subcategorias correflexivas obtenidas se compararan con las H- sub-
categorias correflexivas Ap y Ac.

Definicién 3.40. Sea Y un espacio topologico, Y es un H—generador en
Top si:

(1) Y tiene mds de un punto;

(2) Y es conezo;

(3) Y es totalmente inconexo por trayectorias, esto es, cada componente
por caminos de Y consta de un solo punto;

(4) Y esT.

Definiciéon 3.41. Sean X y Y dos objetos de Top. Por XnY denotamos
que los inicos mapeos de X a Y son las funciones constantes. Dado un
espacio topoldgico Y, definimos A~ (Y) como la subcategoria plena de Top
cuyos objetos estdn definidos por

Ob(A=(Y)) := {X € Top | X7V'}.

Proposicion 3.42. Para todo Y objeto de Top, A~ (Y) es una subcategoria
componente e tnvariante bajo mapeos continuos.

Demostracion. A~ (Y') es una subcategoria invariante bajo mapeos continuos.
Sea X un objeto de A~ (Y) y f : X — Z una funcién continua. Sea g :
f(X) — Y una funci6én continua, supongamos que g no es constante, tenemos
entonces que go f : X — Y es un morfismo y ya que X7Y, gf es constante,
de esta forma existen s,t € f(X) tales que g(s) # g(t), de donde existen
x,y € X tales que s = f(z) y t = f(y) asi go f(z) # go f(y) lo cual es una
contradiccion, por tanto f(X)7Y, esto es, f(X) es un objeto de A~ (Y).
Veamos que A~ (Y) es una subcategoria componente. Sea {A;},_; una
familia centrada de objetos de A~(Y) y sea f : J;c; A; — Y una funcion
continua, tenemos que f; := f| : A; — Y es constante para toda j € J, sea
Ty € ﬂjeJ Aj tenemos que f; = Cj,,) para todo j € J, asi [ = Cj,), esto
es f es constante; de donde (J,.; A; es un objeto de A~ (Y).
O
Teorema 3.43. Si Y es un H—generador en Top, entonces A(Y), la en-
volvente correflexiva de A=(Y), es H—correflexiva en Top, ademds Ap C

AY)CAc y Ap # AY) # Ac.
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Demostracion. Sea Y un H—generador, sean X un espacio conexo por ca-
minos y f : X — Y un morfismo, tenemos que f(X) es conexo por caminos
y asi existe yp € Y tal que f(X) C {yo} de donde f es constante, por tanto
X es un objeto de A= (Y). Por lo anterior tenemos que A, C A(Y). Ya que
I es conexo por caminos tenemos que I es un objeto de A~ (Y), asi por la
Proposicion 3.42 y el Teorema 3.38 tenemos que A(Y') es H-correflexiva en
Top.

Veamos que A(Y) C Ag. Sea W un espacio disconexo, W ¢ A~ (Y') pues
sean U y V una disconexion de W tenemos que f: W = UUV — Y definida
por f(U) =A{yi} v f(V) = {y2}, con y1, yo € Y distintos, es un morfismo
no constante de W a Y. Esto es, todo objeto de A~ (Y) es conexo y asi
AY) C Ac.

Para mostrar que Ap # A(Y), consideremos X = X; U X, C R? donde

X1 ={0,y)| —1<y<1} y Xo:={(x,sen(l/x)) | 0<x<1}.

Tenemos que X no es el coproducto de X; y X5, que son las compo-
nentes conexas por caminos. Tenemos que por el Teorema 3.38, el mapeo
n: X1 [[ X2 — X, definido por las inclusiones ¢ : X7 - X y j: Xy — X, es
una Ap-correflexion de X, si X es un objeto de Ap, tenemos que 1x : X — X
la identidad es una Ap-correflexiéon de X y asi existe un isomorfismo h que
hace conmutar el diagrama

X1HX2 h X1UX2
X

esto es X [] Xo es isomorfo a X; U X, pero esto es una contradiccion ya
que uno es espacio disconexo y el otro espacio es conexo. Por lo anterior X
no es un objeto de Ap. Veamos que X es un objeto de A(Y'), de hecho X
es un objeto de A=(Y), Sea f : X — Y un morfismo, tenemos que existe
y1 € Y tal que f(X3) = {51}, pues Y es totalmente inconexo por trayectorias,
ademas f~1({y1}) es cerrado en X, pues Y es T y f es continua, de donde
X =X, C f~Y(y1), esto es f es constante y asi X es un objeto de A~ (Y).
Veamos que A(Y) # Ac. Sea C una A~ (Y)—componente de Y, supon-
gamos que yi, yo € C con y; # yo, tenemos que ¢ : C — Y la inclusion
es continua pero no es constante, pues i(y;) # i(y2), lo cual es una contra-
diccién, por tanto las A~ (Y)—componentes de Y son espacios con un solo
punto. Tenemos que por el Teorema 3.38, el mapeo 7 : Her {y} =Y, defi-
nido por las inclusiones {i, : {y} — Y} ), es una A(Y)—correflexion, si ¥
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es un objeto de A(Y') tenemos que el morfismo identidad 1y : Y — Y es
también una A(Y)—correflexion y asi Y es isomorfo a [] ., {y} lo cual es
una contradiccion pues Y es conexo y [[,cy {y} no es conexo. Esto es Y no
es un objeto de A(Y) y Y es un objeto de Ac. ]

3.3. H-reflexividad en Top

Es posible analizar el concepto dual a la H-correflexividad en Top en
un resultado en particular; hasta esta seccién se puede ilustrar céomo los
conceptos duales generan dos enriquecidas lineas de conceptos y resultados,
pero en particular la H-reflexividad en Top se puede resumir en el Teorema
3.46.

Definicion 3.44. Sea A una categoria y B una subcategoria de A. Se dice
que B es una subcategoria reflexiva de A si para todo objeto X de A existe
un objeto X* en B, llamado B—reflector de X, y un morfismo Sx : X — X*
en A, llamado B—reflexion de X, tal que para todo objeto Y de B y todo
morfismo f: X —Y en A, existe un tinico morfismo fO: X* =Y en B tal

que fPosx = f.
X*
i
SX
Definicion 3.45. Una subcategoria de Top es H—reflexiva de Top si es

reflexiva en Top y es una H—subcategoria.

La demostracion de este ultimo teorema se puede ver en [6, Teorema 3.3,
Péag. 33] y es generada a partir de la factorizacion de un morfismo en una
cofibracion y una equivalencia homotopica (Lema 2.28).

Teorema 3.46. Si A es una subcategoria H—reflexiva de Top, entonces A =
Top.



Conclusiones

1. Es de suma importancia entender que la teoria de subcategorias corre-
flexivas en Top se puede desarrollar gracias a la especificidad de la cate-
goria Top, esto es, gracias a que Top es una (Epi—ex, Mono)—categoria
es posible hacer uso del Teorema de caracterizaciéon de subcategorias
correflexivas, asi como es importante observar que en el desarrollo de
la teoria de subcategorias correflexivas en Top se han utilizado concep-
tos y propiedades topologicas que no han sido expuestas en términos
categoricos, tales como la topologia compacto-abierta y de manera im-
perceptible el papel que juega el espacio topologico I tanto para las
fibraciones como para las H —subcategorias correflexivas.

2. Es crucial para el desarrollo de las pruebas el conocer de forma concreta
los espacios y morfismos que se generan a través de las definiciones
de los limites de los diagramas; en algunos casos no es suficiente con
saber de la existencia de dichos limites. Este trabajo es un intento por
clarificar cada paso en la teoria aqui presentada para construir escalones
solidos entre la teoria bésica y la teoria expuesta en los textos aqui
referenciados.

3. Con el objetivo de realizar una expocicién que desarrollara el articulo
Fibrations and correflections [7] de Graciela Salicrup y Roberto Véz-
quez, se hizo lo posible por exponer lo justo y necesario para dar avance
hasta los resultados con méas protagonismo, pero cabe mencionar que en
el proceso se descartaron conceptos interesantes en Top como los fun-
tores adjuntos, la teoria de cofibraciones y la relaciéon de las fibraciones
con levantamiento de homotopias.
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