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Introducción

Es muy común que nos aterre la incertidumbre. Es decir, todos aquellos eventos que no
podemos saber con certeza, el ”que” y ”cuando” sucederán, ya sea un desastre natural, o algo
más cotidiano como saber cuando perderá nuestro equipo favorito, o cuando el profe no revisará
la tarea, etc. Pero cuando el hecho de que ocurran o no, estos eventos aleatorios, nos perjudicará
económicamente hablando, nos causa más temor.

Un claro ejemplo de esto, es no saber cuando los precios de las acciones suben o bajan. Es
un hecho que no podremos saberlo con exactitud. Pero si existen diversas técnicas que nos ayudan
a tener información con�able sobre el probable comportamiento del activo. Lo que nos ayuda a
poder tomar una mejor decisión.

Por ello, en el presente documento, se analizan e implementan, dos modelos que nos permi-
ten simular las posibles trayectorias del comportamiento de un activo. Por lo cual, se desarrollan
y se muestran la aplicación de dichos modelos.

Para la simulación se usa el lenguaje de programación R, y los códigos empleados se en-
cuentran en la parte de anexos. Este lenguaje facilitará la presentación de grá�cas y tablas que
enriquecerán la explicación y comparación de los modelos.

Los modelos que se implementan son el Movimiento Browniano Geométrico (GBM) (Brigo,
2007) y el Modelo de Difusión de Saltos (JDM) (Brigo, 2007). Ambos, describen el comporta-
miento aleatorio del precio de un activo. Los dos modelos, parten de un Proceso de Wiener o
Movimiento Browniano estándar. La diferencia radica, en que el JDM, al agregarle un Proceso
de Poisson Compuesto, puede estimar de mejor manera los saltos, tanto a la baja, como a la
alza, que presentan los activos. Por lo que dependiendo de la presencia de estos "saltos", en
la información histórica de las acciones, alguno de los dos modelos puede ajustarse de mejor manera.

Las acciones que se escogieron para la implementación de los modelos, son las de Disney y
Pifzer. Por un lado, Disney es una empresa consolidada, además de que todos hemos oído hablar
de ella. En los últimos años ha mostrado un crecimiento, ya sea por innovar en la industria
Cinematográ�ca o por la adquisición de otras grandes empresas como lo fue el caso de Fox y
Marvel Estudios. Disney debutó en la Bolsa de Nueva York (NYSE) en mayo de 1991 a unos
10 dólares por acción. Tres décadas después, sus títulos cotizan a un precio de 110 dólares
cada una (10 de febrero de 2023), lo que re�eja el enorme crecimiento de este conglomerado a lo
largo de su historia hasta alcanzar los 201 450 millones dólares de capitalización (Mora, C. C. ,2023).

Por otro lado, P�zer Inc. es una compañía biofarmacéutica multinacional centrada en la in-
vestigación, desarrollo y fabricación de medicamentos y vacunas. La cual, fue sumamente relevante
duranta la pandemia de Covid-19, ya que su vacuna ayudó a salvar la vida de millones de
personas. Lo que generó que sus acciones subierán, pero tambien presenta una volatilidad, además
de cambios muy notables en periodos my cortos de tiempo. Por lo que es una acción que nos

xiii



xiv Introducción

ayuda a la implemetación del JDM.
"Si nos �jamos en sus datos históricos, en las cuentas anuales de la farmacéutica, podemos

observar que los ingresos se dispararon de 2020 a 2021: 41 651 millones de dólares en 2020 a 81
288 millones de dólares en 2021", (Mora, C. C. ,2022).

Esta tesis se divide en 4 capitulos. El primer capítulo, son conceptos básicos de Procesos
estocásticos y estadística, que son las bases para los capitulos 2 y 3, en los cuales se explica
y desarrollan los dos modelos. En ambos modelos se explica la manera en que se realizan la
simulaciones. En el último capítulo, se detallan las acciones elegidas para la implementación de
los modelos, así como las obtención de los mismos. Se analizan los precios históricos de ambas
acciones y se aplican pruebas de normalidad. Para �nalmente implementar los modelos. Para la
estimación de los parámetros de Modelo de Difusión de saltos, se utiliza como base el código
extraído de la página Web https://rdrr.io/github/shill1729/FeynmanKacSolver/src/R/merton.R.
Mismo código que se encuentra en el apéndice F.

En la sección de apéndices se encuentran los códigos utilizados para la realización de las
simulaciones.



Capítulo 1

Preliminares

El contenido de este capítulo se basa en los siguientes referencias: [7], [8], [11] y [16].

1.1. Procesos Estocásticos

De�nición 1.1.1. Sea T un conjunto no vacío (denominado espacio tiempo) y (Ω,F ,P) un espacio
de probabilidad. Un proceso estocástico es una función:

X : T ×Ω −→ R

tal que para cada t ∈ T , X(t , ·) es una variable aleatoria que toma valores en un mismo espacio
muestral Ω. Si �jamos w ∈ Ω obtenemos una función X(· , w):T −→ R que se conoce como una
trayectoria del proceso.

Se denomina espacio de estados del proceso S, al conjunto de todos los posibles valores de las
variables aleatorias que componen el proceso.

1.1.1. Tipos de Procesos Estocásticos

Sean:
T := Espacio tiempo, T un subconjunto no vacío.
S:= Espacio de estados: Posibles valores que puede tomar el proceso.

Entonces el tiempo T y el espacio de estados S pueden ser discretos o continuos. Por lo
que son 4 tipos de procesos [11].

T (discreto) T (continuo)

S (discreto)
Proceso de estado discreto y
tiempo discreto

Proceso de estado discreto y
tiempo continuo

S (continuo)
Proceso de estado continuo y
tiempo discreto

Proceso de estado continuo y
tiempo continuo

Tabla 1.1: Tipos de Procesos Estocásticos.

1



Preliminares

1.2 Cadenas de Markov

Ejemplo 1.1.1. Los siguientes enunciados son ejemplos de procesos estocásticos:

X(t) puede ser el número unidades producidas cada mes.
X(t) puede ser el número de pokemon variocolor atrapados en el tiempo t.
X(t) puede ser el dinero recuadado en cada hora, para alguna fundación.
X(t) el nivel de agua de una presa en el timepo t.

1.1.2. Distribución Finito Dimensional

Un proceso estocástico se encuentra caracterizado por su distribución �nito dimensional, la cual
se de�ne para toda secuencia �nita t1, t2, ..., tk ∈ T y x1, x2, ..., xk ∈ R, como:

FX1,...,Xk
(x1, ..., xk) = P [X(t1) ≤ x1, X(t2) ≤ x2, ..., X(tk) ≤ xk]

También puede ser descrita vía su función de densidad (continuas) o de masa (discretas) con-
juntas.

PX1,...,Xk
(x1, ..., xk) = P [X(t1) = x1, X(t2) = x2, ..., X(tk) = xk]

Un proceso estocástico se describe especi�cando sus distribuciones �nito-dimensionales, que per-
miten obtener la probabilidad de cualquier suceso involucrado en el proceso [11].

1.2. Cadenas de Markov

De�nición 1.2.1. Una cadena de Markov es un proceso estocástico a tiempo discreto {X(t) : t =
0, 1, 2, ...} con espacio de estados discretos, tal que para cualquier entero t ≥ 0 y para cualquier
estado x0, x1, x2, ..., xt−1, x, y ∈ S se cumple que:

P (X(t+ 1) = y | X(0) = x0, X(1) = x1, ..., X(t− 1) = xt−1, X(t) = x) = P (X(t+ 1) = y | X(t) = x) .

Donde

P (X(t+ 1) = y | X(t) = x) := p(x, y), x, y ∈ S

es la probabilidad de que X(t + 1) este en el estado y, dado que X(t) esta en el estado x, esta
probabilidad es llamada la probabilidad de transición en un paso de x a y. La denotaremos como
p(x, y). Es decir, en este proceso estocástico la probabilidad del evento futuro Xt+1 no depende de
los eventos anteriores X1, ...Xt−1 y solamente depende del estado actual Xt [8].

Ejemplo 1.2.1. Imaginemos que queremos modelar la cantidad existente de algún producto en
una tienda departamental. Es decir, {X(t) : t = 0, 1, 2, ...} representa la cantidad existente de
producto en la tienda en el instante t.

Supongamos que la política de la empresa es que sólo se puede resurtir el producto cuando
la cantidad existente sea 0. Por lo que nuestro espacio de estados sería S = {0, 1, 2, 3, ..., Z} donde
Z representa la cantidad máxima que se puede tener del producto en la tienda.

Entonces, sí quisieramos saber cual sería la cantidad del producto en el istante t + 1, ten-
dríamos las siguiente formula:

X(t+ 1) = X(t)− ϵt si X(t) > 0,

X(t+ 1) = X(t)− ϵt + Z si X(t) = 0.

2



Preliminares

1.3 Proceso Poisson

Donde ϵt es la demanda del producto en el instante t, la cual es una cantidad aleatoria, con {ϵt}
independientes e identicamente distribuidas.

Por lo tanto, la cantidad existente del producto en el instante t + 1 sólo depende de la can-
tidad en el instante inmediato anterior t.

El proceso {X(t) : t ≥ 0} corresponde a una cadena de Markov.

1.3. Proceso Poisson

De�nición 1.3.1. Un proceso estocástico a tiempo continuo {N(t) : t ≥ 0} con espacio de estados
el conjunto discreto {0,1,2,...}, es un proceso de Poisson con parámetro λ > 0 si cumple las
siguientes propiedades:

a) N(0) = 0.

b) Tiene incrementos independientes y estacionarios.

c) N(t+ s)−N(s) ∼ Poi(λt) para cualesquiera s ≥ 0, t > 0.

{N(t)} representa el número de eventos de interés que han ocurrido hasta el instante t [8].

De esta manera {N(t)} es considerado un proceso de conteo, el cual cumple las siguientes
propiedades:

a) N(t) ≥ 0.
b) N(t) toma valores enteros.
c) Si s < t implica que N(s) ≤ N(t).
d) Si s < t, entonces N(s)−N(t) es igual al número de eventos quen han ocurrido en el intervalo
(s, t].

Proposición 1.3.1. La variable N(t) tiene una distribución Poisson con parámetro λt, es decir,
para cualquier t > 0, y para toda n ≥0 tenemos que:

P (N(t) = n) = e−λt (λt)
n

n!
.

Proposición 1.3.2. El proceso de Poisson {N(t) : t ≥ 0} satisface las siguientes propiedades:

a)Es un proceso de Markov.

b) Para cualesquiera s, t ≥ 0 y enteros k ≥ j ≥ 0 se cumple que:

P (N(s+ t) = k | N(s) = j) = P (N(t) = k − j)

La demostración de las proposiciones anteriores las podemos encontar en [8].

Ejemplo 1.3.1. Supongamos que en un evento de pokemón go, te aparece un pokemón variocolor
(shiny) de acuerdo a un proceso poisson {N(t) : t ≥ 0} con parámetro λ = 2.

Si el evento comienza a las 11:00:
a) ¾Cuál es la probabilidad de que te haya aparecido un shiny antes de 11:30?.
b) ¾Cuál es la probabilidad de que hayas encontrado 5 pokémones variocolor a las 14:00 dado que
a las 13:00 llevabas 2?.

Solución:
a)

3



Preliminares

1.3 Proceso Poisson

Como estamos midiendo en horas, entonces a las 11:30 llevaríamos media hora, por lo que
tenemos que calcular P (N( 12 ) = 1), es decir:

P

(
N

(
1

2

)
= 1

)
= e−λ0.5 (λ0.5)

1

1!

= e−2∗0.5 (2 ∗ 0.5)1

1!

= e−1

Po lo tanto, la probabilidad sería de 36.79%.

b)
Tenemos que calcular:

P (N(3) = 5 | N(2) = 2) = P (N(2 + 1) = 5 | N(2) = 2)

= P (N(1) = 3)

= e−2∗1 (2 ∗ 1)3

3!
= 0.18045

Así, la probabilidad de haber encontrado 5 pokémones variocolor a las 14:00 dado que ya habíamos
encontrado 2 a las 13:00 es de 18.045%.

4
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1.4 Proceso Poisson Compuesto

1.4. Proceso Poisson Compuesto

De�nición 1.4.1. Sea {N(t) : t ≥ 0} un proceso de Poisson, y sea Y1, Y2, ... una sucesión de va-
riables aleatorias independientes, idénticamente distribuidas e independientes del Proceso Poisson.
Sea Y0 = 0; el proceso de Poisson Compuesto se de�ne de la siguiente forma:

X(t) =

N(t)∑
n=0

Yn.

La variable X(t) es una suma de variables aleatorias en donde el número de sumandos es
aleatorio [8].

Ejemplo 1.4.1. Modelo Colectivo de Riesgo
Considere un conjunto de un número no determinado de contratos de seguros con vigencia en un
periodo [0, T ].
Supongamos que el número de reclamaciones ocurridas en este intervalo siguen un proceso de Pois-
son {N(t) : t ≥ 0}, y sean las variables positivas Y1, Y2, Y3, ..., YN el monto de estas reclamaciones.
Consideraremos que las reclamaciones y los montos son varibles aleatorias independientes.
Entonces el monto agregado o el monto acumulado de todas las reclamaciones efectuadas es la
variable aleatoria S, llamada riesgo y se de�ne de la siguiente manera:

S =

N(t)∑
n=0

Yn.

Notemos que cada sumando es una variable aleatoria y que el número de sumnandos es tambien
aleatorio [7].

Para poder profundizar sobre el Modelo Colectivo de Riesgo y sus aplicaciones, ver referencia
[7].

1.5. Movimiento Browniano

El fenómeno natural que ahora se conoce como movimiento Browniano tiene una interesante
historia. El primer registro, aunque no así la primera observación de él, data de 1828 cuando
el botánico Robert Brown reportó en una revista cientí�ca que granos de polen suspendidos en
una cierta substancia y vistos a través de un microscopio, realizaban un movimiento irregular e
inexplicable. Este extraño movimiento fue objeto de mucha discusión y muy diversas controversias
se suscitaron a partir de su divulgación en la comunidad cientí�ca de aquella época. Con la intención
de dar una explicación satisfactoria del extraño fenómeno observado, se llevaron a cabo diversos
experimentos y se formularon muy diversas hipótesis. Hoy en día este movimiento es entendido
y explicado a través de las múltiples colisiones aleatorias de las moléculas del líquido con los
granos de polen. Llegar a tal aseveración tomó muchos años pues debió aceptarse la teoría cinético
molecular de la materia, y el seminal trabajo de Einstein de 1905 sobre este fenómeno contribuyó
decididamente a tal tarea [8].

De�nición 1.5.1. Un proceso estocástico {B(t) : t ≥ 0} es llamado un proceso de Wiener o
movimiento Browniano con parámetro σ2, si se veri�can las siguientes propiedades:

i)B(0) = 0 casi seguramente (c.s.)

ii) Las trayectorias son continuas.
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iii) El proceso tiene incrementos independientes.

iv) Para cualesquiera tiempos 0 ≤ s < t , la variable incremento B(t) − B(s) tiene distri-
bución N(0, σ2(t− s)).

Tenemos entonces que para el movimiento Browniano estándar, es decir cuando σ2 = 1;
cada variable aleatoria B(0) tiene distribución N(0,t) y por lo tanto E[B(t)] = 0 y la
V ar(B(t)) = E[B(t)2] = t. En particular E[B(t)−B(s)]2 = t− s para 0 ≤ s < t.

En la �gura 1.1 podemos observar la gra�ca de una simulación del proceso de Wiener ge-
nerada en Rstudio. Para lo cual, se generá un vector W con n entradas, y la entrada inicial le
asignamos el valor 0. Para la entrada 2, se hace uso de la función rnorm() para crear un valor
aleatorio con distribución Normal, con media 0 y desviación h, la cual es el tamaño del intervalo
deseado. Y para la entrada 3 en adelante, con ayuda de un ciclo FOR, realizamos lo siguiente:

W [i] = rnorm(1, 0, h) +W [i− 1].

Finalmente, gra�camos el vector generado, obteniendo una gra�ca como la que aqui se muestra.

Figura 1.1: Simulación del Proceso de Wiener en R
Fuente: Elaboración propia

Proposición 1.5.1. Para cualquier t > 0, B(t) tiene una distribución normal con esperanza 0 y
varianza t

Es decir, el movimiento Browniano sigue una distribución Normal

1.6. Máxima Verosimilitud

Muchos procedimientos estadísticos suponen que los datos siguen algún tipo de modelo
matemático que se de�ne mediante una ecuación, en la que se desconoce alguno de sus parámetros,
siendo éstos calculados o estimados a partir de la información obtenida en un muestreo bien
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diseñado para tal �n. Existen diferentes procedimientos para estimar los coe�cientes de un modelo
de regresión, o para estimar los parámetros de una distribución de probabilidad. De entre esos
procedimientos probablemente el más versátil, ya que se puede aplicar en gran cantidad de
situaciones, y por ello uno de los más empleado se conoce con el nombre de "método de máxima
verosimilitud"(en inglés "method of maximum likelihood").

Podemos considerar que el método de máxima verosimilitud, abreviado a menudo como
MLE, tal y como hoy lo conocemos e interpretamos fue propuesto por Fisher, aunque ya de una
forma mucho más arti�ciosa fue inicialmente atisbado por Bernoulli, cuyo planteamiento fue
revisado y modi�cado por su coetáneo y amigo el gran matemático Euler.

Sin embargo, la resolución de los problemas numéricos planteados por este método en la
mayor parte de los casos son de tal magnitud que no ha sido posible su amplia utilización hasta
la llegada de los modernos ordenadores (Molinero Casares L. M. , 2003)

De�nición 1.6.1. Sea X una variable aleatoria discreta con función de masa f(x; θ). Y sea
X1, X2, ..., Xn una muestra aleatoria. Así su función de masa conjuta esta dada por:

fX1,X2,...,Xn(x1, x2, ..., xn; θ) = fX1(x1; θ)...fXn(xn; θ).

La funcción de verosimilitud de la muestra se de�ne como:

L(θ) = fX1
(x1)...fXn

(xn).

Donde θ es un vector conformado por un número �nito de parámetros reales desconocidos θ =
(θ1, ..., θn) ∈ Θ ⊂ Rn, donde Θ es el espacio parametral o la región de valores posibles que puede
tomar el vector de parámetros θ.

El método de máxima verosimilitud consiste en maximizar la función de verosimilitud (L(θ))
con respecto al parámetro θ.

Ahora, de�namos que es un estimador de máxima verosimilitud [16].

De�nición 1.6.2. Un estimador de máxima verosimilitud lo denotamos por θ̂MLE y es un valor
que satisface:

θ̂MLE = argmaxL(θ), θ ∈ Θ.

Donde θ denota el espacio parametral. Es decir, el espacio válido de busqueda congruente con la
de�nición del modelo.
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El Movimiento Browniano Geométrico (GBM por sus siglas en inglés) describe el comporta-
miento aleatorio del nivel de precios de los activos S(t) durante el tiempo [1].

El desarrollo del modelo se sustenta en [1].

2.1. Desarrollo del Modelo

El GBM se especi�ca de la siguiente manera:

dS(t) = µS(t)d(t) + σS(t)dW (t).

S(0) = S0

}
(2.1)

Donde:

W (t) es un movimiento Browniano estándar.

S(t) es el precio del activo en el tiempo t.

S0 es el precio inicial del activo.

µ es la deriva o tendencia.

σ > 0 mide la volatilidad del precio.

Dado que es una ecuación diferencial estocástica con condición inicial podemos escribirla
en forma integral. ∫ t

0

dS(r) =

∫ t

0

µS(r)dr +

∫ t

0

σS(r)dW (r). (2.2)

O de manera equivalente:

S(t)− S(0) =

∫ t

0

µS(r)dr +

∫ t

0

σS(r)dW (r). (2.3)

Ahora, podemos aplicar el Lema de Itô [6]. Para este �n, primero considere:

X(t) = S(t)
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f(t,X(t)) = f(t, S(t)) = µS(t)

g(t,X(t)) = g(t, S(t)) = σS(t).

Y escogemos F (t, x) = ln(x).

Entonces calculamos las derivadas parciales:

F1(t, x) =
∂F (t, x)

∂t
= 0,

F2(t, x) =
∂F (t, x)

∂x
=

1

x
,

F22(t, x) =
∂2F (t, x)

∂x2
= − 1

x2
.

De esta manera:

ln(S(t))− ln(S0) =

∫ t

0

(
µS(r)

1

S(r)
+

1

2
(σS(r))2(

−1

(S(r))2

)
dr +

∫ t

0

σ(S(r))
1

S(r)
dW (r)

=

∫ t

0

(
µ− 1

2
σ2

)
dr +

∫ t

0

σdW (r)

=

(
µ− 1

2
σ2

)
t+ σ (W (t)−W (0)) .

Dado que W (t) es un movimiento Browniano, entonces W (0) = 0.

Por lo tanto, tenemos que:

ln

(
S(t)

S0

)
=

(
µ− 1

2
σ2

)
t+ σW (t)

(
S(t)

S0

)
= Exp

((
µ− 1

2
σ2

)
t+ σW (t)

)

S(t) = S0e
((µ− 1

2σ
2)t+σW (t)). (2.4)

Recordemos que W (t) tiene distribución N(0, t), lo que implica que
(
µ− 1

2σ
2
)
t + σW (t)

también tiene una distribución normal.

Por lo tanto, S(t) tiene una distribución log-normal.
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2.2. Valor Esperado y Varianza del GBM

Calculemos el valor esperado de S(t), entonces tenemos que:

E[S(t)] = E
[
S0e

((µ− 1
2σ

2)t+σW (t))
]

= S0e
(µ− 1

2σ
2)tE

[
eσW (t)

]
= S0e

(µ− 1
2σ

2)te
1
2σ

2t

= S0e
µt.

Por lo tanto,

E[S(t)] = S0e
µt[8].

Ahora, calculemos la varianza de S(t):

V ar(S(t)) = V ar
(
S0e

((µ− 1
2σ

2)t+σW (t))
)

= S2
0e
(µ− 1

2σ
2)2tV ar(σW (t))

= S2
0e
(µ− 1

2σ
2)2t

[
E[e2σW (t)]− E2[eσW (t)]

]
= S2

0e
(µ− 1

2σ
2)2t

[
e

1
2 t(2σ)

2

− e2
1
2 tσ

2
]

= S2
0e
(µ− 1

2σ
2)2t

[
e2tσ

2

− etσ
2
]

= S2
0e

2µt
(
eσ

2t − 1
)
.

Por lo tanto,

V ar(S(t)) = S2
0e

2µt
(
eσ

2t − 1
)
[8].

2.3. Simulación del GBM

Una trayectoria de un proceso {X(t) ≥ 0} que sigue la ley del movimiento de una ecuación
estocástica de la forma:

dX(t) = b(t,X(t))dt+ σ(t,X(t))dW (t).

X(0) = x0.

}
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2.3 Simulación del GBM

Puede obtenerse mediante la discretización de Euler-Maruyama[8]. Para hacer esto, se divi-
de el intervalo [0, t] de manera uniforme en n subintervalos de la misma longitud ∆t = 1

t .
Suponiendo que Yj es un valor al aleatorio de la distribución Normal Estándar, se de�nen los
valores sucesivos de la trayectoria solución de la ecuación estocástica de la siguiente manera:

X0 = x0.

Xtj+1
= Xtj + b(tj , Xtj )∆t+ σ(tj , Xtj )

√
∆tYj .

}

Para el caso especi�co del Movimiento Browniano Geométrico tenemos lo siguiente:

S(0) = S0.

S(tj+1) = S(tj) + exp

[
(µ− 1

2
σ2)∆t+ σ

√
∆tZj

]
.


La simulación se llevará a cabo en Rstudio. Para ello, comenzamos generando una función
llamada MBG, la cual necesita las siguientes variables:

simulaciones : Número de simulaciones que se desean realizar

mu : Valor de de la deriva o tendencia (µ).

sigma : Valor de la variación del modelo (σ).

T : tiempo que se desea simular, este tiempo se tomará como días.

S0 : Valor inicial del activo.

Ahora, de�nimos dt como 1
T y generamos una matriz con columnas igual al número de si-

mulaciones que se desea realizar y renglones igual al valor de T+1.

En la primera �la de la matriz colocamos el valor de S0 y con ayuda de un ciclo for, co-
menzamos a llenar las entradas de la primera columna utilizando la ecuación mencionanda
anteriormente. Después con otro ciclo for, hacemos lo mismo pero cambiandonos de columna.

De esta manera tenemos una matriz donde cada columna representa una trayectoria del
modelo. Para �nalmente gra�car las trayectorias.

Para hacer un ejemplo, utilizamos los siguientes valores:

Simulaciones = 100 mu = 0.3 sigma = 0.65 T = 200 S0 = 500

La Figura 2.1, muestra parte de la matriz obtenida al realizar la simulación del modelo.
Como se observa, cada columna representa una trayectoria, por lo que cada columna comienza
con nuestro valor inicial, que en este caso es 500.
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2.3 Simulación del GBM

Figura 2.1: Matriz de las trayectorias de la simulación del GBM
Fuente: Elaboración propia
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Figura 2.2: Simulación del GBM
Fuente: Elaboración propia

La Figura 2.2 muestra las trayectorias simuladas del Movimiento Browniano Geométrico.
Notemos que se cumple que este modelo no deja que tome valores negativos.

2.4. Estimación de los Parámetros del Modelo

Para poder estimar los parámetros de este modelo se usará el método de máxima verosimilitud.
El objetivo de la estimación por este método es establecer los valores de los parámetros que hacen
que la función de verosimilitud del proceso se maximice [12].

Para la aplicación de este método, necesitamos tener un conjunto de observaciones del proceso
(X0, X1, ..., Xn), con esta muestra la función de densidad del proceso puede verse como la función
de parámetros desconocidos, es decir, la función de verosimilitud fθ. De esta manera, se plantea y
resuelve el problema de determinar los valores de los parámetros que maximizan el logaritmo de fθ.

Dado que el GBM es un proceso de Markov, podemos escribir fθ con base en una serie
temporal de observaciones, ya que:

fθ = fX0,X1,...,Xn;θ = fXn|Xn−1;θ · fXn−1|Xn−2;θ · · · fX1|X0;θ
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Sí las observaciones son independientes e idénticamente distribuidas entonces:

fXi|Xi−1;θ = fXi;θ.

De esta manera, la función de verosimilitud se puede escribir de la siguiente manera:

fθ =

n∏
i=0

fXi;θ.

Aplicando logaritmo obtenemos la función de log-veroisimilitud:

L(θ) = ln(fθ) =

n∑
i=0

ln(fXi;θ).

Entonces se tendría que igualar a cero las derivadas parciales con respecto a los paráme-
tros y resolver el sistema de ecuaciones.

Podemos escribir la ecuación (2.4) de la siguiente forma:

S(t) = S(t− 1)e((µ−
1
2σ

2)∆t+σW (t)) , t ≥ 0. (2.5)

Entonces el logaritmo de los retornos se calcularía de la siguiente manera:

ln

(
S(t)

S(t− 1)

)
=

((
µ− 1

2
σ2

)
∆t+ σW (t)

)
, t ≥ 0. (2.6)

Dado que S(t) sigue una distribución Log-Normal, entonces el logaritmo de los rendimien-
tos siguen una distribución Normal.

Sea Yt = ln
(

S(t)
S(t−1)

)
entonces:

Yt ∼ Normal

(
(µ− 1

2
σ2)∆t, σ2∆t

)
De�nimos lo siguiente:

m = (µ− 1

2
σ2)∆t

v = σ2∆t
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Por lo que la función de densidad de Y sería:

fY ;m,v =

n∏
i=1

1√
2πv

exp

(
− (yi −m)2

2v

)

=

(
1√
2πv

)n

exp

(
− 1

2v

n∑
i=1

(yi −m)2

)
= (nπv)−

n
2 e(−

1
2v

∑n
i=1(yi−m)2).

Ahora, aplicamos logaritmo natural a fY ;m,v y tenemos:

ln(fY ;m,v) = ln
(
(nπv)−

n
2 e(−

1
2v

∑n
i=1(yi−m)2)

)

= −n

2
ln(2πv)− 1

2v

n∑
i=1

(yi −m)2.

Es decir, nuestra función de logverosimilitud L(θ) es:

L(θ) = −n

2
ln(2πv)− 1

2v

n∑
i=1

(yi −m)2. (2.7)

Ahora tenemos que calcular las derivadas parciales de L(θ) con respecto a los parámetros m y v.
Primero con respecto a m

∂

∂m
L(θ) =

∂

∂m

(
−n

2
ln(2πv)− 1

2v

n∑
i=1

(yi −m)2

)

=

n∑
i=1

(yi −m).

Igualamos a cero y despejamos m:

n∑
i=1

(yi −m) = 0 ⇒ m̂ =
1

n

n∑
i=1

yi = y.

Es decir, m̂ es igual a la media muestral.

Ahora calculamos la derivada parcial con respecto a v:
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∂

∂v
L(θ) =

∂

∂m

(
−n

2
ln(2πv)− 1

2v

n∑
i=1

(yi −m)2

)

= − n

2v
+

1

2v2

n∑
i=1

(yi −m)2.

Igualamos a cero y despejamos v:

− n

2v
+

1

2v2

n∑
i=1

(yi −m)2 = 0

1

2v2

n∑
i=1

(yi −m)2 =
n

2v

n∑
i=1

(yi −m)2 = vn.

Como m = y, entonces

v̂ =
1

n

n∑
i=1

(yi − y)2.

Ahora podemos obtener los estimadores de µ̂ y σ̂.

m = (µ− 1

2
σ2)∆t = y,

lo cual implica

µ̂ =
y

∆t
+

1

2
σ̂2 (2.8)

Ahora:

v = σ2∆t =
1

n

n∑
i=1

(yi − y)2.

Entonces

σ̂2 =
1

n∆t

n∑
i=1

(yi − y)2. (2.9)
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Recordemos que:

m = y =

n∑
i=1

yi
n

=
1

n

n∑
i=1

(ln(S(i))− ln(s(i− 1)))

=
1

n
(ln(S(n))− ln(S0)) .

Por lo tanto,

m̂ =
1

n
(ln(S(n))− ln(S0)) .

Es decir, para obtener el estimador de m sólo necesitamos el valor incial y el valor �nal
del precio del activo.
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Capítulo 3

Modelo de Difusión de Saltos

Como vimos en el capitulo anterior, los retornos de los activos pueden comportarse como una
distribución normal. Sin embargo, tambien pueden tener una distribución con cola pesada. Es
decir, el comportamiento del precio del activo puede tener saltos demasiado bruscos, ya sea subir
o bajar. Y estos saltos no están contemplados en el GBM. Por lo cual se presentará el modelo de
saltos de difusión.

3.1. Desarrollo del Modelo

El desarrollo del modelo se sustenta en [1].

Un proceso de salto de difución (JDM por sus siglas en inglés) viene descrito por la si-
guiente ecuación diferencial estocástica:

dS(t) = µS(t)d(t) + σS(t)dW (t) + S(t)dJ(t).

S(0) = S0

}
(3.1)

Donde:

J(T ) =

N(T )∑
j=i

(Yj − 1)

ó
dJ(t) = (YN(t) − 1)dN(t).

Y {N(T )}T≥0 sigue un proceso de Poisson homogéneo con parámetro λ y distribución Poisson
con parámetro λT .

Es decir, J(t) es un proceso de Poisson compuesto. Además, notemos que los primeros dos
sumandos de la ecuación (3.1), corresponden a un Movimiento Browniano Geométrico. Por lo que
W (t) es un Movimiento Browniano estándar.

El proceso de Poisson {N(T )}T≥0 cuenta el número de llegadas en el intervalo [1, T ] y Yj

es la medida del j-ésimo salto.
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3.2 Discretización del Modelo

Las Y son variables Log-normales independientes e idénticamente distribuidas

Yj ∼ exp(Normal(µY , σ
2
Y ))

siendo estás variables independientes tanto de Proceso de Wiener W (t) y del Proceso Poisson
{NT }T≥0.

Como se hizo con el GBM, podemos escribir la ecuación (3.1) de la siguiente manera.

dln(S(t)) =

(
µ− 1

2
σ2

)
dt+ σdW (t) + ln(YN(t))dN(t). (3.2)

De forma equivalente:

dln(S(t)) =

(
µ+ λµY − 1

2
σ2

)
dt+ σdW (t) +

[
ln(YN(t))dN(t)− λµY dt

]
. (3.3)

Entonces la solución de la ecuación diferencial estocástica es:

S(T ) = S(0) ∗ exp
((

µ− σ2

2

)
T + σW (T )

)N(T )∏
j=1

Yj . (3.4)

Equivalentemente:

S(T ) = S(0) ∗ exp

(µ− σ2

2

)
T + σW (T ) +

N(T )∑
j=1

ln(Yj)

 . (3.5)

3.2. Discretización del Modelo

Si tomamos un intervalo de tiempo [0, t] y lo dividimos en subintervalos ∆t con la misma
longitud podemos reescribir la ecuación (3.4) de la siguiente forma [1]:

S(T ) = S(t−∆t)exp

((
µ− σ2

2

)
∆t+ σ

√
∆tεt

) nt∏
j=1

Yj (3.6)

Donde:

εt sigue una distribución Normal(0, 1).

nt = Nt −Nt−∆t cuenta los saltos que hayan ocurrido entre ∆t y t.
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3.3 Simulación del Modelo JDM

De esta manera, podemos calcular el logaritmo de los retornos de la siguiente manera:

X(t) := ∆ln(S(t)) = ln(S(t))− ln(S(t−∆t)).

Es decir:

X(t) =

(
µ+ λµY − σ2

2

)
∆t+ σ

√
∆tεt +∆J∗

t . (3.7)

Donde ∆J∗
t se de�ne como:

∆J∗
t =

nt∑
j=1

ln(Yj)− µ+ λµY ∆t.

3.3. Simulación del Modelo JDM

Para la creación del código del algoritmo de la simulación se utilizó comom base [2] y [15].

Para poder simular las prosibles trayectorias del Modelo de Difusión de Saltos, utilizaremos
la discretización de la ecución (3.5).

S(t) = S(t−∆t) ∗ exp

(µ− σ2

2

)
∆t+ σ

√
∆tεt +

nt∑
j=1

ln(Yj)

 . (3.8)

La simulación se realizará en Rstudio.

Al igual que con el GBM, crearemos una función, para este caso la llamaremos JDM. Esta
función necesitará las siguientes variables:

simulaciones : Número de simulaciones que se desean realizar

mu : Valor de la tendencia (µ).

Sigma : Valor de la variación del modelo (σ).

mu_y : Valor del parámetro µy para las variables Log-Normales Yj

sigma_y : Valor del parámetro σy para las variables Log-Normales Yj

lambda : Valor del parámetro λ para simular el proceso Poisson.

T : tiempo que se desea simular, este tiempo se tomará como días.

S0 : Valor inicial del activo.
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3.3 Simulación del Modelo JDM

De la misma manera que en el GBM, de�nimos dt como 1
T y generamos una matriz con

columnas igual al número de simulaciones que se desea realizar y renglones igual al valor de T+1.

En la primera �la de la matriz colocamos el valor de S0 y con ayuda de un ciclo for, co-
menzamos a llenar las entradas de la primera columna utilizando la ecuación 3.8.
Aquí es donde con ayuda de un if, tenemos que generar un variable Poisson, luego si la variable
Poisson es 0, de�nimos una variable llamada "salto", para después asignarle el valor 0, pero si
la varibale Poisson generada es diferente de 0, entonces generamos n varibles normales con los
parámetros dados, donde n sera el valor de la variable poisson generada, sumamos las variables
normales y le asignamos el valor de la suma a la variable "salto".
Después con otro ciclo for, cambiamos de columna y se repite el proceso.

De esta manera tenemos una matriz donde cada columna representa una trayectoria del
modelo. Para �nalmente gra�car las trayectorias.

La �gura 3.1 muestra la matriz con las trayectorias simuladas del JDM, para la cual se to-
maron los siguientes valores:

simulaciones = 20.

mu = 0.17.

Sigma = 0.055.

mu_y = 0.005.

sigma_y = 0.08.

lambda = 5.

T = 100.

S0 = 500.

La �gura 3.2 muestra la grá�ca de las trayectorias sumuladas del JDM.

Podemos observar los saltos en las trayectorias, ya sean positivos o negativos. Por lo cual
se puede modelar de mejor manera el comportamiento de los activos. Ya que como sabemos, el
mercado es demasiado volatil, lo cual generá cambios bruscos en el valor de los activos.
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3.3 Simulación del Modelo JDM

Figura 3.1: Matriz de las trayectorias de la simulación del JDM
Fuente: Elaboración propia
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3.3 Simulación del Modelo JDM

Figura 3.2: Grá�ca de las trayectorias de la simulación del JDM
Fuente: Elaboración propia
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Capítulo 4

Aplicación de los Modelos

Se realizará la aplicación de los dos modelos desarrollados en los capítulos anteriores. Para ello,
se escogieron las acciones de dos empresas que cotizan en la Bolsa de Nueva York (New York Stock
Exchange, NYSE, en inglés).

4.1. Obtención de los Datos

Los datos se obtendrán de la página web https://es.�nance.yahoo.com/. Tomaremos los precios
históricos, pero sólo los precios de cierre.

Los datos se descargaran directamente en Rstudio. Por lo cual se necesitará la librería
"quantmod", utilizando la función "getSymbols"podremos extraer los precios.

Las acciones seleccionadas son las siguientes: P�zer y Disney.

Por lo tanto, se aplicaran ambos modelos a las dos empresas escogidas. Para poder tener
una comparación y observar en que caso un modelo se ajusta de mejor manera a los datos que
tenemos. Recalcando que lo que queremos comparar son los dos modelos, utilizando los datos de
las acciones para tener dos escenarios diferentes.

A continuación se describe el análisis.

4.1.1. PFIZER, Inc.

P�zer Inc. es una compañía biofarmacéutica multinacional centrada en la investigación,
desarrollo y fabricación de medicamentos y vacunas. Uno de sus medicamentos más célebres, por
la revolución que supuso en su momento (1998) es Viagra, para la disfunción eréctil, aunque entre
sus marcas también �guran otros como Lipitor, para reducir el colesterol o Lyrica para el dolor
neuropático y la �bromialgia.

P�zer tiene su sede central en Nueva York y sus ingresos proceden principalmente de Esta-
dos Unidos. Actualmente en la Bolsa de Nueva York (NYSE). Hace 16 años, las acciones de la
farmacéutica cotizaban a un precio cercano a los 28 dólares. En la actualidad (abril de 2023) sus
títulos se intercambian a alrededor de 40 dólares. [5]

"P�zer fue una de las compañías protagonistas durante la pandemia de Covid-19 por el
lanzamiento de una vacuna contra esta enfermedad"(Caro, 2023). Este protagonismo se ha dejado
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4.2 Análisis de los Precios Históricos

notar en su cotización en bolsa, con una elevada volatilidad.

4.1.2. The Walt Disney Company

The Walt Disney Company también llamado simplemente Disney, es el conglomerado de
medios de comunicación y entretenimiento estadounidense más grande del mundo. Su actual sede
se halla en Burbank, California.

Disney es una de las compañías más conocidas del mundo, además de ser probablemente la
más grande del planeta ya que abarca numerosos sectores del entretenimiento. Fundada en octubre
de 1923 por Walt Disney, su primer gran éxito fue Blancanieves, estrenada en 1937. [4]

Disney debutó en la Bolsa de Nueva York (NYSE) en mayo de 1991 a unos 10 dólares por
acción. Tres décadas después, sus títulos cotizan a un precio de 120 dólares cada una (26 de abril
de 2022), lo que re�eja el enorme crecimiento de este conglomerado a lo largo de su historia hasta
alcanzar los 218 380 millones dólares de capitalización. [4]

Algunas de las grandes subidas que ha protagonizado en bolsa han estado precedidas por
los eventos más destacados de su historia, como las adquisiciones de grandes franquicias.

4.2. Análisis de los Precios Históricos

Se descargaron los datos desde el primero de enero del 2016 al 30 de mayo del 2022, y gra�camos
los precios de cierre de cada acción.

Figura 4.1: Comportamiento del precio de cierre de P�zer.
Fuente: Elaboración propia con datos de Yahoo Finance.
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4.2 Análisis de los Precios Históricos

PFIZER
nobs 1613.00
NAs 0.00

Minimum 27.03
Maximum 61.25
1. Quartile 32.71
3. Quartile 39.93

Mean 36.93
Median 34.97

Sum 59564.85
SE Mean 0.16

LCL Mean 36.62
UCL Mean 37.23
Variance 38.78

Stdev 6.23
Skewness 1.33
Kurtosis 1.61

Tabla 4.1: Resumen del precio de P�zer.
Fuente: Elaboración propia con datos de Yahoo Finance.

Figura 4.2: Comportamiento del precio de cierre de Disney.
Fuente: Elaboración propia con datos de Yahoo Finance.

En la �gura 4.1 podemos observar como los precios de P�zer han ido creciendo, sin embargo,
como la mayoría de empresas, tuvo un caída a �nales del 2019 y principios del 2021. Y notamos
el crecimiento que está teniendo en 2022.
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4.3 Rendimientos

Por otro lado, en la �gura 4.2, notemos como las acciones de Disney presentan una caída
desde �nales del 2021 a la fecha en que se descargaron los datos. Pero viendo el comportamiendo
que tiene desde 2016 a 2020, se observa un crecimento, dado que en 2016 tenía un valor alrededor
de los 90 USD, y en enero del 2020, ya alcanzaba los 150 USD. Sin embargo, como la mayoria
de las empresas, en marzo del 2020, presenta una caía muy grande, derivado con el inicio de la
pandemia. Pero gracias a su plataforma de streaming Disney+, es como lográ el crecimiento del
valor de sus acciones, aún durante la emergencia sanitaria.

Observando las �guras 4.1 y 4.2, comparando en el mismo periodo de tiempo el comporta-
miento del precio de cierre de cada acción, podemos notar que en el caso de Disney es la que
presenta cambios más notorios en periodos cortos de tiempo. Lo que en capítulos anteriores
de�nimos como un salto. Para el caso de P�zer, si tenemos caídas y subídas en el nivel del precio
de sus acciones, pero en periodos más largos.
Por lo que esperaríamos que el JDM se ajuste mejor en Disney, y el GBM en P�zer.

DISNEY
nobs 1613.00
NAs 0.00

Minimum 85.76
Maximum 201.91
1. Quartile 103.73
3. Quartile 141.02

Mean 124.84
Median 113.04

Sum 201360.91
SE Mean 0.69

LCL Mean 123.49
UCL Mean 126.18
Variance 762.60

Stdev 27.62
Skewness 0.95
Kurtosis -0.23

Tabla 4.2: Resumen del precio de Disney.
Fuente: Elaboración propia con datos de Yahoo Finance.

En las tablas 4.1 y 4.2 tenemos un resumen de las estadísticas de cada acción. En ambos casos,
contamos con un total de 1613 observaciónes, y no se tienen valores nulos o inválidos.

También si vemos los valores mínimos y máximos, podemos notar que los valores del pre-
cio de Disney, son las que presentan una mayor diferencia entre ambos valores. Lo cual, se
ve re�ejado en el valor de la desviación estandar (Stdev) ya que es más grande el valor de la
desviación de Disney que la de P�zer.

4.3. Rendimientos

Se calcularan los rendimientos diarios utilizando las siguiente formula:

rendimiento = Ln

(
S(t)

S(t− 1)

)
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4.3 Rendimientos

Entonces utlizando Rstudio, calculamos los rendimientos de cada activo y los grá�camos.

Figura 4.3: Rendimientos de P�zer.
Fuente: Elaboración propia con datos de Yahoo Finance.

DISNEY PFIZER
nobs 1612.000000 1612.000000
NAs 0.000000 0.000000

Minimum -0.139085 -0.080501
Maximum 0.134639 0.103055
1. Quartile -0.006895 -0.006356
3. Quartile 0.007345 0.006991

Mean 0.000037 0.000357
Median -0.000029 0.000243

Sum 0.059745 0.575736
SE Mean 0.000435 0.000369

LCL Mean -0.000817 -0.000367
UCL Mean 0.000891 0.001081
Variance 0.000306 0.000219

Stdev 0.017480 0.014814
Skewness 0.343385 0.188536
Kurtosis 12.166095 6.106352

Tabla 4.3: Resumen de los rendimientos
Fuente: Elaboración propia con datos de Yahoo Finance.

En la tabla 4.3 podemos observar que contamos con 1612 datos de cada acción, no se tienen

29



Aplicación de los Modelos

4.3 Rendimientos

Figura 4.4: Rendimientos de Disney.
Fuente: Elaboración propia con datos de Yahoo Finance.

datos faltantes. Además podemos comparar ambas acciones, notemos que el valor de la varianza
de Disney es mayor que el de P�zer, pero el valor promedio de los rendimientos de P�zer es mayor
que el de disney.

4.3.1. Pruebas de Normalidad

Utilizaremos los histogramas de los rendimientos de ambas acciones, así como la prueba de
normalidad de Jarque-Bera, para ver si nuestros datos siguen una distribución normal.

Jarque - Bera Normalality Test (DISNEY)
X-squared: 10004.1407
P VALUE: <0.00000000000000022

Tabla 4.4: Resultados de la prueba de normalidad (Disney).
Fuente: Elaboración propia con datos de Yahoo Finance.

Jarque - Bera Normalality Test (PFIZER)
X-squared: 2523.3319
P VALUE: <0.00000000000000022

Tabla 4.5: Resultados de la prueba de normalidad (P�zer).
Fuente: Elaboración propia con datos de Yahoo Finance.
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4.4 Aplicación del GBM

Figura 4.5: Histograma de los rendimientos de Disney.
Fuente: Elaboración propia con datos de Yahoo Finance.

Al observar los histogramas, notamos que no tienen una distribución Normal. Y al ver los
valor-p en la Tabla 4.4 y la Tabla 4.5, se corrobora que los rendimientos de ambas aciones no
siguen una distribución Normal.

En las �guras 4.7 y 4.8 podemos observar que tanto los rendimientos de P�zer como los de
Disney, presentan colas pesadas, lo que puede indicar que siguen una distribución log-normal.

4.4. Aplicación del GBM

Comencemos con la aplicación del Movimiento Browniano Geométrico, a nuestras dos acciones
seleccionadas, siguiendo el proceso que describimos en el capitulo 2.

Para poder aplicar el GBM, necesitamos los valores de µ y σ. Los cuales se encuentran en
la Tabla 4.3, tato para Disney, como para P�zer.

Ya que se tienen estos valores, usaremos las ecuaciones (2.8) y (2.9) para estimar los pará-
metros que necesitamos para aplicar el modelo.
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4.4 Aplicación del GBM

Figura 4.6: Histograma de los rendimientos de P�zer.
Fuente: Elaboración propia con datos de Yahoo Finance.

4.4.1. GBM Aplicado en Disney

Tenemos los siguientes valores:

µ = 0.000037

σ = 0.017480

σ2 = 0.000306

S(0) = 102.98

S(n) = 109.32

n = 1612

Por lo tanto:

µ̂ =
1

n

(
Ln

(
S(n)

S(0)

))
= 0.00003706239

σ̂2 =
1

n

n∑
i=1

(yi − y)2 = 0.0003053751

Ahora que tenemos nuestros parámetros podemos utilizar nuestro código en Rstudio para realizar
la simulación de los precios de Disney, y de esta manera predecir los próximos precios de esta acción.

Para este caso tomaremos como precio inicial S0 el valor de 109.32, el cual corresponde al
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Figura 4.7: Grá�ca Cuantil-Cuantil de P�zer.
Fuente: Elaboración propia con datos de Yahoo Finance.

Figura 4.8: Grá�ca Cuantil-Cuantil de Disney.
Fuente: Elaboración propia con datos de Yahoo Finance.
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último valor de nuestra base de datos de los precios de Disney.

Generaremos 22 precios de esta acción, lo que corresponde a el mes de junio del 2022, re-
cordemos que en nuestra base de datos, se tomaron valores hasta mayo.

Una vez generadas nuestras predicciones los compararemos con los valores reales de la ac-

Figura 4.9: Predicción de los precios de Disney.
Fuente: Elaboración propia.

ción, es decir, se descargarán los precios de cierre de Disney, para poder hacer la comparación.

En la �gura 4.10 podemos observar de manera grá�ca la comparación de nuestros precios
estimados contra los precios reales del activo, notemos que nuestra simulación pareciera una linea
recta, sin embargo en la �gura 4.9 podemos notar que esto no es así, sólo que la variación es
pequeña, y los precios reales presentan una gran caída, lo cual no lo puede simular el GBM.
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Figura 4.10: Predicción de los precios de Disney vs Precios reales.
Fuente: Elaboración propia con datos de Yahoo Finance.

4.4.2. GBM Aplicado en P�zer

Tenemos los siguientes valores:

µ = 0.000357

σ = 0.014814

σ2 = 0.000219

S(0) = 30.31309

S(n) = 53.91

n = 1612

Por lo tanto:

µ̂ =
1

n

(
Ln

(
S(n)

S(0)

))
= 0.000357156

σ̂2 =
1

n

n∑
i=1

(yi − y)2 = 0.0.000219330040062322

Ahora que tenemos nuestros parámetros podemos utilizar nuestro código en Rstudio para realizar
la simulación de los precios de P�zer, y de esta manera predecir los próximos precios de esta acción.

Para este caso tomaremos como precio inicial S0 el valor de 53.91, el cual corresponde al
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Figura 4.11: Diferencia entre los precios estimados y los precios reales.
Fuente: Elaboración propia con datos de Yahoo Finance.
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último valor de nuestra base de datos de los precios de P�zer.

Generaremos 22 precios de esta acción, lo que corresponde al mes de junio del 2022, recor-
demos que en nuestra base de datos, se tomaron valores hasta mayo del mismo año.

Una vez generados nuestras predicciones los compararemos con los valores reales de la ac-
ción, es decir, se descargarán los precios de cierre de P�zer, para poder hacer la comparación.

Se realizaron varias simulaciones y se obtuvo un promedio de las mismas, para poder reali-
zar las comparación con los precios reales.

Figura 4.12: Predicción de los precios de P�zer.
Fuente: Elaboración propia.

En la �gura 4.13 podemos observar de manera grá�ca la comparación de nuestrso precios
estimados contra los precios reales del activo. Notemos que para este periodo, nuestro activo
presenta una caída grande, ya que comenzado en 53 llega a los 46.

Ahora bien, si miramos la Grá�ca de la �gura 4.12, podemos notar que tiene la misma for-
ma, es decir, nuestra predicción pareciera ser correcta, pero notemos que en este caso la caída es
de centesimas, por lo que en la �gura 4.13, al realizar la comparación, nuestra predicción parece
una linea recta en comparación al precio real.

37



Aplicación de los Modelos

4.5 Aplicación del JDM

Figura 4.13: Predicción de los precios de P�zer vs Precios reales.
Fuente: Elaboración propia con datos de Yahoo Finance.

4.5. Aplicación del JDM

Para poder aplicar el Modelo de Difusión de Saltos, recordemos que necesitamos estimar varios
parámetros, los que se mencionaron en la sección 3.3.
Sin embargo, a diferencia del GBM, estos parámetros solo se pueden estimar mediante métodos
númericos, por lo que los estimaremos usando Rstudio por el método de máxima verosimilitud. La
explicación del algoritmo la encontraremos en la sección de Anexos.

4.5.1. JDM Aplicado en Disney

Usando el método de máxima verosimilitud obtenemos los siguientes parámetros:

DISNEY
mu 0.0456629427

Sigma 0.1516996412
mu_y -0.0000118116

Sigma_y 0.0284559449
lambda 61.3208103331

Tabla 4.6: Parámetros para la simulación de DISNEY.
Fuente: Elaboración propia con datos de Yahoo Finance.

Ahora, generamos 22 valores, de igual manera como se hizo en la aplicación del GBM, en el
capítulo pasado. Tomando como precio inicial S0 = 109.32.
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Figura 4.14: Diferencia entre los precios estimados y los precios reales de P�zer.
Fuente: Elaboración propia con datos de Yahoo Finance.
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Utilizando el mismo código que creamos en el capitulo 3, para la simulación del JDM, obtenemos
la siguiente grá�ca.

Podemos notar, como la grá�ca muestra caídas y subidas en el valor del activo. Ahora,
grá�quemos los precios reales de Disney, para poder hacer la comparación de nuestra predicción y
los valores reales.

De manera visual, �gura 4.16, se observa que no di�eren tanto, nuestros valores predichos
con los precios reales. Esto podemos corroborarlo en la �gura 4.17; en donde se nos muestra los
valores númeriocos del precio real, los precios obtenidos mendiante el JDM y la diferencia que
existe entre ambos valores.
Para lograr estos valores, se realizaron varias simulaciones y posteriormente se obtuvo un promedio
de los valores para gra�car los resultados.

Si sólo se realiza un simulación, esta podría parecerse o diferir más de la trayectoria real.
Sin embargo ya obtenemos una noción más certera de como se comportará el activo en el futuro.

Figura 4.15: Predicción de los precios de Disney (JDM).
Fuente: Elaboración propia con datos de Yahoo Finance.

4.5.2. JDM Aplicado en P�zer.

De igual manera que en la sección anterior, aplicando el método de máxima verosimilitud
obtenemos los siguientes parámetros:
Entonces generaremos 22 valores, de igual manera como se hizo en la aplicación del GBM, en el
capítulo pasado. Tomando como precio inicial S0 = 53.91 el cual corresponde al último valor de
la base de datos que se utilizo para la estimación de los parámetros. Estos valores corresponden a
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Figura 4.16: Comparación del precio de Disney vs Precios simulados (JDM).
Fuente: Elaboración propia con datos de Yahoo Finance.
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Figura 4.17: Comparación del precio de Disney vs Precios simulados (JDM).
Fuente: Elaboración propia con datos de Yahoo Finance.
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PFIZER
mu 0.1177345477

Sigma 0.1397057606
mu_y 0.0009470938

Sigma_y 0.0222902599
lambda 69.9531811244

Tabla 4.7: Parámetros para la simulación de PFIZER.
Fuente: Elaboración propia con datos de Yahoo Finance.

los precios de P�zer del 27 de mayo al 30 de junio del 2022.
Esto para poder hacer la comparación de la predicción y los precios reales.

Utilizando el mismo código se utilizo para la simulación del JDM, obtenemos la siguiente
grá�ca.

Figura 4.18: Predicción de los precios de P�zer (JDM).
Fuente: Elaboración propia con datos de Yahoo Finance.

Se observa, como la trayectoria del activo varía y muestra como puede cambíar el precio de un
día con otro, inclusive los cambios, tanto a la alza como a la baja, son más grandes. Es decir se esta
simulado de manera correcta. Grá�camente notamos la similitud de las trayectorias, claramente
no son exactas, pero si obtenemos valores muy cercanos, lo cual se veri�ca de manera analítica en
la �gura 4.20, en la cual tenemos una tabla donde las columnas son los precios reales de P�zer, en
el periodo que se mencionó anteriormente, los precios simulados y la diferencia entre estos precios.

De igual manera, la trayectoria en simulada, se obtuvo del promedio de varias simulacio-
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Figura 4.19: Comparación del precio de P�zer vs Precios simulados (JDM).
Fuente: Elaboración propia con datos de Yahoo Finance.

nes.

Cabe aclarar, que si se realiza otra vez el mismo proceso, se obtendrán valores diferentes,
pero si serán parecidos con los aquí presentados.
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Figura 4.20: Comparación del precio de P�zer vs Precios simulados (JDM).
Fuente: Elaboración propia con datos de Yahoo Finance.
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Conclusión

En el presente documento desarrollamos y aplicamos el Movimiento Browniano Geométrico
(MGB) y el Modelo de Difusión de Saltos (JDM), los cuales describen el comportamiento del
precio de un activo. En este caso, se utilizaron los precios de Disney y P�zer para la aplicación de
los modelos.

En el capitulo 4, en las �guras 4.1 Y 4.2 obervamos como se ha ido comportando el precio
de cada acción desde enero 1016 a mayo 2022. Siendo los datos de Disney, donde se puede notar
que presenta cambios considerables en periodos de tiempo muy cortos. Por otro lado, en el caso de
P�zer, los cambios cosiderables en el precio del activo, se presentan en periodos más grandes por
lo que en primera instancia estos no se considerarían como "saltos". Ahora bien, en las grá�cas
de las �guras 4.3 (Rendimientos de P�zer) y 4.3 (Rendimientos de Disney), podríamos considerar
los valores que salen del intervalo [−0.05,+0.05] como saltos, siendo en el caso de Disney donde
se presentan más estos saltos. Es por esto que se aplican ambos modelos en ambas empresas, para
poder compararlas en escenarios diferentes, puesto que lo que buscamos es ver en que casos se
ajusta mejor un modelo.

Como se notó en el desarrollo de ambos modelos, la gran diferencia radica, en que en el
JDM se incorpora un Proceso de Poisson Compuesto, lo cual nos proporciona los "saltos"que
presenta el precio del activo. De esta forma, se puede modelar de mejor manera las trayectorias
de los precios. Puesto que el GBM no reconoce estos cambios, y se ajusta mejor a datos con una
trayectoria más constante, sin "saltos".

En la sescción 4.4, se aplicó el Modelo Browniano Geométrico en ambos activos y se obtie-
nen valores muy alejados de los precios reales. Esto no implica que el modelo sea malo. Sin
embargo, para activos que de un día a otro, tiene cambios muy bruscos. Y como se observa en
la �gura 4.2, la trayectoria de Disney, presenta este tipo de saltos en todo el periodo de estudio,
pero se notan mas pronunciados, en los meses que corresponden a la pandemia. Por otro lado, en
el caso de P�zer, tiene un cambio grande al inicio de la pandemia, y de ahí en adelante presenta
cambios a la alza, pero estos se dan de manera constante, por lo que no parecieran saltos. Pero
como podemos observar en la Figura 4.13, al comparar nuestros precios estimados con los precios
reales de P�zer, estos estan muy alejados unos de otros, por lo que el GBM, tampoco se ajusto en
P�zer.

En la sección 4.5, se implemento el Modelo de Difusión de Saltos en ambos activos. Para
ello primero se estimaron los 5 parámetros que requiere el modelo. Esto se hizo con el código del
Apéndice F. Ya con los valores de los parámetros, se puede aplicar el modelo en ambas acciones,
obteniendo las gra�cas de las �guras 4.15 y 4.18. Y se puede notar como estas grá�cas ya presentan
trayectorias más cercanas a los precios reales. Para el caso de Disney en la �gura 4.16 se pueden
comparar el precio real con el precio estimado, logrando estimar una trayectoria más parecida al
comportamiento real y en la �gura 4.17 tenenemos la diferencia entre el valor estimado y el valor
real de manera numérica. En el caso de P�zer, tenemos el mismo comparativo en las �guras 4.19
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Aplicación de los Modelos

4.5 Aplicación del JDM

y 4.20. Obteniendo los mismos resultados.

En ambos casos el Modelo de Difusión de Saltos se ajusto mucho mejor en comparación al
Modelo Browniano Geométrico. Además, como se observó en las trayectorias estimadas con el
GBM, al utilizarlo se obtienen valores muy alejados del precio real. Por lo que utilizarlo para hacer
proyecciones sería un error. Sin embargo también depende de los datos historicos que se tengan,
puesto que si utilizaramos un activo con rendimientos constantes, si sería conveniente utilizar el
GBM.

En la actualidad, la mayoría de las acciones que cotizan en la Bolsa de Valores no tienen
un comportamiento constante. Y las empresas muy grandes, como lo es Disney, el precio de sus
acciones puede verse afectado por un comunicado, una �itracción en Internet o incluso un Tweet.
Siendo este último el que afecta, generalmente a la baja, el precio de un activo. Lo que hace que
sea más volátiles. Por lo que la utilización de modelos más robustos para hacer proyecciones es lo
más recomendable.

Como se pudo observar, la di�cultad del JDM radica en la estimación de sus parámetros;
pero actualmente existen muchos softwares y técnicas que nos ayudan a obtener una mejor
estimación de estos. Lo que implica poder obtener mejores simulaciones en incluso poder utilizar
modelos más complejos.

48



Apéndice A

Código para simular el Movimiento
Browniano Geométrico

MBG<=f unc t i on ( s imulac iones ,mu, sigma ,T, So ){
dt<=1/T
paro<=T+1
mm<= matrix ( nco l = s imulac iones , nrow =paro )
f o r ( i in 1 : s imu lac i one s ) {
mm[1 , i ] <= So
f o r (h in 2 : paro ) {

e <= rnorm (1)
mm[ h , i ]<= mm[ ( h=1) , i ]* exp ( (mu=(sigma ^2)/2)* dt+sigma*e* s q r t ( dt ) )

}
}
tt <=0:T
matplot ( tt , mm, type=" l " , lwd=2 , l t y=1 , main="Movimiento Browniano Geomé t r i c o " ,

ylab= "Prec io de l a c t i vo " ,
xlab = "Tiempo en d í as ")

mm
}
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Apéndice B

Código para simular el Modelo de
Difusión de Saltos

JDM<=f unc t i on ( s imulac iones ,mu, sigma , mu_y, sigma_y , lambda ,T, So ){
dt<=1/T
paro<=T+1
m2<= matrix ( nco l = s imulac iones , nrow =paro )
f o r ( i in 1 : s imu lac i one s ) {
m2[ 1 , i ] <= So
f o r (h in 2 : paro ) {

e <= rnorm (1)
p<=r p o i s (1 , lambda*dt )
i f (p==0) {

sa l t o <=0
} e l s e {

sa l t o<=sum( ( rnorm (p ,mu_y, sigma_y ) ) )
}
m2[ h , i ]<= m2[ ( h=1) , i ]* exp ( (mu=(sigma ^2)/2)* dt+sigma*e* s q r t ( dt)+ s a l t o )

}
}
tt <=0:T
matplot ( tt ,m2, type=" l " , lwd=2, l t y =1,main="Jump D i f f u s i on Model " ,

ylab= "Prec io de l a c t i vo " ,
xlab = "Tiempo en d í as ")

precios_P<=data . frame (m2)
}
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Apéndice C

Código para descargar los datos de
Yahoo Finance

l i b r a r y ( r eadx l )
l i b r a r y (BLCOP)
l i b r a r y ( quantmod )
l i b r a r y ( fBa s i c s )
l i b r a r y ( xtab l e )
l i b r a r y ( car )
l i b r a r y (" ggp lot2 ")
#Obtencion de l o s datos
PFIZER <=getSymbols ("PFE" , s r c="yahoo " , from = "2016=01=01", to ="2022=05=30",

p e r i o d i c i t y= " da i l y " , auto . a s s i gn = FALSE)
PFIZER_DATOS<=data . frame (PFIZER)
View (PFIZER_DATOS)
PFIZER<=(PFIZER [ , c ( 4 ) ] )
DISNEY<=getSymbols ("DIS" , s r c="yahoo " , from = "2016=01=01", to ="2022=05=30",

p e r i o d i c i t y= " da i l y " , auto . a s s i gn = FALSE)
DISNEY_DATOS<=data . frame (DISNEY)
View (DISNEY_DATOS)
DISNEY<=(DISNEY[ , c ( 4 ) ] )
t a i l (DISNEY)
chart_Ser i e s (DISNEY)
chart_Ser i e s (PFIZER)
#Rendimientos
opt ions ( s c ipen=999)
ren_P<=NULL
ren_P<=na . omit (ROC(PFIZER) )
#qq<=((ren_P=0.000357156)^2)/1612
#ppp<=sum(qq )
#ppp
ren_D<=NULL
ren_D<=na . omit (ROC(DISNEY) )
colnames ( ren_P)<="Rendimientos PFIZER"
colnames (ren_D)<="Rendimientos DISNEY"
chart_Ser i e s ( ren_P , c o l = "blue ")
chart_Ser i e s (ren_D)
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Código para descargar los datos de Yahoo Finance

p lo t ( ren_P , main=" " , c o l="deepskyblue " , xlab="Fecha " , ylab="Rendimientos ")
t i t l e (main="Rendimientos de PFIZER")
p l o t (ren_D , main=" " , c o l="deepskyblue " , xlab="Fecha " , ylab="Rendimientos ")
t i t l e (main="Rendimientos de DISNEY")
DOS<=cbind (ren_D , ren_P)
ren<=data . frame (DOS)
sR<=ba s i c S t a t s ( ren )
xtab l e ( sR , d i g i t s =6)
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Apéndice D

Código para aplicar el MGB a
Disney

#############PREDICCION DISNEY CON GBM########
simulac iones <=100
mu<=0.00003706239
sigma <=0.01747499
T<=21
So<=109.32
dt<=1/T
paro<=T+1
mm<= matrix ( nco l = s imulac iones , nrow =paro )
f o r ( i in 1 : s imu lac i one s ) {
mm[1 , i ] <= So
f o r (h in 2 : paro ) {

e <= rnorm (1)
mm[ h , i ]<= mm[ ( h=1) , i ]* exp ( (mu=(sigma ^2)/2)* dt+sigma*e* s q r t ( dt ) )

}
}
tt <=0:T
matplot ( tt ,mm, type=" l " , lwd=2, l t y =1,main="Movimiento Browniano Geomé t r i c o " ,

ylab= "Prec io de l a c t i vo " ,
xlab = "Tiempo en d í as ")

S_simulados<=matrix ( nco l = 1 , nrow =paro )
S_simulados<=rowMeans (mm)
S_simulados
DISNEY2<=getSymbols ("DIS" , s r c="yahoo " , from = "2022=05=27", to ="2022=06=30",

p e r i o d i c i t y= " da i l y " , auto . a s s i gn = FALSE)
DISNEY_DATOS2<=data . frame (DISNEY2)
DISNEY2<=(DISNEY2 [ , c ( 4 ) ] )
d i f e r <=DISNEY2=S_simulados
d i f e r
ComparacionD<=cbind (DISNEY2, S_simulados , d i f e r )
colnames (ComparacionD)<= l i s t ("DISNEY" , "DISNEY_SIMULADOS" , "DIFERENCIA")
View (ComparacionD )
p lo t (ComparacionD$DISNEY_SIMULADOS, c o l="green " , lwd=3)
p l o t (ComparacionD$DISNEY , co l="deepskyblue " , lwd=3)
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Código para aplicar el MGB a Disney

p lo t (ComparacionD$DISNEY , type=" l " , c o l="blue " , lwd=3,
main="PRECIO VS PRECIO SIMULADO (DISNEY)" ,
ylab="PRECIO DEL ACTIVO" , l a s =1, c o l . ax i s="red ")

l i n e s (ComparacionD$DISNEY_SIMULADOS, c o l="green " , lwd=4)
legend (" bot tomle f t " , c o l=c (" blue " ," green ") ,

l egend =c (" Prec io r e a l " ," Prec io simulado ") , lwd=3, bty = "n")
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Apéndice E

Código para aplicar el MGB a P�zer

#############PREDICCION PFIZER CON GBM########
simulac iones <=100
mu<=0.0000357156
sigma <=0.000219330040062322
T<=21
So<=53.91
dt<=1/T
paro<=T+1
mm<= matrix ( nco l = s imulac iones , nrow =paro )
f o r ( i in 1 : s imu lac i one s ) {
mm[1 , i ] <= So
f o r (h in 2 : paro ) {

e <= rnorm (1)
mm[ h , i ]<= mm[ ( h=1) , i ]* exp ( (mu=(sigma ^2)/2)* dt+sigma*e* s q r t ( dt ) )

}
}
tt <=0:T
matplot ( tt ,mm, type=" l " , lwd=2, l t y =1,main="Movimiento Browniano Geomé t r i c o " ,

ylab= "Prec io de l a c t i vo " ,
xlab = "Tiempo en d í as ")

S_simuladosP<=matrix ( nco l = 1 , nrow =paro )
S_simuladosP<=rowMeans (mm)
S_simuladosP
PFIZER2<=getSymbols ("PFE" , s r c="yahoo " , from = "2022=05=27", to ="2022=06=30",

p e r i o d i c i t y= " da i l y " , auto . a s s i gn = FALSE)
PFIZER_DATOS2<=data . frame (PFIZER2)
PFIZER2<=(PFIZER2 [ , c ( 4 ) ] )
d i f e r <=PFIZER2=S_simuladosP
d i f e r
ComparacionP<=cbind (PFIZER2 , S_simuladosP , d i f e r )
colnames (ComparacionP)<= l i s t ("PFIZER" , "PFIZER_SIMULADOS" , "DIFERENCIA")
View (ComparacionP )
p l o t (ComparacionP$PFIZER_SIMULADOS , c o l="green " , lwd=3)
p l o t (ComparacionP$PFIZER , c o l="deepskyblue " , lwd=3)
p l o t (ComparacionP$PFIZER , type=" l " , c o l="blue " , lwd=3,

main="PRECIO VS PRECIO SIMULADO (PFIZER)" ,
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Código para aplicar el MGB a P�zer

ylab="PRECIO DEL ACTIVO" , l a s =1, c o l . ax i s="red ")
l i n e s (ComparacionP$PFIZER_SIMULADOS , c o l="green " , lwd=4)
legend (" bot tomle f t " , c o l=c (" blue " ," green ") ,

l egend =c (" Prec io r e a l " ," Prec io simulado ") , lwd=3, bty = "n")
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Apéndice F

Código para aplicar el JDM a P�zer

El siguiente código se encuentra en la pagina web:

https://rdrr.io/github/shill1729/FeynmanKacSolver/src/R/merton.R

Por lo que se utilizó como una herramiento que ya se encontraba creada.

#' Est imaci ón de l o s parámetros de l jump=d i f f u s i o n model (JDM) por MLE
dmerton1 <= f unc t i on (x , t , d r i f t , vo lat , lambda , a , b )
{
# 200 deber í a s e r s u f i c i e n t e .
n <= 0 :200
p <= s t a t s : : dpo i s (n , lambda = lambda* t )
phi <= s t a t s : : dnorm(x , d r i f t * t+n*a , s q r t ( t * vo l a t^2+n*b^2))
sum(p*phi )

}
dmerton <= f unc t i on (x , t , d r i f t , vo lat , lambda , a , b )
{

i f ( l ength (x)==1)
{

dmerton1 (x , t , d r i f t , vo lat , lambda , a , b )
} e l s e
{

mapply ( func t i on (X){
dmerton1 (X, t , d r i f t , vo lat , lambda , a , b )

} , X = x)
}

}

#'
#' log_returns Logaritmo de l o s r e t o rno s de l o s a c t i v o s
#' thresh_hold Medida de l umbral
#' tn Años observados
#' time_step tamaño de l o s pasos ( 1/252 ) .
#' compensate Tomar l a media como compensada o no
#' d i r e c t i o n est imar l o s s a l t o s en que d i r e c c i o n ( arr iba , abajo o ambas )
#' @descr ipt ion {Est imaci ón de l o s parámetros para e l jump=d i f f u s i o n model
#' dado un conjunto de va r i ab l e s , usando MLE y R' s ba s i c \ code{optim} func t i on . }
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Código para aplicar el JDM a P�zer

#' @return l i s t
#' @export merton_mle
merton_mle <= f unc t i on ( log_returns , thresh_hold , tn , time_step ,

compensate , d i r e c t i o n )
{

i f ( d i r e c t i o n == "both ")
{

jumps <= abs ( log_returns ) > thresh_hold
} e l s e i f ( d i r e c t i o n == "down")
{

jumps <= l og_returns < =thresh_hold
} e l s e i f ( d i r e c t i o n == "up")
{

jumps <= l og_returns > thresh_hold
}

lambda1 <= sum( jumps )/ tn
i f ( ! compensate )
{

vo la t1 <= s t a t s : : sd ( log_returns [ ! jumps ] ) / ( s q r t ( time_step ) )
mu1 <= (2*mean( log_returns [ ! jumps ]+( time_step )* vo la t1 ^2))/(2* time_step )
v o l a t j <= s q r t ( s t a t s : : var ( log_returns [ jumps ])=( time_step )* vo la t1 ^2)
muj <= mean( log_returns [ jumps ])=(mu1=vo la t1 ^2/2)*( time_step )

} e l s e {
vo la t1 <= s t a t s : : sd ( log_returns [ ! jumps ] ) / ( s q r t ( time_step ) )
v o l a t j <= s t a t s : : sd ( log_returns [ jumps ] )
muj <= mean( log_returns [ jumps ] )
eta1 <= exp (muj+0.5* v o l a t j ^2)=1
mu1 <= mean( log_returns [ ! jumps ] ) / time_step+0.5* vo la t1^2+lambda1* eta1

}

i n i t i a l_v <= c (mu1 , volat1 , lambda1 , muj , v o l a t j )
p r i n t (" I n i t i a l e s t imate ")
p r i n t ( i n i t i a l_v )

Sys . s l e e p (2 )

l og_l ik <= f unc t i on (v )
{

eta <= exp (v [4 ]+0 .5* v [5]^2)=1
=sum( log ( dmerton ( log_returns , t = time_step , d r i f t = v [1]=v [ 3 ] * eta =0.5*v [ 2 ]^2 ,

vo l a t = v [ 2 ] , lambda = v [ 3 ] , a = v [ 4 ] , b = v [ 5 ] ) ) )
}
mle <= s t a t s : : optim ( par = in i t i a l_v , fn = log_l ik , method = "L=BFGS=B" ,

c on t r o l = l i s t ( t r a c e = 5) , lower = c (=1 , 0 . 001 , 0 , =1, 0 . 0 01 ) )
re turn (mle )

}

Con los parámetros obtenidos con este código, se introducen en el codigo del Apéndice B, para
de esta manera realizar la simulación del JDM.
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