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Resumen

En esta tesis estudiamos los métodos modernos de teoría cuántica de campos, conocidos
como los métodos de amplitudes, los cuales son un campo activo mediante el cual se pueden
obtener observables físicas de una manera mas eficiente que el análisis tradicional a la Feynman
a nivel árbol. Nuestro objetivo general fue entender y mejorar los cálculos en gravedad cuán-
tica perturbativa y sus extensiones supersimétricas conocidas como teorías de supergravedad.
Estas teorías predicen una partícula masiva de espín 3/2 nombrada gravitino, cuyo compañero
supersimétrico es el gravitón. Específicamente, estudiamos los acoplamientos del supermultiplete
gravitacional (gravitón y gravitino) de supergravedad pura N = 1 (SUGRA, por sus siglas en
inglés) siguiendo un enfoque de teorías constructivas. Primero, utilizamos la fórmula maestra que
se desprende de considerar el comportamiento de escala de las variables de espinor bajo el grupo
pequeño. Segundo, derivamos los acoplamientos de 4 puntos mediante las relaciones de recursión
de Britto-Cachazo-Feng-Witten (conocidas como BCFW). Luego, verificamos estos resultados
para las interacciones generales de 3 puntos que pueden derivarse mediante las relaciones de
Kawai-Lewellen-Tye (también conocidas como relaciones de tipo KLT), es decir, pueden escribirse
como el cuadrado del acoplamiento de los gluones y gluinos. Además, consideramos el efecto
Compton SUGRA gravitón-gravitino. Por otro lado, revisamos el formalismo espín-espinores o
Nima-Huang-Huang (NHH formalism, en inglés), el cual describe partículas con masa y cualquier
espín, se calculan procesos como e+e− → µ+µ− de electrodinámica cuántica (QED, por sus
siglas en inglés) a nivel árbol usando el método híbrido, es decir, usando reglas de Feynman
para construir la amplitud y posteriormente se cambian de variables, pasando de espinores de
Dirac a espín-espinores para ilustrar el poder de está técnica. Finalmente, intentamos construir
nuestro propio formalismo masivo con la ayuda del concepto de contracción entre grupos a la Kim
(Little Group Contraction) y compararlo con el formalismo NHH en el calculo de amplitudes.
Para completar, presentamos en el Apéndice el lagrangiano SUGRA N = 1 en el formalismo de
Weyl de 2 componentes, incluyendo pruebas de supersimetría (SUSY, por sus siglas en inglés) e
invariancias de norma, así como revisar aspectos básicos de los métodos de corte unitario y BCFW
para calcular a orden de lazos (loops, en inglés).

Palabras clave: Supergravedad, Teorías constructivas, Little Group Contraction ,
espinores de Weyl, espín-espinores, ttH, BCFW, KLT.
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Introducción

Si no cometes errores, no estás trabajando
en problemas lo suficientemente difíciles.
Y eso es un gran error.

Frank Wilczek,
Premio Nobel de Física 2004

La Teoría Cuántica de Campos (QFT, por sus siglas en inglés) es el marco teórico que nos
ayuda a entender los procesos de interacción entre las partículas llamadas fundamentales. Desde
mediados del siglo XX esta teoría se ha ido desarrollando hasta tener su forma actual, la cual
los métodos de las reglas y diagramas de Feynman son las técnicas estándar para el cálculo de
procesos de decaimiento, dispersión o aniquilación[1, 2, 3]. Sin embargo, el método a la Feynman
deja de ser efectivo al considerar un mayor número de partículas en el estado final debido a que
el número de diagramas de Feynman crece considerablemente, por lo que se necesita otro enfoque
[4, 5]. Por ejemplo, uno de los resultados más importantes ha sido la fórmula de Parke-Taylor,
el cual es la amplitud de dispersión de n−gluones no importa si tenemos miles o millones de
diagramas de Feynman, lo que refleja que hay más simetrías de las que podemos ver en teorías
como cromodinámica cuántica (QCD, por sus siglas en inglés) [6, 7]. A la forma tradicional
con los diagramas de Feynman es imposible obtener la fórmula de Parke-Taylor. Los métodos
modernos para calcular amplitudes nos dan otro enfoque que va más allá de solo obtener un
valor cuantitativo al momento de calcular una observable, también nos dicen qué estructuras
matemáticas hay detrás de las amplitudes [7, 8] . Los axiomas que se toman en este enfoque son
la localidad, unitariedad, analiticidad y las propiedades del grupo pequeño (little group), lo que
constriñe la forma que deben tener las amplitudes [8, 9, 10, 11]. Además, es ahora más claro que
la visión canónica podría ser la fuente de mucha de la in-eficiencia en el cálculo de amplitudes a la
Feynman. Nuestro nuevo entendimiento de la física de partículas nos ha llevado al desarrollo de los
métodos de amplitudes (on-shell methods, en inglés) y las técnicas de twistores [12, 13, 14, 15, 16].
Ahora hay una nueva esperanza para poder construir teorías cuánticas de campos completamente
en términos de las propiedades y la unitariedad de la matriz-S. Se han hecho mayores avances en
la extensión de estos métodos al caso masivo con una nueva y diferente forma de entendimiento
[17, 18]. Por otro lado, existen otros puntos de vista donde se ven a las amplitudes desde la óptica
de las geometrías cómo la geometría positiva grassmaniana [19, 20]; el más famoso es el caso
del Amplituhedron el cual es un tipo de polytop en espacios curvos [21, 22, 20]. En México se
han hecho algunos trabajos al respecto, incluidos tesis de posgrado en los métodos de amplitudes
[23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 31]. El método de espín-espinores se ha estado usando para estudiar
diferentes teorías como el Modelo Estándar Efectivo (SMEFT, por sus siglas en inglés) [32], la
Teoría Electro-Débil [33, 34], neutrinos [35], agujeros negros [36, 37] y Materia Oscura [38].

Por otro lado, uno de los problemas abiertos en la física fundamental es tratar de hacer compati-
bles la Mecánica Cuántica y la Relatividad General. Casi un siglo de investigación nos ha mostrado
lo difícil que es lograrlo, por ello todos los intentos por encontrar algún avance son valiosos. En
particular, un caso de una teoría cuántica de la gravedad es supergravedad, que incorpora supersi-

5



ÍNDICE GENERAL
ÍNDICE GENERAL

metría, una nueva simetría que intercambia bosones y fermiones. En este trabajo de tesis se propone
discutir la teoría mas sencilla de supergravedad, llamada N = 1, formulada en el espacio-tiempo
D = 4. Para ello presentamos primero un breve repaso de relatividad general, Teoría Cuántica de
Campos y Supersimetría en la sección 3.3.

En el año 1907, dos años después de haber publicado On the Electrodynamics of Moving Bo-
dies, Albert Einstein observó que la teoría de la gravitación newtoniana era incompatible con la
relatividad especial, por lo que propone el llamado principio de equivalencia, el cual supone la
equivalencia entre un campo gravitacional y un sistema de referencia acelerado. La nueva teo-
ría relativista sería una generalización de la relatividad especial, construida sobre el principio de
equivalencia. Fue hasta el año de 1916 que Albert Einstein anunciaría su famosa teoría de la Re-
latividad General (GR, por sus siglas en inglés), la cual describe el espacio-tiempo mediante una
elegante estructura matemática que conecta la curvatura de dicho espacio-tiempo con la gravedad
[39, 40, 41]. De forma independiente, D. Hilbert llegaría a las mismas ecuaciones de campo a partir
de un único principio variacional un año antes que Einstein, hoy en día a la acción que describe el
campo gravitacional se le conoce como la acción de Einstein-Hilbert.

Tiempo después, con el surgimiento de la mecánica cuántica, se propone hacerla compatible
con la relatividad especial, entonces nace lo que se conoce como Teoría Cuántica de Campos (QFT,
por sus siglas en inglés), como su nombre lo dice es la cuantización de los campos clásicos como el
campo electromagnético. En QFT los grados de libertad son operadores y funciones del espacio-
tiempo, los cuales actúan en un espacio de Hilbert, mientras que la imagen de las interacciones
es que son mediadas por partículas. Así como en electromagnetismo el mediador es el fotón, la
partícula mediadora de la fuerza gravitacional se llama Gravitón, el cual es un bosón de espín 2
[42].

En 1939, Fierz y Pauli proponen una teoría general para partículas de un espín arbitrario,
en esta teoría las partículas de espín entero son descritas por tensores del rango adecuado y las
de espín semi-entero son descritas por espinores de orden múltiple [43]. Posteriormente en 1941,
J. Schwinger presenta un método alternativo al formalismo de Fierz y Pauli para partículas de
espín semi-entero, así se desarrolla la teoría de espín 3

2 , conocida hoy en día como la teoría de
Rarita-Schwinger [44].

En la década de los 70′s, nuevas simetrías estaban siendo estudiadas en modelos con campos de
dos dimensiones conocidas entonces como transformaciones de supernorma, luego en 1974, Julius
Wess y Bruno Zumino propusieron un modelo para campos en cuatro dimensiones, que mezclaba
fermiones y bosones, hoy en día esta simetría es conocida como Supersimetría (SUSY, por sus
siglas en inglés) [45].

Supersimetría es un formalismo que une partículas de diferentes espínes, con masas iguales, en
un multiplete simétrico lo que tiene implicaciones teóricas importantes. Uno de ellos es que provee
una solución para el problema de jerarquías, el cual se refiere al hecho de que la masa del Higgs recibe
correcciones enormes a orden de lazos (loops diagrams, en inglés), a este problema también se le
conoce en la literatura como problema de naturalidad o fine-tuning problem [46]. En general, SUSY
hace que las correciones bosónicas y fermiónicas a orden de un lazo para las masas de las partículas,
se cancelen exactamente. Por lo tanto, se encontró que es posible construir teorías cuánticas de
campos con mejor comportamiento en el ultra-violeta (UV): las teorías supersimétricas.

En este punto, surge la idea natural de tratar de combinar teorías supersimétricas con la
relatividad general, el resultado fue presentado por Freedman, van Nieuwenhuizen y Ferrara en
1976, quienes introdujeron lo que hoy se conoce como Supergravedad (SUGRA, por sus siglas en
inglés) [47].

La inclusión de la gravedad a un nivel cuántico ha sido un area activa de estudio por casi un
siglo. En el dominio infrarrojo, gravedad cuántica (QG, por sus siglas en inglés) se encuentra en
el mismo nivel que las otras tres interacciones en la naturaleza, con la gravedad mediada por la
partícula sin masa de espín 2, conocida como gravitón [48, 49, 50, 51, 52]. Los métodos estándar
de teoría cuántica de campos, como la cuantificación, la renormalización y la regularización de
las teorías de Yang-Mills (YM, por sus siglas en inglés) [53], desarrollados durante los años 60 y
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principios de los 70 amplió nuestra comprensión de la gravedad débilmente acoplada. Se observó
que la gravedad cuántica pura permanece libre de divergencias a un lazo, pero estas comienzan a
aparecer a dos lazo en la gravedad pura. Sin embargo, la adición de materia empeora la situación
cuando el nivel de lazos incluye divergencias, lo que lleva a la conclusión de que la gravedad cuántica
es no renormalizable [52]. Se ha demostrado que el progreso hacia teorías de campos efectivos (EFT,
por sus siglas en inglés) es notable, donde es posible realizar cálculos de lazos incluso para teorías
no renormalizables, por ejemplo, la teoría de perturbación quiral [54]. En este paradigma, ahora se
pueden realizar cálculos confiables para la gravedad cuántica perturbativa (pQG) a orden de lazos
[55, 56, 57].

El programa modernos de amplitudes de helicidad [11, 58, 59] ha demostrado que es otra piedra
angular en gravedad cuántica perturbativa. En este formalismo, se utiliza un marco unificado donde
tanto las variables cinemáticas como las funciones de onda se expresan en términos de espinores
de Weyl. Podemos obtener expresiones más concisas para las amplitudes máximas que violan la
helicidad (MHV, por sus siglas en inglés) para los gluones en las teorías Yang-Mills, así como
para los gravitones en gravedad perturbativa [60]. No sólo eso, utilizando Parke-Taylor se puede
demostrar que algunas amplitudes que involucran gravitones en la relatividad general se pueden
escribir como el cuadrado de la amplitud correspondiente para los gluones, esto es GR = YM×YM
[61]. Este resultado se obtuvo por primera vez a nivel de árbol en la teoría de cuerdas [62], conocido
como relaciones de KLT. Una extensión de esta relación se conoce como fórmula de doble copia o
relación de Bern-Carrasco-Johansson (BCJ) [63, 64] el cual se mantiene a nivel de lazos. Aunque
un mayor progreso se ha hecho para teorías sin masa, autores como Arkani-Hamed han hecho un
vistazo al caso masivo [17, 30].

La QFT ha evolucionado a lo largo de los años y, en particular, ahora comprendemos mejor
el papel de la renormalizabilidad en ella. Tras el éxito de la electrodinámica cuántica a mediados
del siglo XX, donde se demostró la posibilidad de abordar los infinitos e mediante el programa
de renormalización, se consideró que el siguiente objetivo debía ser desarrollar una teoría cuántica
de campos para las interacciones fuertes y débiles. Esto se logró gracias al trabajo de ’t Hooft y
Veltman, quienes demostraron que la teorias de Yang-Mills con y sin ruptura espontánea de simetría
(SSB, por sus siglas en inglés) podía ser renormalizable, siempre que, por ejemplo, se cancelaran las
anomalías. Posteriormente, aprendimos, a partir del trabajo de Wilson, Weinberg, entre otros, que
una teoría cuántica de campos podía organizarse en términos de operadores relevantes, irrelevantes
y marginales. Sin embargo, las teorías renormalizables, largamente buscadas, solo incluyen un
conjunto de operadores. Por ejemplo, se podrían agregar operadores de dimensión mayor a cuatro al
modelo estándar (SM, por sus siglas en inglés) lagrangiano habitual, pero esos operadores deberían
incluir potencias inversas de una escala Λ, de modo que sus efectos se supriman en comparación
con los operadores de dimensión cuatro del SM.

Dentro del paradigma de las teorías efectivas, es posible tratar los efectos cuánticos (lazos) para
una teoría no renormalizable (en el sentido tradicional), como gravedad cuántica perturbativa. Esto
puede hacerse de forma consistente organizando los efectos de corta y larga distancia; sin embargo,
corta distancia también implica alta energía, mientras que larga distancia implica baja energía.
Las partículas pesadas requieren altas energías para producirse, mientras que las partículas sin
masa pueden producir efectos a bajas energías. Entonces, se puede demostrar que los efectos de
las partículas masivas (altas energías) aparecen como cambios en los valores de los coeficientes de
los operadores del lagrangiano efectivo. Por otro lado, los efectos de las partículas sin masa (bajas
energías) pueden ser de naturaleza universal, es decir, están asociados con términos no locales
inducidos por lazos y no tienen parámetros. En este caso, la única partícula sin masa que se debe
considerar es el gravitón.

Siguiendo la aproximación usual de gravedad cuántica perturbativa, podemos expandir la mé-
trica (gµν) alrededor de (ηµν), i.e, gµν = ηµν + κhµν , con las fluctuaciones (hµν) identificado como
el gravitón. Luego, para derivar las autointeracciones de los gravitones, se sustituye esta expansión
en los términos invariantes de curvatura que conforman la acción de Einstein-Hilbert (EH, por sus
siglas en inglés). Nótese que la métrica es adimensional, [gµν ] = [κhµν ] = 0, entonces la dimensión
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de la masa del campo del gravitón es [hµν ] = 1, y [κ] = −1. Siendo la derivada de la métrica, los
simbolos de Christoffel (Γ) tienen dimensión de masa [Γ] = −1, mientras que el tensor de Rie-
mann, el tensor de Ricci y el escalar de Ricci R (siendo la segunda derivada de la métrica), tienen
dimensiones de masa de [R] = 2, i.e, Γ = O(p), mientras R = O(p2). Por lo tanto, los elementos
de matriz de gravedad cuántica perturbativa pueden ser organizados como una expansión en la
energía. Además, también presentamos la acción de supergravedad N = 1 en espinores de Weyl de
dos componentes. Comenzamos con la acción a continuación y demostramos que es invariante bajo
transformaciones globales SUSY y difeomorfismos, como se muestra en el apéndice (C). La acción a
continuación se expresa como la suma del término Einstein-Hilbert y el término Rarita-Schwinger
(RS) como:

SSUGRA = SEH + SRS ,

= − 1

2κ

∫
d4x

(
(RL

µν − 1

2
ηµνR

L)hµν + κϵµνρσ(ψ̃µσ̄ν∂ρψσ − χµσν∂ρχ̃σ)

)
, (1)

donde κ2 = 8πGN y GN es la constante de Newton gravitacional. Supergravedad (SUGRA) es
hermosa pero compleja [65, 66, 67], y el enfoque moderno en teoría cuántica de campos puede
ayudar a dilucidar su estructura, tanto sus simetrías como sus interacciones [60]. Otro tema que
ha captado mucha atención recientemente es el estudio de la amplitud a nivel de lazos para super-
gravedad N = 1 y su comportamiento ultravioleta (UV). Sin embargo, el estudio a nivel de lazos
queda fuera del alcance de esta tesis; pretendemos retomarlo en trabajos futuros.

Una de las componentes más cruciales de teoría cuántica de campos es la matriz S, que abarca
toda la información de dispersión que puede ocurrir en el universo, donde cada elemento de la matriz
denota un proceso de dispersión. Mediante métodos perturbativos, es posible derivar diagramas de
Feynman a partir de elementos de la matriz [1]. Con el paso de los años, el cálculo de las amplitudes
de las interacciones mediante las reglas de Feynman parecía irremplazable, pero este punto de vista
puede cambiar debido a los métodos modernos, que incluyen el formalismo de espinor de helicidad
para describir partículas sin masa y las relaciones de recursión BCFW, entre otros [19, 68, 69].

Como resultado de este trabajo de tesis, se publicaron 3 artículos en revistas indexadas en el
Science Citation index expanded y 4 trabajos por publicarse. Todos estos trabajos en los que esta
tesis se basa, han sido ampliamente difundidos tanto en conferencias nacionales como internacio-
nales, se muestra una lista de los eventos:

Congreso nacional de Física en Zacatecas, póster (2022). (Mención honorífica)

XVIII Mexican Workshop on Particles and Fields, póster , Puebla (2022).

RAPyC CINVESTAV, póster (2023).

XX Mexican School of Particles and Fields Mérida, Yucatán: plática (2023).

Seminario de BNFAC, plática (2024).

RAPyC Jardín Botánico UNAM, póster (2024).

Beyond Elliptic Polylogarithms Oaxaca, plática (2024).

SILAFAE CDMX, plática (2024).

CLASHEP - Costa Rica, póster (2025).

Seminario en Morelia, Michoacán, plática (2025).

RADPyC en Pachuca, Hidalgo. Plática (2025).

Seminario en CINVESTAV , plática(2025).

8
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Pheno BR Brasil, plática (2025).

Los trabajos que surgieron como parte de esta tesis son los siguientes:

Aspectos Básicos de Supergravedad N=1 (D=4):
Publicado en Rev. Mex. Fis. E 21 (2024) 2 En colaboración con Lorenzo Díaz Cruz y
Pablo Ortega Ruiz.

Aspectos Básicos del método de amplitudes I, Caso sin masa: Publicado en Rev. Mex. Fis.
E 22 (2025) 1 Jonathan Reyes Pérez.

Symmetries and Interactions of N = 1 SUGRA: From constructive and BCFW to KLT
formulations, arXiv:2406.11001: Publicado en International Journal of Modern Physics A,
40 (2025) 04 En colaboración con D. Chakraborty, Lorenzo Díaz Cruz and Pablo
Ortega Ruiz.

Little group Contraction and the massless limit in QFT: Trabajo en progreso. En colabo-
ración con Lorenzo Díaz Cruz, Ivan Pérez Castro y Jorge Leon Silverio.

Analytic Tree-Level Scattering Amplitudes for pp → tt̄H Production: Trabajo en progreso.
En colaboración con Dr.Manfred Kraus.

Constructive MSSM: Trabajo en progreso. En colaboración con Lorenzo Díaz Cruz,
Mario Espinosa Martinez y Jorge León Silverio.

Aspectos Básicos del método de amplitudes II, Caso masivo: Trabajo en progreso. En cola-
boración con Mario Espinosa Martinez, Jorge León Silverio y Jacobo Hernandez
Camacho.

Aspectos Básicos del método de amplitudes III, relaciones de recursión (BCFW): Trabajo en
progreso. En colaboración con Jorge León Silverio

La organización de esta tesis es la siguiente: En la capítulo 1 hacemos una revisión corta de teoría
de grupos mencionando incluso cuales son los grupos más generales que existen; posteriormente
discutimos aspectos básicos del grupo de Lorentz y Poincaré con la finalidad de introducir el
grupo pequeño (little group, en inglés), lo cual nos va permitir clasificar las propiedades de las
partículas concluyendo con el concepto matemáticos de la contracción entre grupos pequeños. En
la capítulo 2 hacemos una revisión de la matriz S, teoría de perturbaciones lo que permite definir las
condiciones para tener elementos de matriz S o amplitudes de dispersión mediante las conocidas
reglas de Feynman; también calculamos algunos procesos de dispersión como, e+e− −→ µ+µ−,
el efecto Compton y Z → ff̄ usando el análisis tradicional de los diagramas de Feynman para
ilustrar de forma didáctica los métodos de cálculo, lo cual nos va ayudar a comparar estos métodos
tradicionales con los modernos que se verán en secciones más adelante; por último mostramos
algunos resultados parciales de cómo calcular amplitudes de dispersión usando la contracción entre
el grupo E(2) y el grupo SU(2). En el capítulo 3, hacemos una revisión de los métodos modernos
para calcular amplitudes dispersión empezando por definir los axiomas que se necesitan para definir
una teoría cuántica de campos a partir de las propiedades del grupo pequeño, posteriormente
revisamos procesos de dispersión usando el método híbrido que consiste en escribir la amplitud
con las reglas de Feynman y después cambiar de variables, es decir, pasar de espinores cuatro
componentes a espinores de Weyl de dos componentes, el principal cálculo de esta capítulo es el
efecto Compton de supergravedad (proceso de dispersión entre un gravitino y un gravitón) usando
relaciones de KLT [70]; también revisamos el formalismo de los espín espinores [17]. Finalmente,
en el capítulo 4 revisamos lo que son las teorías constructivas y verificamos que hay acuerdo con
los resultados obtenidos anteriormente pero ahora usando las relaciones de recursión de BCFW
para el efecto Compton de supergravedad. Además, mostramos como calcular una amplitud de
5-puntos para el proceso pp̄→ tt̄H como ilustración de estos métodos modernos [71] . Por último,
se encuentran las conclusiones de esta tesis en el capítulo 5
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Capítulo 1

Aspectos básicos de álgebras de Lie
en Física de Partículas

Tigre, tigre, que te enciendes en luz por
los bosques de la noche
¿qué mano inmortal, qué ojo pudo idear
tu terrible simetría?
¿En qué profundidades distantes, en qué
cielos ardió el fuego de tus ojos?
¿Con qué alas osó elevarse?
¿Qué mano osó tomar ese fuego?
¿Y qué hombro, y qué arte pudo tejer la
nervadura de tu corazón?
Y al comenzar los latidos de tu corazón,
¿qué mano terrible?
¿Qué terribles pies?
¿Qué martillo?
¿Qué cadena?
¿En qué horno se templó tu cerebro?
¿En qué yunque?
¿Qué tremendas garras osaron sus
mortales terrores dominar?
Cuando las estrellas arrojaron sus lanzas
y bañaron los cielos con sus lágrimas
¿sonrió al ver su obra?
¿Quien hizo al cordero fue quien te hizo?
Tigre, tigre, que te enciendes en luz, por
los bosques de la noche ¿qué mano
inmortal, qué ojo osó idear tu terrible
simetría?

El tigre
William Blake

En este capítulo revisaremos brevemente algunas definiciones de teoría de grupos que son im-
portantes para la física de partículas en general, lo cual nos va permitir aclarar algunos aspectos
delicados en el cuerpo de este trabajo. Las siguientes secciones están basados en las siguientes
referencias [4, 72, 73, 74, 75, 76, 77, 78, 79]
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Aspectos básicos de álgebras de Lie en Física de Partículas
1.1 Teoría de grupos

1.1. Teoría de grupos
La teoría de grupos juega un papel importante de la física de partículas moderna. La razón es

por que teoría de grupos está relacionada con simetrías. Por ejemplo, el grupo de rotaciones nos
dice que las leyes de la física no cambian si rotamos el sistema de referencia.
En general, se tiene que un conjunto de ecuaciones o leyes de la física que mantienen la misma forma
matemática bajo varias transformaciones tiene una simetría. La teoría de grupos está involucrado
en este tipo de simetrías. Un grupo G es un conjunto de elementos {a, b, c, ...} el cual incluye una
regla de multiplicación:

si a ∈ G y b ∈ G, entonces ab ∈ G; propiedad de cerradura.

si ab = ba entonces decimos que el grupo es abeliano .

Si ab ̸= ba entonces el grupo es No abeliano.

Un grupo G bebe satisfacer cuatro axiomas:

Asociatividad: (ab)c = a(bc)

Elemento identidad: ae = ea = a

Elemento inverso: Para cada a ∈ G, existe el inverso tal que aa−1 = a−1a = e

Orden: el orden del grupo, es el número de elementos que pertenecen al grupo.

En física de partículas, estamos interesados en lo que conocemos como una representación del
grupo denotado aquí como D. Una representación es un mapeo que toma elementos del grupo
g ∈ G y los lleva a operadores lineales D que preservan la regla de composición del grupo tal que

D(a)D(b) = D(ab), (1.1)

D(e) = 1. (1.2)

Así como una función ordinaria que depende de la posición el cual es descrito por una variable x,
esto es y = f(x). Análogamente, un grupo puede también ser una función de una o más variables
que llamaremos parámetros. Sea G un grupo cuyos elementos g son especificados por un conjunto
finito de parámetros n {θ1, θ2, ..., θn}, entonces el elemento del grupo es

g = G(θ1, θ2, ..., θn) (1.3)

e = G(0, 0, ..., 0). (1.4)

Mientras hay grupos discretos con un número finito de elementos, la mayoría de los grupos en
consideración tienen un número infinito de elementos. Sin embargo, estos tienen un conjunto finito
de parámetros continuos que varían. En la ecuación (1.3) los parámetros están etiquetados como
ángulos, ya que muchos de los grupos importantes en física son relacionados con rotaciones. Los
ángulos varian continuamente en un rango finito (0, 2π). El grupo es parametrizado por un número
finito de parámetros, los cuales son los ángulos de rotación.
Sí un grupo depende de un conjunto finito de parámetros continuos θi y las derivadas de los
elementos del grupo con respecto a todos los parámetros existen, entonces al grupo lo llamamos
grupo de Lie. Si tenemos un grupo con un solo parámetro θ, entonces el elemento identidad es

g(θ)|θ=0 = e, con θ = 0 (1.5)

si tomamos las derivadas con respecto de los parámetros y evaluamos las derivadas en θ = 0, se
obtienen los generadores del grupo:

X =
∂g

∂θ

∣∣∣∣
θ=0

(1.6)
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si hay n parámetros del grupo entonces tendremos n generadores

Xi =
∂g

∂θi

∣∣∣∣
θ=0i

, (1.7)

si los generadores satisfacen las relaciones de conmutación

[Xi, Xj ] = ifijkXk, (1.8)

entonces es llamado un álgebra de Lie. Si consideramos una constante real pequeña ϵ > 0 y usando
la expansión de Taylor para formar una representación del grupo entonces

D(εθ) ≈ 1 + iεθX. (1.9)

Podemos definir la representación del grupo en términos de la exponencial de la siguiente manera

D(θ) = ĺım
n→∞

(
1 + i

θX̄

n

)n

= eiθX̄ . (1.10)

Si X es hermitiano, X = X† y la representación es unitaria entonces

D†(θ) =
(
eiθX

)†
= e−iθX†

= e−iθX (1.11)

⇒ D†(θ)D(θ) =
(
e−iθX

) (
eiθX

)
= 1. (1.12)

Una de las razones por las que los generadores de un grupo son importantes es que estos forman
un espacio vectorial, esto significa que podemos cambiar dos generadores del grupo para obtener
un tercer generador. Podemos multiplicar generadores por un escalar y todavía tener un generador
del grupo. Un espacio vectorial completo puede ser usado como una base para representar otro
espacio vectorial, por lo tanto los generadores del grupo pueden ser usados para representar otro
espacio vectorial. Por ejemplo, las matrices de Pauli pueden ser usados para describir cualquier
matriz 2× 2.

En física de partículas los grupos unitarios juegan un papel importante, ya que los operado-
res unitarios preservan el producto interno, esto significa que una transformación unitaria deja
invariante las probabilidades para diferentes transiciones entre estados. El grupo unitario U(N)
consiste de todas las matrices N × N unitarias. El grupo especial unitario denotado por SU(N)
son matrices de N ×N con determinante +1. La dimensión de SU(N) y por lo tanto el número de
generadores, es dado por N2 − 1, entonces:

SU(2) tiene 22 − 1 = 3 generadores,

SU(3) tiene 32 − 7 = 8 generadores.

El rango de SU(N) es N − 1, así que:

El rango de SU(2) es 2− 1 = 1,

El rango de SU(3) es 3− 1 = 2,

el rango da el número de operadores en el álgebra que pueden ser diagonalizados simultaneamente.
El grupo unitario más simple es el grupo U(1) son matrices de 1×1 esto es un número complejo

escrito en la representación polar
U = e−iθ, (1.13)

donde θ es in parámetro real. U(1) es abeliano, esto es

U1U2 = e−iθ1e−iθ2 = e−i(θ1+θ2) = e−i(θ2+θ1) = e−iθ2e−iθ1 = U2U1, (1.14)
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muchos lagrangianos en teoría cuántica de campos son invariantes bajo U(1). Por ejemplo el campo
escalar complejo

L = ∂µφ
∗∂µφ−m2φ∗φ, (1.15)

es invariante bajo la transformación ϕ → e−iθφ cuando una lagrangiana es invariante bajo una
transformación se dice que hay una simetríaa, en este caso una simetria U(1). Las partículas media-
doras llamadas bosones de norma, están asociadas con simetrías de este tipo. En Electrodinámica
Cuántica (QED, por sus siglas en ingles) el bosón de norma asociado con la simetría U(1) es el
fotón. El siguiente grupo unitario es U(2), el cual es el conjunto de todas las matrices unitarias de
2× 2, satisfacen

UU+ = U+U = 1. (1.16)

El grupo SU(2) es el conjunto de todas las matrices 2 × 2 unitarias con determinante +1 . Los
generadores de este grupo son las matrices de Pauli.

σ1 =

(
0 1
1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0
0 −1

)
, (1.17)

el rango de SU(2) es 1 , y solo hay un operador diagonalizado σ3. Las matrices de Pauli satisfacen[σi
2
,
σj
2

]
= iεijk

σ2
2
. (1.18)

Todas las matrices unitarias de 2× 2 son especificadas por dos parámetros, a y b que son números
complejos

U =

(
a b

−b∗ a∗

)
. (1.19)

Para un elemento de SU(2) con detU = +1 se requiere que |a|2 + |b|2 = 1. De este modo, el
grupo SU(2) es la simetría de importancia en el caso de las interacciones débiles, los bosones de
norma correspondientes a esta simetría son el W± y Z0. El grupo SU(3) unitario, el cual es de
importancia en el estudio de la cromodinámica cuántica SU(3) tiene 8 generadores. Estos son las
llamadas matrices de Gell-Mann, las cuales están dadas por

λ1 =

 0 1 0
1 0 0
0 0 0

 , λ2 =

 0 −i 0
i 0 0
0 0 0

 , λ3 =

 1 0 0
0 −1 0
0 0 0

 (1.20)

λ4 =

 0 0 1
0 0 0
1 0 0

 , λ5 =

 0 0 −i
0 0 0
i 0 0

 , λ6 =

 0 0 0
0 0 1
0 1 0

 (1.21)

λ7 =

 0 0 0
0 0 −i
0 i 0

 , λ8 =
1√
3

 1 0 0
0 1 0
0 0 −2

 . (1.22)

El rango de SU(3) es 2 ,las matrices diagonales son λ3 y λ8. Las matrices de Gell-Mann son de
traza cero y satisfacen la siguiente relación de conmutación,

[λi, λj ] = 2i

8∑
k=1

fijkλk. (1.23)

Esto define la estructura algebraica de SU(3). Las constantes de estructura son

f123 = 1, (1.24)

f147 = f165 = f246 = f257 = f345 = f376 =
1

2
, (1.25)

f458 = f678 =

√
3

2
. (1.26)
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El grupo de Lie más general posible en un número arbitrario de dimensiones n es aquel qué
para cualquier punto p el espacio de dimensión n, el grupo puede continuamente tomarlo donde sea
en el espacio. Esto significa que podemos tomar cualquier matriz de n × n o una transformación
lineal tan larga que la matriz es invertible (no singular) [76]. De este modo, en n dimensiones el
grupo de Lie más largo y más general es el grupo de todas las matrices de n × n no singulares.
Este grupo es llamado GL(n) o General Lineal Group. Todas las matrices de n× n no singulares
con elementos complejos se llama GL(n,C), la cantidad preservada es que todos los puntos de Cn

se mantienen en Cn.
De nuestros cursos de cálculo y álgebra lineal hemos visto que en n dimensiones se pueden

tomar n vectores en el origen de tal forma que el paralelepípedo definido por estos vectores se
puede encontrar tomando el determinante de la matriz formada por estos vectores. Así que, si
consideramos el conjunto de todas las transformaciones generales lineales que transforman todos
los vectores desde el origen de tal manera que el volumen del paralelepípedo correspondiente es
preservado, esto implica qué solamente se consideran matrices generales lineales con determinante
1. Además, este conjunto va formar un grupo debido a la regla general

det(AB) = detA× detB, (1.27)

entonces, si detA = 1 y detB = 1 se tiene que det(AB) = 1. Este subgrupo de GL(n,C) se le va
llamar Grupo Especial Lineal o simplemente SL(n,C), el cual no solamente preserva los puntos en
el espacio así como lo hace el grupo GL,sino también preserva los volúmenes.

GL(n, C)

GL(n,R) U(n) SL(n,C)

O(n) SL(n,R)

SO(n)

SU(n)

Figura 1.1: Resumen de las jerarquías de los grupos, donde C es el conjunto de números complejos
y R es el conjunto de los reales.

1.2. Simetrías del espacio tiempo

1.2.1. Transformaciones de Lorentz
Las propiedades geométricas del espacio-tiempo plano surgen de los siguientes postulados:

Las leyes de la física lucen igual en todos los marcos de referencia inerciales. Esto significa
que las ecuaciones que describen las leyes de la física deben tener una forma covariante,
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es decir, no debe cambiar su forma cuando se pasa de un marco de referencia inercial a
otro (boost) o cuando se realiza una rotación en los planos espaciales (rotaciones). Si este
tipo de transformaciones deja invariante la acción del sistema entonces tenemos una teoría
relativista.

Existe una velocidad límite en la naturaleza la cual tiene un valor absoluto c.

Si xµ representa las coordenadas en un sistema de referencia (con x⃗ =
(
x1, x2, x3

)
y x0 = t la

coordenada temporal, la velocidad de la luz igual a la unidad), entonces en cualquier otro sistema
inercial las coordenadas x′µ deben satisfacer la siguiente transformación:

ηµνdx
′µdx′ν = ηµνdx

µdxν (1.28)

o de forma equivalente

ηµν
∂x′µ

∂xρ
∂x′ν

∂xσ
= ηρσ. (1.29)

Utilizaremos el tensor métrico ηµν con signatura (+,−,−,−) en la diagonal. Utilizamos la conven-
ción de suma de índices µ, ν repetidos dos veces, una vez arriba, una vez abajo, tomando valores
de cero a tres. Estas transformaciones tienen la propiedad de que la velocidad de la luz es la misma
(con c = 1 ) en todos los sistemas inerciales. Veamos este enunciado: Una onda de luz viajando a
velocidad 1 satisface |dx⃗| = dt es decir.∣∣∣∣dx⃗dt

∣∣∣∣ = 1 ⇒
∣∣∣∣dx⃗dt

∣∣∣∣2 = 1 ⇒ dx⃗ · dx⃗− dt2 = 0 ⇒ dx⃗2 − dt2 = 0 (1.30)

⇒ dt2 − dx⃗2 = 0 ⇒ ηµνdx
µdxν = 0 (1.31)

Luego de (1.28) se tiene que

ηµνdx
′µdx′ν = 0 ⇒ dt′2 − dx⃗′2 = 0

por lo que aplicando el proceso inverso de este razonamiento obtenemos que∣∣∣∣dx⃗′dt′

∣∣∣∣ = 1.

1.2.2. Grupo de Lorentz y Poincaré
El grupo de Lorentz L se define como el grupo de transformaciones Λ tal que el cuadrado de

un 4-vector en el espacio de Minkowski es invariante bajo L. Se puede hallar que de acuerdo con
esta definición [74],

xµx
µ = x′µx

′µ = ηµνΛ
ν
σx

σΛµ
ρx

ρ, (1.32)

es equivalente a
ΛT ηΛ = η. (1.33)

De manera que el grupo de Lorentz puede definirse también como

L ≡ O(1, 3;R) = {Λ ∈ GL(4,R)|ΛT ηΛ = η} (1.34)

Al considerar la ecuación(1.33), podemos darnos cuenta de que

det2(Λ) = det(ΛTΛ) = 1 ,
⇔ det(Λ) = ±1 . (1.35)

De manera que dentro del grupo de Lorentz tenemos un conjunto de transformaciones
impropias (transformaciones con determinante −1) y otro conjunto de transformaciones propias
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(determinante +1) las cuales forman un grupo, a diferencia de las impropias. De hecho, el grupo
de Lorentz está dividido en 4 conjuntos desconectados en el espacio de parámetros. Dos de estos
conjuntos se diferencían por su determinante, y los otros dos se determinan por el elemento
Λ0

0, dependiendo si Λ0
0 ≥ 1 (transformaciones ortócronas) o si Λ0

0 ≤ −1 (transformaciones
no-ortócronas), siendo estos los únicos dos casos posibles. Las transformaciones ortócronas son las
que ocurren en el cono de luz donde el tiempo va hacia adelante.

Usualmente, cuando hablamos del grupo de Lorentz nos referimos a un sub-grupo de L, el cual
comprende las transformaciones propias y ortócronas. Por lo que cuando nos refiramos al grupo de
Lorentz estaremos hablando del grupo L↑

+ ≡ {Λ ∈ O(1, 3;R)|det(Λ) = 1, Λ0
0 ≥ 1}, a menos que

se especifique de otra forma.
El hecho de que el grupo L↑

+ esté formado por transformaciones propias, permite que L↑
+ sea

un grupo de Lie. Al ser un grupo de Lie, las transformaciones pueden escribirse como Λ = etu,
donde u es un elemento del álgebra de Lie del grupo de Lorentz. Utilizando la forma exponencial
de Λ en la ecuación (1.33), derivando tal ecuación respecto al tiempo y evaluando en t = 0, se halla
la condición que define al álgebra del Lie del grupo de Lorentz, la cual es

O(1, 3;R) = {u ∈M4×4(R|uT = −ηuη} . (1.36)

Consideramos

u =


u00 u01 u02 u03
u10 u11 u12 u13
u20 u21 u22 u23
u30 u31 u32 u33

 ,

entonces la condición uT = −ηuη nos permite hallar los generadores del grupo de Lorentz explíci-
tamente:

u00 u10 u20 u30
u01 u11 u21 u31
u02 u12 u22 u32
u03 u13 u23 u33

 = −


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1



u00 u01 u02 u03
u10 u11 u12 u13
u20 u21 u22 u23
u30 u31 u32 u33



1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1



=


−u00 u01 u02 u03
u10 −u11 −u12 −u13
u20 −u21 −u22 −u23
u30 −u31 −u32 −u33

 . (1.37)

Este resultado nos dice que u0i = ui0 y uij = −uji. Podemos escribir u como

u =


0 u01 u02 u03
u01 0 −u21 u13
u02 u21 0 −u23
u03 −u13 u23 0

 , (1.38)

y esta matriz se puede escribir como una combinación lineal de 6 matrices, las cuales son los
generadores del grupo de Lorentz. Los generadores son

M1 =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 −1
0 0 1 0

 ; M2 =


0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0
0 −1 0 0

 ; M3 =


0 0 0 0
0 0 −1 0
0 1 0 0
0 0 0 0

 ;

N1 =


0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 ; N2 =


0 0 1 0
0 0 0 0
1 0 0 0
0 0 0 0

 ; N3 =


0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0
1 0 0 0

 .
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Es fácil darnos cuenta de que las matrices Mi generan las rotaciones en 3 dimensiones, y las
matrices Ni generan los boost. Al revisar las reglas de conmutación de estos generadores, uno
encuentra que

[Mi,Mj ] = ϵijkMk , (1.39)
[Ni, Nj ] = −ϵijkMk , (1.40)
[Ni,Mj ] = ϵijkNk , (1.41)

y estos resultados nos indican que los boost por sí solos no forman un grupo.
Es conveniente que los generadores hallados se expresen como matrices hermitianas y anti-
hermitianas, pues eso nos lleva a tener operadores unitarios y anti-unitarios. Para esto se definen
los generadores

Ji := iMi, Ki := iNi . (1.42)

Con estas definiciones y las reglas de conmutación de Mi y Ni se encuentra

[Ji, Jj ] = iϵijkJk , (1.43)
[Ki,Kj ] = −iϵijkJk , (1.44)
[Ki, Jj ] = iϵijkKk . (1.45)

Ya tenemos los generadores de L↑
+, sin embargo es deseable obtenerlos en una formulación cova-

riante. Para este fin tomamos una transformación de Lorentz infinitesimal:

Λµ
ν = δµν + ωµ

ν , (1.46)

donde ωµ
ν es el parámetro infinitesimal y contiene la información de los ángulos de giro y las

pseudo-rapidez correspondientes a la transformación infinitesimal. Utilizando la transformación
infinitesimal en la ecuación (1.33) se encuentra que ωµν = ηµσω

σ
ν es antisimétrico. Tomando la

ecuación (1.46) consideramos la variación δxµ:

δxµ ≡ x′µ − xµ =⇒ δxµ = ωµ
νx

ν . (1.47)

Ahora usamos la forma exponencial de Λ: Λµ
ν =

[
e−

i
2ω

ρσMρσ
]µ

ν
, donde las matrices Mρσ forman

una base del álgebra del Lie O(1, 3;R). Nuevamente realizamos la variación de x, y se tiene

δxµ =
[
e−

i
2ω

ρσMρσ
]µ

ν
xν − xµ ,

manteniendo la exponencial a primer orden, tenemos

δxµ =
[
I− i

2
ωρσMρσ

]µ
ν
xν − xµ ,

= − i

2
ωρσ(Mρσ)

µ
νx

ν . (1.48)

Comparando los resultados al calcular δxµ, tenemos que

ωµ
ν = − i

2
ωρσ(Mρσ)

µ
ν . (1.49)

Para hallar los generadores Mρσ, buscamos obtener ωµ
ν en términos de ωρσ, para poder despejar

(Mρσ)
µ
ν de la ecuación (1.49). Veamos que

ωµ
ν = ηναω

µα =
1

2
(ηνβω

βαδµβ − ηναω
αβδµβ)

= − i

2
ωβαi(ηναδ

µ
β − ηνβδ

µ
α)

∴ ωµ
ν = − i

2
ωρσ[i(ηνσδ

µ
ρ − ηνρδ

µ
σ)] . (1.50)
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Comparando las ecuaciones (1.49) y (1.50), es evidente que

(Mρσ)
µ
ν = i(ηνσδ

µ
ρ − ηνρδ

µ
σ) . (1.51)

Ahora nos gustaría poder construir un formalismo que conecte ambos tipos de generadores, Ji, Ki

con (Mρσ)
µ
ν . Para ello primero se debe partir de la ecuación (1.51):

(Mρσ)
µ
ν = i

(
ησνδ

µ
ρ − ηρνδ

µ
σ

)
. (1.52)

Veamos que (Mρσ)
µ
ν es antisimétrica en ρ y σ:

(Mσρ)
µ

ν = i (ηρνδσ
µ − ησνδρ

µ) = −i (ησνδρµ − ηρνδσ
µ) (1.53)

= − (Mρσ)
µ

ν . (1.54)

Ahora veamos cómo son las componentes de (Mρσ)
µ

ν , para lo cual revisamos 2 casos que genera-
lizan la totalidad de las componentes de (Mρσ). Los casos son: ρ = 0 , σ = i y ρ = i , σ = j.
Si ρ = 0 , σ = i :

(M0i)
µ

ν = i (ηiνδ0
µ − η0νδi

µ) , (1.55)

lo cual solo es distinto de cero si µ = 0 y ν = i, ó µ = i y ν = 0.
Si µ = 0 y ν = i :

(M0i)
0
i = i

(
ηiiδ0

0
)

(sin suma sobre índices) (1.56)

⇒ (M0i)
0
i = −i. (1.57)

Si µ = i y ν = 0 :

(M0i)
i
0 = i

(
−η00δii

)
= −i (1.58)

⇒ (M0i)
0
i = (M0i)

i
0 , (M0i) es simétrica. (1.59)

Resumimos los resultados hallados:

(Mi0) = i


0 δi

1 δi
2 δi

3

δi
1 0 0 0

δi
2 0 0 0

δi
3 0 0 0

 = Ki, (1.60)

(M0i) = − (Mi0) ; (M0i)
0
i = (M0i)

i
0 = −i ; (M0i)

i
j = 0 . (1.61)

Con estos resultados deducimos la forma de (Mi0):

(Mi0) = i


0 δi

1 δi
2 δi

3

δi
1 0 0 0

δi
2 0 0 0

δi
3 0 0 0

 = Ki. (1.62)

El otro caso de interés es en el cual ρ = i , σ = j :

(Mij)
µ

ν = i (ηjνδi
µ − ηiνδj

µ) , (1.63)

qué sólo es distinto de cero si ν = j y µ = i, ó ν = i y µ = j.
Si ν = j y µ = i :

(Mij)
i
j = i

(
ηjjδi

i
)
= −i. (1.64)
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Si ν = i y µ = j:

(Mij)
j
i = i

(
−ηiiδjj

)
= i

⇒ (Mij)
i
j = − (Mij)

j
i, (Mij) es antisimétrica.

También observe que dados i y j fijos se cumple que:

(Mij)
i
j = (Mji)

j
i, (1.65)

Resumimos los resultados hallados:

(Mij)
i
j = − (Mij)

j
i = −i ; (Mij)

i
k = (Mij)

i
0 = 0. (1.66)

Podemos deducir la forma de (Mij) al sumar con ϵkij :

ϵkij(Mij) =δk
lϵlij(Mij)

= iδk
1


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 −ϵ123 + ϵ132
0 0 −ϵ132 + ϵ123 0

+ iδk
2


0 0 0 0
0 0 0 −ϵ213 + ϵ231
0 0 0 0
0 −ϵ231 + ϵ213 0 0



+ iδk
3


0 0 0 0
0 0 −ϵ312 + ϵ321 0
0 −ϵ321 + ϵ312 0 0
0 0 0 0

 ,

= 2


0 0 0 0
0 0 −iδk3 iδk

2

0 iδk
3 0 −iδk1

0 iδk
2 iδk

1 0

 .

Por lo tanto
Jk =

1

2
ϵkij(Mij). (1.67)

Con estos cálculos tenemos las formas explicitas de los generadores del grupo de Lorentz en su
forma covariante. Se tienen dos tipos de transformaciones que conforman el grupo de Lorentz:
rotaciones y boost. Por un lado, alrededor de cada eje se tiene asociada una rotación, lo denotamos
como Rx(θx), Ry(θy) y Rz(θz).Las formas explicitas de los generadores de las rotaciones Ji, con
i = x,y, z, son las siguientes:

Jx =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 −i
0 0 i 0

 , Jy =


0 0 0 0
0 0 0 i
0 0 0 0
0 −i 0 0

 , Jz =


0 0 0 0
0 0 −i 0
0 i 0 0
0 0 0 0

 . (1.68)

Similarmente, por cada eje se tiene asociado un boost representado por Bx(ϕx), By(ϕy) y Bz(ϕz).
Las formas explicitas de sus generadores Ki son:

Kx =


0 i 0 0
i 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 , Ky =


0 0 i 0
0 0 0 0
i 0 0 0
0 0 0 0

 , Kz =


0 0 0 i
0 0 0 0
0 0 0 0
i 0 0 0

 . (1.69)

Por otro lado, cualquier transformación de coordenadas xµ −→ x′µ que satisface (1.29) es lineal,
entonces para la siguiente expresión:

x′µ = Λµ
νx

ν + aµ (1.70)
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con aµ constantes arbitrarias y Λµ
ν una matriz constante que satisface la condición (1.33), estas

transformaciones forman un grupo. Si primero realizamos una transformación de Lorentz (1.70), y
luego una segunda transformación de Lorentz

x′µ −→ x′′µ donde x′′µ = Λ̄µ
ρx

′ρ + āµ = Λ̄µ
ρ (Λ

ρ
νx

ν + aρ) + āµ.

Entonces el efecto es el mismo que el de una transformación de Lorentz xµ −→ x′′µ con

x′′µ =
(
Λ̄µ
ρΛ

ρ
ν

)
xν + Λ̄µ

ρa
ρ + āµ

Nótese que si Λµ
ν y Λ̄µ

ν satisfacen (1.33) también Λ̄µ
ρΛ

ρ
ν . Las transformaciones T (Λ, a), que son

una representación del grupo satisfacen la regla de composición

T (Λ̄, ā)T (Λ, a) = T (Λ̄Λ, Λ̄a+ ā). (1.71)

Observando el determinante (1.35), podemos entonces concluír que Λµ
ν tiene inversa, la cual de-

notamos por
(
Λ−1

)ν
ρ. De (1.33) podemos encontrar la forma de la matriz inversa, al multiplicar

por
(
Λ−1

)ρ
ν entonces

ηµβΛ
µ
ρ

(
Λ−1

)ρ
νΛ

β
σ = ηρσ

(
Λ−1

)ρ
ν

⇒ ηµβδ
µ
νΛ

β
σ = ηρσ

(
Λ−1

)ρ
ν

⇒ ηρσηνβΛ
β
σ =

(
Λ−1

)ρ
ν ,

(1.72)

por lo que
Λρ
ν =

(
Λ−1

)ρ
ν
.

Se debe cumplir que la inversa de la transformación T (Λ, a) a partir de (1.71) sea T
(
Λ−1,−Λ−1a

)
,

y la transformación identidad T (1,0). Para comprobar esto, tenemos

T
(
Λ−1,−Λ−1a

)
T (Λ, a) = T

(
Λ−1Λ,−Λ−1a+ Λ−1a

)
= T (1,0)

ahora multiplicamos por la inversa propuesta:

T (Λ, a)T
(
Λ−1,−Λ−1a

)
= T

(
ΛΛ−1,Λ

(
−Λ−1a

)
+ a
)
= T (1,−a+ a) = T (1,0).

Así concluimos que la transformación propuesta es la inversa. La trasnformación T (Λ, a) induce
una transformación lineal unitaria sobre vectores en el espacio de Hilbert de la mecánica cuántica.
es decir.

|Ψ⟩ → U(Λ, a)|Ψ⟩.

Los operadores U deben satisfacer la regla de composición siguiente:

U(Λ̄, ā)U(Λ, a) = U(Λ̄Λ, Λ̄a+ ā)

El grupo de transformaciones T (Λ, a) es propiamente conocido como el Grupo In-homogéneo de
Lorentz ó el Grupo de Poincaré.

La relatividad especial estudia cómo aparecen los objetos a observadores en distintos marcos de
referencia. Las transformaciones entre diferentes marcos están descritas por el grupo de Lorentz (en
un espacio-tiempo plano y sin considerar traslaciones). Einstein concibió estas transformaciones
para objetos puntuales sin ninguna estructura interna

Si queremos saber cómo se transforma una partícula bajo una transformación de Lorentz, no
basta únicamente con los momentos de la partícula, necesitamos considerar el espín.
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1.2.3. Algebra de Poincaré
Toda la información acerca de cualquier grupo de simetría de Lie está contenida en las pro-

piedades de los elementos del grupo cercanos a la identidad. En el caso del grupo de Lorentz
Inhomogéneo, la identidad es la transformación Λµ

ν = δµν , a
µ = 0, entonces nuestro interés se

centrará en estudiar aquellas transformaciones con

Λµ
ν = δµν + ωµ

ν , aµ = ϵµ, (1.73)

donde ωµ
ν y ϵµ tomarán valores infinitesimales. Tomando (1.33) , es decir, la condición de Lorentz,

y sustituyendo la expresión anterior en ella, tenemos:

ηρσ = ηµν
(
δµρ + ωµ

ρ

)
(δνσ + ων

σ)

= ηµνδ
µ
ρ δ

ν
σ + ηµνδ

µ
ρω

ν
σ + ηµνω

µ
ρ + ηµνω

µ
ρω

ν
σ

= ηρσ + ωρσ + ωσρ + ωνρω
ν
σ, (1.74)

de la última línea deducimos que la siguiente relación se debe cumplir

−ωρσ = ωσρ + ωνρω
ν
σ. (1.75)

Ya que sólo conservaremos términos a primer orden en ω obtenemos la propiedad de antisimetría
de ωµν , esto es:

ωµν = −ωνµ.

Un tensor de segundo rango antisimétrico en cuatro dimensiones tiene (4× 3)/2 = 6 componentes
independientes; entonces, incluyendo las 4 componentes de ϵµ, cualquier transformación de Lorentz
Inhomogénea es descrita por 10 parámetros. Para una transformación de Poincaré infinitesimal,
U(1+ ω, ϵ) se puede realizar una expansión de Taylor, de la siguiente manera:

U(1+ ω, ϵ) = 1+
i

2
ωρσJ

ρσ − iϵρP
ρ + . . . , (1.76)

donde Jρσ y P ρ son operadores independientes de ω y ϵ, y los puntos suspensivos denotan términos
de orden mas alto en ω y/o ϵ. A fin de que U(1+ω, ϵ) sea unitario bajo esta expansión, los operadores
Jρσ y P ρ deben ser hermitianos, esto es:

(Jρσ)
†
= Jρσ, (P ρ)

†
= P ρ. (1.77)

Como ωρσ es antisimétrico, los coeficientes Jρσ también deben ser anti simétricos, es decir, Jρσ =
−Jσρ. Por otro lado, P 1, P 2 y P 3 son las componentes del operador de momento, así como J23, J31

y J12 son las componentes del operador de momento angular, y P 0 es el operador de energía o
el Hamiltoniano. Consideremos el producto U(Λ, a)U(1+ ω, ϵ)U−1(Λ, a), donde Λµ

ν y aµ son los
parámetros de una nueva transformación sin relación con ω y ϵ. Recordemos que se demostró que
U
(
Λ−1,−Λ−1a

)
es el inverso de U(Λ, a). Sustituyendo U(Λ, a)U(1+ω, ϵ)U−1(Λ, a) en la expresión

(2.18) tenemos lo siguiente:

U(Λ, a)U(1+ ω, ϵ)U−1(Λ, a) = U(Λ, a)U(1+ ω, ϵ)U
(
Λ−1,−Λ−1a

)
= U(Λ, a)U

(
(1+ ω)Λ−1,−(1+ ω)Λ−1a+ ϵ

)
= U

(
Λ(1+ ω)Λ−1,Λ

(
−(1+ ω)Λ−1a+ ϵ

)
+ a
)

= U
(
Λ(1+ ω)Λ−1,Λϵ− ΛωΛ−1a

)
. (1.78)

A continuación, vamos hacer un poco de álgebra y desarrollos explícitos. Entonces, si nos quedamos
a primer orden en ω y ϵ, tenemos lo siguiente:

U(Λ, a)

[
1+

i

2
ωρσJ

ρσ − iϵρP
ρ

]
U−1(Λ, a) = 1+

i

2

(
ΛωΛ−1

)
µν
Jνµ − i

(
Λϵ− ΛωΛ−1a

)
µ
Pµ

(1.79)

⇒ U(Λ, a)

[
1

2
ωρσJ

ρσ − ϵρP
ρ

]
U−1(Λ, a) =

1

2

(
ΛωΛ−1

)
µν
Jνµ −

(
Λϵ− ΛωΛ−1a

)
µ
Pµ. (1.80)
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Notemos que

1

2

(
ΛωΛ−1

)
µν
Jνµ−

(
Λϵ− ΛωΛ−1a

)
µ
Pµ =

1

2
Λµ

ρωρσ

(
Λ−1

)σ
νJ

νµ−
(
Λµ

ρϵρ − Λµ
ρωρσ

(
Λ−1

)σ
νa

ν
)
Pµ,

(1.81)
entonces igualando coeficientes de ωρσ y ϵρ se tienen las siguientes ecuaciones:

1

2
U(Λ, a)JρσU−1(Λ, a) =

1

2
Λρ
µ

(
Λ−1

)σ
ν
Jνµ + Λρ

µ

(
Λ−1

)σ
ν
aνPµ (1.82)

U(Λ, a)P ρU−1(Λ, a) = Λρ
µP

ρ. (1.83)

Podemos ver que (1.82) se puede reescribir de la siguiente manera

1

2
U(Λ, a)JρσU−1(Λ, a) =

1

2
Λρ
µ

(
Λ−1

)σ
ν
Jνµ + Λρ

µ

(
Λ−1

)σ
ν
aνPµ (1.84)

= Λρ
µΛ

σ
νJ

νµ + 2Λρ
µΛ

σ
νa

νPµ

= Λρ
µΛ

σ
ν (J

νµ − aµP ν + aνPµ) . (1.85)

Para transformaciones de Lorentz Homogéneas (con aµ = 0 ) estas reglas de transformación,
muestran que Jµν es un tensor y Pµ es un vector. Para traslaciones puras ( Λµ

ν = δµν ), nos damos
cuenta que P ρ es un invariante ante estas traslaciones pero Jρσ no. Ahora apliquemos (1.82) y
(1.83) con Λµ

ν = δµν + ωµ
ν y aµ = ϵµ, recordando que U(1+ ω, ϵ) = 1+ i

2ωµνJ
µν − iϵµP

µ. Para
la relación (1.82), tomando a primer orden se obtiene lo siguiente:

U(1+ ω, ϵ)JρσU−1(1+ ω, ϵ) =
(
δρµ + ωρ

µ

)
(δσν + ωσ

ν ) (J
νµ − aµP ν + aνPµ)

= δρµδ
σ
ν (Jνµ − aµP ν + aνPµ) + δρµω

σ
ν J

µν + ωρ
µδ

σ
ν J

µν

= Jρσ − ϵρPσ + ϵσP ρ + ωσ
ν J

ρν + ωρ
µJ

µσ. (1.86)

Ahora nos enfocamos en el lado izquierdo, nuevamente a primer orden tendremos lo siguiente:

U(1+ ω, ϵ)JρσU−1(1+ ω, ϵ) =

(
1+

i

2
ωµνJ

µν − iϵµP
µ

)
Jρσ

(
1− i

2
ωµνJ

µν + iϵµP
µ

)
= Jρσ + i

(
1

2
ωµνJ

µνJρσ − ωµνJ
ρσJµν

)
+ i (ϵµJ

ρσPµ − ϵµP
µJρσ)

= Jρσ + i

[
1

2
ωµνJ

µν , Jρσ

]
− i [ϵµP

µ, Jρσ]

= Jρσ + i

[
1

2
ωµνJ

µν − ϵµP
µ, Jρσ

]
. (1.87)

Por lo que igualando las relaciones obtenidas anteriormente, llegamos a la siguiente regla de con-
mutación:

i

[
1

2
ωµνJ

µν − ϵµP
µ, Jρσ

]
= ωρ

µJ
µσ + ωσ

ν J
ρν − ϵρPσ + ϵσP ρ. (1.88)

Para la ecuación (1.83) usamos el mismo método, obteniendo nuestra segunda regla de conmutación

i

[
1

2
ωµνJ

µν − ϵµP
µ, P ρ

]
= ων

µP
µ. (1.89)

Dicho esto, igualando coeficientes de ωµν y ϵµ en ambos lados de este conjunto de ecuaciones,
podemos encontrar las siguientes reglas de conmutación:

a) i [Jµν , Jρσ] = ηνρJνσ − ηµρJνσ − ησµJρν + Jρµ,

b) i [Pµ, Jρσ] = ηµρPσ − ηµσP ρ, (1.90)
c) [Pµ, P ρ] = 0.
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Estas reglas de conmutación forman el llamado Álgebra de Lie del grupo de Poincaré. En Mecánica
Cuántica juegan un rol especial aquellos operadores que se conservan, es decir, que conmutan con
el operador de energía H = P 0, si revisamos las expresiones (a) y (b) del conjunto (1.90), vemos
que aquellas componentes que cumplen con lo anterior son:

P̄ =
{
P 1, P 2, P 3

}
, (1.91)

J̄ =
{
J23, J31, J12

}
, (1.92)

donde P̄ y J̄ representan los 3-vectores de momento y momento angular respectivamente. Clara-
mente, el operador de energía conmuta con el mismo. Los generadores restantes forman al que es
llamado el 3-vector de boost,

K̄ =
{
J01, J02, J03

}
.

Estas componentes no son conservadas, entonces no usamos sus eigenvalores para etiquetar estados
físicos. En notación tridimensional, las reglas de conmutación (1.90), pueden ser escritas como:

[Ji, Jj ] = iϵijkJk, (1.93)
[Ji, kj ] = iϵijkKk, (1.94)

[Ki,Kj ] = −iϵijkJk, (1.95)
[Ji, Pj ] = iϵijkJk, (1.96)
[Ki, Pj ] = −iHδij , (1.97)
[Ki, H] = iPi, (1.98)
[Ji, H] = [Pi, H] = [H,H] = 0. (1.99)

Las traslaciones puras T (1, a) forman un subgrupo del grupo inhomogéneo de Lorentz, cuya regla
de multiplicación del grupo es:

T (1, ā)T (1, a) = T (1, ā+ a). (1.100)

Es posible ver que las traslaciones finitas, son representadas en un espacio de Hilbert físico por:

U(1, a) = exp (−iPµaµ) . (1.101)

De la misma manera, se puede verificar que una rotación Rθ⃗ por un angulo |θ⃗| alrededor de la
dirección de θ⃗ está representada en un espacio de Hilbert físico por

U (Rθ, 0) = exp(iJ⃗ · θ⃗). (1.102)

1.3. El grupo SL(2,C)
En esta sección consideraremos el grupo de Lie lineal especial en dos dimensiones con parámetros

complejos:
SL(2,C) = {M ∈ GL(2,C) | detM = +1}. (1.103)

Sabemos que los espinores se transforman mediante operadores lineales. Estos operadores son
representaciones de SL(2,C), de forma que D mapea M ∈ SL(2,C) a un automorfismo D(M).
Esto es que D(M) : F → F , donde F es algún espacio vectorial. En general, D(M) actúa sobre
los espinores ψ ∈ F como

ψ′ = D(M)ψ = D i
n (M)ψiên . (1.104)

Existen 2 representaciones espinoriales muy importantes.
i) Representación propia

D(M) ≡M, ∀ M ∈ SL(2,C). (1.105)
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ii) Complejo conjugado de la representación propia

D(M) ≡M∗, ∀M ∈ SL(2,C) . (1.106)

Ambas representaciones son de dimensión 2. Para entender por qué estas representaciones son
importantes hay que definir las representaciones equivalentes. Se dice que dos representaciones D1

y D2 son equivalentes si existe una matriz invertible U , tal que

D1(M) = UD2(M)U−1 ; (1.107)

básicamente, esto significa que D1 y D2 están relacionadas mediante un cambio de base. Si dos
representaciones no son equivalentes entonces no se puede pasar de una a otra mediante un cambio
de base. Precisamente, SL(2,C) admite 2 representaciones no equivalentes; M y M∗. Bajo la
representación propia, los espinores ψ ∈ F se transforman como

ψ′
A =M B

A ψB . (1.108)

A los espinores que se transforman como en la ecuación(1.108) bajo SL(2, C) se les llama espinores
de Weyl izquierdos. En el caso del complejo conjugado de la representación propia, su espacio de
representación es Ḟ , y sus elementos se denotan como Ψ̃, que bajo SL(2,C) se transforman como

ψ̃′
Ȧ
= (M∗)

Ḃ
Ȧ ψ̃Ḃ . (1.109)

Los espinores ψ̃ ∈ Ḟ son llamados espinores de Weyl derechos. Resulta conveniente buscar una
representación equivalente de M y M∗. Se puede demostrar que M−1T y M∗−1T son dichas re-
presentaciones respectivamente. Probaremos que M y M−1T son representaciones equivalentes. La
prueba consiste en hallar ϵ ∈ GL(2,C) que cumpla que M−1T = ϵMϵ−1. Sea

ϵ = (ϵAB) =

(
ϵ11 ϵ12
ϵ21 ϵ22

)
⇒ ϵ−1 = (ϵAB) =

1

det(ϵ)

(
ϵ22 −ϵ12
−ϵ21 ϵ11

)
(1.110)

y M :=

(
M11 M12

M21 M22

)
⇒M−1⊤ =

1

det(M)

(
M22 −M12

−M21 M11

)⊤

(1.111)

⇒M−1⊤ =
1

det(M)

(
M22 −M21

−M12 M11

)
, (1.112)

y como M ∈ SL(2,C) ⇒ det(M) = 1

M−1T =

(
M22 −M21

−M12 M11

)
. (1.113)

Hacemos el producto ϵMϵ−1 y proponemos ϵMϵ−1 =M−1T :

⇒ ϵMϵ−1 !
=M−1⊤ (1.114)

⇒ 1

det(ϵ)

(
ϵ11 ϵ12
ϵ21 ϵ22

)(
M11 M12

M21 M22

)(
ϵ22 −ϵ12
−ϵ21 ϵ11

)
!
=

(
M22 −M21

−M12 M11

)
. (1.115)

Al hacer este producto matricial, obtenemos 4 ecuaciones, de las que se halla la estructura de ϵ:

M22 det(ϵ) =M11ϵ11ϵ22 −M12ϵ11ϵ21 +M21ϵ12ϵ22 −M22ϵ22ϵ21, (1.116)

−M12 det(ϵ) =M11ϵ21ϵ22 −M12ϵ
2
21 +M21ϵ

2
22 −M22ϵ22ϵ21, (1.117)

−M21 det(ϵ) = −M11ϵ11ϵ12 +M12ϵ11ϵ22 −M21ϵ
2
12 +M22ϵ22ϵ22, (1.118)

M11 det(ϵ) = −M11ϵ12ϵ21 +M12ϵ21ϵ22 −M21ϵ12ϵ22 +M22ϵ
2
22. (1.119)
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Es evidente que det(ϵ) debe ser independiente deM , entonces si despejamos det(ϵ) de las ecuaciones
(1.116) - (1.119), vemos que eso sólo es posible si ϵ11 = ϵ22 = 0. Usando esta condición en la ecuación
(1.117), tenemos

−M12ϵ
2
21 = −M12 (−ϵ11ϵ12)

⇒ −ϵ21 = ϵ12.

Por lo tanto, ϵ tiene la siguiente estructura

ϵ =

(
0 ϵ12

−ϵ12 0

)
. (1.120)

Si elegimos que ϵ12 = 1, entonces

ϵ =

(
0 1
−1 0

)
y ϵ−1 =

(
0 −1
1 0

)
= ϵ⊤. (1.121)

Se considera una convención de índices en la que ϵ = (ϵAB), ϵ−1 = (ϵAB) y M = (M B
A ), de forma

que

ϵABM C
B ϵCD = (M−1T )AD, (1.122)

con lo cual ya hemos construido ϵ, que cumple

M−1T = ϵMϵ−1,

y por lo tanto M y M−1T son representaciones equivalentes. Se procede de la misma forma para
encontrar que M∗ y M∗−1T son representaciones equivalentes. De las ecuaciones (1.108) y (1.122)
se encuentra que

ψ′
A = ϵAB(M

−1T )BCϵ
CDψD,

ϵEAψ′
A = (M−1T )ECϵ

CDψD. (1.123)

Definimos ϵABψB := ψA =⇒ ψA = ϵABψ
B , de manera que ϵAB funciona como una métrica.

Entonces se llega a

ψ′A = (M−1T )ABψ
B . (1.124)

Se pueden hallar los mismos resultados para los espinores de Weyl derechos:

ψȦ = ϵȦḂψḂ =⇒ ψȦ = ϵȦḂψ
Ḃ , (1.125)

ψ′Ȧ = (M∗−1T )Ȧ
Ḃ
ψḂ . (1.126)

1.3.1. Conexión entre SL(2,C) y el grupo de Lorentz L↑
+

Lo que buscamos ahora es mostrar que L↑
+ es homomorfo a SL(2,C), es decir, que ∀ M ∈

SL(2,C) ∃ Λ(M) ∈ L↑
+ , tal que

Λ(M1)Λ(M2) = Λ(M1M2)

Λ−1(M) = Λ(M−1) (1.127)

Para tal fin, comenzamos introduciendo las matrices σµ, las cuales corresponden a las matrices de
Pauli para los casos µ = i (i = 1, 2, 3), y σ0 es la matriz identidad 2× 2. En la notación de índices
espinoriales, σµ se escribe como

σµ :=
(
σµ

AȦ

)
,
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también se define

(σ̄µ)AȦ := ϵABϵȦḂ(σµ)BḂ ,

de donde se obtiene que

(σµ) = (σ0, σ⃗) y (σ̄µ) = (σ0,−σ⃗) . (1.128)

Para poder construir el grupo de homomorfismo, nos gustaría hallar Λ en función de M (Λ(M))
y M en función de Λ (M(Λ)). El primer paso será hallar mapeos de M4 a H(2,C) (conjunto de
matrices hermitianas de 2× 2, sobre los complejos) y SL(2,C). Se define el mapeo

ρ : M4 −→ H(2,C),

tal que

ρ (xµ) = xµσ
µ =: X.

Note que xµ = ηµνxν , y se puede probar que ηµν = 1
2 Tr (σ

µσ̄ν) = 1
2 Tr (σ

ν σ̄µ); entonces

xµ =
1

2
Tr (σν σ̄µ)xν =

1

2
Tr (xνσ

ν σ̄µ) ,

=
1

2
Tr (Xσ̄µ) .

Por lo tanto, el mapeo inverso ρ−1 : H(2,C) → M4 es

ρ−1(X̄) =
1

2
Tr
(
X̄σ̄µ

)
= xµ. (1.129)

Ahora veamos como actúa SL(2,C) sobre H(2,C), mediante lo que se llama, la representación
adjunta de SL(2,C) y se define como

ad: SL(2,C) −→ Aut (H(2,C)), (1.130)

donde
adM(X) :=M ′ =MXM†, con M ∈ SL(2,C), (1.131)

y Aut (H(2,C)) es el grupo automorfismo de H(2,C), de manera que M ′ ∈ H(2,C), lo que permite
que se pueda aplicar de la misma manera el mapeo inverso ρ−1, de forma que

ρ−1
(
MXM†) = 1

2
Tr
(
MXM†σ̄µ

)
, (1.132)

además, al ser MXM† hermitiana, y σµ un conjunto completo, podemos escribir MXM† como
una combinación lineal:

MXM† = x′µσ
µ =: X ′, (1.133)

de manera que

ρ−1 (X ′) =
1

2
Tr (X ′σ̄µ) =

1

2
Tr (x′νσ

ν σ̄µ) = x′µ. (1.134)

En resumen, los pasos seguidos nos llevaron de la siguiente manera

xµ −→ ρ (xµ) = X −→ adM(X) = X ′ −→ ρ−1 (X ′) = x′µ. (1.135)
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A estas alturas, podemos sospechar que el mapeo (1.135) es una transformación de Lorentz, pero
habría que confirmar que las transformaciones hechas, dejan x′µx′µ invariante. Explícitamente

X = xµσ
µ =

(
x0 − x3 −x1 + ix2

−x1 − ix2 x0 + x3

)
=⇒ det(X) = (x0)2 − x⃗ · x⃗ = xµx

µ.

Por otro lado,

det (X ′) = det
(
x′µσ

µ
)
= x′µx

′µ

y

det (X ′) = det
(
MXM†) = det(M) det

(
M†)det(X)

= det(X),

entonces
x′µx

′µ = xµx
µ. (1.136)

Ya que es claro que el mapeo (1.135) es una transformación de Lorentz, escribimos x′µ como

x′µ =
1

2
Tr(MσνM

†σ̄µ)xν ,

y recordando que x′µ = Λµ
νx

ν , se obtiene que

Λµ
ν =

1

2
Tr(MσνM

†σ̄µ) . (1.137)

Ahora que sabemos cual es la transformación de Lorentz Λ ∈ L↑
+ para una M ∈ SL(2,C) dada, el

siguiente paso es encontrar M(Λ). Para ello, retomamos la representación adjunta en la ecuación
(1.133), escribiendo x′ en términos de x:

Λµ
νx

νσµ =MxνσνM
†

=⇒ Λµ
νx

νσµσ̄
ν =MxνσνM

†σ̄ν

=⇒ Λµ
νσµσ̄

ν =MσνM
†σ̄ν .

Se puede demostrar al hacer los cálculos explícitos que para A ∈ SL(2,C) se cumple que σνAσ̄ν =
2Tr(A) · I2, entonces

Λµ
νσµσ̄

ν =M(2Tr(M†) · 12) (1.138)

=⇒M(Λ) =
1

2Tr(M†)
Λµ

νσµσ̄
ν . (1.139)

Retomamos la ecuación(1.138) y sacamos su determinante:

det(Λµ
νσµσ̄

ν) = det(M(2Tr(M†) · I2)) = det(M)(2Tr(M†))2 con det(M) = 1

=⇒ 2Tr(M†) = ±
√
det(Λµ

νσµσ̄ν) . (1.140)

Sustituyendo la ecuación(1.140) en la ecuación(1.139), se llega a

M(Λ) = ± 1√
det(Λµ

νσµσ̄ν)
Λµ

νσµσ̄
ν . (1.141)

De la ecuación (1.141), es evidente por el signo ±, que hay 2 matrices en SL(2,C) (M y −M) que
corresponden a la misma transfomración de Lorentz. Esto en realidad es visible desde la ecuación
(1.137), al cambiar M por −M , lo cual da el mismo resultado. A esto nos referimos cuando se
menciona que SL(2,C) cubre 2 veces al grupo de Lorentz restringido. En términos formales, se
dice que SL(2,C) es la cubierta universal de L↑

+.
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1.4. El grupo pequeño de Wigner
En 1939, Eugene Wigner observó la importancia del cuatrimomento en la construcción de

representaciones, se enfocó en los subgrupos del grupo de Lorentz cuyas transformaciones dejan el
cuadrimomento de una partícula dada invariante, el máximo subgrupo que hace esto al momento
de una partícula se le llama grupo pequeño o little group en inglés [80]. El punto aquí es que
una partícula relativista tiene en su estructura interna una forma covariante así como su cuadri-
momento. El grupo de las transformaciones de Lorentz consiste en tres boosts y tres rotaciones.
La rotación constituye un subgrupo del grupo de lorentz, si una partícula masiva esta en reposo
entonces su cuadri-momento es invariante bajo rotaciones; de este modo el little group para una
partícula masiva en reposo es el grupo de las rotaciones tridimensionales O(3), lo que es afectado
por la rotación es la orientación del espín de la partícula. Las partículas en reposo se les puede
aplicar un boost asi como los generadores del little group O(3). El boost va tomar la forma de un
operador conjugado; este operador no va cambiar el álgebra de Lie del grupo de las rotaciones y el
little group que se obtuvo bajo el boost va dejar invariante el cuadri-momento que se obtuvo bajo
el boost, a este nuevo grupo se le llama little group O(3). Por otro lado, no es posible traer una
partícula sin masa desde su sistema en reposo, Wigner observo que para obtener el little group de
una partícula sin masa a lo largo del eje z es generado por el generador de las rotaciones alrededor
del eje z y otros dos generadores, este grupo se le llama little group E(2) [80, 81, 72]. A continuación
veremos este análisis más en detalle

1.4.1. El concepto de grupos pequeños o little groups
El little group como ya hemos dicho anteriormente es un subgrupo del grupo de Lorentz, veremos

en mayor detalle este conjunto de transformaciones de Lorentz L que dejan invariante al momento
pµ de una partícula en la siguiente sección (1.4.2), esto es:

Lp = p. (1.142)

Una transformación general de Lorentz tiene la forma :

L = ei(J·θ+K·ϕ) (1.143)
≈ 1 + i(J · θ +K · ϕ) = 1 + iW, (1.144)

con J = (Jx, Jy, Jz) y K = (Kx,Ky,Kz), desarrollando la matriz W usando los generadores (1.68)
y ( 1.69) se obtiene la siguiente forma:

W = J · θ +K · ϕ = i


0 ϕx ϕy ϕz

ϕx 0 −θz θy

ϕy θz 0 −θx
ϕz −θy θx 0

 . (1.145)

Aquí se toma una transformación de Lorentz infinitesimal L = 1+ iW , donde W está dada por
(1.145). En el caso de partículas masivas, m2 > 0, al tomar pµ = (m, 0, 0, 0), la transformación de
Lorentz L debe dejar invariante el momento pµ, por lo que la siguiente condición se debe satisfacer:

0 ϕx ϕy ϕz

ϕx 0 −θz θy

ϕy θz 0 −θx
ϕz −θy θx 0

 ·


m
0
0
0

 =


0
0
0
0

 . (1.146)

Esto implica que ϕx = ϕy = ϕz = 0 y θx = θy = θz ̸= 0. Nos queda la parte J · θ con Jx, Jy, Jz los
generadores de las rotaciones, por lo que para una partícula con masa el little group es SO(3) =
SU(2), los estados están caracterizados por la masa m y el espín s. Casos conocidos de partículas
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con masa son: (s = 0, Higgs), (s = 1/2, q quarks y l leptones), (s = 1, bosones W± y Z0). Ahora,
para partículas sin masa m2 = 0, se toma el momento pµ = (m, 0, 0,m) y entonces se debe cumplir
que 

0 ϕx ϕy ϕz

ϕx 0 −θz θy

ϕy θz 0 −θx
ϕz −θy θx 0

 ·


m
0
0
m

 =


0
0
0
0

 . (1.147)

Esto implica que ϕz = 0, ϕx = −θy, y ϕy = θx, donde θz es arbitrario y corresponde a la rotación
alrededor del eje z. Desarrollando W dada por (1.145), se obtiene:

W = Jxθx + Jyθy + Jzθz +Kxϕx +Kyϕy (1.148)
= (Jx +Ky)θx + (Jy −Kx)θy + Jzθz

= E1θx + E2θy + Jzθz.

Resulta que E1, E2 y Jz satisfacen las siguientes relaciones de conmutación, las cuales definen el
álgebra de Lie del grupo E(2):

[Jz, E1] = iE2, [Jz, E2] = −iE1, [E1, E2] = 0. (1.149)

Para las partículas sin masa, el little group es el grupo Euclidiano en dos dimensiones E(2) =
U(1)×T (2), este grupo consiste de rotaciones y traslaciones en un plano euclideo dos dimensional.
Las transformaciones de coordenadas toman la siguiente forma:

x′ = x cos θ − y sin θ + u (1.150)
y′ = x sin θ + y cos θ + v, (1.151)

estas transformaciones se pueden escribir en forma matricial como x′

y′

1

 =

 cos θ − sin θ u
sin θ cos θ v
0 0 1

 x
y
1

 , (1.152)

tambien estas transformaciones se pueden exponenciar de la siguiente manera:

E(u, v, α) = exp [−i (uE1 + vE2)] exp (−iθJz) , (1.153)

donde Jz es es el generador de las rotaciones en la dirección z, y E1 y E2 son los generadores de
las traslaciones. En la sección (1.2.2) deducimos la forma que los generadores del grupo de Lorentz
deben tener. Los generadores aquí mencionados tienen la siguiente forma matricial 3× 3:

Jz =

 0 −i 0
i 0 0
0 0 0

 , E1 =

 0 0 i
0 0 0
0 0 0

 , E2

 0 0 0
0 0 i
0 0 0

 , (1.154)

Grupo cilíndrico

Las relaciones de conmutación (1.149) son invariantes bajo el cambio de signo en los generadores
E1 y E2, también son invariantes bajo conjugación hermitiana. Ya que Jz es hermitiana podemos
reemplazar E1 y E2 por

Q1 = − (E1)
†
, Q2 = − (E2)

†
,

su forma matricial es la siguiente

Q1 =

 0 0 0
0 0 0
i 0 0

 , Q2 =

 0 0 0
0 0 0
0 i 0

 , (1.155)
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de este modo obtenemos las siguientes relaciones

[Q1, Q2] = 0, [Jz, Q1] = iQ2, [Jz, Q2] = −iQ1. (1.156)

Estas relaciones de conmutación son idénticas a las del grupo E(2) dadas en (1.149). Sin embargo,
Q1 y Q2 no son generadores de las traslaciones euclideas en el espacio de dos dimensiones. Como
en el caso de E(2) podemos considerar una transformación matricial

C(u, v, α) = C(0, 0, α)C(u, v, 0), (1.157)

donde

C(0, 0, θ) = exp (−iθJz) =

 cos θ − sin θ 0
sin θ cos θ 0
0 0 1

 , (1.158)

C(u, v, 0) = exp [−i (uQ1 + vQ2)] =

 1 0 0
0 1 0
u v 1

 . (1.159)

Con C(0, 0, α) es la matriz de rotaciones, la multiplicación de las matrices (1.158) resulta en la forma
mas general (1.157). Si aplicamos la matriz (1.157) sobre un vector columna (x, y, z), tendremos
lo siguiente:  cos θ − sin θ 0

sin θ cos θ 0
u v 1

 x
y
z

 =

 x cos θ − y sin θ
x sin θ + y sin θ
z + ux+ vy

 . (1.160)

Esta transformación deja invariante (x2 + y2) mientras que z puede variar de (−∞,∞). Por esta
razón, es bastante apropiado llamar a este grupo de transformaciones lineales como grupo cilíndrico.
Este grupo es localmente isomorfo a E(2). Si fijamos por conveniencia que el radio del cilindro sea
unitario (

x2 + y2
)
= 1, (1.161)

entonces x y y pueden ser escritos como

x = cosϕ, y = sinϕ,

y de esta manera las transformaciones de (1.160) toman la siguiente forma cos θ − sin θ 0
sin θ cos θ 0
u v 1

 cosϕ
sinϕ
z

 =

 cos(ϕ+ θ)
sin(ϕ+ θ)

z + u cosϕ+ v sinϕ

 . (2.15)

Resulta que este grupo cilíndrico describe las transformaciones de gauge para las partículas sin
masa.

1.4.2. Operadores de Casimir
Un estado de partícula se caracteriza por su momento y su respectivo número cuántico (espín

para partículas masivas y helicidad para partículas sin masa). Para encontrar cómo actúa el grupo
pequeño sobre un estado de partícula, comenzamos definiendo una transformación de Lorentz
Lµ

ν(p) que mapea el momento de referencia kν al momento cualquiera pµ.

W (Λ, p; k) ≡ L−1(Λp; k) Λ L(p; k), W (Λ, p; k) k = k. (1.162)
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El momento de referencia es clasificado según su invariante relativista p2 = k2 = kµkµ. Para
partículas masivas es k2 = m2, para partículas sin masa y el vacío son k2 = 0. Solo consideraremos
los casos con energía positiva. Para un espacio tiempo con D = 4 tenemos tres momentos de
referencia, las cuales puede verse en la siguiente tabla:

Momento momentos de referencia
p2 = m2 kµ = (m, 0, 0, 0)
p2 = 0 kµ = (ω, 0, 0,±ω)
p2 = 0 kµ = (0, 0, 0, 0)

Tabla 1.1: Momento de referencia para partículas con masa, sin masa y el vacío.

Definimos una transformación de Lorentz Wµ
ν , que deja invariante el momento de referencia

kµ,
Wµ

ν (k) k
ν = kµ. (1.163)

El grupo de transformaciones que deja invariante el momento de referencia se denomina grupo
pequeño. Nótese que únicamente el momento de referencia kµ es invariante bajo una transformación
del grupo pequeño. Una transformación general del grupo pequeño que actúa sobre kµ se define
por

W (Λ, p; k) ≡ L−1(Λp; k) Λ L(p; k), W (Λ, p; k) k = k. (1.164)

Los tres casos anteriores tienen asociados tres grupos pequeños diferentes: SO(3) para partículas
con masa, E(2) para partículas sin masa y el grupo de Lorentz para el vacío. Nos interesa estudiar
el grupo pequeño de las partículas con masa y sin masa. Con el fin de etiquetar sistemáticamente
todos los estados de una partícula, comenzamos con un momento de referencia kµ y los estados
|k, σ⟩. Para toda transformación de Lorentz Λ existe un operador unitario asociado U(Λ) que actúa
sobre el espacio de Hilbert, tal que U (Λ1Λ2) = U (Λ1)U (Λ2). Entonces, definimos los estados de
una partícula por su momento y sus respectivos numeros cuanticos mediante el ket de estado |p, σ⟩:

|p, σ⟩ ≡ U(L(p; k))|k, σ⟩, (1.165)

donde p representa el momento y σ es un número cuántico asociado a una transformación global
(espín, helicidad, carga eléctrica, etc.). Habiendo hecho esta definición, podemos preguntarnos cómo
se transforma |p, σ⟩ bajo una transformación general de Lorentz.

U(Λ)|p, σ⟩ = U(Λ)U(L(p; k))|k, σ⟩ = U(ΛL(p; k))|k, σ⟩ (1.166)

= U(L(Λp; k)) U
(
L−1(Λp; k)ΛL(p; k)

)
|k, σ⟩ (1.167)

= U(L(Λp; k)) U (W (Λ, p; k)) |k, σ⟩. (1.168)

Debido a que el momento de referencia k se mantiene invariante, podemos definir la acción del
grupo pequeño actuando sobre el estado de una partícula como:

U(W (Λ, p; k))|k, σ⟩ = Dσσ′(W (Λ, p; k)) |k, σ′⟩ . (1.169)

Concluimos que una partícula se etiqueta por su momento y se transforma según alguna represen-
tación del grupo pequeño. Esto se denomina el método de representaciones inducidas. De manera
similar, también podemos encontrar una representación inducida del grupo de Poincaré a partir de
la representación del grupo pequeño. Debido a esto, usamos los valores propios de los operadores
de Casimir del grupo de Poincaré para etiquetar las representaciones del grupo pequeño. Los ope-
radores de Casimir del grupo de Poincaré son PµPµ y el cuadrado del vector de Pauli-Lubanski
WµWµ, donde Wµ es [82]:

Wµ ≡ 1

2
εµνρσMνρPσ. (1.170)
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1.4.3. Partículas con masa
Para una partícula masiva, el momento de referencia es el momento asociado con el marco de

reposo, dándonos kµ = (m, 0, 0, 0), el cual queda invariante bajo rotaciones. El grupo que deja
invariante este momento es SO(3). Ahora, utilizaremos los valores propios de los operadores de
Casimir del grupo de Poincaré para etiquetar las representaciones del grupo pequeño. Comenzamos
con el operador PµPµ, que nos da

PµPµ|k, σ⟩ = kµkµ|k, σ⟩ = m2|k, σ⟩. (1.171)

A continuación, pasamos al cuadrivector de Pauli-Lubanski Wµ. Dado que kµ = (m, 0, 0, 0), solo
P0 dará un valor distinto de cero y por lo tanto tenemos

Wµ|k, σ⟩ = 1

2
εµνρ0MνρP0|k, σ⟩, (1.172)

donde el tensor de Levi-Civita implica que W 0 = 0. Ahora, consideramos el valor propio de P0,
que es simplemente m, la masa de la partícula, como se observa en la forma de kµ. Además,
consideramos una permutación de los índices del tensor de Levi-Civita, εµνρ0 = −ε0µνρ = −εijl, lo
que nos da

W 0|k, σ⟩ = 0 ,W i|k, σ⟩ = −mJi|k, σ⟩. (1.173)

Dado que Wi representa todas las componentes espaciales, se vuelve negativo al bajar el índice
según la métrica ηµν . Finalmente, combinamos los resultados para obtener

WµWµ|k, σ⟩ = −m2J2|k, σ⟩ = −m2j(j + 1)|k, σ⟩, (1.174)

donde J2 es el operador de momento angular total con el valor propio j(j+1), y aquí j representa
el espín de la partícula. Encontramos que j = 0, 1

2 , 1, · · · debido a la invariancia θ → θ + 2π.

1.4.4. Partículas sin masa
Para una partícula sin masa, el momento de referencia es el momento asociado con una par-

tícula que se mueve a la velocidad de la luz, en la dirección z, dándonos kµ = (ω, 0, 0, ω) y
kµ = (ω, 0, 0,−ω). El grupo que deja invariante este momento de referencia es el grupo euclidiano
bidimensional E(2); los generadores son N1 = K1 − J2, N2 = J1 + K2 y J3. Estos generadores
satisfacen el conjunto cerrado de relaciones de conmutación:

[J3, N1] = iN2, [J3, N2] = −iN1, [N1, N2] = 0. (1.175)

Los respectivos elementos del vector de Pauli-Lubanski son:

W 0 =
1

2
ε0νρ3MνρP3 =

1

2
(M12 −M21)P3 = J3P3, (1.176)

W 1 =
1

2

(
ε1νρ0MνρP0 + ε1νρ3MνρP3

)
=

1

2
[(M32 −M23)P0 + (M20 −M02)P3]

= − (J1P0 −K2P3) , (1.177)

W 2 =
1

2

(
ε2νρ0MνρP0 + ε2νρ3MνρP3

)
=

1

2
[(M13 −M31)P0 + (M01 −M10)P3]

= − (J2P0 +K1P3) , (1.178)

W 3 =
1

2
ε3νρ0MνρP0 =

1

2
(M21 −M12)P0 = −J3P0. (1.179)
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Aplicamos estos operadores sobre el estado |k, σ⟩, usando un momento de referencia kµ =
(ω, 0, 0,−ω). Obtenemos lo siguiente:

W 0|k, σ⟩ = −ωJ3|k, σ⟩, (1.180)

W 1|k, σ⟩ = −ω (J1 +K2) |k, σ⟩ = −ωN2|k, σ⟩, (1.181)

W 2|k, σ⟩ = −ω (J2 −K1) |k, σ⟩ = −ωN1|k, σ⟩, (1.182)

W 3|k, σ⟩ = −ωJ3|k, σ⟩. (1.183)

Combinando todas las componentes, obtenemos una expresión paraWµ, lo que conduce al resultado

WµWµ|k, σ⟩ = −ω2
(
N2

1 +N2
2

)
|k, σ⟩. (1.184)

Dado que N1 y N2 conmutan, son diagonalizables simultáneamente, por lo que expresamos sus
estados propios comunes con valores propios n1 y n2 como

N1|k, n1, n2⟩ = n1|k, n1, n2⟩, N2|k, n1, n2⟩ = n2|k, n1, n2⟩. (1.185)

Al aplicar una rotación de ángulo θ3 al estado, obtenemos un nuevo estado, que definimos como

|k, n1, n2, θ3⟩ ≡ e−iθ3J3 |k, n1, n2⟩. (1.186)

Este nuevo estado es el estado original |k, σ⟩. Intentamos encontrar el valor propio correspondiente
a N1 para este estado.

N1|k, n1, n2, θ3⟩ = N1e
−iθ3J3 |k, n1, n2⟩ = e−iθ3J3

(
eiθ3J3N1e

−iθ3J3
)
|k, n1, n2⟩

eiθ3J3N1e
−iθ3J3 =

(
1 + iθ3J3 −

1

2
θ23 (J3)

2
+ . . .

)
N1

(
1− iθ3J3 −

1

2
θ23 (J3)

2
+ . . .

)
(1.187)

= N1 + iθ3J3N1 − iθ3N1J3 −
1

2
θ23 (J3)

2
N1 −

1

2
θ23N1 (J3)

2
+ θ23J3N1J3 + . . .

(1.188)

= N1 − θ3N2 −
1

2
θ23N1 +

1

3!
θ33N2 + . . . (1.189)

= N1 cos θ3 −N2 sin θ3 (1.190)

donde utilizamos las relaciones de conmutación [J3, N1] y [J3, N2]. Realizamos un proceso similar
con el operador N2, y finalmente obtenemos que

N1|k, n1, n2, θ3⟩ = (n1 cos θ3 − n2 sin θ3)|k, n1, n2, θ3⟩, (1.191)
N2|k, n1, n2, θ3⟩ = (n1 sin θ3 + n2 cos θ3)|k, n1, n2, θ3⟩. (1.192)

Dado que θ3 es arbitrario, esto sugiere que existe un continuo de estados propios. Sin embargo,
las partículas sin masa no exhiben tal grado de libertad continuo, y por lo tanto, para cualquier
estado físico debemos tener n1 = n2 = 0. Finalmente, combinamos los resultados para obtener

WµWµ|k, σ⟩ = −ω2
(
n21 + n2

2

)
|k, σ⟩ = 0. (1.193)

Esto significa que solo podemos usar los valores propios del generador restante J3 para etiquetar
las representaciones de partículas sin masa. El grupo pequeño está dado simplemente por el grupo
SO(2), que describe rotaciones en un plano bidimensional. Podemos describir las rotaciones en dos
dimensiones,

Dh(θ) = e−ihθ. (1.194)
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Este es un elemento del grupo U(1), que es isomorfo al grupo SO(2); etiquetamos las representa-
ciones con h, que es el valor propio del operador J3.

J3|k, h⟩ = h|k, h⟩. (1.195)

Esto nos da el momento angular de espín en la dirección del movimiento de la partícula, que
es la helicidad. Así, las partículas sin masa tienen dos grados de libertad internos, los cuales se
etiquetan mediante las helicidades ±h. Se encuentra que h = 0,± 1

2 ,±1, . . . debido a la invariancia
θ → θ + 2π.

1.5. La contracción del grupo pequeño o little group contrac-
tion

1.5.1. La contracción de Inonu-Wigner
Nuevas álgebras de Lie pueden ser construidas a partir de viejas álgebras de Lie mediante un

proceso llamado Contracción. La contracción involucra re-parametrizar el espacio de parámetros
del álgebra de Lie en consideración, de tal forma que las propiedades de multiplicación del grupo
o las relaciones de conmutación en el álgebra de Lie se mantengan bien definidas incluso en algún
límite singular. En general, las propiedades del grupo de Lie original tienen límites bien definidos
en el grupo de Lie contraído. Por ejemplo, el espacio de parámetros para el grupo contraído esta
bien definido y es no compacto. Otras propiedades con límites bien definidos incluyen: Operadores
de Casimir, elementos de matriz de operadores, por mencionar algunos [75]. La contracción provee
relaciones limitadas entre funciones especiales en física matemática. En esta sección nos enfoca-
remos en una clase particular de contracciones conocida como la contracción de Inonu-Wigner [83].

En este proceso de contracción un nuevo conjunto de bases Yr es relacionado con el conjunto
de bases original Xi mediante un cambio de base el cual depende de un parámetro ϵ, es decir:

Yr =Mr
i(ϵ)Xi. (1.196)

Las constantes de estructura tienen las propiedades de transformación de un tensor siempre y
cuando la transformación de cambio de base sea no singular, el álgebra de Lie no cambia

Crs
t(ϵ) =Mr

i(ϵ)Ms
j(ϵ)Cij

k
(
M(ϵ)−1

)
k
t. (1.197)

Si la transformación es singular, las constantes de estructura Crs
t(ϵ) aun deberían de converger

hacia un límite bien definido.
Cl

rs(0) = ĺım
ϵ→0

Cl
rs(ϵ). (1.198)

Es común el caso en que las constantes de estructura existan y definan un álgebra de Lie que sea
diferente al original. Ahora vamos a meternos con los conceptos matemáticos. Si un álgebra de Lie
g tiene un sub-álgebra h y un sub espacio complementario p con relaciones de conmutación dados
de la siguiente manera g = h+ p:

a) [h, h] ⊆ h, (1.199)
b) [h, p] ⊆ p, (1.200)
c) [p, p] ⊆ h+ p, (1.201)

resulta que a) es una sub-álgebra y el inciso c) siempre se cumple. Entonces la contracción de
Inonu-Wigner de un álgebra de Lie g con el álgebra de Lie g′ involucra las siguiente transformación
de cambio de base (

h′

p′

)
=

(
Idim(h) 0

0 ϵIdim(p)

)(
h
p

)
, (1.202)

35



Aspectos básicos de álgebras de Lie en Física de Partículas
1.5 La contracción del grupo pequeño o little group contraction

donde dim(h) es la dimensión del subalgebra h. Las relaciones de conmutación de g′ están bien
definidas para cada valor de ϵ, incluso en el límite singular ϵ −→ 0:

[h′, h′] = [h, h] ⊆ h, (1.203)
[h′, p′] = [h, ϵp] = ϵ[h, p] = ĺım

ϵ→0
ϵp → p′, (1.204)

[p′, p′] = [ϵp, ϵp] = ϵ2[p, p] = ĺım
ϵ→0

ϵ2(h+ p) → 0, (1.205)

donde se ha usado las relaciones (1.199). En el límite cuando ϵ −→ 0, el álgebra contraída g′ es la
semi-suma directa del sub-álgebra original h y el sub-álgebra p, p′ es conmutativa y [h, p′] ⊆ p′ :

g = h+ p p → p′ = ϵp g′ = h+ p′,
[h, h] ⊆ h −→ [h, h] ⊆ h,
[h, p] ⊆ p −→ [h, p′] ⊆ p′,
[p, p] ⊆ h+ p −→ [p′, p′] = 0.

(1.206)

A continuación veremos algunos ejemplos de contracción entre grupos, nos interesan los grupos
que vimos en la subsección (1.4.1)

1.5.2. La contracción entre los grupos pequeño O(3) y el E(2)

La contracción entreO(2) y E(2) es bien conocida en la literatura [81, 83, 84, 85]. La manera mas
fácil de entender este proceso es considerando una esfera de radio muy grande y un área pequeña
alrededor del polo norte de ella. Esta área debería parecerse a una superficie plana, donde podemos
hacer transformaciones euclideas sobre esta superficie las cuales consisten en traslaciones a lo largo
de los ejes x y y y rotaciones alrededor de cualquier punto dentro de esta área. Aunque estrictamente
hablando, estas transformaciones euclideas son rotaciones del grupo SO(3) alrededor de los ejes
x y y, y alrededor del eje que hace un pequeño ángulo con respecto al eje z. Los generadores del
grupo O(3) satisfacen el álgebra de Lie que vimos en (1.93):

[Ji, Jj ] = iϵijkJk, (1.207)

donde Jz genera rotaciones alrededor el polo norte de la esfera, aquí Jx y Jy son matrices de 3× 3:

Jx =

 0 0 0
0 0 −i
0 i 0

 , Jy =

 0 0 i
0 0 0
−i 0 0

 . (1.208)

Para nuestro propósito, nos restringimos a una pequeña área cerca del polo norte donde el pará-
metro z es muy largo y es igual al radio de la esfera R, y x y y son muy pequeños en comparación
con el radio. De este modo, escribimos x

y
1

 =

 1 0 0
0 1 0
0 0 1/R

 x
y
z

 . (1.209)

El vector columna de la izquierda corresponde al vector de coordenadas del grupo E(2) y el vector
columna de la derecha al del grupo O(3), vamos a denotar a la matriz de la siguiente manera:

A =

 1 0 0
0 1 0
0 0 1/R

 , A−1 =

 1 0 0
0 1 0
0 0 R

 . (1.210)
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En el límite donde el radio R es largo, vamos a tener las siguientes relación de conmutación:

Jz = AJzA
−1, (1.211)

E1 = (1/R)AJyA
−1, (1.212)

E2 = −(1/R)AJxA
−1. (1.213)

Este procedimiento deja invariante Jz, pero a Jx y Jy los convierte en E1 y E2, cuyas matrices
vemos en (1.154). Por lo que, en términos de E1, E2 y Jz, las relaciones de conmutación para el
grupo O(3) dadas en (1.207) se convierten en

[Jz, E1] = iE2, (1.214)
[Jz, E2] = −iE1, (1.215)

[E1, E2] = −i(1/R)2Jz. (1.216)

En el límite en el que el radio R es muy largo, el conmutador [E1, E2] desaparece y entonces
recuperamos el álgebra de Lie del grupo E(2) dadas por (1.149). A esto le llamamos la contracción
en el grupo pequeño O(3) y el grupo pequeño E(2).

1.5.3. Contracción del grupo cilíndrico
El grupo cilíndrico lo describimos en la sección (1.4.1) en las relaciones (1.160). En este caso se

considera el radio de la esfera R mucho mas largo que el parámetro z, es decir, nos encontramos
en el cinturón ecuatorial de la esfera. Alrededor de este cinturón , x y y pueden ser escritos como

x = R cosϕ, y = R sinϕ. (1.217)

En su forma matricial, nos queda cosϕ
sinϕ
z

 =

 1/R 0 0
0 1/R 0
0 0 1

 x
y
z

 , (1.218)

para obtener el espacio vectorial para el grupo cilíndrico. La matrices de 3 × 3 de la expresión
(1.218) es proporcional a la inversa de la matriz A dada por (1.210). Entonces en el limite donde
R es muy largo se tiene lo siguiente

Jz = A−1JzA, (1.219)

Q1 = −(1/R)A−1JyA, (1.220)

Q2 = (1/R)A−1JxA, (1.221)

en términos de Jz, Q1 y Q2, las relaciones de conmutación para el grupo O(3) dadas por (1.207)
se convierten en

[Jz, Q1] = iQ2, (1.222)
[Jz, Q2] = −iQ1, (1.223)

[Q1, Q2] = −i(1/R)2Jz, (1.224)

el cual se convierte en el álgebra de Lie del grupo E(2) en el límite en el que R −→ ∞.

1.5.4. El grupo pequeño E(2) como el límite de masa cero del grupo
pequeño O(3) para partículas masivas

Si una partícula masiva está en reposo, la simetría del grupo es generado por los operadores
del momento angular J1, J2 y J3. Si la partícula se mueve a lo largo de la dirección z, entonces
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J3 se mantiene invariante y su eigenestado es la helicidad. Como vimos anteriormente en 1.5.2, los
generadores del grupo pequeño E(2) pueden reducirse a los generadores del grupo cilíndrico. El
grupo cilíndrico puede ser obtenido desde el grupo de las rotaciones en tres dimensiones mediante
el limite R −→ ∞. Por lo tanto, si los boosts en forma matricial toman una forma diagonal, como
en el caso de las matrices (1.209) y (1.218), podemos obtener los operadores N1 y N2 simplemente
aplicando un boost tanto a J2 como a J1, respectivamente a lo largo de la dirección en z. De hecho,
en el sistema de coordenadas del cono de luz, los boost toman la forma matricial siguiente

B(R) =


1/R 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 R

 , (1.225)

con

R =

(
1 + β

1− β

)1/2

, (1.226)

donde β es el parámetro de velocidad de la partícula. Bajo este boost, el operador J3 se mantiene
invariante

J ′
3 = BJ3B

−1 = J3. (1.227)

Aquí, los operadores J1 y J2 en el sistema de coordenadas del cono de luz, ((z − t)/
√
2, x, y, (z +

t)/
√
2), toman la forma matricial

J1 =
1√
2


0 0 −i 0
0 0 0 0
i 0 0 −i
0 0 i 0

 , (1.228)

J2 =
1√
2


0 i 0 0
−i 0 0 i
0 0 0 0
0 −i 0 0

 . (1.229)

Si hacemos un boost sobre esta partícula masiva a lo largo de la dirección z, los operadores J1 y
J2 se convierten en

J ′
1 = BJ1B

−1 =
1√
2


0 0 −i/R 0
0 0 0 0
iR 0 0 −i/R
0 0 iR 0

 , (1.230)

J ′
2 = BJ2B

−1 =
1√
2


0 i/R 0 0

−iR 0 0 i/R
0 0 0 0
0 −iR 0 0

 . (1.231)

Debido a la condición de Lorentz

∂

∂xµ
(Aµ(x)) = pµAµ(x) = 0, (1.232)

donde pµ = (ω, 0, 0, ω) y Aµ = (A0, A1, A2, A3), resulta que A0 = A3. Ya que la primera y cuarta
componente son iguales, los términos iR en la primera columna de (1.230) pueden ser despreciados.
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Por lo tanto, en el límite R −→ ∞, el cual es el límite de un momentun muy largo o grande,

N1 =
1√
2


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 i 0 0

 = −(1/R)J ′
2, (1.233)

N2 =
1√
2


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 i 0

 = (1/R)J ′
1, (1.234)

1.6. Espinores

Los espinores son objetos matemáticos parecidos a los tensores que permiten un tratamiento
más general de la noción de invarianza bajo rotaciones y Lorentz boost [77]. Para cada tensor de
rango k corresponde un espinor de rango 2k, y algunos tipos de tensores pueden ser asociados con
un espinor del mismo rango. Por ejemplo, un cuadri-vector general correspondería a un espinor
hermitiano de rango 2k, el cual puede ser representado por una matriz hermitiana de 2 × 2 de
números complejos. Un vector nulo puede también ser asociado con un espinor de rango 1, el
cual puede ser representado por un vector complejo con dos componentes. Los espinores pueden
ser usados sin la necesidad de referirnos a la relatividad especial, pero estos aparecen de forma
natural cuando hablamos del grupo de Lorentz. Un ingrediente importante en física teórica son
los espinores que son objetos matemáticos que se transforman bajo el grupo de Lorentz [77].
Históricamente, los espinores fueron creados por E. Cartan en 1913 [79]. Posteriormente personajes
como P. Dirac, W. Pauli y E. Majorana introdujeron los espinores a la física teórica [86, 87],
así como H. Weyl y B. L. van der Waerden hicieron contribuciones matemáticas importantes
que permitieron el desarrollo del análisis espinorial. Por su parte, B.L. van der Waerden fue el
primero en introducir la notación de índices punteados y no punteados para las representaciones
irreducibles del grupo de Lorentz. Actualmente a estas representaciones se les conocen como
espinores de Weyl-van der Waerden [88, 89].

Los espinores encontraron su lugar en la física cuando se descubrió que los electrones y otras
partículas tenían una tipo de momento angular intrínseco llamado espín, y el comportamiento de
este momento angular es correctamente descrito por las matemáticas descubiertas por Cartán.
Pauli formalizó esta conexión en un contexto no relativista, bajas velocidades, modelando el espín
del electrón usando un espinor complejo de dos componentes e introduciendo sus matrices de Pauli.
Entonces para encontrar una descripción consistente del electrón usando la mecánica cuántica y los
requerimientos de la covarianza de Lorentz, Paul Dirac encontró que combinando las matemáticas
de los espinores con la mecánica cuántica de las funciones de onda describiría correctamente el
comportamiento del electrón, de este modo Dirac introduce un vector complejo de cuatro compo-
nentes llamado ahora espinor de Dirac, que físicamente predice la existencia de la antimateria. Los
espinores que nos interesan aquí son campos evaluados en el espacio tiempo.

1.6.1. Dirac, Majorana y de Weyl

Los campos que nos interesan se pueden escribir de la siguiente manera

ψR(x) =

(
ψ1(x)

ψ2(x)

)
−→

(
0,

1

2

)
, (1.235)

ψL(x) =

(
ψ1(x)

ψ2(x)

)
−→

(
1

2
, 0

)
. (1.236)
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Vamos a escribir una lagrangiana que sea invariante de Lorentz para estos campos con los correctos
grados de libertad que son dos. La más simple lagrangiana que cumpla tal fin sería

(ψR)
† □ψR +m2 (ψR)

†
ψR.

Sin embargo, usando transformaciones infinitesimales vemos que estos términos no son invariantes
de Lorentz

δ
(
ψ†
RψR

)
=

1

2
ψ†
R [(iθi + ϕi)σiψR] +

1

2

[
ψ†
R (−iθi + ϕi)σi

]
ψR

= ϕiψ
†
RσiψR ̸= 0.

Esta es la manifestación del hecho de que la representación es no unitaria debido a que el generador
del boost es anti-hermitiano. Si consideramos dos campos ψR y ψL, podemos escribir términos como
ψ†
LψR. Bajo transformaciones infinitesimales de Lorentz, se tiene

δ
(
ψ†
LψR

)
=

[
ψ†
L

1

2
(−iθi − ϕi)σ

†
i

]
ψR + ψ†

L

[
1

2
(iθi + ϕi)σiψR

]
= 0,

después de esto se necesita agregar la conjugada hermitiana para obtener un término de la lagran-
giana real, por lo que se encuentra

Lmasa de Dirac = m
(
ψ†
LψR + ψ†

RψL

)
,

que es real e invariante de lorentz para cualquier masa m. Esta combinación es bilineal en los
campos pero carece de derivadas, por lo que este tipo de términos se les conoce como términos
de masa, en este caso es el término de masa de Dirac. Una teoría con este tipo de términos en su
lagrangiana no tendría dinámica. Un término de cinemática sería

L = ψ†
L□ψR + ψ†

R□ψL,

el cual es invariante de Lorentz y real, de un par de escalares si usamos las definiciones dadas por
(1.235) y (1.236). Sin embargo, no es suficiente para declarar las propiedades de la transformación
de Lorentz. De la misma manera en que un campo vectorial Aµ esta compuesto por cuatro escalares
hasta que lo contraemos con la parcial ∂µ en la lagrangiana como en el término (∂µAµ)

2 de F 2
µν .

Para proceder, miremos el término ψ†
RσiψR el cual transforma como

δ
(
ψ†
RσiψR

)
=

1

2
ψ†
Rσi [(iθj + ϕj)σjψR] +

1

2

[
ψ†
R (−iθj + ϕj)σj

]
σiψR

=
ϕj
2
ψ†
R (σiσj + σjσi)ψR +

iθj
2
ψ†
R (σiσj − σjσi)ψR

= ϕiψ
†
RψR − θjεijkψ

†
RσkψR,

hemos encontrado que

δ
(
ψ†
RψR, ψ

†
RσiψR

)
=
(
ϕiψ

†
RσiψR, ϕiψ

†
RψR − εijkθjψ

†
RσkψR

)
,

el cual tiene la forma exacta de cómo se transforma un vector

δ (V0, Vi) = (ϕiVi, ϕiV0 − εijkθjVk) .

Entonces, si V µ
R =

(
ψ†
RψR, ψ

†
Rσ⃗ψR

)
es un cuadri-vector, por lo tanto

ψ†
R∂tψR + ψ†

R∂jσjψR
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es invariante de Lorentz, la relación ∂t

[
ψ†
RψR

]
+ ∂j

[
ψ†
RσjψR

]
también lo es, pero no es un buen

candidato para ser un espinor en la lagrangiana, ya que es una derivada total. Similarmente

δ
(
ψ†
LψL,−ψ†

LσiψL

)
=
(
−ϕiψ†

LσiψL, ϕiψ
†
LψL + εijkθjψ

†
LσkψL

)
,

entonces ( ψ†
LψL,−ψ†

LσiψL ) transforma como vector y la combinación ψ†
L∂tψL − ψ†

L∂jσjψL es
invariante de Lorentz. Usando las definiciones (1.17) podemos escribir todos los invariantes de
Lorentz que hemos visto hasta ahora como

L = iψ†
Rσµ∂µψR + iψ†

Lσ̄µ∂µψL −m
(
ψ†
RψL + ψ†

LψR

)
,

donde se agregó un factor i para hacer la lagrangiana hermitiana:(
iψ†

Rσµ∂µψR

)†
= −i

(
∂µψ

†
R

)
σµψR = iψ†

Rσµ∂µψR,

donde se ha integrado por partes y usado que σ†
µ = σµ. De esta manera combinamos los dos

espinores ψR y ψL dentro de un objeto de cuatro componentes conocido como espinor de Dirac:

ψ =

(
ψL

ψR

)
.

Si también definimos
ψ̄ =

(
ψ†
R ψ†

L

)
, (1.237)

y usando las matrices de Dirac o γ-matrices en la representación de Weyl

γµ =

(
0 σµ

σ̄µ 0

)
, γ0 =

(
0 1
1 0

)
, γi =

(
0 σi

−σi 0

)
, (1.238)

del álgebra de Clifford se tiene que

γ0γi = −γ0γi =
(

−σi 0
0 σi

)
. (1.239)

También existe la representación de Dirac y de Majorana, en el Apéndice (G) mostramos cómo ir
de una a otra.

La lagrangiana que se obtiene es

L = ψ̄ (iγµ∂µ −m)ψ, (1.240)

el cual se le conoce cómo lagrangiana de Dirac. Por otro lado, en teorías como electrodinámica
cuántica se necesita solamente un electrón el cual es eficientemente descrito por la representación
reducible de Dirac

(
1
2 , 0
)
⊕
(
0, 12

)
del grupo de Lorentz. En otras teorías como el Modelo Estándar

o teorías supersimétricas, los espinores que no son de Dirac son frecuentes, estos son los espinores
de Majorana y de Dirac los cuales introducen una notación muy eficiente. Hay otras maneras de
obtener invariantes de Lorentz fuera de ψR y ψL. La transformación de Lorentz

δψR =
1

2
(iθj + ϕj)σjψR, δψ†

R =
1

2
(−iθj + ϕj)ψ

†
Rσj ,

implica que el candidato natural para ser un término de masa mψ†
RψR no es invariante bajo boost:

δ
(
ψ†
RψR

)
= ϕjψ

†
RσjψR ̸= 0.

41



Aspectos básicos de álgebras de Lie en Física de Partículas
1.6 Espinores

Resulta que hay una cantidad bilineal diferente que si es invariante de Lorentz:

LMaj = ψT
Rσ2ψR. (1.241)

Este término es conocido como la masa de Majorana. Para ver la invarianza de Lorentz veamos
que las matrices de Pauli formadas por (1.17), la primera y tercera matriz son reales, mientras que
la segunda matriz es imaginaria. Esto implica

σ⋆
1 = σ1, σ⋆

2 = −σ2, σ⋆
3 = σ3,

σT
1 = σ1, σT

2 = −σ2, σT
3 = σ3,

(1.242)

entonces

σT
1 σ2 = σ1σ2 = −σ2σ1, (1.243)

σT
3 σ2 = σ3σ2 = −σ2σ3, (1.244)

σT
2 σ2 = −σ2σ2, (1.245)

implica que
σT
j σ2 = −σ2σj ,

y por lo tanto

δ
(
ψT
Rσ2

)
=

1

2
(iθj + ϕj)ψ

T
Rσ

T
j σ2 =

1

2
(−iθj − ϕj)

(
ψT
Rσ2

)
σj .

Combinando este término con el de la transformación derecha ψR (1.6.1), vemos que (1.241) es
invariante de Lorentz. Usando la segunda matriz de Pauli (1.17) el término de masa de Majorana
se puede expandir como

ψT
Rσ2ψR =

(
ψ1 ψ2

)( 0 −i
i 0

)(
ψ1

ψ2

)
= −i (ψ1ψ2 − ψ2ψ1) . (1.246)

Por lo tanto, se ha demostrado que ψ1ψ2−ψ2ψ1 es invariante de Lorentz. Usualmente esta expresión
se escribe como

ψ1ψ2 − ψ2ψ1 = ψaψbεab, (1.247)

donde

εab =

(
0 1
−1 0

)
. (1.248)

Aquí ϵ es el mismo que dedujimos en la sección (1.3), así evitamos poner un σ2. Aunque existe
un problema: si las componentes del fermión conmutan entonces ψ1ψ2 − ψ2ψ1 = 0, para masas
de Majorana son no triviales, las componentes fermionicas pueden no ser número regulares, por el
contrario deben ser números que anticonmutan. Tales números deben ser números de Grassmann
que satisfacen un álgebra de Grassmann. Por último pero no menos importante están los espino-
res de Weyl, estos objetos corresponden a la representación irreducible del grupo de Lorentz, es
conveniente tener una notación adecuada para construir productos y contracciones de espinores de
Weyl solamente, esta notación es muy útil en muchos contextos tanto en teorías de norma como
en supersimetría. También esta relacionado con el formalismo de los espinores de helicidad que
veremos en el capítulo 3. Se denota como ψ para el espinor izquierdo y como ψ̃ para el espinor
derecho. Se indexan los espinores de Weyl como ψa para el espinor izquierdo y para el derecho con
índice punteados ψ̃ȧ. Un espinor de Dirac se puede escribir cómo

ψ =

(
ψα

ψ̃β̇

)
. (1.249)
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Convencionalmente, los espinores izquierdos y anti-espinores derechos tienen superindice no pun-
teado y los espinores derechos y anti-espinores izquierdos tienen subíndices punteado. El tensor
ϵ dado por (1.121) sirve para los espinores de Weyl como lo hace gµν para los tensores, siempre
podremos contraer espinores para formar combinaciones de invariantes de Lorentz con el tensor ϵ.
Sin embargo, tenemos que ser cuidadosos subiendo y bajando índices, ya que

ψaχa = εabεacψbχ
c = −εbaεacψbχ

c = −δbcψbχ
c = −ψbχ

b. (1.250)

Parece que la posición de los índices hace las que las cosas sean más desordenadas pero en realidad
hace las cosas más sencillas ya que los espinores anti-conmutan. Podemos definir el producto interno
entre dos espinores izquierdo como

ψχ ≡ ψaχ
a = ψaε

abχb = −χbε
abψa = χbε

baψa = χaψ
a = χψ,

por lo tanto el producto es simétrico. Notar que ψψ ̸= 0 aunque ψαψα = 0. Para los espinores
derechos la historia es similar

ψ̃χ̃ = ψ̃ȧχ̃ȧ = −χ̃ȧψ̃
ȧ = χ̃ȧψ̃ȧ = χ̃ψ̃.

el cual también es simétrico. Para los espinores de Weyl las matrices de Pauli reemplazan a las
matrices γ de Dirac. Dos relaciones muy útiles para hacer álgebra con los espinores son

gµνσ
µ
αα̇σ

ν
ββ̇

= 2εαβεα̇β̇ (1.251)

εαβεα̇β̇σ
µββ̇ = σ̄µ

α̇α. (1.252)

1.7. La ecuación de Dirac
En Teoría Cuántica de Campos podemos describir matemáticamente partículas con o sin masa

mediante espinores, usualmente se ven tres tipos: el espinor de Dirac el cual es un vector renglón o
columna de cuatro componentes que se transforma bajo el grupo de Lorentz y satisface la ecuación
de Dirac, el espinor de Majorana que también es un vector de cuatro componentes muy utilizado
para estudiar neutrinos ligeros en extensiones del Modelo Estándar [78], y los espinores de Weyl
que son vectores de dos componentes comúnmente utilizados en teorías supersimétricas [90]. Por
ejemplo el espinor de Dirac se puede escribir de la siguiente manera. Se denota en mayúscula Ψ a
un espinor de cuatro componentes y en minúscula ψ a un espinor de dos componentes:

ΨD = ΨL +ΨR, (1.253)

con

ΨL =

(
λa
0

)
, ΨR =

(
0
χ̃ȧ

)
, (1.254)

donde a = 1, 2 y ȧ = 1̇, 2̇. Estos índices no punteados y punteados se le conoce como notación
de van der Waerden. Los espinores λa y χ̃ȧ son de dos componentes, y se les conocen como
espinores de Weyl, los cuales serán los protagonistas en el capítulo 3. En el tema de amplitudes
sólo nos interesan los espinores de Weyl, estos también reciben los nombres de espinores izquierdos
o derechos, veremos a continuación cómo se transforman bajo el grupo de Lorentz.

1.7.1. Representaciones
Se puede ver en (1.207), bajo la conmutación, las rotaciones tienen un álgebra de Lie cerrada,

en el caso de los boost no, ya que nos da una rotación. Para resolver esto, se definen las siguientes
combinaciones lineales de generadores:

Ai =
1

2
(J i + iKi), Bi =

1

2
(J i − iKi), (1.255)
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estas expresiones satisfacen las relaciones de conmutación siguientes:

[Ai, Aj ] = iϵijkAk, [Bi, Bj ] = iϵijkBk, [Ai, Bj ] = 0, (1.256)

tanto A como B generan un grupo SU(2). El grupo de Lorentz es esencialmente SU(2)× SU(2).
En otras palabras, una representación del grupo SO(1, 3) está caracterizado por el doblete (j, j′),
donde j corresponde al SU(2) generado por A y j′ al generado por B. La representación dada por
(j, j′) = (0, 0) es la más pequeña del grupo de Lorentz el cual consiste de matrices de 1 × 1 que
actúan sobre escalares. Esta describe objetos que no cambian bajo las transformaciones de Lorentz.
La siguiente representación es la ( 12 , 0) conocida como representación izquierda, donde sólo se usan
los generadores Ai, esto implica en (1.255) que J i = iKi = 1

2σ
i. Ya que los generadores Ai son las

representaciones j = 1
2 de SU(2); estos tienen que ser iguales a las matrices de Pauli. Los Ai ahora

van a ser matrices de 2× 2. Las transformaciones en esta representación son:

R(θ) = eiθ·J = eiθ·
σ
2 , B(ϕ) = eiϕ·K = eiϕ·

σ
2 . (1.257)

La siguiente es la representación (0, 12 ) conocida como derecha. Ahora solo los generadores Bi

son usados, lo que implica en (1.255) que J i = 1
2σ

i y Ki = i 12σ
i. Las transformaciones en esta

representación son:
R(θ) = eiθ·J = eiθ·

σ
2 , B(ϕ) = eiϕ·K = e−ϕ·σ2 . (1.258)

Se puede ver en las ecuaciones (1.257) y (1.258) que ambas representaciones son idénticas bajo
rotaciones pero diferentes bajo boost1. Debido a esto se tienen dos tipos diferentes de espinores,
denominados como espinor izquierdo (ψL = λa), y espinor derecho (ψR = χ̃ȧ), los cuales son de
dos componentes. Este tipo de representaciones se les conoce como espinoriales. Las representa-
ciones izquierda y derecha están relacionadas entre sí, resulta que son conjugadas una de la otra,
para ver esto se define ψL = iσ2ψ∗

L, con σ2 como la segunda matriz de Pauli, entonces bajo las
transformaciones de rotación (1.257) se tiene:

ψ
′
L = iσ2(ψ′

L)
∗ = iσ2(ei

1
2 θ·σψL)

∗ (1.259)

= iei
1
2 θ·σψL, (1.260)

y bajo las transformaciones de boost (1.257):

ψ
′
L = iσ2(ψ′

L)
∗ = iσ2(ei

1
2ϕ·σψL)

∗ (1.261)

= e−
1
2ϕ·σψL, (1.262)

donde se han utilizado las identidades (iσ2)σ∗(−iσ2) = −σ y (−iσ2)(iσ2) = 1. Vemos que ψL

justamente se transforma en la representación derecha. Ahora, sea ψR = iσ2ψ∗
R, entonces bajo las

transformaciones de rotación (1.258) se tiene:

ψ
′
R = iσ2(ψ′

R)
∗ = iσ2(ei

1
2 θ·σψR)

∗ (1.263)

= ei
1
2 θ·σψR, (1.264)

y bajo las transformaciones de boost (1.258):

ψ
′
R = iσ2(ψ′

R)
∗ = iσ2(e−i 1

2ϕ·σψR)
∗ (1.265)

= e
1
2ϕ·σψR. (1.266)

Vemos que ψR = iσ2ψ∗
R se transforma en la representación izquierda, esto nos dice que ψL = ψR y

ψL = ψR. Podemos saber las propiedades que tiene iσ2 utilizando la notación de Van der Wardeen,
1Estas representaciones ahora son matrices de 2 × 2 que actúan sobre un vector de dos componentes llamado

espinor.
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si escogemos superíndices no punteados al hacer rotaciones alrededor del eje x, siendo estas matrices
de 2× 2 se tiene:

(iσ2)′ab = (Rx)
a
c (Rx)

b
d(iσ

2)cd = (iσ2)ab, (1.267)

y bajo un boost se transforma como:

(iσ2)′ab = (Bx)
a
c (Bx)

b
d(iσ

2)cd = (iσ2)ab, (1.268)

resulta que (iσ2)ab es un invariante bajo las transformaciones de Lorentz en la representación
espinorial. Por esta razón iσ2 suele llamarse el espinor métrico, de este modo podemos usarlos
para bajar y subir índices espinoriales que se transforman bajo la representación espinorial de
Lorentz. Más adelante usaremos la siguiente notación para:

(iσ2)ab =

(
0 1
−1 0

)
= ϵab. (1.269)

Debido a que iσ2 es real, este objeto no cambia bajo conjugación compleja, entonces los valores
punteados son iguales a los no punteados, por lo que

(iσ2)ab = (iσ2)ȧḃ = −(iσ2)ab = −(iσ2)ȧḃ. (1.270)

Con toda esta información, resulta que tenemos cuatro tipos diferentes de espinores con superín-
dices y subíndices, punteados y no punteados, esto es:

ψL = ψa, ψ
∗
L = ψȧ, ψR = ψȧ, ψ∗

R = ψa. (1.271)

Por último, tenemos la representación ( 12 ,
1
2 ). Debido a que A y B conmutan, el estado tiene dos ín-

dices: uno punteado, indicando que se transforma bajo la representación derecha y uno no punteado
que se transforma bajo la representación izquierda de SU(2). El estado en esta representación va
a estar caracterizado por Pȧb, el cual tiene un total de cuatro componentes que se interpreta como
una matriz compleja hermitiana de 2× 2, también se puede escribir en términos de las matrices de
Pauli de la siguiente manera:

Pȧb = pµ(σ̄
µ)ȧb =

(
t+ z x− iy
x+ iy t− z

)
, (1.272)

cuyo determinante resulta ser
det(Pȧb) = t2 − x2 − y2 − z2, (1.273)

con σ̄µ = (σ0,−σ⃗i) = (1,−σ1,−σ2,−σ3)2 y el vector pµ = (t, x, y, z). Más adelante veremos que la
expresión (1.272) nos permitirá re-parametrizar el momento de cualquier partícula sin masa como
el producto de dos espinores de Weyl, esta descripción es clave en el método de amplitudes. Por
otro lado, si tomamos la transpuesta de (1.272), se tiene que (Pȧb)

T = Pbȧ = (Pȧb)
∗. Vemos que la

conjugación compleja tiene el efecto de cambiar índices punteados y no punteados. Considerando
una transformación de Lorentz sobre (1.272) a primer orden utilizando (1.258) para las transfor-
maciones derechas (punteadas) y (1.257) para las transformaciones izquierdas (no punteado), lo
que da lugar a lo siguiente:

P ′
ċd = (e

i
2 θ·σ−

1
2ϕ·σ)ȧċ (e

i
2 θ·σ+

1
2ϕ·σ)bdPȧb

= (1+
i

2
θ · σ − 1

2
ϕ · σ)ȧċ (Pȧb)(1+

i

2
θ · σ +

1

2
ϕ · σ)bd. (1.274)

Entonces ( 12 ,
1
2 ) es la representación vectorial fundamental del grupo de Lorentz SO(1, 3). Las

transformaciones en (1.274) dejan invariante el determinante de Pȧb.
2De aquí en adelante usaremos la notación 1, para referirnos a la matriz identidad de 2 × 2, también tomamos

el tensor métrico de Minkowski con signatura −2, es decir, gµν = (1,−1,−1,−1).
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1.7.2. Ecuación de Dirac y espinores de Weyl
En esta sección vamos a ver la relación que hay entre los espinores de helicidad y los espinores de

Weyl, lo que nos va a permitir tener propiedades interesantes y hacer cálculos de procesos físicos
eficientemente. Empecemos por ver algunos detalles de la ecuación de Dirac, cuando tenemos
fermiones sin masa es conveniente usar la representación de Weyl o quiral, donde las matrices de
Dirac tienen la forma dada por (1.238). La expresión que vamos a estudiar es:

(γµpµ −m)u = 0, (1.275)

la cual se obtiene a partir de (1.240). Donde u es el espinor de Dirac de cuatro componentes en el
espacio de momentos que describe a las partículas. El espinor v, también de cuatro componentes,
describe a las anti-partículas y satisface una ecuación similar, en el Apéndice (G) mostramos este
tipo de soluciones de la ecuación de Dirac. La forma explicita de estos espinores en la representación
de Weyl es la siguiente [78]:

u(p⃗, s = ±) =

( √
p · σλ±√
p · σ̄λ±

)
; (1.276)

v(p⃗, s = ±) =

( √
p · σχ±

−
√
p · σ̄χ±

)
. (1.277)

En coordenadas esféricas se tiene que

λ+ =

(
cos θ

2

sin θ
2e

iϕ

)
, λ− =

(
sin θ

2

− cos θ
2e

iϕ

)
, (1.278)

χ+ =

(
− sin θ

2e
−iϕ

cos θ
2

)
, χ− =

(
cos θ

2e
−iϕ

sin θ
2

)
.

En la base de helicidades, los espinores u y v se convierten en espinores de helicidad:

u±(p) =

√
E +m

2

(
κ±λ±
κ∓λ±

)
; (1.279)

v±(p) =

√
E +m

2

(
κ∓χ±
−κ±χ±

)
, (1.280)

donde
κ± = 1∓ p

E +m
, (1.281)

con p la magnitud del tri-momento. Para el espinor u = (uL, uR)
T , la ecuación de Dirac en forma

matricial bajo la representación de Weyl es:(
−mI (E − p⃗ · σ⃗)

(E + p⃗ · σ⃗) −mI

)(
uL
uR

)
= 0, (1.282)

desarrollando (1.282) explícitamente, se tiene el siguiente sistema de ecuaciones acopladas

(E − p⃗ · σ⃗)uR = uL ×m, (1.283)

(E + p⃗ · σ⃗)uL = uR ×m, (1.284)

cuando m = 0, estas ecuaciones se desacoplan y tenemos las ecuaciones de Weyl. Para descomponer
cualquier espinor de Dirac u de cuatro componentes en espinores de Weyl de dos componentes, se
definen los operadores de proyección quirales PL y PR:

PR =
1

2
(1 + γ5), PL =

1

2
(1− γ5). (1.285)
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En el Modelo Estándar, la matriz γ5 está relacionada con el concepto de quiralidad, los eigenestados
de esta matriz se les conoce como estados de quiralidad. Al considerar el límite ultra-relativista
(Eˇm), donde las energías de las partículas se consideran mucho más grandes que sus masas, y por
lo tanto hacer m = 0, los espinores de helicidad u± y v± serán eigenestados de la matriz γ5 y los
eigenestados de quiralidad tendrán eigenvalor de helicidad. Por lo que podemos describir partículas
fermiónicas sin masa y con helicidad mediante los espinores de Weyl. Por otro lado, los operadores
de proyección satisfacen que PR + PL = 1, PRPR = PR, PLPL = PL y PLPR = 0. Los estados de
quiralidad bajo los operadores de proyección cumplen que

PRuR = uR, PRuL = 0, PRvR = 0, PRvL = vL, (1.286)
PLuR = 0, PLuL = uL, PLvR = vR, PLvL = 0.

Ya que los operadores (1.285) proyectan estados quirales, entonces cualquier espinor u se puede
descomponer como

u =

(
PLu
PRu

)
=

(
uL
0

)
+

(
0
uR

)
(1.287)

=
1

2
(1− γ5)u+

1

2
(1 + γ5)u,

lo que equivale a escribir u = uL + uR. Los eigenestados quirales uL y uR también son conocidos
como espinores de Weyl o campos de Weyl de dos componentes. La relación que hay entre los
espinores de helicidad y los espinores de Weyl se manifiesta cuando se descompone la forma general
de los espinores de helicidad en sus componentes quirales. Por ejemplo, tomemos el espinor de
helicidad derecho u+, se puede reescribir como:

u+(p) = N

(
κ+λ+
κ−λ+

)
, (1.288)

donde N =
√

E+m
2 , usando el efecto que tienen los operadores (1.285) sobre los espinores, se ve

que

PRu+(p) = PRuR =
1

2
(1 + γ5)uR. (1.289)

Usando la expresión (1.287) se tiene

PRuR =
1

2
(1 + γ5)N

(
κ+λ+
κ−λ+

)
= N

(
0

κ−λ+

)
= uR. (1.290)

Para PLu+(p) = PLuR = 0, entonces solo tenemos componente derecha para el espinor de helicidad
positiva. Ya que

κ− = 1 +
p

E +m
, (1.291)

al considerar que la masa tiende a cero, entonces p = E, por lo tanto κ− = 2 y N =
√
E/2, dando

como resultado que N × κ− =
√
2E. Desarrollando las mismas operaciones algebraicas al resto de

espinores de helicidad y considerando que la masa tiende a cero, se tiene finalmente

uR(p) =
√
2E

(
0
λ+

)
, uL(p) =

√
2E

(
λ−
0

)
, (1.292)

vR(p) =
√
2E

(
χ+

0

)
, vL(p) =

√
2E

(
0

−χ−

)
.

Los eigenestados de helicidad van a ser equivalentes a los eigenestados quirales únicamente en el
límite ultra-relativista, es decir, cuando la energía de las partículas es mucho mayor a la de sus
masas, por lo que las expresiones definidas en (1.278) se les conoce con la etiqueta de espinores de
Weyl, los cuales serán los protagonistas en el método de amplitudes que veremos mas adelante en
el capítulo 3.
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Capítulo 2

Teoría de perturbaciones en Física de
Partículas y Gravedad

¿El propósito de la física teórica es
simplemente catalogar todo lo que puede
ocurrir cuando las partículas interactúan
entre sí y se separan?
¿O se trata de una comprensión a un
nivel más profundo, donde existen
elementos que no son directamente
observables (como los campos cuantizados
subyacentes), pero en función de los
cuales tendremos una comprensión más
fundamental?

Julian Schwinger, Premio Nobel de Física
1965

Quantum Mechanics: Symbolism of
Atomic Measurements, p.25, Springer

Science and Business Media

Para describir las leyes de la naturaleza, se necesita introducir el concepto de campo, es decir
el campo del electrón, el campo del quark, el campo del gluón, el campo del Higgs, los campos de
los bosones W y Z, etcétera. Hay un campo asociado a cada tipo de partícula fundamental que
aparece en la naturaleza [4, 78, 91, 92, 93]. ¿Porqué Teoría Cuántica de Campos?, bueno en física
clásica una de las primeras razones para introducir el concepto de campo es para construir leyes de
la naturaleza que son locales, es decir lagrangianas que dependen de coordenadas espaciales y sus
respectivas derivadas. Las leyes de Coulomb y Newton involucran el concepto de acción a distancia,
esto significa que la fuerza que siente un electrón o un planeta cambia inmediatamente si un protón
o una estrella se mueve. Está situación resultó filosóficamente insatisfactoria y más importante,
estaba equivocada experimentalmente. Maxwell y Einstein remediaron esta situación con todas las
interacciones mediadas por un campo local. El requerimiento de localidad se mantiene como una
fuerte motivación para estudiar teorías de campos en el mundo cuántico. Sin embargo, hay muchas
razones para tratar el campo cuántico cómo fundamental. Una de ellas es que la combinación de la
mecánica cuántica y la relatividad especial implica que el número de partículas es no conservado.
Las partículas no son objetos indestructibles, ellos sea pueden crear y destruir. Paul Dirac fue el
primero en entender cómo la relatividad implica la necesidad de antipartículas. Si consideramos
una partícula de masa m atrapado en una caja de tamaño L, entonces el principio de incertidumbre
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de Heisenberg nos dice que el momento es ∆p ≥ ℏ/L, y para la energía hay una incertidumbre de
∆E ≥ ℏc/L. Sin embargo, cuando la incertidumbre en la energía excede el límite de ∆E = 2mc2,
entonces se cruza la barrera para hacer aparecer partículas y antipartículas desde el vacío. Se sabe
que el par partícula antipartícula se vuelve importante cuando una partícula de masa m se localiza
dentro de una distancia del orden

λ =
ℏ
mc

. (2.1)

La longitud λ es conocida como la longitud de onda de Compton, a distancias más pequeñas que
la de Compton resulta que hay una gran probabilidad de detectar pares partícula antipartícula del
enjambre que rodea la partícula original. Esta longitud siempre es más pequeña que la longitud
de onda de de Broglie λdB = h/|p⃗|. La longitud de onda de de Broglie es la distancia donde
la naturaleza de la función de onda se hace evidente mientras que la longitud de Compton es
la distancia donde el concepto de partícula puntual solitaria se rompe completamente. Cuando
entramos al régimen relativista se necesita un nuevo formalismo que nos permita tratar los estados
con un número no especificado de partículas, ese formalismo es teoría cuántica de campos.
¿Qué es la Teoría Cuántica de Campos? Como el nombre lo dice, es la cuantización de los campos
clásicos tal como el campo electromagnético. Los grados de libertad básicos en teoría cuántica de
campos son operadores que son funciones del espacio tiempo, esto significa que estamos manejando
un número infinito de grados de libertad, al menos uno por cada punto en el espacio. Resulta que
las posibles interacciones en teoría cuántica de campos son gobernados por un puñado de principios
básicos, estos son: localidad, simetrías y el grupo de renormalización haciendo que la teoría sea un
marco robusto para describir leyes de la naturaleza en cualquier sistema relativista. Teoría cuántica
de campos tiene un mayor impacto en materia condensada, física de altas energías, cosmología,
gravedad cuántica y matemáticas puras. En la naturaleza hay tres constantes fundamentales; la
velocidad de la luz c, la constante de Planck (divido por 2π) ℏ y la constante de Newton G. Las
cuales tienen dimensiones de

[c] = LT−1, [ℏ] = L2MT−1, [G] = L3M−1T−2. (2.2)

Por convención se escoge c = ℏ = 1, lo que permite expresar todas las cantidades en términos de
una simple escala, la masa m o equivalentemente, la energía E, ya que E = mc2 se convierte en
E = m. La elección usual para las unidades de energía es el eV (electrón-voltio) o más seguido es
el 1 GeV = 109 eV y el 1 TeV = 1012 eV. La dimensión de una cantidad se define en términos de
masa, si la cantidad X tiene dimensiones de (masa)d entonces escribimos [X] = d, en particular
la constante de Newton G tiene dimensiones [G] = −2 y define una escala de masa

G =
ℏc
M2

p

=
1

M2
p

, (2.3)

donde Mp ≈ 1019 GeV es la escala de Planck, el cual corresponde a una longitud de lp ≈ 10−33 cm,
se cree que la escala de Planck es la longitud más pequeña donde la física hace sentido, más allá de
este límite los efectos de gravedad cuántica se vuelven importantes y no está claro si el concepto de
espacio tiempo sigue siendo válido. La longitud más larga de la que podemos hablar es el tamaño
del horizonte cosmológico, aproximadamente 1060lp.
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Longitud

Energía

10−33 eV Universo observable ≈ 20 billones de años luz

La Tierra 1010 cm

10−3 eV Constante cosmológica

Átomos 10−8cm

1011 − 1012 eV ≈ 1 TeV LHC

Escala de Planck 10−33cm1028eV ≈ 1019GeV

Figura 2.1: Escalas de energía en el universo.

Algunas escalas útiles en el universo se muestran en la Figura 2.1. Se espera que el modelo
estándar de las partículas elementales es válido hasta la escala de energía O(TeV). Este es pre-
cisamente el régimen de energías que se está probando actualmente en el Gran Colisionador de
Hadrones (LHC, por sus siglas en inglés) en el CERN. Se cree que el marco de la teoría cuántica
de campos continuará siendo válido hasta escalas de energía ligeramente por abajo de la escala de
Planck. Se muestran algunas de las masas aproximadas de partículas elementales y no elementales
en la Tabla 2.1

Partículas masas
Neutrinos ∼ 10−2eV
Electrón 0.5 MeV
Muon 100 MeV
Piones 140 MeV

Protón, Neutrón 1 GeV
Tau 2 GeV

Bosones W , Z 80− 90GeV
Bosón de Higgs 125 GeV

Tabla 2.1: Tabla de masas
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2.1. Amplitudes de dispersión
La teoría cuántica de campos se ha destilado en una serie de operaciones conocidas en la

comunidad como reglas de Feynman. Estas reglas pueden ser pensadas como una receta para
describir de todas las maneras posibles procesos de dispersión en teoría cuántica de campos y
están incorporados dentro de una forma pictórica conocidos hoy en día como los diagramás de
Feynman. El propósito de estas secciones es desarrollar las reglas de Feynman y mostrar cómo
construir diagramás de Feynman y luego calcular amplitudes de dispersión con estas reglas.

2.1.1. La matriz S

En mecánica cuántica se hacen predicciones experimentales mediante el calculo de la amplitud
de probabilidad de que un proceso puede ocurrir. Este hecho se mantiene verdadero en teoría
cuántica de campos, donde se calculan amplitudes para la interacción de partículas tales como
decaimiento o procesos de dispersión. La principal herramienta para hacer posible estos cálculos
es conocido como la matriz S. Cualquier proceso físico puede ser considerado como una transición
de un estado inicial |i⟩ = |α (t0)⟩ hacia un estado final denotado por |f⟩ = |α(t)⟩, esto es

|i⟩ → |f⟩, (2.4)

esta transición ocurre vía la acción de un operador unitario, la matriz S, donde S se refiere scattering
que en español se traduce a dispersión, entonces,

|f⟩ = S|i⟩, (2.5)

ya que S es unitario, entonces el operador satisface

S†S = SS† = 1. (2.6)

De la mecánica cuántica, sabemos que la evolución temporal de los estados es descrito por el
operador unitario de evolución temporal U (t, t0). Entonces la amplitud que evoluciona de un
estado inicial |αI (t0)⟩ a un tiempo t0 hacia un estado final |αF (t)⟩ a un tiempo posterior t es
descrito por

⟨αF (t)|U (t, t0) |αI (t0)⟩ . (2.7)

Los estados iniciales y finales involucran partículas libres que vienen desde t = −∞, interactúan,
luego se alejan entre si para volver a formar partículas libres al tiempo t = +∞. Un elemento de
la matriz S es el límite de la ecuación (2.7) donde

SFI = ĺım
t0→−∞
t→+∞

⟨αF (t)|U (t, t0) |αI (t0)⟩ . (2.8)

En el espacio de momentos, la matriz S es proporcional a la amplitud MFI para un proceso dado
el cual está por ocurrir:

SFI ∝ −i(2π)4δ4 (pF − pI)MFI , (2.9)

donde pF es el cuadrimomento total de los estados salientes y similarmente para los momentos
entrantes. La delta de Dirac garantiza la conservación de momento en el proceso. Si expandimos
la amplitud de probabilidad en una serie de potencias resulta que hay un diagrama de Feynman
que corresponde a cada término de la expansión perturbativa y al sumarlas todas juntas tenemos
la amplitud total. Si M es la amplitud de algún proceso dado. Los estados de la partícula inicial y
final surgen desde un conjunto de procesos cada uno con una amplitud Mi. La amplitud total es

Mtotal =

n∑
i=0

gkiMi, (2.10)
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donde gki son constantes de acoplamiento para cada Mi. Habrá un diagrama de Feynman para
cada término Mi en la suma. Cada amplitud escala mediante su constante de acoplamiento g el
cual describe la fuerza de la interacción y ki describe el orden de la interacción. Para primer orden,
k = 1, para segundo orden es k = 2 y así sucesivamente. Entre mayores ordenes en (2.10) más
factores g vamos a tener. Por lo tanto, si g es muy pequeña en la medida que ki se hace más
grande, los términos de mayor orden se van a voler despreciables y de esta manera podemos cortar
en algún punto razonable la serie para tener una buena estimación de la amplitud. Por ejemplo,
en electrodinámica cuántica (QED, en ingles) la constante de acoplamiento es proporcional a
α = 1/137 ≈ 0,0073 el cual es un número muy pequeño. A segundo orden la probabilidad es
proporcional a α2 ≈ 0,0000053. Por lo tanto, en la medida que los factores de la constante de
acoplamiento aparecen como productos, los términos de la serie se van a convertir en contribuciones
cada vez más pequeñas de modo que podemos ignorarlas en nuestros cálculos. En teoría cuántica
de campos, es muy útil examinar la evolución de un sistema usando la imagen de las interacciones
vamos a obtener las amplitudes como tal.

La imagen de las interacciones

En teoría cuántica, el hamiltoniano en la imagen de las interacciones se divide en dos partes,
un hamiltoniano libre H0 el cual es independiente del tiempo y el hamiltoniano de Interacción HI

que es dependiente del tiempo,
H = H0 +HI ,

los estados y los operadores en la imagen de Schrödinger tendrán un subíndice S. Por ejemplo, en
la imagen de Schrödinger un vector de estado se escribe como |α⟩S y un operador se va denotar
como As. En esta imagen, los operadores están fijos mientras que los estados evolucionan en el
tiempo de acuerdo a

i
∂

∂t
|α(t)⟩S = H|α(t)⟩S , (2.11)

dondeH es el hamiltoniano completo. Un estado en la imagen de interacciones |α(t)⟩I es relacionado
con un estado en la imagen de Schrödinger mediante la acción de la parte libre del hamiltoniano.

|α(t)⟩I = eiH0t|α(t)⟩S . (2.12)

Ahora, usando la imagen de interacciones podemos tomar una visión intermedia en la imagen
de Schrödinger y la de Heisenberg, el cual mueve la evolución temporal de los estados hacia los
operadores. Esto es, en la imagen de las interacciones los operadores también evolucionan en el
tiempo. Un operador en la imagen de interacciones At está relacionado con un operador AS en la
imagen de Schrödinger de la siguiente manera

AI = eiH0tASe
−iH0t, (2.13)

luego, derivando la ecuación (2.12) y usando ecuación (2.11) para obtener una ecuación dinámica
para los estados, esto es:

∂

∂t
|α(t)⟩I =

∂

∂t

(
eiH0t|α(t)⟩S

)
= iH0e

iH0t|α(t)⟩S + eiH0t
∂

∂t
|α(t)⟩S

= iH0e
iH0t|α(t)⟩S + eiH0t (−iH|α(t)⟩S)

= iH0e
iH0t|α(t)⟩S + eiH0t (−iH0 − iHI) |α(t)⟩S

= −ieiH0tHI |α(t)⟩S
= −iHI |α(t)⟩I . (2.14)
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Por lo tanto, concluimos que la evolución temporal de los estados in la imagen de las interacciones
es

i
∂

∂t
|α(t)⟩I = HI |α(t)⟩I . (2.15)

Esto nos dice que la evolución temporal de los estados es determinado por el término de interacción
del hamiltoniano. Para ver como evolucionan los operadores en la imagen de interacciones en el
tiempo, tomamos la derivada temporal en (2.13), esto es:

∂

∂t
AI =

∂

∂t

(
eiH0tASe

−iH0t
)

= iH0e
iH0tASe

−iH0t + eiH0t

(
∂AS

∂t

)
e−iH0t − ieiH0tASH0e

−iH0t

= iH0e
iH0tASe

−iH0t − ieiH0tASH0e
−iH0t

= iH0AI − iAIH0

= i [H0, AI ] . (2.16)

Esto es, la evolución temporal de los operadores en la imagen de las interacciones es determinado
por el término libre del hamiltoniano:

∂

∂t
AI = i [H0, AI ] (2.17)

Teoría de perturbaciones

Sabemos que la evolución temporal en mecánica cuántica puede ser descrito por un operador
unitario U(t, t0):

|α(t)⟩I = U (t, t0) |α (t0)⟩I , (2.18)

derivando ambos lados de esta ecuación. Por la izquierda tenemos

∂

∂t
|α(t)⟩I = −iHI |α(t)⟩I = −iHIU (t, t0) |α (t0)⟩I . (2.19)

Por la derecha tenemos
∂

∂t
U (t, t0) |α (t0)⟩I .

Por consiguiente, la evolución temporal de U(t, t0) es descrita por

i
∂U

∂t
= HIU. (2.20)

Ahora si tomamos t = t0 en la ecuación(2.18) esperamos ver un cambio en el sistema. Vamos a
calcular la forma del operador U en este tiempo. Tenemos

|α (t0)⟩I = U (t0, t0) |α (t0)⟩I , (2.21)

entonces
U (t0, t0) = 1. (2.22)

Este resultado nos dice que no habrá cambios en el sistema a ese tiempo. Tomamos esto como
condición inicial en (2.20) e integramos, entonces

U (t, t0) = 1− i

∫ t

t0

HI (t
′)U (t′, t0) dt

′,

esta integral describe como el operador U cambian cuando vamos del tiempo t0 a t. Esto sugiere
un patrón iterativo donde vamos mejorando el cálculo del operador U en una serie de pequeños
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pasos. Como ejemplo vamos a tomar el operador U0, el siguiente paso es tomar U1, el cual es dado
por

U1 (t, t0) = 1− i

∫ t

t0

HI(τ)U0 (τ, t0) dτ. (2.23)

Sin embargo, vemos que hubo un gran cambio al ir de U0 a U1, por lo que necesitamos ir al siguiente
nivel. De este modo tomamos el resultado de U1 para calcular U2

U2 (t, t0) = 1− i

∫ t

t0

HI(τ)U1 (τ, t0) dτ, (2.24)

y si seguimos calculando sucesivamente, vamos a obtener una gran expresión:

U (t, t0) =1− i

∫ t

t0

HI (t
′)

(
1− i

∫ t′

t0

HI (t
′′)U (t′′, t0) dt

′′

)
dt′ (2.25)

=1− i

∫ t

t0

dt′HI (t
′) + (−i)2

∫ t

t0

dt′
∫ t′

t0

dt′′HI (t
′)HI (t

′′) + · · · (2.26)

+ (−i)n
∫ t

t0

dt′
∫ t′

t0

dt′′ · · ·
∫ t(n−1)

t0

dt(n)HI (t
′)HI (t

′′) · · ·HI

(
t(n)
)
. (2.27)

Asumiendo que el tiempo satisface un ordenamiento temporal t > t′ > t′′ > · · · > t(n) podemos
escribir el término n.ésemio como

Un (t, t0) = (−i)n
∫ t

t0

dt′
∫ t′

t0

dt′′ · · ·
∫ t(n−1)

t0

dt(n)T
{
HI (t

′)HI (t
′′) · · ·HI

(
t(n)
)}

(2.28)

=
(−i)n

n!

∫ t

t0

dt′
∫ t

t0

dt′′ · · ·
∫ t

t0

dt(n)T
{
HI (t

′)HI (t
′′) · · ·HI

(
t(n)
)}

, (2.29)

donde T significa el operador de ordenamiento temporal. Sumando todos estos términos vamos a
obtener lo que se conoce como serie de Dyson. Podemos encontrar una aproximación apropiada
cortando la expansión en algún número de términos apropiado.
Para estudiar los estados se necesita resolver

i
∂

∂t
|α(t)⟩ = HI |α(t)⟩, (2.30)

donde el hamiltoniano HI es dependiente del tiempo. Si la interacción HI va a cero, entonces los
estados son constantes en el tiempo sugiriendo que cada transición en los estados es debido a la
interacciones. Para simplificar notación se toma el estado inicial del sistema al tiempo t0 como

|α (t0)⟩ = |i⟩, (2.31)

el estado inicial del sistema |i⟩ es el estado del sistema antes del evento de dispersión o decaimiento,
o el estado del sistema al tiempo t = −∞. Este es el estado de la partícula donde no interaccio-
na, mucho antes del evento de dispersión. El estado final es tomado como ĺımt→∞ |α(t)⟩ = S|i⟩
mucho tiempo después de que ocurrió el proceso de dispersión. Se quiere calcular la amplitud de
probabilidad del sistema cuando esta en un estado inicial y evoluciona a algún estado final |f⟩

⟨f |S|i⟩ = Sfi, (2.32)

el cual es una componente de la matriz S. Por lo tanto la probabilidad Pfi para un sistema que
empieza en el estado |i⟩ y termina en el estado final |f⟩ después de experimentar una interacción
es descrita por el operador S como

Pfi = |⟨f |S|i⟩ |2 = SfiS
∗
fi (2.33)

|⟨f |S|i⟩ |2 . (2.34)
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El estado del sistema a un tiempo t puede ser descrito mediante una expansión iterativa similar a
la que se uso para la serie de Dyson. Dado un estado inicial |i⟩, sus primeros dos términos van a
ser

|α(t)⟩ = |i⟩+ (−i)
∫ t

−∞
HI (t

′) |α (t′)⟩ dt′, (2.35)

ya que

SFI = ĺım
t0→−∞
t→+∞

⟨αF (t)|U (t, t0) |αI (t0)⟩ , (2.36)

podemos escribir U en términos de una serie de Dyson, y por lo tanto escribir la matriz S como
una serie:

S =

∞∑
n=0

(−i)n
∫ t

−∞
dt′
∫ t′

−∞
dt′′ · · ·

∫ t(n−1)

−∞
dtnHI (t1)HI (t2) · · ·HI (tn) .

2.1.2. Reglas y diagramás de Feynman

El punto de la expansión perturbativa es que refina los cálculos usando correcciones que son
cada vez más y más pequeñas. La reducción es cuantificada por el poder de los parámetros de la
perturbación, en este caso son las constantes de acoplamiento. En dicha expansión perturbativa,
la amplitud M para un proceso dado puede ser calculado usando una expansión del tipo (2.10).
Cada amplitud individualmente Mi es un proceso en específico ya sea de dispersión o decaimiento
que puede ser dibujado como un diagrama de Feynman. Mientras el orden del término en la
amplitud sea más alto, menos probable es que el proceso ocurra y por lo tanto menos contribuye
en la amplitud total. Los términos Mn tienen las mismás partículas entrantes que salientes pero
representan diferentes estados intermedios. Los estados intermedios corresponden a términos en la
serie de Dyson. Ya que cada término Mn es escalado por una constante de acoplamiento g, el cual
representa la fuerza de la interacción, cuando la fuerza de la interacción es relativamente pequeña
entonces podemos usar la teoría de perturbaciones. Un diagrama de Feynman consiste de uno o
más líneas externas que representan las partículas entrantes y salientes, conectados por un vértice.
Tomar esta convención nos va llevar a tener las siguientes relaciones en el momento

p1 + p2 = p3 + p4,

p1 − p4 = p3 − p2,

p1 − p3 = p4 − p2. (2.37)

El tiempo puede ser tomado como fluyendo del fondo del diagrama hacia arriba, o de izquierda
a derecha del diagrama. Esto es una convención pero más adelante veremos que en el método de
amplitudes la convención va cambiar, vamos a tomar ya sea o todas las partículas entrantes o todas
las partículas salientes por lo que vamos a tener que la suma de todos los momentos debe dar cero:

p1 + p2 + p3 + ...+ pn = 0. (2.38)

Como ejemplo vamos a tomar un decaimiento que involucra a las partículas A, B y C, esto es

A→ B + C, (2.39)

si dibujamos el tiempo yendo de arriba hacia abajo vamos a tener el diagrama de Feynman:
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T
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B C

A

Figura 2.2: Digrama de Feynman para el proceso de decaimiento con el tiempo yendo de abajo
hacia arriba

B

C

A

Tiempo

Figura 2.3: Diagrama de Feynman del decaimiento A → B+C, con el tiempo yendo de izquierda a
derecha.

Los diagramás de Feynman con representaciones cualitativas, simbólicas de la interacción de
las partículas. Aquí el flujo del tiempo no se toma como un eje t. Normalmente la dirección del
flujo del tiempo no se indica explícitamente en el diagrama, más bien se sobreentiende que está
ahí. Los procesos de dispersión involucran un estado intermedio o partícula que es dibujado en
el diagrama como una línea interna. Si las partículas A y B colisionan con las partículas C y D
dejando el proceso. Este proceso involucra una partícula intermedia I; esto es

A+B → C +D, (2.40)

este proceso está representado diagramáticamente en la Figura (2.4)
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Figura 2.4: a) Diagramás de Feynman para el proceso A+B → C+D, donde el tiempo fluye de
abajo hacia arriba. b) Diagramás de Feynman para el proceso A+B → D+C, con el flujo del tiempo
yendo de izquierda a derecha. Las partículas A y B se aniquilan, produciendo el estado I el cual
decae tiempo después en las partículas C y D.

La manera correcta de interpretar el estado intermedio es pensando que la partícula mediadora
transmite la fuerza dada entre las partículas A y B. Por ejemplo, si la fuerza es la interacción
electromagnética, entonces la línea interna en el proceso de dispersión entre un electrón y un
positrón debe ser un fotón. Las partículas pueden dispersarse mediante el intercambio de un bosón,
la partícula mediadora, este proceso se representa de la siguiente manera

C +D → C +D, (2.41)

donde las partículas C y D intercambian un bosón durante el proceso de dispersión, este proceso
se muestra en la Figura (2.5)

D

D

B

C

C

T
ie

m
po

Figura 2.5: Las partículas C y D se mueven hacia adelante, interactuán mediante el intercambio
de un bosón B y luego se dispersan. El tiempo fluye de abajo hacia arriba.

Sabemos que en teoría cuántica de campos las partículas y antipartículas forman parte de
muchos procesos. Por pura ilustración vamos a denotar a las partículas como A y a las antipartículas
como A′. Las líneas para las partículas en un diagrama de Feynman son indicadas por una flecha
que fluye con la dirección del tiempo y las líneas para las antipartículas en el diagrama de Feynman
son indicadas por una flecha que fluye en dirección opuesta a la dirección del tiempo tal y como se
muestra en la Figura 2.6, donde se considera el proceso de aniquilación entre A y A’, primero se
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conocen y luego se aniquilan produciendo un bosón B el cual después decae en las partículas A y
A’.

A’

A’

B

A

A

T
ie

m
po

A’

A’

B

A

A Tiempo

a) b)

Figura 2.6: El proceso de dispersión A + A’ → A + A’, usando las flechas que fluyen con el
tiempo indicando que son partículas y las flechas que fluyen en dirección opuesta al tiempo indican
antipartículas.

Una de las observaciones más importantes de Feynman es que una partícula viajando hacia
adelante en el tiempo es equivalente a una antipartícula viajando hacia atras en el tiempo, las flechas
indican eso. Cada línea en un diagrama de Feynman está caracterizado por un cuadrimomento, por
ejemplo tomando el proceso A + A’ → A + A′ ocurre con el intercambio de un bosón B como se
muestra en la Figura 2.6, los momentos de cada partícula entrante y saliente o partículas externas
se indican con una letra p. El momento interno se indica con una q, esto se muestra en la Figura
2.7.

A’

A’

B

A

A

T
ie

m
po

p1

p3

p2

p4

q

Figura 2.7: La conFiguración de momentos en un diagrama de Feynman.

2.1.3. Calculando amplitudes
Para calcular amplitudes M de un proceso entre partículas se integra sobre todos los momentos

internos, afortunadamente todas las integrales involucran deltas de Dirac los cuales pueden ser
hechos por inspección. Esto es gracias a las propiedades de la función delta∫ ∞

−∞
f(x)δ (x− x′) dx = f (x′) , (2.42)

las razón es por que las funciones delta garantizan la conservación de la energía y el momento en
las amplitudes. En cada vértice, se asigna un signo positivo para la partícula que esta entrando al
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vértice y un signo negativo para el momento que esta saliendo del vértice. Por ejemplo, consideremos
el vértice de un decaimiento tal y como se muestra en la Figura 2.8, el momento y la energía son
conservados y no cambian debido a la interacción. Esta conservación se escribe como p1 = p2 + p3,
y esta información se incluye dentro de la delta de Dirac, esto es

(2π)4δ (p1 − p2 − p3) , (2.43)

el valor de la función delta es 1 cuando p1 = p2 + p3 y 0 cualquier otro valor.

B C

A

p2 p3

p1

Figura 2.8: Un decaimiento mostrando los momentos entrantes y salientes del vértice.

La dirección de las flechas indican si la línea dada es para una partícula o para una antipartícula.
Si la línea va hacia dentro del vértice entonces el momento esta entrando hacia el vértice. Siguiendo
la dirección del tiempo, el cual puede ser hacia arriba o hacia la derecha para un vértice, las líneas
dejando el vértice deben tener su momento con un signo menos. Conservación de la energía y
momento se impone en cada vértice el cual involucra una línea interna. Considerando el vértice
de la Figura 2.9, donde el bosón B tiene momento q, la función delta garantiza la conservación de
momento, esto es

(2π)4δ (p1 − p3 − q) (2.44)

Si asignamos la dirección del momento de la línea interna q como se muestra en el inciso b) de la
Figura 2.9, entonces la función delta se convierten en

δ
(∑

momento entrante −
∑

momento saliente
)
, (2.45)

es escrito como

(2π)4δ (p2 − p4 + q) . (2.46)
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B
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p3

p1

A

q
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p2

p4

A’

q

a) b)

Figura 2.9: Conservación de energía y momento se impone en cada vértice con una línea interna
usando una función delta.

Como ejemplo dejamos las reglas de Feynman para la electrodinámica cuántica que se muestran
en la Figura 2.10. más adelante usaremos estas reglas para construir amplitudes para una mejor
ilustración de los procesos.

Fermión entrante

Anti-Fermión entrante

u(p)

v(p) v(p)

Fermión saliente

Anti-Fermión saliente

u(p)

p p

p p

Fotón entrante

Fotón saliente

ϵµ(p)

p

p

ϵ ∗µ (p)

Propagador fotónico

− i
q2

(
gµν − (1− ξ)

qµqν
q2

)

Propagador fermiónico

− i(γµqµ+m)
q2−m2

Vértice QED − ieγµ

qq

µ

µ ν

a) b) c)

d) e) f)

g) h)

i)

Figura 2.10: Reglas de Feynman para electrodinámica cuántica.
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2.1.4. Pasos para construir una amplitud

Construir una amplitud mediante los diagramás de Feynman involucra los siguientes pasos [94]:

Escribir la función delta para conservar la energía y momento en cada vértice. Luego se
multiplican estos términos juntos.

Escribir la constante de acoplamiento en cada vértice.

Escribir el propagador de cada línea interna.

Multiplicar todos los factores juntos.

Integrar sobre los momentos internos,

En la práctica todos estos pasos ya vienen incluidos en la receta que da Peskín para calcular
observables como la sección eficaz, que se obtienen calculando la siguiente fórmula:

dσ =
1

2EA2EB |vA − vB |
(
∏
f

d3pf
(2π)3

1

2Ef
)|M(pA, pB −→ pf )|2 × (2π)4δ4(pA + pB −

∑
pf ).

(2.47)

Entonces la receta que usamos para calcular amplitudes es [1]:

Dibujar el diagrama del proceso deseado.

Usar las reglas de Feynman para obtener la amplitud M.

Cuadrar la amplitud, luego promediar o sumar sobre espines usando relaciones de
completes:

∑
s u

s(p)ūs(p) ≠p+m; · · · .

Evaluar las trazas usando los teoremás de las trazas (E), reordenar términos y simplificar
tanto como sea posible.

Escoger un sistema de referencia partícular. Expresar todos los productos de cuadrimomentos
en términos de energías y ángulos.

Luego se calcula su M† para obtener la |M|2 y usar la fórmula para la sección eficaz.

Finalmente, integrar sobre el espacio fase.

2.1.5. Procesos de dispersión en el modelo estándar

En esta sección vamos calcular algunos procesos de dispersión detalladamente que son de interés
para este trabajo de tesis, usando el método tradicional de los diagramás de Feynman.

El decaimiento Z0 a ff

El diagrama de Feynman para este proceso se puede ver en la Figura 2.11.
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Z0

f

f

Figura 2.11: El decaimiento Z0(p3) −→ f(p1)f̄(p2).

La amplitud para este proceso usando reglas de Feynman es

M(Z0 −→ ff̄) = ū(p1, s1)

(
ig

2 cos θw
γµ(g

f
ν − gfAγ5)

)
v(p2, s2)ϵ

µ(p3, λ), (2.48)

donde
gfν = T3,fL − (2 sen2 θw ×Qf ), (2.49)

gfA = T3,fL. (2.50)

La cinemática del proceso es

p3 = p1 + p2 ⇒ p1 · p2 =
1

2
(m2

z − 2m2
f ), (2.51)

también se necesita la condición de capa de masa

(p3)µϵ
µ = 0, (2.52)

El adjunto de la amplitud, M†, es

M† = − −ig
2 cos θw

v̄γν
(
gλν − gλArs

)
u× (εν)

∗
. (2.53)

El siguiente paso aquí es calcular |M̄|2, lo que significa multiplicar M con su transpuesta conjugada
M†, y posteriormente promediar sobre espines y polarizaciones, esto es,

|M̄|2 =

(
1

3

3∑
i=1

∑
S1

·
∑
s=2

)
MM†

=
g2

4 cos2 θω

(
1

3

3∑
λ=1

εµεν∗

)
×
∑
s1

∑
s2

[
ūγµ

(
glν − glAγ5

)
v× v̄γν

(
glν − glAγ5

)
u
]

=
g2

12 cos2 θw
× Pµν ×

∑
s1

∑
s2

ūα
[
γµ
(
glν − glAγ5

)]
αβ
vβ × v̄λ

[
γν
(
glν − g′Aγ5

)
]λρuρ

=
g2

12 cos2 θw
Pµν

(∑
s1

uρūα

)(∑
s2

vβvλ

)[
γµ
(
glν − glAγ5

)]
αβ

[
γν
(
g2ν − g2Aγ5

)]
λρ

=
g2

12 cos2 θω
Pµν · (̸p1 +ml)ρα

[
γµ
(
glν − glAγ5

)]
αβ

(̸p2 −ml)βλ
[
γν
(
glν − glAγ5

)]
λρ
.

=
g2

12 cos2 θω
PµνTµν , (2.54)
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donde

Pµν =
1

3

3∑
λ=1

εµ × εν∗ =

3∑
λ=1

εµ(p3, λ)ε
ν∗(p3, λ) = −gµν +

pµ3p
ν
3

m2
z

. (2.55)

Tµν = Tr
[
(̸p1 +ml) γµ

(
glν − glAγ5

)
(̸p2 −ml) γν

(
glν − glAγ5

)]
= Tr

[(
glν − glAγ5

)
(̸p1 +ml) γµ

(
glν − glAγ5

)
(̸p2 −ml) γν

]
. (2.56)

Lo que viene ahora es calcular la traza (2.56) con la tecnología de trazas del Apéndice E, desarro-
llando explícitamente todos los términos, nos queda

Tµν = Tr
{[(

glν − glAµ5

)
̸p1γµ

(
glν − glAγ5

)
+ml

(
glν − glAγ5

)
γµ
(
glν − glAγ5

)]
[(̸p2γν −mlγν)]

}
= Tr

{
[
(
glν
)2 ̸p1γµ − glνg

l
A ̸p1γµγ5 − glAg

l
νγ5 ̸p1γµ + (glA)

2γ5 ̸p1γµγ5 +ml(g
l
ν)

2γµ −mlg
l
νg

l
Aγµγ5

−mlg
l
Ag

l
νγ5γµ +ml(g

l
A)

2γ5γµγ5] [̸p2γν −mlγν ]
}

=Tr
{(
glν
)2 ̸p1γµ ̸p2γν − glνg

l
A ̸p1γµγ5 ̸p2γν − glAg

l
νγ5 ̸p1γµ ̸p2γν +

(
glA
)2
γ5 ̸p1γµγ5 ̸p2γν

+ml

(
glν
)2
γµ ̸p2γν −ml

(
glA
)2
γµ ̸p2γν −ml

(
gλν
)2 ̸p1γµγν + 2mlg

l
νg

l
A ̸p1γµγ5γν −m2

l

(
glν
)2
γµγν

−ml

(
glA
)2
γ5 ̸p1γµγ5γν −m2

l

(
glA
)2
γ5γµγ5γν

}
, (2.57)

se cancelan términos entre sí, mientras que otros desaparecen ya que la traza de una matriz impar
siempre es cero, en este cálculo aparecen trazas que contienen tres matrices de Dirac, después hacer
el álgebra y reagrupando,de esto nos queda

Tµν =
{[

(glν)
2 + (glA)

2
]
̸p1γµ ̸p2γν −

[
2glνg

l
A

]
γ5 ̸p1γµ ̸p2γν +m2

l

[
(glν)

2 − (glA)
2
]
γµγν

}
=
[
(glν)

2 + (glA)
2
]
× 4
(
p1µp2ν − p1 · p2gµν + p2µp1ν

)
− 2glνg

l
A

(
−i4ϵµναβpα1 p

β
2

)
+m2

l

[
(glν)

2 − (glA)
2
]
4gµν .

Ya que Pµν = Pνµ es simétrico y ϵµναβ es anti-simétrico, entonces

ϵµναβp
α
1 p

β
2P

µν = 0. (2.58)

Por otro lado,

Pµνgµν = gµν

(
− gµν +

pµ3p
ν
3

m2
z

)
=
(
− 4 +

(p3 · p3)
m2

z

)
=
(
− 4 +

m2
z

m2
z

)
= −4 + 1 = −3. (2.59)
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Por último,

Pµν × 4 (p1µp2ν + p1νp2µ − p1 · p2gµν) =
(
−gµν +

pµ3p
ν
3

m2
z

)
4 (p1µp2ν + p1νp2µ − p1 · p2gµν)

= 4
(
−p1 · p2 − p1 · p2 + p1 · p2 · 4 +

(p1 · p3) (p2 · p3)
m2

z

+
(p1 · p3) (p2 · p3)

m2
z

− (p1 · p2) p23
m2

z

)
= 4

(
2p1 · p2 + 2

(p1 · p3) (p2 · p3)
m2

z

− (p1 · p2)
)

= 4

(
p1 · p2 + 2

(p1 · p3) (p2 · p3)
m2

z

)

= 4

(p1 · p2) + 2

(
m2

z

2

)2
m2

z


= 2

[
2 (p1 · p2) +

m4
z

m2
z

]
= 2

[
2 (p1 · p2) +m2

z

]
= 2

[
2m2

z − 2m2
l

]
(2.60)

donde p1 · p3 = m2z
2 = p2 · p3. La amplitud cuadrada es

|M|2 =
g2

12 cos2 θw

[[(
glν
)2

+
(
g1A
)2] · 2 [2 (p1 · p2) +m2

z

]
− 12m2

l

[(
glA
)2 − (glν)2]]

=
g2

12 cos2 θw

[
4
[(
glν
)2

+
(
g1A
)2] (

m2
z −m2

l

)
− 12m2

l

[(
glA
)2 − (glν)2]]

=
g2

12 cos2 θw

[
4
((
glν
)2

+
(
glA
)2)

m2
z − 16

(
glA
)2
m2

l + 8
(
glν
)2
m2

l

]
=

g2

12 cos2 θw
4
[((

glν
)2

+
(
glA
)2)

m2
z + 2m2

l

[(
glν
)2 − 2

(
glA
)2]]

. (2.61)

Si tomamos el límite cuando mz ≫ ml en (2.61), es decir cuando la masa de los leptones es ml = 0,
entonces

|M|2 ≈ g2

3 cos2 θw
m2

z = gzff̄ ×m2
z, (2.62)

donde hemos definido gzff̄ = g2

3 cos2 θw
. La anchura de decaimiento y/o la razón de ramificación

(BB, por sus siglas en inglés) se calculan de la siguiente manera:

Γ
(
z → l+l−

)
=

1

8π
|m⃗|2 |p⃗1|

m2z

=
1

8π

g2

3 cos2 θw
m2

z

mz

2m2
z

=
g2

2(4π)

mz

3 cos2 θw · 2
(2.63)

con |−→p1| = mz
2 e = gsenθw, con θw el ángulo de Weinberg y la constante de acoplamiento α = e2

4π .
Finalmente

Γ
(
z → l+l−

)
=
α

2
× mz

3 sen2 θw cos2 θw
=

αmz

3 sen2 2θw
. (2.64)

65



Teoría de perturbaciones en Física de Partículas y Gravedad
2.1 Amplitudes de dispersión

Así, el resultado final es

BR
(
z → l+l−

)
=

Γ (z → l+l−)

Γz
=

α

3 sen2 2θw

(
mz

Γz

)
. (2.65)

El efecto Compton

La dispersión de fotones por partículas cargadas, se llama dispersión de Compton, en honor a
Arthur Compton, quien fue el primero en medir la dispersión fotón-electrón en 1922. Cuando el
fotón entrante da parte de su energía al electrón, entonces el fotón dispersado tiene una energía
más baja y de acuerdo con la formula de Planck E = hν, energía cuántica de un fotón, tiene una
frecuencia más baja y mayor longitud de onda. El cambio de longitud de onda en tal dispersión para
una partícula objetivo dada, sólo depende del ángulo de dispersión. En este proceso de dispersión
se involucra al electrón como propagador y a la polarización del fotón. Calcularemos la sección
eficaz sin polarizar a ordenes bajos en α, la constante de estructura y se incluirán Las variables de
Mandelstam. La dispersión Compton es un proceso que involucra dos diagramás de Feynman, los
cuales se muestran en la Figura 2.12. Las Reglas de Feynman para electrodinámica cuántica dadas
por la Figura 2.10 nos dicen exactamente como escribir la expresión para M = M1 +M2 [1].

e− e−

γ γ

e− e−

γ γ

+

Figura 2.12: Diagramás de Feynman para el efecto Compton en QED. El fotón se representa con
una línea curveada negra y el electrón con una flecha de color azul. Los puntos rojos son los vértices,
lugares donde ocurren las interacciones.

Usando las reglas de Feynman, la amplitud se puede escribir de la siguiente manera:

iM = −ie2ϵ∗ν(p4, λ4)ϵµ(p2, λ2)ū(p3, s3)Γνµu(p1, s1) (2.66)

Donde

Γµν = γν
(̸p1+ ̸ p2 +m)

(p1 + p2)2 −m2
γµ + γµ

(̸p1−̸ p4 +m)

(p1 − p4)2 −m2
γν . (2.67)

Γµν es la función vértice. Podemos hacer algunas simplificaciones antes de obtener la transpuesta
conjugada. Recordemos que para cualquier cuadrimomento tenemos que:

p1 = (E, p⃗1) = E2 = |
−→
p21|+m2 ⇒ p21 = (p1)

µ(p1)µ = E2 − |p⃗1| = m2. (2.68)

Ahora bien, ya que p21 = m2
e, p22 = p24 = 0 (por ser fotones), los denominadores de los propagadores

son:

(p1 + p2)
2 = p21 + p22 + 2p1 · p2
= m2

e + 2p1 · p2, (2.69)

(p1 − p4)
2
= p21 + p24 − 2p1 · p4
= m2

e − 2p1 · p4. (2.70)
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Para simplificar los numeradores, usaremos un poco de álgebra de Clifford.

(̸p1 +me) γ
νu(p1) = (p1µγ

µγν +meγ
ν)u(p1),

= (p1µ (2g
µν − γνγµ) +meγ

ν)u(p1)

= (2pν1 − γν ̸p1 +meγ
ν)u(p1)

= 2pν1u(p1)− γν(̸p1 −me)u(p1), (2.71)

donde se ha usado γµγν = 2gµν−γνγµ y la ecuación de Dirac en la última línea (̸p1−me)u(p1) = 0.
Entonces este término nos queda

(̸p1 +me)γ
γu(p1) = 2pγu(p1), (2.72)

con todo esto, la amplitud simplificada nos queda como

M = e2ϵ∗µ (p4) ϵν(p2)ū (p3)

[
2γµpν1 + γµ ̸p2γν

2p1 · p2
+

2γνpµ1 − γν ̸p4γµ

−2p1 · p4

]
u(p1)

= e2ϵ∗µ (p4) ϵν(p2)ū (p3)

[
2γµpν1 + γµ ̸p2γγ

2p1 · p2
+
γν ̸p4 · γµ − 2γνpµ1

2p1 · p4

]
u(p1). (2.73)

Así, la compleja conjugada de M resulta de la ecuación (2.73):

M∗ =

{
e2ϵ∗µ (p4) ϵν(p2)u (p3)

[
2γµpν1 + γµ ̸p2γν

2p1 · p2
+
γν ̸p4γµ − 2γγpµ1

2p1 · p4

]
u(p1)

}∗

, M† = M∗.

(2.74)

Antes de continuar, recordemos que es necesario cambiar de índices para evitar futuras confusiones
a la hora de calcular M2, por lo que cambiamos µ → ρ y ν → σ. Además, mencionaremos lo que
se conoce como truco de Casimir:

(ū (p3) γ
ρ ̸kγσu(p1))∗ =

(
u† (p3) γ

0γρ ̸p2γσu(p1)
)†

= u†(p1)γ
σ ̸p2γργ0u (p3)

= u†(p1)γ
0γ0γσ ̸p2γργ0u (p3)

= ū(p1)γ
0γσ ̸p2γργ0u (p3) ,

= ū(p1)γ
σ ̸p2γρu (p3) (2.75)

donde (ABCD)† = D†C†B†A† y
(
ϵ∗µ (p4)

)∗
= ϵµ (p4). Con las consideraciones anteriores tenemos

que la compleja conjugada de M es

M∗ = e2ϵρ (p4) ϵ
∗
σ(p2)ū(p1)

[
2γρpσ1 + γσ ̸p2γρ

2p1 · p2
+
γρ ̸p4γσ − 2γσpρ1

2p1 · p4

]
u (p3) ,

Por lo tanto la amplitud al cuadrado resulta ser:

|M|2 = MM∗

= e4ϵ∗µ (p4) ϵρ (p4) ϵ
∗
σ(p2)ϵν(p2)ū (p3)

[
2γµpν1 + γµ ̸p2pν1

2p1 · p2
+
γµ ̸p2γν − 2γνpµ1

2p1 · p4

]
u(p1)

× ū(p1)

[
2γρpσ1 + γσ ̸p2γρ

2p1 · p2
+
γρ ̸p2 · γσ − 2γσpρ1

2p1 · p4

]
u (p3) . (2.76)

El siguiente paso es tomar encuenta el promedio de todas las configuraciones de los espines iniciales
(s1, s

′
1), y la suma sobre todas las conFiguraciones de los espines finales (r3, r′3). Para ello, debemos
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tener presente la identidad de Ward para QED, que en resumen nos dice a que podemos sumar
sobre las polarizaciones de los fotones externos reemplazando:

∑
ϵ∗µϵρ → −gµρ. (2.77)

También debemos recordar la relación de completez:

∑
s

u(p)ū(p) ≠p+m. (2.78)

Por lo anterior, la amplitud al cuadrado promediada con respecto a las espines es:

|M̄|2 =
1

4

∑
s, p

|M|2 (2.79)

=
e4

4

∑
polarizaciones

ϵ∗µ (p4) ϵg (p4)
∑

polarizaciones

ϵ∗σ(p2)ϵγ(p2)

×
∑
s1,s′1

ūa (p3)

[
2γµpν1 + γµ ̸p2γν

2p1 · p2
+
γν ̸p4γµ − 2γνpµ1

2p1 · p4

]
ab

ub(p1)

× ūc(p1)

[
2γρp3 + γσ ̸p2γρ

2p1 · p2
+
γρ ̸p4γσ − 2γσpρ1

2p1 · p4

]
cd

ud (p3)

=
e4

4
(−gµρ) (−gσν)

× (̸p3 +me)da

[
2γµpν1 + γµ ̸p2γν

2p1 · p2
+
γν ̸p4γµ − 2γνpµ1

2p1 · p4

]
ab

(̸p1 +me)bc

×
[
2γρpσ1 + γσ ̸p2γρ

2p1 · p2
+
γρ ̸p4γσ − 2γσpρ1

2p1 · p4

]
cd

=
e4

4
Tr
[
(̸p3 +me)

[
2γµpν1 + γµ ̸p2γν

2p1 · p2
+
γν ̸p4γµ − 2γνpµ1

2p1 · p4

]
(̸p1 +me)

[
2γµp1ν + γµ ̸p2γν

2p1 · p2
+
γν ̸p4γµ − 2γνp1µ

2p1 · p4

]]
.

(2.80)

Desarrollando el producto de términos obtenemos

|M̄|2 =
e4

4
Tr

[
1

(2p1 · p2)2
(̸p3 +me) [2γ

µpν1 + γµ ̸p2γν ] (̸p1 +me) [2γµp1ν + γν ̸p2γµ]

+
1

(2p1 · p2) (2p1 · p4)
(̸p3 +me) [2γ

µpν1 + γµ ̸p2γν ] (̸p1 +me) [γµ ̸p3γν − 2γνp1µ]

+
1

(2p1 · p4) (2p1 · p2)
(̸p3 +me) [γ

ν ̸p4γµ − 2γνpµ1 ] (̸p1 +me) [2γµp1ν + γν ̸p2γµ]

+
1

(2p1 · p4)2
(̸p3 +me) [γ

ν ̸p4γµ − 2γνpµ1 ] (̸p1 +me) [γµ ̸p4γν − 2γνp1µ]

]
(2.81)

Lo que se resume en

|M̄|2 =
e4

4

[
I

(2p1 · p2)2
+

II

(2p1 · p2) (2p1 · p4)
+

III

(2p1 · p4) (2p1 · p2)
+

IV

(2p1 · p4)2

]
, (2.82)
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donde

I = Tr
[
(̸p3 +me) [2γ

µpν1 + γµ ̸p2γν ] (̸p1 +me) [2γµp1ν + γν ̸p2γµ]
]
, (2.83)

II = Tr
[
(̸p3 +me) [2γ

µpν1 + γµ ̸p2γν ] (̸p1 +me) [γµ ̸p4γν − 2γνp1µ]
]
, (2.84)

III = Tr
[
(̸p3 +me) [γ

ν ̸p4γµ − 2γνpµ1 ] (̸p1 +me) [2γµp1ν + γν ̸p2γµ]
]
, (2.85)

IV = Tr
[
(̸p3 +me) [γ

ν ̸p4γµ − 2γνpµ1 ] (̸p1 +me) [γµ ̸p4γν − 2γνp1µ]
]
. (2.86)

Nótese, que IV es la misma traza que I si nosotros remplazamos p2 por −p4; además, ya que nosotros
podemos invertir el orden de las matrices γ dentro de una traza, debido a que tr (γµγνγργσ, . . .) =
tr (· · · γσγργνγµ), nosotros podemos, ver que II = III. Así que solo debemos calcular I y II. El
resultado de la traza I después de usar toda la tecnología de trazas del Apéndice E es

I = 16
[
4m4

e + 4m2
e(p1 · p2)− 2m2

e(p3 · p1)− 2m2
e(p3 · p2) + 2 (p3 · p2) (p3 · p2)

]
. (2.87)

Remplazando p2 por −p4 obtenemos la traza IV , la cual es:

IV = 16
[
4m4

e + 4m2
e(p1 · p4)− 2m2

e(p3 · p1) + 2m2
e(p3 · p4) + 2 (p3 · p4) (p1 · p4)

]
. (2.88)

Haciendo un trabajo análogo a los anteriores, para la traza II se tiene que

II = 32m2
e (p3 · p4) + 16m2

e(p3 · p1)− 32 (p2 · p4) (p3 · p1) + 16
[
2 (p3 · p1) (p2 · p1)−m2

e (p3 · p2)
]

+ 32m2
e (p4 · p1)− 16m4

e + 16m2
e (p4 · p2)− 32m2

e(p1 · p2),

el cual resulta ser igual a la traza III

III = 16[−m4
e +m2

e (p4 · p2)− 2m2
e(p1 · p2) + 2m2

e (p3 · p4) + (p3 · p1)
[
m2

e − 2 (p4 · p2) + 2p2 · p1
]

−m2
e (p3 · p2)]. (2.89)

Los resultados obtenidos para las trazas dadas por I, II, III y IV , pueden simplificarse aun más
introduciendo lo que se conoce como variables de Mandelstam [95]:

s = (p1 + p2)
2 = 2p1 · p2 +m2

e = 2p3 · p4 +m2
e;

t = (p3 − p1)
2
= −2p1 · p3 + 2m2

e = −2p2 · p4;

u = (p4 − p1)
2
= −2p4 · p1 +m2

e = −2p2 · p3 +m2
e, (2.90)

recordemos que en la expresión (2.37) vimos algunas relaciones entre los momentos, entonces la
variable s se interpreta como el cuadrado de la energía del centro de masa, la variable t es el
cuadrado del cuadrimomento transferido en el canal directo y la variable u es el cuadrado del
cuadrimomento transferido en el canal intercambiado,

s+ t+ u =

4∑
i=1

m2
i = 2m2

e. (2.91)

De esta manera, la traza I se convierte en

I = 16
[
2m4

e +m2
e(s−me)−

1

2
(u−m2

e)(s−m2
e)
]
, (2.92)

con un trabajo análogo se obtiene

II = 16
[
2m4

e +m2
e(u−me)−

1

2
(u−m2

e)(s−m2
e)
]
, (2.93)
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y para las trazas III y IV el resultado es

II = III = −8
(
4m4

e +m2
e

(
s−m2

e

)
+m2

e

(
u−m2

e

)]
. (2.94)

Sustituyendo estos resultados en la relación (2.82), entonces

|M̄|2 =
e4

4

[
32m4

e

(
1

(s−m2
e)

2 +
1

(u−m2
e)

2 +
2

(s−m2
e) (u−m2

e)

)

+32m2
e

(
1

(s−m2
e)

+
1

(u−m2
e)

)
− 8

(
u−m2

e

s−m2
e

+
s−m2

e

u−m2
e

)]
=
e4

4

[
32m4

e

(
1

(s−m2
e)

+
1

(u−m2
e)

)2

+ 32m2
e

(
1

(s−m2
e)

+
1

(u−m2
e)

)
− 8

(
u−m2

e

s−m2
e

+
s−m2

e

u−m2
e

)]

=
e4

4

[
32m4

e

(
1

2p1 · p2
+

1

−2p1 · p4

)2

+ 32m2
e

(
1

2p1 · p2
+

1

−2p1 · p4

)
− 8

(
−2p1 · p4
2p1 · p2

+
2p1 · p2
−2p1 · p4

)]

=
e4

4

[
32m4

e

4

(
1

p1 · p2
− 1

p1 · p4

)2

+
32m2

e

2

(
1

p1 · p2
− 1

p1 · p4

)
+ 8

(
p1 · p4
p1 · p2

+
p1 · p2
p1 · p4

)]

=
e4

4

[
8m4

e

(
1

p1 · p2
− 1

p1 · p4

)2

+ 16m2
e

(
1

p1 · p2
− 1

p1 · p4

)
+ 8

(
p1 · p4
p1 · p2

+
p1 · p2
p1 · p2

)]
,

(2.95)

Por lo tanto,

|M|2 = 2e4

[
m4

e

(
1

p1 · p2
− 1

p1 · p4

)2

+ 2m2
e

(
1

p1 · p2
− 1

p1 · p4

)
+
p1 · p4
p1 · p2

+
p1 · p2
p1 · p4

]
. (2.96)

Vemos que si la masa se hace cero, entonces tenemos que

|M|2 = 2e4
(
p1 · p4
p1 · p2

+
p1 · p2
p1 · p4

)
. (2.97)

El siguiente paso es escribir p1, p2 y p4 en términos de las variables básicas: energía y ángulos. Esto
es, introducir la cinemática a la amplitud cuadrada promediada (2.96). Para hablar de la sección
eficaz nosotros debemos decidir qué marco de referencia vamos a elegir, y dibujar una imagen
de la cinemática. El más común es el marco de laboratorio. Las relaciones que se establecen en
este marco, debido a la conservación de la energía y momento son: p⃗1 + p⃗2 = −→p 4 +

−→p3, cómo el
electrón está en reposo p⃗2 = −→p4 + −→p3 entonces −→p3 = p⃗2 − −→p4. La energía es E1 + E2 = E3 + E4

con Ei =
√
p⃗2i +m2

i . Luego, como p⃗1 = 0 entonces E1 = me. Además, la masa del fotón es cero
mγ = 0 entonces E2 = p⃗2 = ω2 y E3 = p⃗4 = ω4, entonces E4 =

√
p⃗23. Por lo tanto, la conservación

de la energía puede escribirse de la siguiente manera:

me + ω2 = ω4 +
√
p⃗23 +me, (2.98)

o bien

me + ω2 = ω4 + E4. (2.99)
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Antes

p2 = (E2, p⃗2)

p2 = (ω2, ω2 ẑ)

p1 = (E1, p⃗1)

p1 = (me, 0)

Despuésx̂

ẑ
θ

p4 = (E4, p⃗4 )

p4 = (ω4, ω4 sen θ, 0, ω4 cos θ)

Figura 2.13: Cinemática del proceso

Revisando la cinemática en el marco de referencia de laboratorio, podemos escribir los productos
punto de los cuadrimomentos que aparecen en (2.96), entonces,

p1 · p2 = (me, 0) · (ω2, ω2ẑ) = meω2, (2.100)
p1 · p4 = (me, 0) · (ω4, ω4 sen θ, 0, ω4 cos θ) = meω4. (2.101)

Por lo tanto, tenemos que

|M|2 = 2e4

[
meω4

meω2
+
meω2

meω4
+ 2m2

e

(
1

meω2
− 1

meω4

)
+m4

e

(
1

meω2
− 1

meω4

)2
]

= 2e4

[
ω4

ω2
+
ω2

ω4
+ 2me

(
1

ω2
− 1

ω4

)
+m2

e

(
1

ω2
− 1

ω4

)2
]
. (2.102)

O bien, podemos escribir la amplitud cuadrada promediada en términos de las variables cinemáticas
θ explícitamente, para ello encontremos que ω4 que es la energía final del fotón, usando lo siguiente:

m2
e = (p3)

2
= (p1 + (p2 − p4))

2
= p21 + 2p1 · (p2 − p4) + (p2 − p4)

2

= m2
e + 2 (p1 · p2 − p1 · p4) + p22 − 2p2 · p4 + p24

= m2
e + 2 (meω2 −meω4)− 2 (ω2ω4 − ω2ω4 cos θ)

= m2
e + 2me (ω2 − ω4)− 2ω2ω4(1− cos θ) (2.103)

Lo que implica que
2me (ω2 − ω4) = 2ω2ω4(1− cos θ), (2.104)

Por lo tanto
1

ω4
− 1

ω2
=

1

me
(1− cos θ) ⇒ 1

ω2
− 1

ω4
= − 1

me
(1− cos θ). (2.105)

Sustituyendo este resultado, nos va a quedar que

|M|2 = 2e4

[
ω4

ω2
+
ω2

ω4
− 2me

1

me
(1− cos θ) +m2

e

(
1

me
(1− cos θ)

)2
]

= 2e4
[
ω4

ω2
+
ω2

ω4
− 2(1− cos θ) + (1− cos θ)2

]
= 2e4

[
ω4

ω2
+
ω2

ω4
− 2 + 2 cos θ + 1− 2 cos θ + cos2 θ

]
= 2e4

[
ω4

ω2
+
ω2

ω4
−
(
1− cos2 θ

)]
(2.106)
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Por lo tanto
|M|2 = 2e4

[
ω4

ω2
+
ω2

ω4
− sen2 θ

]
. (2.107)

Proceso de dispersión e+e− → µ+µ−

Las Reglas de Feynman nos dicen que la amplitud para este proceso es

iM
(
e+e− → µ+µ−) = v̄s

′
(p2) (−ieγµ)us(p1)

(
−igµv
q2

)
ūr(p3) (−ieγv) vr

′
(p4) , (2.108)

donde v̄s
′
(p2) y us(p1) corresponden a espinores de antipartícula y partícula entrante respecti-

vamente, −ieγµ es el factor de vértice, ūr(p3) y vr
′
(p4) corresponden a espinores de partícula y

antipartícula salientes, por último el factor

−igµv
q2

, (2.109)

es el propagador. Omitiendo los superíndices del espín por simplicidad pero permaneciendo implí-
citos, la amplitud se puede reescribir como:

M =
e2

q2
v̄ (p2) γ

µu(p1)ū(p3)γµv (p4) , (2.110)

donde se ha bajado el indice mediante gµνγν = γµ. Para obtener la sección eficáz diferencial se
necesita calcular la expresión |M|2 = MM∗, por lo que debemos encontrar la traspuesta conjugada
de M, la cual tiene la siguiente forma:

M∗ =
e2

q2
v̄ (p4) γvu(p3)ū(p1)γ

vv (p2) . (2.111)

Por lo tanto, la amplitud cuadrada es:

|M|2 =
e4

q4
[v̄ (p2) γ

µu(p1)ū(p1)γ
vv (p2)] [ū(p3)γµv (p4) v̄ (p4) γvu(p3)] , (2.112)

promediando sobre los espines iniciales y sumando sobre los espines finales, se tiene que

M2 =
1

4

∑
espines

M∗M =
1

4

∑
espines

|M|2 =
1

2

∑
s

1

2

∑
s′

∑
r

∑
r′

|M (s, s′ → r, r′)|2 , (2.113)

esta expresión se simplifica considerablemente utilizando las relaciones de completez dadas por∑
s

us(p)ūs(p) = p+m, (2.114)∑
s

vs(p)v̄s(p) ≠ p−m, (2.115)

la ecuación (2.114) es para partículas y la ecuación (2.115) para antipartículas. El primer término
de la ecuación (2.112) se convierte en∑

s,s′

v̄s
′

a (p2) γ
µ
abu

s
b(p1)ū

s
c(p1)γ

v
cdv

s′

d (p2) = tr [(̸ p2 −me) γ
µ (̸ p1 +me) γ

v] , (2.116)

donde se escriben los índices espinoriales para mover libremente v con v̄ y u con ū, luego contrayendo
los indices con Add = traza(A) = TrA. Para el segundo término se tiene
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∑
r,r′

ūra(p3)γµ(ab)v
r′

b (p4) v̄
r′

c (p4) γv(cd)u
r
d(p3) = tr [(p3 +mµ) γµ (p4 −mµ) γv] , (2.117)

por lo tanto se tiene

1

4

∑
espines

|M|2 =
e4

4q4
Tr [(̸ p2 −me) γ

µ (̸ p1 +me) γ
ν ] Tr [(p3 +mµ) γµ (p4 −mµ) γν ] (2.118)

entonces calculando las traza para el electrón, se tiene lo siguiente

Tr [(̸ p2 −me) γ
µ (̸ p1 +me) γ

v] = 4
[
pµ2p

ν
1 + pν2p

µ
1 − gµν

(
p2 · p1 +m2

e

)]
(2.119)

y para el muón es

Tr [(p3 +mµ) γµ (p4 −mµ) γν ] = 4
[
p3µp4ν + p3νp4µ − gµv

(
p3 · p4 +m2

µ

)]
. (2.120)

Sustituyendo en (2.118) finalmente se tiene

1

4

∑
espines

|M|2 =
8e4

q4
[
(p2 · p3) (p1 · p4) + (p2 · p4) (p1 · p3)−m2

µ (p2 · p1)−m2
e (p3 · p4) + 2m2

em
2
µ

]
.

(2.121)
Para obtener una fórmula más explícita, se debe seleccionar un marco de referencia y expresar los
vectores p1, p3, p2, p4 y q en términos de energías y ángulos. En este caso elegimos el marco del
centro de masa. Los cuadrimomentos de acuerdo con el esquema son de la siguiente manera:

p1 = (E1, p⃗1) = (E, |p1| ẑ) , (2.122)

p2 = (E2, p⃗2) = (E,− |p2| ẑ) , (2.123)

p3 = (E3, p⃗3) = (E, p⃗3), (2.124)

p4 = (E4, p⃗4) = (E,−p⃗3), (2.125)

el producto punto de cuadrimomentos se define como:

A ·B = AµBµ = A0B0 − A⃗ · B⃗. (2.126)

por ejemplo
p2 = pµpµ =

(
p0
)2 − |p⃗|2 = m, (2.127)

lo que implica que
p0 = E =

√
|p⃗|2 +m2 o′ |p⃗| =

√
E2 −m2. (2.128)

Por otro lado, la conservación de momento del proceso es

p⃗1 + p⃗2 = p⃗3 + p⃗4, (2.129)

pero en el centro de masa tenemos que antes de la colisión

p⃗1 + p⃗2 = 0 ⇒ p⃗1 = −p⃗2, (2.130)

entonces, después de la colisión también debe ocurrir que

p⃗3 + p⃗4 = 0 ⇒ p⃗3 = −p⃗4. (2.131)

Lo anterior nos dice que
|p⃗1| = |p⃗2| y |p⃗3| = |p⃗4| . (2.132)
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En el centro de masa ocurre que la masas del electrón y el positrón son iguales y se denota como
me, sus energías son

E1 = E2 =

√
|p⃗1|2 +m2

e = E, (2.133)

las masas de los muones también son iguales y se denota como mµ, sus energías son

E3 = E4 =
√

|p⃗3|2 +m2
µ = E′, (2.134)

como E1 + E2 = E3 + E4 implica que 2E = 2E′, por lo que E = E′. Con esto podemos calcular
los productos punto de los cuadrimomentos que aparecen en la ecuación (2.121), entonces se tiene
que

p2 · p3 = E2 − p⃗2 · p⃗3 = E2 + |p⃗1| |p⃗3| cos θ, (2.135)

donde se ha usado (2.130) con (2.122) y la definición de producto punto. El siguiente es

p1 · p4 = E2 − p⃗1 · p⃗4 = E2 + |p⃗1| |p⃗3| cos θ, (2.136)

donde se ha usado (2.125) con (2.131) y nuevamente definición de producto punto. El resto son

p2 · p4 = E2 − p⃗2 · p⃗4 = E2 − |p⃗1| |p⃗3| cos θ, (2.137)

p1 · p3 = E2 − p⃗1 · p⃗3 = E2 − |p⃗1| p⃗3 | cos θ, (2.138)

donde p⃗2 y p⃗4 se escribieron en términos de p⃗1 y p⃗3 respectivamente. Por último,

p2 · p1 = E2 + |p⃗1|2 = 2E2 −m2
e, (2.139)

p3 · p4 = E2 +
∣∣p⃗23∣∣2 = 2E2 −m2

µ, (2.140)

donde se uso la ecuación (2.128). Con estos resultados, la amplitud dada por (2.121) se transforma
en

M2 =
8e4

q4

[(
E2 + |p⃗1| |p⃗3| cos θ

)2
+
(
E2 − |p⃗1| |p⃗3| cos θ

)2
+m2

µ

(
2E2 −m2

e

)
+m2

e

(
2E2 −m2

µ

)
+ 2m2

em
2
µ

]
,

(2.141)

sabemos que q2 ≡ s = (p1 + p2)
2
= (E1 + E2, p⃗1 + p⃗2)

2
= (E1 + E2, 0) = (E1 + E2)

2
= (2E)2,

usando |p⃗1| =
√
E2 −m2

e y |p⃗3| =
√
E2 −m2

µ en la amplitud, desarrollando los binomios y simpli-
ficando, finalmente se tiene

M2 =
e4

E4

[
E4 +

(
E2 −m2

e

) (
E2 −m2

µ

)
cos2 θ + E2

(
m2

e +m2
µ

)]
. (2.142)

Si tomamos aquí el límite de altas energías, esto es haciendo las masas de los fermiones me = mµ =
0. Entonces vamos a tener de resultado

M2 = e4(1 + cos2 θ). (2.143)

2.2. La contracción del grupo pequeño en las amplitudes
El objetivo de este trabajo fue encontrar el mecánismo de Higgs desde otro punto de vista, en

este caso el de amplitudes, utilizamos el concepto de la contracción entre los pequeños grupos que
vimos en la sección 1.5, y aplicarlo a amplitudes conocidas del modelo estándar para estudiar su
estructura matemática, aquí presentamos el avance que tuvimos hasta ahora, y que posteriormente
publicaremos [96].
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Vectores de polarización con correcciones en la masa a segundo orden

En esta parte del trabajo, vamos a estudiar amplitudes pero utlizando la información de la con-
tracción en grupos pequeños que se verá reflejado en la forma que adquieren los espinores de Dirac
y los vectores de polarización. Para describir bosones másivos, usamos el vector de polarización
longitudinal. En el caso de partículas sin masa los vectores de polarización son los transversales:

ϵµ+(k) =
1√
2
(0, 1, i, 0), (2.144)

ϵµ−(k) =
1√
2
(0, 1,−i, 0), (2.145)

tomando k = (k, 0, 0, k) entonces ϵ+(k) · k = 0 y ϵ−(k) · k = 0. Para el caso másivo, escogemos
P = (Ep, 0, 0, pz) entonces las relaciones de momento de Einstein son E2

p−p2 = m2. La polarización
se toma como ϵµL(p) = (pz

m , 0, 0,
Ep

m ) entonces

ϵL · P = (
p

m
Ep −

Ep

m
p) = 0. (2.146)

Además,

σµϵLµ =
1

m

(
pz − Ep 0

0 pz + Ep

)
, (2.147)

por lo tanto, el determinante de esta matriz es

det(σ · ϵL) = − 1

m
(E2

p − p2z) = −m. (2.148)

Vamos a calcularlo a segundo orden en la corrección de la masa. Cuando tomamos el límite
px = py = 0, entonces p2z = E2 −m2. La expresión que consideramos es :

ϵµL(p) = (
pz
m
, 0, 0,

E

m
). (2.149)

Cuando , tenemos E ≫ m, a segundo orden, lo que ocurre es

√
E +m =

√
E +

m

2
√
E

− m2

8E3/2
(2.150)

√
E −m =

√
E − m

2
√
E

− m2

8E3/2
.

Además,
√
E +m

√
E −m = E − m2

2E
+

m4

64E3
(2.151)

Cuando, m≫ E, entonces

√
E +m =

√
m+

E

2
√
m

− E2

8m3/2
, (2.152)

√
E −m = i

(√
m− E

2
√
m− E2

8m3/2

)
,

Por lo tanto,
√
E +m

√
E −m = i

(
m− E2

2m
+

E4

64m3

)
. (2.153)
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De esta manera obtenemos un vector de polarización perturbativa, primero cuando E ≫ m entonces

ϵµL(p) =

(
(E +m)1/2(E −m)1/2

m
, 0, 0,

E

m

)
(2.154)

=

(
E

m
− m

2E
+

m3

64E3
, 0, 0,

E

m

)
,

podemos observar que cuando la energía es E = m entonces

ϵµL = (1− 31

64
, 0, 0, 1). (2.155)

Por otro lado, si m≫ E, entonces tenemos

ϵµL(p) =

(
i

(
1− E2

2m2
+

E4

64m4

)
, 0, 0,

E

m

)
. (2.156)

Espinores de Dirac con corrección en la masa a segundo orden

Si tenemos m ̸= 0, entonces p2 = E2 − |p⃗|2 = m2, esto implica que |p⃗| = (E2 − m2)
1
2 =

(p2x + p2y + p2x)
1
2 . Por el contrario, si m = 0, entonces E2 = |p⃗|2. Vamos a tomar el siguiente límite:

px = py = 0. Entonces, los espinores de Dirac para describir partículas relativistas se convierten
en [92]:

u+(p) =
√
E +m


1
0
pz

E+m

0

 , u−(p) =
√
E +m


0
1
0

−pz

E+m

 , (2.157)

para las antipartículas son:

v+(p) =
√
E +m


0

−pz

E+m

0
1

 , v−(p) =
√
E +m


pz

E+m

0
1
0

 . (2.158)

Haciendo un poco de álgebra encontramos que

pz
√
E +m

E +m
=

√
E −m. (2.159)

Considerando todos estos resultados vamos a estudiar dos casos. El primer caso es: E ≫ m,
entonces los espinores de Dirac se convierten en

u+(p) =


√
E
0√
E
0

+


m

2
√
E
− m2

8E3/2

0

− m
2
√
E
− m2

8E3/2

0

 , u−(p) =


0√
E
0

−
√
E

+


0

m
2
√
E
− m2

8E3/2

0
m

2
√
E
+ m2

8E3/2

 ,

(2.160)

v+(p) =


0

−
√
E

0√
E

+


0

m
2
√
E
+ m2

8E3/2

0
m

2
√
E
− m2

8E3/2

 , v−(p) =


√
E
0√
E
0

+


− m

2
√
E
− m2

8E3/2

0
m

2
√
E
− m2

8E3/2

0

 .

(2.161)
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Aquí podemos ver que si m = 0, solamente sobreviven los primeros términos de cada espinor que
depende exclusivamente del cuadrado de la energía. El segundo caso es cuando m ≫ E, entonces
los espinores de Dirac spinors son:

u+(p) =


√
m
0

i
√
m
0

+


E

2
√
m

− E2

8m3/2

0

− E
2
√
m

− E2

8m3/2

0

 , u−(p) =


0√
m
0

−i
√
m

+


0

E
2
√
m

− E2

8m3/2

0
E

2
√
m

+ E2

8m3/2

 ,

(2.162)

v+(p) =


0

−i
√
m

0√
m

+


0

E
2
√
m

+ E2

8m3/2

0
E

2
√
m

− E2
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(2.163)

De nuevo, si tomamos E = 0, entonces solamente los primeros términos sobreviven los cuales
dependen de una masa compleja.

2.2.1. Z0 −→ ff̄

En la sección 2.1.5, vimos este proceso usando el formalismo de los diagramás de Feynman,
desde calcular su amplitud hasta su radio de decaimiento. El diagrama de Feynman para este
proceso los podemos ver la Figura 2.11. En esta sección nos interesa estudiar su amplitud usando
los espinores (2.160) y (2.162) ,los cuales contienen la información de la contracción de los grupos
de la cual emerge la cinemática. Como vimos anteriormente, la amplitud de este proceso esta dadá
por:

M(Z0 −→ ff̄) = ū(p1, s1)

(
ig

2 cos θw
γµ(g

f
ν − gfAγ5)

)
v(p2, s2)ϵ

µ(P, λ), (2.164)

donde
gfν = T3,fL − (2 sen2 θw ×Qf ), (2.165)

gfA = T3,fL. (2.166)

Necesitamos calcular los siguientes términos:

ū(p1, s1)γµϵ
µ(p3, λ)v(p2, s2), ū(p1, s1)γµϵ

µ(p3, λ)γ5v(p2, s2). (2.167)

Caso una partícula sin masa - Dos másivas

En este caso vamos a tomar al bosón Z0 como una partícula sin masa y los dos fermiones
másivos. Cuando Z0 tiene masa cero, entonces se necesita los vectores de polarización transversales,
ϵµ+(p3) y ϵµ−(p3). Las únicas configuraciones de helicidades que son diferentes de cero son:

ū−(p1, s1)γµϵ
µ
−(p3, λ)v−(p2, s2), ū+(p1, s1)γµϵ

µ
+(p3, λ)γ5v+(p2, s2). (2.168)

En el caso de E ≫ mf , vamos a usar (2.144), (2.145) y los cuatro términos de (2.160), el segundo
término de (2.168) que involucran γ5 van a desaparecer, entonces

ū−(p1, s1)γµϵ
µ
−(p3, λ)v−(p2, s2) = (−2

√
2)mf +

1

2
√
2

m3
f

E2
, (2.169)

ū+(p1, s1)γµϵ
µ
+(p3, λ)v+(p2, s2) = (−2

√
2)mf +

1

2
√
2

m3
f

E2
. (2.170)
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Finalmente,las amplitudes para un bosón sin masa con dos fermiones masivos con correcciones en
la masa son:

M(z0+ → f+f̄+) = M(z0− → f−f̄−) = i
ggfv

2 cos θw

(
(−2

√
2)mf +

1

2
√
2

m3
f

E2

)
. (2.171)

Además, si E = mf entonces

M(z0+ → f+f̄+) = M(z0− → f−f̄−) = −i 7ggfv
4
√
2 cos θw

mf . (2.172)

Por supuesto, si los fermiones llegan a ser sin masa, vamos a tener una amplitud de tres partículas
sin masa, entonces M(z0+ → f+f̄+) = M(z0− → f−f̄−) = 0. Ahora, en el caso de mf ≫ E, usamos
(2.144), (2.145) y (2.162), de nuevo el segundo término de (2.168) desaparece, entonces

ū−(p1, s1)γµϵ
µ
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√
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√
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√
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, (2.173)

ū+(p1, s1)γµϵ
µ
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√
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Por lo tanto

M(z0+ → f+f̄+) = M(z0− → f−f̄−) = i
ggfv

2 cos θw
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(2.175)
Además, si E = mf , entonces

M(z0+ → f+f̄+) = M(z0− → f−f̄−) = −i 5ggfv
2
√
2 cos θw

(1 +
i

2
)mf , (2.176)

Finalmente, si E = 0 entonces tenemos

M(z0+ → f+f̄+) = M(z0− → f−f̄−) = −i
√
2ggfv

cos θw
mf . (2.177)

Esta expresión luce como (2.172). Nuevamente si mf = 0, las amplitudes desaparecen.

Caso con tres partículas másivas

Si Z0 es másivo entonces necesitamos ϵµL(p3). Procedemos a calcular los siguientes términos de
las amplitudes

ū±(p1, s1)γµϵ
µ
L(p3, λ)v±(p2, s2), ū±(p1, s1)γµϵ

µ
L(p3, λ)γ5v±(p2, s2). (2.178)

En el caso Eˇmf , usando las ecuaciones (2.154) y (2.160) las únicas amplitudes diferentes de cero
son:

M(Z0
L → f+f̄−) =

ig

2 cos θw
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−

(gfv − gfA)mz
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32E2 −m2
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32E2

+
m4
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f
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(
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)

2048E6
−
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(
64E6(gfv + gfA)− 32E4gfvm

2
z + E2gfvm

4
z

)
64E6mz

)
, (2.179)
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M(Z0
L → f−f̄+) =
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2 cos θw
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Cuando E = mz, entonces tenemos

M(Z0
L → f+f̄−) =

ig

2 cos θw

(
− 31

32
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(33gfv + 64gfA)
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M(Z0
L → f−f̄+) =
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2 cos θw
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(2.182)

Proceso t → bW , tres partículas másiva

La amplitud que vamos a trabajar aquí es t→ bW

M =
gw√
2
ε∗µ(p3)ū(p1)γ

µ 1

2
(1− γ5)u(p2), (2.183)

u(p1) está relacionada con el quark bottom y ε∗µ(p3) es el vector de polarización del bosón W .
Tenemos que calcular dos términos a segundo orden en la masa:

ū(p1)ε
∗
µ(p3)γ

µu(p2), ū(p1)ε
∗
µ(p3)γ

µγ5u(p2). (2.184)

Las tres partículas son masivas, para el bosón W necesitamos el vector de polarización longitudinal.
Los espinores y el vector de polarización son aquellos que calculamos en (2.160) y (2.154) cuando
E ≫ m. Encontramos que los únicos dos términos que no desaparecen en (2.184), son cuando
los quarks top y bottom ambos tienen o espín positivo o espín negativo. Tomando en cuenta que
el quark top es muy másivo en comparación con el quark bottom y el bosón W , entonces las
amplitudes que sobreviven cuando E ≫ mb, son

M (t+ → b+WL) =
gw

2
√
2

[
mbmt

(
128E4 − 32E2m2

w +m4
w

)
64E4mw

]
(2.185)

M (t− → b−WL) = − gw

2
√
2

[(
m2

b − 8E2
) (

8E2 −m2
t

) (
32E2m2

w +m4
w

)
1024E6mw

]
. (2.186)

Notemos que cuando despreciamos la masa del quark bottom (mb → 0), entonces la amplitud de
espines positivos (2.185) desparece. Por otro lado, si consideramos mb = 0 y E = mw, entonces
(2.186) llega ser

M(t− → b−WL) =
33gw

256
√
2

[
8mw − m2

t

mw

]
. (2.187)
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Capítulo 3

Métodos modernos en Teoría
Cuántica de Campos: El método de
Amplitudes

Quienes exploran un mundo desconocido
son viajeros sin mapa: el mapa es el
resultado de la exploración. Desconocen la
posición de su destino, y el camino directo
que conduce a él aún no está trazado.

Hideki Yukawa

La teoría cuántica de campos (QFT, por sus siglas en inglés) es el lenguaje matemático que
nos permite describir las partículas elementales y sus interacciones [2]. Un ingrediente importante
de este lenguaje son los espinores que son objetos matemáticos que se transforman bajo el
grupo de Lorentz [77]. Históricamente, los espinores fueron creados por E. Cartan en 1913 [79].
Posteriormente personajes como P. Dirac y E. Majorana introdujeron los espinores a la física
teórica [86, 87], así como H. Weyl y B. L. van der Waerden hicieron contribuciones matemáticas
importantes que permitieron el desarrollo del análisis espinorial. Por su parte, B.L. van der
Waerden fue el primero en introducir la notación de índices punteados y no punteados para las
representaciones irreducibles del grupo de Lorentz. Actualmente a estas representaciones se les
conocen como espinores de Weyl-van der Waerden [88, 89]. Otro ingrediente importante en teoría
cuántica de campos es la matriz S, el cual es el objeto definido en el espacio de momentos que
contiene toda la información física de un proceso de colisión o decaimiento. En un experimento de
dispersión de partículas el observable a medir es la sección eficaz σ, el cual está en términos de
energías y momentos de las partículas involucradas [1]. Teorías como el modelo estándar fueron
desarrolladas de esta manera cuyos descubrimientos como el bosón de Higgs están en la literatura
[97]. A nivel árbol, un proceso de dos partículas en el estado inicial y dos partículas en el final
(p1 + p2 −→ p3 + p4), el método estándar para calcular su sección eficaz requiere del uso de los
diagramas de Feynman que involucra calcular el elemento de matriz S o amplitud mediante las
reglas de Feynman, posteriormente elevar al cuadrado el elemento de matriz, promediar sobre
los estados de espín y después hacer el desarrollo de las trazas de productos de matrices γµ de
cuatro componentes [92]. Sin embargo, si agregamos más partículas en el estado final, implica un
incremento en el número de diagramas de Feynman, por ejemplo, para un proceso donde tenemos
dos gluones en el estado inicial y ocho gluones en el estado final, se requieren aproximadamente un
millón de diagramas de Feynman, por lo que la técnica se vuelve impracticable. Una manera de
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hacer posible esto es mediante el formalismo de los espinores de helicidad o método de amplitudes,
el cual es una técnica moderna que se aplica a nivel de árbol, la clave de este método se encuentra
en el little group o grupo de Wigner el cual caracteriza los estados de las partículas, por ejemplo
para partículas sin masa asociados a espinores de Weyl, el little group nos dice que solo se
necesita conocer la helicidad para estudiar sus procesos de dispersión [9]. Los primeros desarrollos
del método de amplitudes provienen de la década de 1980, cuando se encontró que se podían
calcular de manera eficiente amplitudes de dispersión que involucraban partículas sin masa al
re-parametrizar los cuadrimomentos en espinores, de este modo las amplitudes se reescriben en
términos de contracciones de espinores los cuales son invariantes de Lorentz [98, 99]. En 1986, K.
Hagiwara y D. Zeppenfeld presentaron un método para calcular las amplitudes de procesos que
involucran fermiones externos y bosones vectoriales a nivel árbol en la base espinorial de Weyl
[100]. En el mismo año, estas técnicas fueron extendidas por S. Parker y T. Taylor para calcular de
manera más eficiente amplitudes de multi-jets a nivel árbol en Cromodinámica Cuántica (QCD,
por sus siglas en inglés), ellos derivaron una fórmula general para describir el proceso de dispersión
de dos gluones en el estado inicial a n − 2 gluones en el estado final, conocida hoy en día como
fórmula de Parker-Taylor [6]. Los libros de texto modernos en QFT incluyen capítulos sobre el
método de amplitudes estudiando teorías como QED en el caso de M. Thomson [92] o QCD por
M. D. Schwartz [4] y S. Weinzierl [101]. Una introducción pedagógica más extensa del método
de amplitudes es dada por H. Elvang y Y. T. Huang donde se estudian teorías supersimétricas
como N = 4 SYM o Supergravedad N = 8 [9]. El trabajo de H. K. Dreiner, H. E. Haber y S. P.
Martín es una gran referencia donde se puede encontrar una discusión completa de los espinores de
helicidad y un conjunto de reglas de Feynman en términos de espinores de dos componentes para
calcular secciones eficaces, correcciones radiativas de teorías como el modelo estándar, así como
supersimetría [102]. Si bien el método de amplitudes funciona de manera excelente a nivel árbol y
considerando partículas sin masa, en la última década se han visto grandes avances por extender
este formalismo a partículas de cualquier masa y espín [17], así como técnicas para calcular a
orden de lazos mediante el método del corte unitario o Next-to-Leading Order (NLO) [103, 104],
brindando así un abanico de nuevos métodos más poderosos en teoría cuántica de campos.
En este capítulo nos enfocamos en revisar las bases del método de amplitudes e ilustrar de manera
detallada cómo se hace el cálculo de una amplitud a nivel árbol en estos formalismos.

3.1. ¿Qué define a una teoría cuántica de campos?

En el capítulo 2 hablamos un poco de qué es y por qué la teoría cuántica de campos. Este marco
teórico es una herramienta muy poderosa y tiene muchas aplicaciones desde física de partículas
hasta materia condensada, pasando por economía. Pero ¿Qué define a una teoría cuántica de
campos? La respuesta la encontramos en la acción [1]. Sin embargo, la acción viene con un costo,
el cual se conoce como redundancias. Por ejemplo, en electromagnetismo, la redundancia aparece
en la invarianza de la acción bajo transformaciones de norma del fotón

Aµ → Aµ + ∂µθ.

La acción que describe la interacción de los gravitones es similarmente invariante bajo difeomor-
fismos, el cual toma la siguiente forma a orden líneal

hµν → hµν + ∂µθν + ∂νθµ,

aquí los parámetros θ y θµ son funciones arbitrarias del espacio-tiempo. Invarianza de norma y
difeomorfismos son redundancias creadas convenientemente por físicos para describir ciertas teo-
rías. Por otro lado, Eugene Wigner al encontrar como enumerar todas las posibles representaciones
unitarias irreducibles del grupo de Poincaré nos estaba diciendo que tipo de cosas, en principio,
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pueden ocurrir en el universo. En cuatro dimensiones, estos argumentos implican que una partícula
sin masa con espín intrínseco tiene exactamente dos polarizaciones. Desafortunadamente, la pre-
ferencia de que la invarianza de Lorentz se manifieste obliga a describir el fotón y el gravitón con
los campos cuánticos Aµ(x) y hµν(x), los cuales tienen muchos indices de Lorentz y nos indican
que se tienen cuatro y diez grados de libertad, respectivamente. Veamos de donde vienen estas
redundancias, consideremos una teoría de campos escalar con la siguiente lagrangiana:

L =
1

2
K(ϕ)∂µϕ∂

µϕ, (3.1)

donde el término cinemático es

K(ϕ) = 1 + λ1ϕ+
1

2!
λ2ϕ

2 +
1

3!
λ3ϕ

3 +
1

4!
λ4ϕ

4 + . . . (3.2)

La lagrangiana (3.1) da una complicada y arbitraria torre de interacciones, a partir de esto, uno
deduciría que su matriz S sería igual de compleja. Para ver esto, veamos la observable física más
simple, esta es la amplitud de dispersión de cuatro partículas a nivel árbol, un simple cálculo nos
lleva:

M4 ∝
∑
i̸=j

pipj ∝ s+ t+ u = 0,

donde las variables de Mandelstam son:

s = (p1 + p2)
2
= (p3 + p4)

2
, (3.3)

t = (p1 + p4)
2
= (p2 + p3)

2
, (3.4)

u = (p1 + p3)
2
= (p2 + p4)

2
. (3.5)

Es importante imponer la conservación de momento de las partículas externas para demostrar que
esta amplitud desaparece, las cuales también satisfacen condiciones de capa de masa∑

i

pi = 0 (3.6)

p2i = 0. (3.7)

Este efecto de que una amplitud no contribuye o desaparece persiste incluso para la amplitud que
involucra catorce partículas los cuales producen cinco trillones de diagramás de Feynman. El origen
de esto es por que la acción en (3.1) es en el fondo un escalar libre. En particular, la matriz S, es
invariante bajo cualquier re-definición de campos de la forma [105, 106]

ϕ→ f(ϕ), (3.8)

sujeto a la condición f ′(0) = 1 de modo que en el límite de campo débil se interpola en un
campo normalizado canónico. Para la función f(ϕ), entonces se puede transformar la acción del
campo escalar libre en (3.1), de esta manera la matriz S es invariante bajo una no-simetría de
la acción. Esto no es una sorpresa ya que la formulación por integral de trayectoria de la teoría
cuántica de campos trata a los campos como una variable de integración y cualquier integral es
invariante bajo un cambio de variables apropiado. Por lo que, teoría cuántica de campos está
plagado de redundancias que socavan cualquier significado fundamental del contenido de la acción.
Si aplicamos cualquier re-definición de campos, se puede mapear una acción en un conjunto infinito
de acciones diferentes que describen la misma física. Este mapeo tiene sus desventajas, por ejemplo,
las redundancias producen un conjunto de representaciones redundantes de diagramás de Feynman
para la misma matriz S. Para teorías con invarianza de norma y difeomorfismos, la equivalencia
entre estas representaciones se manifiesta por las identidades de Ward [107]. Para satisfacer estas
identidades, las expresiones que resultan de los diagramás de Feynman deben ser inmensamente
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complicadas incluso para un proceso físico simple. Otra desventaja es que si se escoge una mala
base para los campos, esto podría oscurecer ciertas estructuras fundamentales de la teoría.
Para campos escalares, sus diagramás de Feynman son fáciles de calcular. Sin embargo, sin ninguna
información adicional, sus interacciones pueden ser diversas:

Lscalar =
1

2

∑
a

∂µϕa∂
µϕa +

1

3!

∑
abc

ωabcϕaϕbϕc +
1

4!

∑
abcd

λabcdϕaϕbϕcϕd, (3.9)

de esta manera se necesitan especificar todas las constantes de acoplamiento ωabc y λabcd para
definir la acción. En otras palabras, la teoría puede ser simple respecto a sus diagramás de Feynman
pero se vuelve no predictiva en lo más mínimo. Por otro lado, si los campos son vectores, entonces
no hay otra opción; la única teoría permitida es la teoría de Yang-Mills [108], ya que no hay teorías
renormalizables de partículas vectoriales sin masa que interactuán más alla de la de Yang-Mills

Lvector = − 1

4g2

∑
a

FaµνF
µν
a . (3.10)

El hecho de que las constantes de estructura fabc del grupo de norma son anti-simétricos y sa-
tisfacen la identidad de Jacobi es producto de la teoría. Una lógica similar implica que no hay
interacciones renormalizables auto-consistentes para una partícula tensorial sin masa. En lugar de
eso, las interacciones permitidas son no-renormalizables y coincides precisamente con la acción de
Einstein-Hilbert

Ltensor = − 1

16πG

√
−gR, (3.11)

aquí la dinámica de una partícula tensorial sin masa a bajas energías esta controlada por un solo
parámetro el cual es la constante de Newton.
Similarmente sucede para los fermiones, por ejemplo, los campos de espín 1

2 tienen menos cons-
tricciones en sus interacciones mientras que los campos espín 3

2 solamente pueden interactuar
consistentemente mediante supergravedad [109]. La conclusión que podemos sacar de esto es que
la simplicidad de una teoría depende de lo poco que debe ser especificado para deducir su matriz
S. En general, se puede decir que una teoría cuántica de campos esta tan constreñida a tal punto
que hacerlo más constreñida la teoría dejaría de existir o tener sentido. Entre la comunidad de
amplitudes se dice que la teoría más simple que existe es la conocida como la teoría supersimétrica
Yang-Mills N = 4, simple en el sentido de que su matriz S perturbativa completa esta fijada por las
simetrías y no por la complejidad de su oscilador armónico cuántico el cual está lleno de polinomios
de Hermite y son complicados de manipular[110]. El hecho de que su acción luzca muy complicada,
quiere decir que hay otras maneras mejores de calcular.
En el capítulo (2) vimos cómo calcular amplitudes de dispersión mediante una receta que involucra
los diagramás de Feynman. El método moderno de amplitudes propone una aproximación más
práctica el cual consiste en construir un ansatz general para la matriz S y esculpir la respuesta
correcta desde criterios físicos simples:

Análisis dimensional: Las amplitudes de dispersión deben tener dimensión de masa con-
sistente con la dimensión de la constante de acoplamiento en la teoría.

Invarianza de Lorentz: Las amplitudes de dispersión deben ser invariantes de Lorentz.
Por ejemplo, una amplitud de escalares es una función de s, t, u. Cuando hay partículas con
espín, la amplitud también debe ser invariante bajo el grupo pequeño o little group.

Localidad: Las amplitudes de dispersión deben tener singularidades que sean consistentes
con la factorización y unitariedad. Estas singularidades codifican la localidad fundamental
de la teoría. Por ejemplo, una amplitud de cuatro partículas debe tener polos simples 1

s y no
1
s2
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3.1.1. ¿Hay una mejor manera para calcular amplitudes de dispersión?
A continuación, vamos a considerar el proceso de dispersión e+e− −→ µ+µ−, electrón positrón

a muón anti-muón, a nivel árbol cuyo elemento de matriz se va denotar de la siguiente manera:

iMēe→µ̄µ = −ie
2

s
ū(p3)γ

µv(p4) · v̄(p2)γµu(p1). (3.12)

Para calcular la sección eficaz o razón de decaimiento de cualquier proceso es necesario obtener
primero lo que es el elemento de matriz cuadrado o amplitud cuadrada, en este trabajo nos enfoca-
mos en como obtener |M|2. Para evaluar el elemento de matriz (3.12) se necesita tener en cuenta
todos los posibles estados de espín de las cuatro partículas. Cada una de ellas puede estar en alguna
de las dos posibles helicidades que hay, entonces para el estado inicial que esta compuesto por el
electrón (e) y el positrón (ē), vamos a tener cuatro posibles configuraciones de helicidades, esto es,

ēReL, ēLeL, ēReL, ēReR, (3.13)

donde los subíndices R y L se refieren al estado de helicidad que se encuentran R para la helicidad
derecha y L para la helicidad izquierda. Del mismo modo tenemos cuatro posibles configuraciones
para el estado final compuesto por el muón (µ) y el anti-muón (µ̄). Por ejemplo, si en el estado
inicial escogemos la configuración ēReR entonces los elementos de matriz que tendremos son

MēReR−→µ̄RµR
, ,MēReR−→µ̄RµL

, (3.14)
MēReR−→µ̄LµR

, MēReR−→µ̄LµL
.

Similarmente, tendremos cuatro elementos de matriz para otra configuración diferente de helicida-
des en el estado inicial. Entonces el proceso de dispersión como tal, consiste en 16 posibles estados
de combinaciones de helicidades que son ortogonales y por lo tanto independientes entre sí. En
general, el elemento de matriz de espín promediado o amplitud cuadrada promediada es dada por

|M|2 =
1

4

∑
espin

|M|2

=
1

4

(
|MēReR |2 + |MēReL |2 + |MēLeR |2 + |MēLeL |2

)
, (3.15)

donde el factor de 1
4 representa el promedio sobre las cuatro posibles configuraciones de helicidades

en el estado inicial. La primera configuración de helicidades en el estado inicial que vamos a calcular
es ēReL, por lo que tenemos dos amplitudes diferentes que van a contribuir, una es MēReL−→µ̄RµL

.
Desarrollando la amplitud se tiene:

iMēReL→µ̄RµL
= − ie

2

s
u†L(p3)γ

0γµvR(p4)× v†R(p2)γ
0γµuL(p1), (3.16)

donde se va a usar la forma explicita de las matrices (1.238) y las expresiones (1.292), entonces,

iMēReL−→µ̄RµL
= − ie

24E2

s

(
λ†−(3)χ+(4)χ

†
+(2)λ−(1) + λ†−(3)σ

iχ+(4)χ
†
+(2)σ

iλ−(1)
)
. (3.17)

Notar que los momentos de las partículas p1, p2, p3, p4 se han cambiado por números 1, 2, 3, 4
respectivamente, que están asociados a los espinores de Weyl. En el segundo término de (3.17) se
aplica la identidad de Fierz:

(χ†(4)σiχ(3))(χ†(2)σiχ(1)) = 2(χ†(4)χ(1))(χ†(2)χ(3))− (χ†(4)χ(3))(χ†(2)χ(1)). (3.18)

Por lo que la amplitud tiene la siguiente forma:

iMēReL−→µ̄RµL
= − ie

24E2

s
× 2λ†−(3)λ−(1)χ

†
+(2)χ+(4). (3.19)
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En este punto debemos hacer uso de la cinemática, en el límite cuando la masa tiende a cero se
tiene que

p1 = (E, 0, 0, E), p3 = (E,E sin θ, 0, E cos θ), (3.20)
p2 = (E, 0, 0,−E), p4 = (E,−E sin θ, 0,−E cos θ).

Sin perdida de generalidad, podemos escoger los ángulos θ1 = π, ϕ1 = π para el estado inicial del
electrón; para el estado inicial del positrón se escogen los ángulos θ2 = 0, ϕ2 = 0, para µ los ángulos
son θ3 = π − θ, ϕ3 = π y para µ̄ se tiene θ4 = θ, ϕ4 = 0. Las siguiente identidades trigonométricas
son muy útiles sin(π−θ

2 ) = cos θ
2 , cos(π−θ

2 ) = sin θ
2 , eiπ = 1. Con esta información, los espinores de

Weyl (1.278) se convierten en

λ−(1) =

(
1
0

)
, λ−(3) =

(
cos θ

2

sin θ
2

)
, (3.21)

χ+(2) =

(
0
1

)
, χ+(4) =

(
− sin θ

2

cos θ
2

)
.

Sustituyendo estos espinores en (3.19), sin olvidar que en este caso s = 4E2, el resultado final es

iMēReL→µ̄RµL
= −ie2(1 + cos θ). (3.22)

Ahora, la otra configuración de helicidades que contribuye es MēReL−→µ̄LµR
, el elemento de matriz

tiene la forma siguiente:

iMēReL−→µ̄LµR
= −ie

2

s
ūR(p3)γ

µvL(p4) · v̄R(p2)γµuL(p1) (3.23)

= −ie2(1− cos θ).

donde los espinores de Weyl correspondientes son:

λ−(1) =

(
1
0

)
, λ+(3) =

(
sin θ

2

− cos θ
2

)
, (3.24)

χ+(2) =

(
0
1

)
, χ−(4) =

(
cos θ

2

sin θ
2

)
.

En resumen, se tiene lo siguiente

MēReL−→µ̄RµL
= −e2(1 + cos θ) = MēLeR−→µ̄LµR

, (3.25)

MēReL−→µ̄LµR
= −e2(1− cos θ) = MēLeR−→µ̄RµL

.

Por otro lado, si consideramos en el estado inicial las siguientes configuraciones, ēLeL y ēReR, se
tienen dos diferentes términos correspondiente al elemento de matriz (3.12), uno es v̄L(p2)γµuL(p1),
el cual desarrollando explícitamente se tiene

v̄LγµuL = 2E(0, χ−(2))

(
−σi 0
0 σi

)(
λ−(1)

0

)
= 0. (3.26)

Del mismo modo se concluye que el otro término es v̄R(p2)γµuR(p1) = 0. Por lo tanto, las configu-
raciones de helicidades donde los elementos de matriz que tienen todas las partículas de helicidad
izquierda o todas las partículas de helicidad derecha:

MēLeL−→µ̄LµL
, MēReR−→µ̄RµR

, (3.27)

van a ser nulas. También van a ser nulas aquellas donde hay tres partículas, ya sea de helicidad
izquierda o helicidad derecha, por ejemplo

MēLeR−→µ̄LµL
, MēReR−→µ̄LµR

. (3.28)
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Debido a esta naturaleza que poseen los elementos de matriz, de las 16 posibles configuraciones
de helicidades solamente sobreviven 4 de estas. Las cuatro amplitudes que quedan son las que se
muestran en (3.25). Entonces la amplitud cuadrada promediada total es

|M|2 =
1

4

{
|MēReL−→µ̄RµL

|2 + |MēLeR−→µ̄LµR
|2 + |MēReL−→µ̄LµR

|2 + |MēLeR−→µ̄RµL
|2
}

(3.29)

=

(
1

4

)
× 2e4{(1 + cos θ)2 + (1− cos θ)2}

= e4(1 + cos2 θ).

vemos que obtenemos el mismo resultado que en la ecuación(2.143) pero con menos pasos.

3.2. El formalismo de los espinores de helicidad de Weyl, caso
sin masa

Este método moderno se utiliza para calcular amplitudes de procesos de dispersión o decai-
mientos a nivel árbol en el límite de altas energías y para modelos que involucran partículas sin
masa. El objeto matemático que se definen son los espinores de Weyl o de helicidad en la notación
de van der Waerden, en la sección (1.7.1) se mostró que hay cuatro tipos de espinores (1.271),
los cuales se van a denotar aquí como ket angulado |λ⟩ para el que se transforma bajo la repre-
sentación izquierda y un ket cuadrado |χ] para el que se transforma en la representación derecha.
También vimos las propiedades del espinor métrico (1.269), y como nos relaciona los espinores de
Weyl izquierdos y derechos con sus conjugados, el espinor ϵab nos permite subir y bajar índices
espinoriales, en notación de amplitudes vamos a tener por ejemplo:

|p⟩a = ϵab⟨p|b, [p|ȧ = ϵȧḃ|p]ḃ. (3.30)

La contracción entre dos espinores se define de la siguiente manera:

⟨λχ⟩ = ϵabλaχb = −⟨χλ⟩, [λχ] = ϵȧḃλ̃
ȧχ̃ḃ = −[χλ]. (3.31)

En particular, ⟨λλ⟩ = [λλ] = 0, y el conjugado es ⟨λχ⟩ = [χλ]∗. Por otro lado, hemos visto que los
espinores de Dirac pueden ser izquierdo o derechos, así que un estado físico puede ser uno de los
dos, en términos de espinores de Weyl se definen como:

v+(p) = u−(p) =

(
0

|p]ȧ

)
≡ |p],

v−(p) = u+(p) =

(
|p⟩a
0

)
≡ |p⟩, (3.32)

ū−(p) = v̄+(p) = (⟨p|a, 0) ≡ ⟨p|,
ū+(p) = v̄−(p) = (0, [p|ȧ) ≡ [p|. (3.33)

En el caso en el que los fermiones no tengan masa, las partículas y antipartículas son representadas
por los mismos estados de espín. Como regla nemotecnia se tiene que para una partícula derecha |p]
esta asociada con una helicidad h = + 1

2 y una partícula izquierda |p⟩ es asociada con un helicidad
h = − 1

2 . Observar que tienen cierta similitud con (1.292). En la práctica los espinores se van a
escribir con números para repreentar sus momentos, por ejemplo: |p1] → |1], ⟨p3| → ⟨3|. Podemos
re-parametrizar el momento pµ de cualquier partícula como un bi-espinor usando las matrices de
Pauli, esto es posible ya que cualquier matriz de 2×2 con determinante nulo puede ser escrita como
el producto externo de dos vectores de dos componentes, denotado como pȧb = λ̃ȧ ⊗λb ≡ λ̃ȧλb. Se
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trabaja con una notación de brackets de Dirac: λ̃ȧ → |p]ȧ y λb → ⟨p|b. Si escribimos el momento en
coordenadas esféricas, pµ = (E,E sin θ cosϕ,E sin θ sinϕ,E cos θ), tendremos soluciones explícitas
para |p]ȧ y ⟨p|b usando la matriz presentada en (1.272), se tiene:

pȧb =

(
2E cos2 θ

2 2E sin θ
2 cos

θ
2e

−iϕ

2E sin θ
2 cos

θ
2e

iϕ 2E sin2 θ
2

)
. (3.34)

Para el caso sin masa, el det(pȧb) = 0 (rango = 1), entonces se tiene que pȧb = |p]ȧ⟨p|b, donde

|p]ȧ =
√
2E

(
cos θ

2

sin θ
2e

iϕ

)
=

√
2Eλ+, (3.35)

⟨p|b =
√
2E(cos

θ

2
, sin

θ

2
e−iϕ).

Del mismo modo para paḃ = |p⟩a[p|ḃ donde:

|p⟩a =
√
2E

(
sin θ

2

− cos θ
2e

iϕ

)
=

√
2Eλ−, (3.36)

[p|ḃ =
√
2E(sin

θ

2
,− cos

θ

2
e−iϕ).

Notar las similitudes con las expresiones presentadas en la sección anterior dadas por (1.292) y
(1.278). Las expresiones (3.35) y (3.36) satisfacen las ecuaciones de Weyl sin masa:

paḃ|p]ḃ = 0, pȧb|p⟩b = 0, [p|ḃpḃa = 0, ⟨p|bpbȧ = 0, (3.37)

este conjunto de ecuaciones equivalen a (1.283) y (1.284) cuando m = 0. Por otro lado, los espinores
de helicidad tienen las siguientes propiedades y definiciones:

[p|γµ|q] = ⟨p|γµ|q⟩ = [p|γµγνγρ|q] = ⟨p|γµγνγρ|q⟩ = 0, (3.38)

⟨p|γµ|q] = [q|γµ|p⟩, (3.39)

⟨p|γµ|q]⟨r|γµ|s] = 2⟨pr⟩[sq], (3.40)

⟨pq⟩⟨rs⟩+ ⟨pr⟩⟨sq⟩+ ⟨ps⟩⟨qr⟩ = 0, (3.41)

⟨p|̸k|q] = ⟨pk⟩[kq]. (3.42)

La expresión (3.38) equivale al resultado que vimos en (3.26), nos dice que cualquier número impar
de γµ ensandwichado por espinores cuadrados o angulados resulta ser nula. La ecuación (3.41)
se le conoce como indentidad de Schouten el cual nos ayuda simplificar y compactar la respuesta
para nuestra amplitud, también existe para espinores cuadrados. La expresión (3.40) se le conoce
como la identidad de Fierz. A continuación, vamos a demostrar la identidad de Fierz utilizando la
notación de amplitudes, partimos del lado derecho de la ecuación (3.40):

⟨p|γµ|q]⟨r|γµ|s] = (ū−(p)γµv+(q))× (ū−(r)γ
µv+(s))

= ⟨p|a(σµ)aḃ|q]ḃ × ⟨r|c(σµ)cḋ|s]ḋ
= ⟨p|a|q]ḃ(σµ)

aḃ(σµ)cḋ⟨r|c|s]ḋ
= ⟨p|a|q]ḃ(2ϵ

acϵḃḋ)⟨r|c|s]ḋ
= 2⟨p|aϵac⟨r|cϵḃḋ|s]ḋ|q]ḃ
= 2⟨p|a|r⟩a[s|ḃ|q]ḃ
= 2⟨pr⟩[sq], (3.43)
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en la primera igualdad hemos usados las definiciones (3.32),(3.33) y la matriz de Dirac (1.238), las
etiquetas q, p, r, s representan los momentos de las partículas. Posteriormente usamos la identidad

(σµ)
aȧ(σµ)bḃ = 2ϵabϵȧḃ, (3.44)

luego subimos índices como en (3.30) con |r⟩a = ϵac⟨r|c y [s|ḃ = ϵḃḋ|s]ḋ. Las relaciones de completes
y conservación de momento se escriben como:

̸p = |p⟩[p|+|p]⟨p|, (3.45)

n∑
j

⟨ij⟩[jk] = 0, (3.46)

con todos los momentos entrantes:

p1 + p2 + p3 + p4 = 0. (3.47)

La contracción entre dos vectores de momento se define de la siguiente manera:

q · p = qµpµ =
1

2
qȧap

aȧ ≡ 1

2
Tr(|q]⟨qp⟩[p|) = 1

2
⟨qp⟩[pq], (3.48)

lo que da lugar a re-definir las variables de Mandelstam como:

sij = (pi + pj)
2, sijk = (pi + pj + pk)

2, etc. (3.49)

En particular, se tiene que s = s12, t = s13, u = s14 son las variables de Mandelstam estándar para
procesos de dos a dos partículas. En términos de espinores cuadrados y angulados estos son:

s = ⟨12⟩[21] = ⟨34⟩[43], (3.50)
u = ⟨14⟩[41] = ⟨23⟩[32],
t = ⟨13⟩[31] = ⟨24⟩[42].

Para los vectores de polarización vamos a tener [4, 111]:

̸ ϵ−(pi, r) =
√
2

[ri]
(|i⟩[r|+ |r]⟨i|), (3.51)

̸ ϵ+(pi, r) =
√
2

⟨ri⟩
(|i]⟨r|+ |r⟩[i|), (3.52)

ϵ+(pi, r) · pj =
[ij]⟨jr⟩√
2⟨ri⟩

, (3.53)

ϵ−(pi, r) · pj =
⟨ij⟩[jr]√

2[ir]
, (3.54)

ϵ−(pi, r) · ϵ+(pj , q) =
⟨iq⟩[jr]
[ir]⟨qj⟩

, (3.55)

aquí i y j son los momentos de las partículas vectoriales sin masa tal como los gluones, r y q son
sus momentos de referencia los cuales son arbitrarios y pi ̸= r. Los vectores de polarización deben
satisfacer las siguientes condiciones de capa de masa [112],

ϵ±(pi, r) · pi = 0, ϵ±(pi, r) · ϵ±(pj , q) = 0. (3.56)

Más adelante veremos sus propiedades tanto de los espinores de helicidad como de las polarizaciones
bajo el pequeño grupo. En una teoría de supergravedad, hay unas relaciones de equivalencia entre
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tensores de polarización y vectores de polarización conocido como relaciones de Kawai, Lewellen
y Tye o relaciones de KLT [62], el cual veremos en detalle en el capítulo (3.4). La consecuencia
de las relaciones de KLT es que los tensores de polarizaciones para el campo del gravitino pueden
escribirse en términos de los campos de los gluones y gluinos [113]:

ϵ̃+µ

h̃
(p, q) = ϵ̃+g̃ (p)× ϵ+µ

g (p, q) = [p| × ϵ+µ
g (p, q), (3.57)

ϵ̃−µ

h̃
(p, q) = ϵ̃−g̃ (p)× ϵ−µ

g (p, q) = ⟨p| × ϵ−µ
g (p, q), (3.58)

ϵ+µ

h̃
(p, q) = ϵ+g̃ (p)× ϵ+µ

g (p, q) = |p]× ϵ+µ
g (p, q), (3.59)

ϵ−µ

h̃
(p, q) = ϵ−g̃ (p)× ϵ−µ

g (p, q) = |p⟩ × ϵ−µ
g (p, q). (3.60)

Lo mismo es aplicable para los tensores de polarización del campo del gravitón el cual se puede
expresar en términos de los campos gluonicos como:

(ϵ++
h )µν(p, q) = ϵ+µ

g (p, q)× ϵ+ν
g (p, q), (3.61)

(ϵ−−
h )µν(p, q) = ϵ−µ

g (p, q)× ϵ−ν
g (p, q), (3.62)

donde q se refiere al momento de referencia.

M (e−, γ, e−, γ) −→ M
(
ph1
1 , ph2

2 , ph3
3 , ph4

4

)
−→ M (1+, 2−, 3+, 4−)

v+(p1) = u−(p1) ≡ | p1] −→ | 1] ; u−(p2) = v+(p2) ≡ ⟨ p2 | −→ ⟨ 2 |

Notación para espinores de Weyl

⟨ p1 p2 ⟩
⟨p2 p3 ⟩ ⟨p3 p1 ⟩ −→ ⟨ 12 ⟩

⟨23⟩ ⟨31⟩ ; [p3 p4]
[p2 p3] [p3 p1]

−→ [34]
[23] [31]

⟨ 12 ⟩∗ = [21] ; M ≈ ⟨ ⟩
⟨ ⟩ ⟨ ⟩ ; M† ≈ [ ]

[ ] [ ] −→ |M|2 ≈ F (s, t, u)

Figura 3.1: Notación amplitudes

3.2.1. El método de amplitudes en Electrodinámica Cuántica
Un elemento de matriz o amplitud ahora se va a denotar como M(1h1 , 2h2 , 3h3 , 4h4), donde hi

representa las helicidades de las partículas involucradas, por simplicidad las helicidades aparecerán
como superíndices ±. Los números 1 y 2 se refieren a las partículas en el estado inicial, 3 y 4
las partículas en el estado final. Retomando el proceso e+e− −→ µ+µ− se procede a calcular sus
amplitudes con este formalismo.

Proceso de dispersión: e+e− → µ+µ−

Se escoge el electrón como derecho o helicidad h1 = +, denotado por |1], el positrón debe ser
izquierdo o helicidad h2 = −, debido a la propiedad (3.38), el muón se toma como ⟨3| por lo que
el anti-muón es |4]. Entonces la amplitud (3.12) se convierte en

iM(1+, 2−, 3−, 4+) =
i2e2

s
⟨2|γµ|1](−igµν)⟨3|γν |4] (3.63)

= 2
ie2

s
⟨23⟩[41],
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en la segunda igualdad se utilizó la identidad de Fierz (3.40) y que ⟨λχ⟩ = [χλ]∗. Se toma el
cuadrado de esta amplitud dando como resultado

|M(1+, 2−, 3−, 4+)|2 =
4e4

s2
⟨23⟩[41][32]⟨14⟩ = 4e4

s2
u2. (3.64)

En la última igualdad se han usado las variables (3.50). Las amplitudes son invariantes bajo
paridad, al cambiar el signo de la helicidad hi → −hi se obtiene el mismo resultado para la
amplitud M(1−, 2+, 3+, 4−) que en (3.64). Las otras amplitudes que contribuyen son

|M(1+, 2−, 3+, 4−)|2 = |M(1−, 2+, 3−, 4+)|2 =
4e4

s2
t2. (3.65)

Entonces, la amplitud cuadrada promediada dada por (3.29) es

|M|2 = 2e4(
t2 + u2

s2
) = e4(1 + cos2 θ), (3.66)

donde se han usado las variables s, u, t con respecto al centro de masa, para procesos donde las
masas son despreciables [97]:

s = 4E, t = −s
2
(1− cos θ), u = −s

2
(1 + cos θ). (3.67)
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3.3. Supergravedad N = 1 en D = 4

En la literatura científica se habla de la supergravedad como la unión de la relatividad general
con la supersimetría [114, 115, 116, 117]. Se propone que la supersimetría debe ser una simetría local
(simetría de norma) ya que la mayoría de las simetrías en física de partículas se manifiestan como
simetrías de norma, en este sentido se dice que supergravedad es una teoría de supersimetría local.
Para construir la lagrangiana de SUGRA localmente supersimétrica, el primer paso es empezar
por construir la lagrangiana de supergravedad libre globalmente supersimétrica cuyo multiplete
contiene al Gravitón y su compañero supersimétrico el Gravitino, el cual es un fermión de espín 3

2 .
La referencia clásica sobre temás de SUSY y SUGRA es el texto de Wess and Bagger [116]. Sin

embargo, hay libros de texto accesibles para aprender supersimetría, por ejemplo: Muller-Kirsten
[74] presenta muchos desarrollos algebraicos en gran detalle. Otra de muy fácil lectura es de la serie
DeMystified [118]. La principal referencia para temás de supergravedad en general es el texto de
Freedman and van Proeyen [117]. Este capítulo está organizado de la siguiente manera: la sección
3.3.1 trata un breve repaso de los conceptos básicos de supersimetría, la sección 3.3.2 incluye las
definiciones principales de la teoría de la relatividad general. La sección 3.4 esta basada en las
referencias [115, 119] , y se presentan los desarrollos algebraicos explícitos de la invariancia de la
lagrangiana de supergravedad N = 1 bajo las transformaciones de norma y de supersimetría global
en los Apéndices A y B.

3.3.1. Supersimetría N = 1

Supersimetría es una simetría hipotética que relaciona fermiones (partículas constituyentes de la
materia) con bosones (partículas mediadoras de las fuerzas), en otras palabras, existe un operador
Q que lleva de un estado femiónico |F ⟩ a un estado bosónico |B⟩ y viceversa [120],

Q|F ⟩ = |B⟩, Q|B⟩ = |F ⟩. (3.68)

Esta simetría implica que todas las partículas de una teoría de campo supersimétrica posean
compañeros supersimétricos (sparticles) los cuales son denotados por una tilde s̃; los multipletes
supersimétricos consisten de partículas con masas iguales cuyos espínes difieren por un factor
de 1

2 . Las teorías supersimétricas satisfacen un álgebra de Lie gradada, lo cual se refiere a que
involucra tanto a relaciones de conmutación cuando ambos argumentos son bosónicos, como de
anticonmutación en el caso de argumentos fermiónicos (Grassmann). Esta álgebra de Lie se le
conoce como álgebra de super-Poincaré, la cual es la extensión supersimétrica más simple del
grupo de Poincaré. Como punto de partida, vamos a discutir los aspectos del álgebra de Poincaré.
Una transformación de Poincaré P es una transformación de Lorentz propia Λ seguido de una
traslación a. Las coordenadas del espacio tiempo se denotan por xµ con µ = 0, 1, 2, 3. Entonces
una transformación de Poincaré sobre las coordenadas está dada por

x′µ = Λµ
νx

ν + aµ, (3.69)

donde Λ está restringido por det(Λ) = +1 y Λ0
0 > 1, estas transformaciones están continuamente

conectadas a la identidad y denotamos dichas transformaciones de Poincaré por P = Λ, a. Los
generadores del grupo de Poincaré son los seis generadores Mµν del grupo de Lorentz el cual es el
tensor de momento angular, más los cuatro generadores Pµ del grupo de las traslaciones el cual es
el operador de energía momento. Dichos generadores están dados por

(Pµ)ν = iδµν , (3.70)

(Mµν)ρσ = i(δµρ δ
ν
σ − δµσδ

ν
ρ ), (3.71)

los cuales satisfacen el álgebra de Poincaré

[Pµ, P ν ] = 0, (3.72)
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[Mµν , Pλ] = i(ηνλPµ − ηµλP ν), (3.73)

[Mµν ,Mρσ] = i(ηνρMµσ + ηµσMνρ − ηµρMνσ − ηνσMµρ), (3.74)

donde ηµν = ηµν = diag(1,−1,−1,−1). Por otra parte, el álgebra de Lie para una teoría supersimé-
trica incluye al operador de supercarga Q. Para la teoría supersimetrica más simple, supersimetría
N=1 [115, 116], donde N = 1 se refiere al número de operadores de supercarga Q que contiene la
teoría (los cuales pueden ser hasta N = 8), el álgebra de super-Poincaré está dada por

[Q,Pµ] = 0, [Q,Mµν ] =
i

4
ϵ(σµσν − σνσµ)Q,

[Q,Q] = 0, [Q,Q†] = 2σµPµ, (3.75)

donde [...] es el paréntesis gradado, ϵ es un espinor de Weyl constante, el cuál es un parámetro
supersimétrico análogo al ángulo θ de una transformación de rotación, Pµ es el operador de energía
momento y generador de las traslaciones, y Mµν corresponde a los generadores del grupo de Lo-
rentz. El álgebra supersimétrica N = 1 tiene representaciones del grupo de Lorentz que involucran
partículas sin masa de espines (s, s − 1

2 ) con s = 1
2 , 1,

3
2 , 2, de este modo, supersimetría mezcla

bosones de espín entero con fermiones de espín semi-entero.
En teoría cuántica de campos supersimétrica, resulta conveniente trabajar con supercampos

(o supermultipletes), estos son objetos matemáticos que transforman bajo SUSY de manera bien
definida. Para la construcción de modelos de partículas, como la extensión mínima supersimétrica
del modelo estándar, el llamado MSSM, es suficiente considerar dos tipos de supercampos: qui-
rales y vectoriales. Los supercampos quirales incluyen un campo escalar y un campo espinorial,
esto es incluyen un campo de espín 0 y otro de espín 1/2. En el caso de los supercampos vecto-
riales se incluye un campo espinorial (espín 1/2) y un campo vectorial (espín 1). Para construir
los lagrangianos correspondientes puede ser conveniente trabajar en superespacios; los puntos del
superespacio incluyen las coordenadas espacio-temporales (xµ), así como variables de Grassmann
(θ,θ̄) las cuales son espinores que anticonmutan, es decir, zµ = (xµ, θa, θ̄ȧ).

3.3.2. Relatividad general como teoría efectiva

En los textos básicos se avanza de forma gradual para estudiar las ecuaciones de campo de
Einstein; sin embargo, una forma sencilla y práctica es utilizar métodos variacionales para dedu-
cirlas, es decir, partir de la acción y utilizar el principio de hamilton para obtener las ecuaciones
de Euler-Lagrange [115]. La acción para el campo gravitacional es la acción de Einstein-Hilbert,

SEH =

∫
R
R
√
−gd4x, (3.76)

mientras que las ecuaciones de campo en el vacío que corresponden a la acción de Einstein-Hilbert
están dadas por

Rµν = 0, (3.77)

esta ecuación nos indica que no hay materia ni campo gravitacional presente en el espacio-tiempo;
las soluciones a esta ecuación se conocen como soluciones en el vacío, que son un caso especial de las
soluciones más generales en relatividad general. La acción (3.76) es invariante ante transformaciones
locales de coordenadas, sin embargo, nuestro enfoque es presentar supergravedad global, y esto
requiere en principio, que el lagrangiano en la acción de Einstein-Hilbert sea cuadrático en gµν , para
obtener este termino usamos la acción de Einstein-Hilbert línealizada, considerando una fluctuación
alrededor de la métrica de Minkoswki, esto es, tomamos una pequeña perturbación hµν en la
métrica,

gµν = ηµν + κhµν , (3.78)
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donde ηµν es la métrica de Minkowski, κ2 = 8πGN , GN es la constante gravitacional de Newton, y
hµν se interpreta como el gravitón, mediador de las interacciones gravitacionales. En la literatura
se encuentra que realizando una expansión en la acción (3.76) hasta un orden líneal en hµν , se
obtiene la acción de Einstein-Hilbert línealizada

SEH = −1

2

∫
d4x(RL

µν − 1

2
ηµνR

L)hµν , (3.79)

y
RL

µν = 0, (3.80)

que corresponde a las ecuaciones de campo de Einstein línealizadas en el vacío [121], donde

RL
µν =

1

2
(∂λ∂µhλν + ∂λ∂νhλµ −2hµν − ∂µ∂νh), (3.81)

y
RL ≡ ηµνRL

µν = ∂µ∂γh
γ
µ −2h, (3.82)

siendo RL
µν el tensor de Ricci y RL el escalar de Ricci línealizados. Por otro lado, para entender la

física a diferentes escalas se necesita introducir las teorías de campo efectivas (EFTs, por sus siglas
en ingles). Las teorías efectivas han sido uno de los desarrollos más importantes en física durante las
últimás décadas, pero en los años más recientes se ha visto su poder debido a que provee una manera
sistemática para organizar nuestro entendimiento de la naturaleza a diferentes energías, es decir,
desde bajas energías hacia altas energías. En realidad, el mundo lo experimentamos siempre como
una descripción efectiva a bajas energías. Incluso si descubrimos un formalismo más fundamental,
solamente necesitamos tomar en cuenta el comportamiento de los grados de libertad accesibles a
la escala de energía de nuestro experimento cuando describimos fenómenos a bajas energías. Por
ejemplo, para estudiar las propiedades del agua en la vida diaria, no necesitamos empezar desde
la lagrangiana de la cromodinámica cuántica (QCD) o entender gravedad cuántica. Otro ejemplo
sería la electrodinámica cuántica donde solo nos enfocamos en trabajar con fotones o electrones
mientras despreciamos todas las otras partículas más pesadas, ya que esta aproximación es válida
las energías de E < 2me donde me = 511 keV. En este caso sabemos la teoría a altas energías,
al menos usando el formalismo de la integral de camino (path integral description). Si estamos
interesados solamente en la física a bajas energías, entonces se integran los estados pesados para
obtener una teoría para estados a bajas energías definiendo la correspondiente teoría efectiva.
Mejor aún, incluso si no conocemos la teoría a altas energías, podemos identificar los estados de la
teoría a bajas energías y escribir una teoría efectiva. Esta descripción efectiva es capaz de describir
adecuadamente fenómenos físicos a bajas energías. Mientras que estos tipos de cálculos pueden
ser explícitamente realizados en teoría de perturbaciones, en el caso del modelo estándar, no se
sabe exactamente sobre que grados de libertad agregar a altas energías. En otras palabras, no
necesitamos saber sobre gravedad cuántica para describir una taza de café. En la práctica, cuando
describimos una teoría cuántica de campos que debería ser predictiva a energías de E ≪ Λ por
debajo de la escala de corte Λ, esto es, a bajas energías nuestra teoría debería ser representada por
la siguiente lagrangiana efectiva

Leff [Φa, ∂Φa] =
∑
i

ciOi (Φa, ∂Φa) , (3.83)

aquí ci son algunos coeficientes constantes, mientras que Oi son operadores y Φa representa todos
los campos en nuestra teoría. Para saber que tipos de operadores Oi debemos incluir en nuestra
teoría (3.83) existen criterios para saberlo, ya que estos dependen de la dimensión y las energías
en las que estemos interesados. Ya que la acción S no tienen dimensiones, podemos determinar la
dimensión de la masa de la lagrangiana efectiva Leff como

Seff [Φa, ∂Φa] =

∫
Leff [Φa, ∂Φa] d

4x =⇒ [Leff ] = 4. (3.84)

Los operadores Oi de dimensión di = [Oi] recaen en tres categorías:
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a) Irrelevantes: ci llegan a ser pequeños a bajas energías: di > 4, [ci] < 0;

b) Relevantes: ci aumentan a energías bajas: di < 4, [ci] > 0;

c) Marginales: ci no cambian con ninguna escala de energía : di = 4, [ci] = 0.

Los coeficientes con dimensión negativa naturalmente son suprimidos por las potencias de la escala
ultra-violeta (UV) de Λ, y son menos relevantes si estamos interesados en la física que esta a la
escala de E ≪ Λ. De este modo, llamamos a una teoría de la siguiente manera:

Renormalizables: si
[ci] ≥ 0 ∀ i.

Esta categoría es bastante restrictiva debido a que

di = [Oi] = 4− [ci] ≥ 0. (3.85)

Esto implica que en una teoría renormalizable solamente algunas ci son no cero, por lo tanto
la teoría es inmensamente predictiva, solamente estos coeficientes deben ser relacionados con
el experimento a energías de E ≪ Λ.

No renormalizables: si
[ci] ≤ 0 para algún i (3.86)

Entonces, los coeficientes ci escala de la siguiente manera

ci ∼ Λ4−di . (3.87)

Se distinguen algunos escenarios donde la energía E es una energía típica de la teoría:

Si la energía E ≪ Λ, es suficiente para mantener algunos operadores Oi entonces la teoría
efectiva se vuelve predictiva.

Si la energía E ∽ Λ, entonces tenemos que incluir muchos operadores O por lo que perdemos
predicción en la teoría. Así necesitamos una teoría ultra-violeta.

Claramente pueden haber, en principio, muchos coeficientes debido a que

di = [Oi] = 4− [ci] ≥ 0, (3.88)

siempre se satisface. Para una teoría que es no-renormalizable, la escala de la nueva física Λ podría
ser muy grande y por lo tanto la teoría podría ser predictiva para un rango enorme de energías
E así como E ≪ Λ. Un ejemplo típico que ilustra teorías renormalizables y no-renormalizables es
considerando la siguiente lagrangiana para una teoría escalar

Leff = ∂µϕ∂µϕ−m2ϕ2 − gϕ3 − λϕ4︸ ︷︷ ︸
Renormalizable

+
a

Λ
ϕ5 +

b

Λ2
ϕ6 + . . .

︸ ︷︷ ︸
No-renormalizable

. (3.89)

Los primeros cuatro términos definen una teoría renormalizable el cual es predictiva debido a
que tiene solamente 3 constantes de acoplamiento m, g, λ. Más allá de eso, agregando operadores
de dimensión mayor, la teoría se vuelve no-renormalizable, manteniendo pocos términos en la
lagrangiana, esto define la teoría efectiva si es válida a energías de E ≪ Λ. De lo contrario la teoría
se quiebra a energías cercanas a Λ y se necesitaría sustituirla por otra nueva teoría efectiva válida
a altas energías o por una teoría completa ultra-violeta. La relatividad general es un ejemplo
de una teoría que necesita ser completada a la escala UV. La gravedad de Einstein puede ser
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tratada cuánticamente siempre y cuando se trate como una teoría efectiva a escalas de energía
E ≪MP ≃ 1018 GeV [48, 49, 50, 51, 54, 55, 56, 93].

La teoría general de la relatividad de Einstein (GR) es descrito por la expresión (3.76) de donde
surge el término de Einstein-Hilbert (EH)

LEH =M2
PR

√
−g, M2

P =
ℏc
GN

, (3.90)

en términos del escalar de Ricci R. La constante de acoplamiento GN tiene dimensiones de masa
negativa y por lo tanto es no-renormalizable. La alternativa que tenemos es expandir el escalar de
Ricci R en términos de la fluctuación de la métrica alrededor de una constante de Minkowski, esto
es:

gµν = ηµν +
1

MP
hµν ⇒M2

PR
(4) = (∂h)2 +

h

MP
(∂h)2 +

h2

M2
P

(∂h)2 + . . . (3.91)

De esta manera, un número infinito de contra-términos serían necesarios en teoría de perturba-
ciones. Por este motivo, la teoría no admite un límite continuo, pero tiene un conjunto de corte
intrínsecamente definido por la escala de Planck MP . Dicho esto, la no renormalizabilidad de la
teoría no constituye una obstrucción para hacer cálculos cuánticos perturbativos en gravedad asi
como limitamos nuestras consideraciones a las energías µ muy por debajo de MP ,

µ≪MP =

√
ℏc
GN

∼ 1019GeV. (3.92)

En este régimen, podemos tratar a la gravedad como una teoría efectiva el cual es extraordinaria-
mente predictiva. De hecho, gravedad pura es finita a un lazo [52].

Estados de helicidad de la gravedad

La gravedad está relacionada con una partícula hipotética llamada gravitón el cual es una
partícula sin masa de helicidad h = ±2 descrito por un campo simétrico hµν escrito en términos
del vector de polarización ϵµν que también tiene solamente dos grados de libertad o estados de
polarización:

hµν(x) =
∑
λ

∫
dp
[
ϵµνa (p

ν , λ) eipx + ϵ∗µνa
† (pν , λ) e−ipx

]
. (3.93)

La constricción qµϵµν = 0 deja invariante la norma

ϵµν → ϵµν + âµ(q)qν + âν(q)qµ, (3.94)

hµν → hµν + ∂µaν(x) + ∂νaµ(x), (3.95)

los cuales pueden ser identificados con la versión local de una transformación de coordenadas
general, esta es la simetría fundamental que define la relatividad general. Por completes, también
necesitamos imponer ϵµµ = 0 y qµϵµν = 0. En total un tensor simétrico tiene diez grados de
libertad, las constricciones lo reducen por 5 grados de libertad en el caso másivo, y en el caso sin
masa lo reduce a ocho grados de libertad. La constricción ϵµµ = 0 requiere que pµâµ = 0 resultando
en una constricción adicional de las componentes âµ lo que nos lleva que el número de grados de
libertad solamente se reduce a 3 para una partícula sin masa con espín 2. Por lo tanto, llegamos
a que una partícula de helicidad 2, tiene solamente 10− 8 = 2 grados de libertad independientes.
De este modo, el gravitón va tener dos estados de helicidad ±2. El diagrama de Feynman de un
vértice con tres gravitones es el que se muestra en la Figura 3.2.
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k1, µ ρ

k2, ν λ

k3, σ τ

= V3µρ,νλ,στ (k1, k2, k3)

Figura 3.2: Vértice de tres gravitones.

Explícitamente, el vértice que se muestra en la Figura 3.2 sería de la siguiente forma:

V3µρ,νλ,στ (k1, k2, k3) = iSym
[
−1

2
P3 (k1 · k2ηµρηνληστ )−

1

2
P6 (k1νk1ληµρηστ )

+
1

2
P3 (k1 · k2ηµνηρληστ ) + P6 (k1 · k2ηµρηνσηλτ ) + 2P3 (k1νk1τηµρηλσ)

− P3 (k1λk2µηρνηστ ) + P3 (k1σk2τηµνηρλ) + P6 (k1σk1τηµνηρλ) + 2P6 (k1νk2τηλµηρσ)

+ 2P3 (k1νk2µηλσητρ)− 2P3 (k1 · k2ηρνηλσητµ)
]
, (3.96)

donde Pi se refiere a sus respectivas permutaciones. Yendo más allá, desarrollando permutación
por permutación, esta regla de Feynman nos quedaría como:

V3µρ,νλ,στ (k1, k2, k3) = 2ηµτηνσk1
λk1

ρ+ 2ηµσηντ k1
λk1

ρ− 2ηµνηστ k1
λk1

ρ

+ 2ηλτηµνk1

σ
k1
ρ+ 2ηλσηµνk1

τ
k1
ρ+ ηµτηνσk2

λ
k1
ρ

+ ηµσηντ k2

λ
k1

ρ + ηλτηνσk2

µ
k1

ρ + ηλσηντ k2

µk1
ρ + ηλτηµσk2

νk1
ρ

+ ηλσηµτk2
νk1

ρ + ηλτηνσk3

µk1
ρ + ηλσηντk3

µk1
ρ − ηλνηστ k3

µk1
ρ

+ ηλτηµσk3

νk1ρ+ ηλσηµτ k3

νk1ρ− ηλµηστ k3

νk1ρ+ ηλνηµτ k3

σ
k1

ρ

+ ηλµηντ k3σk1ρ+ ηλνηµσk3

τ
k1ρ+ ηλµηνσk3

τ
k1ρ+ 2ηµνηρτ k1

λ
k1

σ

+ 2ηµνηρσk1

λ
k1

τ − 2ηλρηµνk1

σ
k1

τ + 2ηλνηµρk1

σ
k1

τ + 2ηλµηνρk1

σ
k1

τ

+ ηµτηνρk1

σ
k2

λ + ηµρηντ k1

σ
k2

λ + ηµσηνρk1

τ
k2

λ + ηµρηνσk1

τ
k2

λ

+ ηντηρσk1

λ
k2

µ + ηνσηρτ k1

λk2
µ + ηλτηνρk1

σ
k2

µ − ηλρηντ k1

σ
k2

µ

+ ηλνηρτ k1

σ
k2

µ + ηλσηνρk1

τ
k2

µ − ηλρηνσk1

τ
k2

µ + ηλνηρσk1

τ
k2

µ
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+ 2ηνρηστ k2

λk2
µ + ηµτηρσk1

λk2
ν + ηµσηρτk1

λk2
ν + ηλτηµρk1σk2

ν − ηλρηµτk1σk2

ν

+ ηλµηρτ k1

σ
k2

ν + ηλσηµρk1

τ
k2

ν − ηλρηµσk1

τ
k2

ν + ηλµηρσk1

τ
k2

ν

+ 2ηµρηστ k2

λ
k2

ν + 2ηλτηρσk2

µkk2

ν + 2ηλσηρτk2
µk2

ν − 2ηλρηστk2
µk2

ν

+ ηµτηνσk1
λk2

ρ + ηµσηντk1
λk2

ρ + ηλνηµτ k1

σ
k2

ρ + ηλµηντ k1

σ
k2

ρ

+ ηλνηµσk1

τ
k2

ρ + ηλµηνσk1

τ
k2

ρ + 2ηµτηνσk2

λ
k2

ρ + 2ηµσηντ k2

λ
k2

ρ

− 2ηµνηστ k2

λ
k2

ρ + 2ηλνηστ k2

µ
k2

ρ + 2ηλµηστ k2

ν
k2

ρ + ηντηρσk1

λk3
µ

+ ηνσηρτ k1

λk3
µ − ηνρηστ k1

λk3
µ + ηλτηνρk1

σ
k3

µ + ηλνηρτ k1

σ
k3

µ

+ ηλσηνρk1

τ
k3

µ + ηλνηρσk1

τk3
µ + ηντηρσk2

λk3
µ + ηνσηρτ k2

λk3
µ

+ ηλτηρσk2

νk3
µ + ηλσηρτk2

νk3
µ + ηλτηνσk2

ρ
k3

µ + ηλσηντ k2

ρ
k3

µ

+ ηµτηρσk1

λ
k3

ν + ηµσηρτ k1

λ
k3

ν − ηµρηστ k1

λ
k3

ν + ηλτηµρk1

σ
k3

ν

+ ηλµηρτ k1

σ
k3

ν + ηλσηµρk1

τ
k3

ν + ηλµηρσk1

τ
k3

ν + ηµτηρσk2

λk3
ν

+ ηµσηρτ k2

λ
k3
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µ
k3

ν + ηλσηρτ k2

µ
k3
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ρ
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ν
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ρ
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σ
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σ
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σ + 2ηλρηµτ k3

ν
k3

σ

+ ηµσηνρk1

λ
k3

τ + ηµρηνσk1

λk3
τ + ηλνηµρk1

σ
k3

τ + ηλµηνρk1

σ
k3

τ

+ ηµσηνρk2

λk3
τ + ηµρηνσk2

λk3
τ − ηµνηρσk2

λ
k3

τ + ηλσηνρk2

µ
k3

τ

+ ηλνηρσk2

µ
k3

τ + ηλσηµρk2

ν
k3

τ + ηλµηρσk2

ν
k3

τ − ηλσηµνk2

ρ
k3

τ

+ ηλνηµσk2

ρ
k3

τ + ηλµηνσk2

ρ
k3

τ + 2ηλρηνσk3

µ
k3

τ + 2ηλρηµσk3

ν
k3

τ

− 2ηλρηµνk3

σ
k3

τ + 2ηλνηµρk3

σ
k3

τ + 2ηλµηνρk3

σ
k3

τ − ηλτηµσηνρk1
· k2

− ηλσηµτηνρk1 · k2 − ηλτηµρηνσk1 · k2 + ηλρηµτηνσk1 · k2 − ηλσηµρηντk1 · k2
+ ηλρηµσηντk1 · k2 + 2ηλτηµνηρσk1 · k2 − ηλνηµτηρσk1 · k2 − ηλµηντηρσk1 · k2
+ 2ηλσηµνηρτk1 · k2 − ηλνηµσηρτk1 · k2 − ηλµηνσηρτk1 · k2 − 2ηλρηµνηστk1 · k2
+ 2ηλνηµρηστk1 · k2 + 2ηλµηνρηστk1 · k2 − ηλτηµσηνρk1 · k3 − ηλσηµτηνρk1 · k3
− ηλτηµρηνσk1 · k3 + 2ηλρηµτηνσk1 · k3 − ηλσηµρηντk1 · k3 + 2ηλρηµσηντk1 · k3
+ 2ηλτηµνηρσk1 · k3 − ηλνηµτηρσk1 · k3 − ηλµηντηρσk1 · k3 + 2ηλσηµνηρτk1 · k3
− ηλνηµσηρτk1 · k3 − ηλµηνσηρτk1 · k3 − 2ηλρηµνηστk1 · k3 + ηλνηµρηστk1 · k3
+ ηλµηνρηστk1 · k3 − ηλτηµσηνρk2 · k3 − ηλσηµτηνρk2 · k3 − ηλτηµρηνσk2 · k3
+ 2ηλρηµτηνσk2 · k3 − ηλσηµρηντk2 · k3 + 2ηλρηµσηντk2 · k3 + ηλτηµνηρσk2 · k3
− ηλνηµτηρσk2 · k3 − ηλµηντηρσk2 · k3 + ηλσηµνηρτk2 · k3 − ηλνηµσηρτk2 · k3
− ηλµηνσηρτk2 · k3 − 2ηλρηµνηστk2 · k3 + 2ηλνηµρηστk2 · k3 + 2ηλµηνρηστk2 · k3, (3.97)

donde vemos que hay alrededor de 171 términos para el vértice de interacción entre 3 gravitones
[112], por lo que nos preguntamos que si el gravitón tiene 2 estados de helicidades, ¿Existirá una
mejor descripción para este tipo de interacciones? Además, para describir un proceso de dispersión
con este se necesita contraer término por término con sus respectivos vectores de polarización.
Hacer este tipo de cálculos es muy complicado incluso utilizando programas computacionales como
FeynCalc a nivel árbol.
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3.4. El método de amplitudes en Supergravedad N = 1

La acción de una teoría de supergravedad pura incluiría un término cinético cuadrático para
el gravitino, el cual es convenientemente descrito por un vector espinorial sin masa Ψµ, y un
término cinético cuadrático para el gravitón de espín-2 descrito por un tensor simétrico gµν . Así,
el supermultiplete del gravitón contiene los dos grados de libertad bosónicos y los dos grados
de libertad fermiónicos de un vector espinorial de Weyl sin masa o equivalentemente un vector
espinorial de Majorana sin masa. Por tanto, el supermultiplete de supergravedad, (2, 32 ), estaría
compuesto por el Gravitón h (bosón de espín 2) descrito por la acción de Einstein-Hilbert (C.24),
y su compañero supersimétrico el gravitino h̃ (fermión de espín 3

2 ) descrito por la acción de Rarita-
Schwinger

SRS = −1

2

∫
d4xϵµνρσΨ̄µγ5γν∂ρΨσ, (3.98)

cuya ecuación de movimiento es
ϵµνρσγ5γν∂ρΨσ = 0. (3.99)

Por consiguiente, la acción supersimétrica global on-shell para el supermultiplete de supergravedad
en N = 1 estaría dada de la siguiente forma

SSUGRA = SRS + SEH , (3.100)

donde SRS y SEH incluyen a Ψµ y hµν , respectivamente. Se dice que la formulación es on-shell
porque toma en cuenta ecuaciones de movimiento asociadas a la acción de SUGRA. Por otro lado,
un campo espinorial con índice vectorial extra pertenece a la representación del grupo homogéneo
de Lorentz [( 12 , 0) + (0, 12 )] × ( 12 ,

1
2 ). Para aislar la parte (1, 12 ) + ( 12 , 1) del campo libre, se deben

imponer las siguientes condiciones de irreducibilidad [119]:

γµΨ
µ = 0, (3.101)

∂µΨ
µ = 0, (3.102)

y una ecuación de Dirac
̸ ∂Ψµ = γν∂νΨ

µ = 0. (3.103)

Estas condiciones pueden derivarse de consideraciones del "little group", en particular, de cons-
truir los operadores de Pauli-Lubanski y momento, y a partir de ellos construir los proyectores en
los diferentes sub espacios con espín 3/2 y espín 1/2 [122].

3.4.1. Relaciones de KLT de N = 1 SUGRA
En esta sección vamos a derivar la forma para las relaciones de KLT de tal manera que po-

damos comparar estos resultados con aquellos resultados obtenidos usando la fórmula maestra
siguiendo la aproximación de las teorías constructivas 4.1. Vamos a tomar (3.104) y (3.105) que
vienen de [113], entonces contrayendolos con los tensores de polarización (3.57)-(3.62) para derivar
expresiones para las interacciones de tres puntos hhh y hh̃h̃ en términos de las interacciones de la
cromodinámica cuántica supersimétrica (SUSY-QCD, por sus siglas en ingles) ggg y gg̃g̃. Detalles
de la lagrangiana de N = 1 SUGRA en términos de los espinores de Weyl son presentados en el
apéndice C, incluyendo la invarianza bajo transformaciones supersimétricas globales y de norma.
El vértice de tres puntos con dos gravitinos y un gravitón, el cual es el producto de un vértice
Super-Yang Mills que involucra dos gluinos y un gluon con el vértice Yang Mills que involucra
puros gluones [113]:

V µ,ab,ν

h̃hh̃
(p1, p2, p3) = −V a

g̃gg̃(p1, p2, p3)× V µbν
ggg (p1, p2, p3) (3.104)

= −i
(

i√
2
γa
)
×
(

i√
2
[(p1 − p2)

νηbµ + (p2 − p3)
µηbν + (p3 − p1)

bηµν ]

)
.
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Para el vértice de tres gravitones, el cual es el producto de dos vértices de Yang-Mills que involucra
puros gluones, tenemos:

V µν,ab,ρσ
hhh (p1, p2, p3) = − i

(
i√
2

)2

((p1 − p2)
ρηµa + (p2 − p3)

µηaρ + (p3 − p1)
aηρµ)× (3.105)

((p1 − p2)
σηbν + (p2 − p3)

νησb + (p3 − p1)
bηνσ).

La constricción p1 + p2 + p3 = 0 implica:

p1 − p2 = 2p1 + p3, p2 − p3 = 2p2 + p1, p3 − p1 = 2p3 + p2, (3.106)

las relaciones (3.106) nos ayudan a reescribir convenientemente los vértices arriba mencionados de
la siguiente manera:

V µ,ab,ν

h̃hh̃
(p1, p2, p3) =− i

(
i√
2
γa
)
×
(

i√
2
[(2p1 + p3)

νηbµ + (2p2 + p1)
µηbν + (2p3 + p2)

bηµν ]

)
,

(3.107)

V µν,ab,ρσ
hhh (p1, p2, p3) =− i

(
i√
2

)2

×
(
(2p1 + p3)

ρηµa + (2p2 + p1)
µηaρ + (2p3 + p2)

aηρµ
)
×(

(2p1 + p3)
σηbν + (2p2 + p1)

νησb + (2p3 + p2)
bηνσ

)
. (3.108)

En forma diagramática se ven de la siguiente manera:

p, µ

p, ν

q, a b

= −i

p

p

q, a
×

p, µ

p, ν

q, b

V µ, ab, ν

h̃hh̃
(p, q, p) = −i V a

g̃gg̃ (p, q, p) × V µ, b, ν
ggg (p, q, p)

= −i
(

i√
2
γa
)

× [ i√
2

( (p− q)ν ηbµ + (q − p)µ ηbν

+ (p− p)b ηµν) ]

Figura 3.3: Factorización del vértice del gravitino.
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p, µ ν

p, ρ σ

q, a b

= −i

p, µ

p, ρ

q, a
×

p, ν

p, σ

q, b

V µν, ab, ρσ
hhh (p, q, p) = −i V µ, a, ρ

ggg (p, q, p) × V ν, b, σ
ggg (p, q, p)

= −i
(

i√
2

)2
×
[

i√
2

( (p− q)ρ ηµa + (q − p)µ ηaρ + (p− p)a ηρµ)
]

×
[

i√
2

(
(p− q)σ ηbν + (q − p)ν ησb + (p− p)b ηνσ

) ]
Figura 3.4: Factorización del gravitón.

Ahora, vamos a calcular las interacciones de tres puntos para para h̃h −→ h̃h. Ya sabemos
los vértices de tres puntos necesarios para calcular las amplitudes para hhh y h̃hh̃. Tenemos dos
posibles configuraciones de helicidades que no desaparecen como lo vamos a mostrar a continuación.
La amplitud de tres gravitones hhh con la configuración de helicidades h1 = +2, h2 = +2 y h3 = −2
is

M̃(1+2, 2+2, 3−2) = V µν,ab,ρσ
hhh (p1, p2, p3)× ϵ++

h,µν(p1, q)ϵ
++
h,ab(p2, l)ϵ

−−
h,ρσ(p3, r), (3.109)

con q, l, r siendo los momentos de referencias respectivos de p1, p2, p3. Aquí estamos contrayendo
el vértices de tres gravitones (3.108) con los tensores de polarización (3.61), (3.62) y usando las
condiciones de capa de masa (3.56), entonces tenemos nuestra amplitud de tres gravitones en
términos de los vectores de polarización como

M̃(1+2, 2+2, 3−2) = − 4i

(
i√
2

)2 (
(ϵ+g (p1, q) · p2)× (ϵ+g (p2, l) · ϵ−g (p3, r)) (3.110)

+ (ϵ+g (p2, l) · p3)× (ϵ−g (p3, r) · ϵ+g (p1, q))
)2
,

reescribiendo todas las contracciones de esta ecuación explícitamente en términos de los espinores
de helicidad de Weyl usando (3.53) y (3.55), obtenemos

(ϵ+g (p1, q) · p2)×(ϵ+g (p2, l) · ϵ−g (p3, r)) + (ϵ+g (p2, l) · p3)× (ϵ−g (p3, r) · ϵ+g (p1, q))

=
[12]⟨2q⟩√
2⟨q1⟩

× ⟨3l⟩[2r]
[3r]⟨l2⟩

+
[23]⟨3l⟩√
2⟨l2⟩

× ⟨3q⟩[1r]
[3r]⟨q1⟩

=
⟨3l⟩⟨3q⟩√

2⟨q1⟩⟨l2⟩[3r]
× ([31][2r] + [23][1r])

=
⟨3l⟩⟨3q⟩√

2⟨q1⟩⟨l2⟩[3r]
× (−[3r][12])

= −⟨l3⟩⟨q3⟩[12]√
2⟨l2⟩⟨q1⟩

= − [12]3√
2[23][31]

, (3.111)
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donde hemos aplicado las siguientes relaciones: [12]⟨2q⟩ = [1| ̸2|q⟩ = [1|(− ̸1− ̸3)|q⟩ = −[1| ̸3|q⟩ =
−[13]⟨3q⟩ = [31]⟨3q⟩ para llegar a (3.111). Hemos usado la identidad de Schouten (3.41) para los
corchetes cuadrados. Finalmente, aplicamos conservación de momento (3.46) para n = 4, entonces
tenemos las siguientes relaciones:

⟨l2⟩[21] + ⟨l3⟩[31] = 0, (3.112)

el cual implica
⟨l3⟩
⟨l2⟩

=
[12]

[31]
. (3.113)

Haciendo el mismo procedimiento para

⟨q1⟩[12] + ⟨q3⟩[32] = 0, (3.114)

entonces
⟨q3⟩
⟨q1⟩

=
[12]

[23]
. (3.115)

El resultado final es

M̃(1+2, 2+2, 3−2) = −4i

(
i√
2

)2(
− [12]3√

2[23][31]

)2

= i
[12]6

[23]2[31]2
. (3.116)

Podemos observar que las amplitudes de tres puntos no dependen de la elección del momento de
referencia. Las otras amplitudes en consideración son M(1−2, 2−2, 3+2), en este caso tenemos

M̃(1−2, 2−2, 3+2) = V µν,ab,ρσ
hhh (p1, p2, p3)× ϵ−−

h,µν(p1, q)ϵ
−−
h,ab(p2, l)ϵ

++
h,ρσ(p3, r), (3.117)

haciendo el mismo procedimiento que arriba, llegamos a que

M̃(1−2, 2−2, 3+2) = − 4i

(
i√
2

)2

×
{
(ϵ−g (p1, q) · p2)× (ϵ−g (p2, l) · ϵ+g (p3, r))

+ (ϵ−g (p2, l) · p3)× (ϵ+g (p3, r) · ϵ−g (p1, q))
}2

= −4i

(
i√
2

)2

×
(
− ⟨12⟩3√

2⟨23⟩⟨31⟩

)2

= i
⟨12⟩6

⟨23⟩2⟨31⟩2
. (3.118)

Donde de nuevo hemos aplicado la identidad de Schouten (3.41) y conservación de momento (3.46).
Por otro lado, la amplitud de dos gravitinos y un gravitón h̃hh̃ con helicidades h1 = + 3

2 , h2 =
+2, h3 = − 3

2 es

M̃(1+
3
2 , 2+2, 3−

3
2 ) = V µ,ab,ν

h̃hh̃
(p1, p2, p3)× ϵ̃+

h̃,µ
(p1, q)ϵ

++
h,ab(p2, l)ϵ

−
h̃,ν

(p3, r), (3.119)

En las anteriores expresiones, vamos a usar el vértice (3.107) contrayendo con los campos tensoriales
dados por (3.57), (3.60), (3.61). Usando las condiciones de capa de masa para simplificar aun más,
obtenemos lo siguiente:

M̃(1+
3
2 , 2+2, 3−

3
2 ) = i[ϵ̃+g̃ (p1) ̸ ϵ

+
g (p2, l)ϵ

−
g̃ (p3)× [(ϵ+g (p1, q) · p2)(ϵ−g (p3, r) · ϵ+g (p2, l))

+ (ϵ+g (p2, l) · p3)(ϵ−g (p3, r) · ϵ+g (p1, q))]], (3.120)
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donde ϵ̃+g̃ (p1) y ϵ−g̃ (p3) son gluinos asociados a gravitinos mediante las relaciones de KLT. El
siguiente paso es reescribir todo en términos de espinores de helicidad de Weyl, usando definiciones
dados por(3.52) y (3.53, 3.55),

M̃(1+
3
2 , 2+2, 3−

3
2 ) = i

(
[1|

( √
2

⟨l2⟩
(|2]⟨l|+ |l⟩[2|)

)
|3⟩

×
(
[12]⟨2q⟩√
2⟨q1⟩

× ⟨3l⟩[2r]
[3r]⟨l2⟩

+
[23]⟨3l⟩√
2⟨l2⟩

× ⟨3q⟩[1r]
[3r]⟨q1⟩

))
, (3.121)

después de hacer algunas simplificaciones usando [12]⟨2q⟩ = [31]⟨3q⟩ y la identidad de Schouten
para espinores cuadrados, obtenemos

M̃(1+
3
2 , 2+2, 3−

3
2 ) = i

[12]⟨l3⟩⟨3q⟩⟨3l⟩
⟨l2⟩2[3r]⟨q1⟩

× (−[3r][12])

= − i
[12]2⟨l3⟩2⟨q3⟩

⟨l2⟩2⟨q1⟩
. (3.122)

El último paso es aplicar conservación de momento,

⟨l2⟩[21] + ⟨l3⟩[31] = 0, (3.123)

y esto implica
⟨l3⟩
⟨l2⟩

=
[12]

[31]
, (3.124)

y
⟨q1⟩[12] + ⟨q3⟩[32] = 0, (3.125)

⟨q3⟩
⟨q1⟩

=
[12]

[23]
, (3.126)

por lo tanto, la forma final de la amplitud es

M̃(1+
3
2 , 2+2, 3−

3
2 ) = i

[12]5

[23][31]2
. (3.127)

La siguiente configuración de helicidades es M̃(1−
3
2 , 2−2, 3+

3
2 ), y la amplitud correspondiente es

M̃(1−
3
2 , 2−2, 3+

3
2 ) = i[ϵ̃−g̃ (p1) ̸ ϵ

−
g (p2, l)ϵ

+
g̃ (p3)× [(ϵ−g (p1, q) · p2)(ϵ−g (p2, l) · ϵ+g (p3, r)) (3.128)

+ (ϵ−g (p2, l) · p3)(ϵ−g (p1, q) · ϵ+g (p3, r))]],

aquí usamos (3.51) y escribiendo todo en términos de espinores de Weyl tenemos

M̃(1−
3
2 , 2−2, 3+

3
2 ) = i

(
⟨1|

(√
2

[l2]
(|2⟩[l|+ |l]⟨2|)

)
|3]

×
(
⟨12⟩[2q]√

2[1q]
× ⟨2r⟩[3l]

[2l]⟨r3⟩
+

⟨23⟩[3l]√
2[2l]

× ⟨1r⟩[3q]
[1q]⟨r3⟩

))
. (3.129)

Ahora, aplicamos ⟨12⟩[2q] = ⟨31⟩[3q] y la identidad de Schouten nos lleva a

M̃(1−
3
2 , 2−2, 3+

3
2 ) = i

⟨12⟩2[l3]2[q3]
[l2]2[q1]

. (3.130)

De acuerdo a la conservación de momento (3.46),

[l2]⟨21⟩+ [l3]⟨31⟩ = 0, (3.131)
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así

[l3]

[l2]
=

⟨12⟩
⟨31⟩

, (3.132)

y [q1]⟨12⟩+ [q3]⟨32⟩ = 0 , implica

[q3]

[q1]
=

⟨12⟩
⟨23⟩

. (3.133)

Finalmente, llegamos a

M̃(1−
3
2 , 2−2, 3+

3
2 ) = i

⟨12⟩5

⟨23⟩⟨31⟩2
. (3.134)

Podemos observar que el proceso para calcular estas tres amplitudes de tres puntos parciales no
depende de la elección de los momentos de referencia q, l o r. Suprimiendo todas las constantes de
estructura, notamos que los resultados (3.116), (3.118), (3.127) y (3.134) van a coincidir con los
resultados que se van a presentar más adelante en la tabla (4.1) en sus estructura espinorial ya sea
en términos de ⟨ij⟩ o [ij].

3.5. El efecto Compton Gravitón-Gravitino

La interacción del Gravitón con la materia ha sido estudiado extensivamente desde diferentes
puntos de vista sobre los años. Por ejemplo, la sección eficaz del efecto Compton del gravitón ha
sido calculado usando métodos de helicidades en [123] y física de gravitinos ha sido estudiado en
diferentes escenarios por [124, 125]. En esta sección, estamos interesados en calcular la amplitud
total del efecto Compton de supergravedad (SUGRA Compton), el cual es un proceso de dispersión
entre gravitones y gravitinos. Vamos a mostrar que nuestros resultados de esta sección construidos
de la forma tradicional a la Feynman, con las reglas de Feynman derivadas por Bjerrum-Bohr y En-
gelund [113], van a coincidir con las amplitudes parciales M̃ de la sección 4.3.4 usando los métodos
de recursión de BCFW. Para obtener la amplitud total para el efecto Compton de supergravedad,
necesitamos las siguientes diagramás de Feynman:
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1−
h̃

4+h

2−h

3+
h̃Diagram A

1−
h̃ 4+h

2−h 3+
h̃Diagram B

s14 s12

1−
h̃ 4+h

2−h
3+
h̃

Diagram C

s13

1−
h̃ 4+h

2−h3+
h̃

Diagram D

Figura 3.5: Feynman Diagrams

donde se han fijado la configuración de helicidades estándar para cada diagrama,
M̃(1−

h̃
, 2−h , 3

+

h̃
, 4+h ). También necesitamos dos propagadores, uno para el gravitino y otro para el

gravitón. El propagador para el gravitino se escoge como:

Ph̃h̃,µν(p) =
−i ̸ pηµν
p2 + iϵ

, (3.135)

y para el gravitón:

Phh,µa,νb(p) =
iηµνηab
p2 + iϵ

. (3.136)

Estos son iguales a [113, 126].

3.5.1. El diagram D y el vértice de cuatro puntos

Empezamos por calcular la amplitud del diagrma D con el vértice de cuatro puntos. De acuerdo
a Bjerrum-Bohr y Engelund [113], el vértices de cuatro puntos para dos gravitinos y dos gravitones
es

V µ,ν,ab,κλ

h̃h̃hh
(p1, p3, p2, p4) =

i

8

{
3(ηµbηνλ − ηµληνb)[(̸p2−̸ p4)ηaκ + γa(−2p2 − p4)

κ

+ γκ(2p4 + p2)
a]− (γκ(̸p4+ ̸ p1)γa + γa(̸p1+ ̸ p2)γκ)

(2ηµνηbλ − ηµbηνλ − ηµληνb)

}
. (3.137)
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Contrayendo este vértices con los tensores de polarización (3.58, 3.59, 3.62, 3.61), lo que nos lleva
a la siguiente amplitud parcial

M̃D(1−
3
2 , 2−2, 3+

3
2 , 4−2) =V µ,ν,ab,κλ

h̃h̃hh
(p1, p3, p2, p4)× ϵ̃−

h̃,µ
(p1, q)ϵ

+

h̃,ν
(p3, r)ϵ

−−
h,ab(p2, l)ϵ

++
h,κλ(p4, j)

=
i

8

{
−3(ϵ−g (p1, q) · ϵ+g (p4, j))(ϵ+g (p3, r) · ϵ−g (p2, l))× ϵ̃−g̃ (p1, q)ϵ

+
g̃ (p3, r)

× [(̸p2−̸ p4)(ϵ−g (p2, l) · ϵ+g (p4, j))+ ̸ ϵ−g (p2, l)× (−2ϵ+g (p4, j) · p2)
+ ̸ ϵ+g (p4, j)× (2ϵ−g (p2, l) · p4)]
− [̸ϵ+g (p4, j)(̸p4+ ̸ p1) ̸ ϵ−g (p2, l)+ ̸ ϵ−g (p2, l)(̸p1+ ̸ p2) ̸ ϵ+g (p4, j)]
× [2(ϵ−g (p1, q) · ϵ+g (p3, r))− (ϵ−g (p1, q) · ϵ+g (p4, j))(ϵ+g (p3, r) · ϵ−g (p2, l))]

× ϵ̃−g̃ (p1, q)ϵ
+
g̃ (p3, r)

}
. (3.138)

Donde hemos reescrito los tensores de polarización de gravitones y gravitinos en términos de los
vectores de polarización de los gluones y gluinos debido a las relaciones de KLT para gravedad y
teorías de norma. Aquí ϵ̃−g̃ (p1) = ⟨1| and ϵ+g̃ (p3) = |3]. Escogemos los momentos de referencia de
las partículas en el estado inicial con momento p1 y p2 como q = l = 4, y las partículas del estado
final con momento p3 y p4 como r = j = 1 1, usando esta información en las ecuaciones (3.51 -
3.55), todas las contracciones desaparecen, excepto las siquientes:

ϵ−g (p2, l) · ϵ+g (p3, r) =
⟨21⟩[34]
[24]⟨13⟩

, (3.139)

ϵ+g (p2, l) · p1 =
[42]⟨21⟩√
2⟨14⟩

. (3.140)

Los términos en la amplitud (3.138) que llegan a ser cero, son las siguientes:

ϵ−g (p1, q) · ϵ+g (p4, j) = ϵ−g (p2, l) · ϵ+g (p4, j) = ϵ−g (p1, q) · ϵ+g (p3, r) = ϵ−g (p2, l) · p4 = 0, (3.141)

por lo tanto
M̃D(1−

3
2 , 2−2, 3+

3
2 , 4−2) = 0. (3.142)

3.5.2. Diagram de Feynman A
La amplitud parcial para el canal s14 de acuerdo a los diagramás de Feynman, donde contraemos

los tensores de polarización con el vértice de tres puntos y el propagador es dado por

M̃A(1
− 3

2 , 2−2, 3+
3
2 , 4−2) = ϵ̃−

h̃,κ
(p1, q)V

κ,ab,µ

h̃hh̃
(p1, p4, p)ϵ

++
h,ab(p4, j)× Ph̃h̃,µν(p)

× ϵ+
h̃,τ

(p3, r)V
τ,ρσ,ν

h̃hh̃
(p3, p2, p)ϵ

−−
h,ρσ(p2, l)

= ϵ̃−g̃ (p1)

{
i

2
̸ ϵ+g (p4, j)[(2p1 + p)ν(ϵ

−
g (p1, q) · ϵ+g (p4, j))

+ 2(ϵ−g (p1, q) · p4)ϵ+g,ν(p4, j) + 2(ϵ+g (p4, j) · p)ϵ−g,ν(p1, q)]
}

×
(
−i ̸ p
s14

)
× ϵ+g̃ (p3)

{
i

2
̸ ϵ−g (p2, l)[(2p3 + p)ν(ϵ−g (p2, l) · ϵ+g (p3, r))

+ 2(ϵ+g (p3, r) · p2)ϵ−,ν
g (p2, l) + 2(ϵ−g (p2, l) · p)ϵ+,ν

g (p3, r)]

}
. (3.143)

1Vamos a usar estos momentos de referencia para todos los diagramás de Feynman
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En la primera igualdad todo es escrito en términos del gravitón-gravitino, donde el propagador
del gravitino es dado por (3.135), la segunda igualdad es escrito en términos de gluones y gluinos
debido a la relaciones de KLT para gravedad y teorias de Yang-Mills. Ahora, debido a la presencia
de estas condiciones de capa de masa ϵ−g (p1, q) · ϵ+g (p4, j) = ϵ−g (p1, q) · p4 = ϵ+g (p4, j) · p = 0, con
p = p1 + p4, la amplitud desaparece

M̃4A(1
− 3

2 , 2−2, 3+
3
2 , 4−2) = 0. (3.144)

Estos resultados van a coincidir con las que se van a calcular en (4.142). Además, de acuerdo a las
ecuaciones:

s12 : A4(1
−
g , 2

−
g , 3

+
g , 4

+
g ) =

⟨12⟩4

⟨12⟩⟨23⟩⟨34⟩⟨41⟩
, (3.145)

s13 : A4(1
−
g , 3

+
g , 2

−
g , 4

+
g ) =

⟨21⟩4

⟨14⟩⟨42⟩⟨23⟩⟨31⟩
, (3.146)

s14 : A4(1
−
g , 4

+
g , 2

−
g , 3

+
g ) = 0, (3.147)

s12 : A4(1
−
g̃ , 2

−
g , 3

+
g̃ , 4

+
g ) =

⟨12⟩3

⟨12⟩⟨34⟩⟨41⟩
, (3.148)

s13 : A4(1
−
g̃ , 3

+
g̃ , 2

−
g , 4

+
g ) =

⟨21⟩3

⟨14⟩⟨42⟩⟨31⟩
, (3.149)

s14 : A4(1
−
g̃ , 4

+
g , 2

−
g , 3

+
g̃ ) = 0, (3.150)

las relaciones de KLT nos dicen que para dos gravitinos y dos gravitones se obtiene

M̃As14(1
−
h̃
, 2−h , 3

+

h̃
, 4+h ) = −is14A4(1

−
g̃ , 4

+
g , 2

−
g , 3

+
g̃ )×A4(1

−
g , 2

−
g , 3

+
g , 4

+
g ) = 0. (3.151)

Por lo tanto, este canal no contribuye del todo al proceso completo.

3.5.3. Diagram de Feynman B

La amplitud parcial para el canal s12 usando las reglas de Feynman se tiene

M̃B(1
− 3

2 , 2−2, 3+
3
2 , 4−2) = ϵ̃−

h̃,κ
(p1, q)V

κ,ab,µ

h̃hh̃
(p1, p2, p)ϵ

−−
h,ab(p2, l)× Ph̃h̃,µν(p)

× ϵ+
h̃,τ

(p3, r)V
τ,ρσ,ν

h̃hh̃
(p3, p4, p)ϵ

++
h,ρσ(p4, j)

= ϵ̃−g̃ (p1) ̸ ϵ
−
g (p2, l)×̸ p×̸ ϵ+g (p4, j)ϵ+g̃ (p3)

×
(

i

s12
(ϵ−g (p1, q) · p2)(ϵ+g (p4, j) · p3)(ϵ−g (p2, l) · ϵ+g (p3, r))

)
. (3.152)

De nuevo, en la primera igualdad todo es escrito en términos de gravitones y gravitinos, la segunda
igualdad está en términos de gluones y gluinos donde s12 = ⟨34⟩[43], ϵ̃−g̃ (p1) = ⟨1|, ϵ+g̃ (p3) = |3]
y el propagador que usamos es (3.135). De acuerdo a las expresiones (3.51 - 3.55), tenemos las
siguientes relaciones:

̸ ϵ−g (p2, l) =
√
2

[42]
(|2⟩[4|+ |4]⟨2|), (3.153)

̸ ϵ+g (p4, j) =
√
2

⟨14⟩
(|4]⟨1|+ |1⟩[4|), (3.154)

̸ p ≠ p1+ ̸ p2 = |1⟩[1|+ |1]⟨1|+ |2⟩[2|+ |2]⟨2|, (3.155)
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(ϵ−g (p1, q) · p2) =
⟨12⟩[24]√

2[14]
, (ϵ+g (p4, j) · p3) =

[43]⟨31⟩√
2⟨14⟩

, (ϵ−g (p2, l) · ϵ+g (p3, r)) =
⟨21⟩[34]
[24]⟨13⟩

. (3.156)

recordemos que nuestros momentos de referencia son q = l = 4 y r = j = 1. Entonces sustituyendo
todo esto en (3.152), la respuesta final es

M̃B(1
− 3

2 , 2−2, 3+
3
2 , 4−2) = i

⟨12⟩2[43]⟨12⟩2[43]2

⟨34⟩[43]⟨14⟩2[14]
(3.157)

= i
⟨12⟩6[34]

⟨12⟩⟨23⟩⟨34⟩⟨41⟩2
.

Donde
[34]

[14]
= −⟨21⟩

⟨23⟩
.

Podemos ver que los resultados de (3.157) coinciden con los obtenidos en (4.151) usando las rela-
ciones de BFCW. Además, usando las relaciones de KLT para dos gravitinos y dos gravitones para
este diagrama D, obtenemos

M̃Bs13(1
−
h̃
, 2−h , 3

+

h̃
, 4+h ) = −is13A4(1

−
g̃ , 3

+
g̃ , 2

−
g , 4

+
g )×A4(1

−
g , 2

−
g , 3

+
g , 4

+
g ) (3.158)

= −is13
⟨21⟩3

⟨14⟩⟨42⟩⟨31⟩
× ⟨12⟩4

⟨12⟩⟨23⟩⟨34⟩⟨41⟩

= −i ⟨12⟩6[34]
⟨12⟩⟨23⟩⟨34⟩⟨41⟩2

,

donde s13 = ⟨13⟩[31] y ⟨21⟩[13] = ⟨42⟩[43].

3.5.4. Diagram de Feynman C
Siguiendo el mismo procedimiento que anteriormente, las amplitudes parciales para el canal s13

es

M̃C(1
− 3

2 , 2−2, 3+
3
2 , 4−2) = ϵ̃−

h̃,κ
(p1, q)V

κ,µθ,τ

h̃hh̃
(p1, p, p3)ϵ

+

h̃,τ
(p3, r)× Phh,µθ,νγ(p)

× ϵ−−
h,ρσ(p2, l)V

ρσ,νγ,ab
hhh (p2, p, p4)ϵ

++
h,ab(p4, j)

=
−i
4s13

ϵ̃−g̃ (p1)×{
8(ϵ−g (p1, q) · p3)(ϵ−g (p2, l) · ϵ+g (p3, r))(ϵ+g (p4, j) · p2)2 ̸ ϵ−g (p2, l)

}
× ϵ+g̃ (p3), (3.159)

De nuevo, debido a las relaciones de KLT, reescribimos la amplitud en términos de gluones y
gluinos, donde s13 = ⟨24⟩[42] y usando los siguientes resultados:

(ϵ−g (p1) · p3) =
⟨13⟩[34]√

2[14]
, (ϵ−g (p2) · ϵ+g (p3)) =

⟨21⟩[34]
[24]⟨13⟩

, (ϵ+g (p4) · p2) =
[42]⟨21⟩√
2⟨14⟩

, (3.160)

ϵ̃−g̃ (p1) ̸ ϵ
−
g (p2)ϵ

+
g̃ (p3) =

√
2⟨12⟩[43]
[42]

, (3.161)

obtenemos

M̃C(1
− 3

2 , 2−2, 3+
3
2 , 4−2) = −i ⟨12⟩4[34]3[42]2

⟨24⟩[42][14][42]⟨14⟩2[42]
(3.162)

= i
⟨12⟩6[34]

⟨13⟩⟨32⟩⟨24⟩⟨41⟩2
.
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Además, aplicando relaciones de KLT en el diagrama C, obtenemos

M̃Cs12(1
−
h̃
, 2−h , 3

+

h̃
, 4+h ) = −is12A4(1

−
g̃ , 2

−
g , 3

+
g̃ , 4

+
g )×A4(1

−
g , 3

+
g , 2

−
g , 4

+
g )

= −is12
⟨12⟩3

⟨12⟩⟨34⟩⟨41⟩
× ⟨21⟩4

⟨14⟩⟨42⟩⟨23⟩⟨31⟩

= i
⟨12⟩6[34]

⟨13⟩⟨32⟩⟨24⟩⟨41⟩2
, (3.163)

con s12 = ⟨34⟩[43]. Notamos que, la expresión (3.162) coincide con las obtenidas con el procedi-
miento BCFW (4.167). Finalmente, la amplitud total para el efecto Compton de supergravedad
llega ser

MTotal = g̃123g123M̃B + g123G̃123M̃C

= g̃123g123

(
−i ⟨12⟩6[34]

⟨12⟩⟨23⟩⟨34⟩⟨41⟩2

)
+ g123G̃123

(
i

⟨12⟩6[34]
⟨13⟩⟨32⟩⟨24⟩⟨41⟩2

)
= i⟨12⟩[34]

(
g123G̃123

⟨12⟩5

⟨13⟩⟨32⟩⟨24⟩⟨41⟩2
− g̃123g123

⟨12⟩5

⟨12⟩⟨23⟩⟨34⟩⟨41⟩2

)
(3.164)

3.6. El formalismo de los espín espinores o Nima-Huang-
Huang

En los últimos años se ha visto un gran progreso en cuanto a la comprensión de las amplitudes
de dispersión tanto en teorías de norma como en gravedad. Una torre de amplitudes pueden ser
calculadas ahora incluso con lápiz y papel, los cuales hace 10 años se creían imposibles, ahora usando
la tecnología moderna llamada por algunos como métodos de capa de masa (On-shell methods)
o simplemente métodos de amplitudes son posibles calcularlos[8, 11, 127, 128]. Mientras nuestros
colisionadores de partículas llegan a ser más poderosos, el modelo estándar también lo ha hecho y
la necesidad de calcular procesos de dispersión con un gran número de partículas en el estado final
se ha incrementado a tal punto que los diagramás de Feynman se han vuelto poco prácticos incluso
usando computadoras modernas. Calcular amplitudes de dispersión de mayor orden actualmente
requiere el uso de teoría de perturbaciones, el cual requiere de introducir algunas complicaciones
como fijar la norma, fantasmás (ghosts), integrales de Feynman, coeficientes de renormalización, por
mencionar algunos. Por otro lado, la lagrangiana esta aun presente pero permanece oculta detrás
de todas las herramientas computacionales que se usan. Por ejemplo, en el caso de la dispersión de
gluones el número de diagramás de Feynman vaya aumentando conforme se incrementan el número
de partículas en el estado final, para el proceso de dos gluones en el estado inicial y dos gluones
en el estado final se requieren 4 diagramás de Feynman, pero para el proceso de dos gluones en el
estado inicial y ocho gluones en el estado final se requieren alrededor de un millón de diagramás
de Feynman; y no solo es la cantidad de diagramás que se necesitan sino también su complejidad
para cada diagrama individual. Hay programás especializados que nos permiten calcular estos
procesos, tal es el caso de CalcHEP [129], el cual puede calcular solamente uno de los diagramás
cuadrados para el proceso de dos gluones a cinco gluones (n = 7), para este proceso se requieren
3 500 líneas de código, solamente para un diagrama de los 2 485 diagramás que se requieren para
este proceso. Además, cada diagrama individual de gluones no es invariante de norma, por lo
que no se puede representar una trayectoria física de la partícula, así que su interpretación no
es clara del todo. De este modo fue que la fórmula de Parke-Taylor conmociono a la comunidad
científica en su momento [6]. Esto ha llevado a buscar otros formalismos más simples para obtener
amplitudes de dispersión. Tomó tiempo para generalizar estas técnicas hasta obtener una forma
recursiva para calcular estas amplitudes, las cuales veremos más adelante en (4.3). Nima Arkani
Hammed, Huang y Huang extendieron el formalismo de los espinores de helicidad para partículas
sin masa, el cual vimos en la sección 3.2, en una manera natural cuando ellos introducen los
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espín espinores [17]. Como ya hemos visto las amplitudes de dispersión transforman bajo boost
y rotaciones bajo el grupo pequeño que es sub grupo del grupo de Lorentz. Es más, el pequeño
grupo para partículas sin masa es el grupo de las helicidades y equivale a un cambio de fase bajo
rotaciones mientras que el grupo pequeño para las partículas masivas es el grupo de espín SU(2). La
amplitud, entonces, transforma como un producto directo del pequeño grupo para cada partícula
externa de la amplitud. La razón del porque los espinores de helicidad |p⟩ y |p] son tan útiles para
las amplitudes de partículas sin masa es que cada uno de ellos transforma bajo un producto directo
del grupo de las helicidades y el grupo de Lorentz SL(2,C). Cuando un producto interno se toma
ya sea ⟨pq⟩ o [pq], las transformaciones del SL(2,C) se cancelan entre si exactamente resultando
en un producto invariante de Lorentz mientras que las transformaciones de las helicidades no lo
hace. Es decir, estos productos transforman bajo un producto directo de las transformaciones de
las helicidades para las partículas pi y pj . Esto es exactamente la mínima manera que se necesita
para escribir una amplitud que involucre estas partículas.

3.6.1. Espinores de helicidad másivos

Como de costumbre, utilizaremos las matrices σµ
aȧ para convertir entre cuatro momentos pµ y

la matriz 2× 2 paȧ = pµσ
µ
aȧ. Nótese que det paȧ = m2, por lo que existe una diferencia obvia entre

partículas sin masa y partículas con masa. Para partículas sin masa, tenemos det paȧ = 0 y, por lo
tanto, la matriz paȧ tiene rango 1. Por lo tanto, podemos escribirla como el producto directo de
dos 2-vectores λ, λ̃ como

paȧ = λaλ̃ȧ.

Para momentos complejos generales, λa, λ̃ȧ son vectores complejos bidimensionales independientes.
Para momentos reales en el espacio de Minkowski, paȧ es hermítico, por lo que tenemos λ̃ȧ = ± (λa)

∗

(el signo depende de si la energía se considera positiva o negativa). A menudo, la introducción de
estas variables de espinor-helicidad está motivada por el deseo de representar explícitamente el
cuaternario paȧ (con restricciones en la capa de masa) mediante λa, λ̃ȧ sin restricciones. Pero las
variables de espinor-helicidad también desempeñan otro papel conceptualmente importante: son
los objetos que se transforman con precisión bajo los grupos de Lorentz y del grupo pequeño. Por lo
tanto, si bien las amplitudes de las partículas sin masa no son funciones de los momentos ni de los
vectores de polarización (o mejor aún, solo se representan de forma redundante), sí son funciones
directas de las variables de espinor-helicidad. La relación con el pequeño grupo está claramente
sugerida por el hecho de que es imposible asociar de forma única un par λa, λ̃ȧ con algún paȧ, ya
que siempre podemos reescalar λa → w−1λa, λ̃ȧ → wλ̃ȧ manteniendo paȧ invariante. La conexión
se puede hacer completamente explícita al intentar dar alguna prescripción específica para elegir
λ
(p)
a , λ̃

(p)
ȧ , lo que nos lleva a través de un ejercicio completamente paralelo a nuestra discusión

del pequeño grupo. Primero elegimos un momento sin masa de referencia kaȧ y también elegimos
un λ

(k)
a , λ̃

(k)
ȧ fijo de modo que kaȧ = λ

(k)
a λ̃

(k)
ȧ . Para cualquier otro momento nulo, elegimos una

transformación de Lorentz L(p; k)ba, L̃(p; k)ḃȧ tal que paȧ = L(p; k)baL̃(p; k)ḃȧkbḃ, y luego definimos
λ
(p)
a ≡ L(p; k)baλ

(k)
b , λ̃

(p)
ȧ ≡ L̃(p; k)ḃȧλ̃

(k)

ḃ
. Habiendo elegido una forma de asociar λ(p)a , λ̃

(p)
ȧ con paȧ,

podemos preguntarnos por la relación entre, por ejemplo, λ(Λp)
a y λ(p)a para alguna transformación

de Lorentz Λ; lo que se encuentra es

λ(Λp)
a = w−1(Λ, p, k)Λb

aλ
(p)
b .

Para momentos complejos generales, w es simplemente un número complejo y tenemos la acción
de GL(1). Para momentos lorentzianos reales, debemos tener w−1 = ±(w)∗, por lo que w = eiθ es
una fase que representa el pequeño grupo U(1). Obviamente, podemos realizar una transformación
de Lorentz W para la cual Wk = k; simplemente encontramos λ→ w−1λ. Para ser más explícitos,
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sea

kaȧ =

(
2E 0
0 0

)
, λa =

√
2E

(
1

0

)
, λ̃ȧ =

√
2E

(
1

0

)
, (3.165)

representan un momento sin masa en la dirección z. Entonces, una rotación alrededor del eje z
(que deja a k invariante) es

Λb
a =

(
eiϕ/2 0
0 e−iϕ/2

)
, Λ̃ḃ

ȧ =

(
e−iϕ/2 0

0 eiϕ/2

)
, (3.166)

bajo el cual obviamente λa → eiϕ/2λa, λ̃ȧ → e−iϕ/2λ̃ȧ. Para resumir, las amplitudes para partículas
sin masa son funciones invariantes de Lorentz de λa, λ̃ȧ con las funciones peso de helicidad del grupo
pequeño correctos,

M
(
w−1λ,wλ̃

)
= w2hM(λ, λ̃), (3.167)

Ahora nos centraremos en el caso de partículas masivas. No existe una diferencia esencial con el
caso sin masa; simplemente, paȧ tiene rango dos en lugar de rango uno, por lo que puede escribirse
como la suma de dos matrices de rango uno como

paȧ = λIaλ̃ȧI , (3.168)

donde I = 1, 2. Nótese que
p2 = m2 → detλ× det λ̃ = m2. (3.169)

Podemos usar esto para establecer detλ =M, det λ̃ = M̃ con MM̃ = m2. A veces es útil mantener
la distinción entre M, M̃ , pero para nuestros propósitos en este documento simplemente tomaremos
M = M̃ = m. Por supuesto, λI , λ̃I no se puede asociar de forma única con un momento p

dado, podemos realizar una transformación SL(2) λI → W I
Jλ

J , λ̃I →
(
W−1

)J
I
λ̃J . Nótese que

podríamos extender este SL(2) a un GL(2) si también permitiéramos reformulaciones (opuestas)
de los parámetros de masa M, M̃ , pero al elegir M = M̃ = m no lo permitimos. Esto no es
una desventaja para nuestros propósitos, ya que el objeto M/M̃ se transforma solo bajo la parte
GL(1) de GL(2) y puede usarse para elevar cualquier invariante SL(2) a un invariante GL(2) si se
desea. Para momentos lorentzianos reales, tenemos que W debería estar en el subgrupo SU(2) de
SL(2), lo que nos da la acción del grupo pequeño. Podemos hacer explícita la conexión, tal como lo
hicimos para el caso sin masa, definiendo λIa, λ̃ȧI para un momento de referencia kaȧ y aumentando
su definición para todos los momentos. Concluimos que las amplitudes para partículas masivas son
funciones invariantes de Lorentz para λI , λ̃I , que son tensores simétricos de rango 2S {I1, · · · , I2S}
para partículas de espín S. Nótese que, podemos usar ϵIJ , ϵIJ para aumentar y disminuir los índices,
de modo que, por ejemplo, podemos escribir paȧ = λIaλ̃

J
ȧ ϵIJ . Claramente

paȧλ̃
ȧI = mλIa, paȧλ

aI = −mλ̃Iȧ. (3.170)

Si combinamos (λIa, λ̃
ȧI) en un espinor de Dirac ΨI

A, esta es, por supuesto, la ecuación de Dirac
(Γµpµ− m)BAΨ

I
B = 0. Pero no hay ninguna razón particular para hacer esto en nuestro formalismo:

incluso la razón habitual (buena) para introducir espinores de Dirac, hacer que la paridad se
manifieste en teorías con simetría de paridad, puede lograrse más fácilmente sin usar espinores de
Dirac en nuestro enfoque. Por lo tanto, no encontraremos ninguna matriz Γ en nuestra discusión.
Tenga en cuenta también que el uso de (paȧ/m) permite convertir libremente entre las variables
λIa y λ̃Iȧ. En ocasiones, resultará útil, especialmente en el contexto de la clasificación sistemática
de estructuras de amplitud, por ejemplo, usar solo λIa para describir una partícula másiva dada.
Entonces, podemos escribir el tensor simétrico como

M{I1···I2S} = λI1a1
· · ·λI2Sa2S

M{a1···a2S}, (3.171)
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donde M{a1···a2S} es totalmente simétrico en los índices a. En el límite de altas energías vamos a
tener lo siguiente:

λIa = λaζ
−I + ηaζ

+I ,

λ̃Iȧ = λ̃ȧζ
+I + η̃ȧζ

−I ,

donde
ϵIJζ

+Iζ−J = 1, ⟨λη⟩ = m, [λ̃η̃] = m. (3.172)

En un marco dado, naturalmente tenemos ζ±I como los estados propios del espín 1/2 en la dirección
del momento espacial p⃗, y podemos identificar

λa =
√
E + pζ+a , ηa =

√
E − pζ−a , (3.173)

y similarmente para los espinores con tilde

λ̃ȧ =
√
E + pζ̃−ȧ , η̃ȧ =

√
E − pζ̃+ȧ . (3.174)

Claramente, en el límite de alta energía
√
E + p →

√
2E mientras que

√
E − p → m/

√
2E, de

modo que tanto η, η̃ son proporcionales a m y se anulan con respecto a λ, λ̃. Dicho de otra manera,
para tomar el límite de alta energía tomamos

ηa = mη̂a, η̃ȧ = mˆ̃ηȧ; con ⟨λη̂⟩ = [λ̃˜̂η] = 1, (3.175)

con todas las proporciones adimensionales de la forma:
m

⟨λaλb⟩
,

m

[λ̃aλ̃b]
→ 0.

Nótese que cualquier amplitud de dispersión se descompone naturalmente en diferentes estados de
espín en la dirección espacial del movimiento, a través de

M I1···I2S =
∑
h

((
ζ+
)S+h (

ζ−
)S−h

)I1···I2S
Mh(λ, λ̃; η, η̃), (3.176)

donde trivialmente
Mh

(
w−1λ,wλ̃;wη,w−1η̃

)
= w2hMh(λ, λ̃; η, η̃). (3.177)

3.6.2. Espín espinores, caso másivo
La clave de Arkani, Huang y Huang fue generalizar los espinores de helicidad a un tensor donde

cada renglón separadamente se transforma bajo una transformación de Lorentz SL(2,C), pero cada
columna se transforma bajo el grupo de espín SU(2). Es decir, ellos introducen los espín espinores
|pI⟩ y |pI ], los cuales transforman bajo el producto directo del espín y las transformaciones de
Lorentz SL(2,C).

| p I⟩a =

√
E + p c

√
E + p s

−
√
E − p s∗

√
E − p c

Indice de Lorentz a, SL(2,C).

Indice de espín I, SU(2)

Figura 3.6: Estructura de un espín espinor. La notación del momento en negritas |p⟩ (Bold, en
ingles), se refiere a que el momento de la partícula es másiva
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Donde c = cos
(
θ
2

)
, s = sin

(
θ
2

)
exp(iϕ), s∗ = cos

(
θ
2

)
exp(−iϕ). De igual modo que los espinores

de helicidad, los productos de espín espinores tales como ⟨pIqJ⟩ o [pIqJ ] son invariantes de Lorentz
pero aun se transforma bajo el grupo de espín SU(2). Lo cual es excelente ya que estos productos
espinoriales van a servir para construir amplitudes de dispersión para partículas masivas ya que
transforman bajo los mismos pequeños grupos. Además, la mezcla entre espinores de helicidad
y espín espinores como ⟨pqJ⟩ son objetos que transforman bajo un producto de helicidad para
la partícula p y de espín para la partícula q. Por lo tanto, con el formalismo de los espinores
de helicidad de Weyl y los espín espinores podemos escribir cualquier amplitud de dispersión de
cualquier proceso al menos en principio. Vamos a revisar un poco de las propiedades de los espín
espinores en esta sección [130, 131]. Al considerar partículas con masa, m, tenemos E2 − p2 = m2.
Ahora, al considerar un cuadrivector en coordenadas esféricas

pµ = (E,P sin θ cosϕ, P sin θ sinϕ, P cos θ), (3.178)

y usando la representación de Weyl para las matrices gamma de Dirac (1.238), encontramos que ,

pȧb =

(
c2(E − p) + ss∗(E + p) −2cs∗p

−2csp ss∗(E − p) + c2(E + p)

)
, (3.179)

paḃ =

(
c2(E + p) + ss∗(E − p) 2cs∗p

2csp ss∗(E + p) + c2(E − p)

)
. (3.180)

Podemos expresar las componentes del tensor |p⟩Ia y [pI |ȧ . Donde I corre sobre dos valores 1 y 2.
Para I = 1, tenemos

λIa =
∣∣pI
〉
a
=
√
E − p

(
−s∗

c

)
=
√
E − p× ζ−a , (3.181)

λ̃Iȧ = [pI |ȧ =
√
E − p

(
−s
c

)
=
√
E − p× ζ̃+ȧ , (3.182)

para I = 2

λIa =
∣∣pI
〉
a
=
√
E + p

(
c

s

)
=
√
E + p× ζ+a , (3.183)

λ̃ȧI = [pI |ȧ =
√
E + p

(
c

s∗

)
=
√
E + p× ζ̃−ȧ , (3.184)

asi que, ∑
I=∓1

|pI⟩a[pI |ḃ = (E − p)

(
ss∗ −cs∗
−cs c2

)
+ (E + p)

(
c2 cs∗

cs ss∗

)
= paḃ, (3.185)

usando la expresión paḃ en ecuación(3.179), vamos a tener,

−
∑
I=±

| pI ]ȧ⟨pI |ḃ = (E − p)

(
c2 cs∗

cs ss∗

)
+ (E + p)

(
ss∗ −cs∗
−cs c2

)
= pȧb. (3.186)

Podemos escribir las ecuaciones (3.181),(3.183) y (3.182), (3.184) equivalentemente como [17]:

λIa = |pI⟩a =
√
E + p× ζ+a (p)⊗ δI1ζ

− +
√
E − p× ζ−a (p)⊗ δI2ζ

+ (3.187)

λ̃Iȧ = [pI |ȧ =
√
E + p× ζ̃−ȧ (p)⊗ δ1I ζ

− +
√
E − p× ζ̃+ȧ (p)⊗ δ2I ζ

+. (3.188)

Donde I corre sobre los valores 1 y 2. Aquí hemos escogido una representación del álgebra de SU(2)
en el cual la matriz σz es diagonal con eigenestados:

ζ+ =

(
1

0

)
, ζ− =

(
0

1

)
, (3.189)
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y las expresiones para los espinores de Weyl con índices de Lorentz SL(2,C) son

ζ+a =

(
c

s

)
≡ +ζ̃+ȧ, ζ−a =

(
−s∗

c

)
≡ −ζ̃−ȧ (3.190)

ζ̃−ȧ =

(
c

s∗

)
≡ +ζ−a, ζ̃+ȧ =

(
−s
c

)
≡ −ζ+a. (3.191)

Entonces las formás explícitas de los espín espinores son:

|pI⟩a =

(
−
√
E − p s∗

√
E + p c√

E − p c
√
E + p s

)
, (3.192)

[pI|ȧ =

(
−
√
E − p s −

√
E + p c√

E − p c
√
E + p s∗

)
. (3.193)

En términos de los espinores de Weyl (3.190) se tienen las siguientes relaciones

pȧbζ+b = (E − p)ζ̃+ȧ, (3.194)

pȧbζ−b = −(E + p)ζ̃−ȧ, (3.195)

paḃζ̃
+ḃ = (E + p)ζ+a , (3.196)

paḃζ̃
−ḃ = −(E − p)ζ−a , (3.197)

ζ+apaḃ = −(E − p)ζ̃+
ḃ

(3.198)

ζ−apaḃ = (E + p)ζ̃−
ḃ
, (3.199)

ζ̃+ȧ p
ȧb = −(E + p)ζ+b, (3.200)

ζ̃−ȧ p
ȧb = (E − p)ζ−b. (3.201)

Para subir y bajar los indices del SU(2) basta con multiplicar el tensor anti-simétrico de dos
dimensiones ϵ por la derecha |pI⟩a =

∣∣pJ
〉
a
ϵJI y

[
pI
∣∣
ȧ
=
[
pJ |ȧ ϵJI . El conjunto completo de

espín espinores es

|pI⟩a =
√
E + p× ζ+a (p)⊗ δI1ζ

− +
√
E − p× ζ−a (p)⊗ δI2ζ

+, (3.202)

| pI ]ȧ = −
√
E − p× ζ̃+ȧ(p)⊗ δI1ζ

− +
√
E + p× ζ̃−ȧ(p)⊗ δI2ζ

+, (3.203)

⟨pI |a =
√
E + p× ζ+a(p)⊗ δI1ζ

− +
√
E − p× ζ−a(p)⊗ δI2ζ

+, (3.204)

[pI |ȧ = −
√
E − p× ζ̃+ȧ (p)⊗ δI1ζ

− +
√
E + p× ζ̃−ȧ (p)⊗ δI2ζ

+, (3.205)

|pI⟩a =
√
E − p× ζ−a (p)⊗ δ1I ζ

− −
√
E + p× ζ+a (p)⊗ δ2I ζ

+, (3.206)

| pI ]
ȧ =

√
E + p× ζ̃−ȧ(p)⊗ δ1I ζ

− +
√
E − p× ζ̃+ȧ(p)⊗ δ2I ζ

+, (3.207)

⟨pI |a =
√
E − p× ζ−a(p)⊗ δ1I ζ

− −
√
E + p× ζ+a(p)⊗ δ2I ζ

+, (3.208)

[pI |ȧ =
√
E + p× ζ̃−ȧ (p)⊗ δ1I ζ

− +
√
E − p× ζ̃+ȧ (p)⊗ δ2I ζ

+. (3.209)

En nuestra notación I y J toman los valores de 1 y 2. Los indices del grupo pequeño SU(2) son
bajados y subidos multiplicando por la derecha por ϵIJ y ϵIJ similar al de (1.269), esto es

ϵIJ = −ϵIJ =

(
0 −1
1 0

)
. (3.210)

Podemos ver que para los espinores la conjugada compleja afecta de la siguiente manera(〈
pI
∣∣a)∗ =| pI ]

ȧ
(∣∣pI

〉
a

)∗
= [pI |ȧ, (3.211)
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(⟨pI |
a
)
∗
= − | pI ]ȧ, (|pI⟩a)

∗
= −[pI |ȧ. (3.212)

En otras palabras, si tomamos la compleja conjugada de un espinor angulado con índice de espín I
abajo, o un espinor cuadrado con un índice de espín arriba, la conjugada introduce un signo menos
adicional. Esto significa que si definimos el espinor de un fermión y antifermión salientes como

ū(p) =
( [

pI
∣∣
ȧ
,
〈
pI
∣∣a )

, v(p) =

(
| pI ]

ȧ

|pI⟩a

)
, (3.213)

u(p) =

(
| pI ]

ȧ

− |pI⟩a

)
, v̄(p) = (−[pI |ȧ, ⟨pI |a). (3.214)

Estos espinores másivos punteados y no punteados están relacionados mediante la ecuación de mo-
vimiento para los campos de Weyl. En términos de este conjunto de tensores, usando las relaciones
(3.194) obtenemos las siguientes ecuaciones de movimiento:

pȧb
∣∣pI
〉
b
= −m | pI ]ȧ, (3.215)

paḃ | p
I ]ḃ = −m

∣∣pI
〉
a
, (3.216)

⟨pI |apaḃ = m[pI |ḃ, (3.217)

[pI |ȧpȧb = m⟨pI |b. (3.218)

Por lo tanto, una amplitud de dispersión que involucre partículas masivas pueden ser expresadas
en términos de |pI |

a o |pI⟩ḃ. Además, tenemos las siguientes identidades

|pI⟩a⟨pI|b = mδba, (3.219)

|pI⟩a⟨pI
∣∣b = −mδba, (3.220)

|pI]
ȧ[pI

∣∣
ḃ
= mδȧ

ḃ
, (3.221)

|pI ]ȧ[pI|ḃ = −mδȧ
ḃ
, (3.222)

(3.223)

paḃ = |pI⟩a[pI|ḃ , (3.224)

−pȧb = |pI]ȧ⟨pI|b, (3.225)

−paḃ = |pI⟩a[pI|ḃ, (3.226)

pȧb = |pI]
ȧ⟨pI|b. (3.227)

El propagador fermiónico es reconstruido de la siguiente manera:

γµp
µ +m =

(
mδȧ

ḃ
pȧb

paḃ mδba

)
=

(
| pI ]ȧ[pI |ḃ | pI ]ȧ⟨pI |b
− |pI⟩a [pI |ḃ − |pI⟩a ⟨pI |b

)
(3.228)

=

(
| pI ]ȧ

− |pI⟩a

)
⊗
(
[pI |ḃ ⟨pI |b

)
. (3.229)

Adoptando la convención
| − p⟩ = −|p⟩, | −p] =| p], (3.230)

entonces tenemos que el propagador es:

γµp
µ +m =

(
| −pI ]ȧ

|−pI⟩a

)
⊗
([ [

pI
∣∣
ḃ

〈
pI
∣∣b ) = v(−p)⊗ ū(p) . (3.231)
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3.6.3. Espín espinores en Electrodinámica Cuántica

El proceso e+e− → µ+µ− usando espín espinores

En la sección 2.1.5 vimos cómo calcular este proceso usando las reglas de Feynman de la
electrodinámica cuántica. La amplitud de este proceso esta expresada en la ecuación (2.108), en
esta sección usaremos los espinores de Dirac en términos de los espín espinores dados por (3.213)
y (3.214), junto con la matriz de Dirac en la representación de Weyl (1.238) para obtener una
expresión para la amplitud, usaremos el método híbrido que consiste en usar las reglas de Feynman
para obtener una expresión para la amplitud y posteriormente cambiamos de variables, es decir,
pasamos de espinores de cuatro componentes a los espín espinores cuyas columnas son de dos
componentes [28], para cada partícula de espín s vamos a necesitar 2s indices de espín SU(2);
entonces para los electrones y muones que son de espín 1/2 vamos a necesitar 2(1/2) = 1 índices
de espín I. Para el positrón e+ le asignamos el índice de espín L, para el electrón e− le asignamos
el índice K, para el muón µ+ le asignamos el índice I y para el muón µ− se tiene J . Empezamos
por hacer la multiplicación matricial con el término de la amplitud:

ū(p3)γ
µv(p4) = ([pI3|ȧ, ⟨pI3|a)

(
0 (σµ)ȧb

(σ̄µ)aḃ 0

)(
|p4J ]ḃ
|p4J⟩b

)
= ([pI3|ȧ, ⟨pI3|a)

(
(σµ)ȧb|p4J⟩b
(σ̄µ)aḃ|p4J ]ḃ

)
= [pI3|ȧ(σµ)ȧb|p4J⟩b + ⟨pI3|a(σ̄µ)aḃ|p4J ]

ḃ

= [3I |σµ|4J⟩+ ⟨3I |σ̄µ|4J ]

= [3|σµ|4⟩+ ⟨3|σ̄µ|4]. (3.232)

En la práctica se pueden suprimir los indices de espín SU(2) sin afectar los cálculos. Del mismo
modo para

v̄(p2)γµu(p1) = [2K |σµ|1L⟩+ ⟨2K |σ̄µ|1L] = [2|σµ|1⟩+ ⟨2|σ̄µ|1]. (3.233)

Además de las propiedades (1.251) y (1.252), se necesitan las siguientes identidades [102]:

σµ
aȧσ̄

ḃb
µ = 2δa

bδḃȧ, (3.234)

σµ
aȧσµbḃ = 2ϵabϵȧḃ, (3.235)

(σ̄µ)ȧa(σ̄µ)
ḃb = 2ϵabϵȧḃ, (3.236)

ϵabϵ
bc = ϵcbϵba = δca (3.237)

ϵȧḃϵ
ḃċ = ϵċḃϵḃȧ = δċȧ. (3.238)
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Suprimiendo factores o constantes de acoplamiento, nuestra amplitud parcial es

M̃ =
(
[3|σµ|4⟩+ ⟨3|σ̄µ|4]

)
×
(
[2|σµ|1⟩+ ⟨2|σ̄µ|1]

)
= [3I |ȧ(σµ)ȧb|4J⟩b[2K |ċ(σµ)ċd|1L⟩d + [3I |ȧ(σµ)ȧb|4J⟩b⟨2K |c(σ̄µ)cḋ|1L]

ḋ

+ ⟨3I |a(σ̄µ)aḃ|4J ]
ḃ[2K |ċ(σµ)ċd|1L⟩d + ⟨3I |a(σ̄µ)aḃ|4J ]

ḃ⟨2K |c(σ̄µ)cḋ|1L]
ḋ

= [3I |ȧ|4J⟩b(σµ)ȧb(σµ)
ċd[2K |ċ|1L⟩d + [3I |ȧ|4J⟩b(σµ)ȧb(σ̄µ)cḋ⟨2

K |c|1L]
ḋ

+ ⟨3I |a|4J ]
ḃ(σ̄µ)aḃ(σµ)

ċd[2K |ċ|1L⟩d + ⟨3I |a|4J ]
ḃ(σ̄µ)aḃ(σ̄µ)cḋ⟨2

K |c|1L]
ḋ

= [3I |ȧ|4J⟩b(2ϵȧċϵbd)[2K |ċ|1L⟩d + [3I |ȧ|4J⟩b(2δȧḋδ
b
c)⟨2K |c|1L]

ḋ

+ ⟨3I |a|4J ]
ḃ(2δdaδ

ċ
ḃ
)[2K |ċ|1L⟩d + ⟨3I |a|4J ]

ḃ(2ϵacϵḃḋ)⟨2
K |c|1L]

ḋ

= 2
(
[3I |ȧ|2K ]ȧ⟨4J |d|1L⟩d + [3I |ȧ|1L]

ȧ⟨2K |c|4J⟩c + ⟨3I |a|1L⟩a[2K |ċ|4J ]
ċ + ⟨3I |a|2K⟩a[4J |ḋ|1L]

ḋ
)

= 2
(
[3I2K ]⟨4J1L⟩+ [3I1L]⟨2K4J⟩+ ⟨3I1L⟩[2K4J ] + ⟨3I2K⟩[4J1L]

)
. (3.239)

Entonces la amplitud con todo y las constantes de acoplamiento es

iM = −i2e
2

s

(
[32]⟨41⟩+ [31]⟨24⟩+ ⟨31⟩[24] + ⟨32⟩[41]

)
. (3.240)

Para calcular la amplitud conjugada se necesita la siguiente regla de conjugación(
⟨pIqJ⟩

)∗
=
(
⟨pI |a|qJ⟩a

)∗
= [qJ |ȧ|pI ]

ȧ = [qJpI ] (3.241)

(
⟨pIqJ⟩

)∗
= [qJqI ]. (3.242)

Por lo tanto, la amplitud conjugada de M va ser

−iM† = i
2e2

s

(
⟨2K3I⟩[1L4J ] + ⟨1L3I⟩[4J2K ] + [1L3I ]⟨4J2K⟩+ [2K3I ]⟨1L4J⟩

)
= i

2e2

s

(
⟨23⟩[14] + ⟨13⟩[42] + [13]⟨42⟩+ [23]⟨14⟩

)
. (3.243)

La amplitud cuadrada es

|M|2 =
1

4
|M|2 =

1

4
MM†

=
e4

s2

{
[32]⟨41⟩⟨23⟩[14] + [32]⟨41⟩⟨13⟩[42] + [32]⟨41⟩[13]⟨42⟩+ [32]⟨41⟩[23]⟨14⟩

+ [31]⟨24⟩⟨23⟩[14] + [31]⟨24⟩⟨13⟩[42] + [31]⟨24⟩[13]⟨42⟩+ [31]⟨24⟩[23]⟨14⟩
+ ⟨31⟩[24]⟨23⟩[14] + ⟨31⟩[24]⟨13⟩[42] + ⟨31⟩[24][13]⟨42⟩+ ⟨31⟩[24][23]⟨14⟩

+ ⟨32⟩[41]⟨23⟩[14] + ⟨32⟩[41]⟨13⟩[42] + ⟨32⟩[41][13]⟨42⟩+ ⟨32⟩[41][23]⟨14⟩
}
.

Reordenando y usando las relaciones (3.219) - (3.222), tanto como (3.48), vamos a tener lo siguiente

|M|2 =
e4

s2

{
2(p2 · p3)2(p4 · p1)− [3I |(−me)|4J ]⟨4J |(−me)|3I⟩ − ⟨2K |(mµ)|1L⟩[1L|(mµ)|2K ]

+ [3I |(−me)|3I ]⟨4J |(−me)|4J⟩ − [3I |(me)|4J ]⟨4J |(me)|3I⟩+ 2(p1 · p3)2(p2 · p4)
+ [3I |(me)|3I ]⟨2K |(−mµ)|2K⟩ − [2K |(mµ)|1L]⟨1L|(mµ)|2K⟩ − ⟨2K |(−mµ)|1L⟩[1L|(−mµ)|2K ]

+ ⟨3I |(−me)|3I⟩[2K |(mµ)|2K ] + 2(p3 · p1)2(p4 · p2)− ⟨3I |(−me)|4J⟩[4J |(−me)|3I ]

⟨3I |(me)|3I⟩[4J |(me)|4J ]− ⟨1L|(−mµ)|2K⟩[2K |(−mµ)|1L]− ⟨3I |(me)|4J⟩[4J |(me)|3I ]

+ 2(p3 · p2)2(p1 · p4)
}
. (3.244)
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3.6 El formalismo de los espín espinores o Nima-Huang-Huang

Otras propiedades que vamos a necesitar son [132]:

⟨iJiK⟩ = miδ
K
J , (3.245)

⟨iKiJ⟩ = −miδ
K
J , (3.246)

[iJiK ] = miδ
J
K , (3.247)

[iKiJ ] = −miδ
J
K . (3.248)

Notemos también que la traza para la identidad espinorial es

Tr[1] = δaa = δȧȧ = 2 = δII . (3.249)

De este modo el resultado final para la amplitud cuadrada es

|M|2 =
e4

s2

{
8(p2 · p3)(p1 · p4)− 2m2

e(p3 · p4)− 2m2
µ(p1 · p2) + 4m2

em
2
µ − 2m2

e(p3 · p4)

8(p1 · p3)(p2 · p4) + 4m2
em

2
µ − 2m2

µ(p1 · p2)− 2m2
µ(p1 · p2) + 4m2

em
2
µ − 2m2

e(p3 · p4)

+ 4m2
em

2
µ − 2m2

µ(p1 · p2)− 2m2
e(p3 · p4)

}
=
e4

s2

{
8(p2 · p3)(p1 · p4) + 8(p1 · p3)(p2 · p4)− 8m2

e(p3 · p4)− 8m2
µ(p1 · p2) + 16m2

em
2
µ

}
.

(3.250)

Este resultado es similar al que se obtuvo con la tecnología de trazas dado por (2.121), pero con un
menor número de pasos y sin cálculo de trazas de matrices de Dirac. El cálculo del efecto Compton
de QED utilizando el método híbrido se va mostrar completamente en [28].
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Capítulo 4

Métodos modernos de amplitudes:
reescribiendo la Física de Partículas

Hacer lo que ya sabemos lleva al mundo
de 1 a n. Genera un progreso horizontal
añadiendo más de lo mismo.
Cada nueva creación, sin embargo, va de
0 a 1, es vertical e implica hacer algo que
nadie ha llevado a cabo antes.
Si tomás una maquina de escribir y
construyes cien, has hecho un progreso
horizontal. Si tomás una máquina de
escribir y construyes un procesador de
textos, has hecho un progreso vertical.

Peter Thiel (Cofundador de PayPal)

4.1. Teorías Constructivas para partículas sin masa

Los espinores de helicidad tienen cierta elegancia y esto se debe a que su utilidad proviene del
hecho de que muestran las simetrías del sistema. Estas simetrías son invariantes bajo Lorentz y el
grupo pequeño o little group, el cual vimos en la sección (1.4). Bajo el grupo pequeño, los espinores
de helicidad λi y λ̃i para dejar invariante el momento de la partícula deben transformar como

λi → tiλi y λ̃i → t−1
i λ̃i. (4.1)

Notemos aquí que, para un momento real, los espinores satisfacen una condición real, por lo que
la variable cinemática ti se restringe a ser una fase pura. Desafortunadamente, estas variables
espinoriales no nos sirven para describir interacciones entre escalares ya que las partículas escalares
son singletes del grupo pequeño y la amplitud como tal unicamente es función del momento pi.
Por otro lado, para describir partículas con espín, es necesario introducir representaciones no
triviales del grupo pequeño los cuales contienen la helicidad como número cuántico. En términos
de diagramás de Feynman, la covarianza del grupo pequeño se manifiesta mediante los vectores de
polarización los cuales en términos de espinores de helicidad tienen la forma

ϵ+aȧ =
χaλ̃ȧ
⟨χλ⟩

y ϵ−aȧ =
λaχ̃ȧ

[λ̃χ̃]
, (4.2)
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donde los super-índices etiquetan la helicidad. Por construcción, estos vectores de polarización son
transversales al momento

paȧϵ+aȧ ∝ [λ̃λ̃] = 0 and paȧϵ−aȧ ∝ ⟨λλ⟩ = 0. (4.3)
Podemos ver la apariencia de los espinores de referencia, χ y χ̃, los cuales son línealmente indepen-
dientes de λ y λ̃ pero arbitrarios. Incluso, podemos asignar diferentes espinores de referencia para
cada partícula externa. Aunque suene extraño, pero este hecho no cambia la respuesta de nues-
tra amplitud aún si cambiamos χ y χ̃. Para ver que no hay contradicción, cambiamos el espinor
de referencia χ por χ′, y expandimos a χ′ como una combinación líneal del espinor de referencia
original χ y el momento espinorial λ

χa → χ′
a = aχa + bλa.

El vector de polarización correspondiente cambia de forma similar acorde a

ϵ+aȧ → ϵ+′
aȧ = ϵ+aȧ +

(
b

a⟨χλ⟩

)
paȧ, (4.4)

el cual es literalmente una transformación de norma. Así que, las polarizaciones hacen cambios
dependiendo de la elección del espinor de referencia pero de una manera que deja la amplitud
invariante por la indentidad de Ward. Bajo el grupo pequeño, las polarizaciones transforman como

ϵ+aȧ → t−2ϵ+aȧ y ϵ−aȧ → t2ϵ−aȧ, (4.5)

por lo que la covarianza del pequeño grupo para cada polarización contiene sus respectivas he-
licidades. Una amplitud de dispersión con muchas partículas tendrá que ser multi-líneal en sus
respectivas polarizaciones

M
(
1h1 · · ·nhn

)
= ϵh1

µ1
. . . ϵhn

µn
Mµ1···µn , (4.6)

donde hi = ±1 etiqueta la helicidad de cada línea externa. Por lo tanto, la amplitud de dispersión
es covariante del grupo pequeño con la función peso

M
(
1h1 · · ·nhn

)
→
∏
i

t−2hi
i M

(
1h1 · · ·nhn

)
. (4.7)

Las amplitudes de dispersión vistas de esta manera parecen más covariantes que invariantes bajo
el grupo pequeño, aunque todas las observables físicas son invariantes. Sin embargo, no hay con-
tradicción debido a que los parámetros ti se reduce a fases puras los cuales se cancelan trivialmente
cuando cuadramos el elemento de matriz. El objeto tensorial (4.6), Mµ1···µn , es el objeto calculado
usando diagramás de Feynman de la manera estándar, mientras que el objeto M

(
1h1 · · ·nhn

)
eti-

queta amplitudes de helicidad, los cuales son un conjunto de distintas funciones que corresponden a
cada configuración de helicidad. Estas amplitudes de dispersión son invariantes de norma comple-
tamente, como la fórmula de Parke-Taylor [6]. El objetivo del programa de amplitudes es cambiar
la amplitud Mµ1···µn en total por la amplitud M

(
1h1 · · ·nhn

)
directamente desde los principios

físicos vistos en (3.1), a esto se le llama bootstrapping [133, 9, 134].

4.1.1. Teorías constructivas para amplitudes de tres partículas
Para enumerar sistemáticamente todas las posibles interacciones entre partículas sin masa que

sean invariantes de Lorentz en cuatro dimensiones, D = 4, y derivar fórmulas sin hacer referencia a
la acción; seguiremos el concepto de bootstrapping. La principal contribución no trivial de la matriz
S es la amplitud de tres partículas. De acuerdo a conservación del momento p1+p2+p3 = 0, tenemos

(p1 + p2)
2
= ⟨12⟩[12] = p23 = 0, (4.8)

(p2 + p3)
2
= ⟨23⟩[23] = p21 = 0, (4.9)

(p3 + p1)
2
= ⟨31⟩[31] = p22 = 0. (4.10)
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De la primera línea, se deduce que si ⟨12⟩ ̸= 0 entonces [12] = 0. Además, ⟨12⟩[23] = −⟨11⟩[13] −
⟨13⟩[33] = 0. Repitiendo este procedimiento ciclicamente, encontramos que [12] = [23] = [31] = 0.
Por otro lado, si asumimos que [12] ̸= 0 entonces ⟨12⟩ = ⟨23⟩ = ⟨31⟩ = 0. En resumen, las
amplitudes de tres partículas solamente van a existir en dos posibles configuraciones: holomórfica,
la cual corresponde a que todos los espinores cuadrados desaparecen

[12] = [23] = [31] = 0 ⇒ λ̃1 ∝ λ̃2 ∝ λ̃3, (4.11)

y anti-holomórfica, la cual corresponde a que todos los espinores angulados desaparezcan

⟨12⟩ = ⟨23⟩ = ⟨31⟩ = 0 ⇒ λ1 ∝ λ2 ∝ λ3, (4.12)

ambas configuraciones cinemáticas implican que p1p2 = p2p3 = p3p1 = 0, y se requiere momento
complejo por lo que las variables λi y λ̃i son variables independientes.
Sin perdida de generalidad, la amplitud de tres partículas en la configuración holomórfica toma la
forma

M
(
1h12h23h3

)
= ⟨12⟩n3⟨23⟩n1⟨31⟩n2 . (4.13)

Debido a la covarianza del grupo pequeño (4.7), se puede resolver los exponentes ni en términos
de helicidades hi de las partículas externas:

− 2h1 = n2 + n3, (4.14)
− 2h2 = n3 + n1, (4.15)
− 2h3 = n1 + n2, (4.16)

encontramos que

n1 = h1 − h2 − h3, (4.17)
n2 = h2 − h3 − h1, (4.18)
n3 = h3 − h1 − h2. (4.19)

Los exponentes son números enteros ya que las helicidades son enteros o semi-enteros. Las dimen-
siones de masa para las amplitudes de tres partículas no pueden ser negativas, ya que esto requeriría
no localidad debido a la inversa en las potencias de las derivadas en el vértice de tres partículas.
Por lo tanto, asumiendo localidad implicaría que las amplitudes de tres partículas tienen dimensión
de masa no negativa, esto nos lleva a que[

M
(
1h12h23h3

)]
= n1 + n2 + n3 = − (h1 + h2 + h3) = −h ≥ 0, (4.20)

donde los corchetes [...] denotan dimensión de masa que se acumula debido a las potencias de los
momentos. Ignorando las dimensión de las constantes de acoplamiento, vemos que la constricción
holomórfica aplica cuando h ≤ 0 mientras que la anti-holomórfica aplica cuando h ≥ 0. Lo que
nos lleva a derivar una fórmula general conocida como fórmula maestra, para amplitudes de tres
partículas sin masa en cuatro dimensiones:

M(1h1 , 2h2 , 3h3) =

{
c123 ⟨12⟩h3−h2−h1⟨31⟩h2−h1−h3⟨23⟩h1−h2−h3 , h1 + h2 + h3 < 0
c̃123 [12]

h1+h2−h3 [31]h1+h3−h2 [23]h2+h3−h1 , h1 + h2 + h3 > 0
, (4.21)

donde c123, c̃123 son constantes por ser determinadas. ⟨ij⟩ y [ij] denotan los productos espinoriales
para partículas con momento i, j. Aquí, seguiremos la misma notación que en [19], para denotar las
dos configuraciones posibles de las helicidades, de partículas sin masa, que existen. Esto se muestra
en la Figura 4.1.
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h1

h2

h3

h1

h2

h3
(i) (ii)

Figura 4.1: (i) configuración de helicidades H = h1+h2+h3 > 0; (ii) configuración de helicidades
H = h1 + h2 + h3 < 0, aquí todas las partículas no tienen masa

La fórmula (4.21) se derivó desde análisis dimensional y simetrías, por lo que se va mantener
no perturbativamente y es exclusivamente para amplitudes a nivel árbol. Contrario a ordenes de
lazos (loops), los cuales generan funciones logaritmicas o funciones más complicadas que involucran
objetos como log(p1p2) y que son singulares o desaparecen en la cinemática para tres partículas. La
fórmula (4.21) adquiere formás peculiares dependiendo si estamos con partículas escalares, vectores
y tensores.

Escalares

Para escalares idénticos, todas las helicidades son hi = 0, la ecuación (4.21) implica que las
amplitudes de tres partículas o tres puntos es una constante

M(123) = ω, (4.22)

el cual corresponde a un simple escalar auto-interactuando mediante un término de potencial
cúbico. Se tiene un resultado similar cuando se tiene muchos escalares:

M (1a2b3c) = ωabc, (4.23)

donde los sub-indices significan que corren sobre los sabores de los escalares. Ya que los estados
externos son bosones, la constante de acoplamiento ωabc es simétrico en sus índices. La expresión
(4.23) es la única amplitud posible para escalares sin masa. Por otro lado, si tomamos los escalares
que interactúan mediante el término ϕ(∂ϕ)2, estas amplitudes van a desaparecer debido a que solo
dependen de productos de los momentos y estos no contribuyen: p21 = p22 = p23 = p1p2 = p2p3 =
p3p1 = 0. A nivel de la acción, al aplicar una re-definición de campos se pueden eliminar estas
interacciones cubicas.

Vectores

Para el caso de partículas vectoriales idénticas, las helicidades son hi = ±1. Esto implica que los
exponentes en (4.13) van a ser enteros impares. En consecuencia, las amplitudes de tres puntos son
impares bajo el intercambio de cualquier partícula externa incluso si son bosones. Por consistencia
se demanda que la amplitud para tres partículas deben desaparecer idénticamente. Esta conclusión
esta en acuerdo con resultados que hay en la literatura sobre la amplitud para tres fotones el cual
es cero por simetría de conjugación de carga. Este hecho prohíbe auto-interacciones cubicas de
una simple partícula vectorial, aunque permite interacciones entre especies diferentes de vectores,
también conocidas como colores. Introduciendo un índice de color para cada vector, se obtiene

M
(
1−a 2

−
b 3

+
c

)
= fabc

⟨12⟩3

⟨13⟩⟨32⟩
y M

(
1+a 2

+
b 3

−
c

)
= fabc

[12]3

[13][32]
. (4.24)
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Aquí fabc es completamente anti-simétrico en sus índices así que la amplitud es par bajo el in-
tercambio de bosones. Estas expresiones están en completo acuerdo con aquellas que se obtienen
desde los diagramás de Feynman, usando las polarizaciones (4.2) en la siguiente expresión

M (1a2b3c) = fabc (ϵ1ϵ2) (p1ϵ3 − p2ϵ3) + permutaciones cíclicas . (4.25)

Si tomamos las amplitudes donde la configuración de helicidades son todos negativos y todos
positivos, la ecuación(4.21) se reduce a

M
(
1−a 2

−
b 3

−
c

)
= fabc⟨12⟩⟨23⟩⟨31⟩, M

(
1+a 2

+
b 3

+
c

)
= fabc[12][23][31], (4.26)

donde fabc es anti-simétrico entonces la amplitud es par bajo el intercambio de bosones. Al con-
tar las potencias del momento, las amplitudes de la ecuación (4.26) provienen de una tercera
derivada de la interacción entre gluones; desde un operador de dimensión alta no renormalizable,
fabcF

aν
µ F bρ

ν F cµ
ρ , que es generado a orden de lazos (loops) por partículas de color pesado.

Tensores

Para el caso de partículas tensoriales idénticas; las helicidades son hi = ±2. Tomando la ecua-
ción(4.13) podemos ver que los exponentes ni son pares, así que la amplitud es invariante bajo el
intercambio de bosones. Las amplitudes son

M
(
1−−2−−3++

)
=

⟨12⟩6

⟨13⟩2⟨32⟩2
, M

(
1++2++3−−) = [12]6

[13]2[32]2
, (4.27)

los cuales corresponden a la dispersión de tres gravitones. Como vimos anteriormente, podemos
comparar estas amplitudes con aquellas expresiones equivalentes que provienen de usar diagramás
de Feynman, contrayendo el vértice de tres gravitones (3.97) con los tensores de polarización se
tiene algo asi:

M(123) = −1

2
(ϵ1ϵ2)

2
(p1ϵ3) (p2ϵ3) + (ϵ1ϵ2) (ϵ2ϵ3) (p1ϵ3) (p2ϵ1) + perm , (4.28)

incluso con la ayuda de una acción simplificada para la perturbación de gravitones [135] se ob-
tiene algo similar. Podemos ver que aun con todas las simplificaciones que podamos encontrar
la ecuación(4.28) luce más complicado que (4.27), aquí todos los tensores de polarización están
escritos como el producto de vectores de polarización (3.61) y (3.62). Por otro lado, consideremos
las amplitudes con la configuración de helicidades todas negativas y todas positivas:

M
(
1−−2−−3−−) = ⟨12⟩2⟨23⟩2⟨31⟩2, M

(
1++2++3++

)
= [12]2[23]2[31]2. (4.29)

Nuevamente, si contamos las potencias de los momentos, podemos ver que estas amplitudes son
generadas por las sextas derivadas que provienen de la interacción entre los gravitones inducidos por
el operador de curvatura Rµν

ρσRρσ
abRab

µν . Como podemos ver estas amplitudes están relacionadas
con curvaturas cubicas. Las curvaturas cuadráticasR2, RµνR

µν , yRµνρσR
µνρσ producen vértices de

Feynman no triviales los cuales agregan contribuciones de cuarta derivada. Pareciera que saltamos
hasta las contribuciones de sextas derivadas sin pasar por las de cuarta derivada. Resulta que
ninguno de estos operadores R2, RµνR

µν , y RµνρσR
µνρσ contribuye realmente a la amplitud de

dispersión de capa de masa en cuatro dimensiones, D = 4. Esto fue descubierto por ’t Hooft y
Veltman [52] quienes calcularon por primera vez las divergencias a un lazo en cuatro dimensiones
de gravedad pura; entonces el diagrama a un lazo de gravitones produce contribuciones divergentes
correspondientes a un contra-término local curvado cuadrado como R2, RµνR

µν , y RµνρσR
µνρσ.

Para entender esto a nivel de la acción, se reescribe RµνρσR
µνρσ en términos de la combinación de

Gauss-Bonnet R2 − 4RµνR
µν +RµνρσR

µνρσ. En D = 4, este término es una derivada total el cual
se desacopla de la dispersión perturbativa, luego explotando la re-definición de campos podemos
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conectar la ecuación de movimiento del orden principal (leading order), los cuales son las ecuación
de campo de Einstein, en las correciones del siguiente orden principal (next to leading order). Esto
establece que R = Rµν = 0 en los operadores de curvatura cuadrados, eliminandose entre sí.
En cuatro dimensiones, estos operadores de curvatura cuadrados no contribuyen a la matriz S del
gravitón a nivel árbol, entonces gravedad pura es finita un lazo. Durante mucho tiempo se creía que
gravedad pura era finita a mayores ordenes de lazos pero la esperanza se término cuando el cálculo
llego a las divergencias de dos lazos correspondientes a los contra-términos Rµν

ρσRρσ
abRab

µν [136,
137, 138, 139]. Hoy en día entender la estructura divergente de las teorías de supergravedad es un
campo activo de estudio. Algunos estudios han encontrado cancelaciones inesperadas que provienen
de contratérminos sugiriendo que la teoría de supergravedad N = 8 podría ser finita en el ultra-
violeta a todos los ordenes [140, 141, 142, 143, 144, 145]. Ahora utilicemos la fórmula (4.21) que nos
va permitir escribir las amplitudes de tres puntos tanto para las interacciones entre gluones y gluinos
como para la de gravitones y gravitinos. Ya que estamos interesados en el contexto de las relaciones
de KLT, los cálculos relacionados con (g̃g̃g) pueden ser usados para probar la equivalencia entre
las amplitudes de una teoría de supergravedad y una de super-Yang Mills (SYM) como habíamos
mencionado en la introducción.

Interacciones Parametros entrantes Amplitud de 3-puntos
h1 h2 h3 H M(1h1 , 2h2 , 3h3)

gluino-gluino-gluon (g̃g̃g)
+ 1

2 +1 −1
2 +1 > 0 c̃123

[12]2

[31]

− 1
2 −1 +1

2 −1 < 0 c123
⟨12⟩2
⟨31⟩

graviton-graviton-graviton (hhh)
+2 +2 −2 +2 > 0 G̃123

[12]6

[23]2[31]2

−2 −2 +2 −2 < 0 G123
⟨12⟩6

⟨23⟩2⟨31⟩2

gravitino-graviton-gravitino (h̃hh̃)
+ 3

2 +2 −3
2 +2 > 0 g̃123

[12]5

[23][31]2

− 3
2 −2 +3

2 −2 < 0 g123
⟨12⟩5

⟨23⟩⟨31⟩2

Tabla 4.1: Se presentan las amplitudes de 3-puntos para diferentes interacciones usando (4.21).
La notación H significa h1 + h2 + h3.

Las amplitudes dadas en el segundo renglón son las únicas que satisfacen las constricciones
holomorficas y anti-holomorfica que vimos anteriormente para las amplitudes de tres partículas
en supergravedad N = 1 (SUGRA, por sus siglas en ingles) [10]. En el caso de la interacción
gravitino-graviton-gravitino, si cambiamos 2 ↔ 3 vamos a tener las amplitudes correspondientes
para las configuraciones de helicidades h1 = + 3

2 , h2 = − 3
2 , h3 = +2 y h1 = − 3

2 , h2 = + 3
2 , h3 = −2.

Si cambiamos 1 ↔ 2, entonces las amplitudes corresponden a la configuración de helicidades
h1 = +2, h2 = + 3

2 , h3 = − 3
2 y h1 = −2, h2 = − 3

2 , h3 = + 3
2 . En este trabajo de tesis, no nos

enfocamos explícitamente en calcular las constantes de acoplamiento G123, G̃123, g123, g̃123 sino que
nuestro mayor interés es saber la estructura espinorial de las amplitudes [70].

4.1.2. Teorías constructivas para amplitudes de cuatro partículas

Vimos que las amplitudes de tres partículas están fijadas por las simetrías, ya que estos obje-
tos son generados por los vértices de contacto o funciones vértice y no sufren de complicaciones
al intercambiar partículas. Para extender este análisis al caso de amplitudes de cuatro partículas
se necesita un nuevo ingrediente, este es la localidad. La localidad está codificada en las singu-
laridades de la amplitud. En particular, cuando escogemos la cinemática de la partícula externa
cuidadosamente de tal manera que la partícula mediadora o intermedia este en la capa de masa.
La amplitud de tres partículas exhibe una singularidad del tipo 1/p2 que señala la propagación del
estado intermedio sobre una distancia física macroscópica en el espacio-tiempo. En este límite de
factorización, la amplitud se descompone como el producto de dos subampliudes correspondientes
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a dos diferentes procesos que ocurren en diferentes puntos. Las propiedades de factorización impo-
nen condiciones estrictas en la estructura de la amplitud. Por ejemplo, en las amplitudes de cuatro
partículas, pueden surgir polos simples como 1/s, pero no polos del tipo 1/s2. Para la amplitud de
cuatro partículas a nivel árbol, esto implica que

ĺım
s→0

sM4 = M3M3, (4.30)

donde la cinemática no llega ser una relación trivial entre las amplitudes de mayor orden y las de
menor orden. Como un corolario se tiene que la dimensión de las masas de las amplitudes para
cuatro partículas y tres partículas están relacionadas por

[M4] = 2 [M3]− 2, (4.31)

la dimensión de la masa tabula las contribuciones desde los factores cinemáticos y no de las cons-
tantes de acoplamiento.

Escalares

Como vimos anteriormente, las amplitudes de tres puntos tienen dimensión de masa positiva
[M3] ≥ 0, ya que los vértices asociados son locales. Por análisis dimensional, la ecuación(4.31)
implica que

[M3] ≥ 0 ⇒ [M4] ≥ −2,

así que la dimensión de la masa de las amplitudes escalares de cuatro partículas están limitadas
desde abajo. Además, las amplitudes a nivel árbol debería ser una función invariante ante per-
mutaciones de s, t y u con polos simples. Enumerando todas las posibles funciones permitidas, se
obtiene

ϕ3 : M4 = s−1 + t−1 + u−1, (4.32)

ϕ4 : M4 = 1, (4.33)

(∂ϕ)2ϕ2 : M4 = s+ t+ u = 0, (4.34)

(∂ϕ)4 : M4 = s2 + t2 + u2, (4.35)

(∂∂ϕ)2(∂ϕ)2 : M4 = s3 + t3 + u3, (4.36)

y así sucesivamente; en la ecuación (4.34) recordemos que estamos considerando partículas sin
masa, mϕ = 0. Podemos ver que la amplitud para ϕ3 tiene singularidades en cada canal de fac-
torización. En contraste, todas las amplitudes asociadas con derivadas escalares acopladas son
regulares, consistentes con el hecho de que estas están asociadas a amplitudes de tres partículas en
la capa de masa que son cero.

Vectores

Ahora consideremos las amplitudes a nivel árbol para cuatro partículas vectoriales sin ma-
sa. Siguiendo el mismo análisis que hicimos previamente, vimos que [M3] = 1, entonces de la
ecuación(4.31) implica que

[M3] = 1 ⇒ [M4] = 2 [M3]− 2 = 0. (4.37)

Por lo que la amplitud no tiene dimensiones. Considerando las constricciones que surgen de la cova-
rianza del pequeño grupo y con análisis dimensional, es posible construir una hipótesis restrictiva
para la amplitud de cuatro partículas. De este modo, la amplitud debería transformar como

M
(
1−a 2

−
b 3

+
c 4

+
d

)
→ t21t

2
2t

−2
3 t−2

4 M
(
1−a 2

−
b 3

+
c 4

+
d

)
, (4.38)
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bajo el pequeño grupo. Factorizando la función peso del pequeño grupo de la amplitud, entonces
tenemos que

M
(
1−a 2

−
b 3

+
c 4

+
d

)
= ⟨12⟩2[34]2F (s, t, u), (4.39)

donde se define que

F (s, t, u) =
cst
st

+
ctu
tu

+
cus
us

, (4.40)

el cual es el invariante bajo el pequeño grupo más general de dimensiones de masa apropiadas que
tiene polos simples. Las constantes cst, ctu, cus no tienen dimensiones. Por ejemplo, si demandamos
que en el canal-s la factorización tenga singularidad, entonces

ĺım
s→0

sM
(
1−a 2

−
b 3

+
c 4

+
d

)
= ⟨12⟩2[34]2 1

t
(cst − cus)

=
∑
h=±

∑
e

M
(
1−a 2

−
b P

h
e

)
M
(
3+c 4

+
d P

−h
e

)
=
∑
e

M
(
1−a 2

−
b P

+
e

)
M
(
3+c 4

+
d P

−
e

)
=
∑
e

fabefcde
⟨12⟩3

⟨1P ⟩⟨P2⟩
[34]3

[3P ][P4]

=
∑
e

fabefcde⟨12⟩2[34]2
1

t
, (4.41)

donde se ha definido P = − (p1 + p2) = (p3 + p4) y se fija t = −u sobre el canal de factorización.
En las últimas líneas se ha usado que

⟨1P ⟩[P4] = −⟨12⟩[24] y ⟨P2⟩[3P ] = ⟨42⟩[34]. (4.42)

Igualando la primera y la ultima línea de la ecuación(4.41) se obtiene una ecuación para cst − cus,
en términos de constantes de estructura. Del mismo modo para los canales −s y −t, se obtiene un
triplete de ecuaciones:

cst − cus =
∑
e

fabefcde, (4.43)

ctu − cst =
∑
e

fbcefade, (4.44)

cus − ctu =
∑
e

fcaefbde, (4.45)

los cuales satisfacen una ecuación de Jacobi∑
e

fabefcde + fbcefade + fcaefbde = 0. (4.46)

En cualquier curso de teoría cuántica de campos, la identidad de Jacobi aparece como una identidad
fundamental, en términos de álgebras de Lie esta es

tr ([Ta, Tb] [Tc, Td]) + tr ([Tb, Tc] [Ta, Td]) + tr ([Tc, Ta] [Tb, Td]) = 0. (4.47)

Pero en la ecuación(4.46) surge como una condición consistente desde la factorización de la amplitud
de cuatro partículas.
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Tensores

La amplitud a nivel árbol para cuatro partículas tensoriales sin masa, tiene dimensiones de
masa [M3] = 2, entonces la ecuación (4.31), implica que

[M3] = 2 ⇒ [M4] = 2 [M3]− 2 = 2. (4.48)

Como antes lo hicimos, construimos una hipótesis para la amplitud de cuatro partículas consistente
con las propiedad del pequeño grupo y el análisis dimensional, entonces

M
(
1−−2−−3++4++

)
= ⟨12⟩4[34]4F (s, t, u), (4.49)

donde F (s, t, u) es el objeto invariante bajo el pequeño grupo con dimensiones de masa correctas
con polos simples,

F (s, t, u) ∝ 1

stu
.

Las fórmulas que aquí se han deducido están en total acuerdo con las expresiones conocidas para
la amplitud de cuatro gravitones. La fórmula (4.49) se dedujo sin la necesidad de imponer la
factorización.

4.2. Teorias constructivas para partículas con masa

Como vimos en la sección (3.6), Nima Arkani Hammed, Huang y Huang [17] introdujeron
los espín espinores para poder escribir cualquier amplitud de dispersión de partículas con masa.
También estos autores derivaron los vértices de tres puntos más generales y construyeron las reglas
para crear teorías constructivas usando estos vértices. Por ejemplo, se han encontrado los vértices
de tres puntos en el modelo estándar usando esta teoría constructiva [132, 146]. Las amplitudes
de Born usando estos métodos fueron estudiados en [147]. Amplitudes de helicidad con quarks
másivos fueron calculados en la referencia [18]. El mecanismo de Higgs fue estudiado en este
contexto en [148, 149]. Operadores de mayor dimensión fueron calculados en este contexto de
teorías contructivas en [150]. Una discusión en el contexto de gravedad se puede encontrar en [151].
Materia oscura en el contexto de teorías constructivas fueron estudiadas en [38]. La renormalización
de operadores de altas dimensiones en este contexto se obtuvieron en [152]. Los vértices de tres
partículas no solamente fueron concebidas desde los espinores de helicidad para partículas sin masa
como vimos en la sección 4.1 sino también desde los espín espinores. Los vértices permitidos son
restringidos por las propiedades de localidad y el requerimiento en el límite de altas energías de
estos vértices y amplitudes coincidan con los resultados obtenidos para partículas sin masa. Un
ingrediente clave para entender individualmente estos vértices con espín espinores es el factor x,
introducido por Nima, Huang y Huang [17]

4.2.1. El factor x

En general, para construir vértices de tres puntos se necesitan dos espinores de helicidad que
sean línealmente independientes. En el caso en el que tenemos dos partículas masivas con la misma
masa ,p21 = m = p22, y una partícula sin masa ,p23 = 0, aparece lo que se conoce como factor-x,
donde solamente hay un espinor de helicidad línealmente independiente |ξ⟩ o |ξ]; su definición y
propiedades son descritas en [17, 146, 153], pero aquí las revisaremos a continuación. Vayamos al
espacio de los espinores de helicidad donde |3⟩ y 1

mp2|3] son paralelos, entonces el producto interno
es

⟨3|p2|3] = ⟨3|2|3] = ⟨32⟩[23] = Tr(p2 · p3) = 2(p2 · p3) = (p2+ p3)
2−m2 = p21−m2 = m2−m2 = 0,
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donde se ha usado la definición de traza (3.48), y la conservación de momento para tres partículas
p1 + p2 + p3 = 0 esto implica que p2 + p3 = −p1. Entonces podemos relacionar ambos espinores
mediante una constante de proporcionalidad, que vamos a llamar x, de la siguiente manera:

x12|3⟩a =
p2aḃ
m

|3]ḃ = −
p1aḃ
m

|3]ḃ, (4.50)

donde los subíndices 12 representan las partículas del vértice con la misma masa, en este caso p1
va ser la partícula y p2 la anti-partícula, mientras que la partícula sin masa es p3. También se
ha usado la ecuación de Weyl: p3|3⟩ = p3|3] = 0 y conservación de momento para tres partículas.
Como podemos ver en (4.50) existe una ambigüedad acerca de si debemos tomar p2 o −p1; ya que
escoger uno o el otro nos van a dar identidades o resultados que no son equivalentes. Por lo tanto,
siguiendo el trabajo de Arkani, Huang y Huang [17], vamos a simetrizar la fórmula tomando el
promedio de ambos resultados, entonces:

x12|3⟩a =
1

2m

(
p2aḃ − p1aḃ

)
| 3]ḃ, (4.51)

aquí aparece el signo menos, -, debido a que por conservación de momento para tres partículas,
p1+ p2+ p3 = 0, en la ecuación(4.51) el signo positivo,+, nos va dar p1+ p2 = −p3, entonces p3 va
actuar sobre el espinor |3] dando una ecuación de Weyl p3|3] = 0, por lo tanto la suma en (4.51)
no es valida ya que nos da un resultado que desaparece. Similarmente se define para x̃

x̃12 | 3]ȧ =
pȧb2
m

|3⟩b = −p
ȧb
1

m
|3⟩b, (4.52)

simetrizando de la misma manera se tiene:

x̃12|3]ȧ =
1

2m

(
pȧb2 − pȧb1

)
|3⟩b. (4.53)

En esta expresión podemos ver que x̃ es el reciproco de x. Para ver esto, se multiplica por ambos
lados por (p2 − p1)/2m, entonces

x̃12
(p2bȧ − p1bȧ)

2m
| 3]ȧ =

2m2 − 2p1 · p2
4m2

|3⟩b, (4.54)

sin embargo
2p1 · p2 = (p1 + p2)

2 − 2m2 = p23 − 2m2 = −2m2, (4.55)

entonces 2m2 − 2p1 · p2 = 4m2, dando como resultado

(p2bȧ − p1bȧ)

2m
| 3]ȧ =

1

x̃12
|3⟩b, (4.56)

donde hemos despejado x̃12. Vemos que la parte derecha de (4.56) es la misma que la parte izquierda
de (4.51), entonces

x12|3⟩b =
1

x̃12
|3⟩b, (4.57)

por lo tanto

x̃ =
1

x
. (4.58)

Por otro lado, multiplicando las ecuaciones (4.51) y (4.68) por un espinor de helicidad de referencia
línealmente independiente para obtener otro tipo de expresiones de x y x̃:

x12 =
⟨ξ| (p2 − p1) | 3]

2m⟨ξ3⟩
, (4.59)
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x̃12 =
[ξ |(p2 − p1)| 3⟩

2m[ξ3]
. (4.60)

En principio, tenemos la libertad de escoger libremente cualquier espinor independiente de referen-
cia para |ξ⟩ y |ξ]. Si este espinor no es físico entonces se debe cancelar al final de los cálculos. Estos
espinores de referencia lucen como si fuera una norma, pero no lo es. En teorías constructivas no
hay norma, pero es similar en el sentido de que no afectan los cálculos y se cancelan al final de estos.
Veamos unos ejemplos de esto, tomemos al espinor de referencia como |ξ⟩ = p4|3], y multiplicando
en (4.51) vamos a tener

[3|p4x12|3⟩ =
1

2m
[3|p4(p2 − p1)|3], (4.61)

ya que x es una constante, puede salir de los brackets y p1 = −p2 − p3,

x12[3|p4|3⟩ =
1

2m
[3|p4(p2 + p2 + p3)|3] =

1

2m
[3|p4(2p2 + p3)|3], (4.62)

tenemos dos términos, uno de ellos desaparece, este es

− 1

2m

[3|p4p3|3]
[3|p4|3⟩

= 0, (4.63)

por la acción de la ecuación de Weyl, p3|3] = 0. Entonces tenemos que

x12 =
1

2m

[3|2p4p2|3]
[3|p4|3⟩

=
1

m

[34]⟨42⟩[23]
[3|p4|3⟩

=
1

m

⟨42⟩[23]
⟨43⟩

, (4.64)

donde se ha usado la identidad de cadena cuadrada [3|p4p2|3] = [34]⟨42⟩[23], también existe el
equivalente angulado, el cual sería ⟨3|p4p2|3⟩ = ⟨34⟩[42]⟨23⟩; simplemente notación. Y se ha usado
que [3|p4|3⟩ = [34]⟨43⟩ Ahora, si ponemos p2 = −p1 − p3 en (4.61) entonces el factor x, va ser:

x12 = −⟨41⟩[13]
m⟨43⟩

. (4.65)

Notemos que para ir de una amplitud a otra, cambiar el momento tiene el efecto de p1 ↔ p2 en
la amplitud, concluyendo que x no es unicamente definida. De manera similar para x̃ pero con
un espinor de referencia |ξ] = p4|3⟩, multiplicando este espinor de referencia a ambos lados de la
igualdad en (4.68), entonces

⟨3|p4x̃12|3] =
1

2m
⟨3|p4(p2 − p1)|p3⟩, (4.66)

usando conservación del momento, p2 = −p1 − p3, vamos a tener

x̃12⟨3|p4|3] =
1

2m
⟨3|p4(−p1 − p3 − p1)|3⟩, (4.67)

dando como resultado

x̃12 = − 1

2m

⟨3|p4(2p1)|3⟩
⟨3|p4|3]

=
1

m

⟨3|p1p4|3⟩
⟨3|p4|3]

=
1

m

⟨31⟩[14]⟨43⟩
⟨34⟩[43]

= − 1

m

⟨31⟩[14]
[43]

. (4.68)
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Ya mencionado el factor-x, ahora procedemos a definir los vértices de tres puntos con partículas
masivas; queremos encontrar las máster fórmulas como la de (4.21) pero con partículas masivas
y espín espinores. Este reto lo resolvieron Nima Arkani Hammed, Huang y Huang utilizando el
concepto del mínimo vértice definido de la siguiente manera [17], para partículas de helicidad
positiva:

M(1p, 3
h,2p̄) = xh

⟨12⟩2S

m2S−1
, (4.69)

donde las partículas masivas están denotadas por la notación en negritas, 1 y 2, además tienen la
misma masa y espín, donde el espín esta simetrizado. La ecuación (4.69) va ser la notación que
vamos a usar para describir amplitudes de tres partículas donde 3h en M se refiere a la partícula
sin masa de helicidad positiva h; 1p se refiere al momento de la partícula masiva y 2p̄ al momento
de la antipartícula masiva, ambos de masa mp = m = mp̄. Con

x =
⟨ξ|p2|3]
m⟨ξ3⟩

, (4.70)

aquí se puede ver que x transforma bajo el grupo pequeño del mismo modo si la partícula 3 es de
helicidad +1. Entonces, el vértice (4.69) fue construido de tal manera de que tenga las propiedades
de transformación correcta, ya que el factor x crece como potencia de la helicidad h y ⟨12⟩ crece
como potencia del espín 2S. Para partículas de helicidad negativa se define el vértice de tres puntos
como

M(1p, 3
−h,2p̄) = x̃−h [12]2S

m2S−1
, (4.71)

con

x̃ =
[ξ|p2|3⟩
m[ξ3]

. (4.72)

Vemos que, x̃ se transforma como una partícula de helicidad negativa, como se espera. Cuando
estos vértices,(4.69) y (4.71) , se usan para construir amplitudes de mayor orden, el espinor de
referencia ξ puede escogerse independientemente de cada vértice, no necesariamente debe ser el
mismo de cualquiera de los dos vértices de la misma amplitud aunque al final del cálculo se cancelan
así como ocurre en el caso sin masa que vimos en (3.4.1). Un estudio del correcto comportamiento
de estos vértices en el modelo estándar, cuando se toma el límite de masa cero, m→ 0, se presenta
en [146], donde se toman correcciones a la masa a primer orden. Ahora, veremos algunos ejemplos.
Consideremos la amplitud de dos quarks masivos Q y Q̄ de espín S = ±1/2, y un gluón g,
partícula sin masa de helicidad h = ±1. Entonces usando la fórmula (4.69), para un gluón de
helicidad positiva se tiene

M3

(
1Q, 3

+,2Q̄

)
=
x+1⟨12⟩2(

1
2 )

m2( 1
2 )−1

(4.73)

= x⟨12⟩ (4.74)

=
⟨q|2|3]
m⟨q3⟩

⟨12⟩ (4.75)

=
⟨q| − (p1 + p3) | 3]

m⟨q3⟩
⟨12⟩ (4.76)

= −⟨12⟩ ⟨q|p1|3] + ⟨q|p3|3]
m⟨q3⟩

(4.77)

= −⟨12⟩⟨q|p1|3]
m ⟨q3⟩

(4.78)

= −⟨12⟩⟨q|1|3]
m⟨q3⟩

(4.79)
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donde se ha utilizado el factor x (4.70) en la línea (4.75) con ξ = q, por simplicidad se escoge
la notación para los momentos de las partículas masivas p2 = 2, en la línea (4.76) se utiliza
conservación de momento: p1 + p2 + p3 = 0 ⇒ p2 = − (p1 + p3) y ⟨q|p3|3] = ⟨q3⟩[33] = 0, es
cero por ecuación de Weyl o [33] = 0. Si escogemos q = 4 en (4.79) vamos a ver que tenemos el
mismos factor x que se obtuvo por simetrización de los espinores de helicidad (4.65). Ahora, para
un gluón de helicidad negativa usando la fórmula (4.71) se tiene:

M3

(
1Q, 3

−,2Q̄

)
=
x̃−h[12]2S

m2S−1
(4.80)

= x̃−(−1) [12]
2( 1

2 )

m2( 1
2 )−1

(4.81)

= x̃[12] (4.82)

= [12]
[q|p2|3⟩
m[q3]

(4.83)

=
[12]⟨3|p2|q]
m[3q]

(4.84)

= − [12]⟨3| (p1 + p3) |q]
m[3q]

(4.85)

= − [12]⟨3|p1|q]
m[3q]

(4.86)

= − [12]⟨3|1|q]
m[3q]

, (4.87)

donde se ha seguido la misma argumentación que el cálculo anterior. Si escogemos q = 4 en (4.87)
se tiene el mismo factor x que se obtuvo por simetrización en (4.68).
Hemos dicho que el factor x es exclusivamente para vértices de tres puntos o partículas, pero resulta
que hay una manera de ver amplitudes de cuatro partículas o cuatro puntos cómo un vértice de
tres puntos mediante el concepto del factor x. Consideremos una amplitud de cuatro puntos con
tres partículas masivas p1, p2, p4 y una partícula sin masa p3.

x12,4 =

p2

p1 p3

p4

p1 + p2 = P12

Figura 4.2: Amplitud de cuatro puntos con factor x12,4; en el canal−s, las líneas rojas significan
partículas masivas; las líneas azules significan partículas sin masa

En este caso, queremos tener una amplitud con el factor x12,4 en el canal-s, donde los sub-
indices quieren decir que las partículas masivas p1 y p2 entran hacia el vértice con momento p12
y la anti-partícula va tener momento p4 con m2 = m1 = m4 = m. Entonces vamos a calcular la
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amplitud de la siguiente manera

x12,4 = x12,4 × 1

= x12,4
(p2 + p3)

2 −m2

(u−m2)

= x12,4
p22 + 2(p2 · p3) + p23 −m2

(u−m2)

= x12,4
m2 + 2(p2 · p3)−m2

(u−m2)

= x12,4
2(p2 · p3)
(u−m2)

= x12,4
⟨23⟩[32]
(u−m2)

= x12,4
[32]⟨23⟩
(u−m2)

= x12,4
[3|p2|3⟩
(u−m2)

=
[3|p2

(
x12,4|3⟩

)
(u−m2)

. (4.88)

En la última línea se va aplicar la fórmula (4.51); además la conservación de momento (p1 + p2) =
−(p3 + p4) y la ecuación de Weyl p3|3] = 0, entonces vamos a tener que

x12,4 =
[3|p2(p4 − (p1 + p2))|3]

2m(u−m2)
(4.89)

=
[3|p2(p4 + (p3 + p4))|3]

2m(u−m2)
(4.90)

=
[3|p2(2p4)|3]
2m(u−m2)

(4.91)

=
[3|p2p4|3]
m(u−m2)

. (4.92)

Por lo tanto, hemos obtenido la amplitud de cuatro puntos con tres partículas masivas y una sin
masa en el canal−s, se puede ver que queda expuesto la helicidad de la partícula externa sin masa,
en este caso es de helicidad positiva:

M(1p,2p, 3
+,4p̄) = x12,4 =

[3|p2p4|3]
m(u−m2)

. (4.93)

Para el canal−u vamos a tener un factor x denotado como x2,14, entonces

x2,14|3⟩ =
1

2m

(
(p1 + p4)− p2

)
|3]

=
1

2m

(
−(p2 + p3)− p2

)
|3]

=
−1

2m
2p2|3]

= − 1

m
p2|3]. (4.94)
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Aquí simplemente se ha usado la fórmula (4.51), multiplicando el espinor [3|p4 en ambos lados de
la igualdad, se tiene:

[3|p4x2,14|3⟩ = − 1

m
[3|p4p2|3], (4.95)

entonces

x2,14[3|p4|3⟩ = − 1

m
[3|p4p2|3], (4.96)

lo que implica que

x2,14 =
1

m

[3|p2p4|3]
[3|p4|3⟩

(4.97)

4.2.2. El decaimiento Z −→ ff

En el caso de amplitudes que involucran tres partículas se hace uso de las reglas y fórmulas
establecidas por Arkani, Huang y Huang [17].La amplitud para tal proceso toma la forma:

M = gzvv̄
⟨31⟩[23]
Mz

, (4.98)

esta ecuación se pude obtener usando las formulas maestras de Nima, Huang y Huang. Dicha
amplitud se puede encontrar en las tablas de Christensen [132, 146] . En la amplitud (4.98) el
neutrino se toma como la partícula 1, el anti-neutrino como la partícula 2, y el bosón z másivo
como la Partícula 3. Hay dos formás de calcular la amplitud cuadrada, la explicita y la implícita.
Empezamos viendo la explicita, para esto se necesita calcular la amplitud para cada combinación
posible de espín, luego elevar al cuadrado cada una de ellas y sumar todas las combinaciones. De
la ecuación (4.98) se necesita determinar ⟨31⟩ y [23]. De la referencia [132] se tienen productos
espinoriales explicitas, en particular:〈

iIj
〉
=
√
2Ej

( √
Ei + pi (sicj − cisj)√
Ei − pi (s∗i sj + cicj)

)
(4.99)

[
ijI
]
=
√
2Ei

(
−
√
Ej − pj (cicj + s∗i sj)√
Ej + pj

(
cis

∗
j − s∗i cj

) ) (4.100)

En este caso, se considera el marco en reposo del bosón z. Tal como se muestra en la figura:

Z0

ν

ν

p⃗3 = 0

p1

p2

θ1

θ2
θ3 = 0

Figura 4.3: Marco en reposo del bosón Z0, con momento p⃗3
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La cinemática para la partícula 3, bosón Z, es p⃗3 = 0, lo que implica que |p⃗1| = |p⃗2|. Además,
E3 = E1 +E2, ya que las partículas 1 y 2 no tienen masa, sus momentos son iguales E1 = E2, por
lo tanto

E1 = E2 =
E2

2
=
M2

2
. (4.101)

Usando (4.99) y (4.100), junto con la cinemática se tiene:

[
23I
]
=
√

2E2

(
−
√
E3 − 0 (c2 × 1 + s∗2 × 0)√
E3 + 0 (c2 × 0− s∗2 × 1)

)
=
√
2E2

(
−
√
Mz c2

−
√
Mz s∗2

)
=

√
2

(
Mz

2

)(
−
√
Mz c2

−
√
Mz s∗2

)
=Mz (−c2) . (4.102)

〈
3I1
〉
=
√
2E1

( √
E3 + 0 (0× c1 − s1s1)√
E3 − 0 (0× s1 + 1× c1)

)
=
√
2E1

(
−
√
Mz s1√
Mz c1

)
=

√
2

(
Mz

2

)(
−
√
Mz s1√
Mz c1

)
=Mz

(
−s1
c1

)
. (4.103)

Ahora multiplicando (4.102) y (4.103) en (4.98) se obtiene:

M =
gzvv̄
Mz


〈
311
〉 [

231
](〈

311
〉 [

232
]
+
〈
321
〉 [

231
])
/
√
2〈

321
〉 [

232
]


=
gzvv̄
Mz

×M2
z

 −s1 × (−c2)(
−s1 × (−s∗2) + c1 × (−c2)

)
/(
√
2)

c1 × (−s∗2)

 . (4.104)

Como el neutrino y antineutrino van en direcciones opuestas, los ángulos se simplifican, es decir:θ2 =
π − θ1 y ϕ2 = π + ϕ1 : la amplitud queda

M = gzvv̄Mz

 sen
(
θ1
2

)
cos
(
π−θ1

2

)
eiϕ1(

sen
(
θ1
2

)
sen
(
π−θ1

2

)
eiϕ1e−i(π+ϕ1) − cos

(
θ1
2

)
cos
(
π−θ1

2

))
/
√
2

− cos
(
θ1
2

)
sen
(
π−θ1

2

)
e−i(π+ϕ1)


= gzvv̄Mz

 sen2
(
θ1
2

)
exp (iϕ1)

− sen (θ1) /
√
2

cos2
(
θ1
2

)
exp (−iϕ1)

 . (4.105)

El primer renglón corresponde a la amplitud cuando el espín del bosón Z es -1 , el segundo renglón
corresponde a la amplitud cuando el bosón Z es de espín s = 0, y el tercer renglón corresponde
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cuando la amplitud tiene un bosón Z de espín s = +1. Posteriormente, elevamos al cuadrado cada
uno de los términos y los sumamos, lo que nos va dar la amplitud cuadrada:

|M|2 = g2zvv̄M
2
z

[
sen4

(
θ1
2

)
+

sen2 (θ1)

2
+ cos4

(
θ1
2

)]
= g2zvv̄M

2
z

[
sen4

(
θ1
2

)
+

1

2

(
2 sen

(
θ1
2

)
cos

(
θ1
2

))2

+ cos4
(
θ1
2

)]

= g2zvv̄M
2
z

[
sen4

(
θ1
2

)
+ 2 sen2

(
θ1
2

)
cos2

(
θ1
2

)
+ cos4

(
θ1
2

)]
= g2zvv̄M

2
z

(
sen2

(
θ1
2

)
+ cos2

(
θ1
2

))2

= g2zvv̄M
2
z . (4.106)

Por otro lado, la forma implícita implica conjugar la amplitud, multiplicar la amplitud por su
compleja conjugada, contraer índices de espín y sumar sobre ellos y aplicar identidades espinoriales
para reducir todo en términos masas. En el caso del bosón Z por ser una partícula de espín 1,
entonces se necesitan 2(1) = 2 índices de espín su(2). Por lo tanto la amplitud (4.98) queda de la
siguiente forma:

MIJ = gzvv

(〈
3I1
〉 [

23J
]

2Mz
+

〈
3J1

〉 [
23I
]

2Mz

)
, (4.107)

la amplitud está simetrizada, donde se usa el factor 1/2 en lugar de 1/
√
2. El complejo conjugado

es

M∗
IJ = g∗zvv̄

(
−⟨3J2⟩[13I ]

2Mz
− ⟨3I2⟩ [13J ]

2Mz

)
, (4.108)

entonces

|M|2 = −g2zvv̄

(〈
3I1
〉 [

23J
]

2Mz
+

〈
3J1

〉 [
23I
]

2Mz

)
×
(
⟨3J2⟩ [13I ]

2Mz
+

⟨3I2⟩ [13J ]
2Mz

)

= −g2zvv̄

(〈
3I1
〉 [

23J
]
⟨3J2⟩ [13I ]

4M2
z

+

〈
3I1
〉 [

23J
]
⟨3I2⟩ [13J ]

4M2
z

+

〈
3J1

〉 [
23I
]
⟨3J2⟩ [13I ]

4M2
z

+

〈
3J1

〉 [
23I
]
⟨3I2⟩ [13J ]

4M2
z

)

= −g2zvv̄

(〈
3I1
〉 [

23J
]
⟨3J2⟩ [13I ]

2M2
z

+

〈
3J1

〉 [
23I
]
⟨3J2⟩ [13I)

2M2
z

)

= −g2zvv̄

(〈
3I1
〉
[13I ] ⟨3J2⟩

[
23J

]
2M2

z

+
⟨23J⟩

〈
3J1

〉
[13I ]

[
3I2
]

2M2
z

)

= −g2zvv̄
(
2 (p3 · p1) 2 (p3 · p2)

2M2
z

+
⟨2| (Mz) |1⟩ [1 |(Mz)| 2]

2M2
z

)
= −g2zvv̄

(
2 (p3 · p1) (p3 · p2)

M2
z

+
⟨12⟩[21]

2

)
(4.109)

= −g2zvv̄
(
2 (p3 · p1) (p3 · p2)

M2
z

+
2 (p1 · p2)

2

)
. (4.110)
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En el marco en reposo del bosón Z, se tiene

p1 =

(
Mz

2
, 0, 0,

Mz

2

)
, (4.111)

p2 =

(
Mz

2
, 0, 0,−Mz

2

)
, (4.112)

p3 = (Mz, 0, 0, 0) , (4.113)

entonces

|M|2 = g2zvv̄

(
M2

z ·M2
z

2M2
z

+
M2

z

4
+
M2

z

4

)
(4.114)

= g2zvv̄

(
M2

z

2
+
M2

z

2

)
(4.115)

= g2zvv̄M
2
z . (4.116)

Vemos en el resultado (4.114) es similar al resultado que se obtuvo en la ecuación (2.62). Podemos
concluir que usando el formalismo de los espín espinores en teorías constructivas podemos calcular
amplitudes de dispersión de una manera más directa y eficiente, con un menor número de pasos.

4.3. Relaciones de recursión, el caso BCFW.

Las relaciones de recursión nos proveen un método para construir amplitudes de mayor número
de partículas a partir de amplitudes de menos número de partículas. En 1988 las relaciones de
recursión fuera de la capa de masa (off-shell) dadas por Berends y Giele [7] permitieron construir
amplitudes de partones de n puntos a partir de amplitudes de menores puntos con una línea
externa fuera de la capa de masa. Este método continua siendo útil como un algoritmo para evaluar
numéricamente y de forma eficiente amplitudes de dispersión. En esta sección vamos a revisar, y
luego aplicar los métodos modernos recursivos cuyos bloques principales son las amplitudes en la
capa de masa (on-shell). Los más famosos métodos de recursión son las relaciones de recursión
de BCFW por Britto-Cachazo-Feng-Witten introducidas en 2005 [68, 69] . Si bien estos métodos
de recursión han sido bien establecidos en el caso de amplitudes que contienen partículas sin
masa completamente [154, 155, 9]; también se han hecho progresos significativos para el caso de
amplitudes con partículas masivas como las dadas por Simón Badger et al [156, 157, 158, 159, 160].
La idea clave detrás de las relaciones de recursión de BCFW es utilizar el poder del análisis complejo
para explotar las propiedades analíticas de las amplitudes de dispersión [9].

4.3.1. Teorema de Cauchy y desplazamientos complejos

Una amplitud Mn en la capa de masa (on-shell) es caracterizado por el momento de las partí-
culas externas, por la helicidad en el caso de partículas sin masa y por la masa y espín en el caso
de partículas masivas. En el caso en el que nuestra amplitud involucra partículas sin masa tanto
en sus líneas externas como en las internas (propagador), esto es p2i = 0 para todo i = 1, 2, . . . n
por lo que conservación de momento tiene la siguiente forma

n∑
i=1

pµi = 0, (4.117)
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ahora se introducen n-vectores complejos rµi , aunque algunos de ellos pueden ser cero, se va cumplir
que

n∑
i=1

rµi = 0, (4.118)

ri · rj = 0, ∀ i, j = 1, 2, . . . , n. (4.119)
pi · ri = 0, ∀ i. (4.120)

En particular se tiene r2i = 0 en (4.119) , en la ecuación (4.120) no implica suma sobre indices i.
Los vectores ri son usados para definir a lo que le vamos a llamar como desplazamientos en los
momentos, esto es

p̂µi ≡ pµi + zrµi con z ∈ C, (4.121)

aquí el gorrito en el momento p̂µi es la notación que se va usar para describir que el momento de
la partícula está desplazado. Por la propiedad (4.118) la conservación de momento se mantiene
del mismo modo que en (4.117), debido a (4.119) y (4.120) se tiene que p̂2i = 0, así que cada
desplazamiento en el momento estarán en la capa de masa. Si definimos que

Pµ
I =

∑
i∈I

pµi , (4.122)

donde el conjunto {pi}i∈I se refiere a uno de momentos genéricos no triviales, es decir, al menos
dos momentos y no más van a provocar que P 2

I ̸= 0, entonces P̂ 2
I es líneal en z, esto es:

P̂ 2
I =

(∑
i∈I

p̂i

)2

= P 2
I + z2PI ·RI con RI =

∑
i∈I

ri, (4.123)

debido a que los términos que contiene z2 desaparecen por (4.119) se puede escribir

P̂ 2
I = −P

2
I

zI
(z − zI) con zI = − P 2

I

2PI ·RI
. (4.124)

De esta manera podemos considerar nuestra amplitud Mn en términos del momento desplazado p̂µi .
En particular, es útil estudiar el comportamiento de lo que llamaremos amplitud desplazada como
función de la variable z; por construcción la función M̂n(z) va ser holomórfica (4.11). La amplitud
con momento no desplazado se obtiene fijando z = 0, por lo que Mn = M̂n(z = 0). En esta tesis
nos especializamos cuando la amplitud Mn es a nivel árbol, en este caso la estructura analítica de la
amplitud desplazada M̂n es muy simple y está capturada por sus polos y estos están determinados
por el intercambio de las partículas físicas. Por lo tanto, la amplitud desplazada M̂n(z) denota
una función racional de z y sus polos simples en el plano z están todos ubicados lejos del origen
en z = 0 (ver [9]). Para ver que los polos son simples consideremos sus diagramás de Feynman. La
única manera en que podemos obtener polos es desde los propagadores desplazados 1/P̂ 2

I , donde
P̂I es una suma de un conjunto no trivial de momentos desplazados. Debido a (4.123) y (4.124),
el propagador 1/P̂ 2

I da un polo simple en zI , y para momentos genéricos se tiene P 2
I ̸= 0 entonces

zI ̸= 0. Para los momentos genéricos ningún diagrama de Feynman puede tener más de una potencia
en su respectivo propagador 1/P̂ 2

I ; y los polos de diferentes propagadores están en diferentes lugares
en el plano−z. Por lo tanto, para un momento genérico, la amplitud M̂n solamente tiene polos
simples y todos ellos están localizados muy lejos del origen z = 0. Asumir localidad nos dice que las
amplitudes pueden ser derivadas desde lagrangianas locales así que los propagadores determinan
los polos. Para estudiar la función holomórfica M̂n(z)

z en el plano complejo es común elegir un
contorno que rodee el polo simple en z = 0, por lo que el residuo en estos polos se expresa en
términos de la amplitud no desplazada de la siguiente manera Mn = M̂n(z = 0). Supongamos que
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el contorno que rodea a todos los demás polos se deforma, entonces, según el teorema de Cauchy,
podemos escribir

Mn = −
∑
z∗

Resz=z∗
M̂n(z)

z
+Bn, (4.125)

donde Bn es el residuo del polo en z = ∞. Es habitual considerar Bn = 0 y esto se justifica con
mayor frecuencia demostrando la afirmación de que

M̂n(z) → 0 para z → ∞. (4.126)

Si se satisface (4.126), entonces decimos que tenemos un desplazamiento bueno (o válido). Este
fenómeno se llama comportamiento z grande de las amplitudes (Large z behavior), los cual nos
ayuda a saber si nuestra amplitud es correcta sin depender tanto de la comparación con los dia-
gramás de Feynman. En (4.125) cuando tomamos zI como el polo entonces el propagador 1/P̂ 2

I se
va a la capa de masa. En este límite, la amplitud desplazada se factoriza en dos partes, los cuales
están en la capa de masa:

M̂n(z)
z cerca de zI−−−−−−−−→ M̂L (zI)

1

P̂ 2
I

M̂R (zI) = − zI
z − zI

M̂L (zI)
1

P 2
I

M̂R (zI) , (4.127)

donde se ha usado la ecuación(4.124); de esta manera es fácil evaluar el residuo en z = zI , veamos
la Figura 4.4:

−Resz=zI
M̂n(z)

z = M̂L(zI)
1
P 2

I
M̂R(zI) =

L R∗
∗

1̂

î

â

P̂I
∗
∗

b̂

ĵ

n̂

Figura 4.4: Residuo

El momento en la línea interna en la figura (4.4) está en la capa de masa, P̂ 2
I = 0, las bur-

bujas azules representan amplitudes en la capa de masa con momentos desplazados evaluados en
z = zI , los que son conocidos como subamplitudes. La reglas para la línea interna en la representa-
ción diagramática (4.4) es escribir el propagador escalar 1/P 2

I del momento no desplazado. Cada
subamplitud necesariamente involucra una cantidad menor de n−partículas, por lo tanto todos los
residuos en z pueden ser determinados en términos de amplitudes en la capa de masa con un menor
número de partículas que n. Está es la base para las relaciones de recursión. Hay algunos trabajos
al respecto sobre como demostrar que una teoría se factoriza y se puede usar BCFW [147, 159]

4.3.2. Método de recursión Britto-Cachazo-Feng-Witten (BCFW)

4.3.3. Argumento general

En esta subsección, vamos a usar la poderosa técnica de recursión de BCFW [68, 69], el cual
nos permite calcular amplitudes de mayor orden a partir de amplitudes de menor orden de una
forma recursiva. Vamos a verificar esto en las siguiente subsecciones 4.3.4 y 4.3.4 para gravitones
y gravitinos sin masa. Para nuestra discución vamos a seguir de cerca las siguientes referencias
[4, 9, 131, 153, 161]. Las transformaciones de BCFW cuando todas las partículas involucradas no
tienen masa es

|̂i⟩ = |i⟩, [̂i| = [i|+ z[j|, (4.128)
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[ĵ| = [j|, |ĵ⟩ = |j⟩ − z|i⟩, (4.129)

con z siendo un número complejo, y el simbolo de gorrito î denota el momento desplazado de las
partículas i y j. Los otros espinores permanecen sin cambios. Estas transformaciones preservan la
conservación de momento

p̂i + p̂j = |i⟩[̂i|+ |ĵ⟩[j |
= |i⟩[i|+ z|i⟩[j|+ |j⟩[j| − z|i⟩[j |
= pi + pj (4.130)

Nuestra convención es tal que la partícula i se encuentra del lado izquierdo y j se encuentra del
lado derecho con respecto al propagador o línea interna. La fórmula para el momento desplazado
de una partícula relacionada a su propagador que esta en la capa de masa, es dado por:

P̂ (z) = |P̂ ⟩[P̂ | =
b∑

k=a

|k⟩[k| − z|i⟩[j|, (4.131)

donde la suma aquí es sobre las partículas (a, b) que se encuentran en la mano derecha, así que el
polo es obtenido por

z∗a,b =
(
∑b

k=a k)
2∑b

k=a⟨ik⟩[kj]
. (4.132)

La fórmula de recursión BCFW que vamos a usar es el siguiente [4]

Mn =
∑
a,b,h

M(1, . . . , a− 1, b+ 1, . . . , n→ P̂h)

× 1

(pa + . . . pb)2
M(P̂−h → a, . . . , b). (4.133)

Debido al teorema de Cauchy, la parte derecha de (4.133) se factorizan en dos elementos de matriz;
un elemento de matriz derecho y otro elemento de matriz izquierdo, evaluados en el polo z = z∗a,b.
El super-índice en P̂h describe la helicidad del propagador o línea interna con momento P. La suma
corre sobre la helicidad y esta cambia de izquierda a derecha. La notación (1, . . . , a−1, b+1, . . . , n)
denota las partículas que se encuentran del lado derecho del elemento de matriz y (a, . . . , b) son
las partículas que se encuentrna del lado izquierdo del elemento de matriz. La convención para el
momento es que todas sean entrantes.

4.3.4. BCFW y la interacción de cuatro puntos en supergravedad N=1

Aquí vamos a utilizar la aproximación constructiva introducidad en la sección 4.1 para escribir
las amplitudes parciales de cuatro puntos de supergravedad pura. Para nuestro propósito, vamos a
calcular las tres amplitudes parciales de cuatro puntos asociadas al efecto Compton de supergra-
vedad, el cual se muestra en la figura (3.5) de la sección 3.5, usando el programa de las relaciones
de recursión de BCFW. Vamos a trabajar las amplitudes parciales usando la configuración de he-
licidades M̃

(
1−
h̃
, 2−h , 3

+

h̃
, 4+h

)
para todos los diagramás de BCFW. También vamos a usar en este

caso la notación para diagramás de BCFW que se muestran en la figura (4.1).

Diagrama de BCFW A

En este caso tenemos dos diagramás de BCFW asociados al canal s14 y al diagrama de Feynman
A de la figura (3.5), los cuales se muestran en la figura siguiente :
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2−1̂−

4+ 3̂+

2−1̂−

4+ 3̂+

− + + −

(a) (b)

Figura 4.5: Diagrama de BCFW A

La configuración de helicidades en la amplitud en la ecuación (4.133) es

M̃A(1
− 3

2

h̃
, 4+2

h , 3
+ 3

2

h̃
, 2−2

h ) =M̃a(1
− 3

2 , 4+2, P̂− 3
2 )

1

s14
M̃a(−P̂+ 3

2 , 3+
3
2 , 2−2)

+ M̃b(1
− 3

2 , 4+2, P̂+ 3
2 )

1

s14
M̃b(−P̂− 3

2 , 3+
3
2 , 2−2). (4.134)

Tomando el desplazamiento como i = 1 y j = 3, el cual es una combinación (−,+). Entonces, las
transformaciones de BCFW llegan a ser

|1̂⟩ = |1⟩, [1̂| = [1|+ z∗2,3[3|, (4.135)

[3̂| = [3|, |3̂⟩ = |3⟩ − z∗2,3|1⟩. (4.136)

Usando la ecuación (4.132)el polo del canal s14 es

z∗2,3 =
(p2 + p3)

2

⟨12⟩[23] + ⟨13⟩[33]
=

⟨23⟩[32]
⟨12⟩[23]

= −⟨23⟩
⟨12⟩

. (4.137)

De acuerdo a la tabla (4.1), en (4.134), los términos M̃(1−
3
2 , 4+2, P̂− 3

2 ) and M̃(−P̂+ 3
2 , 3+

3
2 , 2−2)

van a desaparecer, así que solo nos quedamos con las contribuciones que vienen de la amplitud b

M̃A(1
− 3

2

h̃
, 4+2

h , 3
+ 3

2

h̃
, 2−2

h ) = M̃b(1̂
− 3

2 , 4+2, P̂+ 3
2 )

1

s14
M̃b(−P̂− 3

2 , 3̂+
3
2 , 2−2) (4.138)

=
[P̂4]5

[41̂][1̂P̂ ]2
1

⟨14⟩[41]
⟨(−P̂ )2⟩5

⟨23̂⟩⟨3̂(−P̂ )⟩2
.

donde hemos usado resultados previos que vienen de la tercera columna de la tabla (4.1) (su-
primiendo los factores g̃123 y g123). A nivel de las amplitudes de tres puntos, los espinores con
momento −P y P están relacionados por

|(−P )⟩ = i|P ⟩, |(−P )] = i|P ], ⟨(−P )| = i⟨P |, [(−P )| = i[P |. (4.139)

En esta aproximación los desplazamientos de momento de (4.131) toman la siguiente forma

|P̂ ⟩[P̂ | = |2⟩[2|+ |3⟩[3| − z∗2,3|1⟩[3|, (4.140)

Finalmente, aplicando ambos (4.139) y (4.140), el numerador de (4.138) llegan a ser

⟨2P̂ ⟩[P̂4] = ⟨23⟩[34] + ⟨23⟩
⟨12⟩

⟨21⟩[34]

= ⟨23⟩[34]− ⟨23⟩[34]. (4.141)

Por lo tanto, la amplitud de (4.138) desaparece

M̃A(1
− 3

2

h̃
, 4+2

h , 3
+ 3

2

h̃
, 2−2

h ) = 0. (4.142)
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Diagrama de BCFW B

En este caso, tenemos dos diagramás de BCFW asociados al canal s12 como se muestra en la
figura (4.6):

4̂+1̂−

2− 3+

4̂+1̂−

2− 3+

− + + −

(c) (d)

Figura 4.6: Diagrama de BCFW B

Las correspondientes configuraciones en la amplitud es la siguiente

M̃B(1
− 3

2 , 2−2, 3+
3
2 , 4+2) =M̃c(1

− 3
2 , 2−2, P̂− 3

2 )
1

s12
M̃c(−P̂+ 3

2 , 3+
3
2 , 4+2) (4.143)

+ M̃d(1
− 3

2 , 2−2, P̂+ 3
2 )

1

s12
M̃d(−P̂− 3

2 , 3+
3
2 , 4+2).

En este caso, vamos a considerar i = 1 y j = 4, de nuevo usando la combinación (−,+). Entonces
las transformaciones de BCFW llegan a ser

|1̂⟩ = |1⟩, [1̂| = [1|+ z∗3,4[4|, (4.144)

[4̂| = [4|, |4̂⟩ = |4⟩ − z∗3,4|1⟩. (4.145)

el polo en este caso es

z∗3,4 =
⟨34⟩[43]
⟨13⟩[34]

= −⟨34⟩
⟨13⟩

. (4.146)

El mismo procedimiento que desarrollamos anteriormente en la amplitud del diagrama de BCFW A,
es también válido aquí, por lo tanto solamente necesitamos calcular la contribución de la amplitud
parcial d

M̃B(1
− 3

2 , 2−2, 3+
3
2 , 4+2) = M̃d(1̂

− 3
2 , 2−2, P̂+ 3

2 )
1

s12
M̃d(−P̂− 3

2 , 3+
3
2 , 4̂+2)

=
⟨1̂2⟩5

⟨2P̂ ⟩⟨P̂ 1̂⟩2
1

⟨34⟩[43]
[34̂]5

[4̂(−P̂ )][(−P̂ )3]2

= i
⟨12⟩5[34]5

⟨2P̂ ⟩[P̂4]⟨34⟩[43]⟨1P̂ ⟩2[P̂3]2
, (4.147)

donde de nuevo vamos a suprimir los factores g̃123 y g123 usando los resultados del tercer renglón
de la tabla (4.1). El momento de la línea interna es

|P̂ ⟩[P̂ | = |3⟩[3|+ |4⟩[4|+ ⟨34⟩
⟨13⟩

|1⟩[4|. (4.148)

Por lo tanto, el denominador de (4.147) llega a ser

⟨2P̂ ⟩[P̂4] = ⟨23⟩[34], (4.149)

⟨1P̂ ⟩[P̂3] = ⟨14⟩[43]. (4.150)
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La forma final de la amplitud llega a ser

M̃B(1
− 3

2 , 2−2, 3+
3
2 , 4+2) = −i ⟨12⟩6[34]

⟨12⟩⟨23⟩⟨34⟩⟨41⟩2
. (4.151)

La validez de las relaciones de recursion de BCFW demanda que los términos de frontera desapa-
rezcan, es decir, Bn = 0 en (4.125). El objetivo es mostrar que la amplitud desplazada desaparece
en el límite cuando la variable z es muy grande en (4.126). El desplazamiento del diagrama de
BCFW B es denotado por [1̂4̂⟩ y la amplitud desplazada va tener el siguiente comportamiento en
z

M̂B(z) =
⟨1̂2⟩6[34̂]

⟨1̂2⟩⟨23⟩⟨34̂⟩⟨4̂1̂⟩2
=

⟨12⟩6[34]
⟨12⟩⟨23⟩(⟨34⟩ − z⟨31⟩)⟨41⟩2

≈ 1

z
. (4.152)

Podemos ver que M̂B(z) tiene un polo en z = ⟨34⟩
⟨31⟩ . Tomando el limite

ĺım
z→∞

M̂B(z) = 0, (4.153)

demuestra que no tenemos polos en el infinito debido a Bn = 0, probando el hecho que [1̂4̂⟩ es una
buena elección de desplazamiento. Si escogemos el desplazamiento [1̂2̂⟩ , entonces las transforma-
ciones de BCFW son

|1̂⟩ = |1⟩, [1̂| = [1|+ z[2|, (4.154)

[2̂| = [2|, |2̂⟩ = |2⟩ − z|1⟩. (4.155)

El comportamiento de la amplitud cuando z es muy grande con este desplazamiento es M̂B(z) ≈
1
z cuyo polo esta en z = ⟨23⟩

⟨13⟩ . Como antes, vemos que no tenemos polos en el infinito así que
[1̂2̂⟩ es un buen desplazamiento. El desplazamiento [3̂4̂⟩ induce el comportamiento M̂B(z) ≈ 1

z2

cuando z es muy grande, su polo esta en z = ⟨41⟩
⟨31⟩ , de nuevo tenemos una buena elección para

el desplazamiento ya que la amplitud desaparece en z → ∞. Por último, el desplazamiento [3̂2̂⟩
induce el comportamiento M̂B(z) ≈ z6 cuando z es muy grande, haciendo que la amplitud explote.
Por lo tanto, la elección [3̂2̂⟩ no es una buena elección para un desplazamiento.

Diagrama de BCFW C

Tenemos dos diagramás de BCFW asociados al canal s13 como se muestran en la figura (3.5):

4̂+1̂−

3+ 2−

4̂+1̂−

3+ 2−

− + + −

(e) (f)

Figura 4.7: Diagrama de BCFW C

La configuración de de helicidades para la respectiva amplitud es

M̃C(1
− 3

2 , 3+
3
2 , 2−2, 4+2) =M̃e(1

− 3
2 , 3+

3
2 , P̂−2)

i

s13
M̃e(−P̂+2, 2−2, 4+2) (4.156)

+ M̃f (1
− 3

2 , 3+
3
2 , P̂+2)

i

s13
M̃f (−P̂−2, 2−2, 4+2).
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Aquí vamos a escoger el desplazamiento i = 1 y j = 4, de nuevo tenemos una combinación (−,+).
Las transformaciones de BCFW van a ser

|1̂⟩ = |1⟩, [1̂| = [1|+ z∗2,4[4|, (4.157)

[4̂| = [4|, |4̂⟩ = |4⟩ − z∗2,4|1⟩. (4.158)

Ahora, el polo es

z∗2,4 =
⟨24⟩[42]
⟨12⟩[24]

= −⟨24⟩
⟨12⟩

. (4.159)

En este caso, ambos términos no van a desaparecer

M̃C(1
− 3

2 , 3+
3
2 , 2−2, 4+2) =

⟨1̂P̂ ⟩5

⟨P̂3⟩⟨31̂⟩2
i

s13

[(−P̂ )4̂]6

[4̂2]2[2(−P̂ )]2
+

[3P̂ ]5

[P̂ 1̂][1̂3]2
i

s13

⟨(−P̂ )2⟩6

⟨24̂⟩2⟨4̂(−P̂ )⟩2
. (4.160)

Por otro lado, el momento en la línea interna es

|P̂ ⟩[P̂ | = |2⟩[2|+ |4⟩[4|+ ⟨24⟩
⟨12⟩

|1⟩[4|, (4.161)

para el segundo término de (4.160), tenemos

⟨2P̂ ⟩[P̂3] = ⟨24⟩[43] + ⟨24⟩
⟨12⟩

⟨21⟩[43] = 0, (4.162)

por lo tanto, vemos que solamente el primer término de (4.160) va a sobrevivir, relacionado al
diagrama (e) de la figura 4.7, entonces de acuerdo a los resultados del tercer renglón de la tabla
(4.1), la amplitud va ser

M̃C(1
− 3

2 , 3+
3
2 , 2−2, 4+2) = i

⟨1P̂ ⟩5[P̂4]5[P̂4]
⟨31⟩2[42]2⟨3P̂ ⟩[P̂2][P̂2]⟨24⟩[42]

, (4.163)

entonces, vamos a encontrar que:

⟨1P̂ ⟩[P̂4] = ⟨12⟩[24] = −⟨13⟩[34], (4.164)

⟨3P̂ ⟩[P̂2] = ⟨34⟩[42] + ⟨24⟩
⟨12⟩

⟨31⟩[42], (4.165)

[P̂4]

[P̂2]
=

⟨1P̂ ⟩[P̂4]
⟨1P̂ ⟩[P̂2]

=
⟨12⟩[24]
⟨14⟩[42]

= −⟨12⟩
⟨14⟩

. (4.166)

Sustituyendo los resultados de arriba en (4.163), la forma final de la amplitud es

M̃C(1
− 3

2 , 3+
3
2 , 2−2, 4+2) = i

⟨12⟩6[34]
⟨13⟩⟨32⟩⟨24⟩⟨41⟩2

. (4.167)

De nuevo, para estudiar el comportamiento de la amplitud cuando la variable z es grande, va-
mos a considerar todos los posibles desplazamientos. Empezamos con [1̂4̂⟩, entonces la amplitud
desplazada es

M̂C(z) =
⟨1̂2⟩6[34̂]

⟨1̂3⟩⟨32⟩⟨24̂⟩⟨4̂1̂⟩2
=

⟨12⟩6[34]
⟨13⟩⟨32⟩(⟨24⟩ − z⟨21⟩)⟨41⟩2

≈ 1

z
, (4.168)

cuyo polo reside en z = ⟨24⟩
⟨21⟩ . Cuando z → ∞, vamos a obtener M̂C(z) → 0. Por lo tanto, la

ausencia de polos en el infinito nos dice que [1̂4̂⟩ es una buena elección de desplazamiento. El
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siguiente desplazamiento es [1̂2̂⟩, induce en la amplitud el siguiente comportamiento cuando z es
muy grande M̂C(z) ≈ 1

z2 ; en este caso tenemos dos polos: uno en z = ⟨32⟩
⟨31⟩ y el otro en z = ⟨24⟩

⟨14⟩ .
En el límite z → ∞, la amplitud va desaparecer, por lo tanto [1̂2̂⟩ es una buena elección para un
desplazamiento. Tomando el desplazamiento [3̂4̂⟩, la amplitud se comporta como M̂C(z) ≈ 1

z3 ,
de nuevo observamos dos polos: uno en z = ⟨24⟩

⟨23⟩ y el otro en z = ⟨41⟩
⟨31⟩ . Por lo tanto [3̂4̂⟩ es

una buena elección para un desplazamiento debido a Bn = 0. Finalmente el desplazamiento [3̂2̂⟩
explota a la amplitud como M̂C(z) ≈ z6, entonces esta elección no es una buena opción para un
desplazamiento. Por lo tanto, tenemos dos amplitudes parciales que contribuyen correspondientes
a los canales s12 y s13. Estas amplitudes son las interacciones de cuatro puntos entre gravitones y
gravitinos.

4.3.5. Desplazamientos de los momentos complejos en BCFW
En esta subsección vamos a resumir todos los casos posibles de desplazamientos en los momentos

complejos cuando tenemos solo partículas sin masa, una combinación entre partículas sin masa y
con masa hasta el caso cuando tenemos todas las partículas con masa siguiendo el programa de
Christensen [153]. Algunas aplicaciones de BCFW en el caso másivo podemos verlas en estos
trabajos [162, 163, 164].

a. Desplazamiento [i, j⟩ con dos partículas sin masa

En este caso las partículas i y j son las seleccionadas para desplazar sus momentos, como se
muestra en la figura (4.8) todas las partículas externas e internas no tienen masa.

i

k

···

a

j

b

Figura 4.8: Diagrama de BCFW con todas las partículas sin masa indicados en color azul

Los desplazamientos cuando tenemos dos partículas externas sin masa, y el propagador también
no tiene masa, tenemos

[̂i | = [i | +z[j |, (4.169)

|ĵ⟩ = |j⟩ − z|i⟩, (4.170)

con el polo indicado por

zp = − ⟨ik⟩[ki]
⟨ik⟩[kj]

= − [ik]

[jk]
, (4.171)

o escritos de otro modo:

[̂i|= [i|− sik
⟨i|pk | j]

[j |, (4.172)

|ĵ⟩ = |j⟩+ |i⟩ sik
⟨i|pk | j]

. (4.173)
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En el caso en el que tengamos las partículas externas sin masa y la línea interna tiene masa

i

k

···

a

j

b

Figura 4.9: Diagrama de BCFW con la línea interna másiva indicado en rojo, y las partículas
externas sin masa.

En este caso el momento del propagador va ser

(p̂i + pk)
2
= sik + zp⟨i|pk | j] =M2, (4.174)

(p̂j + pl)
2
= sjl − zp⟨i|pl | j] =M2, (4.175)

donde M es la masa de la partícula de la línea interna, esto nos va modificar el polo de la siguiente
manera:

zp =
M2 − sik
⟨i|pk | j]

, (4.176)

zp =
sjl −M2

⟨i|pl | j]
, (4.177)

por lo tanto los desplazamientos de los momentos de las partículas externas se modifica de la
siguiente manera:

[̂i|= [i|−
(
sik −M2

)
⟨i|pk | j]

[j |, (4.178)

|ĵ⟩ = |j⟩+ |i⟩
(
sik −M2

)
⟨i|pk | j]

. (4.179)

b. Desplazamiento [i, j⟩ con una partícula másiva y una partícula sin masa

Una generalización de los casos anteriores donde ahora tendremos una partícula externa con
masa. Se toma el desplazamiento [i, j⟩, la partícula i el cual es másivo está representado por un
espín espinor y la partícula j el cual es una partícula sin masa se representa por un espinor de
helicidad.
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i

k

···

a

j

b

Figura 4.10: Diagrama de BCFW con una partícula externa másiva, la línea interna másiva está
indicados en rojo, y una partícula externa sin masa indicado en azul.

Las transformaciones de BCFW en este caso van a ser

[̂iI | = [iI | +zI [j |, (4.180)

|ĵ⟩ = |j⟩ − zI
∣∣iI〉 , (4.181)

donde I es el índice de espín que también aparece en el pozo zp así como en el espín espinor. Estas
transformaciones satisfacen la conservación de momento:

p̂i + p̂j =
∣∣iI〉 [̂iI|+ |ĵ⟩[j |

=
∣∣iI〉 [iI |+zI| iI〉 [j|+ |j⟩

[
j |−zI| iI

〉
[j |

=
∣∣iI〉 [iI|+ |j⟩ [j |

= pi + pj , (4.182)

también satisfacen las condiciones de capa de masa:

2p̂2i =
〈
iIiJ
〉 [̂

iJ îI

]
=
〈
iIiJ
〉
[iJiI] + 2zI

〈
iIiJ
〉
[iJj] + zIzJ

〈
iIiJ
〉
[jj]

=
〈
iIiJ
〉
[iJiI]

= 2p2i

= 2m2
i , (4.183)

la línea interna tiene momento (pi + pk) = − (pj + pl) donde las partículas i y j están en lados
opuestos del propagador, entonces se tiene

(p̂i + pk)
2
= m2

i +m2
k + 2p̂i · pk

= m2
i +m2

k +
〈
iI
∣∣ pk | îI

]
= m2

i +m2
k +

〈
iI
∣∣ pk | iI

]
+ zI

〈
iI
∣∣ pk | j

]
=M2. (4.184)

Por otro lado, el polo zp va tener la siguiente forma:

zI =
[jiI ]

[j |pipk| j]
(
M2 − sik

)
, (4.185)
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si tomamos el limite cuando la masa tiende a cero, vemos que se recupera el polo de la ecuación
(4.171), esto es:

zI →
[ji]

[ji]⟨ik⟩[kj]
(−⟨ik⟩[ki]) = − [ki]

[kj]
, (4.186)

de este modo las transformaciones de BCFW van a ser

[̂i | = [i|+ [ij][j |
[j |pipk| j]

(
sik −M2

)
, (4.187)

|ĵ⟩ = |j⟩ − pi | j]
[j |pipk| j]

(
sik −M2

)
. (4.188)

c. Desplazamiento [i, j⟩ con una partícula sin masa y una partícula másiva

En este caso vamos a desplazar el espinor [i | y el espín espinor
∣∣jJ〉. Ya que es análogo al

anterior, vamos a ser directos.

i

k

···

a

j

b

Figura 4.11: Diagrama de BCFW con una partícula externa sin masa indicado en azul, y el pro-
pagador y partícula externa másiva indicados en rojo.

El desplazamiento [i, j⟩ nos lleva a las siguientes transformaciones de BCFW:

[̂i | =
[
i | +zJ [jJ | , (4.189)∣∣∣̂jJ〉 =
∣∣jJ〉− zJ|i⟩. (4.190)

El cual preserva conservación de momento:

p̂i + p̂j = |i⟩
[̂
i|+ |̂jJ

〉
[jJ |

= |i⟩
[
i
∣∣+zJ∣∣ i〉 [jJ |+ |jJ

〉 [
jJ
∣∣−zJ∣∣ i〉 [jJ |

= |i⟩
[
i|+ |jJ

〉
[jJ |

= pi + pj . (4.191)

En este caso el polo obtiene la siguiente forma

zJ =

〈
jJi
〉

⟨i|pkpj |i⟩
(
M2 − sik

)
. (4.192)

Si tomamos el límite cuando la masa tiende a cero, entonces el polo se reduce a

zJ → −⟨ji⟩⟨ik⟩[ki]
⟨ik⟩[kj]⟨ji⟩

= − [ki]

[kj]
. (4.193)
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Ahora bien, las transformaciones nos van a quedar

[̂i|= [i|− ⟨i|pj
⟨i|pjpk|i⟩

(
sik −M2

)
, (4.194)

|̂j⟩ = |j⟩+ |i⟩⟨ij⟩
⟨i|pjpk|i⟩

(
sik −M2

)
. (4.195)

d. Desplazamiento [i, j⟩ con dos partículas externas masivas y la línea interna sin
masa

En este caso tenemos dos partículas externas masivas denotadas por i y j, la línea internas no
tiene masa, como se muestra en la Figura:

i

k

···

a

j

b

Figura 4.12: Diagrama de BCFW con dos partículas externas masivas las cuales estan indicados
en rojo, y el propagador o línea interna es no másivo indicado en azul.

El desplazamiento [i, j⟩ nos lleva a las siguientes transformaciones de BCFW:

[̂iI] =
[
iI | +zJI [jJ | , (4.196)∣∣∣̂jJ〉 =
∣∣jJ〉− zJI

∣∣iI〉 . (4.197)

Cuyo polo es calculado mediante la expresión:

zJI = −
(
mi

[
iIj

J
]
+ ⟨iI| pk | jJ

])
sik

(mi [iKjL] + ⟨iK| pk | jL]) ⟨iK| pk | jL]
, (4.198)

al tomar el límite cuando la masa tiende a cero, se tiene

zJI →− ⟨i|pk | j] ⟨i|pk | i]
⟨i|pk | j] ⟨i|pk | j]

(4.199)

= − ⟨ik⟩[ki]
⟨ik⟩[kj]

(4.200)

= − [ki]

[kj]
. (4.201)
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con el polo zp las transformaciones de BCFW van a tener la siguiente forma:

[̂iI | = [iI|+
mi

[
iIj

J
] [
jJ | + ⟨iI| pk | jJ

]
[jJ |

mimj

= [iI|+
−mimj [iI | −mj ⟨iI| pk

mimj

= − 1

mi
⟨iI| pk, (4.202)

∣∣∣̂jJ〉 =
∣∣jJ〉− mi

∣∣iI〉 [iIjJ]+ ∣∣iI〉 ⟨iI| pk | jJ
]

mimj

=
∣∣jJ〉− 1

mj
(pi + pk)|jJ]

=
∣∣jJ〉+ 1

mj
(pj + pl)|jJ]

=
1

mj
pl| jJ]. (4.203)

e. Desplazamiento [i, j⟩ con dos partículas externas masivas y la línea interna masiva

En este caso tomamos las partículas masivas como i y j, ambos de la misma masa del mismo
modo que la línea interna, así como se muestra en la Figura:

i

k

···

a

j

b

Figura 4.13: Diagrama de BCFW donde las partículas que consideramos son todas masivas, indi-
cadas por líneas rojas

El desplazamiento [i, j⟩ nos lleva a las siguientes transformaciones de BCFW:

[̂iI| =
[
iI | +zJI [jJ | , (4.204)

|̂jJ⟩ =
∣∣jJ〉− zJI

∣∣iI〉 . (4.205)

donde el polo es

zJI =
CJ

I

(
m2 − sik

)
CL

K ⟨iK | pk | jL
] , (4.206)

con

CJ
I =m

(
sij −m2

l

) (
sil −m2

) [
iIj

J
]
+
(
sijsil −m2m2

l

)
⟨iI| pk | jJ

]
+m2

(
sij −m2

l

) [
iI |pk| jJ

〉
.

(4.207)
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Con toda esta nueva información ahora podemos explorar procesos más complicados que involucren
un número n de partículas a nivel árbol, sin importar si están relacionados con miles de diagramás
de Feynman.

4.3.6. BCFW másivo y el proceso pp̄ → tt̄H

Esta subseccion vamos a poner una parte del trabajo que se hizo en colaboración con el Dr.
Manfred Kraus acerca de cómo calcular las amplitudes de dispersión a nivel árbol del proceso
pp̄ → tt̄H los cuales son necesarios para obtener la contribución al orden de NNLO. A nivel
árbol, se necesitan alrededor de 678 diagramás de Feynman para calcular a la forma tradicional
los siguientes procesos

qq̄ → tt̄H,

gg → tt̄H,

qq̄ → tt̄Hg,

gg → tt̄Hg,

qq̄ → tt̄Hgg,

qq → tt̄Hqq,

qq̄ → tt̄HQQ̄,

gg → tt̄Hgg.

Este trabajo sigue en proceso y se va publicar como [71]. En este caso, se necesitan 11 amplitudes
de tres puntos a nivel árbol cómo se van a mostrar a continuación. Tenemos las amplitudes de tres
gluones

M3(1
−
g , 2

−
g , 3

+
g ) =

⟨12⟩3

⟨23⟩⟨31⟩
, M3(1

+
g , 2

+
g , 3

−
g ) =

[12]3

[23][31]
. (4.208)

La amplitud para dos quarks sin masa y un gluón son

M3(1
−
q , 3

−
g , 2

+
q̄ ) =

⟨31⟩2

⟨12⟩
, M3(1

−
q , 3

+
g , 2

+
q̄ ) =

[23]2

[12]
. (4.209)

Cuando tenemos una partícula sin masa y dos partículas con masa, se hace uso del factor-x que ya
vimos anteriormente en 4.2.1, así que las amplitudes para un gluón y dos quarks son [17, 130, 146]:

− iM3(1q, 3
+
g ,2q̄) = −⟨12⟩⟨q|1|3]

mq⟨q3⟩
, −iM3(1q, 3

−
g ,2q̄) = − [12]⟨3|1|q]

mq[q3]
, (4.210)

− iM3(1t, 3
+
g ,2t̄) = −⟨12⟩⟨r|1|3]

mt⟨r3⟩
, −iM3(1t, 3

−
g ,2t̄) = − [12]⟨3|1|r]

mt[r3]
. (4.211)

En el caso cuando tenemos tres partículas masivas, la amplitud para dos quarks y el bosón de
Higgs es [146]:

−iM3(1t,3H ,2t̄) = ⟨12⟩+ [12]. (4.212)

En la ecuación (4.212) cuando la masa del quark tiende a cero entonces vamos a tener que

−iM3(1
+
t , 3H , 2

+
t̄ ) = [12], −iM3(1

−
t , 3H , 2

−
t̄ ) = ⟨12⟩. (4.213)

Para ir calentando motores y calcular amplitudes usando los desplazamientos másivos que vimos en
la sección ??, consideremos el proceso M4(1Q, 4

−
g , 3

+
g ,2Q̄) el cual es una amplitud de cuatro puntos
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con dos partículas sin masa y dos partículas masivas, vamos a escoger el siguiente desplazamiento
[4̂, 3̂⟩, esto va inducir las siguientes transformaciones de BCFW

[4̂ | = [4 | +z[3 |, ⟨4̂| = ⟨4|, (4.214)

|3̂⟩ = |3⟩ − z|4⟩, |3̂] = |3]. (4.215)

El diagrama de BCFW es el siguiente[29]:

4−g 3+g

1Q
2Q

−P P

Figura 4.14: Diagrama de BCFW para el proceso M4(1Q, 4
−
g , 3

+
g ,2Q̄), donde i = 4, j = 3, k = 1,

l = 2. Para los bosones sin masa los vamos a denotar con la línea curveada en verde.

Entonces para ilustrar BCFW másivo, la amplitud va ser calculada de la siguiente manera:

M4(1Q, 4
−
g , 3

+
g ,2Q̄) = M3(1Q, 4

−
g ,−PQ)×

1

(s14 −m2
Q)

×M3(PQ, 3
+
g ,2Q)

= −[1| − P ]
⟨4|1|3]
m[34]

× 1

(s14 −m2
Q)

×
(−⟨P2⟩⟨4|P |3]

m⟨43⟩

)
=

[1P ]⟨4|1|3]⟨P2⟩⟨4|P |3]
m2s34(s14 −m2

Q)
, (4.216)

donde se han usado las amplitudes (4.210). Usando la siguiente propiedad vamos a simplificar el
resultado [132]:

⟨P2⟩⟨4|P |3] = −[3|P |2⟩⟨4P ⟩+ [3|P |P ⟩⟨42⟩
= −[3| − (p3 + p2)|2⟩⟨4P ⟩+ (−m)[3P ]⟨42⟩
= [3|p2|2⟩⟩⟨4P ⟩ −m[3P ]⟨42⟩
= −m[32]⟨4P ⟩ −m[3P ]⟨42⟩
= m(⟨P 4⟩[32] + [P 3]⟨42⟩). (4.217)

Donde P = −(p3 + p2) = p1 + p4 y se han usado las identidades (3.215). Entonces la amplitud se
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convierte en

M4(1Q, 4
−
g , 3

+
g ,2Q̄) =

m⟨4|1|3]
(
[1P ]⟨P 4⟩[32] + [1P ][P 3]⟨42⟩

)
m2s34(s14 −m2

Q)

=
m⟨4|1|3]

(
[1|(p1 + p4)|4⟩[32] +m[13]⟨42⟩

)
m2s34(s14 −m2

Q)

=
m⟨4|1|3]

(
m⟨14⟩[32] +m[13]⟨42⟩

)
m2s34(s14 −m2

Q)

=
⟨4|1|3]

(
⟨14⟩[32] + [13]⟨42⟩

)
m2s34(s14 −m2

Q)
. (4.218)

Entonces, para obtener el residuo, es decir, la amplitud correcta debemos desplazar los momentos
de la amplitud con las transformaciones de BCFW dadas por (4.214) vamos a tener que la amplitud
correcta es

M̂4 =
⟨4̂|1|3̂]

(
⟨14̂⟩[3̂2] + [13̂]⟨4̂2⟩

)
m2s34(s14 −m2

Q)

=
⟨4|1|3]

(
⟨14⟩[32] + [13]⟨42⟩

)
m2s34(s14 −m2

Q)
, (4.219)

este resultado es similar al que se obtiene en la referencia de Campbell y Ellis [130].

Amplitudes de 4-puntos

Las siguientes amplitudes que necesitamos son las de 4-puntos, en este caso vamos a tener 4
amplitudes de 4 puntos. Para nuestro proposito, solamente vamos a considerar amplitudes con una
partícula externa sin masa como esl caso de un gluón y la línea interna másiva en este casi va
ser el quark top t. Estas amplitudes son A+

(
1t, 2

+
g ,3t̄,4H

)
y A− (1t, 2

−
g ,3t̄,4H

)
, en el canal-s las

amplitudes fueron obtenidas primero por Christensen, et al. [153, 161]:

A+
s

(
1t, 2

+
g ,3t̄,4H

)
=
emtgsT

i1
a,i3√

2MwSw

×
(
m2

h[12][32] +mt[32][2|p4|1⟩+mt[12][2|p4|3⟩+ ⟨13⟩[2 |p3p4| 2]
(s−m2

t ) (u−m2
t )

)
,

(4.220)

A−
s

(
1t, 2

−
g ,3t̄,4H

)
=
emtgsT

i1
a,i3√

2MwSw

×
(
m2

h⟨12⟩⟨32⟩+mt⟨32⟩⟨2|p4|1] +mt⟨12⟩⟨2|p4|3] + [13]⟨2|p3p4|2⟩
(s−m2

t ) (u−m2
t )

)
.

(4.221)

Vamos a tomar las amplitudes de 4-puntos ff̄gH de la referencia [161]. Es posible obtener estas
amplitudes para los canales t y u mediante las técnicas del factor-x, y su comportamiento cuando
la variable z es muy grande se estudia también en [153].
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3+

1

P

4

2(a)

g

t

t

t

t H

3−

1

P

4

2(b)

g

t

t

t

t H

Figura 4.15: Diagramás de BCFW para A(1t, 3
±
g ,2t̄, 4H , )

Otras amplitudes útiles de 4-puntos son A4(1t,2t̄, 3
∓
q , 4

±
q̄ ) los cuales contienen dos quarks má-

sivos y dos quarks sin masa como líneas externas

2t

1t

P

4±q

3∓q

± ∓

Figura 4.16: Diagramás de BCFW para A4(1t,2t̄, 3
±
q , 4

∓
q̄ )

Las amplitudes van a ser [130]

M4(1Q,2Q̄, 3
−
q , 4

+
q̄ ) =

⟨13⟩[42] + [14]⟨32⟩
s34

, (4.222)

M4(1Q,2Q̄, 3
+
q , 4

−
q̄ ) =

⟨14⟩[32] + [13]⟨42⟩
s43

. (4.223)

Amplitudes de 5-puntos

Las siguientes amplitudes que se requieren son las de 5-puntos, estas se obtienen al usar la
forma constructiva, es decir, van a resultar de pegar las amplitudes de 3-puntos con las de 4-
puntos conectadas mediante un propagador con polos simples. Los diagramas se muestran en la
Figura:
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1h1
q

2h2

q

3t
4t

5H

P

g

P

(a) (b)

q

5H

q

1h1
q

4t

3t

2h2

q 1h1
g

2h2
g

3t
4t

5H

P

g

(c)

Figura 4.17: Diagramás de BCFW para las amplitudes de 5-puntos: a) M(1±q , 2
∓
q̄ ,3t,4t̄,5H), b)

M(1±q , 2
∓
q̄ ,3t,4t̄,5H), c) M(1±g , 2

∓
g ,3t,4t̄,5H).

Para ilustrar como calcular una amplitud de 5-puntos usando BCFW, nos enfocamos en la
amplitud M(1+q , 2

+
q̄ ,3t,4t̄,5H) inciso b, como se muestra abajo en la Figura 4.18 [71]:

P

q

5H

q

1+q

4t

3t

2+q

+ −

Figura 4.18: Diagrama de BCFW de 5-puntos

La amplitud correspondiente al diagrama de BCFW de la Figura 4.18 es

M5(1
+
q , 2

+
q̄ ,3t,4t̄,5H) = M3(1

+
q ,5H , P

+
q̄ )× 1

(s15 −m2
H)

×M(3t,4t̄,−P+
q , 2

+
q̄ )

= [1P ]× 1

(s15 −m2
H)

×
{ ⟨3| − P ⟩[24] + [32]⟨−P |4⟩

(s34 −M2)

}
= −−[1P ]⟨P3⟩[24] + [1P ]⟨P4⟩[32]

(s15 −m2
H)(s34 −M2)

= − [1|P |3⟩[24] + [1|(p1 + p5)|4⟩[32]
(s15 −m2

H)(s34 −M2)

= −−[1|p5|3⟩[24] + [1|p5|4⟩[32]
(s15 −m2

H)(s34 −M2)
. (4.224)

El desplazamiento que escogemos es [1̂, 2̂⟩, esto nos da las siguientes transformaciones de BCFW:

|2̂⟩ = |2⟩ − z|1⟩; |2̂] = |2], (4.225)

[1̂| = [1|+ z[2|; ⟨1̂| = ⟨1|. (4.226)

El polo en este caso tiene la siguiente forma:

zp = − ⟨i|pk|i]
⟨i|pk|j]

= −⟨1|p5|1]
⟨1|p5|2]

. (4.227)
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De este modo la amplitud desplazada va tener la forma:

M̂5(1
+
q , 2

+
q̄ ,3t,4t̄,5H) = −−[1̂|p5|3⟩[2̂4] + [1̂|p5|4⟩[32̂]

(s15 −m2
H)(s34 −M2)

(4.228)

= −−[1̂5]⟨53⟩[2̂4] + [1̂5]⟨54⟩[32̂]
(s15 −m2

H)(s34 −M2)
, (4.229)

calculando la contribución [1̂5], se tiene

[1̂5] =
(
[1| − ⟨1|p5|1]

⟨1|p5|2]
[2|
)
|5]

= [15]− ⟨1|p5|1]
⟨1|p5|2]

[25]

= [15]− ⟨15⟩[51]
⟨15⟩[52]

[25]

= 0. (4.230)

Por lo tanto, el residuo o la amplitud desaparece

M̂5(1
+
q , 2

+
q̄ ,3t,4t̄,5H) = 0, (4.231)

el resto de resultados de las amplitud van a aparecer en el trabajo que lleva por nombre Analytic
Tree-level Scattering Amplitudes for pp→ tt̄H production [71].
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Capítulo 5

Conclusiones

Hermoso el tiempo que habían vivido, a
pesar de los maltratos y desvelos.
El inicio desde abajo. La construcción de
la amistad- Las enseñanzas de sus
maestros. La angustia por la vida de Leo
pendiendo de un haz de protones.
El viaje al CERN. Las clases de física.
Claren. Dichoso aquel que puede disfrutar
del aprendizaje, le dijo la maga, con tanto
por hacer, puedes llegar tan lejos como las
ondas gravitacionales y descifrar el ritmo
de las partículas y las estrellas.
Constancio sintió el llamado del universo.

El muchacho que soñaba con el bosón de
Higgs, J. Lorenzo Díaz Cruz

En este capítulo presentamos las conclusiones del trabajo que se hizo durante los 4 años del
doctorado, estas son las siguientes:

En este trabajo de tesis revisamos varios ejemplos de procesos de dispersión, uno de estos
fue el proceso de dispersión e+e− −→ µ+µ− a nivel árbol, primero con partículas sin masa
involucradas, como ejemplo de cálculo de una amplitud para ilustrar el formalismo de los
espinores de Weyl. Observamos en (3.66) y (3.29) resultados más directos en comparación
con el método tradicional de Feynman de cuatro componentes donde se usa la tecnología de
las trazas [1]. Las amplitudes cuyas configuraciones de helicidades tengan a lo más dos helici-
dades positivas o dos negativas como en (3.65), son nombradas Maximum Helicity Violating
(MHV, por sus siglas en inglés) [7]. Estas son las únicas amplitudes que contribuyen en los procesos.

Por otro lado, también calculamos este proceso usando la forma tradicional de los diagramas de
Feynman con todo y el cálculo de trazas. Posteriormente en la sección 3.6.3 calculamos el mismo
proceso pero ahora con la extensión de los espinores de Weyl conocidos como espín espinores que
son los objetos que sirven para calcular procesos de dispersión que involucran partículas masivas,
utilizando el método hibrido; esto es, primero se calcula la amplitud con las reglas de Feynman y
luego se cambia de variables de espinores de Dirac de cuatro componentes a los espín espinores,
obteniendo resultados similares en (2.121) y (3.250), pero con un número menor de pasos, siendo
los espín espinores mas eficientes y directos.
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Hemos demostrado que nuestros resultados para tres y cuatro amplitudes para la interacción
del gravitino y gravitón en supergravedad N = 1, coinciden ambas perspectivas, es decir desde los
métodos de amplitudes y el análisis convencional de las reglas de Feynman. Para las amplitudes de
tres partículas, primero aplicamos la fórmula maestra, el cual fue obtenida en la literatura desde las
propiedades del pequeño grupo o little group en ingles [10, 133]. Usando esta fórmula, tenemos dos
configuraciones de helicidades correspondientes a dos amplitudes de tres puntos que son diferentes.
Uno es para la interacción gravitino-gravitino-gravitón y el otro es la interacción gravitón-gravitón-
gravitón. Suprimiendo todos los factores de constantes de acoplamientos, mostramos que estas
interacciones poseen la misma estructura matemática como aquellas que se obtuvieron por la
contracción los vértices de tres puntos de KLT para las interacciones de gravitino-gravitino-gravitón
and gravitón-gravitón-gravitón, reglas derivadas por Bjerrum-Bohr and Engelund [113], con sus
correspondientes tensores de polarización los cuales pueden ser escritos en términos de espinores
de helicidad sin masa. Para obtener las amplitudes de cuatro puntos para el efecto Compton en
supergravedad a partir de las amplitudes de tres puntos hicimos uso de las técnicas de recursión
BCFW el cual forma parte de los métodos modernos de amplitudes. Curiosamente, los resultados
son similares si usamos las reglas de Feynman de KLT [113] para calcular las amplitudes para cada
diagrama de Feynman después se reescribe todo en términos de espinores de helicidad. Acerca del
calculo de amplitudes del gravitino a orden de loops, uno puede decir que en un nivel práctico
dichas correcciones serían mas bien pequeñas, ya que estamos tratando con efectos gravitatorios.
Sin embargo, desde una perspectiva formal, es un problema relevante. Contribuciones recientes a
estos temas de extender supergravedad han sido evaluados en [64], y permanece como un problema
abierto para identificar posibles divergencias en supergravedad N = 4. En el caso de un gravitino
masivo, luce bastante complicado calcular a orden de loops, pero bastantes herramientas como
los métodos unitarios, KLT, etc. están disponibles para tratar de simplificar el problema. Posibles
exploraciones a lo largo de esta línea se dejan como trabajo a futuro. Entonces enfatizamos que es
mas fácil calcular amplitudes incluso de una teoría muy complicada como supergravedad mediante
los métodos modernos de amplitudes que el análisis convencional de las reglas de Feynman, lo cual
podemos ver resumido en la Figura 5.1.
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Figura 5.1: Feynman vs BCFW, para N = 1 en D = 4

Los desplazamientos que vimos en la sección 4.3.5 funcionan de muy buena manera utilizando
las teorías constructivas para muchos casos donde tenemos partículas externas sin masa tanto con
una línea interna masiva como una sin masa, excepto cuando tenemos partículas externas masivas
y la línea internas sin masa; en este caso tenemos que darle masa a la línea interna por ejemplo un
fotón o gluón masivo, calcular la amplitud de este modo y luego tomar el límite cuando la masa
tiende a cero. Todo esto para hacer coincidir los resultados obtenidos con aquellos que se calculan
mediante el análisis de las reglas de Feynman, así como se muestra en la Figura 5.2. Para el caso de
tt̄H fue suficiente solamente usar los casos a), b) y c), para calcular las amplitudes. Para resolver el
caso e) hay algunas propuestas tales como [165, 166]. En nuestro caso intentamos resolverlos desde
el punto de vista de la contracción entre grupos pequeños tal como vimos en la sección 1.5, dicho
trabajo sigue en progreso en [31, 96], para tratar de entender si una teoría sin masa está dentro de
su teoría masiva o son completamente independientes, en el contexto de la discontinuidad de Van
Damn-Veltman-Zakharov [167, 168] tal como se muestra en la Figura 5.2.
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Figura 5.2:

Por último, en este trabajo se presentaran los aspectos elementales de supergravedad global N =
1 de forma accesible utilizando el formalismo lagrangiano en la sección de ápendices. En particular,
se demostró que la acción de Rarita-Schwinger para el gravitino (ψµ), así como la de Einstein-
Hilbert para el gravitón (hµν), las cuales conforman supergravedad pura N = 1, son invariantes
ante difeomorfismos y transformaciones supersimétricas globales. Los cálculos realizados de manera
explícita de estas invarianzas permiten que un estudiante o alguien interesado en supergravedad
pueda verificarlo por sí mismo.
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Apéndice A

Invarianza de supergravedad N = 1
ante difeomorfismos

En teoría cuántica de campos uno deriva las interacciones de la teoría mediante el uso de la
invarianza ante transformaciones de norma, el llamado el principio de gauge, mientras que en gra-
vitación el equivalente es la llamada invarianza ante difeomorfismos, la cuál consiste en la libertad
para elegir el sistema de coordenadas, ésta invarianza se extiende naturalmente a supergravedad
global. En esta subsección demostramos evidentemente que la acción SSUGRA es invariante ante
transformaciones de norma (difeomorfismos) [169]. La transformación de norma correspondiente a
la acción de Rarita-Schwinger es

δηΨµ = ∂µη, (A.1)

donde η es un parámetro fermiónico, mientras que para la acción de Einstein-Hilbert se tiene la
transformación

δϵhµν = ∂µϵν + ∂νϵµ. (A.2)

siendo ϵµ un parámetro bosonico. A continuación, se verifica que las transformaciones de norma
(F) y (A.2), dejan invariantes la acción (3.98) y la acción (C.24), respectivamente. La variación del
lagrangiano de Rarita-Schwinger LRS ante la transformación (F) es la siguiente:

δηLRS = −1

2
ϵµνρσγ5γν(∂ρΨσ)(δηΨ̄µ)−

1

2
ϵµνρσγ5γνΨ̄µ(∂ρδηΨσ)

= −1

2
ϵµνρσγ5γνΨ̄µ(∂ρ∂ση)

= −1

2
ϵµνρσγ5γν

{
∂ρ[Ψ̄µ(∂ση)]− (∂ρΨ̄µ)(∂ση)

}
,

donde en la segunda fila se utilizó la ecuación de campo (3.99), y en la última se aplicó la regla de
Leibniz. Posteriormente notamos que

ϵµνρσγ5γν(∂ρΨ̄µ) = ϵσνρµγ5γν(∂ρΨ̄σ)

= ϵµνρσγ5γν(∂ρΨ̄σ)

= 0, (A.3)

donde al final se utiliza nuevamente (3.99). Así pues, la variación del lagrangiano de Rarita-
Schwinger ante transformaciones de norma es la siguiente:

δηLRS = −1

2
ϵµνρσγ5γν∂ρ[Ψ̄µ(∂ση)], (A.4)
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y siendo una derivada total implica que δηSRS = 0. Por otro lado, la variación del lagrangiano de
Einstein-Hilbert LEH ante la transformación (A.2) resulta

δϵLEH = −1

2

(
δϵR

L
µν − 1

2
ηµνδϵR

L

)
hµν − 1

2

(
RL

µν − 1

2
ηµνR

L

)
(δϵh

µν)

=
1

4
h(δϵR

L)− 1

2
hµν(δϵR

L
µν), (A.5)

donde usamos la ecuación de campo (C.25). Es posible notar que

δϵR
L = ∂ρ∂σ(δϵhρσ)− ηαβ∂ϵ∂ϵ(δϵhαβ)

= ∂ρ∂σ(∂ρϵσ + ∂σϵρ)− ηαβ∂ϵ∂ϵ(∂αϵβ + ∂βϵα)

= 0, (A.6)

de igual forma vamos a tener,

δϵR
L
µν =

1

2
[∂λ∂µ(δϵhλν) + ∂λ∂ν(δϵhλµ)−2(δϵhµν)− ∂µ∂ν(δϵh)]

=
1

2
ηλγ [∂µ∂γ(δϵhλν) + ∂ν∂γ(δϵhλµ)− ∂γ∂λ(δϵhµν)− ∂µ∂ν(δϵhγλ)]

=
1

2
ηλγ [∂µ∂γ(∂λϵν + ∂νϵλ) + ∂ν∂γ(∂λϵµ + ∂µϵλ)− ∂γ∂λ(∂µϵν + ∂νϵµ)− ∂µ∂ν(∂γϵλ + ∂λϵγ)]

=
1

2
ηλγ [∂ν∂γ∂µϵλ − ∂µ∂ν∂λϵγ ]

= 0, (A.7)

donde se utiliza la propiedad conmutativa de las parciales y ηλγ = ηγλ. Por tanto, sustituyendo las
dos ecuaciones anteriores en la variación del lagrangiano de Einstein-Hilbert (A.5), se tiene que la
variación ante transformaciones de norma es nula:

δϵLEH = 0, (A.8)

lo cual implica que δϵSEH = 0. Dado (3.100), se prueba que el cambio en la acción de supergravedad
global ante transformaciones de norma es nulo, es decir, la acción global de supergravedad es
invariante ante difeomorfismos,

δη,ϵSSUGRA = δηSRS + δϵSEH = 0. (A.9)
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Apéndice B

Invarianza de SSUGRA ante SUSY
global

Por otra parte, para verificar que la teoría es realmente una teoría supersimétrica, tenemos
que verificar que las transformaciones que conectan los campos del gravitón hµν y del gravitino
Ψµ dejen la acción de SSUGRA (3.100) invariante. En esta subsección demostramos que la acción
SSUGRA global es invariante bajo transformaciones supersimétricas globales. Para la acción de
Rarita-Schwinger se tiene la siguiente transformación

δξΨµ = −iΣρτ∂ρhτµξ, (B.1)

donde ξ es un parámetro espinorial de Majorana y Σρτ esta dado por

Σρτ ≡ i

2
(γργτ − γτγρ). (B.2)

Mientras que la transformación correspondiente a la acción de Einstein-Hilbert está dada por

δξhµν = − i

2
ξ̄(γµΨν + γνΨµ). (B.3)

A continuación se verifica que las transformaciones de supergravedad (B.1) y (C.28), dejan
invariante la acción (3.98) y (C.24), respectivamente. Comenzamos con la variación del lagrangiano
de Rarita-Schwinger (3.98), ante la transformación de supergravedad (B.1):

δξLRS = −1

2
ϵµνρσγ5γν(∂ρΨσ)(δξΨ̄µ)−

1

2
ϵµνρσγ5γνΨ̄µ∂ρ(δξΨσ)

=
i

2
Σλτξϵµνρσγ5γνΨ̄µ(∂ρ∂λhτσ), (B.4)

donde en el primer renglón se eliminó el primer término con la ecuación de campo (3.99). Poste-
riormente, usando la siguiente identidad:

iϵρσµνγ5γν = γργσγµ − ηρσγµ − ησµγρ + ηρµγσ, (B.5)

y que ϵρσµν = ϵµνρσ, podemos reescribir la ecuación anterior, obteniendo

δξLRS =
1

2
Σλτξ(γργσγµ − ηρσγµ − ησµγρ + ηρµγσ)Ψ̄µ(∂ρ∂λhτσ)

=
1

2
Σλτξ

(
γσΨ̄ρ∂ρ∂λhτσ − γρΨ̄σ∂ρ∂λhτσ

)
=

1

2
Σλτξ

{
γσ∂ρ(Ψ̄

ρ∂λhτσ)− γρ∂ρ(Ψ̄
σ∂λhτσ)

}
, (B.6)
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donde se utilizó la regla de Leibniz para derivadas y la condición de reducibilidad (C.34). Final-
mente, la variación del lagrangiano de Rarita-Schwinger ante transformaciones de supergravedad
es la siguiente:

δξLRS =
1

2
Σλτξ∂ρ

{
(γσΨ̄ρ − γρΨ̄

σ)∂λhτσ

}
. (B.7)

es decir, es una derivada total, por tanto δξSRS = 0. A continuación verificamos que la transfor-
mación de supersimetría (C.28) correspondiente al gravitón, deja invariante la acción (C.24):

δξLEH = δξ
{
−1

2
(RL

µν − 1

2
ηµνR

L)hµν
}

=
1

4
δξ
(
hRL

)
− 1

2
δξ
(
hµνRL

µν

)
. (B.8)

Procedemos a calcular los términos de forma independiente:

δξ
(
hRL

)
= (δξh)R

L + h(δξR
L)

= h[∂µ∂γ(δξh
γ
µ)−2(δξh)]

= 0, (B.9)

donde es evidente que RL = 0 es una consecuencia de la ecuación de campo (C.25), y que cualquier
término del tipo ∂γ(δξhγν) se elimina, ya que contraemos el índice de la parcial con δξh

µ
ν , y esto

lleva a las condiciones de irreducibilidad (C.34) y (F.54), las cuales son cero. Ahora calculamos el
otro término en (C.38),

δξ
(
hµνRL

µν

)
=

1

2
δξ[h

µν(∂µ∂γh
γ
ν + ∂ν∂γh

γ
µ − ∂µ∂νh−2hµν)]

=
1

2
(δξh

µν)(∂µ∂γh
γ
ν + ∂ν∂γh

γ
µ − ∂µ∂νh−2hµν)−

1

2
hµν2(δξhµν)

=
1

2
(δξh

µν)∂µ(2∂γh
γ
ν − ∂νh)−

1

2
(δξh

µν)2hµν − 1

2
hµν2(δξhµν)

= ∂µ
{
(δξh

µν)(∂γh
γ
ν − 1

2
∂νh)

}
− 1

2
(δξh

µν)2hµν − 1

2
hµν2(δξhµν), (B.10)

donde se utilizó que los términos de tipo ∂γ(δξh
γ
ν) y δξh se anulan (dado que h = ηµνhµν ,

la variación de supersimetría aplicada a este escalar da como resultado una contracción como en
(C.32), la cual es cero). Sin embargo, notemos que,

2[hµν(δξh
µν)] = ∂λ[(∂λhµν)(δξh

µν) + hµν(∂λδξh
µν)]

= (δξh
µν)2hµν + 2(∂λhµν)(∂

λδξh
µν) +2(δξh

µν), (B.11)

luego, renombrando algunos índices y sustituyendo esta ecuación en la anterior podemos reescribir
(B.10), obteniendo lo siguiente

δξ
(
hµνRL

µν

)
= ∂λ

{
(δξh

ν
λ)(∂γh

γ
ν − 1

2
∂νh)−

1

2
∂λ[hµν(δξh

µν)]
}
+ (∂λhµν)(∂

λδξh
µν). (B.12)

Ahora analizaremos el último término, aquel que no se encuentra adentro de la derivada total
en(C.42), procedemos de la siguiente forma, observemos que:

∂λ[(δξhµν)(∂λh
µν)] = (∂λδξhµν)(∂λh

µν) + (δξhµν)2h
µν

= (∂λhµν)(∂
λδξh

µν) + (δξhµν)(∂
µ∂γh

γν + ∂ν∂γh
γµ − ∂µ∂νh), (B.13)

donde usamos la ecuación de campo (C.25), escrita de forma explícita. Sin embargo, notemos que

∂ν [(δξhµν)(∂γh
γν)] = (δξhµν)(∂

ν∂γh
γµ), (B.14)
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∂ν [(δξhµν)(∂
µh)] = (δξhµν)(∂

µ∂νh), (B.15)

donde se anulan los primeros términos en cada ecuación puesto que contienen factores del tipo
∂νδξhµν . Con lo anterior reescribimos (C.43) de la siguiente forma:

(∂λhµν)(∂
λδξh

µν) = ∂λ[(δξhµν)(∂λh
µν)]− ∂µ[(δξhµν)(2∂γh

γν − ∂νh)]

= ∂λ[(δξhµν)(∂λh
µν)− (δξhλν)(2∂γh

γν − ∂νh)]. (B.16)

Finalmente, haciendo algunos cambios de índices y sustituyendo (C.46) en (C.42), obtenemos lo
siguiente

δξ
(
hµνRL

µν

)
= ∂λ

{
(δξhλν)(

1

2
∂νh− ∂γh

γν) + (δξhµν)(∂λh
µν)− 1

2
∂λ[hµν(δξh

µν)]
}
. (B.17)

Y para concluir, sustituyendo (C.39) y (C.47), en (C.38), se obtiene la siguiente expresión en la
variación del lagrangiano de Einstein-Hilbert,

δξLEH = ∂λ
{
(δξhλν)(

1

2
∂γh

γν − 1

4
∂νh) +

1

4
∂λ[hµν(δξh

µν)]− 1

2
(δξhµν)(∂λh

µν)
}
, (B.18)

= ∂λ
{
(δξhλν)(

1

2
∂γh

γν − 1

4
∂νh) +

1

4
hµν(∂λδξhµν)−

1

4
(∂λh

µν)(δξhµν)
}
. (B.19)

Sustituyendo (C.28), en la ecuación (C.48), se obtiene que la variación del lagrangiano de Einstein-
Hilbert ante transformaciones de supersimetría es equivalente a la derivada total:

δξLEH =
i

4
ξ∂λ

{
(γλΨν + γνΨλ)(

1

2
∂νh − ∂γh

γν) + γµΨν∂λh
µν − hµν∂λγµΨν

}
, (B.20)

lo cuál implica que δξSEH = 0. Así pues, dado (3.100), se demuestra que el cambio en la acción
de supergravedad global ante transformaciones de supersimetría es nulo, es decir, supergravedad
es invariante bajo SUSY global,

δξSSUGRA = δξSRS + δξSEH = 0. (B.21)
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Apéndice C

Supergravedad N = 1 en D = 4 en
dos componente

En este apéndice, presentamos la invarianza de la lagrangiana supersimétrica global de N =
1 para el gravitón y su pareja supersimétrica de espín 3

2 , el gravitino, bajo transformaciones
supersimétricas [170, 171]. Se construye la transformación supersimétrica en términos de espinores
de Weyl de dos componentes de tal manera de conectarlo con los calculos hechos en la sección (A);
esto es útil para derivar reglas de Feynman directamente usando espinores de dos componentes
[102]. Este trabajo se hizo en colaboración con el estudiante de licenciatura Pablo Ortega Ruiz,
Dibya Chakraborty y Lorenzo Díaz Cruz. [70, 169].

Supergravedad es principalmente conocido como una teoría local supersimétrica donde el nú-
mero N = 1 significa que el supermultiplete quiral va contener un super-compañero de espín-2.
Aquí consideramos supergravedad pura con acoplamiento cero a los campos de materia así como
la presencia tanto del gravitón como del gravitino. Se deja el problema de construir una lagran-
giana supersimétrica local para el multiplete de supergravedad, escrito en términos de una base
de espinores de Weyl como trabajo futuro. La lagrangiana supersimétrica global de supergravedad
pura (no acoplamiento con la materia) en la capa de masa puede ser escrita como una suma de
los términos cinemáticos cuadrados tanto del gravitino como el gravitón. Más específicamente, la
lagrangiana contiene dos grados de libertad bosónicos del gravitón y dos grados de libertad fer-
miónicos del vector-espinor de Weyl sin masa. El término cinemático del gravitino es escrito en
términos del vector-espinor de Dirac sin masa Ψµ y el gravitón esta en términos del tensor simétri-
co gµν . Veamos ahora la invarianza de la lagrangiana total bajo la transformación supersimétrica
global individualmente para ambas partículas, gravitón y gravitino.

La acción de Rarita-Schwinger en el formalismo de dos componentes

La acción de Rarita-Schwinger (RS) [171, 90], describe precisamente el término cinético de un
gravitino escrito en términos de un espinor de Dirac:

SRS = −1

2

∫
d4xϵµνρσΨµγ5γν∂ρΨσ, (C.1)

donde ϵϵνρσ es el tensor anti-simétrico de Levi-Civita con ϵ0123 = 1. El espinor de Dirac es

Ψµ =

(
(ψµ)a
(χ̃µ)

ȧ

)
, Ψµ = Ψ†

µγ
0. (C.2)
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donde ψµ y χ̃µ son los espinores de Weyl de quiralidad opuesta. Algunas definiciones matriciales
en la representación quiral son las siguientes:

γν =

(
0 (σν)aȧ

(σ̄ν)
ȧa 0

)
, γ5 =

(
−1 0
0 1

)
, γ0 =

(
0 1
1 0

)
. (C.3)

Estos espinores de Weyl pueden escribirse como

ψ̃ȧ ≡ (ψa)
∗, χa ≡ (χ̃ȧ)∗, (C.4)

el cual puede ayudarnos a expresar la adjunta del espinor de Dirac como

Ψ†
µ = ((ψ̃µ)ȧ, (χµ)

a). (C.5)

Usando las definiciones de arriba, la acción de Rarita-Schwinger en términos de espinores de Weyl
llegan a ser:

SRS = −1

2

∫
d4xϵµνρσ((ψ̃µ)ȧ(σ̄ν)

ȧa∂ρ(ψσ)a − (χµ)
a(σν)aȧ∂ρ(χ̃σ)

ȧ)

= −1

2

∫
d4xϵµνρσ(ψ̃µσ̄ν∂ρψσ − χµσν∂ρχ̃σ). (C.6)

Las ecuaciones de movimiento asociadas con las dos componentes fermiónicas del gravitino ψ̃µ, χµ

de (C.6) son
ϵµνρσ(σ̄ν)

ȧa∂ρ(ψσ)a = 0, (C.7)

ϵµνρσ(σν)aȧ∂ρ(χ̃σ)
ȧ = 0. (C.8)

Para obtener el término cinemático correcto el cual es cuadrático en gµν , necesitamos hacer uso
de la gravedad de Einstein linealizada donde gµν = ηµν + κhµν . Aquí, ηµν es el tensor métrico
de Minkowski y κ2 = 8πGN , donde tomamos la misma convención que en la referencia [90],
esto es κ2 = 1. El factor κ nos ayuda a mantener las dimensiones de hµν correctas, esto es
dimensión de masa 1. Podemos expandir la ecuación de Einstein a primer orden en hµν y obtener
(C.24), sin embargo, aquí consideramos unicamente la acción de Rarita-Schwinger y su invarianza
supersimétrica. Ahora, consideremos una transformación global supersimétrica de la forma eiξQ

con ξ siendo un parámetro del espinor de Majorana y Q el generador supersimétrico el cual es un
espinor de Majorana. La transformación supersimétrica global en dos componentes son:

δξ(ψσ)a = −i(σθτ )ba∂θhτσξb, (C.9)

δξ(χ̃σ)
ȧ = −i(σ̄θτ )ȧ

ḃ
∂θhτσ ξ̃

ḃ. (C.10)

Vamos a revisar la invarianza de (C.6) bajo la transformación supersimétrica de (C.9) y (C.10):

δξSRS = −1

2

∫
d4xϵµνρσ

[
(δξψ̃µ)σ̄ν∂ρψσ + ψ̃µσ̄ν∂ρ(δξψσ)− (δξχµ)σν∂ρχ̃σ − χµσν∂ρ(δξχ̃σ)

]
.

(C.11)
Imponiendo las ecuaciones de movimiento (C.7) y (C.8), encontramos que el primer y tercer término
desaparecen, sustituyendo la transformación supersimétrica global llegando a los siguiente :

δξSRS = −1

2

∫
d4xϵµνρσ

[
(ψ̃µ)ȧ(σ̄ν)

ȧa(σθτ )baξb − (χµ)
a(σν)aȧ(σ̄

θτ )ȧ
ḃ
ξ̃ḃ
]
∂ρ∂θhτσ. (C.12)

Vamos a definir (Aθτ )a = (σθτ )baξb y (Ãθτ )ȧ = (σ̄θτ )ȧ
ḃ
ξ̃ḃ. Aplicando las siguientes propiedades de

los espinores, χ̃ȧ(σ̄
µ)ȧaψa = −ψa(σµ)aȧχ̃

ȧ, obtenemos:

δξSRS = −1

2

∫
d4xϵµνρσ

[
(Ãθτ )ȧ(σ̄ν)

ȧa(χµ)a − (Aθτ )a(σν)aȧ(ψ̃µ)
ȧ
]
∂ρ∂θhτσ

= −1

2

∫
d4xϵµνρσ

[
B̃θτ

ν χµ −Bθτ
ν ψ̃µ

]
∂ρ∂θhτσ. (C.13)
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Además, definimos (Bθτ
ν )ȧ = (Aθτ )a(σν)aȧ y (B̃θτ

ν )a = Ãθτ
ȧ (σ̄ν)

ȧa. Por consiguiente, vamos aplicar
la regla de la derivada para el producto, para simplificar:

δξSRS = − 1

2

∫
d4xϵµνρσ

[
∂ρ(B̃

θτ
ν χµ∂θhτσ)− ∂ρ(B

θτ
ν ψ̃µ∂θhτσ)

+Bθτ
ν ∂ρψ̃µ∂θhτσ − B̃θτ

ν ∂ρχµ∂θhτσ

]
. (C.14)

Los términos tercero y cuarto son cero, ellos son las ecuaciones de movimiento

Aθτ ϵµνρσσν∂ρψ̃µ∂θhτθ = 0, (C.15)

Ãθτ ϵµνρσσ̄ν∂ρχµ∂θhτσ = 0. (C.16)

Sustituyendo las arriba mencionadas ecuaciones de movimiento, finalmente llegamos a una derivada
total

δξSRS = −1

2

∫
d4xϵµνρσ∂ρ

[
Ãθτ

ȧ (σ̄ν)
ȧa(χµ)a∂ρhτσ − (Aθτ )a(σν)aȧ(ψ̃µ)

ȧ∂θhτσ

]
= −1

2

∫
d4xϵµνρσ∂ρ

[
∂θhτσ(ψ̃µσ̄νσ

θτξ − χµσν σ̄
θτ ξ̃)

]
. (C.17)

esto muestra que la acción de Rarita-Schwinger en términos de espinores de Weyl, espinores de
dos componentes, es invariante bajo transformaciones supersimétricas globales. Ahora, la segunda
tarea es demostrar que la acción de Rarita-Schwinger es invariante bajo transformaciones de norma,
difeomorfismos. La transformación de norma correspondiente a la acción de Rarita-Schwinger en
términos de espinores de Dirac, es dado por:

δηΨµ = ∂µη, (C.18)

donde η es un parámetro fermiónico, el cual podemos escribir en términos de espinores de Weyl de
la siguiente manera:

η =

(
(ζ)a
(λ̃)ȧ

)
. (C.19)

La transformación de (C.18) puede ser escrita en dos componentes de la siguiente manera

δη(ψµ) = ∂µ(ζ)a, (C.20)

δη(χ̃µ) = ∂µ(λ)
ȧ. (C.21)

El objetivo es verificar que estas transformaciones de norma dejan la acción (C.6) invariante. La
variación de la lagrangiana de Rarita-Schwinger LRS bajo las transformaciones (C.20)-(C.21) es
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dado por

δηLRS = −1

2
ϵµνρσ

{
[δη(ψ̃µ)ȧ](σ̄ν)

ȧa∂ρ(ψσ)a + (ψ̃µ)ȧ(σ̄)
ȧa∂ρ[δη(ψσ)a]

− [δη(χµ)
a](σν)aȧ∂ρ(χ̃σ)

ȧ − (χµ)
a(σν)aȧ∂ρ[δη(χ̃σ)

ȧ]

}
= −1

2
ϵµνρσ

{
(ψ̃µ)ȧ(σ̄)

ȧa∂ρ[δη(ψσ)a]− (χµ)
a(σν)aȧ∂ρ[δη(χ̃σ)

ȧ]

}
= −1

2
ϵµνρσ

{
∂ρ{(ψ̃µ)ȧ(σ̄ν)

ȧa[δη(ψσ)a]} − ∂ρ(ψ̃µ)ȧ(σ̄ν)
ȧa[δη(ψσ)a]

− ∂ρ{(χµ)
a(σν)aȧ[δη(χ̃σ)

ȧ]}+ ∂ρ(χµ)
a(σν)aȧ[δη(χ̃σ)

ȧ]

}
= −1

2
ϵµνρσ∂ρ

{
(ψ̃µ)ȧ(σ̄ν)

ȧa[δη(ψσ)a]− (χµ)
a(σν)aȧ[δη(χ̃σ)

ȧ]

}
= −1

2
ϵµνρσ∂ρ

{
ψ̃µσ̄ν(δηψσ)− χµσν(δηχ̃σ)

}
= −1

2
ϵµνρσ∂ρ

{
ψ̃µσ̄ν∂σζ − χµσν∂σλ̃

}
donde en las segunda linea hemos usado las ecuaciones de campo (C.15)-(C.16), y en la última
linea, aplicamos la regla de multiplicación de Leibniz. También, se puede notar que

ϵµνρσγ5γν(∂ρΨ̄µ) = ϵσνρµγ5γν(∂ρΨ̄σ)

= ϵµνρσγ5γν(∂ρΨ̄σ)

= 0, (C.22)

donde, en la última linea, de nuevo hemos usado (C.15)-(C.16). Entonces, la variación de la la-
grangiana de Rarita-Schwinger bajo la transformación de norma (F) es

δηLRS = −1

2
ϵµνρσγ5γν∂ρ[Ψ̄µ(∂ση)], (C.23)

y siendo una derivada total, esto implica que δηSRS = 0.

La acción de Einstein-Hilbert en el formalismo de dos componentes
En esta subsección, nos fijamos en el término cinemático del gravitón y verificaremos su inva-

rianza. La acción de Einstein-Hilbert linealizado expandiendo el tensor métrico a primer orden en
hµν es dado por [90]:

SEH = −1

2

∫
d4x(RL

µν − 1

2
ηµνR

L)hµν . (C.24)

La correspondiente ecuación de campo de Einstein linealizado en el vació es

RL
µν = 0, (C.25)

donde el tensor de Ricci linealizado RL
µν es expresado como,

RL
µν =

1

2
(∂λ∂µhλν + ∂λ∂νhλµ −2hµν − ∂µ∂νh), (C.26)

y el escalar de Ricci RL es
RL ≡ ηµνRL

µν . (C.27)
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La transformación supersimétrica global para hµν es dado por,

δξhµν = − i

2
ξ̄ (γµΨν + γνΨµ)

= − i

2

{
ξa((σµ)aȧψ̃

ȧ
ν + (σν)aȧψ̃

ȧ
µ) + ξ̃ȧ((σ̄µ)

ȧaψνa + (σ̄ν)
ȧaψµa)

}
= − i

2

{
ξ(σµψ̃ν + σνψ̃µ) + ξ̃(σ̄µψν + σ̄νψµ)

}
,

(C.28)

el cual es escrito en términos de espinores de Weyl usando (C.2) y (C.3). Antes de mostrar como
la transformación supersimétrica (C.28) deja la acción (C.24) invariante, haremos una revisión del
espinor de campo libre Ψµ. Un campo espinorial con un indice vectorial adicional, pertenece a
la representación del grupo de Lorentz homogéneo [( 12 , 0) + (0, 12 )] × ( 12 ,

1
2 ). Para aislar la parte

(1, 12 ) + ( 12 , 1) del campo libre, las siguientes condiciones de irreducibilidad deben imponerse:

γµΨ
µ = 0, (C.29)

∂µΨ
µ = 0, (C.30)

así como la ecuación de Dirac
̸ ∂Ψµ = γν∂νΨ

µ = 0, (C.31)

estas condiciones también podrían escribirse en términos de espinores de Weyl. Como resultado,
podemos obtener dos ecuaciones para cada condición de irreducibilidad

σµψ̃µ = 0, (C.32)
σ̄µψµ = 0, (C.33)

∂µψ̃
µ = 0, (C.34)

∂µψ
µ = 0, (C.35)

∂νσ
νψ̃µ = 0, (C.36)

∂ν σ̄
νψµ = 0, (C.37)

donde (C.32) y (C.33), (C.34), (C.35), (F.54) y (C.37), se refieren a (C.29), (C.30), y (C.31),
respectivamente, escritos en dos componentes. Estas condiciones serán útiles cuando se muestre
que la lagrangiana de supergravedad es invariante bajo transformaciones supersimétricas.

Las anteriores condiciones pueden ser derivadas considerando el grupo pequeño, en particular,
construyendo el operador de Pauli-Lubanski y de momento, y con ellos construir los proyectores
en diferentes subespacios con espín 3/2 y espín 1/2 [172, 173]. También, proveen una útil ventaja
computacional ya que se ve explicitamente que la acción de supergravedad es invariante bajo
transformaciones supersimétricas. Ahora, procedemos a checar que la acción de Einstein-Hilbert
(C.24) es realmente invariante bajo transformaciones supersimétricas (C.28):

δξLEH = −1

2
δξ
{
(RL

µν − 1

2
ηµνR

L)hµν
}

=
1

4
δξ
(
hRL

)
− 1

2
δξ
(
hµνRL

µν

)
.

(C.38)

Primero, empezamos calculando cada término en (C.38) independientemente y para el primer
término se obtiene que

δξ
(
hRL

)
= (δξh)R

L + h(δξR
L)

= h[∂µ∂γ(δξh
γ
µ)−2(δξh)]

= 0.

(C.39)
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Notar que RL = 0 proviene como un resultado desde las ecuaciones de campo (C.25), y que
cualquier término de la forma ∂µ(δξh

µ
ν ) o δξh desaparece ya que esto nos lleva las condiciones

de irredcibilidad (C.34)-(C.37). Segundo, calculamos el otro término en (C.38), y se obtiene el
siguiente resultado:

δξ
(
hµνRL

µν

)
=

1

2
δξ[h

µν(∂µ∂γh
γ
ν + ∂ν∂γh

γ
µ − ∂µ∂νh−2hµν)]

=
1

2
(δξh

µν)(∂µ∂γh
γ
ν + ∂ν∂γh

γ
µ − ∂µ∂νh−2hµν)−

1

2
hµν2(δξhµν)

=
1

2
(δξh

µν)∂µ(2∂γh
γ
ν − ∂νh)−

1

2
(δξh

µν)2hµν − 1

2
hµν2(δξhµν)

= ∂µ
{
(δξh

µν)(∂γh
γ
ν − 1

2
∂νh)

}
− 1

2
(δξh

µν)2hµν − 1

2
hµν2(δξhµν), (C.40)

ya que, como antes, el término de la forma ∂µ(δξhµν ) y δξh desaparecen. Notar que,

2[hµν(δξh
µν)] = ∂λ[(∂λhµν)(δξh

µν) + hµν(∂λδξh
µν)]

= (δξh
µν)2hµν + 2(∂λhµν)(∂

λδξh
µν) +2(δξh

µν),
(C.41)

y haciendo algunos re-acomodos en los indices tensoriales, sustituyendo en (C.40), podemos rees-
cribir (C.40) como,

δξ
(
hµνRL

µν

)
= ∂λ

{
(δξh

ν
λ)(∂γh

γ
ν − 1

2
∂νh)−

1

2
∂λ[hµν(δξh

µν)]
}
+ (∂λhµν)(∂

λδξh
µν). (C.42)

Ahora nos enfocamos en el último término el cual está afuera de la derivada total en (C.42).
Después, haciendo algo de álgebra, se obtiene

∂λ[(δξhµν)(∂λh
µν)] = (∂λδξhµν)(∂λh

µν) + (δξhµν)2h
µν

= (∂λδξhµν)(∂λh
µν) + (δξhµν)(∂

µ∂γh
γν + ∂ν∂γh

γµ − ∂µ∂νh),
(C.43)

donde hicimos uso de la ecuación de campo (C.25) escrito en forma explicita. Sin embargo, notemos
que los siguientes términos son equivalentes a una derivada total del lado izquierdo de (C.44) y
(C.45),

∂µ[(δξhµν)(∂γh
γν)] = (δξhµν)(∂

ν∂γh
γµ), (C.44)

∂ν [(δξhµν)(∂
µh)] = (δξhµν)(∂

µ∂νh), (C.45)

ya que en el primer término ambos tienen la forma ∂νδξhµν , los primeros términos en cada ecuación
desaparecen. Subsecuentemente, podemos reescribir la ecuación (C.43) como

(∂λδξhµν)(∂λh
µν) = ∂λ[(δξhµν)(∂λh

µν)]− ∂µ[(δξhµν)(2∂γh
γν − ∂νh)]

= ∂λ[(δξhµν)(∂λh
µν)− (δξhλν)(2∂γh

γν − ∂νh)].
(C.46)

Después de hacer algunos ajustes en los indices tensoriales, como lo hicimos anteriormente, y
sustituyendo (C.46) en (C.42), encontramos

δξ
(
hµνRL

µν

)
= ∂λ

{
(δξhλν)(

1

2
∂νh− ∂γh

γν) + (δξhµν)(∂λh
µν)− 1

2
∂λ[hµν(δξh

µν)]
}
. (C.47)

Para concluir, sustituyendo (C.39) y (C.47) in (C.38), encontramos que los cambios en la lagran-
giana

δξLEH = ∂λ
{
(δξhλν)(

1

2
∂γh

γν − 1

4
∂νh) +

1

4
∂λ[hµν(δξh

µν)]− 1

2
(δξhµν)(∂λh

µν)
}

= ∂λ
{
(δξhλν)(

1

2
∂γh

γν − 1

4
∂νh) +

1

4
hµν(∂λδξhµν)−

1

4
(∂λh

µν)(δξhµν)
} (C.48)
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Finalmente, sustituyendo las transformaciones supersimétricas (C.28) en la ecuación (C.48), obte-
nemos la variación correspondiente en la lagrangiana de Einstein-Hilbert el cual es equivalente a
la siguiente derivada total:

δξLEH =
i

4
∂λ
{(

1

2
∂νh− ∂γh

γν

)
[ξ(σλψ̃ν + σνψ̃λ) + ξ̃(σ̄λ + σ̄νψλ)]

+ ∂λh
µν(ξσµψ̃ν + ξ̃σ̄µψν)− hµν∂λ(ξσµψ̃ν + ξ̃σ̄µψν)

}
, (C.49)

esto implica que δξSEH = 0. Es decir, la acción de Einstein-Hilbert es invariante bajo transforma-
ciones supersimétricas globales en términos de espinores de Weyl.
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Apéndice D

Espacio fase d3LIPS

Uno de los puntos más complicados de calcular en física de partículas, la sección eficaz dife-
rencial. La sección eficaz diferencial para el proceso, 1 + 2 → 3 + 4; no importando el marco de
referencia en el que se trabaje la cinemática, esta dada por la siguiente expresión:

dσ =
1

4

√
(p1 · p2)2 − (m1 ·m2)

2
|M|2 dlips 2 (p1 + p2) , (D.1)

con

d lips2 (p1 + p2) = (2π)4δ4(p1 + p2 − p3 − p4
) d3p⃗3
(2π)32E3

· d3p⃗4
(2π)32E4

. (D.2)

El efecto Compton
En el marco de referencia de laboratorio tenemos que

dlips2(p1 + p2) = (2π)4δ4 (p1 + p2 − p4 − p3)
d3−→p4

(2π)32E3

d3−→p3
(2π)32E4

(D.3)

=
d3−→p4d3−→p3
16π2ω4E4

δ (me + ω2 − ω4 − E4) δ
3
(
O⃗ + p⃗2 −−→p4 −−→p3

)
, (D.4)

ya que E3 = ω4, E2 = ω2, E1 = me y p⃗1 = 0. Por lo que la integral en el espacio fase es:∫
d lips2(p1 + p2) =

1

16π2

∫
d3p⃗4d

3p⃗3
ω4E4

δ (me + ω2 − ω4 − E4) δ
3 ((p⃗2 − p⃗4)− p⃗3) , (D.5)

luego, escribiendo el elemento de volumen del espacio fase de momento d3p⃗4 en coordenadas esfé-
ricas, tenemos:

d3−→p4 = |−→p4|2d |p4| dϕd cos θ (D.6)

= ω2
4dω4dϕd cos θ. (D.7)

Con esta información entonces nuestro espacio fase quedaría de la siguiente manera:∫
d lips2(p1 + p2) =

1

16π2

∫
ω2
4dω4dϕd cos θ

ω4E4
δ (me + ω2 − ω4 − E4) δ

3 ((p⃗2 −−→p4)−−→p3) (D.8)

=
2π

8π2

∫
ω2
4dω4d cos θ

ω4E4
δ (me + ω2 − ω4 − E4) δ

3 ((−→p2 −−→p4)−−→p3) (D.9)

=
1

8π

∫
ω4dω4d cos θ√
|−→p3|2 +m2

e

δ

(
me + ω2 − ω4 −

√
|−→p3|2 +m2

e

)
δ3 ((p⃗2 −−→p4)−−→p3) ,

(D.10)
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donde hemos usado que E4 =
√
|p⃗3|2 +m2

e. Posteriormente, utilizamos δ3 ((p⃗2 −−→p4)−−→p3) para
hacer la integral sobre −→p3. Esta simplemente reemplaza todos los −→p3 por (p⃗2 −−→p 4) reflejando la
conservación del momento, entonces:∫
d lips2(p1 + p2) =

1

8π

∫
ω′dω′d cos θ√
|p⃗2 − p⃗4|

2
+m2

e

δ

(
me + ω2 − ω4 −

√
|p⃗2 − p⃗4|2 +m2

e

)

=
1

8π

∫
ω4dω4d cos θ√

m2
e + ω2

2 + ω4 − 2ω2ω4 cos θ
δ

(
me + ω2 − ω4 −

√
m2

e + ω2
2 + ω2

4 − 2ω2ω4 cos θ

)
,

con |−→p2 −−→p4|
2
= (−→p2 −−→p4) · (p2 −−→p4). Enseguida, realizamos la integral con respecto a ω4, la cual

se resuelve empleando la siguiente propiedad de la función delta de Dirac∫
f(z)δ(g(z))dz =

f(z)

|g′(z)|
. (D.11)

Sean

f (ω4) =
ω4√

m2
e + ω2

2 + ω2
4 − 2ω2ω4 cos θ

=
ω4

E4

g (ω4) = me + ω2 − ω4 −
√
m2

e + ω2
2 + ω2

4 − 2ω2ω4 cos θ, (D.12)

entonces

g (ω4) = −1− 1

2

(
m2

e + ω2
2 + ω2

4 − 2ω2ω4 cos θ
)−1/2 × (2ω4 − 2ω2 cos θ)

= −1− ω4 − ω2 cos θ

(m2
e + ω2

2 + ω2
4 − 2ω2ω4 cos θ)

1/2

= −1− (ω4 − ω2 cos θ)

E4
, (D.13)

con lo anterior, se tiene que∫
dips2(p1 + p2) =

1

8π

∫
d cos θ

ω4

E4
· 1∣∣∣−1− ω4−ω2 cos θ

E4

∣∣∣
=

1

8π

∫
d cos θω4

E4
· 1∣∣∣1 + ω4−ω2 cos θ

E4

∣∣∣
=

1

8π

∫
d cos θω4

E4 + ω4 − ω2 cos θ

=
1

8π

∫
d cos θω4

me + ω2 − ω4 + ω4 − ω2 cos θ

=
1

8π

∫
d cos θω4

me +m(1− cos θ)
(D.14)

con E4 = me + ω2 − ω4. Dado que (2.105), entonces

me + ω2(1− cos θ) =
ω2me − ω4me + ω4me

ω4
=
ω2me

ω4
, (D.15)
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entonces la integral del espacio fase nos queda∫
d lips2(p1 + p2) =

1

8π

∫
d cos θω4

ω2me

ω4

=
1

8π

∫
ω2
4

ω2me
d cos θ

=
ω2
4

8πω2me
. (D.16)

Para tener todos los términos que intervienen en la sección eficaz diferencial, veremos lo siguiente.
Si p1 · p2 = meω2; además m1 = me y m2 = mγ = 0 implica que m1 · m2 = 0, por lo tanto√

(p1 · p2).memγ = p1 ·p2 = meω2. Finalmente, la sección eficaz diferencial para el efecto Compton
visto desde el marco de referencia de laboratorio, resultaría en

dσ

d cos θ
=

1

4meω2
· 2e4

[
ω4

ω2
+
ω2

ω4
− sen2 θ

]
· ω2

4

8πω2me

=
e4

16m2
eπ

(
ω4

ω2

)2 [
ω4

ω
+
ω2

ω4
− sen2 θ

]
=
πα2

m2
e

(
ω4

ω2

)2 [
ω4

ω2
+
ω2

ω4
− sen2 θ

]
, (D.17)

donde
ω4 =

ω2

1 + ω2

me
(1− cos θ)

, (D.18)

con e4 = 16π2α2 donde es α es la constante de estructura fina
(
α = e2/4π

)
. La expresión (D.17)

es la famosa fórmula de Klein-Nishina, derivado por primera vez en 1929. Cuando nos vamos al
límite ω2 → 0, esta fórmula se comporta de la siguiente manera:

ĺım
ω2→0

ω4

ω2
= ĺım

ω2→0

1

1 + ω2

me
(1− cos θ)

=
1

1 + ĺımω2→0
ω2

me
(1− cos θ)

= 1, (D.19)

por lo tanto la sección eficaz diferencial es

dσ

dCosθ
=
πα2

m2
e

(1 + cos2θ). (D.20)

Finalmente

σ =
πα2

m2
e

∫ [
1 + cos2 θ

]
d cos θ (D.21)

=
πα2

m2
e

∫ 1

−1

[
1 + z2

]
dz =

πα2

m2
e

[
z +

z3

3

]∣∣∣∣1
−1

=
πα2

m2
e

[
4

3
−
(
−4

3

)]
, (D.22)

por lo tanto

σ =
8πα2

3m2
e

. (D.23)

Proceso: e+e− → µ+µ−

Para la Sección eficaz diferencial, el proceso: 1 + 2 −→ 3 + 4. En el caso de dos partículas en
el estado final, podemos simplificar la expresión parcialmente evaluando las integrales del espacio
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fase en el marco de referencia del centro de masa. Sea

dσ(1 + 2 −→ 3 + 4) =
1

4 |p⃗1|
√
s
M2 dlips2 (p1 + p2)

=
1

64π2

1

|p⃗1|
√
sE3E4

M2δ4 (p1 + p2 − p3 − p4) d
3p⃗3d

3p⃗4, (D.24)

a esta expresión se le conoce como regla de oro para un proceso de dispersión 1 + 2 −→ 3 + 4,
donde s es la variable de Mandelstam, el cual es equivalente a el cuadrado de la energía del centro
de masa, con

dlips2 (p1 + p2) = (2π)4δ4 (p1 + p2 − p3 − p4)

[
d3p⃗3

(2π)32E3
· d3p⃗4
(2π)32E4

]
. (D.25)

En el marco de referencia del centro de masa se tiene p⃗1 + p⃗2 = 0 = p⃗3 + p⃗4 y s = ( E1 + E2)
2,

entonces
δ4 (p1 + p2 − p3 − p4) = δ (E1 + E2 − E3 − E4) δ

3 (−p⃗3 − p⃗4) , (D.26)

expresando las energías salientes en términos de los momentos p⃗3 y p⃗4 mediante la ecuación (2.128)
se tiene

δ4 (p1 + p2 − p3 − p4) = δ

(
E1 + E2 −

√
|p⃗3|2 +m2

3 −
√
|p⃗4|2 +m2

4

)
δ3 (−p⃗3 − p⃗4) , (D.27)

e integrando sobre p⃗4 usando la función delta la expresión (D.24) toma la siguiente forma

dσ(1 + 2 −→ 3 + 4) =
M2

64π2 (E1 + E2) |p⃗1|

δ

(
E1 + E2 −

√
|p⃗3|2 +m2

3 −
√
|p⃗3|2 +m2

4

)
d3p⃗3√

|p⃗3|2 +m2
3

√
|p⃗3|2 +m2

4

.

(D.28)

En general, M2 depende de los cuatro trimomentos. Sin embargo, en este caso se tiene p⃗2 = −p⃗1
y p⃗4 = −p⃗3, por lo que permanece solo como función de p⃗1 y p⃗3. Pero p⃗1 es fijo, por lo que las
variables de las cuales la amplitud puede depender son la magnitud del trimomento p3 (|p⃗3|) y su
dirección θ. Tal como se puede ver en (2.142). Posteriormente, escribiendo el elemento de volumen
del espacio fase de momento d3p⃗3 en coordenadas esféricas:

d3p⃗3 = |p⃗3|2 d |p⃗3| dϕd cos θ = |p⃗3|2 d |p⃗3| dΩ, (D.29)

donde dΩ = sen θdθdϕ, es el diferencial de ángulo sólido. Sustituyendo en la expresión (D.29) e
integrando de 0 a ∞ se tiene que

dσ

dΩCM
=

1

64π2 (E1 + E2) |p⃗1|

∫ ∞

0

|M2|
δ

(
E1 + E2 −

√
|p⃗3|2 +m2

3 −
√
|p⃗3|2 +m2

4

)
|p⃗3|2 d |p⃗3|√

|p⃗3|2 +m2
3

√
|p⃗3|2 +m2

4

,

(D.30)
para reducir la función delta restante, se hace un cambio de variable. Sea

Eout =

√
|p⃗3|2 +m2

3 +

√
|p⃗3|2 +m2

4′ , (D.31)

el cual de define como la eneríga total de las partículas saliente. Luego, al derivar Eout con respecto
a |p⃗3|, se tiene

dEou =
Eout |p⃗3|√

|p⃗3|2 +m2
3

√
|p⃗3|2 +m2

4

d |p⃗3| , (D.32)
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despejando se tiene

|p⃗3| d |p⃗3| =

√
|p⃗3|2 +m2

3

√
|p⃗3|2 +m2

4dEout

Eout
, (D.33)

entonces la integral en (D.30) se convierte en∫ ∞

m3+m4

M2δ ((E1 + E2)− Eout )
|p⃗3|
Eout

dEout , (D.34)

utilizando las propiedades de la delta de Dirac
∫∞
−∞ f(x)δ(x− a)dx = f(a) entonces se tiene∫ ∞

m3+m4

M2δ (Eout − (E1 + E2))
|p⃗3|
Eout

dEout = M2
|p⃗3|0

(E1 + E2)
′ , (D.35)

donde |p⃗3|0 es el valor particular de |p⃗3| para el cual Eout = E1 + E2. Para encontrar este valor,
sea ρ0 ≡ |p⃗3|0 por conservación de la energía se tiene

E1 + E2 =
√
ρ20 +m2

3 +
√
ρ20 +m2

4′ , (D.36)

resolviendo esta ecuación para ρ0 se tiene

ρ0 =
1

2 (E1 + E2)

[(
(E1 + E2)

2
+m2

4 −m2
3

)2
− 4 (E1 + E2)

2
m2

4

] 1
2

. (D.37)

Finalmente, la sección eficáz diferencial para el proceso 1+2 −→ 3+4 desde el marco de referencia
del centro de masa (CM) es

dσ(1 + 2 −→ 3 + 4)

dΩCM
=

1

64π2 (E1 + E2)
2

|p⃗3|0
|p⃗1|

M2. (D.38)

Por lo tanto la sección eficaz para nuestro proceso es

dσ (e+e− −→ µ+µ−)

dΩCM
=

|p⃗3|0
64π2(2E)2 |p⃗1|

e4

E4

[
E4 +

(
E2 −m2

e

) (
E2 −m2

µ

)
cos2 θ + E2

(
m2

e +m2
µ

)]
,

(D.39)

donde E1 = E2 = E. Integrando esta ecuación se tiene

σ =
|p⃗3|0

64π2(2E)2 |p⃗1|
e4

E4

∫ 1

−1

∫ 2π

0

[
E4 +

(
E2 −m2

e

) (
E2 −m2

µ

)
cos2 θ + E2

(
m2

e +m2
µ

)]
dϕd cos θ,

(D.40)

de la integral en ϕ sale un 2π, luego haciendo el cambio de variable z = cos θ con d cos θ = dz.
Finalmente se tiene

σ
(
e+e− −→ µ+µ−) = |p⃗3|0

64π2(2E)2 |p⃗1|
e4

E4

[
E4 +

1

3

(
E2 −m2

e

) (
E2 −m2

µ

)
+ E2

(
m2

e +m2
µ

)]
,

(D.41)
donde

|p⃗3|0 =
√
E2 −m2

µ, (D.42)

ya que haciendo E1 = E2 = E y m3 = m4 = mµ en la ecuación (D.37) se llega esa igualdad,
y |p⃗1| =

√
E2 −m2

e. Por lo tanto, reescribiendo la sección eficaz, se tiene

σ
(
e+e− −→ µ+µ−) = e4

16π(2E)2

1− m2
µ

E2

1− m2
e

E2

 1
2 [

1 +
1

3

(
1− m2

e

E2

)(
1−

m2
µ

E2

)
+
m2

e +m2
µ

E2

]
.

(D.43)
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por otro lado, la constante de estructura fina se define como α = e2

4π entonces e4 = 16π2α2 y
s = (2E)2. Finalmente

σ
(
e+e− −→ µ+µ−) = πα2

s

1− m2
µ

E2

1− m2
e

E2

 1
2 [

1 +
1

3

(
1− m2

e

E2

)(
1−

m2
µ

E2

)
+
m2

e +m2
µ

E2

]
. (D.44)

Podemos hacer aproximaciones, debido a que la masa del muón (mµ = 106.6 Mev) es 200 veces más
grande que la masa del electrón (me = 0.511 Mev) se puede tomar la aproximación de me ≈ 0,
ya que me

mµ
≈ 1

200 es mucho más pequeño que el error fraccional introducido por despreciar los
términos de orden superior en las series de perturbación. Por lo tanto, la sección eficaz dada por
(D.44)

σ
(
e+e− −→ µ+µ−) = 4πα2

3s

(
1−

m2
µ

E2

) 1
2
[
1 +

1

2

m2
µ

E2

]
. (D.45)

Por otro lado, en el límite ultra-relativista cuando E ≫ mµ. Los términos m2
e

E2 ,
m2

µ

E2 y m2
e+m2

µ

2 en la
ecuación (D.44) tienden a cero. Por lo tanto

σ
(
e+e− −→ µ+µ−) = 4πα2

3s
. (D.46)

LIPS en términos de espinores de Weyl
El espacio fase invariante de Lorentz (LIPS, por sus siglas en ingles) asociado con una partícula

en la capa de masa es dado por cuatro grados de libertad de λa y λ̃a, modulo la acción del grupo
pequeño, una redundancia de GL(1). De este modo, la forma diferencial que describe el espacio
fase de una partícula en la capa de masa puede ser escrita como [19]:

d3LIPSa ≡ d2λad
2λ̃a

vol(GL(1))
, (D.47)

donde 1/vol(GL(1)) representa el elemento que elimina la redundancia GL(1) del grupo pequeño,
resultando en una forma tri-dimensional en el espacio fase.
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Apéndice E

Tecnología de las matrices de Dirac
en D = 4

Vamos a demuestrar que las matrices de Dirac satisfacen

γ0γµ†γ0 = γµ. (1)

Prueba En el 4-espacio, una representación conveniente de las matrices de Dirac es

γ0 =

(
1 0
0 −1

)
, (E.1)

γi =

(
0 σi

−σi 0

)
, (E.2)

donde 1 es la matriz identidad de 2× 2 y σi las matrices de Pauli, vemos que

γ0† = γ0, γi† = −γi (E.3)

además se cumple que

γ0γ0 = 1,
{
γ0, γi

}
= 2g0i1 = 0 ⇒ γ0γi = −γiγ0,

entonces, usando la condición (E.3) tenemos que

γ0γ0†γ = γ0γ0γ0

= 1γ0 (E.4)

= γ0, (E.5)

por otro lado, usando la condición (E.3) y el álgebra de Clifford

γ0γi†γ0 = −γ0γiγ0

= γiγ0γ0

= γi1

= γi, (E.6)

de lo anterior concluimos que
γ0γµ†γ0 = γµ (5)
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2. Use el álgebra de Clifford de las matrices de Dirac para demostrar las siguientes identidades

a) γµγ
µ = 4. (E.7)

Prueba

γµγ
µ = gµνγ

νγµ

= gµν (2g
νµ − γµγν)

= 2gµνg
νµ − gµνγ

µγν

= 2gµνg
νµ − γµγµ

⇒ 2γµγµ = 2gµνg
νµ

⇒ γµγµ = gµνg
νµ = 4. (E.8)

Segunda identidad que vamos a demostrar es

b) γνγ
µγν = −2γµ. (E.9)

Prueba

γνγ
µγν = γν (2g

µν − γνγµ)

= 2γµ − γνγ
νγµ

= (2− γνγ
ν) γµ

= (2− 4)γµ

= −2γµ. (E.10)

Tercera identidad por demostrar
c) γλγ

µγνγλ = 4gµν . (E.11)

Prueba

γλγ
µγνγλ = γλγ

µ
(
2gνλ − γλγν

)
= 2γνγµ − γλγ

µγλγν

= 2γνγµ − (−2γµ) γν

= 2γνγµ + 2γµγν

= 2 {γµ, γν}
= 4gµν . (E.12)

Cuarta identidad
d) γλσ

µνγλ = 0. (E.13)

Prueba Por definición

σµν =
i

2
[γµ, γν ]

=
i

2
(γµγν − γνγµ) , (E.14)

por lo que, usando el inciso c) y el hecho de que gµν es simétrica

γλσ
µνγλ =

i

2
γλ (γ

µγν − γνγµ) γλ

=
i

2

(
γλγ

µγνγλ − γλγ
νγµγλ

)
=
i

2
(4gµν − 4gνµ)

= 0. (E.15)

182



Tecnología de las matrices de Dirac en D = 4

Quinta identidad
e) γλσ

µνγργλ = 2γρσµν . (E.16)

Prueba usando el inciso d) y el álgebra de Clifford

γλσ
µνγργλ = γλσ

µν
(
2gρλ − γλγρ

)
= 2γρσµν − γλσ

µνγλγρ

= 2γρσµν . (E.17)

Usar el álgebra de Clifford para demostrar los siguientes resultados de trazas de matrices de Dirac:
a) Tr [γµ] = 0.

Prueba
Para µ = 0 tenemos

Tr
[
γ0
]
= Tr

(
1 0
0 −1

)
(E.18)

= 1− 1 = 0 (E.19)

para µ = i

Tr
[
γi
]
= Tr

(
0 σi

−σi 0

)
(E.20)

= 0− 0 = 0 (E.21)

por lo tanto
Tr [γµ] = 0 (12)

b) Tr [γµγν ] = 4gµν usando el álgebra de Clifford

Tr [γµγν ] = Tr [2gµν − γνγµ] (E.22)
= 2gµν Tr(I)− Tr [γνγµ] (E.23)

Por lo tanto

2Tr [γµγν ] = 2gµν4Tr [γµγν ] = 4gµν (E.24)

c) Tr
[
γµγνγλ

]
= 0. Prueba

Tr
[
γµγνγλ

]
= Tr

[
γµ
(
2gνλ − γλγν

)]
= 2gνλ Tr [γµ]− Tr

[
γµγλγν

)]
(E.25)

Por lo tanto

2Tr
[
γµγνγλ

]
= 2gνλ Tr [γµ] (E.26)

por el inciso a) concluimos que
Tr
[
γµγνγλ

]
= 0. (13)

d) Tr
[
γµγνγλγρ

]
= 4

(
gµνgλρ + gµρgνλ − gµλgνρ

)
Prueba

Tr
[
γµγνγλγρ

]
= Tr

[
γµγν

(
2gλρ − γργλ

)]
= 8gµνgλρ − Tr

[
γµ (2gνρ − γργν) γλ

]
= 8gµνgλρ − 8gνρgµλ +Tr

[
γµγργνγλ

]
= 8gµνgλρ − 8gνρgµλ +Tr

[
(2gµρ − γργµ) γνγλ

]
= 8gµνgλρ − 8gνρgµλ + 8gµρgνλ − Tr

[
γργµγνγλ

]
. (E.27)
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entonces
2Tr

[
γµγνγλγρ

]
= 8gµνgλρ − 8gνρgµλ + 8gµρgνλ, (E.28)

por lo que, finalmente

Tr
[
γµγνγλγρ

]
= 4gµνgλρ − 4gνρgµλ + 4gµρgνλ

= 4
(
gµνgλρ − gνρgµλ + gµρgνλ

)
(E.29)
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Apéndice F

Representación de las matrices de
Dirac en D = 4

REPRESENTACION DE MAJORANA. La representación de Majorana de las matrices
de Dirac está relacionada con la representación de Dirac a través de la siguiente transformación

γµM = UγµDU
† (F.1)

donde

U =
1√
2

(
I σ2

σ2 −I

)
(F.2)

con I y σ2 es la matriz identidad 2× 2 y la matriz de Pauli, respectivamente. Determine la forma
de las matrices γµyγ5 en esta representación

Prueba
En la representación de Dirac, las matrices de Dirac son

γ0D =

(
I 0
0 −I

)
, (F.3)

γiD =

(
0 σi

−σi 0

)
, (F.4)

por otro lado

U† =
1√
2

(
I σ2

σ2 −I

)
, (F.5)

para µ = 0

γ0M = Uγ0DU
† (F.6)

=
1

2

(
I σ2

σ2 −I

)(
I 0
0 −I

)(
I σ2

σ2 −I

)
(F.7)

=
1

2

(
I −σ2

σ2 I

)(
I σ2

σ2 −I

)
(F.8)

=
1

2

(
0 2σ2

2σ2 0

)
(F.9)

=

(
0 σ2

σ2 0

)
(F.10)
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para µ = i

γiM = UγiDU
† (F.11)

=
1

2

(
I σ2

σ2 −I

)(
0 σi

−σi 0

)(
I σ2

σ2 −I

)
(F.12)

=
1

2

(
−σ2σi σi

σi σ2σi

)(
I σ2

σ2 −I

)
(F.13)

=
1

2

(
σiσ2 − σ2σi −σ2σiσ2 − σi

σi + σ2σiσ2 σiσ2 − σ2σi

)
. (F.14)

Usando el álgebra de Clifford y la propiedad de que las matrices de Pauli elevadas al cuadrado son
la identidad, por lo que

γiM =

(
σiσ2 0
0 σiσ2

)
, (F.15)

entonces

γ1M =

(
σ1σ2 0
0 σ1σ2

)
(F.16)

=

(
iσ3 0
0 iσ3

)
, (F.17)

γ2M =

(
σ2σ2 0
0 σ2σ2

)
(F.18)

=

(
I 0
0 I

)
, (F.19)

γ3M =

(
σ3σ2 0
0 σ3σ2

)
(F.20)

=

(
−iσ1 0
0 −iσ1

)
. (F.21)

La matriz de quiralidad en la representación de Majorana es

γ5M = iγ0Mγ
1
Mγ

2
Mγ

3
M (F.22)

= i

(
0 σ2

σ2 0

)(
iσ3 0
0 iσ3

)(
I 0
0 I

)(
−iσ1 0
0 −iσ1

)
(F.23)

= i

(
0 iσ2σ3

iσ2σ3 0

)(
−iσ1 0
0 −iσ1

)
(F.24)

= i

(
0 iσ2σ3σ1

iσ2σ3σ1 0

)
(F.25)

= i

(
0 iI
iI 0

)
(F.26)

=

(
0 −I
−I 0

)
. (F.27)

ya que

iσ2σ3σ1 =

(
0 −i
i 0

)(
1 0
0 −1

)(
0 1
1 0

)
(F.28)

=

(
i 0
0 i

)
. (F.29)
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REPRESENTACION QUIRAL o WEYL La representación quiral de las matrices de
Dirac se define mediante la siguiente transformación

γµQ = UγµDU
†,

donde

U =
1√
2

(
I −I
I I

)
. (F.30)

Determine la forma de las matrices γµ y γ5 en esta representación

Prueba

En la representación de Dirac, las matrices de Dirac son

γ0D =

(
I 0
0 −I

)
, (F.31)

γiD =

(
0 σi

−σi 0

)
, (F.32)

por otro lado

U† =
1√
2

(
I −I
I I

)
. (F.33)

Para µ = 0

γ0Q = Uγ0DU
† (F.34)

=
1

2

(
I −I
I I

)(
I 0
0 −I

)(
I −I
I I

)
(F.35)

=
1

2

(
I I
I −I

)(
I −I
I I

)
(F.36)

=
1

2

(
2I 0
0 2I

)
(F.37)

=

(
I 0
0 −I

)
. (F.38)

Para µ = i

γiQ = UγiDU
† (F.39)

=
1

2

(
I −I
I I

)(
0 σi

−σi 0

)(
I −I
I I

)
(F.40)

=
1

2

(
σi σi

−σi σi

)(
I −I
I I

)
(F.41)

=
1

2

(
2σi 0
0 2σi

)
(F.42)

=

(
σi 0
0 σi

)
, (F.43)
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entonces

γ1Q =

(
σ1 0
0 σ1

)
, (F.44)

γ2Q =

(
σ2 0
0 σ2

)
, (F.45)

γ3Q =

(
σ3 0
0 σ3

)
. (F.46)

La matriz de quiralidad en la representación de Majorana es

γ5Q = iγ0Qγ
1
Qγ

2
Qγ

3
Q

= i

(
I 0
0 −I

)(
σ1 0
0 σ1

)(
σ2 0
0 σ2

)(
σ3 0
0 σ3

)
= i

(
σ1σ2 0
0 −σ1σ2

)(
σ3 0
0 σ3

)
= i

(
σ1σ2σ3 0

0 −σ1σ2σ3

)
= i

(
iI 0
0 −iI

)
=

(
−I 0
0 I

)
, (F.47)

ya que

σ1σ2σ3 =

(
0 1
1 0

)(
0 −i
i 0

)(
1 0
0 −1

)
(F.48)

=

(
i 0
0 i

)
. (F.49)

La matriz de transformación que relaciona la representación
de Majorana y Quiral

Prueba

La representación de Majorana es

γµM =MγµDM
†, (F.50)

donde

M =
1√
2

(
I σ2

σ2 −I

)
. (F.51)

La representación Quiral es
γµQ = QγµDQ

†, (F.52)

donde

Q =
1√
2

(
I −I
I I

)
. (F.53)
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Ahora, tomando la representación de Majorana, multiplicamos la inversa de M por la izquierda y
por la derecha multiplicamos la inversa de M†, por lo que tenemos

M−1γµM
(
M†)−1

= γµD, (F.54)

por otro lado, para la representación quiral aplicamos lo mismo que para la representación de
Majorana, entonces

Q−1γµQ
(
Q†)−1

= γµD,

igualando (F.54) y (F)

M−1γµM
(
M†)−1

= Q−1γµQ
(
Q†)−1

(F.55)

⇔ (F.56)

γµM =MQ−1γµQ

((
Q†)−1

M†
)

(F.57)

= UγµQU
†, (F.58)

donde
U =MQ−1. (F.59)

Entonces la transformación que nos lleva de la representación Quiral a la representación de Majo-
rana es

γµM = UγµQU
†, (F.60)

por lo que la matriz de transformación que relaciona las representaciones de Majorana y Quiral es

U =MQ−1

=
1

2

(
I σ2

σ2 −I

)(
I I
−I I

)
=

1

2

(
I − σ2 I + σ2

I + σ2 σ2 − I

)
. (F.61)
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Apéndice G

Soluciones a la ecuación de Dirac,
representación de Weyl

Para resolver la ecuación de Dirac libre, debemos mencionar que los espinores satisfacen la
ecuación de Klein-Gordon [4]: (

□+m2
)
ψ = 0, (G.1)

dicha ecuación tiene soluciones de onda plana:

ψs(x) =

∫
d3p

(2π)3
us(p)e

ipx, (G.2)

con p0 =
√
p⃗2 +m2 > 0. Estas soluciones son análogas a las soluciones de onda plana para espín-1:

Aµ(x) =

∫
d4p

(2π)4
ϵµ(p)e

ipx. (G.3)

En el caso de las anti-partículas las soluciones se escriben como

χs(x) =

∫
d3p

(2π)3
vs(p)e

ipx, (G.4)

también con p0 > 0. Estas son soluciones clásicas, pero las versiones cuánticas van aniquilar partí-
culas y crear anti-partículas de energía positiva. Los espinores us(p) y v̄s(p) son las polarizaciones
para las partículas y las anti-partículas, respectivamente. Estos se transforman bajo el grupo de
Poincaré mediante pµ y el grupo pequeño que estabiliza pµ. Entonces necesitamos encontrar solu-
ciones explicitas para momentos fijados pµ. Para encontrar soluciones a los espinores, se va usar la
base de Weyl en la ecuación de Dirac:(

−m p · σ
p · σ̄µ −m

)
us(p) =

(
−m −p · σ
−p · σ −m

)
vs(p) = 0. (G.5)

Tomando el marco en reposo, pµ = (m, 0, 0, 0) la ecuación de movimiento se reduce a(
−1 1
1 −1

)
us =

(
−1 −1
−1 −1

)
vs = 0, (G.6)

de este modo las soluciones son constantes:

us =

(
ξs
ξs

)
, vs =

(
ηs
−ηs

)
, (G.7)
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para cualquier espinor de dos componentes ξs y ηs. Por ejemplo, hay cuatro soluciones linealmente
independientes:

u↑ =


1
0
1
0

 : u↓ =


0
1
0
1

 : v↑ =


−1
0
1
0

 , v↓ =


0
1
0
−1

 . (G.8)

El espinor de Dirac es un objeto complejo de cuatro componentes con ocho grados de libertad reales.
La ecuación de movimiento lo reduce a cuatro grados de libertad, los cuales pueden interpretarse
como partículas de espín arriba y anti-partículas de espín abajo. Para derivar una expresión más
general, podemos resolver la ecuación en otro marco de referencia mediante un boost y conectar
la normalización. Si el marco ahora es pµ = (E, 0, 0, pz) entonces

p · σ =

(
E − pz 0

0 E + pz

)
, p · σ̄ =

(
E + pz 0

0 E − pz

)
. (G.9)

Sea A =
√
E − pz y B =

√
E + pz, entonces m2 = (E − pz) (E + pz) = A2B2, la ecuación (G.5) se

convierte: 
−AB 0 A2 0
0 −AB 0 B2

B2 0 −AB 0
0 A2 0 −AB

us(p) = 0. (G.10)

Las soluciones son

us =

(( A 0
0 B

)
ξs(

B 0
0 A

)
ξs

)
, (G.11)

para cualquier espinor ξs. Cuando pz = 0 entonces A2 = B2 = m, y estas soluciones se reducen a
(G.7). Las soluciones en el marco pz son

us(p) =

(( √
E − pz 0
0

√
E + pz

)
ξs( √

E + pz 0
0

√
E − pz

)
ξs

)
. (G.12)

Similarmente para las anti-partículas

vs(p) =

( ( √
E − pz 0
0

√
E + pz

)
ηs(

−
√
E + pz 0
0 −

√
E − pz

)
ηs

)
. (G.13)

Por otro lado, usando

√
p · σ =

( √
E − pz 0
0

√
E + pz

)
,

√
p · σ̄ =

( √
E + pz 0
0

√
E − pz

)
, (G.14)

se pueden escribir de manera mas general los espinores de Dirac:

us(p) =

(√
p · σξs√
p · σ̄ξs

)
, vs(p) =

( √
p · σηs

−
√
p · σ̄ηs

)
, (G.15)
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donde la raíz cuadrada de una matriz se puede definir cambiando a la base diagonal, tomando la
raíz cuadrada de los valores propios y luego volviendo a la base original. Aunque en la práctica, se
toma pµ a lo largo del eje z, por lo que no se necesita saber cómo hacer sentido del término

√
p · σ.

Por lo tanto, las cuatro soluciones van a ser:

u1p =


√
E − pz
0√

E + pz
0

 , u2p =


0√

E − pz
0√

E + pz

 , v1p =


√
E − pz
0

−
√
E + pz
0

 , v2p =


0√

E − pz
0

−
√
E + pz

 .

(G.16)

En cualquier sistema de referencia, us son los electrones de frecuencia positiva, y vs son los electro-
nes de frecuencia negativa, o equivalentemente, los positrones de frecuencia positiva. Para espinores
sin masa, pz = ±E y las soluciones explícitas en la ecuación (G.16) son 4 vectores con un compo-
nente distinto de cero que describen espinores con helicidad fija. Las soluciones de espinores para
electrones sin masa a veces se denominan polarizaciones y son útiles para calcular las amplitudes
de dispersión de electrones polarizados. Para los espinores de Weyl, solo hay cuatro grados de
libertad reales fuera de la capa y dos grados de libertad reales dentro de la capa. Recordando que
la ecuación de Dirac se divide en ecuaciones separadas para ψL y ψR, los espinores de Dirac con
ceros en las dos filas inferiores serán ψL y aquellos con ceros en las dos filas superiores serán ψR.
Dado que ψL y ψR tienen dos grados de libertad cada uno, deben ser partícula y antipartícula para
la misma helicidad tal y como vimos en la sección 1.7.2. La incrustación de espinores de Weyl en
campos de esta manera induce representaciones unitarias irreducibles del grupo de Poincaré para
m = 0. Para averiguar cuál es la normalización que hemos elegido implícitamente, se calcula el
producto interno:

ūs(p)us′(p) = u†s(p)γ0us′(p)

=

(√
p · σξs√
p · σ̄ξs

)†(
0 1
1 0

)(√
p · σξs′√
p · σξs′

)
=

(
ξs
ξs

)†( √
(p · σ)(p · σ̄) 0

0
√
(p · σ)(p · σ̄)

)(
ξs′

ξs′

)
= 2mδss′ . (G.17)

Similarmente para ṽs(p)vs′(p) = −2mδss′ . Esta es la convención para la normalización del pro-
ducto interno de espinores de Dirac masivos. También se da la siguiente relación v̄s(p)us′(p) =
ūs(p)vs′(p) = 0. Además,

u†s(p)us′(p) =

(√
p · σξs√
p · σ̄ξs

)†(√
p · σξs′√
p · σ̄ξs′

)
= 2Eξ†sξs′ = 2Eδss′ . (G.18)

Similarmente v†s(p)vs′(p) = 2Eδss′ . El cual es la convención para la normalización de espinores
de Dirac sin masa. Por otro lado, si se define p̄µ = (Ep,−p⃗) como el momento hacia atrás de pµ
entonces

v†s(p)us′(p̄) = u†s(p)vs′(p̄) = 0. (G.19)

El producto externo de los espinores para las partículas va ser:

2∑
s=1

us(p)ūs(p) ≠ p+m. (G.20)

Para las antipartículas es:
2∑

s=1

vs(p)ṽs(p) ≠ p−m. (G.21)
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Donde la suma es sobre los espinores. Ambos lados de la ecuación son matrices. Aunque podemos
pensarlos como: ∑

s

|s⟩⟨s|. (G.22)

Cuando sumamos sobre índices de espín internos se usa un producto interno y se obtiene un número.
Cuando sumamos sobre polarizaciones o espínes, se obtiene una matriz.

Grupo de Lorentz como SL(2,C)

En relatividad especial solemos ver fenómenos como la contracción de objetos, se destaca que
diferentes observadores atribuyen distintas coordenadas a los eventos espacio-temporales. Sin em-
bargo, esto no es lo mismo que lo que el observador realmente ve, ya que también implica el tiempo
que la luz tardó en viajar desde el evento hasta el observador. Esto deja abierta las preguntas: ¿qué
observa un observador? ¿Cómo son realmente los objetos contraídos por Lorentz? Resulta que es-
cribir el grupo de Lorentz como SL(2,C) ofrece una forma elegante de responder a esta pregunta.
Además, lo que encontraremos es algo sorprendente [174]. Lo que un observador realmente ve son,
por supuesto, rayos de luz. A medida que los objetos se mueven a través del espacio de Minkowski,
emiten luz que luego se propaga a la posición del observador. Esto se ve expresado en los diagramas
de la Figura G.1, ambos con el observador situado en el origen del espacio de Minkowski. También
se muestran los conos de luz futuros y pasados emitidos desde el origen.

t = 0

Esfera
celestial

t‘ = 0

Esfera
celestial

(a) (b)

Figura G.1: Esfera celestial para dos observadores diferentes: (a) a un tiempo t y (b) a un tiempo
t′

En la Figura (a), se supone que el observador está estacionario con la coordenada temporal t.
En cada instante fijo, t, los rayos de luz forman una esfera S2. Esta se dibuja como el círculo azul
en el cono de luz pasado del diagrama. Si suponemos que ningún otro objeto se interpone entre esta
esfera y el observador, los rayos de luz que la intersecan son una buena representación de lo que el
observador realmente ve. Si se tomara una fotografía de todo lo que le rodea, registraría la imagen
en esta esfera. A veces se le llama esfera celeste, lo que refleja que así es como deberíamos pensar
en ver el cielo nocturno. Veamos ahora lo que ve un observador en un sistema inercial diferente.
Esto se muestra en la Figura (b). Este segundo observador también tomará una fotografía al pasar
por el origen. Sin embargo, la esfera celeste de este nuevo observador está dada por rayos nulos que
se encuentran en t′ = constante. Aunque ya no es evidente en la imagen, sabemos que el espacio
definido por la intersección de los rayos de luz con el hiperplano t′ constante debe seguir siendo
una esfera, simplemente porque todos los observadores inerciales son equivalentes. Sin embargo,
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esta nueva esfera celeste está claramente inclinada con respecto a la anterior. Los cuatro rayos de
luz dibujados en azul de la Figura G.1, intersecan ambas esferas celestes. Por lo tanto, estos rayos
de luz proporcionan un mapa entre lo que ven los dos observadores. Este es un mapeo entre las
dos esferas celestes, S2 → S2. Cualquier punto de un rayo de luz se encuentra, por definición, a
una distancia de separación del origen cuando se mide con la métrica de Minkowski. De forma
equivalente, la matriz hermítica de 2 × 2 denotado como P̂ que describe este punto debe tener
determinante nulo. Pero existe una forma sencilla de escribir estas matrices con determinante cero.
Introducimos un vector complejo de dos componentes, λa, con a = 1, 2. Entonces podemos escribir
lo siguiente

P̂ = λλ† =

(
|λ1|2 λ1λ

†
2

λ2λ
†
1 |λ2|2

)
, (G.23)

que, por construcción, obedece a det P̂ = 0, similar a la matriz que vemos en (1.272). Es fácil
comprobar que la matriz hermítica más general P̂ con det P̂ = 0 y traza no negativa puede
escribirse de esta manera. La condición de traza no negativa significa que P̂ reside en el cono
de luz futuro. Siempre podemos parametrizar el cono de luz pasado mediante P̂ = −λλ†. Sin
embargo, cabe destacar que existe una redundancia en esta descripción, ya que si rotamos ambas
componentes de λ una fase, de modo que λ→ eiβλ, entonces P̂ permanece inalterado. En nuestra
nueva notación, la esfera celestial a un tiempo t constante es dado por:

λ†λ = |λ1|2 + |λ2|2 = constant. (G.24)

De hecho, esta afirmación contiene algunos cálculos matemáticos interesantes. Es obvio que, dadas
dos variables complejas λ1 y λ2, la ecuación (G.24) define una esfera tridimensional S3. Lo que
quizás sea menos obvio, pero no por ello menos cierto, es que si identificamos todos los puntos de
S3 relacionados por λ → eiβλ, obtenemos una esfera bidimensional S2. En lenguaje matemático,
decimos que S3/U(1) ∼= S2. Es sencillo escribir directamente la función S3 → S2. Dado un dos-
vector complejo, λ, que cumple la condición λ†λ = 1, se pueden definir 3 números reales ki mediante

ki = λ†σiλ, (G.25)

donde σi son las tres matrices de Pauli (1.17). Un poco de álgebra muestra que kiki = 1. En otras
palabras, ki da un punto en S2. Esta función de S3 a S2 se denomina función de Hopf.
Utilicemos ahora estos nuevos objetos λ para construir el mapa entre las dos esferas celestes. Un
dato interesante es que las transformaciones de Lorentz actúan de forma natural sobre los dos
componentes λ. Para comprobarlo, recordemos que

P̂ ′ = λ′λ† =Mλλ†M†, (G.26)

podemos ver esto como una transformación de λ por si misma. Tenemos la transformación de
SL(2,C):

λ′ =Mλ. (G.27)

Sin embargo, esta no es exactamente nuestra transformación. Podemos partir de una esfera celeste
definida por (G.24) y aplicar una transformación de Lorentz. El problema radica en que el espacio
resultante sigue siendo la primera esfera celeste, simplemente escrita en las coordenadas del segundo
observador. Aún necesitamos propagar los rayos de luz hacia adelante y hacia atrás para que
intercepten la segunda esfera celeste. Para evitar esta complicación, es mejor pensar en estas esferas
celestes de una manera ligeramente diferente. En lugar de decir que se definen en tiempo constante,
definámoslas como clases de equivalencia de rayos de luz. Esto significa que perdemos la información
sobre dónde nos encontramos a lo largo del rayo de luz: solo conservamos la información sobre de
qué rayo de luz estamos hablando. Matemáticamente, esto es muy simple: a cada λ asociamos un
único número complejo ω ∈ C mediante

ω =
λ1
λ2
. (G.28)
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El mapa de la esfera celeste S2 → C se conoce como proyección estereográfica y se muestra en la
Figura G.2. En sentido estricto, ω parametriza C ∪ {∞}, incluyendo el punto en el infinito para
dar cabida al punto λ2 = 0, que es el polo norte de la esfera celeste. Este plano complejo extendido
se denomina esfera de Riemann.

Figura G.2: Proyección estereográfica: El hemisferio sur es mapeado dentro del circulo punteado
mientras que el hemisferio norte es mapeado fuera del circulo punteado.

Ahora, los rayos de luz vistos por el primer observador están etiquetados como ω ∈ C y forman
una esfera celeste. Los rayos de luz vistos por el segundo observador están etiquetados como
ω′ = λ′1/λ

′
2 y forman una esfera celeste diferente. Una transformación de Lorentz M ∈ SL(2,C)

actúa sobre λ como (G.27) que, en términos de ω, se lee

ω′ =
aω + b

cω + d
donde M =

(
a b
c d

)
y ad− bc = 1 (G.29)

Esta transformación en el plano complejo se conoce como transformación de Möbius. Es fácil ver
que las transformaciones de Möbius forman un grupo. De hecho, a partir de lo visto anteriormente,
no debería sorprenderle saber que el grupo de transformaciones de Möbius es SL(2,C), hasta una
identificación discreta Z2 [175]. Supongamos ahora que el primer observador ve un objeto en su
esfera celeste que traza una forma. Tras la proyección estereográfica, esto resultará en una forma en
el plano complejo (quizás pasando por el punto en el infinito). Al segundo observador le parece que
esta se transforma mediante (G.29). Al realizar la proyección estereográfica inversa, sabremos qué
forma ve realmente el segundo observador. Veamos un ejemplo sencillo. El ejemplo más sencillo
es el de un objeto que es en sí mismo una esfera. Esto significa que, cuando está estacionario
con respecto al primer observador, el contorno del objeto parece un círculo. ¿Qué ve el segundo
observador? Para responder a esta pregunta, se necesita mencionar algunos datos sencillos sobre
la proyección estereográfica y las transformaciones de Möbius:

La proyección estereográfica convierte círculos de la esfera en círculos o líneas en el plano.

Las transformaciones de Möbius convierten círculos y líneas de el plano en círculos o líneas
en el plano.

Tras estos hechos se esconde la afirmación de que ambas transformaciones son conformes, es decir,
que conservan los ángulos. La conclusión es que un círculo en la primera esfera celeste se transforma,
mediante una transformación de Lorentz, en un círculo en la segunda esfera celestial. El primer
observador ve un objeto que tiene la forma de un círculo; con el argumento de la contracción de la
longitud de Lorentz, el segundo observador verá un objeto tipo elipse. Sin embargo, esto no pasa; el
segundo observador sigue viendo un circulo. El tiempo que tarda la luz en viajar completamente,
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elimina el efecto de la contracción en la longitud. Finalmente los objetos λi son los espinores
de Weyl, vectores de dos componentes complejos que se transforman bajo el grupo SL(2,C), en
realidad son espinores de Weyl izquierdos, para obtener los espinores de Weyl derechos, se cambia
ϕ → −ϕ como vimos en las ecuaciones (1.257) y (1.258). Ya hemos visto cómo se pueden usar los
espinores para describir los rayos de luz. Pero este no es su único uso; tienen otras utilidades. Hay
algunas propiedades que hacen muy sorprendente a los espinores lo que permite que tengan alguna
relevancia real en el mundo. Esto nos remonta a la observación de que SL(2,C) es la doble cobertura
del grupo de Lorentz. Supongamos que existe algún objeto en el universo que se describe mediante
un espinor. Esto significa, en particular, que el estado del objeto con λ es diferente del estado del
objeto con −λ. ¿Qué sucede cuando rotamos este objeto? Bueno, ya hemos visto cómo realizar una
rotación usando matrices SL(2,C): están dadas por (1.257) y (1.258). Excepto que si actuamos
sobre espinores, debemos tomar una decisión: ¿elegimos +M o −M? Porque, a diferencia de la
acción en el espacio de Minkowski, estas dos matrices diferentes resultarán en estados λ distintos
después de una rotación. En realidad, no importa qué opción elijamos, siempre y cuando elijamos
una. Así que, supongamos que una rotación sobre un eje ni actúa sobre un espinor mediante

λ→ exp

(
iθ

2
niσi

)
λ (G.30)

Todo esto parece estar bien. La sorpresa surge al observar lo que ocurre si rotamos el espinor
2π. No vuelve a su estado original. En cambio, tras una rotación de 2π, encontramos λ → −λ.
¡Tenemos que rotar 4π para que el espinor vuelva a su estado original! ¿No sería asombroso si
existieran objetos en el universo con esta propiedad: que al rotarlos se descubriera que no volvían a
su estado original? Esto es aún más asombroso al comprender que rotar un objeto es lo mismo que
rodearlo. Si existieran tales objetos, se podría rodearlos una vez y ver que el objeto se encuentra
en un estado diferente simplemente porque se ha caminado a su alrededor. Estos objetos son los
electrones, protones y neutrones. Estas partículas contienen un momento angular intrínseco cuya
dirección es descrita por un espinor en lugar de un vector. Rota un electrón 360 grados y no va ser
el mismo, si lo rotamos 720 grados tenemos el mismo electrón con el que empezamos. La simetría
de grupo del universo en donde vivimos no es el grupo de Lorentz SO+(1, 3); mas bien es la doble
cubierta SL(2,C)
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Apéndice H

Corte Unitario y BCFW para
calcular a ordenes de Lazos

El cuerpo central de esta tesis fue calcular eficientemente amplitudes de dispersión desde teorías
como QED hasta teorías más complicadas como Supergravedad. Por lo tanto, vamos a ver en esta
sección algunas técnicas sobre cómo calcular el orden de lazos (loops, en ingles) siguiendo las ideas
que vimos en el capítulo 4 basándonos en los espinores de helicidad de Weyl. Seguimos el mismo
procedimiento del libro de Elvang y Huang [9], también hay otras referencias donde se trata el
tema de integrales de Feynman [176, 177], uno de los más útiles es la integración por partes [178].
Las correcciones a orden de lazos son, por supuesto, muy relevantes, tanto en aplicaciones de física
de partículas como para nuestra comprensión de la estructura matemática de la matriz S. En está
sección, exploramos la estructura de las amplitudes de lazos. Las reglas de Feynman requieren la
conservación del momento en cada vértice de un diagrama de Feynman. A nivel de árbol, esto fija
todos los momentos de las líneas internas (propagadores) en función de los momentos externos. A
nivel de lazos, la conservación del momento deja un momento indeterminado por lazo y se debe
integrar sobre todos estos momentos no fijos. Por ejemplo, en D dimensiones, se tiene una integral
de lazo D dimensional para cada lazo. Por ejemplo, en la teoría ϕ3, uno de los diagramas que
contribuye a la amplitud de 1 lazo de 4 puntos es:

p1

p2 p3

p4
ℓ

=
∫

dDℓ
(2π)2

1
ℓ2 (ℓ− p1)2(ℓ−p1 − p2)2 (ℓ+ p4)2

Figura H.1: Integral de caja escalar

Otro ejemplo, es el diagrama de la corrección de 1 lazo a la amplitud de 4 puntos en QED
escalar:
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p4

p1 p2

p3

M4ℓ
QED =

Aquí M4ℓ
QED es

M4ℓ
QED = e4

∫
dDℓ

(2π)D
[(ℓ− 2p1) · (ℓ+ 2p2)] [(ℓ− p1 + p4) · (ℓ+ p2 − p3)]

ℓ2 (ℓ− p1)
2
(ℓ− p1 − p2)

2
(ℓ+ p4)

2 , (H.1)

donde e es la carga eléctrica del escalar. Nótese que la integral (H.1) tiene dependencia del momento
de lazo en el numerador. En general, una amplitud de lazo L puede escribirse esquemáticamente
como:

ML-lazo
n =

∑
j

∫ ( L∏
l=1

dDℓl
(2π)D

)
1

Sj

njcj∏
αj
p2αj

, (H.2)

donde la suma abarca todos los posibles diagramas de Feynman de lazos j. Para cada diagrama, ℓl
denota los momentos de los lazos L, αj etiqueta los propagadores y Sj es el factor de simetría aso-
ciado al diagrama. Los factores cinemáticos del numerador nj son polinomios de productos internos
invariantes de Lorentz de los momentos externos, de lazos, y vectores de polarización (u otras fun-
ciones de onda externas). Las constantes cj capturan la información sobre los acoplamientos y los
factores del grupo de norma. En este trabajo nos centraremos en el límite planar de las amplitudes
de Yang-Mills como ejemplo. En este contexto, el límite planar significa que las amplitudes tienen
una única estructura de traza, al igual que las amplitudes de árbol. Este tipo de amplitudes se
denominan planares. Los diagramas que contribuyen a una amplitud son precisamente aquellos en
los que no se cruzan líneas. A nivel de lazos, se distinguen tres tipos de objetos:

El integrando del lazo es la función racional dentro de la integración del momento del
lazo.

La integral del lazo es la combinación del integrando y la medida de integración del mo-
mento del lazo; este es un objeto formal, ya que no hemos especificado la región de integración
del momento del lazo ni abordado las divergencias.

La amplitud del lazo es el resultado de realizar las integraciones de los lazos en la
integral del lazo. Si integramos sobre el espacio físico de momento R1,3, la integral puede tener
divergencias infrarrojas (IR) y/o ultravioleta (UV). Necesitamos regular dichas divergencias
para que el resultado de la integración, la amplitud del lazo, esté bien definido.

Nos centraremos principalmente en el integrando del lazo y la integral del lazo. Sin embargo, es útil
comprender la estructura analítica de la amplitud del lazo, ya que esta revela qué restricciones debe
satisfacer el integrando del lazo y, por lo tanto, la integral. No es sorprendente que las integrales
de amplitudes de lazos puedan ser divergentes. Integran una función racional (el integrando del
lazo) sobre L copias de R1,3, lo que incluye regiones donde el momento del lazo es infinito |ℓ| → ∞,
así como regiones donde el integrando-denominador puede anularse; en ambos casos, se producen
divergencias potenciales. Tras regular la amplitud y separar las divergencias, las partes finitas de
la amplitud no suelen ser simplemente funciones racionales. Para amplitudes de lazos inferior sin
masa, a veces se encuentran funciones que pueden expresarse en forma de integrales iterativas o
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productos de integrales iterativas. Por ejemplo,

log(x) =

∫ x

0

dt

t
, log(x) log(y) =

(∫ x

0

dt

t

)(∫ y

0

ds

s

)
, Li2(x) =

∫ x

0

dt

t

∫ t

0

du

1− u
. (H.3)

La última función, Li2, es un dilogaritmo. Es el caso especial q = 2 del polilogaritmo Liq. A partir
del conocido logaritmo Li1(x) = − log(1− x), los polilogaritmos se definen iterativamente como

Liq(x) =

∫ x

0

dt
Liq−1(t)

t
. (H.4)

Estas funciones suelen denominarse funciones trascendentales. Se asocian con un grado de trascen-
dentalidad, dado por la dimensión de la integral involucrada. Las tres funciones en (H.3) tienen
trascendentalidad 1, 2 y 2, mientras que r es para el polilogaritmo Lir. Nótese que, en esta categori-
zación, π tiene trascendentalidad 1, ya que iπ = log(−1). La estructura analítica de las amplitudes
de lazos es claramente más compleja que la de las amplitudes de árbol: donde las amplitudes de
árbol son funciones racionales simples con polos simples, las integraciones de lazos suelen dar lugar
a logaritmos generalizados, como en (H.3), y otras funciones especiales. Estas tienen cortes de
rama (branch cuts, en ingles), además de polos. La estructura de polos bien comprendida de las
amplitudes de árbol fue fundamental para el desarrollo de las relaciones de recursión BCFW en la
capa de masa de la sección 4.3, por lo que, a primera vista, parece difícil desarrollar un enfoque
similar en la capa de masa para las amplitudes de lazos. No obstante, la estructura analítica de
los integrandos de lazo puede aprovecharse para reconstruir la amplitud a partir de menor orden.
Veamos cómo hacerlo. Si una integral de lazo diverge a medida que el momento del lazo aumenta, se
dice que el diagrama de lazo presenta una divergencia ultravioleta (UV). Con un momento de lazo
elevado, los denominadores de los propagadores se comportan como ℓ2, por lo que un integrando
dado se comporta como ∫

dDℓ
ℓN

(ℓ2)
P

∼
∫
d|ℓ| |ℓ|

N+D−1

|ℓ|2P
, (H.5)

donde D es el número de dimensiones del espacio-tiempo, P es el número de propagadores y N
cuenta las potencias de los momentos del lazo en el numerador. Con D + N − 2P = 0, 1, 2, . . .,
la integral es logarítmica, lineal, cuadráticamente divergente, etc. Para regular el comportamiento
UV de la integral, se puede introducir un límite UV explícito Λ, pero suele ser más conveniente
continuar analíticamente el espacio-tiempo hasta 4 − 2ϵ dimensiones y usar ϵ como parámetro de
regularización. Esta es la regularización dimensional, ampliamente utilizada en la teoría cuántica
de campos debido a su atractivo atributo de preservar la invariancia de norma [179]. Si la amplitud
presenta divergencias UV, esto nos indica que, a distancias cortas, la teoría debe modificarse, ya sea
modificando las constantes de la acción original o añadiendo nuevos operadores locales a la acción.
La forma en que se modifica la teoría depende crucialmente de la forma de la divergencia. Dado que
la integral de lazo tiene una dimensión de masa definida, la divergencia debe multiplicarse por un
invariante cinemático con la dimensión correspondiente. Si este invariante es la amplitud del árbol,
entonces podemos simplemente modificar las constantes, como los factores de acoplamiento genera-
les, de la amplitud del árbol para absorber esta divergencia. Esta modificación puede traducirse en
la modificación de las constantes de acoplamiento y las masas en la descripción lagrangiana de la
teoría. Si, por otro lado, el invariante cinemático frente a la divergencia del lazo no es proporcional
a la amplitud del árbol, entonces esto significa que uno tiene que modificar la teoría agregando nue-
vos operadores a la acción de modo que las divergencias puedan ser absorbidas. El procedimiento
para eliminar las divergencias UV de las amplitudes de lazos se denomina renormalización. Si las
divergencias UV de todas las amplitudes de lazos de una teoría dada pueden eliminarse añadiendo
un número finito de términos a la acción (incluido cero), se dice que la teoría es renormalizable. La
renormalización es un tema fundamental en la teoría cuántica de campos. Es crucial para realizar
predicciones físicas a partir de las teorías de norma, y sus técnicas han demostrado su eficacia
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en las notables y exitosas comparaciones de predicciones teóricas con resultados experimentales.
Otro tipo de singularidad son las divergencias infrarrojas (IR). Pueden provenir de dos fuentes:
divergencias suaves y divergencias colineales. Para facilitar el análisis, consideremos una integral
con dos patas adyacentes sin masa:

···
· · ·

· · ·

ℓ

p1

p2

Figura H.2: Intengrando

La parte relevante de este integrando es∫
dDℓ

(ℓ+ p1)
2
ℓ2 (ℓ− p2)

2 . (H.6)

Ahora, consideremos las coordenadas del cono de luz en notación de Elvang y Huang [9]

p+ ≡ p0 + p1, p− ≡ p0 − p1, p⃗⊥ ≡
(
p2, p3, . . . , pD−1

)
. (H.7)

Entonces p2 = −p+p− + p2⊥. Siempre podemos elegir las coordenadas de tal manera que p1 esté en
la dirección p−. Para simplificar, elegimos que p2 esté en la dirección p+; esto no es general, pero
el resultado de la discusión sí lo será. La integral del lazo es ahora:∫

dℓ+dℓ−dD−2ℓ⊥(
ℓ2 − 2ℓ+p−1

)
ℓ2
(
ℓ2 − 2ℓ−p+2

) . (H.8)

Donde se han eliminando los factores generales. Consideremos la región de integración donde el
momento del lazo se suaviza, ℓµ → 0. En la práctica, escalamos la integral a esta región cambiando
la variable de integración de ℓ+ a t como:

ℓ+ → t, ℓ− → tℓ−, ℓ⃗⊥ → tℓ⃗⊥. (H.9)

Todos los términos en ℓ2 escalan homogéneamente como t2, lo cual conduce a ℓ.pi para t pequeño.
Por lo tanto, para t cercano a cero, la integral (H.8) da∫

tD−1dt

t4
=

∫
dt

t5−D
. (H.10)

En D = 4, esta integral es logarítmicamente divergente cerca de t = 0 Podemos regularla conti-
nuando formalmente las dimensiones del espacio-tiempo hasta 4− 2ϵ, y ahora tenemos:∫

t3−2ϵdt

t4
=

∫
dt

t1+2ϵ
=

1

2ϵ
+O

(
ϵ0
)
. (H.11)
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Esta divergencia se denomina divergencia suave, ya que se produce cuando el momento del lazo
es más suave que los lados externos. A continuación, consideramos un límite en el que el momento
del lazo se vuelve colineal con p1: escalando las componentes para alinearlas con la dirección p−

ℓ+ → t2, ℓ− → ℓ−, ℓ⃗⊥ → tℓ⃗⊥. (H.12)

Nuevamente, ℓ2 escala como t2, por lo que para t pequeño tenemos que
(
ℓ2 − 2ℓ+p−1

)
escala como

t2 y que ( ℓ2 − 2ℓ−p+2 ) va como t0 en orden principal. Por lo tanto, el comportamiento general de
la integral para t pequeño es nuevamente (H.11), por lo que va como 1/ϵ en dimensiones 4 − 2ϵ.
Esta es una divergencia colineal; corresponde al límite donde el momento del lazo se vuelve colineal
con uno de los momentos externos. Las divergencias suaves pueden ocurrir simultáneamente con
divergencias colineales, por lo que en la regularización dimensional D = 4− 2ϵ, la ℓ-integración de
la Figura H.2 se comporta en orden principal como 1/ϵ2. Para una amplitud de L-lazos, las diver-
gencias IR principales suelen ser de orden 1/ϵ2L. Los límites suaves y colineales para amplitudes
en teorías de norma sin masa se han estudiado desde finales de la década de 1970 [180].
La aparición de divergencias IR no responde a la necesidad de modificar la teoría original. Más
bien, es consecuencia de una sutileza en la definición de las amplitudes de dispersión para partí-
culas sin masa. Para definir una amplitud de dispersión, es necesario tener una noción clara de
los estados asintóticos, es decir, ¿qué son exactamente las partículas que estamos dispersando?
Si partículas idénticas sin masa se vuelven colineales, es difícil distinguirlas de una sola partícula
sin masa: una sola partícula con un momento definido similar al de la luz es indistinguible de
cientos de partículas blandas cuyos momentos son colineales y cercanos a cero. Esta ambigüedad
para los estados asintóticos sin masa se refleja en las divergencias IR de las amplitudes de lazo,
así como en las singularidades de los límites blandos y colineales de la amplitud a nivel de árbol.
Las singularidades suaves y colineales de árbol y lazos están estrechamente relacionadas, como se
puede observar en el cálculo de la sección eficaz de dispersión. La sección eficaz de un proceso de
4 puntos para cuatro gluones en la teoría pura de Yang-Mills implica el producto cuadrado de la
norma de la amplitud de gluones sumada sobre los estados. Organizando la expansión perturbativa
en potencias del acoplamiento de norma g, se tiene:

dσ
d Ω ∝ Σi ⟨ g1g2 | S | i ⟩ ⟨ i | S | g3 g4 ⟩ =

Árbol Árbol 1-Lazo Árbol

Árbol Árbol

+

+ + O
(
g8
)

g4 g6

g6

+

La suma
∑

i representa la suma de todos los estados multi-partícula en la capa de masa y S es
la matriz S. La línea discontinua en cada diagrama representa la suma de las especies de partículas
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del lado interno en la capa de masa. Las amplitudes de árbol de 4 gluones y de un lazo son de
orden g2 y g4, respectivamente, mientras que la amplitud del árbol de 5 gluones es de orden g3. Por
lo tanto, el producto de las amplitudes del árbol de 4 gluones y de un lazo contribuyen al mismo
orden, es decir g6, como el producto de dos amplitudes de árboles de 5 gluones. Diagramáticamente,
se puede observar que la divergencia colineal de la amplitud del lazo de 4 gluones en un diagrama
puede considerarse, de hecho, como la divergencia colineal de la amplitud del árbol de 5 puntos,
vista de otra manera:

Las divergencias colineales de las amplitudes de árbol de 5 puntos cancelan la divergencia IR
de las amplitudes de un lazo de 4 puntos para producir una sección eficaz finita.

La discusión anterior ilustra que las divergencias IR de las amplitudes de lazos están íntima-
mente ligadas al comportamiento suave y colineal de las amplitudes de árbol. Históricamente, esto
ha servido como punto de partida inspirador para el desarrollo de las relaciones de recursión a nivel
de árbol [68], discutidas en la sección 4.3. Nótese que si un proceso de dispersión está ausente a
nivel de árbol y no es nulo solo a nivel de lazos, entonces el resultado de orden principal no puede
tener singularidades IR; no tendría una contraparte a nivel de árbol que cancelara sus divergencias
IR en la sección eficaz. Por ejemplo, las amplitudes de gluones con todos los valores negativos o con
un solo valor positivo se anula a nivel de árbol [4, 9, 26], pero en la teoría pura de Yang-Mills son
no nulas a orden de un lazo. Se puede demostrar mediante cálculo explícito que los resultados para
estas amplitudes de gluones están libres de divergencias IR y, de hecho, son funciones racionales
simples [181, 182]. La teoría de Yang-Mills pura es

M1-lazo
n

[
1−2− . . . n−

]
=

∑
[i1i2] ⟨i2i3⟩ [i3i4] ⟨i4i1⟩

[12][23] · · · [n1]
, (H.13)

Donde la suma en el numerador es mayor que 1 ≤ i1 < i2 < i3 < i4 ≤ n y se han descartado
los factores de normalización generales. Por otro lado, resulta útil considerar un conjunto de inte-
grales escalares básicas y sus resultados integrados en la regularización dimensional. Las integrales
escalares de un lazo I(i)m son los diagramas de Feynman de m-gonos que aparecen en la teoría ϕn:

ℓ

. . .
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En las integrales escalares, la dependencia de los momentos del lazo y los externos se limita úni-
camente a los propagadores. Las integrales escalares de un lazo se clasifican como burbujas, trián-
gulos, cajas, etc., si tienen propagadores 2, 3, 4, etc. Estas integrales se denotan por I2;n (Ki,Kj),
I3;n (Ki,Kj ,Kk), y I4;n (Ki,Kj ,Kk,Kl), donde el subíndice indica el número de vértices de los
diagramas, así como el número de patas externas involucradas. Ki es la suma de los momentos
externos en cada vértice. Las integrales escalares de caja, triángulo y burbuja de 4 puntos son:

p1

p2 p3

p4
ℓ

I4;4

p1

p2
p3

p4ℓ

I3;4

p2

p1

p3

p4

I2;4

a) Cajas b) Triangulos c) Burbujas

Donde

I4;4 = I4;4 (p1, p2, p3, p4) =

∫
dDℓ

(2π)D
1

ℓ2 (ℓ− p1)
2
(ℓ− p1 − p2)

2
(ℓ+ p4)

2 ,

I3;4 = I3;4 (p1, p2, p3 + p4) =

∫
dDℓ

(2π)4
1

ℓ2 (ℓ− p1)
2
(ℓ− p1 − p2)

2 , (H.14)

I2;4 = I2;4 (p1 + p2, p3 + p4) =

∫
dDℓ

(2π)4
1

ℓ2 (ℓ− p1 − p2)
2 .

Encontramos la integral de caja escalar en (H.1). En D = 4, el conteo de potencias muestra que
las integrales de caja y triángulo I4;n y I3;n no pueden tener divergencias UV, solo divergencias
IR debido a las esquinas sin masa. Las excepciones son los casos en los que todas las esquinas son
masivas, es decir, todas K2

i ̸= 0; tales integrales de triángulo y caja masivas son finitas IR. Las
integrales de burbuja I2;n tienen divergencias UV, pero no divergencias IR porque ambas esquinas
son masivas, K2

i ̸= 0. La integral de burbuja escalar con una esquina sin masa se anula en la
regularización dimensional. Esto se debe a que la integral tiene una dimensión de masa de 2, pero
no hay una cantidad dimensional que le dé dimensión, ya que el único invariante que entra en la
integral es K2

i = 0. Si se establece D = 4− 2ϵ, los resultados integrados de las integrales de caja,
triángulo y burbuja de 4 puntos son:

I4;4 (p1, p2, p3, p4) =
γΓ
su

(
2

ϵ2

[(
−µ−2s

)−ϵ
+
(
−µ−2u

)−ϵ
]
− ln2

( s
u

)
− π2

)
+O(ϵ),

I3;4 (p1, p2, p3 + p4) =
γΓ
ϵ2
(
−µ−2s

)−1−ϵ
+O(ϵ), (H.15)

I2;4 (p1 + p2, p3 + p4) = γΓ

(
1

ϵ
− ln

(
−µ−2s

)
+ 2

)
+O(ϵ).

Aquí,
γΓ = Γ(1 + ϵ)Γ2(1− ϵ)/Γ(1− 2ϵ), (H.16)

y µ es la escala de regularización. Estos resultados y sus generalizaciones de n puntos se pueden
encontrar en [183]. Las integrales de caja y triángulo de un lazo son 1/ϵ2, como se esperaba de la
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combinación de las divergencias suaves y colineales. La divergencia 1/ϵ en la integral de burbuja es
una divergencia UV. Las integrales escalares de caja, triángulo y burbuja proporcionan una base
para amplitudes de un lazo en D = 4 dimensiones. Veremos cómo funciona esto más adelante en
el método de unitariedad.

Método del Corte Unitario
Consideremos la amplitud del gluón de un lazo de n puntos, ordenada por colores, en la teoría

pura de Yang-Mills como ejemplo. Supongamos que identificamos el momento del lazo ℓ tal que,
en cada diagrama de Feynman, ℓ es el momento que fluye entre los tramos 1 y n, como se indica
para n = 5 en la Figura H.3:

ℓ

p1

p2
p3

p4

p5

=

p1

p2

p3

p4p5

ℓ

+

p1

p2 p3

p5 p4

ℓ
+

p1

p2
p3

p4

p5

ℓ
+ · · ·

Figura H.3: La suma de los residuos de todos los diagramas de Feynman con propagadores ℓ2 y
(ℓ− p1 − p2)

2 en la capa de masa debe dar el producto de dos amplitudes a nivel árbol.

Entonces, podemos agrupar inequívocamente todos los diagramas de Feynman distintos bajo
una integral, ∫

dDℓ
∑
j

Jj , (H.17)

Los integrandos Jj toman la forma indicada por (H.2). Para calcular la amplitud completa, nece-
sitamos integrar ℓ sobre R4 (después de la rotación de Wick desde R1,3), pero centrémonos en el
subplano donde el momento de lazo satisface las dos condiciones de corte.

ℓ2 = (ℓ− p1 − p2)
2
= 0. (H.18)

En este subplano, los integrandos de la forma

Jj =
1

Sj

cjnj

. . . (ℓ2) . . . (ℓ− p1 − p2)
2
. . .
, (H.19)

se vuelven singulares. La singularidad corresponde a una conFiguración cinemática donde los dos
propagadores, 1/ℓ2 y 1/ (ℓ− p1 − p2)

2, se encuentran en la misma capa de masa. La suma de los
residuos de todos estos integrandos debe ser equivalente al producto de dos amplitudes de árbol en
la misma capa de masa, como se muestra esquemáticamente en la Figura H.3. Esta observación es
muy útil para restringir el integrando del lazo: si alguien nos da una función racional y afirma que
es el integrando del lazo único de alguna teoría (unitaria), podemos aplicar cortes, como (H.18),
y comprobar la afirmación comprobando si la función se factoriza correctamente en productos de
amplitudes de tres. De esta manera, nuestro conocimiento de las amplitudes de tres puede reciclarse
en información sobre el integrando del lazo. La operación de tomar propagadores de lazos en la
capa de masa se denomina corte unitario. Se origina en la restricción unitaria de la matriz S. Para
comprender cómo, la unitaridad requiere que S†S = 1. Al escribir S = 1+ iT , donde T representa
la parte interactuante de la matriz S, la unitaridad requiere −i

(
T − T †) = T †T . Si examinamos
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esta restricción orden por orden en la teoría de perturbaciones, nos indica que la parte imaginaria
de la matriz T en un orden dado está relacionada con el producto de los resultados de orden
inferior. En particular, la parte imaginaria de la amplitud de un lazo está dada por el producto de
dos amplitudes de árbol. Esto se ilustra en el siguiente diagrama:

2 Im 1 − Lazo = Arbol Arbol

ℓ − p1 − p2

ℓ
p1

p2 p3

p4

Figura H.4: Corte Unitario

El producto de dos amplitudes de árbol en el lado derecho implica una suma de todos los
posibles estados en la capa de masa que pueden cruzar el corte. Solo se incluyen en esta suma
los estados del espectro físico de la teoría. En la teoría de norma, los cálculos de las amplitudes
de lazos mediante diagramas de Feynman requieren fantasmas en los lazos: el propósito de estos
fantasmas es cancelar los modos no físicos en los lazos. Por el contrario, en un corte unitario (H.4),
restringimos los momentos del lazo a estar en la capa de masa y solo se incluyen los modos físicos
en las dos amplitudes en la capa en el lado derecho de (H.4). Las reglas de corte también incluyen
integrales de cualquier libertad restante en el momento del lazo después de imponer las restricciones
de corte, como (H.18), y la conservación del momento. La integral sobre todas las configuraciones
cinemáticas permitidas, con respecto al diagrama (H.4), puede escribirse como∫

dDℓδ+
(
ℓ2
)
δ+

(
(ℓ− p1 − p2)

2
)
, (H.20)

El subíndice + significa que elegimos la solución para la condición en la capa de masa que tiene un
componente temporal positivo, ℓ0 > 0, es decir, está asociada con una partícula (en lugar de una
antipartícula) que cruza el corte. Vemos que (H.20) simplemente reemplaza los dos propagadores
de corte con sus condiciones en la capa de masa, tal como lo vimos en la Figura H.1. La parte
imaginaria de la amplitud explora su estructura de corte de rama; por lo tanto, el corte unitario
nos permite relacionar la estructura polar del integrando con la estructura de corte de rama de
la integral de lazo. Se puede reconstruir el integrando analizando diferentes conjuntos de cortes
unitarios. Los cortes unitarios también pueden involucrar más de dos líneas de corte, es decir,
varias líneas internas tomadas en la capa de masa, de modo que la amplitud del lazo se factoriza
en múltiples amplitudes en la capa de lazo inferior. Un corte de N líneas simplemente significa
que N líneas internas se toman en la capa de masa. La reconstrucción de la amplitud del lazo
completo a partir de la aplicación sistemática de cortes de unitariedad se denomina método de
unitariedad generalizada [127]. Se ha aplicado a una amplia gama de problemas de dispersión, desde
predicciones en QCD de NLO hasta el comportamiento ultravioleta de las teorías de supergravedad
perturbativa. Sus aplicaciones para teorías supersimétricas y no supersimétricas han sido estudiadas
en trabajos como [184, 185, 186, 187]. La información de los cortes unitarios se puede utilizar con
mayor eficiencia si conocemos, a priori, una base completa de integrales que pueden aparecer en
las amplitudes de dispersión. Se puede demostrar que, en D dimensiones, todas las amplitudes de
un lazo pueden reescribirse como una suma de integrales escalares de un lazo de m-gonos Im para
m = 2, 3, . . . , D [188, 189, 183, 190, 191, 192]:

M1-lazo =
∑
i

C
(i)
D I

(i)
D +

∑
j

C
(j)
D−1I

(j)
D−1 + · · ·+

∑
k

C
(k)
2 I

(k)
2 + términos racionales . (H.21)
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Aquí, C(i)
m son coeficientes cinemáticos dependientes de las integrales escalares de m-gono I(i)m que

se introdujeron en (H.14). Las integrales escalares de caja, triángulo y burbuja de 4 puntos se
evaluaron en (H.15). La integral de caja de n puntos I(i)4 toma la forma (de ahora en adelante,
eliminando el subíndice n):

· · ·

· · ·

···
···

K
(i)
1 K

(i)
2

K
(i)
4

K
(i)
3

ℓI
(i)
4 =

Donde

I
(i)
4 =

∫
dDℓ

(2π)D
1

ℓ2
(
ℓ−K

(i)
1

)2 (
ℓ−K

(i)
1 −K

(i)
2

)2 (
ℓ+K

(i)
4

)2 , (H.22)

donde ( K(i)
1 ,K

(i)
2 ,K

(i)
3 ,K

(i)
4 ) son las sumas de los momentos externos en cada vértice. La etiqueta

i indica una elección particular de distribución de las líneas externas en las cuatro subamplitudes,
es decir, diferentes cortes de 4 líneas. Puede parecer sorprendente que todas las integrales de un
lazo puedan escribirse en términos de una base de integrales escalares de 1 lazo, como en (H.21), ya
que las integrales obtenidas a partir de diagramas de Feynman generalmente implican numeradores
que dependen del momento del lazo. La simplificación consiste en que se pueden usar los momentos
externos para formar una base para cualquier vector en las integrales. Por ejemplo, una ïntegral
vectorial"de un lazo de 4 puntos puede desarrollarse como:∫

dDℓ
ℓµ

ℓ2 (ℓ− p1)
2
(ℓ− p1 − p2)

2
(ℓ+ p4)

2 = a1p
µ
1 + a2p

µ
2 + a3p

µ
3 . (H.23)

Aquí simplemente utilizamos el hecho de que la integral debe ser un vector de Lorentz, y dado
que, por conservación del momento, solo hay tres vectores de momento linealmente independientes
en la entrada de 4 partículas, la respuesta debe ser una combinación lineal de los mismos. Los
coeficientes en (H.23) se resuelven mediante el procedimiento de reducción de Passarino-Veltman
[192]. La idea es simplemente añadir puntos en varias combinaciones de momentos externos y
simplificar el resultado. Por ejemplo, añadiendo puntos a p1 en (H.23), el numerador de la integral
se convierte en:

(ℓ · p1) =
1

2

[
(ℓ+ p1)

2 − ℓ2
]
. (H.24)

Los dos términos del lado derecho cancelan cada uno un propagador del lazo, dejando dos integrales
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escalares. Entonces (H.23) da:

∫
dDℓ

[
1

2ℓ2 (ℓ+ p1 + p2)
2
(ℓ− p4)

2 − 1

2 (ℓ+ p1)
2
(ℓ+ p1 + p2)

2
(ℓ− p4)

2

]
(H.25)

= −1

2
(a2s+ a3t) . (H.26)

Repitiendo el procedimiento anterior, se pueden obtener tres ecuaciones lineales para a1, a2 y a3.
Resolver este sistema lineal es sencillo y proporciona la integral vectorial (H.23) como una combi-
nación lineal de integrales escalares. En general, dado que solo hay D vectores independientes en
D dimensiones, el conjunto de integrales escalares necesarias puede reducirse al conjunto de inte-
grales escalares que se muestra en (H.21). Las integrales tensoriales pueden simplificarse de forma
similar. Se puede encontrar una discusión más detallada sobre las reducciones integrales en [103].
La expansión de la base (H.21) hace que la tarea de calcular la amplitud de un lazo sea cuestión de
determinar los coeficientes C(i)

m . Dado que las integrales escalares tienen estructuras de propagador
distintas, solo un subconjunto contribuye a un corte unitario dado. Al aplicar múltiples cortes uni-
tarios, se obtiene un conjunto de ecuaciones lineales que relacionan los C(i)

m con los resultados de los
cortes, cada uno calculado como un producto de amplitudes de árbol. Resolviendo estas ecuaciones
lineales se obtienen los coeficientes C(i)

m como una combinación de productos de amplitudes de ár-
bol. Por (H.21), esto determina la amplitud de un lazo, hasta la posibilidad de términos racionales.
Los coeficientes integrales C(i)

m se pueden hallar sistemáticamente organizando el cálculo según el
número de propagadores presentes en las integrales escalares I(i)m . En D dimensiones, el momento
del lazo ℓ tiene D componentes, por lo que se pueden encontrar soluciones aisladas para ℓ tales que
todos los propagadores en la integral escalar I(i)D estén en la capa de masa: esto corresponde a un
corte de D líneas, y este es el corte máximo posible en D dimensiones. A esto se le denomina corte
máximo. Dado que las restricciones de corte son cuadráticas en el momento del lazo, existen dos
soluciones aisladas, denotadas ℓ∗(1) y ℓ∗(2), para un corte máximo. El coeficiente correspondiente
C

(i)
D es completamente determinado por el producto de D amplitudes de árbol como:

C
(i)
D =

1

2

∑
ℓ=ℓ∗(1),ℓ∗(2)

Marbol
n1

· · ·Marbol
nD

. (H.27)

Nótese que se promedian las dos soluciones, ℓ∗(1) y ℓ∗(2). En un lazo, el peso relativo entre las
dos soluciones se puede determinar considerando integrandos especiales que integran a cero. El
corte máximo asociado también debe anularse, lo que corrige la prescripción anterior [193]. Los
coeficientes C(i)

m con m < D no son tan sencillos de calcular, pero pueden obtenerse sistemática-
mente. Tras determinar todos los coeficientes de D-gonos, tratamos los (D − 1)-cortes. Tanto las
integrales I(i)D como las I(j)D−1 pueden contribuir potencialmente a los (D − 1)-cortes, pero como
ya hemos determinado todos los C(i)

D , podemos determinar sin ambigüedad todos los C(j)
D−1. De

forma similar, todos los coeficientes integrales pueden determinarse iterativamente. De esta forma,
el método de unitariedad generalizada ofrece una forma sistemática de determinar la amplitud
de un lazo en términos de amplitudes de árbol. Se pueden encontrar análisis detallados de la ex-
tracción de coeficientes integrales de un lazo en D = 4 en referencias como [110]. Por supuesto,
hay un gran problema, ya mencionado en (H.21): se trata de los términos racionales. Los términos
racionales son funciones racionales que no poseen cortes de rama ( branch cuts, en ingles), por
lo que son indetectables por cortes de unitaridad. Los términos racionales surgen de la necesidad
de regularizar las integrales de lazos. En la regularización dimensional, el momento del lazo ℓ es
realmente (D − 2ϵ)dimensional. Si separamos el momento del lazo en una parte D-dimensional,
ℓ(D), y una parte (−2ϵ)-dimensional, µ−2ϵ, también puede haber contribuciones de las µ-integrales.
Un ejemplo de un integrando que da una contribución sin cortes de rama es la integral escalar de
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(D/2 + 1)-gono con numerador µ2: se integra a un valor finito:

∫
dℓ(D)dµ−2ϵ

(2π)D−2ϵ
ID/2+1

[
µ2
]
= − 1

(4π)D/2

1

(D/2)!
+O(ϵ). (H.28)

Esto no se puede capturar a partir del corte unitario ordinario, ya que es simplemente una función
racional (en este caso, una constante). El corte unitario obliga al momento del lazo a estar en la
capa de masa en D dimensiones, lo que implica µ2 = 0, por lo que la contribución del integrando
anterior se anula. Por otro lado, si se consideran cortes unitarios donde las líneas internas se vuelven
sin masa en D− 2ϵ dimensiones

(
ℓ(D)

)2
+ µ2 = 0, o, equivalentemente, masivas en D dimensiones

con masa m2 = µ2, dichos términos son detectables. Por lo tanto, los términos racionales se
pueden reconstruir a partir de cortes unitarios si permitimos que los estados que cruzan el corte
sean masivos. Los términos racionales están ausentes en las teorías supersimétricas de Yang-Mills
porque las cancelaciones de supersimetría garantizan que las potencias del momento del lazo en
las integrales no conduzcan a términos racionales tras la reducción integral. En las teorías no
supersimétricas, por ejemplo, λϕ4, QED y QCD, los términos racionales están presentes y son los
que requieren más tiempo para calcularse.

BCFW para Lazos

Los cortes unitarios analizados anteriormente implican cortes de al menos dos propagadores.
En contraste, la relación de recursión a nivel de árbol que vimos en capítulo 4.3 se asemeja más a
una construcción de corte de una sola línea, ya que utiliza la estructura de factorización de un solo
propagador en la capa de masa. Cabe preguntarse si las amplitudes de lazo pueden reconstruirse de
forma similar a partir de las singularidades asociadas con la toma de un solo propagador en la capa
de masa. En esta sección, estudiamos un enfoque recursivo que generaliza la construcción BCFW
a nivel de árbol a los integrandos del lazo. Las amplitudes a orden de lazos tienen una estructura
analítica compleja, por lo que nos centramos en el integrando de los lazos, que es simplemente una
función racional con polos en la ubicación de los propagadores, muy similar a las amplitudes a
nivel árbol. Supongamos que realizamos un desplazamiento del BCFW en los tramos externos, por
ejemplo, pµ1 → pµ1 + zqµ y pµn → pµn − zqµ, con q2 = 0, como es habitual. Podemos deducir de los
diagramas de Feynman que los integrandos del lazo desplazados poseen dos tipos de polos en z:

Polos en propagadores independientes del lazo;

Polos en propagadores que involucran el momento del lazo.

El residuo de un polo de tipo 1 corresponde a la factorización del integrando en un producto de
dos integrandos del lazo inferior. El residuo de un polo de tipo 2 en un integrando de n puntos del
lazo L es un integrando de (n+ 2) puntos (L− 1) con dos patas adyacentes, evaluado en el límite
directo:

pµi → rµ, pµi+1 → −rµ, con r2 = 0. (H.29)

Esto se ilustra con el ejemplo de una amplitud de 3 lazos y 4 puntos en la Figura:

210



Corte Unitario y BCFW para calcular a ordenes de Lazos

p̂1
p̂4

p2 p3

p̂1

p2

p̂4

p3

r −rp̂1

p̂4

p2 p3

Figura H.5: Tipos de polos en lazos con BFCW

En la Figura H.5 vemos la representación de los dos tipos de polos que se producen en un
desplazamiento BCFW de un integrando de 3 lazos de 4 puntos. Los de tipo 1 son polos asociados
a propagadores independientes del momento del lazo, mientras que los de tipo 2 son propagadores
dependientes del momento del lazo. El primero factoriza el integrando de 3 lazos en un producto
de un integrando de 2 lazos y uno de 1 lazo, mientras que el segundo proporciona un límite directo
de una amplitud de 2 lazos con dos tramos adicionales. Los polos de tipo 2 son lo que llamaríamos
cortes de línea única en el método de unitariedad [194, 195, 196, 197]. Por lo tanto, siempre que se
comprenda bien el comportamiento de z grande, parece que se puede establecer directamente una
relación de recursión para integrandos de los lazos. Sin embargo, existen sutilezas que se deben
resolver. Uno de ellos se relaciona con la identificación de los momentos del lazo en el integrando
del lazo. En la amplitud, debemos integrar los momentos del lazo, por lo que ℓi son solo variables
ficticias que pueden redefinirse sin dejar de obtener la misma respuesta integrada. Sin embargo, el
propio integrando puede tener diferentes estructuras polares dependiendo de cómo se identifiquen
los ℓi. Como ejemplo, considere la integral de caja de 4 puntos de un lazo (H.1) y comparemos las
parametrizaciones equivalentes I(a)4 e I(b)4 = I

(a)
4 (ℓ→ ℓ+ p1). Los desplazamientos de BCFW en

las lineas externas 1 y 2 produce dos funciones analíticas distintas en z :

I
(a)
4 (1̂, 2̂, 3, 4) =

1

ℓ2 (ℓ− p1 − zr)
2
(ℓ− p1 − p2)

2
(ℓ+ p4)

2 , (H.30)

I
(b)
4 (1̂, 2̂, 3, 4) =

1

(ℓ+ p1 + zr)
2
ℓ2 (ℓ− p2 + zr)

2
(ℓ− p2 − p3 + zr)

2 . (H.31)

En general, no existe una forma canónica de identificar cómo se parametriza el momento del lazo,
por lo que esa es la primera sutileza que debe resolverse. Básicamente, se reduce a la definición de lo
que se entiende por integrando no integrado. La otra gran sutileza tiene que ver con el límite directo
(H.29). Cuando los propagadores dependientes del momento del lazo se integran en capas, existe un
residuo correspondiente a un integrando de punto (n+2) del lazo inferior en el límite directo, pero
dicho límite presenta singularidades. Por ejemplo, a partir de los diagramas de Feynman explícitos,
se observa que si las lineas delanteras están unidas a la misma línea externa, entonces, debido a la
conservación del momento, existe una singularidad 1/p2 cuando p2 → 0. Dichos diagramas pueden
identificarse con cortes de burbujas en las lineas externas o diagramas de tadpole. Esto se ilustra
en la siguiente Figura:
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p

r

−r
r −r

a) b) c) d)

Figura H.6: Caption

En teorías sin masa, estos se integran a cero en la regularización dimensional y no contribuyen
a la amplitud del lazo. Sin embargo, antes de la integración, forman parte del integrando y contri-
buirán a los cortes individuales. Por lo tanto, una tarea importante, aunque difícil, es identificar
estas contribuciones en el límite directo de manera que se puedan eliminar de forma consistente.
La resolución de las sutilezas anteriores se ha logrado parcialmente para teorías no supersimétricas
[113] y se ha resuelto completamente en teorías supersimétricas en el límite planar [114, 115]. En
particular, se demostró que, para teorías supersimétricas, los términos problemáticos asociados
con el tadpole, así como con las burbujas externas, se cancelan en la suma de estados sobre el
supermultiplete, y por lo tanto, se tiene un residuo perfectamente definido. Además, en el límite
planar, los momentos del lazo en el integrando pueden definirse sin ambigüedad. Esto se hace de-
finiendo los ℓi con una relación específica con el orden de los momentos externos. Por ejemplo, a
un lazo, una opción es declarar que ℓ es el momento asociado con la línea interna inmediatamente
anterior a la línea 1. Para la integral de caja de 4 puntos y un lazo, esto selecciona el integrando
I
(a)
4 en (H.6). En la Figura H.6 vemos ejemplos de diagramas problemáticos para el límite hacia

adelante (forward limit, en ingles). En el diagrama de la izquierda de (a), el propagador entre las
lineas delanteras diverge debido a la conservación del momento. El diagrama (b) ilustra que dicho
diagrama corresponde al corte único de una burbuja en una linea externa. Observaciones similares
se aplican a los diagramas (c) y (d), donde el límite corresponde al corte de un tadpole. Este tipo
de métodos se han estudiado mucho en teorías como N = 4 SYM [198, 199]. Sería interesante
probar si este tipo de técnicas podrían ayudar al área de física de partículas a mejorar los cálculos
de procesos cuando se tengan n−partículas tanto a nivel árbol como a orden de lazos.
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