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Resumen

En esta tesis estudiamos los métodos modernos de teoria cuantica de campos, conocidos
como los métodos de amplitudes, los cuales son un campo activo mediante el cual se pueden
obtener observables fisicas de una manera mas eficiente que el anélisis tradicional a la Feynman
a nivel arbol. Nuestro objetivo general fue entender y mejorar los céalculos en gravedad cuan-
tica perturbativa y sus extensiones supersimétricas conocidas como teorias de supergravedad.
Estas teorias predicen una particula masiva de espin 3/2 nombrada gravitino, cuyo compaiero
supersimétrico es el graviton. Especificamente, estudiamos los acoplamientos del supermultiplete
gravitacional (graviton y gravitino) de supergravedad pura A/ = 1 (SUGRA, por sus siglas en
inglés) siguiendo un enfoque de teorias constructivas. Primero, utilizamos la férmula maestra que
se desprende de considerar el comportamiento de escala de las variables de espinor bajo el grupo
pequetio. Segundo, derivamos los acoplamientos de 4 puntos mediante las relaciones de recursion
de Britto-Cachazo-Feng-Witten (conocidas como BCFW). Luego, verificamos estos resultados
para las interacciones generales de 3 puntos que pueden derivarse mediante las relaciones de
Kawai-Lewellen-Tye (también conocidas como relaciones de tipo KLT), es decir, pueden escribirse
como el cuadrado del acoplamiento de los gluones y gluinos. Ademés, consideramos el efecto
Compton SUGRA graviton-gravitino. Por otro lado, revisamos el formalismo espin-espinores o
Nima-Huang-Huang (NHH formalism, en inglés), el cual describe particulas con masa y cualquier
espin, se calculan procesos como eTe™ — uTu~ de electrodindmica cuantica (QED, por sus
siglas en inglés) a nivel arbol usando el método hibrido, es decir, usando reglas de Feynman
para construir la amplitud y posteriormente se cambian de variables, pasando de espinores de
Dirac a espin-espinores para ilustrar el poder de esta técnica. Finalmente, intentamos construir
nuestro propio formalismo masivo con la ayuda del concepto de contracciéon entre grupos a la Kim
(Little Group Contraction) y compararlo con el formalismo NHH en el calculo de amplitudes.
Para completar, presentamos en el Apéndice el lagrangiano SUGRA N = 1 en el formalismo de
Weyl de 2 componentes, incluyendo pruebas de supersimetria (SUSY, por sus siglas en inglés) e
invariancias de norma, asi como revisar aspectos béasicos de los métodos de corte unitario y BCFW
para calcular a orden de lazos (loops, en inglés).

Palabras clave: Supergravedad, Teorias constructivas, Little Group Contraction ,
espinores de Weyl, espin-espinores, ttH, BCFW, KLT.






Introduccion

Si no cometes errores, no estas trabajando
en problemas lo suficientemente dificiles.
Y eso es un gran error.

Frank Wilczek,
Premio Nobel de Fisica 2004

La Teoria Cuantica de Campos (QFT, por sus siglas en inglés) es el marco teodrico que nos
ayuda a entender los procesos de interaccion entre las particulas llamadas fundamentales. Desde
mediados del siglo XX esta teorfa se ha ido desarrollando hasta tener su forma actual, la cual
los métodos de las reglas y diagramas de Feynman son las técnicas estandar para el cédlculo de
procesos de decaimiento, dispersion o aniquilacion[1, 2, 3]. Sin embargo, el método a la Feynman
deja de ser efectivo al considerar un mayor nimero de particulas en el estado final debido a que
el namero de diagramas de Feynman crece considerablemente, por lo que se necesita otro enfoque
[4, 5]. Por ejemplo, uno de los resultados méas importantes ha sido la féormula de Parke-Taylor,
el cual es la amplitud de dispersion de n—gluones no importa si tenemos miles o millones de
diagramas de Feynman, lo que refleja que hay mas simetrias de las que podemos ver en teorias
como cromodinamica cuantica (QCD, por sus siglas en inglés) [6, 7]. A la forma tradicional
con los diagramas de Feynman es imposible obtener la férmula de Parke-Taylor. Los métodos
modernos para calcular amplitudes nos dan otro enfoque que va mas alla de solo obtener un
valor cuantitativo al momento de calcular una observable, también nos dicen qué estructuras
matematicas hay detras de las amplitudes [7, 8] . Los axiomas que se toman en este enfoque son
la localidad, unitariedad, analiticidad y las propiedades del grupo pequeno (little group), lo que
constrife la forma que deben tener las amplitudes [8, 9, 10, 11]. Ademads, es ahora mas claro que
la vision canonica podria ser la fuente de mucha de la in-eficiencia en el calculo de amplitudes a la
Feynman. Nuestro nuevo entendimiento de la fisica de particulas nos ha llevado al desarrollo de los
métodos de amplitudes (on-shell methods, en inglés) y las técnicas de twistores [12, 13, 14, 15, 16].
Ahora hay una nueva esperanza para poder construir teorias cuénticas de campos completamente
en términos de las propiedades y la unitariedad de la matriz-S. Se han hecho mayores avances en
la extension de estos métodos al caso masivo con una nueva y diferente forma de entendimiento
[17, 18]. Por otro lado, existen otros puntos de vista donde se ven a las amplitudes desde la optica
de las geometrias como la geometria positiva grassmaniana [19, 20]; el mas famoso es el caso
del Amplituhedron el cual es un tipo de polytop en espacios curvos [21, 22, 20]. En México se
han hecho algunos trabajos al respecto, incluidos tesis de posgrado en los métodos de amplitudes
[23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 31]. El método de espin-espinores se ha estado usando para estudiar
diferentes teorias como el Modelo Estandar Efectivo (SMEFT, por sus siglas en inglés) [32], la
Teorfa Electro-Débil [33, 34|, neutrinos [35], agujeros negros [36, 37] y Materia Oscura [38].

Por otro lado, uno de los problemas abiertos en la fisica fundamental es tratar de hacer compati-
bles la Mecanica Cuantica y la Relatividad General. Casi un siglo de investigacion nos ha mostrado
lo dificil que es lograrlo, por ello todos los intentos por encontrar algin avance son valiosos. En
particular, un caso de una teorfa cuantica de la gravedad es supergravedad, que incorpora supersi-
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metria, una nueva simetria que intercambia bosones y fermiones. En este trabajo de tesis se propone
discutir la teoria mas sencilla de supergravedad, llamada N = 1, formulada en el espacio-tiempo
D = 4. Para ello presentamos primero un breve repaso de relatividad general, Teoria Cuéntica de
Campos y Supersimetria en la secciéon 3.3.

En el ano 1907, dos anos después de haber publicado On the FElectrodynamics of Moving Bo-
dies, Albert Einstein observo que la teoria de la gravitacién newtoniana era incompatible con la
relatividad especial, por lo que propone el llamado principio de equivalencia, el cual supone la
equivalencia entre un campo gravitacional y un sistema de referencia acelerado. La nueva teo-
ria relativista seria una generalizacion de la relatividad especial, construida sobre el principio de
equivalencia. Fue hasta el afio de 1916 que Albert Einstein anunciaria su famosa teoria de la Re-
latividad General (GR, por sus siglas en inglés), la cual describe el espacio-tiempo mediante una
elegante estructura matemaética que conecta la curvatura de dicho espacio-tiempo con la gravedad
[39, 40, 41]. De forma independiente, D. Hilbert llegaria a las mismas ecuaciones de campo a partir
de un tnico principio variacional un ano antes que Einstein, hoy en dia a la accién que describe el
campo gravitacional se le conoce como la accién de Einstein-Hilbert.

Tiempo después, con el surgimiento de la mecanica cuantica, se propone hacerla compatible
con la relatividad especial, entonces nace lo que se conoce como Teorfa Cuantica de Campos (QFT,
por sus siglas en inglés), como su nombre lo dice es la cuantizacion de los campos clésicos como el
campo electromagnético. En QFT los grados de libertad son operadores y funciones del espacio-
tiempo, los cuales actiian en un espacio de Hilbert, mientras que la imagen de las interacciones
es que son mediadas por particulas. Asi como en electromagnetismo el mediador es el foton, la
particula mediadora de la fuerza gravitacional se llama Gravitén, el cual es un boson de espin 2
[42].

En 1939, Fierz y Pauli proponen una teorfa general para particulas de un espin arbitrario,
en esta teoria las particulas de espin entero son descritas por tensores del rango adecuado y las
de espin semi-entero son descritas por espinores de orden multiple [43]. Posteriormente en 1941,
J. Schwinger presenta un método alternativo al formalismo de Fierz y Pauli para particulas de
espin semi-entero, asi se desarrolla la teoria de espin %7 conocida hoy en dia como la teoria de
Rarita-Schwinger [44].

En la década de los 70’s, nuevas simetrias estaban siendo estudiadas en modelos con campos de
dos dimensiones conocidas entonces como transformaciones de supernorma, luego en 1974, Julius
Wess y Bruno Zumino propusieron un modelo para campos en cuatro dimensiones, que mezclaba
fermiones y bosones, hoy en dia esta simetria es conocida como Supersimetria (SUSY, por sus
siglas en inglés) [45].

Supersimetria es un formalismo que une particulas de diferentes espines, con masas iguales, en
un multiplete simétrico lo que tiene implicaciones tedricas importantes. Uno de ellos es que provee
una solucién para el problema de jerarquias, el cual se refiere al hecho de que la masa del Higgs recibe
correcciones enormes a orden de lazos (loops diagrams, en inglés), a este problema también se le
conoce en la literatura como problema de naturalidad o fine-tuning problem [46]. En general, SUSY
hace que las correciones bosonicas y fermiénicas a orden de un lazo para las masas de las particulas,
se cancelen exactamente. Por lo tanto, se encontré que es posible construir teorias cuanticas de
campos con mejor comportamiento en el ultra-violeta (UV): las teorias supersimétricas.

En este punto, surge la idea natural de tratar de combinar teorias supersimétricas con la
relatividad general, el resultado fue presentado por Freedman, van Nieuwenhuizen y Ferrara en
1976, quienes introdujeron lo que hoy se conoce como Supergravedad (SUGRA, por sus siglas en
inglés) [47].

La inclusién de la gravedad a un nivel cuéntico ha sido un area activa de estudio por casi un
siglo. En el dominio infrarrojo, gravedad cuantica (QG, por sus siglas en inglés) se encuentra en
el mismo nivel que las otras tres interacciones en la naturaleza, con la gravedad mediada por la
particula sin masa de espin 2, conocida como graviton [48, 49, 50, 51, 52]. Los métodos estandar
de teoria cuantica de campos, como la cuantificacion, la renormalizaciéon y la regularizacion de
las teorfas de Yang-Mills (YM, por sus siglas en inglés) [53], desarrollados durante los anos 60 y
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principios de los 70 ampli6 nuestra comprension de la gravedad débilmente acoplada. Se observo
que la gravedad cuantica pura permanece libre de divergencias a un lazo, pero estas comienzan a
aparecer a dos lazo en la gravedad pura. Sin embargo, la adiciéon de materia empeora la situacion
cuando el nivel de lazos incluye divergencias, lo que lleva a la conclusion de que la gravedad cuantica
es no renormalizable [52]. Se ha demostrado que el progreso hacia teorias de campos efectivos (EFT,
por sus siglas en inglés) es notable, donde es posible realizar calculos de lazos incluso para teorias
no renormalizables, por ejemplo, la teorfa de perturbacion quiral [54]. En este paradigma, ahora se
pueden realizar calculos confiables para la gravedad cuantica perturbativa (pQG) a orden de lazos
[55, 56, 57].

El programa modernos de amplitudes de helicidad [11, 58, 59] ha demostrado que es otra piedra
angular en gravedad cuéntica perturbativa. En este formalismo, se utiliza un marco unificado donde
tanto las variables cineméticas como las funciones de onda se expresan en términos de espinores
de Weyl. Podemos obtener expresiones méas concisas para las amplitudes méximas que violan la
helicidad (MHV, por sus siglas en inglés) para los gluones en las teorias Yang-Mills, asi como
para los gravitones en gravedad perturbativa [60]. No solo eso, utilizando Parke-Taylor se puede
demostrar que algunas amplitudes que involucran gravitones en la relatividad general se pueden
escribir como el cuadrado de la amplitud correspondiente para los gluones, estoes GR =Y M xY M
[61]. Este resultado se obtuvo por primera vez a nivel de arbol en la teoria de cuerdas [62], conocido
como relaciones de KLT. Una extension de esta relacion se conoce como férmula de doble copia o
relacion de Bern-Carrasco-Johansson (BCJ) [63, 64] el cual se mantiene a nivel de lazos. Aunque
un mayor progreso se ha hecho para teorias sin masa, autores como Arkani-Hamed han hecho un
vistazo al caso masivo [17, 30].

La QFT ha evolucionado a lo largo de los anos y, en particular, ahora comprendemos mejor
el papel de la renormalizabilidad en ella. Tras el éxito de la electrodindmica cuantica a mediados
del siglo XX, donde se demostr6 la posibilidad de abordar los infinitos e mediante el programa
de renormalizacién, se considerd que el siguiente objetivo debia ser desarrollar una teoria cuantica
de campos para las interacciones fuertes y débiles. Esto se logré gracias al trabajo de 't Hooft y
Veltman, quienes demostraron que la teorias de Yang-Mills con y sin ruptura espontanea de simetria
(SSB, por sus siglas en inglés) podia ser renormalizable, siempre que, por ejemplo, se cancelaran las
anomalias. Posteriormente, aprendimos, a partir del trabajo de Wilson, Weinberg, entre otros, que
una teoria cuantica de campos podia organizarse en términos de operadores relevantes, irrelevantes
y marginales. Sin embargo, las teorfas renormalizables, largamente buscadas, solo incluyen un
conjunto de operadores. Por ejemplo, se podrian agregar operadores de dimensién mayor a cuatro al
modelo estandar (SM, por sus siglas en inglés) lagrangiano habitual, pero esos operadores deberian
incluir potencias inversas de una escala A, de modo que sus efectos se supriman en comparacion
con los operadores de dimensién cuatro del SM.

Dentro del paradigma de las teorias efectivas, es posible tratar los efectos cuanticos (lazos) para
una teorfa no renormalizable (en el sentido tradicional), como gravedad cuantica perturbativa. Esto
puede hacerse de forma consistente organizando los efectos de corta y larga distancia; sin embargo,
corta distancia también implica alta energfa, mientras que larga distancia implica baja energia.
Las particulas pesadas requieren altas energias para producirse, mientras que las particulas sin
masa pueden producir efectos a bajas energias. Entonces, se puede demostrar que los efectos de
las particulas masivas (altas energias) aparecen como cambios en los valores de los coeficientes de
los operadores del lagrangiano efectivo. Por otro lado, los efectos de las particulas sin masa (bajas
energias) pueden ser de naturaleza universal, es decir, estan asociados con términos no locales
inducidos por lazos y no tienen parametros. En este caso, la tinica particula sin masa que se debe
considerar es el graviton.

Siguiendo la aproximacion usual de gravedad cuéntica perturbativa, podemos expandir la mé-
trica (g, ) alrededor de (1), i€, gy = Nuw + Khyw, con las fluctuaciones (hy,, ) identificado como
el graviton. Luego, para derivar las autointeracciones de los gravitones, se sustituye esta expansion
en los términos invariantes de curvatura que conforman la accion de Einstein-Hilbert (EH, por sus
siglas en inglés). Notese que la métrica es adimensional, [g,,| = [kh,,] = 0, entonces la dimension
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de la masa del campo del graviton es [h,,] = 1, y [k] = —1. Siendo la derivada de la métrica, los
simbolos de Christoffel (T') tienen dimensién de masa [I'] = —1, mientras que el tensor de Rie-
mann, el tensor de Ricci y el escalar de Ricci R (siendo la segunda derivada de la métrica), tienen
dimensiones de masa de [R] = 2, i.e, I' = O(p), mientras R = O(p?). Por lo tanto, los elementos
de matriz de gravedad cuantica perturbativa pueden ser organizados como una expansion en la
energia. Ademas, también presentamos la accién de supergravedad N’ = 1 en espinores de Weyl de
dos componentes. Comenzamos con la accion a continuaciéon y demostramos que es invariante bajo
transformaciones globales SUSY y difeomorfismos, como se muestra en el apéndice (C). La accion a
continuacion se expresa como la suma del término Einstein-Hilbert y el término Rarita-Schwinger
(RS) como:

Ssuara = Sgn + Sgrs,
1 1 ~ .
= o /d4x ((R;Lw - 577/WRL)hW + kP (10, 0pthe — XMJV80X0)> ) (1)

donde k? = 87GN y Gn es la constante de Newton gravitacional. Supergravedad (SUGRA) es
hermosa pero compleja [65, 66, 67], y el enfoque moderno en teoria cuantica de campos puede
ayudar a dilucidar su estructura, tanto sus simetrias como sus interacciones [60]. Otro tema que
ha captado mucha atencién recientemente es el estudio de la amplitud a nivel de lazos para super-
gravedad N' = 1 y su comportamiento ultravioleta (UV). Sin embargo, el estudio a nivel de lazos
queda fuera del alcance de esta tesis; pretendemos retomarlo en trabajos futuros.

Una de las componentes mas cruciales de teoria cuantica de campos es la matriz S, que abarca
toda la informacion de dispersién que puede ocurrir en el universo, donde cada elemento de la matriz
denota un proceso de dispersion. Mediante métodos perturbativos, es posible derivar diagramas de
Feynman a partir de elementos de la matriz [1]. Con el paso de los afios, el calculo de las amplitudes
de las interacciones mediante las reglas de Feynman parecia irremplazable, pero este punto de vista
puede cambiar debido a los métodos modernos, que incluyen el formalismo de espinor de helicidad
para describir particulas sin masa y las relaciones de recursion BCFW), entre otros [19, 68, 69].

Como resultado de este trabajo de tesis, se publicaron 3 articulos en revistas indexadas en el
Science Citation index expanded y 4 trabajos por publicarse. Todos estos trabajos en los que esta
tesis se basa, han sido ampliamente difundidos tanto en conferencias nacionales como internacio-
nales, se muestra una lista de los eventos:

= Congreso nacional de Fisica en Zacatecas, poster (2022). (Mencién honorifica)
» XVIII Mexican Workshop on Particles and Fields, poster , Puebla (2022).

» RAPyC CINVESTAV, poster (2023).

= XX Mexican School of Particles and Fields Mérida, Yucatan: platica (2023).
» Seminario de BNFAC, platica (2024).

= RAPyC Jardin Botanico UNAM, poster (2024).

= Beyond Elliptic Polylogarithms Oaxaca, platica (2024).

» SILAFAE CDMX, platica (2024).

= CLASHEP - Costa Rica, poster (2025).

= Seminario en Morelia, Michoacan, platica (2025).

» RADPyC en Pachuca, Hidalgo. Platica (2025).

» Seminario en CINVESTAV , platica(2025).
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» Pheno BR Brasil, platica (2025).
Los trabajos que surgieron como parte de esta tesis son los siguientes:

» Aspectos Basicos de Supergravedad N=1 (D=4):
Publicado en Rev. Mex. Fis. E 21 (2024) 2 En colaboracién con Lorenzo Diaz Cruz y
Pablo Ortega Ruiz.

= Aspectos Basicos del método de amplitudes I, Caso sin masa: Publicado en Rev. Mex. Fis.
E 22 (2025) 1 Jonathan Reyes Pérez.

s Symmetries and Interactions of N = 1 SUGRA: From constructive and BCFW to KLT
formulations, arXiv:2406.11001: Publicado en International Journal of Modern Physics A,
40 (2025) 04 En colaboraciéon con D. Chakraborty, Lorenzo Diaz Cruz and Pablo
Ortega Ruiz.

s Little group Contraction and the massless limit in QFT: Trabajo en progreso. En colabo-
raciéon con Lorenzo Diaz Cruz, Ivan Pérez Castro y Jorge Leon Silverio.

» Analytic Tree-Level Scattering Amplitudes for pp — t#H Production: Trabajo en progreso.
En colaboracion con Dr.Manfred Kraus.

= Constructive MSSM: Trabajo en progreso. En colaboracién con Lorenzo Diaz Cruz,
Mario Espinosa Martinez y Jorge Ledn Silverio.

= Aspectos Béasicos del método de amplitudes I1, Caso masivo: Trabajo en progreso. En cola-
boraciéon con Mario Espinosa Martinez, Jorge Leén Silverio y Jacobo Hernandez
Camacho.

s Aspectos Basicos del método de amplitudes III, relaciones de recursion (BCFW): Trabajo en
progreso. En colaboracién con Jorge Leén Silverio

La organizacion de esta tesis es la siguiente: En la capitulo 1 hacemos una revision corta de teoria
de grupos mencionando incluso cuales son los grupos mas generales que existen; posteriormente
discutimos aspectos bésicos del grupo de Lorentz y Poincaré con la finalidad de introducir el
grupo pequeno (little group, en inglés), lo cual nos va permitir clasificar las propiedades de las
particulas concluyendo con el concepto matematicos de la contraccion entre grupos pequenos. En
la capitulo 2 hacemos una revision de la matriz S, teoria de perturbaciones lo que permite definir las
condiciones para tener elementos de matriz S o amplitudes de dispersién mediante las conocidas
reglas de Feynman; también calculamos algunos procesos de dispersion como, ete™ — ptu™,
el efecto Compton y Z — ff usando el analisis tradicional de los diagramas de Feynman para
ilustrar de forma didéctica los métodos de célculo, lo cual nos va ayudar a comparar estos métodos
tradicionales con los modernos que se veran en secciones més adelante; por ultimo mostramos
algunos resultados parciales de como calcular amplitudes de dispersiéon usando la contraccion entre
el grupo E(2) y el grupo SU(2). En el capitulo 3, hacemos una revision de los métodos modernos
para calcular amplitudes dispersion empezando por definir los axiomas que se necesitan para definir
una teorfa cuéntica de campos a partir de las propiedades del grupo pequeno, posteriormente
revisamos procesos de dispersion usando el método hibrido que consiste en escribir la amplitud
con las reglas de Feynman y después cambiar de variables, es decir, pasar de espinores cuatro
componentes a espinores de Weyl de dos componentes, el principal calculo de esta capitulo es el
efecto Compton de supergravedad (proceso de dispersion entre un gravitino y un graviton) usando
relaciones de KLT [70]; también revisamos el formalismo de los espin espinores [17]. Finalmente,
en el capitulo 4 revisamos lo que son las teorias constructivas y verificamos que hay acuerdo con
los resultados obtenidos anteriormente pero ahora usando las relaciones de recursion de BCFW
para el efecto Compton de supergravedad. Ademas, mostramos como calcular una amplitud de
5-puntos para el proceso pp — ttH como ilustracion de estos métodos modernos [71] . Por ultimo,
se encuentran las conclusiones de esta tesis en el capitulo 5







Capitulo 1

Aspectos basicos de adlgebras de Lie
en Fisica de Particulas

Tigre, tigre, que te enciendes en luz por
los bosques de la noche

{qué mano inmortal, qué ojo pudo idear
tu terrible simetria?

{En qué profundidades distantes, en qué
cielos ardi6 el fuego de tus ojos?

(Con qué alas o0s6 elevarse?

;Qué mano 0s6 tomar ese fuego?

Y qué hombro, y qué arte pudo tejer la
nervadura de tu corazén?

Y al comenzar los latidos de tu corazon,
{qué mano terrible?

;Qué terribles pies?

; Qué martillo?

;Qué cadena?

{En qué horno se templé tu cerebro?
(En qué yunque?

;Qué tremendas garras osaron sus
mortales terrores dominar?

Cuando las estrellas arrojaron sus lanzas
y bafnaron los cielos con sus lagrimas
jsonri6 al ver su obra?

;Quien hizo al cordero fue quien te hizo?
Tigre, tigre, que te enciendes en luz, por
los bosques de la noche jqué mano
inmortal, qué ojo os6 idear tu terrible
simetria?

El tigre
William Blake

En este capitulo revisaremos brevemente algunas definiciones de teoria de grupos que son im-
portantes para la fisica de particulas en general, lo cual nos va permitir aclarar algunos aspectos
delicados en el cuerpo de este trabajo. Las siguientes secciones estdn basados en las siguientes
referencias [4, 72, 73, 74, 75, 76, 77, 78, 79)
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1.1 Teoria de grupos

1.1. Teoria de grupos

La teoria de grupos juega un papel importante de la fisica de particulas moderna. La razon es

por que teoria de grupos esta relacionada con simetrias. Por ejemplo, el grupo de rotaciones nos
dice que las leyes de la fisica no cambian si rotamos el sistema de referencia.
En general, se tiene que un conjunto de ecuaciones o leyes de la fisica que mantienen la misma forma
matematica bajo varias transformaciones tiene una simetria. La teoria de grupos esta involucrado
en este tipo de simetrias. Un grupo G es un conjunto de elementos {a,b, ¢, ...} el cual incluye una
regla de multiplicacion:

» sia € Gybe G, entonces ab € G; propiedad de cerradura.
= si ab = ba entonces decimos que el grupo es abeliano .
= Si ab # ba entonces el grupo es No abeliano.
Un grupo G bebe satisfacer cuatro axiomas:
» Asociatividad: (ab)c = a(be)

= Elemento identidad: ae = ea = a

» Elemento inverso: Para cada a € G, existe el inverso tal que aa ! =a la=e

= Orden: el orden del grupo, es el nimero de elementos que pertenecen al grupo.

En fisica de particulas, estamos interesados en lo que conocemos como una representacion del
grupo denotado aqui como D. Una representacién es un mapeo que toma elementos del grupo
g € G y los lleva a operadores lineales D que preservan la regla de composicion del grupo tal que

D(a)D(b) = D(ab), (1.1)
D(e) = 1. (1.2)

Asi como una funciéon ordinaria que depende de la posicion el cual es descrito por una variable x,
esto es y = f(z). Analogamente, un grupo puede también ser una funcion de una o mas variables
que llamaremos pardmetros. Sea G un grupo cuyos elementos g son especificados por un conjunto
finito de parametros n {61,602, ...,0,}, entonces el elemento del grupo es

g = G(017 92) ---70n) (13)
e = G(0,0,...,0). (1.4)

Mientras hay grupos discretos con un numero finito de elementos, la mayoria de los grupos en
consideracion tienen un ntmero infinito de elementos. Sin embargo, estos tienen un conjunto finito
de parametros continuos que varfan. En la ecuacion (1.3) los parametros estan etiquetados como
angulos, ya que muchos de los grupos importantes en fisica son relacionados con rotaciones. Los
angulos varian continuamente en un rango finito (0, 27). El grupo es parametrizado por un nimero
finito de parametros, los cuales son los angulos de rotacion.

Si un grupo depende de un conjunto finito de parametros continuos #; y las derivadas de los
elementos del grupo con respecto a todos los parametros existen, entonces al grupo lo llamamos
grupo de Lie. Si tenemos un grupo con un solo parametro 6, entonces el elemento identidad es

9@)|g_y=e conf=0 (1.5)

si tomamos las derivadas con respecto de los parametros y evaluamos las derivadas en 6 = 0, se
obtienen los generadores del grupo:

x=4 (1.6)
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si hay n parametros del grupo entonces tendremos n generadores

99
X; = , 1.7
891 0=0; ( )
si los generadores satisfacen las relaciones de conmutaciéon
[Xi, X;5] = ifijnXk, (1.8)

entonces es llamado un algebra de Lie. Si consideramos una constante real pequefia € > 0 y usando
la expansion de Taylor para formar una representacion del grupo entonces

D(ef) =~ 1+ ief X. (1.9)

Podemos definir la representacion del grupo en términos de la exponencial de la siguiente manera
0X\"  ox
D(0) = lim (1 + z) = (1.10)
n

Si X es hermitiano, X = XT y la representacion es unitaria entonces

D (0) = (eiHX)T — X" _ —ifX (1.11)
= DT(0)D(0) = (e~ X) (e¥) = 1. (1.12)

Una de las razones por las que los generadores de un grupo son importantes es que estos forman
un espacio vectorial, esto significa que podemos cambiar dos generadores del grupo para obtener
un tercer generador. Podemos multiplicar generadores por un escalar y todavia tener un generador
del grupo. Un espacio vectorial completo puede ser usado como una base para representar otro
espacio vectorial, por lo tanto los generadores del grupo pueden ser usados para representar otro
espacio vectorial. Por ejemplo, las matrices de Pauli pueden ser usados para describir cualquier
matriz 2 x 2.

En fisica de particulas los grupos unitarios juegan un papel importante, ya que los operado-
res unitarios preservan el producto interno, esto significa que una transformaciéon unitaria deja
invariante las probabilidades para diferentes transiciones entre estados. El grupo unitario U(N)
consiste de todas las matrices N x N unitarias. El grupo especial unitario denotado por SU(N)
son matrices de N x N con determinante +1. La dimension de SU(N) y por lo tanto el nimero de
generadores, es dado por N2 — 1, entonces:

» SU(2) tiene 22 — 1 = 3 generadores,

» SU(3) tiene 32 — 7 = 8 generadores.
El rango de SU(N) es N — 1, asi que:

» El rango de SU(2) es 2 -1 =1,

» El rango de SU(3) es 3 —1 = 2,

el rango da el numero de operadores en el dlgebra que pueden ser diagonalizados simultaneamente.
El grupo unitario méas simple es el grupo U (1) son matrices de 1 x 1 esto es un ntumero complejo

escrito en la representacion polar
U=e ", (1.13)

donde 6 es in pardmetro real. U(1) es abeliano, esto es

Uy Uy = e 01e7102 = ¢7i(01402) — o=i(02401) — o=i02,=i01 — 17,1, | (1.14)
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muchos lagrangianos en teoria cuantica de campos son invariantes bajo U(1). Por ejemplo el campo
escalar complejo

L=0,p"0"p — m2p* o, (1.15)
es invariante bajo la transformacion ¢ — e ¢ cuando una lagrangiana es invariante bajo una
transformacion se dice que hay una simetriaa, en este caso una simetria U(1). Las particulas media-
doras llamadas bosones de norma, estan asociadas con simetrias de este tipo. En Electrodinamica
Cuantica (QED, por sus siglas en ingles) el boséon de norma asociado con la simetria U(1) es el
foton. El siguiente grupo unitario es U(2), el cual es el conjunto de todas las matrices unitarias de

2 x 2, satisfacen
UUt =UTU = 1. (1.16)

El grupo SU(2) es el conjunto de todas las matrices 2 x 2 unitarias con determinante +1 . Los
generadores de este grupo son las matrices de Pauli.

0 1 0 — 10
01<1 0), 02<Z. OZ), 03(0 _1>, (117)

el rango de SU(2) es 1, y solo hay un operador diagonalizado 3. Las matrices de Pauli satisfacen

g; 0 . g9
[533} = i (1.18)

Todas las matrices unitarias de 2 X 2 son especificadas por dos parametros, a y b que son ntimeros

complejos
U= ( _‘Z* f ) (1.19)

Para un elemento de SU(2) con detU = +1 se requiere que |a|?> + [b|> = 1. De este modo, el
grupo SU(2) es la simetria de importancia en el caso de las interacciones débiles, los bosones de
norma correspondientes a esta simetria son el W+ y Z° El grupo SU(3) unitario, el cual es de
importancia en el estudio de la cromodinamica cuantica SU(3) tiene 8 generadores. Estos son las
llamadas matrices de Gell-Mann, las cuales estan dadas por

010 0 —i 0 1 0 0
M=(100], =i 0 0], x3=[0 -1 0 (1.20)
00 0 0 0 0 0 0 0
00 1 00 —i 00 0
M=(00 0], M=[00 0|, X=|0 01 (1.21)
100 i 0 0 010
00 0 L (10 0
AM=00 =i |, =—[01 0 |. (1.22)
0 i 0 V3l o —2

El rango de SU(3) es 2 ,las matrices diagonales son A3 y Ag. Las matrices de Gell-Mann son de
traza cero y satisfacen la siguiente relaciéon de conmutacion,

8
iy Al =20 fijrdn- (1.23)
k=1

Esto define la estructura algebraica de SU(3). Las constantes de estructura son

fi23 =1, (1.24)
f1a7 = fres = faas = fos7 = faa5 = far6 = %, (1.25)
fass = fors = ? (1.26)
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El grupo de Lie mas general posible en un niimero arbitrario de dimensiones n es aquel qué
para cualquier punto p el espacio de dimension n, el grupo puede continuamente tomarlo donde sea
en el espacio. Esto significa que podemos tomar cualquier matriz de n X n o una transformacion
lineal tan larga que la matriz es invertible (no singular) [76]. De este modo, en n dimensiones el
grupo de Lie mas largo y mas general es el grupo de todas las matrices de n X n no singulares.
Este grupo es llamado GL(n) o General Lineal Group. Todas las matrices de n x n no singulares
con elementos complejos se llama GL(n,C), la cantidad preservada es que todos los puntos de C”
se mantienen en C™.

De nuestros cursos de calculo y algebra lineal hemos visto que en n dimensiones se pueden
tomar n vectores en el origen de tal forma que el paralelepipedo definido por estos vectores se
puede encontrar tomando el determinante de la matriz formada por estos vectores. Asi que, si
consideramos el conjunto de todas las transformaciones generales lineales que transforman todos
los vectores desde el origen de tal manera que el volumen del paralelepipedo correspondiente es
preservado, esto implica qué solamente se consideran matrices generales lineales con determinante
1. Ademas, este conjunto va formar un grupo debido a la regla general

det(AB) = det A x det B, (1.27)

entonces, si det A =1y det B = 1 se tiene que det(AB) = 1. Este subgrupo de GL(n,C) se le va
llamar Grupo Especial Lineal o simplemente SL(n,C), el cual no solamente preserva los puntos en
el espacio asi como lo hace el grupo GL,sino también preserva los volumenes.

GL(n, C)

GL(n,R) U(n) SL(n,C)

O(n) SL(n,R) SU(n)

SO(n)

Figura 1.1: Resumen de las jerarquias de los grupos, donde C es el conjunto de niimeros complejos
v R es el conjunto de los reales.

1.2. Simetrias del espacio tiempo

1.2.1. Transformaciones de Lorentz
Las propiedades geométricas del espacio-tiempo plano surgen de los siguientes postulados:

» Las leyes de la fisica lucen igual en todos los marcos de referencia inerciales. Esto significa
que las ecuaciones que describen las leyes de la fisica deben temer una forma covariante,
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es decir, no debe cambiar su forma cuando se pasa de un marco de referencia inercial a
otro (boost) o cuando se realiza una rotacion en los planos espaciales (rotaciones). Si este
tipo de transformaciones deja invariante la accion del sistema entonces tenemos una teoria
relativista.

= FExiste una velocidad limite en la naturaleza la cual tiene un valor absoluto c.

Si z* representa las coordenadas en un sistema de referencia (con ¥ = (acl,xz,x‘g) yaz' =tla
coordenada temporal, la velocidad de la luz igual a la unidad), entonces en cualquier otro sistema
inercial las coordenadas z'# deben satisfacer la siguiente transformacion:

Nuwdadz" = n,, dzt dz” (1.28)
o de forma equivalente
oz’ 9z’
) —_— 1.29
ym oxP Ox° Tlp ( )

Utilizaremos el tensor métrico 7, con signatura (+, —, —, —) en la diagonal. Utilizamos la conven-
cion de suma de indices pu, v repetidos dos veces, una vez arriba, una vez abajo, tomando valores
de cero a tres. Estas transformaciones tienen la propiedad de que la velocidad de la luz es la misma
(con ¢ = 1) en todos los sistemas inerciales. Veamos este enunciado: Una onda de luz viajando a
velocidad 1 satisface |dZ| = dt es decir.

dzr

dt

dz

dt

=1=d7f-d7—dt* =0=di> —dt* =0 (1.30)

= dt* — di* = 0 = 1, da"dz” =0 (1.31)
Luego de (1.28) se tiene que
Nuwdr™dz" =0 = dt"* — di”® =0
por lo que aplicando el proceso inverso de este razonamiento obtenemos que

dt’

1.2.2. Grupo de Lorentz y Poincaré

El grupo de Lorentz L se define como el grupo de transformaciones A tal que el cuadrado de
un 4-vector en el espacio de Minkowski es invariante bajo L. Se puede hallar que de acuerdo con
esta definicion [74],

0t = I:imll‘ = DAY, a7 AP 2P (1.32)
es equivalente a
ATpA = 1. (1.33)

De manera que el grupo de Lorentz puede definirse también como
L=0(1,3;R) = {A € GL(4,R)|ATnA = n} (1.34)
Al considerar la ecuacion(1.33), podemos darnos cuenta de que

det?(A) = det(ATA) =1,
& det(A) = +1 . (1.35)

De manera que dentro del grupo de Lorentz tememos un conjunto de transformaciones
impropias (transformaciones con determinante —1) y otro conjunto de transformaciones propias
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(determinante +1) las cuales forman un grupo, a diferencia de las impropias. De hecho, el grupo
de Lorentz esta dividido en 4 conjuntos desconectados en el espacio de parametros. Dos de estos
conjuntos se diferencian por su determinante, y los otros dos se determinan por el elemento
A%, dependiendo si A% > 1 (transformaciones ortécronas) o si A% < —1 (transformaciones
no-ortocronas), siendo estos los tinicos dos casos posibles. Las transformaciones ortocronas son las
que ocurren en el cono de luz donde el tiempo va hacia adelante.

Usualmente, cuando hablamos del grupo de Lorentz nos referimos a un sub-grupo de L, el cual
comprende las transformaciones propias y ortécronas. Por lo que cuando nos refiramos al grupo de
Lorentz estaremos hablando del grupo L1 = {A € O(1,3; R)|det(A) = 1, A% > 1}, a menos que
se especifique de otra forma.

El hecho de que el grupo Ll esté formado por transformaciones propias, permite que Ll sea
un grupo de Lie. Al ser un grupo de Lie, las transformaciones pueden escribirse como A = et%,
donde u es un elemento del algebra de Lie del grupo de Lorentz. Utilizando la forma exponencial
de A en la ecuacion (1.33), derivando tal ecuacion respecto al tiempo y evaluando en ¢ = 0, se halla
la condicién que define al algebra del Lie del grupo de Lorentz, la cual es

. _ T _
O(1,3;R) = {u € Myxs(Rlu" = —nun} . (1.36)
Consideramos
Upp Uo1 Up2 U3
u Uip Uil U2 U3
- b
Ug0 U2l U2 U2
Uszp U3l U2 U33
entonces la condicion u” = —nun nos permite hallar los generadores del grupo de Lorentz explici-
tamente:
Ugp UL U0 U3 10 0 O Ugp Upl Up2  Up3 10 0 0
Upl U1l U2l UL | 0 -1 0 0 U1 U1l U2 U13 0 -1 0 0
Up2 U2 U2  U32 0 0 -1 0 Ugg U2l U2 U3 0 0 -1 0
Up3 U13 U3  U33 0o 0 0 -1 Uzg U3l U2 U33 0o 0 0 -1
—upp U0l U2 Uo3
U1 —uix —Uu2 —U1
= 0 s (1.37)
U20 —U21 —U22 —U23
Uzp  —U31 —Uz2 —U33
Este resultado nos dice que ug; = w0 y #;; = —uj;. Podemos escribir  como
0  wor  up2  uo3
Ug1 0 —u21 U3
Ug2 U2l 0 —U23
Ugs  —U13 U3 0

y esta matriz se puede escribir como una combinacién lineal de 6 matrices, las cuales son los
generadores del grupo de Lorentz. Los generadores son

000 O 0 0 00 00 0 0

000 O 0 0 0 1 00 -1 0
Mi=19 0 0 -1 M2=|g o 0 ol Ms=10 1 0 o’

001 0 0 -1 0 0 00 0 0

010 0 001 0 00 0 1

1 00 0 000 0 00 00
M=1g 00 0|l M=|100 0] Na=10 0 0 ol

00 0 0 000 0 100 0
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Es facil darnos cuenta de que las matrices M; generan las rotaciones en 3 dimensiones, y las
matrices N; generan los boost. Al revisar las reglas de conmutacién de estos generadores, uno
encuentra que

[M;, M;] = €M, | (1.39)
[Ni, Nj| = —€ijuM (1.40)
[Ni, M;] = €Nk , (1.41)

y estos resultados nos indican que los boost por si solos no forman un grupo.

Es conveniente que los generadores hallados se expresen como matrices hermitianas y anti-
hermitianas, pues eso nos lleva a tener operadores unitarios y anti-unitarios. Para esto se definen
los generadores

Con estas definiciones y las reglas de conmutacion de M; y N; se encuentra
[Ji, J;] = ieijn i (1.43)
(K, K] = —ieijiJi (1.44)
(K, Jj] = ieiji Kk - (1.45)

Ya tenemos los generadores de Ll, sin embargo es deseable obtenerlos en una formulacién cova-
riante. Para este fin tomamos una transformacion de Lorentz infinitesimal:

A =68 4wl (1.46)

donde w*, es el pardmetro infinitesimal y contiene la informacion de los angulos de giro y las
pseudo-rapidez correspondientes a la transformacion infinitesimal. Utilizando la transformacion
infinitesimal en la ecuacion (1.33) se encuentra que w,, = 71,,w% es antisimétrico. Tomando la
ecuacion (1.46) consideramos la variacion dz#:

Szt = 2’V — 2t = Szt = wh 3¥ . (1.47)

. — i ,Po 1z .
Ahora usamos la forma exponencial de A: A#, = [e=2%" Mes] _» donde las matrices M, forman

una base del algebra del Lie O(1,3;R). Nuevamente realizamos la variacion de z, y se tiene

—_ i yPo
ozt = [e 2¢ M”"}ny” -zt

manteniendo la exponencial a primer orden, tenemos

7 H
ozt = []I — iw’"’Mpg} ¥ —at

i g v
= —gw” (Myo )",z . (1.48)

Comparando los resultados al calcular dz*, tenemos que
wh = —%wﬂo(Mpg)ﬂy . (1.49)
Para hallar los generadores M., buscamos obtener w”, en términos de w”’, para poder despejar

(M,o)*, de la ecuacion (1.49). Veamos que

1
wh, = Nyaw"® = i(nuﬂwﬁaaﬂﬁ - nuawaﬁtsug)

1 .
= _iw,@al(nm(guﬁ — pot)
L, = =20 (0, = )] - (1.50)
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Comparando las ecuaciones (1.49) y (1.50), es evidente que
(MPU)“V = i(nuaéup - nl/pélu‘g') . (151)

Ahora nos gustaria poder construir un formalismo que conecte ambos tipos de generadores, J;, K;

con (M,,)",. Para ello primero se debe partir de la ecuacion (1.51):

(MPU)NV =1 (7701/5“,) - npl’élug') . (152)
Veamos que (M,,)" es antisimétrica en p y o:

(Map)u v =1 (npvévu - nau‘spu) =—i (nav(spu - npuéau) (1~53)
= — (MPU)” » (1.54)

Ahora veamos c6mo son las componentes de (M,,)" ,, para lo cual revisamos 2 casos que genera-
lizan la totalidad de las componentes de (M, ). Los casos son: p=0,0=iyp=1i,0 = j.
Sip=0,0=1i:

(Mo:)" v =i (Mo — noudi*) (1.55)

lo cual solo es distinto de cerosi u=0yv =146 u=t1y v =0.
Sipg=0yv=i:

(Mo,;)oi =1 (miéoo) (sin suma sobre indices) (1.56)
= (My)?; = —i. (1.57)
Siu=iyr=0:
(Mo;) o =i (—m006i’) = —i (1.58)
= (M) = (Moi)' o, (M) es simétrica. (1.59)

Resumimos los resultados hallados:

0 &' 62 6°
0 0

0
Mio)=i| 52 o o o |=HK (1.60)
5% 0 0 0
(Mo;) = — (Mig) ;  (Mo;)° s = (Moi) o = =i 5 (Mo;)'; =0, (1.61)
Con estos resultados deducimos la forma de (M;p):
0 &'t &% 63
st 0 0 0
(Mio) =1 6i2 0 0 0 = Ki' (162)
5% 0 0 0
El otro caso de interés esenelcual p=1¢,0=7:
(Mij)"* o =i (6" — niwd;*) (1.63)
qué sdlo es distinto de cerosiv=jyp=4,0v=4iy p=j.
Si v=jypu=i: _ ‘
(Mz ')Zj =1 (njj(;i’) = —1. (164)
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Siv=iyp=j:
= (M; ')ij = — (M) 5, (M) es antisimétrica.
También observe que dados i y j fijos se cumple que:
(Mi;)" 5 = (Mji) s, (1.65)
Resumimos los resultados hallados:
(Mij)' j = = (Mi;) i = —i 5 (M) & = (Myj)" 0 = 0. (1.66)
Podemos deducir la forma de (M;;) al sumar con €;;:

€ij (Mij) =0k e1ij (M)

0 0 0 0 0 0 0 0
_oec 1 0 0 0 O .c 2 0 0 0 —€213 + €231
=% | g 0 vt e | T |0 0 0 0
0 0 —e€132+e€123 0 0 —ez31+€213 O 0
0 0 0 0
. 0 0 —e312 + €301 0
5.3 312
R —€321 + €312 0 01"’
0 0 0 0
0 0 0 0
L0 0 —iad il
- 0 i5k3 0 —i(5k1
0 0,2 it 0
Por lo tanto )
Jk = iekij(Mij)' (167)

Con estos calculos tenemos las formas explicitas de los generadores del grupo de Lorentz en su
forma covariante. Se tienen dos tipos de transformaciones que conforman el grupo de Lorentz:
rotaciones y boost. Por un lado, alrededor de cada eje se tiene asociada una rotacién, lo denotamos
como R;(0,), Ry(8,) y R.(0.) Las formas explicitas de los generadores de las rotaciones Jj, con
i=x,y,z, son las siguientes:

000 0 0 0 0 0 00 0 O
000 0 0 0 0 i 00 —i 0
B=1oo0oo0 <" |oooo] T |oi o o0 (1.68)
00 i 0 0 —i 0 0 00 0 O

Similarmente, por cada eje se tiene asociado un boost representado por B (¢), By(¢y) ¥y B-(¢2).
Las formas explicitas de sus generadores Kj son:

0 ¢« 0 0 0 0 2 0 0 0 0 2
¢t 0 0 0 0 0 0O 0 0 0O

Kx = 0 0 0 0 |’ Ky = i 00 0 |’ K. = 0 0 0O (1.69)
0 0 0 O 0 0 0O t 0 0 0

Por otro lado, cualquier transformacion de coordenadas z# — x'* que satisface (1.29) es lineal,
entonces para la siguiente expresion:

't = Aa¥ + at (1.70)
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con a* constantes arbitrarias y A*, una matriz constante que satisface la condiciéon (1.33), estas
transformaciones forman un grupo. Si primero realizamos una transformacion de Lorentz (1.70), y
luego una segunda transformaciéon de Lorentz

' — 2" donde 2" = AF 2P + @t = A, (AP 2¥ + o) + at.
Entonces el efecto es el mismo que el de una transformacion de Lorentz ¥ — z”* con
JJH“ — ([_VI,A/)) JIV + Aua’p + &/z
ptty P

Notese que si A#, y A¥, satisfacen (1.33) también A*,A?,. Las transformaciones T'(A, a), que son
una representacion del grupo satisfacen la regla de composicion

T(A,a)T(A,a) = T(AA, Aa + a). (1.71)

Observando el determinante (1.35), podemos entonces concluir que A*, tiene inversa, la cual de-
notamos por (A‘l)y - De (1.33) podemos encontrar la forma de la matriz inversa, al multiplicar
por (A™1)”, entonces

) (1.72)

por lo que

Se debe cumplir que la inversa de la transformacion T'(A, a) a partir de (1.71) sea T (A~*, —A™a),
y la transformacion identidad T'(1,0). Para comprobar esto, tenemos

T(A -A"a)T(Aa) =T (A'A,—A"'a+ A 'a) = T(1,0)
ahora multiplicamos por la inversa propuesta:
T(A,a)T (A, —A""a) =T (AA' A (—A'a) +a) =T(1,—a+a) = T(1,0).

Asi concluimos que la transformacion propuesta es la inversa. La trasnformacion T'(A,a) induce
una transformacion lineal unitaria sobre vectores en el espacio de Hilbert de la mecanica cuantica.
es decir.

|U) = U(A,a)|¥).

Los operadores U deben satisfacer la regla de composicion siguiente:
U(A,a)U(A,a) = U(AA, Aa + a)

El grupo de transformaciones T'(A, a) es propiamente conocido como el Grupo In-homogéneo de
Lorentz 6 el Grupo de Poincaré.

La relatividad especial estudia como aparecen los objetos a observadores en distintos marcos de
referencia. Las transformaciones entre diferentes marcos estan descritas por el grupo de Lorentz (en
un espacio-tiempo plano y sin considerar traslaciones). Einstein concibi6 estas transformaciones
para objetos puntuales sin ninguna estructura interna

Si queremos saber como se transforma una particula bajo una transformaciéon de Lorentz, no
basta tinicamente con los momentos de la particula, necesitamos considerar el espin.
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1.2.3. Algebra de Poincaré

Toda la informacién acerca de cualquier grupo de simetria de Lie esta contenida en las pro-
piedades de los elementos del grupo cercanos a la identidad. En el caso del grupo de Lorentz
Inhomogéneo, la identidad es la transformacion A¥, = §*, a* = 0, entonces nuestro interés se
centrara en estudiar aquellas transformaciones con

AP =61 4 wh gt =t (1.73)

donde w“,, e tomaran valores infinitesimales. Tomando (1.33 es decir, la condicion de Lorentz
’ ’ ’
y sustituyendo la expresién anterior en ella, tenemos:

Npo = Nuv (55 + wf)‘) (65 +wy)
= UW(SLL(SZ + nuuégwg + nuuwlpt + nuuwgwg
= Tpo + Wpo + Wep + WypWy (1.74)
de la altima linea deducimos que la siguiente relacién se debe cumplir
—Wpo = Wap + Wypy. (1.75)
Ya que s6lo conservaremos términos a primer orden en w obtenemos la propiedad de antisimetria
de wy,, esto es:
Wy = —Wyp-
Un tensor de segundo rango antisimétrico en cuatro dimensiones tiene (4 x 3)/2 = 6 componentes
independientes; entonces, incluyendo las 4 componentes de €, cualquier transformaciéon de Lorentz

Inhomogénea es descrita por 10 parametros. Para una transformacion de Poincaré infinitesimal,
U(1 + w, €) se puede realizar una expansion de Taylor, de la siguiente manera:

Ul+we) =1+ %me”" —ie,PP + ..., (1.76)

donde JP? y PP son operadores independientes de w y €, y los puntos suspensivos denotan términos
de orden mas alto en w y/o €. A fin de que U(1+w, €) sea unitario bajo esta expansion, los operadores
JP? v PP deben ser hermitianos, esto es:

(JPo) = Jre (PP)T = PP (1.77)
Como w,, es antisimétrico, los coeficientes J”? también deben ser anti simétricos, es decir, J#7 =
—.J°?. Por otro lado, P!, P? y P3 son las componentes del operador de momento, asi como J%3, .J3!
y J1'2 son las componentes del operador de momento angular, y P° es el operador de energia o
el Hamiltoniano. Consideremos el producto U (A, a)U(1 + w,e)U~1(A,a), donde A*, y a* son los
parametros de una nueva transformacion sin relaciéon con w y €. Recordemos que se demostrd que
U (A=, —A""a) es el inverso de U(A, a). Sustituyendo U (A, a)U (14w, e)U (A, a) en la expresion
(2.18) tenemos lo siguiente:
UA,a)U(1+w, &)U (A,a) =U(A,a)U(1+w,e)U (A, —A""a)

=UNa)U (1+w) A —(1+w) A a+e)

=U(AM1+wA LA (-1 +w)A a+e) +a)

=U (A1 +w)A™! Ae — AwA™'a). (1.78)
A continuacion, vamos hacer un poco de algebra y desarrollos explicitos. Entonces, si nos quedamos
a primer orden en w y €, tenemos lo siguiente:

y JYE —1q (Ae — AwAfla)M pPH
(1.79)

i - . _ i -
U(A,a) {1 + §wpc,Jp zepPp} U '(Aa)=1+ 5 (AwA 1)u

1

= U(A,a) [wpaJpU - e,,Pp] U YA a) = (AwA_l)W JUH — (Ae - AwA_la)H P*. (1.80)

N | =

2




Aspectos basicos de algebras de Lie en Fisica de Particulas
1.2 Simetrias del espacio tiempo

Notemos que

5 (A=) 7 (Ae = Awhla), P = S8, 0 (A7) 0T~ (M, — AP (M) ) PH,

(1.81)
entonces igualando coeficientes de w,, ¥ €, se tienen las siguientes ecuaciones:
1 S 1 ~1\T b 1N v
iU(A7a)Jp Ut (Aa) = 7M. (A1) I+ A (AY) a¥ P (1.82)
U(A,a)PPU (A a) = AL PP (1.83)
Podemos ver que (1.82) se puede reescribir de la siguiente manera
1 S 1 “1\T 7 _1\T L
§U(A7a)JP U™ (A a) = 7M. (A=Y g7+ AP (AY)7 ¥ PH (1.84)
= AJAT TV + 200 AT a” P*
= ALA] (J7F —al'P" +a”"P"). (1.85)
Para transformaciones de Lorentz Homogéneas (con a* = 0 ) estas reglas de transformacion,

muestran que J*¥ es un tensor y P es un vector. Para traslaciones puras ( A*, = 6, ), nos damos
cuenta que P” es un invariante ante estas traslaciones pero J”? no. Ahora apliquemos (1.82) y
(1.83) con A", = 6*, +wt, y at = €, recordando que U(1 +w,€) = 1 + §wy, J" — i€, P*. Para
la relacion (1.82), tomando a primer orden se obtiene lo siguiente:
Ul+w,e)JU (1 +we) = (67 +wh) (67 +wy) (J* — a P + a” P")
=050, (JY" — atP¥ + a” P") + ohwp JM + whéy JH
= J7 —’P7 + PP + w] J? + wi JH. (1.86)

Ahora nos enfocamos en el lado izquierdo, nuevamente a primer orden tendremos lo siguiente:
Ul +w,e) U (1 +we) = (1 + %wM,JW - ie/LP“> JPe <1 - %wWJ’“’ + ieﬂp“>
1
= Jr +1 <2wWJ“"Jp" — wWJ""J‘“’> + (e, JP7 P — €, PIJP7)
|1 v ,
=JP 41 [waJ” ,JW} —ile, PH, JP7]
po 4|1 ny T
=JP7 +1 §w,“,J — e, Pr,Jr7 . (1.87)

Por lo que igualando las relaciones obtenidas anteriormente, llegamos a la siguiente regla de con-
mutacion:

1
i [2wWJW — €, P", J”"] = WEJHT 4 W JP — P P74 €7 PP (1.88)

Para la ecuacion (1.83) usamos el mismo método, obteniendo nuestra segunda regla de conmutacion
1k JHY PH PP| =wl P! 1.89
U | 5% — €, P", =w, P*. (1.89)
Dicho esto, igualando coeficientes de w,, y €, en ambos lados de este conjunto de ecuaciones,
podemos encontrar las siguientes reglas de conmutacion:
a) i[JH, TP =P Jre — phP Jre — Tk JPY 4 JPH

b) i[PF,JP7) = nPT — gt PP, (1.90)
c) [P, P]=0.
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Estas reglas de conmutacion forman el llamado Algebra de Lie del grupo de Poincaré. En Mecanica
Cuantica juegan un rol especial aquellos operadores que se conservan, es decir, que conmutan con
el operador de energfa H = P, si revisamos las expresiones (a) y (b) del conjunto (1.90), vemos
que aquellas componentes que cumplen con lo anterior son:

P={p' P> P}, (1.91)

J={J% 3, gy, (1.92)

donde P y J representan los 3-vectores de momento y momento angular respectivamente. Clara-
mente, el operador de energia conmuta con el mismo. Los generadores restantes forman al que es
llamado el 3-vector de boost,

K = {JOl’J027J03} .
Estas componentes no son conservadas, entonces no usamos sus eigenvalores para etiquetar estados
fisicos. En notacién tridimensional, las reglas de conmutacion (1.90), pueden ser escritas como:

[Jis J;] = i€ijr Tk, (1.93)
[Ji, ;] = i€ijiu K, (1.94)
(K, K] = —i€ 5k, (1.95)
[Jis Pj] = i€iji T, (1.96)
(K, Pj] = —iHd;j, (1.97)
(Ki, H] = iP, (1.98)
[Ji,H| = [P;,H] = [H,H] =0. (1.99)

Las traslaciones puras T'(1, a) forman un subgrupo del grupo inhomogéneo de Lorentz, cuya regla
de multiplicacion del grupo es:

T(1,a)T(1,a) =T(1,a + a). (1.100)
Es posible ver que las traslaciones finitas, son representadas en un espacio de Hilbert fisico por:
U(1,a) =exp (—iP a,). (1.101)

De la misma manera, se puede verificar que una rotacién Ry por un angulo || alrededor de la

direccion de § esta representada en un espacio de Hilbert fisico por

U (Rg,0) = exp(iJ - 6). (1.102)

1.3. El grupo SL(2,C)

En esta secciéon consideraremos el grupo de Lie lineal especial en dos dimensiones con parametros
complejos:
SL(2,C)={M € GL(2,C) | det M = +1}. (1.103)

Sabemos que los espinores se transforman mediante operadores lineales. Estos operadores son
representaciones de SL(2,C), de forma que D mapea M € SL(2,C) a un automorfismo D(M).
Esto es que D(M) : F — F, donde F es algtun espacio vectorial. En general, D(M) actiia sobre
los espinores ¥ € F' como

W' = D(M)y = D,/ (M)ié, . (1.104)

Existen 2 representaciones espinoriales muy importantes.
i) Representacién propia
DM)y=M, V MeSL(2C). (1.105)
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ii) Complejo conjugado de la representacion propia
D(M)=M*, VM e SL(2,C) . (1.106)

Ambas representaciones son de dimensiéon 2. Para entender por qué estas representaciones son
importantes hay que definir las representaciones equivalentes. Se dice que dos representaciones D1
vy D5 son equivalentes si existe una matriz invertible U, tal que

Dy(M) =UDy(M)U™*; (1.107)

béasicamente, esto significa que D y Do estan relacionadas mediante un cambio de base. Si dos
representaciones no son equivalentes entonces no se puede pasar de una a otra mediante un cambio
de base. Precisamente, SL(2,C) admite 2 representaciones no equivalentes; M y M*. Bajo la
representacion propia, los espinores ¢ € F' se transforman como

Py =M yp . (1.108)

A los espinores que se transforman como en la ecuacion(1.108) bajo SL(2, C) se les llama espinores
de Weyl izquierdos. En el caso del complejo conjugado de la representacion propia, su espacio de
representacion es F, y sus elementos se denotan como ¥, que bajo SL(2,C) se transforman como

W= (M) Py (1.109)

Los espinores {/)v € F son llamados espinores de Weyl derechos. Resulta conveniente buscar una
representacion equivalente de M y M*. Se puede demostrar que M7 y M*~T son dichas re-
presentaciones respectivamente. Probaremos que M y M~ son representaciones equivalentes. La
prueba consiste en hallar € € GL(2,C) que cumpla que M T = eMe~!. Sea

= () e =g (2 ) o

€21 €22 det(e) \ —€21 e€n
=
My Mo 17 1 My —Mi2
M = =M = 1.111
Y ( Moy Mo ) det(M) \ =M Mn ( )
1 M. — M.

=M = 22 21 1.112
det(M) ( —Myz My )7 ( )

y como M € SL(2,C) = det(M) =1

7 M —Mn
M _<_M12 . ) (1.113)

Hacemos el producto eMe™! y proponemos eMe™t = M7 :

= eMe = Mt (1.114)
1 €11 €12 My1 Mo €22 —€12 \ ! My —Mo2

N L . (L115

det(e) ( €21 €22 May Mo —€21 €11 —Myz  Mn ( )

Al hacer este producto matricial, obtenemos 4 ecuaciones, de las que se halla la estructura de e:

My, det(€) = Myi€er1€20 — Myz€ri€ar + Maj€eraeaz — Maseaaea, (1.116)
— Mo det(e) = My1€21€20 — Mlgegl + M21€§2 — Moysegsea, (1.117)
— Mo det(€) = —Miqerera + Mizeriean — Marely + Mogeanean, (1.118)

My det(e) = —Myyeraear + Migeareanr — Majeraean + Mogeds. (1.119)
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Es evidente que det(e) debe ser independiente de M, entonces si despejamos det(¢€) de las ecuaciones
(1.116) - (1.119), vemos que eso so6lo es posible si €17 = €35 = 0. Usando esta condicion en la ecuacion
(1.117), tenemos

—Mi2€3, = —Mis (—e€11€12)

= —€21 = €12.

Por lo tanto, € tiene la siguiente estructura

o 0 €12
€= < ey, 0 ) (1.120)

Si elegimos que €15 = 1, entonces

0 1 _ 0 -1
6:<_1 0> y 61:<1 0 ):e—r. (1.121)

Se considera una convencién de indices en la que € = (48), e7! = (ea5) y M = (M ,P), de forma
que

ABM L ecp = (M1T)4,, (1.122)
con lo cual ya hemos construido €, que cumple

M = cMe !

3

y por lo tanto M y M7 son representaciones equivalentes. Se procede de la misma forma para
encontrar que M* y M*~'T son representaciones equivalentes. De las ecuaciones (1.108) y (1.122)
se encuentra que

Wy = eap(M )5 Pyp,

EAY, = (MTYE, Py, (1.123)

Definimos €281 = 4 = 4 = eap¢?®, de manera que 4P funciona como una métrica.
Entonces se llega a

= (M) py”. (1.124)

Se pueden hallar los mismos resultados para los espinores de Weyl derechos:

wA ZEABll)B :>1/)A ZGAB’L/JB, (1.125)
¢/A _ (M*flT)ABwB" (1.126)

., 1
1.3.1. Conexion entre SL(2,C) y el grupo de Lorentz L

Lo que buscamos ahora es mostrar que Ll es homomorfo a SL(2,C), es decir, que V. M €
SL(2,C) 3 AM)€ LI_ , tal que
A(M)A(M3) = A(M1 Ms)
AH M) =AM (1.127)

Para tal fin, comenzamos introduciendo las matrices o#, las cuales corresponden a las matrices de
Pauli para los casos =1 (i = 1,2,3), y 0° es la matriz identidad 2 x 2. En la notacién de indices
espinoriales, o se escribe como
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también se define
—uyAA AB_AB
(@) =" (0" )y
de donde se obtiene que

(") = (%) v (3")=(c"-7). (1.128)

Para poder construir el grupo de homomorfismo, nos gustaria hallar A en funcion de M (A(M))
y M en funcion de A (M(A)). El primer paso serd hallar mapeos de My a H(2,C) (conjunto de
matrices hermitianas de 2 x 2, sobre los complejos) y SL(2,C). Se define el mapeo

p: My — H(2,C),
tal que
p(at) =x,0t = X.

Note que z# = n*’x,,, y se puede probar que n*” = %Tr (ota”) = %Tr (oc¥a*); entonces

Por lo tanto, el mapeo inverso p~! : H(2,C) — My es

pH(X) = %Tr (Xa*) = a*. (1.129)

Ahora veamos como acttia SL(2,C) sobre H(2,C), mediante lo que se llama, la representacion
adjunta de SL(2,C) y se define como

ad: SL(2,C) — Aut (H(2,C)), (1.130)

donde
ad M(X):=M' =MXM',  con M e SL(2,C), (1.131)

y Aut (H(2,C)) es el grupo automorfismo de H(2, C), de manera que M’ € H(2, C), lo que permite
que se pueda aplicar de la misma manera el mapeo inverso p~!, de forma que

pt (MXMT) = %Tr (MXxMTe") | (1.132)

ademas, al ser M XM hermitiana, y ¢* un conjunto completo, podemos escribir M XM como
una combinaciéon lineal:

MXM" =)ot = X', (1.133)

de manera que

1 1
p (X)) = 5 Tr (X'gH) = 5 Tr (z! o¥5") = '™ (1.134)
En resumen, los pasos seguidos nos llevaron de la siguiente manera

o —pa") =X —adM(X) =X — p (X)) = 2. (1.135)
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A estas alturas, podemos sospechar que el mapeo (1.135) es una transformacion de Lorentz, pero
habria que confirmar que las transformaciones hechas, dejan m;m' P invariante. Explicitamente

¥ u 29 — 23 —zl 4 iz?
=z, 0t = .
® —zl —iz?2 2043

= det(X) = (2%)? — & ¥ = z,2".
Por otro lado,

det (X') = det (2,0") = a2

y
det (X') = det (MXMT) = det(M) det (M) det(X)
= det(X),
entonces
a)x't =zt (1.136)

Ya que es claro que el mapeo (1.135) es una transformacion de Lorentz, escribimos z* como
't = %Tr(Ma,,MT&”)x” ,
y recordando que z'* = A*,x", se obtiene que
AP, = %Tr(Mol,MTﬁ“) . (1.137)

Ahora que sabemos cual es la transformacién de Lorentz A € Ll para una M € SL(2,C) dada, el
siguiente paso es encontrar M (A). Para ello, retomamos la representacion adjunta en la ecuacion
(1.133), escribiendo 2’ en términos de a:

At yxto, = MaVo, Mt
= AN'yz"0,0" = MaxYo,MteY
= AN'yo,o” = Mo, M5 .

Se puede demostrar al hacer los célculos explicitos que para A € SL(2,C) se cumple que 0, Ag” =
2Tr(A) - Iy, entonces

Ao, Y = M(2Tr(MT) - 15) (1.138)
1
= — H o’
= M(A) T T)A v0u,G" . (1.139)

Retomamos la ecuacion(1.138) y sacamos su determinante:

det(A*,0,6") = det(M(2Tr(M') - Ip)) = det(M)(2 Tr(M"))?* con det(M) =1

= 2Tr(M") = £4/det(Ar,0,5") . (1.140)

Sustituyendo la ecuacion(1.140) en la ecuacion(1.139), se llega a

MA) =t At o7 (1.141)

det(A*,0,6Y)
De la ecuacion (1.141), es evidente por el signo +, que hay 2 matrices en SL(2,C) (M y — M) que
corresponden a la misma transfomracion de Lorentz. Esto en realidad es visible desde la ecuacion
(1.137), al cambiar M por —M, lo cual da el mismo resultado. A esto nos referimos cuando se
menciona que SL(2,C) cubre 2 veces al grupo de Lorentz restringido. En términos formales, se

dice que SL(2,C) es la cubierta universal de Ll.
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1.4. El grupo pequeno de Wigner

En 1939, Eugene Wigner observé la importancia del cuatrimomento en la construcciéon de
representaciones, se enfocé en los subgrupos del grupo de Lorentz cuyas transformaciones dejan el
cuadrimomento de una particula dada invariante, el maximo subgrupo que hace esto al momento
de una particula se le llama grupo pequerio o little group en inglés [80]. El punto aqui es que
una particula relativista tiene en su estructura interna una forma covariante asi como su cuadri-
momento. El grupo de las transformaciones de Lorentz consiste en tres boosts y tres rotaciones.
La rotacién constituye un subgrupo del grupo de lorentz, si una particula masiva esta en reposo
entonces su cuadri-momento es invariante bajo rotaciones; de este modo el little group para una
particula masiva en reposo es el grupo de las rotaciones tridimensionales O(3), lo que es afectado
por la rotaciéon es la orientaciéon del espin de la particula. Las particulas en reposo se les puede
aplicar un boost asi como los generadores del little group O(3). El boost va tomar la forma de un
operador conjugado; este operador no va cambiar el dlgebra de Lie del grupo de las rotaciones y el
little group que se obtuvo bajo el boost va dejar invariante el cuadri-momento que se obtuvo bajo
el boost, a este nuevo grupo se le llama little group O(3). Por otro lado, no es posible traer una
particula sin masa desde su sistema en reposo, Wigner observo que para obtener el little group de
una particula sin masa a lo largo del eje z es generado por el generador de las rotaciones alrededor
del eje z y otros dos generadores, este grupo se le llama little group E(2) [80, 81, 72]. A continuacién
veremos este analisis méas en detalle

1.4.1. El concepto de grupos pequenos o little groups

El little group como ya hemos dicho anteriormente es un subgrupo del grupo de Lorentz, veremos
en mayor detalle este conjunto de transformaciones de Lorentz L que dejan invariante al momento
p* de una particula en la siguiente seccion (1.4.2), esto es:

Lp =p. (1.142)

Una transformacion general de Lorentz tiene la forma :
L = ¢ 0+K9) (1.143)
~1+i(J-0+K-¢)=1+iW, (1.144)

conJ = (J*, JY, J?) y K = (K%, KY, K?), desarrollando la matriz W usando los generadores (1.68)
y ( 1.69) se obtiene la siguiente forma:

0 o ¢ ¢
6T 0 —0F gV
o 0F 0 —°
o —6Y 6% 0

W=J0+K-¢p=i (1.145)

Aqui se toma una transformaciéon de Lorentz infinitesimal L = 1+ iW, donde W esta dada por
(1.145). En el caso de particulas masivas, m? > 0, al tomar p* = (m,0,0,0), la transformacién de
Lorentz L debe dejar invariante el momento p*, por lo que la siguiente condicion se debe satisfacer:

0 ¢ ¢v ¢ m 0
ot 0 -0 @Y 0 0
v 0> 0 -6~ || o] "o (1.146)
o° —6v 0 0 0 0

Esto implica que ¢* = ¢¥ = ¢p* =0y 0 = 6Y = 0% #£ 0. Nos queda la parte J -0 con J* JY, J* los
generadores de las rotaciones, por lo que para una particula con masa el little group es SO(3) =
SU(2), los estados estan caracterizados por la masa m y el espin s. Casos conocidos de particulas
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1, bosones W+ y Z9). Ahora,

con masa son: (s = 0, Higgs), (s = 1/2, ¢ quarks y [ leptones), (s =
0,0,m) y entonces se debe cumplir

para particulas sin masa m? = 0, se toma el momento p* = (m,

que
0 ¢" ¢ ¢ m 0
6T 0 —07 oV o | [o
g 9% 0 _p= 0 = 0 (1147)
o* —0Yv 0* 0 m 0
Esto implica que ¢* = 0, ¢* = —0Y, y ¢¥ = 6%, donde 67 es arbitrario y corresponde a la rotacion
alrededor del eje z. Desarrollando W dada por (1.145), se obtiene:
W = J%0% + JY0Y + J*0° + K*¢" + KY¢Y (1.148)

= (J* + KY)0" + (JY — K®)0Y 4 J*0*
= E'9" + E%0Y + J?0>.

Resulta que E', E? y J# satisfacen las siguientes relaciones de conmutacion, las cuales definen el
algebra de Lie del grupo E(2):

[J., Bl = iEy, [J,, Es] = —iEy, [E1,E3]=0. (1.149)

Para las particulas sin masa, el little group es el grupo Euclidiano en dos dimensiones F(2) =
U(1) x T(2), este grupo consiste de rotaciones y traslaciones en un plano euclideo dos dimensional.
Las transformaciones de coordenadas toman la siguiente forma:

¥’ =xzcosh —ysinf +u (1.150)
Yy = xsind + ycosf + v, (1.151)

estas transformaciones se pueden escribir en forma matricial como

z cosf® —sinf wu x
y | = | sinf cosf v y |, (1.152)
1 0 0 1 1

tambien estas transformaciones se pueden exponenciar de la siguiente manera:
E(u,v,a) = exp[—i (uE; + vE2)] exp (—if.J,), (1.153)

donde J, es es el generador de las rotaciones en la direcciéon z, y E1 y Fo son los generadores de
las traslaciones. En la seccion (1.2.2) deducimos la forma que los generadores del grupo de Lorentz
deben tener. Los generadores aqui mencionados tienen la siguiente forma matricial 3 x 3:

0 —i 0 00 i 00 0
J,=1i o o, B;=l0 o0 0], Efo0o0i], (1.154)
0 0 0 000 00 0

Grupo cilindrico

Las relaciones de conmutacion (1.149) son invariantes bajo el cambio de signo en los generadores
FE; y E5, también son invariantes bajo conjugacion hermitiana. Ya que J, es hermitiana podemos
reemplazar Fy y Es por

Qi =—(E)', Q=—-(E),

su forma matricial es la siguiente

Q1= Q2 = (1.155)

AN )
o O O
o O O
o O O
N e )
o O O
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de este modo obtenemos las siguientes relaciones

(Q1,Q2] =0, [J:, Q1] =iQ2, [J., Q2] = —iQ1. (1.156)

Estas relaciones de conmutacion son idénticas a las del grupo E(2) dadas en (1.149). Sin embargo,
@1 y Q2 no son generadores de las traslaciones euclideas en el espacio de dos dimensiones. Como
en el caso de E(2) podemos considerar una transformacion matricial

C(u,v, ) = C(0,0,a)C(u,v,0), (1.157)
donde
cos —sinf 0
C(0,0,0) = exp(—ifJ.) = | sind cos® 0 |, (1.158)
0 0 1
1 0 0
C(u,v,0) =exp[—i (u@y +vQ2)]=| 0 1 0 (1.159)
u v 1

Con C(0, 0, o) es la matriz de rotaciones, la multiplicacion de las matrices (1.158) resulta en la forma
mas general (1.157). Si aplicamos la matriz (1.157) sobre un vector columna (x,y, z), tendremos
lo siguiente:

cosf —sinf 0 T zcosf —ysinf
sinf cosf O y | =| xsinf+ysinf |. (1.160)
u v 1 z z+uxr + vy

Esta transformacion deja invariante (22 + y?) mientras que z puede variar de (—oc, 00). Por esta
razon, es bastante apropiado llamar a este grupo de transformaciones lineales como grupo cilindrico.
Este grupo es localmente isomorfo a F(2). Si fijamos por conveniencia que el radio del cilindro sea
unitario

(z® +9?) =1, (1.161)

entonces x y y pueden ser escritos como
T =cos¢, y=sing,

y de esta manera las transformaciones de (1.160) toman la siguiente forma

cosf —sinf 0 cos ¢ cos(¢ + 0)
sinf cosf O sing | = sin(¢ + 0) . (2.15)
U v 1 z Z 4+ 1 cos ¢ + vsin ¢

Resulta que este grupo cilindrico describe las transformaciones de gauge para las particulas sin
masa.

1.4.2. Operadores de Casimir

Un estado de particula se caracteriza por su momento y su respectivo nimero cuantico (espin
para particulas masivas y helicidad para particulas sin masa). Para encontrar como actia el grupo
pequeno sobre un estado de particula, comenzamos definiendo una transformacién de Lorentz
L*,(p) que mapea el momento de referencia k” al momento cualquiera p*.

W(A,p;k) = L™ (Ap;k) A L(p; k), W(A,psk) k= k. (1.162)
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El momento de referencia es clasificado segtin su invariante relativista p? = k% = ktk,. Para
particulas masivas es k? = m?, para particulas sin masa y el vacio son k2 = 0. Solo consideraremos
los casos con energia positiva. Para un espacio tiempo con D = 4 tenemos tres momentos de
referencia, las cuales puede verse en la siguiente tabla:

Momento | momentos de referencia
p? =m? k* = (m,0,0,0)

p>=0 k* = (w,0,0,fw)

> =0 k" =(0,0,0,0)

Tabla 1.1: Momento de referencia para particulas con masa, sin masa y el vacio.

Definimos una transformacién de Lorentz W#,, que deja invariante el momento de referencia
k|
WH(k) k” = k. (1.163)

El grupo de transformaciones que deja invariante el momento de referencia se denomina grupo
pequeno. Notese que tinicamente el momento de referencia k* es invariante bajo una transformacion
del grupo pequeno. Una transformacion general del grupo pequeno que acttia sobre k* se define
por

W(A, p;k) = L (Ap; k) A L(p; k), W(A, p;k) k= k. (1.164)

Los tres casos anteriores tienen asociados tres grupos pequenos diferentes: SO(3) para particulas
con masa, E(2) para particulas sin masa y el grupo de Lorentz para el vacio. Nos interesa estudiar
el grupo pequeno de las particulas con masa y sin masa. Con el fin de etiquetar sisteméticamente
todos los estados de una particula, comenzamos con un momento de referencia k, y los estados
|k, o). Para toda transformacion de Lorentz A existe un operador unitario asociado U(A) que actta
sobre el espacio de Hilbert, tal que U (A1A2) = U (A1) U (A2). Entonces, definimos los estados de
una particula por su momento y sus respectivos numeros cuanticos mediante el ket de estado |p, o):

p, o) = U(L(p; k))[k 0), (1.165)

donde p representa el momento y ¢ es un nimero cuéntico asociado a una transformacién global
(espin, helicidad, carga eléctrica, etc.). Habiendo hecho esta definicion, podemos preguntarnos como
se transforma |p, o) bajo una transformacion general de Lorentz.

UA)|p, o) = UMNU(L(p; k))|k,0) = U(AL(p; k)| k, o) (1.166)
— U(L(Ap; ) U (LY (Aps )AL (p; ) [k, ) (1.167)
=U(L(Ap; k)) U (W (A, p; k) |k, o). (1.168)

Debido a que el momento de referencia k se mantiene invariante, podemos definir la accion del
grupo pequeno actuando sobre el estado de una particula como:

UW (A, p; k)|k, 0) = Door (W (A, p; k) [k, 0”) . (1.169)

Concluimos que una particula se etiqueta por su momento y se transforma segtn alguna represen-
tacion del grupo pequeno. Esto se denomina el método de representaciones inducidas. De manera
similar, también podemos encontrar una representacion inducida del grupo de Poincaré a partir de
la representacion del grupo pequeno. Debido a esto, usamos los valores propios de los operadores
de Casimir del grupo de Poincaré para etiquetar las representaciones del grupo pequeno. Los ope-
radores de Casimir del grupo de Poincaré son P*P, y el cuadrado del vector de Pauli-Lubanski
WHW,,, donde W* es [82]:

W = _ehvro M, P,. (1.170)

1
2
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1.4.3. Particulas con masa

Para una particula masiva, el momento de referencia es el momento asociado con el marco de
reposo, dandonos k* = (m,0,0,0), el cual queda invariante bajo rotaciones. El grupo que deja
invariante este momento es SO(3). Ahora, utilizaremos los valores propios de los operadores de
Casimir del grupo de Poincaré para etiquetar las representaciones del grupo pequenio. Comenzamos
con el operador P*P,, que nos da

PrP, |k, o) = kFk,|k, o) = m?|k, o). (1.171)

A continuacion, pasamos al cuadrivector de Pauli-Lubanski W*. Dado que k* = (m, 0,0, 0), solo
Py dar& un valor distinto de cero y por lo tanto tenemos

1
WH|k, o) = §sWﬂ°Mpr0|k,o—>, (1.172)

donde el tensor de Levi-Civita implica que W° = 0. Ahora, consideramos el valor propio de Py,
que es simplemente m, la masa de la particula, como se observa en la forma de k*. Ademas,
consideramos una permutacion de los indices del tensor de Levi-Civita, e#*P0 = —g0mr — _ciil o
que nos da

WOk,o) =0 Wik, o) = —mJi|k,o). (1.173)

Dado que W; representa todas las componentes espaciales, se vuelve negativo al bajar el indice
seglin la métrica 7,,,,. Finalmente, combinamos los resultados para obtener

WHEW, |k, o) = —m*J?|k,0) = —m?j(j + 1)|k, o), (1.174)

donde J? es el operador de momento angular total con el valor propio j(j+ 1), y aqui j representa
el espin de la particula. Encontramos que j = 0, %, 1,--- debido a la invariancia § — 6 4 2.

1.4.4. Particulas sin masa

Para una particula sin masa, el momento de referencia es el momento asociado con una par-
ticula que se mueve a la velocidad de la luz, en la direccién z, dandonos k* = (w,0,0,w) y
k* = (w,0,0, —w). El grupo que deja invariante este momento de referencia es el grupo euclidiano
bidimensional F(2); los generadores son N1 = Ky — Jo, No = J; + Ko y Js. Estos generadores
satisfacen el conjunto cerrado de relaciones de conmutacion:

[Js,N1] = iNo, [Js, No] = —iN1, [Ny, No] = 0. (1.175)

Los respectivos elementos del vector de Pauli-Lubanski son:

1 1
wo = §€OUP3M1/;)P3 = 5 (M12 - M21) P; = J3P;, (1.176)
1
W= 3 (e My, Py + €172 M, Py)
1
=3 [(M3e — Ms3) Py + (Mag — Moz) Ps]
= —(J1Py — K2P3), (1.177)
1 )
W2 = 5 (27" My, Py + €272 M, Py)
1
=3 (M3 — M3y) Py + (Moy — M) Ps]
= —(JoPy + K1 P3), (1.178)
1 1
w3 = 583VPOMW,P0 = 5 (Myy — M) Py = —J3Py. (1.179)
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Aplicamos estos operadores sobre el estado |k,o), usando un momento de referencia k* =
(w, 0,0, —w). Obtenemos lo siguiente:

WOk, o) = —wJs|k, o), (1.180)
Wk, o) = —w (J1 + Ka) |k,0) = —wNs |k, o), (1.181)
W2k, 0) = —w (Jo — K3) |k, 0) = —wN; |k, o), (1.182)
W3k, o) = —wJs|k, o). (1.183)

Combinando todas las componentes, obtenemos una expresion para W#, lo que conduce al resultado
WHW |k, o) = —w? (N12 + N22) |k, o). (1.184)

Dado que N7 y Ny conmutan, son diagonalizables simultaneamente, por lo que expresamos sus
estados propios comunes con valores propios ny y ns como

N1|k,n1,n2> :n1|k,n1,n2>, N2|k,n1,n2> :7’L2|]€,TL1,TL2>. (1185)
Al aplicar una rotacién de angulo 03 al estado, obtenemos un nuevo estado, que definimos como

e—iGng

\k,nl,n2,93> = |k,n1,n2>. (1.186)

Este nuevo estado es el estado original |k, o). Intentamos encontrar el valor propio correspondiente
a N; para este estado.

N1|k,n1,n2,93> = N167w3'1“|k,n1,n2> = 672’03]3 (6i93'13N1€7i63J3) |k,n1,n2>

) . 1 1
'3 73 N, g =103 75 — (1 +if3J3 — 503 (J3) +. > N, <1 —if3J3 — 593 (J3)* +. ) (1.187)

1 1
= Ny +i03J3Ny —i03NJ5 — 595 (J3)* Ny — 5egNl (J3)? + 02JsNy Js + . ..

(1.188)

1 1
= N; — 03N, — 5951\71 + 59§N2 + ... (1.189)
= Nj cos 03 — No sin 05 (1.190)

donde utilizamos las relaciones de conmutacion [Js, N1] y [J3, N2]. Realizamos un proceso similar
con el operador Ny, y finalmente obtenemos que

N1|k,n1,n2,93> = (’I’Ll C0803 — N2 sin93)|k,n1,n2,03>, (1.191)
N2|k,n1,n2,93) = (’Ill sin 03 + no 60593)|k,n1,n2,93). (1.192)

Dado que 63 es arbitrario, esto sugiere que existe un continuo de estados propios. Sin embargo,
las particulas sin masa no exhiben tal grado de libertad continuo, y por lo tanto, para cualquier
estado fisico debemos tener n; = ny = 0. Finalmente, combinamos los resultados para obtener

WHW, |k, o) = —w? (n} +n3) |k, o) = 0. (1.193)

Esto significa que solo podemos usar los valores propios del generador restante Js para etiquetar
las representaciones de particulas sin masa. El grupo pequeno esta dado simplemente por el grupo
SO(2), que describe rotaciones en un plano bidimensional. Podemos describir las rotaciones en dos
dimensiones,

D) = e, (1.194)
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Este es un elemento del grupo U(1), que es isomorfo al grupo SO(2); etiquetamos las representa-
ciones con h, que es el valor propio del operador Js.

Js|k, h) = h|k, h). (1.195)

Esto nos da el momento angular de espin en la direcciéon del movimiento de la particula, que
es la helicidad. Asi, las particulas sin masa tienen dos grados de libertad internos, los cuales se
etiquetan mediante las helicidades +h. Se encuentra que h = 0, i%, +1,... debido a la invariancia
0 — 6+ 2m.

1.5. La contraccién del grupo pequeno o little group contrac-
tion

1.5.1. La contracciéon de Inonu-Wigner

Nuevas algebras de Lie pueden ser construidas a partir de viejas algebras de Lie mediante un
proceso llamado Contraccion. La contracciéon involucra re-parametrizar el espacio de parametros
del algebra de Lie en consideracion, de tal forma que las propiedades de multiplicacion del grupo
o las relaciones de conmutacion en el algebra de Lie se mantengan bien definidas incluso en algin
limite singular. En general, las propiedades del grupo de Lie original tienen limites bien definidos
en el grupo de Lie contraido. Por ejemplo, el espacio de pardmetros para el grupo contraido esta
bien definido y es no compacto. Otras propiedades con limites bien definidos incluyen: Operadores
de Casimir, elementos de matriz de operadores, por mencionar algunos [75]. La contracciéon provee
relaciones limitadas entre funciones especiales en fisica matemaética. En esta seccion nos enfoca-
remos en una clase particular de contracciones conocida como la contraccion de Inonu- Wigner [83].

En este proceso de contracciéon un nuevo conjunto de bases Y. es relacionado con el conjunto
de bases original X; mediante un cambio de base el cual depende de un parametro e, es decir:

Y, = M,' () X;. (1.196)

Las constantes de estructura tienen las propiedades de transformaciéon de un tensor siempre y
cuando la transformacion de cambio de base sea no singular, el dlgebra de Lie no cambia

Crs'(e) = M, (€)M (¢)Ci;* (M(e)_l)k L (1.197)

Si la transformacion es singular, las constantes de estructura C,,!(¢) aun deberfan de converger
hacia un limite bien definido.
CL(0) = lim C!(e). (1.198)
e—

Es comun el caso en que las constantes de estructura existan y definan un algebra de Lie que sea
diferente al original. Ahora vamos a meternos con los conceptos matematicos. Si un algebra de Lie
g tiene un sub-algebra h y un sub espacio complementario p con relaciones de conmutaciéon dados
de la siguiente manera g = h + p:

a) [h,h] Ch, (1.199)
b) [b.p] S, (1.200)
¢) [p.p]SHh+p, (1.201)

resulta que a) es una sub-dlgebra y el inciso ¢) siempre se cumple. Entonces la contraccion de
Inonu-Wigner de un dlgebra de Lie g con el dlgebra de Lie g’ involucra las siguiente transformacion

de cambio de base
h, ) ( Idim(h) 0 ) ( h )
= , 1.202
( pl 0 6Idim(p) p ( )
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donde dim(h) es la dimension del subalgebra h. Las relaciones de conmutacion de g’ estan bien
definidas para cada valor de ¢, incluso en el limite singular ¢ — 0:

b, 6] =1[h,b] S b, (1.203)
[0, 9] = [b,ep] = €[b,p] = lim ep =, (1.204)
[0", '] = [ep, ep] = €[p, p] = lim €*(h + p) — 0, (1.205)

donde se ha usado las relaciones (1.199). En el limite cuando ¢ — 0, el algebra contraida g’ es la
semi-suma directa del sub-algebra original h y el sub-algebra p, p’ es conmutativa y [h,p'] Cp’ :

fz]hﬂo p—p =ep g’[zh]er’,

h,b] C b — h,hl C b,

bplCp .y Cp, (1.206)
p.plCh+p — o, p'] =

A continuacién veremos algunos ejemplos de contracciéon entre grupos, nos interesan los grupos
que vimos en la subseccion (1.4.1)

1.5.2. La contraccion entre los grupos pequeno O(3) y el E(2)

La contraccion entre O(2) y E(2) es bien conocida en la literatura [81, 83, 84, 85]. La manera mas
facil de entender este proceso es considerando una esfera de radio muy grande y un area pequena
alrededor del polo norte de ella. Esta area deberia parecerse a una superficie plana, donde podemos
hacer transformaciones euclideas sobre esta superficie las cuales consisten en traslaciones a lo largo
de los ejes x y y y rotaciones alrededor de cualquier punto dentro de esta area. Aunque estrictamente
hablando, estas transformaciones euclideas son rotaciones del grupo SO(3) alrededor de los ejes
x v y, y alrededor del eje que hace un pequeno angulo con respecto al eje z. Los generadores del
grupo O(3) satisfacen el algebra de Lie que vimos en (1.93):

[Ji, J;] = i€iju i, (1.207)
donde J, genera rotaciones alrededor el polo norte de la esfera, aqui J; y J, son matrices de 3 x 3:

0 0 O 0 0
Je=1 0 0 — ), Jy,= 0 0
0 ¢+ 0 —i 0

(1.208)

O O =

Para nuestro propoésito, nos restringimos a una pequena area cerca del polo norte donde el para-
metro z es muy largo y es igual al radio de la esfera R, y x y y son muy pequenos en comparacion
con el radio. De este modo, escribimos

x 10 0 x
y |=101 o0 y |- (1.209)
1 00 1/R z

El vector columna de la izquierda corresponde al vector de coordenadas del grupo E(2) y el vector
columna de la derecha al del grupo O(3), vamos a denotar a la matriz de la siguiente manera:

0
0

1 0 10 0
A= 0 1 , At=( 01 0 |. (1.210)
0 0 1/R 0 0 R
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En el limite donde el radio R es largo, vamos a tener las siguientes relaciéon de conmutacion:

J, = AJ A7, (1.211)
Ey = (1/R)AJ, AT, (1.212)
By =—(1/R)AJ, A . (1.213)

Este procedimiento deja invariante J,, pero a J, y Jy los convierte en E; y Fs, cuyas matrices
vemos en (1.154). Por lo que, en términos de Ey, Ey y J,, las relaciones de conmutacion para el
grupo O(3) dadas en (1.207) se convierten en

[J2, Ern] = i B, (1.214)
[J2, Ba) = —iEy, (1.215)
[E1, By) = —i(1/R)?J.. (1.216)

En el limite en el que el radio R es muy largo, el conmutador [Ej, Es] desaparece y entonces
recuperamos el algebra de Lie del grupo E(2) dadas por (1.149). A esto le llamamos la contraccion
en el grupo pequeiio O(3) y el grupo pequeiio E(2).

1.5.3. Contracciéon del grupo cilindrico

El grupo cilindrico lo describimos en la seccion (1.4.1) en las relaciones (1.160). En este caso se
considera el radio de la esfera R mucho mas largo que el parametro z, es decir, nos encontramos
en el cinturon ecuatorial de la esfera. Alrededor de este cinturén , x y y pueden ser escritos como

= Rcos¢, y= Rsing. (1.217)
En su forma matricial, nos queda
cos ¢ 1/R 0 O x
sing | = 0 1/R O y |, (1.218)
z 0 0 1 z

para obtener el espacio vectorial para el grupo cilindrico. La matrices de 3 x 3 de la expresién
(1.218) es proporcional a la inversa de la matriz A dada por (1.210). Entonces en el limite donde
R es muy largo se tiene lo siguiente

J,=A"1JA, (1.219)
Q1 =—(1/R)A T, A, (1.220)
Q2= (1/R)A™ J, A, (1.221)
en términos de J,, Q1 y @2, las relaciones de conmutacion para el grupo O(3) dadas por (1.207)

se convierten en

[J2, Q1] = iQa, (1.222)
[J:, Q2] = —iQ1, (1.223)
[Q1, Q2] = —i(1/R)*J., (1.224)

el cual se convierte en el dlgebra de Lie del grupo E(2) en el limite en el que R — oo.

1.5.4. El grupo pequeno E(2) como el limite de masa cero del grupo
pequeno O(3) para particulas masivas

Si una particula masiva estd en reposo, la simetria del grupo es generado por los operadores
del momento angular Jy, Jy y Js. Si la particula se mueve a lo largo de la direccién z, entonces
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J3 se mantiene invariante y su eigenestado es la helicidad. Como vimos anteriormente en 1.5.2, los
generadores del grupo pequeio E(2) pueden reducirse a los generadores del grupo cilindrico. El
grupo cilindrico puede ser obtenido desde el grupo de las rotaciones en tres dimensiones mediante
el limite R — oo. Por lo tanto, si los boosts en forma matricial toman una forma diagonal, como
en el caso de las matrices (1.209) y (1.218), podemos obtener los operadores Ny y Ny simplemente
aplicando un boost tanto a Js como a Ji, respectivamente a lo largo de la direccién en z. De hecho,
en el sistema de coordenadas del cono de luz, los boost toman la forma matricial siguiente

1/R 0 0 0
0 1 0 0
BR=| o o1 o | (1.225)
0 0 0 R
con
14+ 8\ /2
- (= 1.22
R (1 ﬂ) 7 (1.226)

donde [ es el parametro de velocidad de la particula. Bajo este boost, el operador J; se mantiene
invariante

Jy=BJB™ = Js. (1.227)

Aqui, los operadores .J; y Jo en el sistema de coordenadas del cono de luz, ((z — t)/V/2,z,y, (z +
t)/+/2), toman la forma matricial

00 —i 0

1100 0 0
h=5lio 0 =i | (1.228)

00 i 0

0 i 00

1| = 0 0 i
k=219 0 0 o0 (1.229)

0 —i 0 0

Si hacemos un boost sobre esta particula masiva a lo largo de la direccién z, los operadores J; y
Jo se convierten en

0 0 —i/R 0
1 0 O 0 0
! -1 _ -

J, =BJ,B~" = Slir o o —ir | (1.230)

0 0 iR 0

0 i/R 0 0

1 _

Jy=BJyB~! = NG E)R 8 8 Z/OR (1.231)

0 —iR 0 0

Debido a la condiciéon de Lorentz
9 p "

o (AR(@) = P Ay (@) = O, (1.232)

donde p* = (w,0,0,w) y A, = (Ao, A1, Az, A3z), resulta que Ay = As. Ya que la primera y cuarta
componente son iguales, los términos iR en la primera columna de (1.230) pueden ser despreciados.
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Por lo tanto, en el limite R — o0, el cual es el limite de un momentun muy largo o grande,

Ny = —(1/R)J}, (1.233)

Sl
[\
SO O O

Ny = = (1/R)J,, (1.234)

Sl
\)
SO OO OO oo

o o oo
=, OO0 O OO oo
SO OO OO oo

1.6. Espinores

Los espinores son objetos mateméaticos parecidos a los tensores que permiten un tratamiento
maés general de la nocion de invarianza bajo rotaciones y Lorentz boost [77]. Para cada tensor de
rango k corresponde un espinor de rango 2k, y algunos tipos de tensores pueden ser asociados con
un espinor del mismo rango. Por ejemplo, un cuadri-vector general corresponderia a un espinor
hermitiano de rango 2k, el cual puede ser representado por una matriz hermitiana de 2 x 2 de
nimeros complejos. Un vector nulo puede también ser asociado con un espinor de rango 1, el
cual puede ser representado por un vector complejo con dos componentes. Los espinores pueden
ser usados sin la necesidad de referirnos a la relatividad especial, pero estos aparecen de forma
natural cuando hablamos del grupo de Lorentz. Un ingrediente importante en fisica tedrica son
los espinores que son objetos matematicos que se transforman bajo el grupo de Lorentz [77].
Historicamente, los espinores fueron creados por E. Cartan en 1913 [79]. Posteriormente personajes
como P. Dirac, W. Pauli y E. Majorana introdujeron los espinores a la fisica teorica [86, 87],
asi como H. Weyl y B. L. van der Waerden hicieron contribuciones matemaéticas importantes
que permitieron el desarrollo del anéalisis espinorial. Por su parte, B.L. van der Waerden fue el
primero en introducir la notacién de indices punteados y no punteados para las representaciones
irreducibles del grupo de Lorentz. Actualmente a estas representaciones se les conocen como
espinores de Weyl-van der Waerden [88, 89).

Los espinores encontraron su lugar en la fisica cuando se descubrié que los electrones y otras
particulas tenfan una tipo de momento angular intrinseco llamado espin, y el comportamiento de
este momento angular es correctamente descrito por las matematicas descubiertas por Cartan.
Pauli formaliz6 esta conexion en un contexto no relativista, bajas velocidades, modelando el espin
del electréon usando un espinor complejo de dos componentes e introduciendo sus matrices de Pauli.
Entonces para encontrar una descripcion consistente del electréon usando la mecanica cuantica y los
requerimientos de la covarianza de Lorentz, Paul Dirac encontré que combinando las mateméticas
de los espinores con la mecanica cuantica de las funciones de onda describiria correctamente el
comportamiento del electrén, de este modo Dirac introduce un vector complejo de cuatro compo-
nentes llamado ahora espinor de Dirac, que fisicamente predice la existencia de la antimateria. Los
espinores que nos interesan aqui son campos evaluados en el espacio tiempo.

1.6.1. Dirac, Majorana y de Weyl

Los campos que nos interesan se pueden escribir de la siguiente manera

o= (33) ~ (03).

(;,0) . (1.236)

8

s = (1) —
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Vamos a escribir una lagrangiana que sea invariante de Lorentz para estos campos con los correctos
grados de libertad que son dos. La més simple lagrangiana que cumpla tal fin seria

(¥r) Ovr +m? (Vr) ¥r.

Sin embargo, usando transformaciones infinitesimales vemos que estos términos no son invariantes
de Lorentz

5 (i) = 3k 68+ ) oitom) + 5 [h (~ifh +6)01]
= pbhoir # 0.

Esta es la manifestacion del hecho de que la representacion es no unitaria debido a que el generador
del boost es anti-hermitiano. Si consideramos dos campos ¥ y ¥r,, podemos escribir términos como
1/)21/}3. Bajo transformaciones infinitesimales de Lorentz, se tiene

6 (vhvn) = [wzi (=it — ¢) o] ] Y+ Y B (0 + 1) ain] =0,

después de esto se necesita agregar la conjugada hermitiana para obtener un término de la lagran-
giana real, por lo que se encuentra

Linasa e Dirac = m (V] br + e )

que es real e invariante de lorentz para cualquier masa m. Esta combinacién es bilineal en los
campos pero carece de derivadas, por lo que este tipo de términos se les conoce como términos
de masa, en este caso es el término de masa de Dirac. Una teoria con este tipo de términos en su
lagrangiana no tendria dindmica. Un término de cinematica seria

L=y Ovr +vE00;,

el cual es invariante de Lorentz y real, de un par de escalares si usamos las definiciones dadas por
(1.235) y (1.236). Sin embargo, no es suficiente para declarar las propiedades de la transformacion
de Lorentz. De la misma manera en que un campo vectorial A,, esta compuesto por cuatro escalares
hasta que lo contraemos con la parcial 0" en la lagrangiana como en el término (GMAN)2 de F 31,.

Para proceder, miremos el término 1/JL01'@/1 r €l cual transforma como
0 (¢RUWR) = §¢Rai [(0; + ¢5) o5¢R] + B [%3 (—i0; + ¢;) 03} oiYR
, 0.

= %w}; (0i0j +0j0,) YR+ 7“/)}; (0i0; —0j0;) VR

= ¢ihvR — 0jeikt ROk VR,
hemos encontrado que

6 (vhvn vhowin) = (0hoibn, ditkvn - eindythorn) |

el cual tiene la forma exacta de como se transforma un vector

Entonces, si Vi = (1/1;%@[13, 77/1;351/}1%) es un cuadri-vector, por lo tanto

7/);»,3151/21?, + %Taajgﬂlm
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es invariante de Lorentz, la relaciéon 0, [1/)};77/11%} + 0, [z/;j%aij] también lo es, pero no es un buen

candidato para ser un espinor en la lagrangiana, ya que es una derivada total. Similarmente
0 (¢2¢L7 —@bEUﬂ/JL) = (—@1@02‘%:, dabi L + €ijk9ﬂl)20k1/)L) )
entonces ( wzwL, —wzait/JL ) transforma como vector y la combinacion w}atwL - zp}ajajm es

invariante de Lorentz. Usando las definiciones (1.17) podemos escribir todos los invariantes de
Lorentz que hemos visto hasta ahora como

£ = ihou0un + 1) a,0.00 — m (Vher +vivn).,
donde se agregd un factor 7 para hacer la lagrangiana hermitiana:
ot f . + ot
(ZwRUuap¢R> =1 (a;ﬂ/}]g) UM/’R = %wRaﬂaﬂﬁm

donde se ha integrado por partes y usado que O'L = 04. De esta manera combinamos los dos
espinores Yg y 11, dentro de un objeto de cuatro componentes conocido como espinor de Dirac:

o= ()

o= i), (1.237)

y usando las matrices de Dirac o y-matrices en la representacion de Weyl

0 ot 0 1 i 0 o
7“:(0# 0)’70:<1 o>’7:<—ai 0)’ (1.238)

del &lgebra de Clifford se tiene que

Si también definimos

; —at 0
Pyt ==y = ( 0 of ) : (1.239)
También existe la representacion de Dirac y de Majorana, en el Apéndice (G) mostramos cémo ir
de una a otra.

La lagrangiana que se obtiene es

£ = ("9 —m) ¥, (1.240)

el cual se le conoce como lagrangiana de Dirac. Por otro lado, en teorias como electrodindmica
cuéntica se necesita solamente un electron el cual es eficientemente descrito por la representacion
reducible de Dirac ( %, O) @ (0, %) del grupo de Lorentz. En otras teorias como el Modelo Estandar
o teorias supersimétricas, los espinores que no son de Dirac son frecuentes, estos son los espinores
de Majorana y de Dirac los cuales introducen una notaciéon muy eficiente. Hay otras maneras de
obtener invariantes de Lorentz fuera de ¥r y ¢ . La transformacion de Lorentz

(—ib; + ¢;) ¥ hos,

N =

1 .
Ovr = 5 (i0; + &) om0V =
implica que el candidato natural para ser un término de masa mw;%w R 1o es invariante bajo boost:

0 <¢;#/JR) = ¢;hoR # 0.
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Resulta que hay una cantidad bilineal diferente que si es invariante de Lorentz:

Lataj = VhooUR. (1.241)

Este término es conocido como la masa de Majorana. Para ver la invarianza de Lorentz veamos
que las matrices de Pauli formadas por (1.17), la primera y tercera matriz son reales, mientras que
la segunda matriz es imaginaria. Esto implica

* * *
O-l —0'17 0'2——0'2, 0’3—0’3, 1242
T _ T _ _ T _ (1.242)
0y =01, 05 = —02, 03 =03,
entonces
T
0] 09 = 0109 = —02071, (1.243)
T
03 09 = 0302 = —0203, (1.244)
0502 = —0909, (1.245)
implica que
T _
O'j 02 = —02034,

y por lo tanto

1. 1, .
§ (VRo2) = 3 (i0; + ¢5) VR0, 09 = 3 (—ib; — ¢;) (VRo2) 0.
Combinando este término con el de la transformacion derecha g (1.6.1), vemos que (1.241) es
invariante de Lorentz. Usando la segunda matriz de Pauli (1.17) el término de masa de Majorana

se puede expandir como

Vhoovr = (Y1 2 ) ( S (;Z ) (Z;) = —i (P1)e — Porfy) . (1.246)

Por lo tanto, se ha demostrado que 1112 —1021)1 es invariante de Lorentz. Usualmente esta expresion
se escribe como

P19 — o1 = P Y e, (1.247)

Eab = ( g ) (1.248)

Aqui € es el mismo que dedujimos en la seccion (1.3), asi evitamos poner un os. Aunque existe
un problema: si las componentes del fermién conmutan entonces 112 — ¥91p; = 0, para masas
de Majorana son no triviales, las componentes fermionicas pueden no ser nimero regulares, por el
contrario deben ser nimeros que anticonmutan. Tales nameros deben ser niumeros de Grassmann
que satisfacen un algebra de Grassmann. Por ultimo pero no menos importante estan los espino-
res de Weyl, estos objetos corresponden a la representacion irreducible del grupo de Lorentz, es
conveniente tener una notaciéon adecuada para construir productos y contracciones de espinores de
Weyl solamente, esta notacion es muy tutil en muchos contextos tanto en teorias de norma como
en supersimetria. También esta relacionado con el formalismo de los espinores de helicidad que
veremos en el capitulo 3. Se denota como 1 para el espinor izquierdo y como 1[) para el espinor
derecho. Se indexan los espinores de Weyl como 1), para el espinor izquierdo y para el derecho con
indice punteados 1[1(-1. Un espinor de Dirac se puede escribir coémo

Y= (:g:) (1.249)

donde
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Convencionalmente, los espinores izquierdos y anti-espinores derechos tienen superindice no pun-
teado y los espinores derechos y anti-espinores izquierdos tienen subindices punteado. El tensor
e dado por (1.121) sirve para los espinores de Weyl como lo hace g,, para los tensores, siempre
podremos contraer espinores para formar combinaciones de invariantes de Lorentz con el tensor e.
Sin embargo, tenemos que ser cuidadosos subiendo y bajando indices, ya que

V% = €eacthp X’ = —e"e0ctpx® = —60p X" = —pX". (1.250)

Parece que la posiciéon de los indices hace las que las cosas sean mas desordenadas pero en realidad
hace las cosas mas sencillas ya que los espinores anti-conmutan. Podemos definir el producto interno
entre dos espinores izquierdo como

VX = aX” = wagabXb = _Xbeabwa = Xb5ba¢a = Xa¥* = X¥,

por lo tanto el producto es simétrico. Notar que ¥ # 0 aunque ¥“y® = 0. Para los espinores
derechos la historia es similar

VX =" %a = —Xa¥® = X"V = XU
el cual también es simétrico. Para los espinores de Weyl las matrices de Pauli reemplazan a las
matrices v de Dirac. Dos relaciones muy tutiles para hacer algebra con los espinores son

guvagaogg = 2capE4p (1.251)

Eapeqgo™?’ = Gl,. (1.252)

1.7. La ecuacion de Dirac

En Teoria Cuéantica de Campos podemos describir matematicamente particulas con o sin masa
mediante espinores, usualmente se ven tres tipos: el espinor de Dirac el cual es un vector renglén o
columna de cuatro componentes que se transforma bajo el grupo de Lorentz y satisface la ecuacion
de Dirac, el espinor de Majorana que también es un vector de cuatro componentes muy utilizado
para estudiar neutrinos ligeros en extensiones del Modelo Estandar [78], y los espinores de Weyl
que son vectores de dos componentes comunmente utilizados en teorias supersimétricas [90]. Por
ejemplo el espinor de Dirac se puede escribir de la siguiente manera. Se denota en mayuscula ¥ a
un espinor de cuatro componentes y en mintiscula v a un espinor de dos componentes:

Up =V + Up, (1253)

v () we (2) .

donde @ = 1,2 y a = 1,2. Estos indices no punteados y punteados se le conoce como notacion
de van der Waerden. Los espinores A\, y X® son de dos componentes, y se les conocen como
espinores de Weyl, los cuales seran los protagonistas en el capitulo 3. En el tema de amplitudes
s6lo nos interesan los espinores de Weyl, estos también reciben los nombres de espinores izquierdos
o derechos, veremos a continuaciéon cémo se transforman bajo el grupo de Lorentz.

con

1.7.1. Representaciones

Se puede ver en (1.207), bajo la conmutacién, las rotaciones tienen un algebra de Lie cerrada,
en el caso de los boost no, ya que nos da una rotacion. Para resolver esto, se definen las siguientes
combinaciones lineales de generadores:

1 . 1 A
A= LK), B = (iKY, (1.255)
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estas expresiones satisfacen las relaciones de conmutacion siguientes:
(A% AT) =it AR, B, BI] = ie"*"B*  [A' BI] =0, (1.256)

tanto A como B generan un grupo SU(2). El grupo de Lorentz es esencialmente SU(2) x SU(2).
En otras palabras, una representacion del grupo SO(1, 3) esta caracterizado por el doblete (7, j'),
donde j corresponde al SU(2) generado por Ay j’ al generado por B. La representacion dada por
(4,4") = (0,0) es la mas pequena del grupo de Lorentz el cual consiste de matrices de 1 x 1 que
actuian sobre escalares. Esta describe objetos que no cambian bajo las transformaciones de Lorentz.
La siguiente representacion es la (%, 0) conocida como representacion izquierda, donde solo se usan
los generadores A’ esto implica en (1.255) que J! = iK'’ = %O’i. Ya que los generadores A’ son las
representaciones j = % de SU(2); estos tienen que ser iguales a las matrices de Pauli. Los A* ahora
van a ser matrices de 2 x 2. Las transformaciones en esta representacion son:

R(0) =7 =% B(¢) =K =¢i¢3, (1.257)

La siguiente es la representacion (0, %) conocida como derecha. Ahora solo los generadores B*
son usados, lo que implica en (1.255) que J* = %O’l y K' = i%o’. Las transformaciones en esta
representacion son:

R() =7 =¢3, B(¢) =K =93, (1.258)
Se puede ver en las ecuaciones (1.257) y (1.258) que ambas representaciones son idénticas bajo
rotaciones pero diferentes bajo boost!. Debido a esto se tienen dos tipos diferentes de espinores,
denominados como espinor izquierdo (7 = \,), y espinor derecho (g = ¥%), los cuales son de
dos componentes. Este tipo de representaciones se les conoce como espinoriales. Las representa-
ciones izquierda y derecha estan relacionadas entre si, resulta que son conjugadas una de la otra,
para ver esto se define ¢, = io%}, con 0% como la segunda matriz de Pauli, entonces bajo las
transformaciones de rotacion (1.257) se tiene:

Uy = io?(Y])" = io? (307" (1.259)
=ie's%7 (1.260)

y bajo las transformaciones de boost (1.257):

Py = (o ()" = io? (290, )" (1.261)
=737y, (1.262)
donde se han utilizado las identidades (io?)o*(—ic?) = —o y (—io?)(ioc?) = 1. Vemos que ¢

justamente se transforma en la representacion derecha. Ahora, sea 1) = io?1%, entonces bajo las
transformaciones de rotacion (1.258) se tiene:

U = 0% ()" = io?(e'37Typ)* (1.263)
=37y, (1.264)
y bajo las transformaciones de boost (1.258):
T = (02 ()" = io2(e 134T yhp)* (1.265)
=39, (1.266)

Vemos que g = io?1% se transforma en la representacion izquierda, esto nos dice que ¢, = 1z y
Y, = 1 r. Podemos saber las propiedades que tiene i0? utilizando la notaciéon de Van der Wardeen,

1Estas representaciones ahora son matrices de 2 x 2 que acttian sobre un vector de dos componentes llamado
espinor.
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si escogemos superindices no punteados al hacer rotaciones alrededor del eje x, siendo estas matrices
de 2 x 2 se tiene:
(i0%)'™ = (Ry)%(R,)}(i0?)° = (i0?)®, (1.267)

C

y bajo un boost se transforma como:

- _2\/ab a b _2\cd - _2\ab
(i07)" " = (Bz)e (Bz) 4(io”)™ = (i07)*, (1.268)
resulta que (i02)%® es un invariante bajo las transformaciones de Lorentz en la representacion
espinorial. Por esta razon io? suele llamarse el espinor métrico, de este modo podemos usarlos
para bajar y subir indices espinoriales que se transforman bajo la representacion espinorial de
Lorentz. Méas adelante usaremos la siguiente notaciéon para:

(i0%)® = ( _01 (1) > = e, (1.269)

Debido a que 0~ es real, este objeto no cambia bajo conjugaciéon compleja, entonces los valores
punteados son iguales a los no punteados, por lo que

(i02) = (i02)% = —(i0?)ap = —(i0?) ;. (1.270)

Con toda esta informacion, resulta que tenemos cuatro tipos diferentes de espinores con superin-
dices y subindices, punteados y no punteados, esto es:

VL = Yo,V = Ya, v = V4 Y5 = 7. (1.271)

Por altimo, tenemos la representacion (%, %) Debido a que A y B conmutan, el estado tiene dos in-
dices: uno punteado, indicando que se transforma bajo la representacion derecha y uno no punteado
que se transforma bajo la representacion izquierda de SU(2). El estado en esta representacion va
a estar caracterizado por Pjp, el cual tiene un total de cuatro componentes que se interpreta como
una matriz compleja hermitiana de 2 x 2, también se puede escribir en términos de las matrices de
Pauli de la siguiente manera:

_ t+z x—1
Py = pp(6")ap = ( 2+ iy t—zy ) : (1.272)

cuyo determinante resulta ser
det(Pypy) = t? — a? — y? — 22, (1.273)

con o* = (00, —3%) = (1, —0', —0?%, —03)? y el vector p, = (t,x,y, z). Més adelante veremos que la

expresion (1.272) nos permitira re-parametrizar el momento de cualquier particula sin masa como
el producto de dos espinores de Weyl, esta descripcion es clave en el método de amplitudes. Por
otro lado, si tomamos la transpuesta de (1.272), se tiene que (Ps)? = Py = (Pap)*. Vemos que la
conjugacion compleja tiene el efecto de cambiar indices punteados y no punteados. Considerando
una transformacion de Lorentz sobre (1.272) a primer orden utilizando (1.258) para las transfor-
maciones derechas (punteadas) y (1.257) para las transformaciones izquierdas (no punteado), lo
que da lugar a lo siguiente:

Ly = (e300 30730030y Py
i 1 . i 1
= (1+50~07§¢-o)g(de)(1+50'0+§¢~0)Z. (1.274)

Entonces (3,1) es la representacién vectorial fundamental del grupo de Lorentz SO(1,3). Las

transformaciones en (1.274) dejan invariante el determinante de Pp.

2De aqui en adelante usaremos la notacién 1, para referirnos a la matriz identidad de 2 x 2, también tomamos
el tensor métrico de Minkowski con signatura —2, es decir, gu, = (1, —1,—1,—1).
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1.7.2. Ecuaciéon de Dirac y espinores de Weyl

En esta seccion vamos a ver la relacion que hay entre los espinores de helicidad y los espinores de
Weyl, lo que nos va a permitir tener propiedades interesantes y hacer calculos de procesos fisicos
eficientemente. Empecemos por ver algunos detalles de la ecuaciéon de Dirac, cuando tenemos
fermiones sin masa es conveniente usar la representacion de Weyl o quiral, donde las matrices de
Dirac tienen la forma dada por (1.238). La expresion que vamos a estudiar es:

(pu —m)u =0, (1.275)

la cual se obtiene a partir de (1.240). Donde w es el espinor de Dirac de cuatro componentes en el
espacio de momentos que describe a las particulas. El espinor v, también de cuatro componentes,
describe a las anti-particulas y satisface una ecuacion similar, en el Apéndice (G) mostramos este
tipo de soluciones de la ecuaciéon de Dirac. La forma explicita de estos espinores en la representacion
de Weyl es la siguiente [78]:

oA
ps=4)=( VP I=E ). 1.276
u(fs = ) (gﬁ& (1.276)
v(p,s = +) = b-ox+ ) 1.277
=)= P (1.277)
En coordenadas esféricas se tiene que

0 0
_ [ cos§ _ sin §
A+ ( sin ge™? ) A ( —cos Leit > ’ (1.278)

2

[ —singe ~( cosfe
X+ cos g » X= sin g )

En la base de helicidades, los espinores u y v se convierten en espinores de helicidad:

wat =25 (0 ); (1.279)

E+m K
= B (2 ) 120
donde »
=1 1.281
R4 + E n mv ( )

con p la magnitud del tri-momento. Para el espinor u = (ur,ug)’, la ecuaciéon de Dirac en forma
matricial bajo la representacion de Weyl es:

( (Ejg 7) (E::z]i Z ) ( Z; ) =0, (1.282)

desarrollando (1.282) explicitamente, se tiene el siguiente sistema de ecuaciones acopladas
(E—p-8ur =uL xm, (1.283)

(E+ﬁ'c_f)uL =UR XM, (1284)

cuando m = 0, estas ecuaciones se desacoplan y tenemos las ecuaciones de Weyl. Para descomponer
cualquier espinor de Dirac u de cuatro componentes en espinores de Weyl de dos componentes, se
definen los operadores de proyeccion quirales Pr y Pg:

1 .

1
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En el Modelo Estandar, la matriz v esté relacionada con el concepto de quiralidad, los eigenestados
de esta matriz se les conoce como estados de quiralidad. Al considerar el limite ultra-relativista
(E~m), donde las energias de las particulas se consideran mucho mas grandes que sus masas, y por
lo tanto hacer m = 0, los espinores de helicidad u4 y v4 seran eigenestados de la matriz 7 y los
eigenestados de quiralidad tendran eigenvalor de helicidad. Por lo que podemos describir particulas
fermidnicas sin masa y con helicidad mediante los espinores de Weyl. Por otro lado, los operadores
de proyeccion satisfacen que Pr + Pr, = 1, PrPr = Pgr, PLP;, = P, y P, Pr = 0. Los estados de
quiralidad bajo los operadores de proyeccién cumplen que

PRURZUR,PRUL :O,PR’UR:(LPR’UL =vL, (1.286)

Prugp =0, Prur = ur, PLvg = vg, Prvr = 0.

Ya que los operadores (1.285) proyectan estados quirales, entonces cualquier espinor u se puede

descomponer como
o PLU _ ury, 0
e (B () (2) s

1 1
= 5(1 - )u+ 5(1 +7°)u,

lo que equivale a escribir v = uy, + ur. Los eigenestados quirales uy, v ur también son conocidos
como espinores de Weyl o campos de Weyl de dos componentes. La relacion que hay entre los
espinores de helicidad y los espinores de Weyl se manifiesta cuando se descompone la forma general
de los espinores de helicidad en sus componentes quirales. Por ejemplo, tomemos el espinor de
helicidad derecho u, se puede reescribir como:

uy (p) = N( zft ) , (1.288)

donde N = 4/ E;m, usando el efecto que tienen los operadores (1.285) sobre los espinores, se ve
que

1
Pruy(p) = Prup = 5(1+ Y )ug. (1.289)
Usando la expresion (1.287) se tiene
_1 5 Fade ) _ 0 -
PRUR—§(1+’Y )N( l‘i_/\_t,_ > —N( KZ_)\+ ) = UR. (1290)

Para Pru4 (p) = Prur = 0, entonces solo tenemos componente derecha para el espinor de helicidad

positiva. Ya que
D

E+m’
al considerar que la masa tiende a cero, entonces p = E, por lo tanto k- =2y N = y/E/2, dando

Kk =1+

(1.291)

como resultado que N x k_ = v/2E. Desarrollando las mismas operaciones algebraicas al resto de
espinores de helicidad y considerando que la masa tiende a cero, se tiene finalmente

uno) = VI (Yol = vEE( ). (1.292)

Ay 0
vR(p)\/ﬁ( N >,vL(p)\/ﬁ( _27 >

Los eigenestados de helicidad van a ser equivalentes a los eigenestados quirales tnicamente en el
limite ultra-relativista, es decir, cuando la energia de las particulas es mucho mayor a la de sus
masas, por lo que las expresiones definidas en (1.278) se les conoce con la etiqueta de espinores de
Weyl, los cuales seran los protagonistas en el método de amplitudes que veremos mas adelante en
el capitulo 3.
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Capitulo 2

Teoria de perturbaciones en Fisica de
Particulas y Gravedad

;El propésito de la fisica tedrica es
simplemente catalogar todo lo que puede
ocurrir cuando las particulas interacttan
entre si y se separan?

;O se trata de una comprensién a un
nivel mas profundo, donde existen
elementos que no son directamente
observables (como los campos cuantizados
subyacentes), pero en funcién de los
cuales tendremos una comprensioén mas
fundamental?

Julian Schwinger, Premio Nobel de Fisica
1965

Quantum Mechanics: Symbolism of
Atomic Measurements, p.25, Springer
Science and Business Media

Para describir las leyes de la naturaleza, se necesita introducir el concepto de campo, es decir
el campo del electrén, el campo del quark, el campo del gluén, el campo del Higgs, los campos de
los bosones W'y Z, etcétera. Hay un campo asociado a cada tipo de particula fundamental que
aparece en la naturaleza [4, 78, 91, 92, 93]. sPorqué Teoria Cudntica de Campos?, bueno en fisica
clasica una de las primeras razones para introducir el concepto de campo es para construir leyes de
la naturaleza que son locales, es decir lagrangianas que dependen de coordenadas espaciales y sus
respectivas derivadas. Las leyes de Coulomb y Newton involucran el concepto de acciéon a distancia,
esto significa que la fuerza que siente un electréon o un planeta cambia inmediatamente si un protén
o una estrella se mueve. Esta situacion resulté filoséficamente insatisfactoria y méas importante,
estaba equivocada experimentalmente. Maxwell y Einstein remediaron esta situacién con todas las
interacciones mediadas por un campo local. El requerimiento de localidad se mantiene como una
fuerte motivacion para estudiar teorias de campos en el mundo cuantico. Sin embargo, hay muchas
razones para tratar el campo cuantico como fundamental. Una de ellas es que la combinacién de la
mecanica cudntica y la relatividad especial implica que el nimero de particulas es no conservado.
Las particulas no son objetos indestructibles, ellos sea pueden crear y destruir. Paul Dirac fue el
primero en entender como la relatividad implica la necesidad de antiparticulas. Si consideramos
una particula de masa m atrapado en una caja de tamano L, entonces el principio de incertidumbre
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de Heisenberg nos dice que el momento es Ap > /L, y para la energia hay una incertidumbre de
AFE > he/L. Sin embargo, cuando la incertidumbre en la energia excede el limite de AE = 2mc?,
entonces se cruza la barrera para hacer aparecer particulas y antiparticulas desde el vacio. Se sabe
que el par particula antiparticula se vuelve importante cuando una particula de masa m se localiza
dentro de una distancia del orden

A= —. (2.1)

La longitud A es conocida como la longitud de onda de Compton, a distancias mas pequenas que
la de Compton resulta que hay una gran probabilidad de detectar pares particula antiparticula del
enjambre que rodea la particula original. Esta longitud siempre es mas pequena que la longitud
de onda de de Broglie \yg = h/|p]. La longitud de onda de de Broglie es la distancia donde
la naturaleza de la funcién de onda se hace evidente mientras que la longitud de Compton es
la distancia donde el concepto de particula puntual solitaria se rompe completamente. Cuando
entramos al régimen relativista se necesita un nuevo formalismo que nos permita tratar los estados
con un namero no especificado de particulas, ese formalismo es teoria cuantica de campos.

¢ Qué es la Teoria Cudntica de Campos? Como el nombre lo dice, es la cuantizaciéon de los campos
clasicos tal como el campo electromagnético. Los grados de libertad basicos en teoria cuantica de
campos son operadores que son funciones del espacio tiempo, esto significa que estamos manejando
un numero infinito de grados de libertad, al menos uno por cada punto en el espacio. Resulta que
las posibles interacciones en teoria cuantica de campos son gobernados por un punado de principios
bésicos, estos son: localidad, simetrias y el grupo de renormalizacién haciendo que la teoria sea un
marco robusto para describir leyes de la naturaleza en cualquier sistema relativista. Teoria cuantica
de campos tiene un mayor impacto en materia condensada, fisica de altas energias, cosmologia,
gravedad cuantica y mateméticas puras. En la naturaleza hay tres constantes fundamentales; la
velocidad de la luz ¢, la constante de Planck (divido por 27) % y la constante de Newton G. Las
cuales tienen dimensiones de

[c]=LT"", [B=L*MT ", [Gl=L*M‘'T2 (2.2)

Por convencién se escoge ¢ = i = 1, lo que permite expresar todas las cantidades en términos de
una simple escala, la masa m o equivalentemente, la energia E, ya que E = mc? se convierte en
E = m. La elecciéon usual para las unidades de energia es el eV (electron-voltio) o méas seguido es
el 1 GeV =10° eV y el 1 TeV = 10'2 eV. La dimensiéon de una cantidad se define en términos de
masa, si la cantidad X tiene dimensiones de (masa)? entonces escribimos [X] = d, en particular

la constante de Newton G tiene dimensiones [G] = —2 y define una escala de masa
he 1
= — = -, (2'3)
Mg Mg

donde M,, ~ 10! GeV es la escala de Planck, el cual corresponde a una longitud de I, &~ 10733 cm,
se cree que la escala de Planck es la longitud mas pequena donde la fisica hace sentido, mas alla de
este limite los efectos de gravedad cuantica se vuelven importantes y no esté claro si el concepto de
espacio tiempo sigue siendo valido. La longitud méas larga de la que podemos hablar es el tamano
del horizonte cosmolégico, aproximadamente 10507,,.
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Longitud

10-33 o/ == % Universo observable ~ 20 billones de anos luz

- % La Tierra 10'° em

1073 eV mim % Constante cosmologica

——> Atomos 10~ %em

10 — 102 eV &~ 1TeV - LHC

1028¢V =~ 109GeV =4 — > Escala de Planck  10~%cm

Energia v

Figura 2.1: Escalas de energia en el universo.

Algunas escalas ttiles en el universo se muestran en la Figura 2.1. Se espera que el modelo
estandar de las particulas elementales es valido hasta la escala de energia O(TeV). Este es pre-
cisamente el régimen de energias que se estda probando actualmente en el Gran Colisionador de
Hadrones (LHC, por sus siglas en inglés) en el CERN. Se cree que el marco de la teoria cuantica
de campos continuara siendo valido hasta escalas de energia ligeramente por abajo de la escala de
Planck. Se muestran algunas de las masas aproximadas de particulas elementales y no elementales
en la Tabla 2.1

Particulas masas
Neutrinos ~1072%eV
Electron 0.5 MeV
Muon 100 MeV
Piones 140 MeV
Proton, Neutrén 1 GeV
Tau 2 GeV
Bosones W, Z | 80 — 90GeV
Bosén de Higgs 125 GeV

Tabla 2.1: Tabla de masas
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2.1. Amplitudes de dispersiéon

La teoria cuéntica de campos se ha destilado en una serie de operaciones conocidas en la
comunidad como reglas de Feynman. Estas reglas pueden ser pensadas como una receta para
describir de todas las maneras posibles procesos de dispersion en teoria cuéntica de campos y
estan incorporados dentro de una forma pictérica conocidos hoy en dia como los diagramds de
Feynman. El proposito de estas secciones es desarrollar las reglas de Feynman y mostrar como
construir diagramas de Feynman y luego calcular amplitudes de dispersiéon con estas reglas.

2.1.1. La matriz S

En mecénica cuantica se hacen predicciones experimentales mediante el calculo de la amplitud
de probabilidad de que un proceso puede ocurrir. Este hecho se mantiene verdadero en teoria
cuantica de campos, donde se calculan amplitudes para la interacciéon de particulas tales como
decaimiento o procesos de dispersiéon. La principal herramienta para hacer posible estos célculos
es conocido como la matriz S. Cualquier proceso fisico puede ser considerado como una transicién
de un estado inicial |i) = |« (tp)) hacia un estado final denotado por |f) = |a(t)), esto es

i) = 1), (2.4)

esta transicion ocurre via la accién de un operador unitario, la matriz S, donde S se refiere scattering
que en espanol se traduce a dispersion, entonces,

|f) = Sli), (2.5)
ya que S es unitario, entonces el operador satisface
STS =88T =1. (2.6)

De la mecanica cuéntica, sabemos que la evolucién temporal de los estados es descrito por el
operador unitario de evolucion temporal U (¢,tp). Entonces la amplitud que evoluciona de un
estado inicial |ay (t9)) a un tiempo ty hacia un estado final |ap(t)) a un tiempo posterior ¢ es
descrito por

(ar ()| U (t,to) |ar (to)) - (2.7)

Los estados iniciales y finales involucran particulas libres que vienen desde ¢ = —oo, interactiian,
luego se alejan entre si para volver a formar particulas libres al tiempo ¢ = 4+00. Un elemento de
la matriz S es el limite de la ecuacion (2.7) donde

SF[ = tog@oo <04F(t)‘ U (ta tO) |O‘I (t0)> . (28)

t—+oo

En el espacio de momentos, la matriz S es proporcional a la amplitud M gy para un proceso dado
el cual esta por ocurrir:
SF] X —i(2ﬂ')454 (pF—p])MF], (2.9)

donde pr es el cuadrimomento total de los estados salientes y similarmente para los momentos
entrantes. La delta de Dirac garantiza la conservacion de momento en el proceso. Si expandimos
la amplitud de probabilidad en una serie de potencias resulta que hay un diagrama de Feynman
que corresponde a cada término de la expansion perturbativa y al sumarlas todas juntas tenemos
la amplitud total. Si M es la amplitud de algin proceso dado. Los estados de la particula inicial y
final surgen desde un conjunto de procesos cada uno con una amplitud M;. La amplitud total es

Miotar =Y g" M, (2.10)

i=0
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donde ¢*i son constantes de acoplamiento para cada M;. Habra un diagrama de Feynman para
cada término M; en la suma. Cada amplitud escala mediante su constante de acoplamiento g el
cual describe la fuerza de la interaccion y k; describe el orden de la interaccién. Para primer orden,
k = 1, para segundo orden es k = 2 y asi sucesivamente. Entre mayores ordenes en (2.10) mas
factores g vamos a tener. Por lo tanto, si g es muy pequena en la medida que k; se hace mas
grande, los términos de mayor orden se van a voler despreciables y de esta manera podemos cortar
en algtin punto razonable la serie para tener una buena estimaciéon de la amplitud. Por ejemplo,
en electrodinamica cuéntica (QED, en ingles) la constante de acoplamiento es proporcional a

= 1/137 = 0,0073 el cual es un nimero muy pequeno. A segundo orden la probabilidad es
proporcional a a? = 0,0000053. Por lo tanto, en la medida que los factores de la constante de
acoplamiento aparecen como productos, los términos de la serie se van a convertir en contribuciones
cada vez mas pequenas de modo que podemos ignorarlas en nuestros calculos. En teoria cuantica
de campos, es muy tutil examinar la evolucion de un sistema usando la imagen de las interacciones
vamos a obtener las amplitudes como tal.

La imagen de las interacciones

En teoria cuantica, el hamiltoniano en la imagen de las interacciones se divide en dos partes,
un hamiltoniano libre Hj el cual es independiente del tiempo y el hamiltoniano de Interacciéon Hy
que es dependiente del tiempo,

H = Hy+ Hj,

los estados y los operadores en la imagen de Schrédinger tendran un subindice S. Por ejemplo, en
la imagen de Schrodinger un vector de estado se escribe como |a)g y un operador se va denotar
como As. En esta imagen, los operadores estan fijos mientras que los estados evolucionan en el
tiempo de acuerdo a

i2jat)s = Hla(t)s, .11)

donde H es el hamiltoniano completo. Un estado en la imagen de interacciones |a(t)) es relacionado
con un estado en la imagen de Schrédinger mediante la accion de la parte libre del hamiltoniano.

la(t))r = e a(t))s. (2.12)

Ahora, usando la imagen de interacciones podemos tomar una vision intermedia en la imagen
de Schrodinger y la de Heisenberg, el cual mueve la evolucion temporal de los estados hacia los
operadores. Esto es, en la imagen de las interacciones los operadores también evolucionan en el
tiempo. Un operador en la imagen de interacciones A; esté relacionado con un operador Ag en la
imagen de Schrodinger de la siguiente manera

Aj = elot g ge~iHot (2.13)
luego, derivando la ecuacion (2.12) y usando ecuacion (2.11) para obtener una ecuacion dindmica
para los estados, esto es:

2t = g ("la(t)s)
= iHoeiH°t|a(t)> + ¢tHot at la(t)) s
= iHpe'ota(t)) g + o (—iH|a(t))s)
— oo (1)) + €10 (—iHo — iH)[a(t))s
= —ie'ftHila(t))s
= —iH/|a(t))s. (2.14)
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Por lo tanto, concluimos que la evolucién temporal de los estados in la imagen de las interacciones
es

i%\a(f)}; :H1|a(t)>1. (215)

Esto nos dice que la evolucién temporal de los estados es determinado por el término de interaccion
del hamiltoniano. Para ver como evolucionan los operadores en la imagen de interacciones en el
tiempo, tomamos la derivada temporal en (2.13), esto es:

0 0
2t = (

— iHoeiHotAsefiHot 4 6’iH()t (

eiHotASefiHot)

0Ag
ot
_ Z-HoeiHotAsefiHot _ Z-eiHotASHOefiHot

= iHyA; —iA;Hp

=i[Ho, Af]. (2.16)

> e*ZHot _ ,Z:eZH()tASHOe*ZHot

Esto es, la evolucion temporal de los operadores en la imagen de las interacciones es determinado
por el término libre del hamiltoniano:

7] )
&AI :’L[H(),A[} (217)

Teoria de perturbaciones

Sabemos que la evolucién temporal en mecénica cuantica puede ser descrito por un operador
unitario U(t, to):

la(t))r = U (t,t0) e (to)) » (2.18)
derivando ambos lados de esta ecuacion. Por la izquierda tenemos
0 . :
a|a(t)>1 = —2H1|a(t)>1 = —’LH]U (t7 to) |C¥ (t0>>1 . (2.19)
Por la derecha tenemos 9

&U(t,to) v (to)) -

Por consiguiente, la evolucion temporal de U(t, ) es descrita por
— = HU. 2.20
! ot ! ( )

Ahora si tomamos ¢t = ty en la ecuacion(2.18) esperamos ver un cambio en el sistema. Vamos a
calcular la forma del operador U en este tiempo. Tenemos

|l (to)); = U (to, to) |l (to)); » (2.21)

entonces
U (o, to) = 1. (2.22)

Este resultado nos dice que no habra cambios en el sistema a ese tiempo. Tomamos esto como
condicion inicial en (2.20) e integramos, entonces

t
U(tito))=1—14 | H(t')U (' ty)dl,
to
esta integral describe como el operador U cambian cuando vamos del tiempo ¢y a t. Esto sugiere
un patrén iterativo donde vamos mejorando el calculo del operador U en una serie de pequenos
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pasos. Como ejemplo vamos a tomar el operador Uy, el siguiente paso es tomar Uy, el cual es dado

por
t

Ul (t,to) =1—1 H](T)UQ (T,to) dr. (223)

to
Sin embargo, vemos que hubo un gran cambio al ir de Uy a Uy, por lo que necesitamos ir al siguiente
nivel. De este modo tomamos el resultado de U; para calcular Us

t
U2 (t,to) =1-—1 H](T)Ul (T,to) d’l’, (224)

to

y si seguimos calculando sucesivamente, vamos a obtener una gran expresion:

U (t,to) 7172/ H(t <1z/ H (" U ", to)dt”> dt’ (2.25)

—].—i/ dt H] —Z / dt / dt/IHI H]( H) (226)
tg to

((n—1)

/ dt’ / - / dt"™H; (¢')H (t") - Hy (t<">) . (2.27)
to to to
Asumiendo que el tiempo satisface un ordenamiento temporal t > ¢/ > ¢’ > ... > t(") podemos
escribir el término n.ésemio como
t(” 1)
Un (t,t0) = / dt’ / dt" - / ™7 {H, (') Hy (") - Hy (t(”)>} (2.28)
dt’ dt” . dt(”)T {HI (" Hy (t")---H; (t("))}, (2.29)
to 0

donde T significa el operador de ordenamiento temporal. Sumando todos estos términos vamos a
obtener lo que se conoce como serie de Dyson. Podemos encontrar una aproximacién apropiada
cortando la expansiéon en algin nimero de términos apropiado.

Para estudiar los estados se necesita resolver

i Ja(t) = Hila(1), (2.30)

donde el hamiltoniano H; es dependiente del tiempo. Si la interacciéon H; va a cero, entonces los
estados son constantes en el tiempo sugiriendo que cada transicién en los estados es debido a la
interacciones. Para simplificar notacién se toma el estado inicial del sistema al tiempo ty como

| (to)) = [), (2.31)
el estado inicial del sistema |i) es el estado del sistema antes del evento de dispersion o decaimiento,
o el estado del sistema al tiempo t = —oo. Este es el estado de la particula donde no interaccio-

na, mucho antes del evento de dispersion. El estado final es tomado como lim; o |(t)) = S|i)
mucho tiempo después de que ocurrié el proceso de dispersion. Se quiere calcular la amplitud de
probabilidad del sistema cuando esta en un estado inicial y evoluciona a algtn estado final | f)

(fISli) = Syi, (2.32)

el cual es una componente de la matriz S. Por lo tanto la probabilidad Ps; para un sistema que
empieza en el estado |i) y termina en el estado final |f) después de experimentar una interaccion
es descrita por el operador S como

Py =|(fISli) |* = Sp:S7, (2.33)
[(FISE) 7 (2.34)
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El estado del sistema a un tiempo t puede ser descrito mediante una expansion iterativa similar a
la que se uso para la serie de Dyson. Dado un estado inicial |i), sus primeros dos términos van a
ser

|(t)) = 1) + (—i)/_ Hy (¢) o () dt’, (2.35)

ya que

Spr=, 1m_(ar(t)| U (t,to) |ar (o)), (2.36)

t——+oo

podemos escribir U en términos de una serie de Dyson, y por lo tanto escribir la matriz S como
una serie:

[e'e) t(nfl)

S:Z(—z’)"/jt dt’/_t dt”---/ dt"Hy (t1) Hy (to) -+ Hp (t) -

n=0 -0

2.1.2. Reglas y diagraméas de Feynman

El punto de la expansion perturbativa es que refina los célculos usando correcciones que son
cada vez mas y mas pequenas. La reduccion es cuantificada por el poder de los parametros de la
perturbacién, en este caso son las constantes de acoplamiento. En dicha expansién perturbativa,
la amplitud M para un proceso dado puede ser calculado usando una expansion del tipo (2.10).
Cada amplitud individualmente M, es un proceso en especifico ya sea de dispersién o decaimiento
que puede ser dibujado como un diagrama de Feynman. Mientras el orden del término en la
amplitud sea mas alto, menos probable es que el proceso ocurra y por lo tanto menos contribuye
en la amplitud total. Los términos M,, tienen las misméas particulas entrantes que salientes pero
representan diferentes estados intermedios. Los estados intermedios corresponden a términos en la
serie de Dyson. Ya que cada término M, es escalado por una constante de acoplamiento g, el cual
representa la fuerza de la interaccion, cuando la fuerza de la interaccion es relativamente pequena
entonces podemos usar la teoria de perturbaciones. Un diagrama de Feynman consiste de uno o
mas lineas externas que representan las particulas entrantes y salientes, conectados por un vértice.
Tomar esta convencion nos va llevar a tener las siguientes relaciones en el momento

P1 + P2 = p3 + Ppa,

b1 — P4 =P3 — P2,

P1 — P3 = P4 — P2. (2.37)
El tiempo puede ser tomado como fluyendo del fondo del diagrama hacia arriba, o de izquierda
a derecha del diagrama. Esto es una convenciéon pero mas adelante veremos que en el método de

amplitudes la convencién va cambiar, vamos a tomar ya sea o todas las particulas entrantes o todas
las particulas salientes por lo que vamos a tener que la suma de todos los momentos debe dar cero:

p1+Dp2+p3+ . +pu =0 (2.38)
Como ejemplo vamos a tomar un decaimiento que involucra a las particulas A, B y C, esto es
A— B+C, (2.39)

si dibujamos el tiempo yendo de arriba hacia abajo vamos a tener el diagrama de Feynman:
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Tiempo

A

Figura 2.2: Digrama de Feynman para el proceso de decaimiento con el tiempo yendo de abajo
hacia arriba

Tiempo C

>

Figura 2.3: Diagrama de Feynman del decaimiento A — B+C, con el tiempo yendo de izquierda a
derecha.

Los diagramas de Feynman con representaciones cualitativas, simbdlicas de la interaccién de
las particulas. Aqui el flujo del tiempo no se toma como un eje t. Normalmente la direccién del
flujo del tiempo no se indica explicitamente en el diagrama, mas bien se sobreentiende que esta
ahi. Los procesos de dispersiéon involucran un estado intermedio o particula que es dibujado en
el diagrama como una linea interna. Si las particulas A y B colisionan con las particulas C'y D
dejando el proceso. Este proceso involucra una particula intermedia I; esto es

A+B—-C+D, (2.40)

este proceso esté representado diagramaticamente en la Figura (2.4)
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Tiempo
—

Tiempo

a) b)

Figura 2.4: a) Diagramas de Feynman para el proceso A+B — C-+D, donde el tiempo fluye de
abajo hacia arriba. b) Diagramés de Feynman para el proceso A+B — D+C, con el flujo del tiempo
yendo de izquierda a derecha. Las particulas A y B se aniquilan, produciendo el estado I el cual
decae tiempo después en las particulas C y D.

La manera correcta de interpretar el estado intermedio es pensando que la particula mediadora
transmite la fuerza dada entre las particulas A y B. Por ejemplo, si la fuerza es la interaccion
electromagnética, entonces la linea interna en el proceso de dispersion entre un electrén y un
positréon debe ser un foton. Las particulas pueden dispersarse mediante el intercambio de un boson,
la particula mediadora, este proceso se representa de la siguiente manera

C+D—C+D, (2.41)

donde las particulas C y D intercambian un bosén durante el proceso de dispersion, este proceso
se muestra en la Figura (2.5)

C D

A

Tiempo

C D

Figura 2.5: Las particulas C y D se mueven hacia adelante, interactudn mediante el intercambio
de un boson B y luego se dispersan. El tiempo fluye de abajo hacia arriba.

Sabemos que en teoria cuantica de campos las particulas y antiparticulas forman parte de
muchos procesos. Por pura ilustracién vamos a denotar a las particulas como A y a las antiparticulas
como A’. Las lineas para las particulas en un diagrama de Feynman son indicadas por una flecha
que fluye con la direccion del tiempo y las lineas para las antiparticulas en el diagrama de Feynman
son indicadas por una flecha que fluye en direccion opuesta a la direcciéon del tiempo tal y como se
muestra en la Figura 2.6, donde se considera el proceso de aniquilaciéon entre A y A’, primero se
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conocen y luego se aniquilan produciendo un boson B el cual después decae en las particulas A y
A

A A A A
2 B B
g
g
=
A A A Tiempo
>
a) b)

Figura 2.6: El proceso de dispersion A + A’ — A + A’, usando las flechas que fluyen con el
tiempo indicando que son particulas y las flechas que fluyen en direccion opuesta al tiempo indican
antiparticulas.

Una de las observaciones méas importantes de Feynman es que una particula viajando hacia
adelante en el tiempo es equivalente a una antiparticula viajando hacia atras en el tiempo, las flechas
indican eso. Cada linea en un diagrama de Feynman esta caracterizado por un cuadrimomento, por
ejemplo tomando el proceso A + A> — A + A’ ocurre con el intercambio de un bosén B como se
muestra en la Figura 2.6, los momentos de cada particula entrante y saliente o particulas externas
se indican con una letra p. El momento interno se indica con una ¢, esto se muestra en la Figura
2.7.

A A

A D3 D4

Tiempo

P1 D2

A A

Figura 2.7: La conFiguracién de momentos en un diagrama de Feynman.

2.1.3. Calculando amplitudes

Para calcular amplitudes M de un proceso entre particulas se integra sobre todos los momentos
internos, afortunadamente todas las integrales involucran deltas de Dirac los cuales pueden ser
hechos por inspeccién. Esto es gracias a las propiedades de la funcion delta

/_OO f(x)o(z —2')dx = f (2'), (2.42)

las razon es por que las funciones delta garantizan la conservaciéon de la energia y el momento en
las amplitudes. En cada vértice, se asigna un signo positivo para la particula que esta entrando al
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vértice y un signo negativo para el momento que esta saliendo del vértice. Por ejemplo, consideremos
el vértice de un decaimiento tal y como se muestra en la Figura 2.8, el momento y la energia son
conservados y no cambian debido a la interaccion. Esta conservacion se escribe como p; = ps + ps3,
y esta informacion se incluye dentro de la delta de Dirac, esto es

(2m)*8 (p1 — p2 — p3)., (2.43)

el valor de la funcion delta es 1 cuando p; = ps + p3 y 0 cualquier otro valor.

b2 3

A

Figura 2.8: Un decaimiento mostrando los momentos entrantes y salientes del vértice.

La direccién de las flechas indican si la linea dada es para una particula o para una antiparticula.
Si la linea va hacia dentro del vértice entonces el momento esta entrando hacia el vértice. Siguiendo
la direccién del tiempo, el cual puede ser hacia arriba o hacia la derecha para un vértice, las lineas
dejando el vértice deben tener su momento con un signo menos. Conservaciéon de la energia y
momento se impone en cada vértice el cual involucra una linea interna. Considerando el vértice
de la Figura 2.9, donde el bosén B tiene momento g, la funcion delta garantiza la conservacion de
momento, esto es

2m)* (p1 —p3s — q) (2.44)

Si asignamos la direccion del momento de la linea interna ¢ como se muestra en el inciso b) de la
Figura 2.9, entonces la funciéon delta se convierten en

4] (Z momento entrante — Z momento saliente > , (2.45)

es escrito como

(2m)*6 (p2 —pa+ ). (2.46)
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A)
p3 2

D1 P2

a) b)

Figura 2.9: Conservacion de energia y momento se impone en cada vértice con una linea interna
usando una funcién delta.

Como ejemplo dejamos las reglas de Feynman para la electrodinamica cuéntica que se muestran
en la Figura 2.10. més adelante usaremos estas reglas para construir amplitudes para una mejor
ilustracion de los procesos.

Fermién entrante Fermién saliente Fotoén entrante
p
—_—
u(p)
b)
Anti-Fermioén entrante Anti-Fermion saliente , .
Foton saliente
p p
—_— —_—
7(p) €, (p)
d) f)
Propagador foténico Propagador fermiénico
q q
[ S e e ] [ ————————— ]
and _ i(V#qu +m)
(- -9ne) e
g9) h)
7
Vértice QED — jeyt i)

Figura 2.10: Reglas de Feynman para electrodinamica cuantica.
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2.1.4. Pasos para construir una amplitud

Construir una amplitud mediante los diagraméas de Feynman involucra los siguientes pasos [94]:

s Escribir la funcion delta para conservar la energia y momento en cada vértice. Luego se
multiplican estos términos juntos.

= Escribir la constante de acoplamiento en cada vértice.
= Escribir el propagador de cada linea interna.

= Multiplicar todos los factores juntos.

= Integrar sobre los momentos internos,

En la préctica todos estos pasos ya vienen incluidos en la receta que da Peskin para calcular
observables como la seccion eficaz, que se obtienen calculando la siguiente formula:

1 dgpf 1 9 44
do 2E42Eg|va _UB|(]‘;[ (27)3 QEf)‘M(pAva — py)|” x (27)°6"%(pa + pB pr)

(2.47)
Entonces la receta que usamos para calcular amplitudes es [1]:
= Dibujar el diagrama del proceso deseado.
= Usar las reglas de Feynman para obtener la amplitud M.

s Cuadrar la amplitud, luego promediar o sumar sobre espines usando relaciones de
completes:> u®(p)u*(p) =p+m; - --.

= Evaluar las trazas usando los teoremés de las trazas (E), reordenar términos y simplificar
tanto como sea posible.

= Escoger un sistema de referencia particular. Expresar todos los productos de cuadrimomentos
en términos de energias y angulos.

» Luego se calcula su M para obtener la |M|? y usar la féormula para la seccién eficaz.

Finalmente, integrar sobre el espacio fase.

2.1.5. Procesos de dispersion en el modelo estandar

En esta seccién vamos calcular algunos procesos de dispersion detalladamente que son de interés
para este trabajo de tesis, usando el método tradicional de los diagramas de Feynman.

El decaimiento Z° a ff

El diagrama de Feynman para este proceso se puede ver en la Figura 2.11.
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f

70

|

Figura 2.11: El decaimiento Z°(p3) — f(p1)f(p2).

La amplitud para este proceso usando reglas de Feynman es

—~ )
M(ZO — ff) =u(p1,51) (2(:039%(9{: - 9,&75)) v(p2, 52)e (p3, A), (2.48)
donde
=Ty 1 — (2sen? 0, x Qy), (2.49)
a4 =13 r1. (2.50)

La cinematica del proceso es

Ps =p1+ps=pLop2= %(mﬁ —2mj), (2.51)
también se necesita la condicién de capa de masa
(p3)pe” =0, (2.52)
El adjunto de la amplitud, M, es
M = % Yo (95 — gars) u x ()" (2.53)

El siguiente paso aqui es calcular | M|?, lo que significa multiplicar M con su transpuesta conjugada
M,y posteriormente promediar sobre espines y polarizaciones, esto es,

|M|2=( 9IS FN

113182

- 4(:0829 ( Z‘E“ W) XY [ (g — dhvs) vx v (gh — ghas) U]

S1  S2

9 ) _
= Teoa, X P DD i (v (9h = 945) L ug 08 X 0 [0 (9 — 9av5) 1oty

- (Z““> (Zvﬁw> (9 = 9405)) 0 [ (92 = 939)],,
2
:ﬁ (B 10) g [ (95— 9975) ] (B2 =m0 g [0 (91, — 9as)],,
2
_ 9 pw
712c0529wp Ty (2.54)
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donde

Mo v

3 3
v 1 vx Ux _ v P3P3
PHY = 3 /\E_l el x e = ,\E_1 e"(p3, A)e”" (p3, A) = —g"" + PR (2.55)

z

Ty = Tr (1 + mu) v (9 — 9475) (B2 — ma) 7 (9, — 9475)]
=Tr [(g, — 9as) (B1 +mu) v (91 — 9as) (B — mu) ] - (2.56)

Lo que viene ahora es calcular la traza (2.56) con la tecnologia de trazas del Apéndice E, desarro-
llando explicitamente todos los términos, nos queda

Ty = Tr{ (g} = gls) v (6] — g4vs) +mu (g — g4avs) v (9) — 94vs)] [(Beve — mz%)]}

2
= Tr{[(gi) Prvu — 9L94 Brvurs — 949075 Prve + (94)% s Brvas + mu(gl)® v — mugl gl
— mughgbysvu + mi(gh)* v ) [P — mm}}
—T 1\2 0l 0l 12
=Trs (90)" BPrvu Bovw — 9094 Prvuys Bave — 9udi¥s Prvp Bavw + (9a) s Prvuys Bovw

+mu (6)) v Bove — mu (94) 9 B — mu (92)7 B + 2mughg Brvvsre —m? (6 vu
—mu (g4)" 75 Prouvsre —m2 (gh) vsvwwu}, (2.57)

se cancelan términos entre si, mientras que otros desaparecen ya que la traza de una matriz impar
siempre es cero, en este calculo aparecen trazas que contienen tres matrices de Dirac, después hacer
el algebra y reagrupando,de esto nos queda

T = { [(9)% + ()] o o — 20004 ] 95 i Bovs + [ (91)2 = (90)2] e }

= (6% + (6] % 4(prupaw = p1 P2 + o) — 2064 (~iepaspp] ) +m2[(61)% — (60)°] 49y
Ya que P, = P,, es simétrico y €,,q3 €s anti-simétrico, entonces
€uvappDips PM = 0. (2.58)

Por otro lado,

4 . 2
ngwzgw(_gmr%):( 4+(pjnfs)>:<_4+ ;)__4+1:_3 (2.59)
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Por ultimo,
PhD
K 3) 4 (plup21/ +p1up2u P1- pQQ;Lu)

P x 4(p1“p2y + PPy — P1 'nglw) = < 2
p1-p3) (p2-p
4(—p1-p2—p1-p2+p1-p2~4+%
L (props) (2 ops)  (mr -pz)pg)
m? m?
_4(2p1.p2+2ww_<p1.p2>>
=4(p1 Do +2(p1 p3)(2p2 p3)

4{(?1 P2) +2

=2 [2 (pl p2) + mz}
=2[2m? — 2mj] (2.60)
donde pq - p3 = m’z _ = po - p3. La amplitud cuadrada es
2
g 2 2 2 2
M = 5o ([ + (64)°] -2 (2001 p) + m2) — 12m7 [(6)” ~ (41)7]]
2
g 2 2 2 2
= e [+ 6] (2 )~ 12m [ (61"~ (41)7]
2
g 2 2 2 2
= T [4((6)" + (94)7) m2 =16 (g4) " m? + 8 (41) "t
2
g 2 2 2 2
= 12c020, [((91)" + (a)" ) m2 + 2m? [(9h)" = 2 (d)] ] - (2.61)
Si tomamos el limite cuando m, > my en (2.61), es decir cuando la masa de los leptones es m; = 0
entonces )
i g
IMP ~ g g ms = 9ap7 X 3, (2.62)

La anchura de decaimiento y/o la razon de ramificacion

donde hemos definido g, ;7 = 5o 2y
(BB, por sus siglas en inglés) se calculan de la siguiente manera

i|m|2 |ﬁl|

N A e e
o i 92 9o My
87 3cos2f, “2m2
2
M (2.63)

9
2(47) 3 cos? Oy,

e

con |p1| = 5% e = gsenbl,, con 0, el angulo de Weinberg y la constante de acoplamiento o = £-.
Finalmente
m, am,
= 2.64
3sen? 20, ( )

Ly @
F(Zﬁl ! )75X3sen29wc0529w
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Asi, el resultado final es

_ I'(z— 11~ a m,
BR(z = 1+17) = - ) _ e T (r) (2.65)

El efecto Compton

La dispersion de fotones por particulas cargadas, se llama dispersiéon de Compton, en honor a
Arthur Compton, quien fue el primero en medir la dispersion foton-electron en 1922. Cuando el
fotén entrante da parte de su energia al electrén, entonces el foton dispersado tiene una energia
més baja y de acuerdo con la formula de Planck E = hv, energia cuantica de un foton, tiene una
frecuencia més baja y mayor longitud de onda. El cambio de longitud de onda en tal dispersion para
una particula objetivo dada, s6lo depende del angulo de dispersion. En este proceso de dispersion
se involucra al electron como propagador y a la polarizacion del foton. Calcularemos la seccion
eficaz sin polarizar a ordenes bajos en «, la constante de estructura y se incluiran Las variables de
Mandelstam. La dispersion Compton es un proceso que involucra dos diagramas de Feynman, los
cuales se muestran en la Figura 2.12. Las Reglas de Feynman para electrodindmica cuantica dadas
por la Figura 2.10 nos dicen exactamente como escribir la expresion para M = M; + My [1].

¥ v \l\/\/\ g

e e e e

Figura 2.12: Diagramés de Feynman para el efecto Compton en QED. El fotén se representa con
una linea curveada negra y el electrén con una flecha de color azul. Los puntos rojos son los vértices,
lugares donde ocurren las interacciones.

Usando las reglas de Feynman, la amplitud se puede escribir de la siguiente manera:
iM = —ie?e (pa, M1)€ (p2, A2)a(ps, s3)IHu(p1, s1) (2.66)

Donde
y (b1t p2+m) boph (p1— s +m) v

T = 7y
(p1 + p2)? —m? (p1 — pa)? — m?

(2.67)

T'* es la funcion vértice. Podemos hacer algunas simplificaciones antes de obtener la transpuesta
conjugada. Recordemos que para cualquier cuadrimomento tenemos que:

pr=(E.5) = B2 = o} +m® = pF = () (pr)y = B2 — [l = m%. (268)
Ahora bien, ya que p? = m?2, p2 = p7 = 0 (por ser fotones), los denominadores de los propagadores

son:
(p1+p2)® =pi +p5+2p1 - p2
=m?2 +2p1 - pa, (2.69)

(p1—pa)’ =p> +p3—2p1-pa
=m? — 2p1 - pa. (2.70)
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Para simplificar los numeradores, usaremos un poco de algebra de Clifford.

(1 +me) v ulpr) = (17" + mey”) ulpr),
= (p1, (26" —4"*) + mey”) u(pr)
= (2p] — 7" 1 + mey”) u(pr)
= 2pYu(p1) — 7" (#$1 — me)u(py), (2.71)

donde se ha usado y#v¥ = 2gH —4”~# y la ecuacion de Dirac en la altima linea (1 —me)u(p1) = 0.
Entonces este término nos queda

($1 4+ me)y u(pr) = 2p"u(p1), (2.72)

con todo esto, la amplitud simplificada nos queda como

2uu+u v 21//1«_1/ s
M= 6 (o) ey ) | ZEELE I BRSO B

2p1 - p2 —2p1 - pa
_ 29"y + 9" P Y Bt — 29 ]
2 1 1
=e"¢, (p4) € (p2)u (p + u(p1)- 2.73
1 (pa) (2)(3){ 11 T (p1) (2.73)

Asi, la compleja conjugada de M resulta de la ecuacion (2.73):

_ 29"y + 9" pay” Y By =297l .
* 2 % 1 1 t _ *.
M {e €, (Pa) € (p2)u (p3) [ 011 + R ulpr)p , M'=M
(2.74)

Antes de continuar, recordemos que es necesario cambiar de indices para evitar futuras confusiones
a la hora de calcular M?2, por lo que cambiamos i — p y ¥ — o. Ademés, mencionaremos lo que
se conoce como truco de Casimir:

(@ (ps) v ¥y ulpr))” = (u' (p3)1°7” Por"ulpr))’
= ul (p1)7” $27"7"u (p3)
=l (p1)7°7°77 B2v"7 u (ps)

(P a7 u (ps)
u(p1)y” P2y u (ps) (2.75)

Il
§\

donde (ABCD)" = DICTBT At y (€, (ps))” = €, (p4). Con las consideraciones anteriores tenemos
que la compleja conjugada de M es

297pT +97 ¥21” | 9” #arT — 277D
. ﬁ + % ! u (p3) )

M* = €%¢, (pa) e (p2)u(p {
p (P4) €5 (p2)t(p1) 2p1 - pa 2p1 - pa

Por lo tanto la amplitud al cuadrado resulta ser:

M2 = MM*
29pY + " papt | A Py’ — 29l ]
=t e € €, + U
(00 (00) € pa)es () ) | 270 e
B 2~P 0+ o P P ) PV 4
< alpy) | 2L P "B — 2y pl} u(ps). (2.76)
2p1 - p2 2p1 - pa

El siguiente paso es tomar encuenta el promedio de todas las configuraciones de los espines iniciales
(s1, 1), v la suma sobre todas las conFiguraciones de los espines finales (r3,7%). Para ello, debemos
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tener presente la identidad de Ward para QED, que en resumen nos dice a que podemos sumar
sobre las polarizaciones de los fotones externos reemplazando:

€60 = —Gpp- (2.77)
También debemos recordar la relacion de completez:

> u(p)u(p) =¢ + m. (2.78)

S

Por lo anterior, la amplitud al cuadrado promediada con respecto a las espines es:

- 1
M2 = 2D IMP (2.79)
s, P

64

vy Z €, (P4) €g (pa) Z €5 (p2)ey(p2)
polarizaciones polarizaciones
. MY + 9" By” Ayt — 297

)3 o) | DRI )
! P1 D2 2p1-pa ab

31731
B 2p3+o’2p p4a_20p
% T(p1) [ v p2p1 jpzﬁ L 1521)1 .p; Py

} ud (p3)

64

= a1 (_gup) (—=9ov)

294 + 9" P Y Byt — 29V ]
X + Me)ya + + Me )y,
(s )d [ 2p1 - p2 2p1 - pa ab (¥ )b
29707 +97 #® 2" Py = 2000k ]
2p1 - p2 2p1 - p4 ed
64 2“”"‘“ v v ;1,_21/!1« 2 u+ v v _21/
:7Tr{(}53+me) { VY AN P Pt = 2y pl} (7zf1+me){ VuPrv + Y B2y | W P — 2P
4 2p1 - p2 2p1 - pa 2p1 - p2 2p1 - pa
(2.80)
Desarrollando el producto de términos obtenemos
112 64 1 MoV s v
M7= — Tr | ————5 (#3 +me) [29"p] + 9" B27"] ($1 + me) 2Vup10 + 70 P2y]
4 (2p1 - p2)
1
+ (#3 +me) 29"p] + 9" B27"] (B1 +me) [vu P37 — 27m
(2p1 - p2) (2p1 - Pa) | ! ] 0 2
1
+ ‘+me v H_2VM +me 2 V+V
o) 2o 1) (¥ ) #art = 29"p1] (#1 ) [27up10 + Yo B2l
1 v 14
= (B +me) [V Bar® = 29"PR] (B1 + me) [y Bave — 2701, (2.81)
(2p1 - pa)
LO que se resume en
- et I 17 117 1A%
M2 =— + + + , 2.82
M| 4 1 (2p1-p2)?  (2p1-p2) (2p1-pa)  (2p1-pa) (201 -D2)  (2py - pa)® (282)
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donde
I=Te[(ds +me) 295+ $r”] (B +me) [2yuprs + 0 P, (2.83)
17 = Tx[ (s + me) 2y + 7 #2111 + me) D B — 29m1,] (2.84)
ITT = Te (s + me) v $v" = 2901 (1 + me) (2910 + 2 #ol ] (2.85)
IV = Te[(s + me) 0¥ par* = 20" pE] (1 + me) b o = 23m. (2.56)

Notese, que IV es la misma traza que I si nosotros remplazamos py por —p4; ademas, ya que nosotros
podemos invertir el orden de las matrices v dentro de una traza, debido a que tr (y#4*vP7,...) =
tr (- -y yPyYyH), nosotros podemos, ver que 11 = II1. Asi que solo debemos calcular I y II. El
resultado de la traza I después de usar toda la tecnologia de trazas del Apéndice E es

I =16 [4m_ + 4m2(py - p2) — 2mZ(p3 - p1) — 2mZ(ps - p2) + 2 (p3 - p2) (p3 - p2)] - (2.87)
Remplazando p, por —p4 obtenemos la traza I'V, la cual es:
IV =16 [47”3 + 4mg(p1 “Pa) — 2m§(p3 “p1) + 2m§(p3 “pa) +2(p3 - pa) (1 'p4)] . (2.88)
Haciendo un trabajo andlogo a los anteriores, para la traza II se tiene que
1= 32m§ (p3 - pa) + 167”3(103 p1) —32(p2 - pa) (p3 - p1) + 16 [2 (p3 - p1) (P2 p1) — mﬁ (ps 'p2)]
+32mg (pa - p1) — 16myg + 16mg (pa - p2) — 32m (p1 - pa),
el cual resulta ser igual a la traza 111
I1T = 16[—m? + mZ (pa - p2) — 2mZ(p1 - p2) + 2m?2 (ps - pa) + (p3 - p1) [mZ — 2 (p1 - p2) + 2p2 - p1]
—m? (p3 - p2)]- (2.89)

Los resultados obtenidos para las trazas dadas por I, Il, I1I y IV, pueden simplificarse aun mas
introduciendo lo que se conoce como variables de Mandelstam [95]:

s =(p1+p2)® =2p1-pa+mi =2p3-ps+m;

2

t=(ps—p1)° = —2p1-ps+2m_ = —2ps - pa;

u=(ps—p1)° =—2ps-p1+mZ=—2py-ps+ml, (2.90)
recordemos que en la expresion (2.37) vimos algunas relaciones entre los momentos, entonces la
variable s se interpreta como el cuadrado de la energia del centro de masa, la variable ¢ es el

cuadrado del cuadrimomento transferido en el canal directo y la variable u es el cuadrado del
cuadrimomento transferido en el canal intercambiado,

4
s—l—t—&—u:Zm?:ng. (2.91)
i=1
De esta manera, la traza I se convierte en

I= 16[2m3+m5(5—me) — %(u—mi)(s—mg)}, (2.92)

con un trabajo anilogo se obtiene

e

II = 16{2m3+m§(u7m5) - %(ume)(sfmi)], (2.93)
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y para las trazas III y IV el resultado es

IT =111 = =8 (4mi +mZ (s —m2) + mZ (u —m?2)] . (2.94)
Sustituyendo estos resultados en la relacion (2.82), entonces
. a4 f 1 1 2
M2 =< [32m3 _ _ . .
4 (s—m2)?  (u—m2)?  (s—mZ)(u—m3?)
1 1 u—m? s —m?2
32 2 _ 8 e e
i m@<<s—mz> <u—mz>> (s—mz u mﬂ
et [ 1 1 2 1 1 u—m?2 s —m?
= — |32m? 32m? -8 ¢ ¢
g <<s— m2) (u—mz>> I <<s m2) (u—m3>> ( —mZ " u—m?
a [ 1 1 2 1 1 —9p; - 21 -
_c 32m§< ) +32mz( n )8( D1 - Pa P1 - P2
40 2p1-p2 —2p1-ps4 2p1-p2 —2p1-p4 2p1 - p2 —2p1 - pa
r 2
et 32mg< I ) +32m§( I >+8<p1-p4+p1'p2>
41 4 \pi-p2 pr-pa 2 \p1'p2 Dp1-Da p1-P2  P1-D4
af 1 1 \? 1 1 - :
< 8m§( - > +16m§< - )+8<p1 Pa P1P2 p2> ,
4 P1 P2 P1 P4 P1-P2  P1-P4 P1-Pp2 b1 -p2
(2.95)
Por lo tanto,
_ 1 1\’ 1 1 : :
|M|2:264[m3< - ) +2m§< - )+p1 Pa Pl p2]. (2.96)
P1-P2  P1-P4 P1-P2  P1°P4 P1-P2  P1-P4
Vemos que si la masa se hace cero, entonces tenemos que
M2 = 2 <p1 L p2> : (2.97)
P1-P2 P1 - P4

El siguiente paso es escribir p1, p2 v p4 en términos de las variables basicas: energia y angulos. Esto
es, introducir la cinemaética a la amplitud cuadrada promediada (2.96). Para hablar de la secciéon
eficaz nosotros debemos decidir qué marco de referencia vamos a elegir, y dibujar una imagen
de la cinemética. El mas comin es el marco de laboratorio. Las relaciones que se establecen en
este marco, debido a la conservaciéon de la energia y momento son: p) + ps = ?4 + p_3>, c6mo el
electron esté en reposo po = ]74> + 173> entonces ]73) = po — 174). La energia es £y + Fy = E35 + E4
con E; = /p? +m?. Luego, como p; = 0 entonces E; = m,. Ademas, la masa del fotén es cero
m, = 0 entonces Fy = P = wo y F3 = Py = wy, entonces By = \/1?3 Por lo tanto, la conservacion
de la energia puede escribirse de la siguiente manera:

o bien

me+w2:w4+\/ﬁ§+mev

Me +wo = wyg + Fy.

(2.98)

(2.99)
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Antes z Después
ps = (Eu Ps)

ps = (w4, wg sen 0, 0, wy cos 0)
Figura 2.13: Cinemaética del proceso

Revisando la cinematica en el marco de referencia de laboratorio, podemos escribir los productos
punto de los cuadrimomentos que aparecen en (2.96), entonces,

p1 P2 = (Me,0) - (wa, w22) = Mews, (2.100)
p1-Ps = (Me,0) - (wa,wysen b, 0,wy cos ) = mewy. (2.101)

Por lo tanto, tenemos que

o g mews  mews , [ 1 1 1 1\’
M| =2¢" | —— + +2mZ - +m, -
meWws MeWws Mmews MeWyq Mmews MeWwsq
11 1 1)\’
= 2 w4+wg+2m6<—>+m§(—>]. (2.102)
w2 W4q w2 W4 w2 Ww4q

O bien, podemos escribir la amplitud cuadrada promediada en términos de las variables cinemaéticas
f explicitamente, para ello encontremos que w4 que es la energia final del foton, usando lo siguiente:
2 2 2
m? = (ps)” = (pr+ (p2 —p4))” =] +2p1- (p2 — pa) + (P2 — pa)
=mZ+2(p1-p2 —p1-pa) + D5 — 2p2 - pa+ i

= mg + 2 (Mews — Mews) — 2 (wawg — wowy cos 6)

=m?2 + 2m, (wg — wy) — 2waws (1 — cos ) (2.103)
Lo que implica que
2me (we — wy) = 2waws (1 — cos ), (2.104)
Por lo tanto 1 1 1 ) L 1
— — —=—(1-cos) = — — — = ——(1 —cosh). (2.105)
Wy wo Me W2 W4 Me

Sustituyendo este resultado, nos va a quedar que

P [ 1 1 2
|M|? = 2¢* w4+w2—2me(1—cos0)+m§< (1—cost9)> ]
wo w4 Me Me
= 2¢* M+M—2(1—COSQ)+(1—COSQ)2:|
| W2 wy
= 2¢4 w4+w22+200s0+12c0s9+c0520}
| W2 Wy
e (1- cos? 9)} (2.106)
| W2 w4y
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Por lo tanto

M|? = 2¢* B‘* + % — sen? 9] . (2.107)
2 4

Proceso de dispersion ete™ — utpu~

Las Reglas de Feynman nos dicen que la amplitud para este proceso es
. — — —s’ . s _Zg —r .oy,
M (e =t ) =0 (o) (o) u o) () ) (ien ) (o), (2108

donde 17‘9/(p2) y u®(p1) corresponden a espinores de antiparticula y particula entrante respecti-
vamente, —iey* es el factor de vértice, " (p3) y v" (p4) corresponden a espinores de particula y
antiparticula salientes, por ultimo el factor

*ig;w
et (2.109)

es el propagador. Omitiendo los superindices del espin por simplicidad pero permaneciendo impli-
citos, la amplitud se puede reescribir como:

62
M =50 (p2) 7" ulpr)u(ps) v (pa) (2.110)

donde se ha bajado el indice mediante g,,,¥" = 7,. Para obtener la seccion eficaz diferencial se
necesita calcular la expresion |[M|? = MM*, por lo que debemos encontrar la traspuesta conjugada
de M, la cual tiene la siguiente forma:

M= q— (pa) You(ps)a(p1 )70 (ps) - (2.111)

Por lo tanto, la amplitud cuadrada es:

64
M[* = o [0 (p2) v u(p1)a(pr)y"v (p2)] [(p3)vuv (p4) © (p4) vou(ps)] , (2.112)

promediando sobre los espines iniciales y sumando sobre los espines finales, se tiene que
— 1 1 1 1 2
2 * - 2 - - / /
M2 = 1 esp%nes MM = 1 espgines IM|* = 5 ES ) E, ET E, M (s,8" = r )|, (2.113)

esta expresion se simplifica considerablemente utilizando las relaciones de completez dadas por

> wt(p)ut(p) =p+m, (2.114)

> vt (p)vi(p) = —m, (2.115)

la ecuacion (2.114) es para particulas y la ecuacion (2.115) para antiparticulas. El primer término
de la ecuacion (2.112) se convierte en

>0 (p2) vy us (p) T (P )vEs (p2) =t [(f2 — me) ¥ (1 +me) 7", (2.116)

s,s’

donde se escriben los indices espinoriales para mover libremente v con ¥ y w con %, luego contrayendo
los indices con Ag4q = traza(A) = Tr A. Para el segundo término se tiene
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D W (p3)Vu(ar) 0 (04) L () Vo(eayuia(ps) = 1 [(ps + M) Yo (P4 — M) ] (2.117)

!
por lo tanto se tiene

1

72 IMP = Tl = me) (b +me) 3] Te s+ i) o (o =) 3] (2:118)

espines

entonces calculando las traza para el electron, se tiene lo siguiente

Tr [(p2 — me)v" (1 +me) V] = 4 [php} + pspi — g (p2 - p1 + m?)] (2.119)

y para el muén es

Tr [(pS + m,u) Y (p4 - m,u) '71/} =4 [pS,upélu + P3vPap — Guo (p3 * P4 + mi)] . (2120)
Sustituyendo en (2.118) finalmente se tiene

1 8et

1 Z |/\/l|2 = qT [(pQ -p3) (p1 - pa) + (p2 - pa) (p1 - p3) — mi (p2-p1) — mg (p3 - pa) + 2m§mi] .

espines
(2.121)
Para obtener una formula mas explicita, se debe seleccionar un marco de referencia y expresar los
vectores p1,ps, P2, P4 v q en términos de energias y angulos. En este caso elegimos el marco del
centro de masa. Los cuadrimomentos de acuerdo con el esquema son de la siguiente manera:

plZ(E17ﬁ1):(E7|p1|2)a (
p2:(E27ﬁ2):<E7_|p2|2)7 (
p3 = (E3,p3) = (E,p3), (2.124
Pa = (E47ﬁ4) = (Ea _ﬁ3)7 (

el producto punto de cuadrimomentos se define como:
A-B=A"B,=AB’— 4. B. (2.126)
por ejemplo
2
p? = P, = (po) — |]5'|2 =m, (2.127)
lo que implica que
P =E=[p2+m?2 o |p|=+VE2-m2. (2.128)
Por otro lado, la conservacion de momento del proceso es
D1+ P2 = P3 + Pa, (2.129)
pero en el centro de masa tenemos que antes de la colisién
ﬁl —I—ﬁg =0 = ﬁl = —ﬁg, (2130)
entonces, después de la colisiéon también debe ocurrir que
ﬁg +ﬁ4 =0 = ﬁg = —ﬁ4. (2131)

Lo anterior nos dice que
P = P2y |Ps] =[P4l (2.132)
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En el centro de masa ocurre que la masas del electrén y el positréon son iguales y se denota como

Me, SUS energias Son
Ey =By =\/|ph|* +m2 = E, (2.133)

las masas de los muones también son iguales y se denota como m,,, sus energias son

Es =FE4 =/ psl” + m2 = E, (2.134)

como F; + Ey = E3 + E4 implica que 2E = 2E’, por lo que E = E’. Con esto podemos calcular
los productos punto de los cuadrimomentos que aparecen en la ecuacion (2.121), entonces se tiene
que

p2-ps = E* =y - s = E® + |py| 3] cos 0, (2.135)

donde se ha usado (2.130) con (2.122) y la definicion de producto punto. El siguiente es
p1-pa = E® —p1 - Py = E? + || 73] cos 0, (2.136)
donde se ha usado (2.125) con (2.131) y nuevamente definicién de producto punto. El resto son

P2 ps = E? — po - py = E* — |py| P3| cos 6, (2.137)
p1-p3 = E* —py - ps = E* — |py| s | cosb, (2.138)

donde ps y P4 se escribieron en términos de p) y p3 respectivamente. Por altimo,

p2-p1 = E* + |pi|? = 2E% — m?, (2.139)
ps-pa = B2 + |3 = 22 — m?2, (2.140)

donde se uso la ecuacion (2.128). Con estos resultados, la amplitud dada por (2.121) se transforma
en

8¢t
M? = q% [(E2 + |P1| |P5] cos 9)2 + (E® — [p1| |Ps] cos 9)2 + mi (2E% —m?2) + m? (2E° — mi) + 2m§mﬂ ,
(2.141)

sabemos que ¢? = s = (p; —|—p2)2 = (E1+ E2, 1 +]5'2)2 = (E1 + E2,0) = (E1 + E2)2 = (2E)?,
usando [p1| = /E? —m? y |p3| = /E? — m? en la amplitud, desarrollando los binomios y simpli-

ficando, finalmente se tiene

64

= [E*+ (E* —m?) (E* - mi) cos® 0 + E? (m? + mi)] . (2.142)

A2
M_E

Si tomamos aqui el limite de altas energias, esto es haciendo las masas de los fermiones m, = m, =
0. Entonces vamos a tener de resultado

M2 = (1 + cos® ). (2.143)

2.2. La contracciéon del grupo pequeno en las amplitudes

El objetivo de este trabajo fue encontrar el mecanismo de Higgs desde otro punto de vista, en
este caso el de amplitudes, utilizamos el concepto de la contracciéon entre los pequenos grupos que
vimos en la seccién 1.5, y aplicarlo a amplitudes conocidas del modelo estandar para estudiar su
estructura matematica, aqui presentamos el avance que tuvimos hasta ahora, y que posteriormente
publicaremos [96].
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Vectores de polarizacién con correcciones en la masa a segundo orden

En esta parte del trabajo, vamos a estudiar amplitudes pero utlizando la informacién de la con-
traccién en grupos pequenos que se vera reflejado en la forma que adquieren los espinores de Dirac
y los vectores de polarizacién. Para describir bosones masivos, usamos el vector de polarizacién
longitudinal. En el caso de particulas sin masa los vectores de polarizacién son los transversales:

7(0 1,4,0), (2.144)

1
e’ (k) = —=(0,1, —1,0), 2.145
(k) \/5( ) (2.145)
tomando k = (k,0,0,k) entonces e (k) -k =0y e_(k) -k = 0. Para el caso masivo, escogemos
P = (E,,0,0,p,) entonces las relaciones de momento de Einstein son Eg —p? = m?. La polarizacion

se toma como €7 (p) = (22,0,0, —) entonces

e P= (%E,, - %p) = 0. (2.146)
Ademas,
otek = % ( bz BEP sz(:Ep ) : (2.147)
por lo tanto, el determinante de esta matriz es
det(o - €") = —i(Ez —p?) = —m. (2.148)

m

Vamos a calcularlo a segundo orden en la correccion de la masa. Cuando tomamos el limite
pz = py = 0, entonces p? = E? — m?. La expresion que consideramos es :

FE
mip) = (22 b 2.14
e (p) (m,0,0,m). (2.149)

Cuando , tenemos F > m, a segundo orden, lo que ocurre es

2

VE+m=VE+ —— \f 853/2 (2.150)

Ademas,
m2 mi
\/E+TTL\/ E— ﬁ—’_@ (2151)
Cuando, m > FE, entonces
E2
VETm =i+ \ﬁ e (2.152)
E
5= i{vi )
N
Por lo tanto,
E2 E*
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De esta manera obtenemos un vector de polarizaciéon perturbativa, primero cuando E >> m entonces

E 1/2 E — 1/2 E
er(p) = <( ) CEZmIE G, ) (2.154)
m
E m m3 E
=|———=4-—=,0,0,—
(m 2E+64E37 ’ ’m)’
podemos observar que cuando la energia es £ = m entonces
31
' =(1--=—,0,0,1). 2.155
6L ( 647 ] ) ( )

Por otro lado, si m > FE, entonces tenemos

) E? E* E

Espinores de Dirac con correccién en la masa a segundo orden

Si tenemos m # 0, entonces p? = E2 — |p|2 = m2, esto implica que |p] = (E2 — m?)z =

(p2 —|—p§ —&—pi)%. Por el contrario, si m = 0, entonces E? = |p]2. Vamos a tomar el siguiente limite:
pz = py = 0. Entonces, los espinores de Dirac para describir particulas relativistas se convierten
en [92]:

1 0
0 1
up(P)=vE+m| 5. |, u(p)=VE+m| |, (2.157)
E+m
0 Tim
para las antiparticulas son:
_?3 EZ—):m
vi(p) =VE+m | Eimo . v (p)=VE+m (1) : (2.158)
1 0

Haciendo un poco de algebra encontramos que

E
pNE+m _

2.159
E+m ( )

Considerando todos estos resultados vamos a estudiar dos casos. El primer caso es: E > m,
entonces los espinores de Dirac se convierten en

m ’l’)’L2
VE 3VE ~ 8E? 0 o
0 0 VE WE ~ SE2
U’Jr(p) = \/E + o m m? ) u*(p) = 0 + 0 )
3/2
0 2VE 0 88 -VE m_ o _m?
2VE 8E3/2
(2.160)
77 2
—VFE 55 T sE32 0 0
v+(p) _ 0 + 2VE 0 SE3/2 7 v,(p) _ /B " - i
m m> ﬁ B 8ES/2
\/E ﬁ - 8E3/2 0 0
(2.161)
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Aqui podemos ver que si m = 0, solamente sobreviven los primeros términos de cada espinor que
depende exclusivamente del cuadrado de la energia. El segundo caso es cuando m > F, entonces
los espinores de Dirac spinors son:

E E?
\/7” 2y/m ~ 8m3/2 0 B 0 I
0 0 m S5 m T 8milZ
ut(p) = i/m E E? ,u—(p) = \OF | 08 ! ’
—E _ B
0 2v/m 8m i B B2
O 2\/% + 8m3/2
(2.162)
2
0 0 5 1/ m 72% - 8753/2
—iy/m 5o T wer 0 0
er(p) = 0 + 0 ) v*(p) = \/ﬁ + E E?
i 5 g 0 aym " B2
2ym  8m3/? 0
(2.163)

De nuevo, si tomamos E = 0, entonces solamente los primeros términos sobreviven los cuales
dependen de una masa compleja.

2.2.1. 720 — ff

En la seccién 2.1.5, vimos este proceso usando el formalismo de los diagraméas de Feynman,
desde calcular su amplitud hasta su radio de decaimiento. El diagrama de Feynman para este
proceso los podemos ver la Figura 2.11. En esta seccién nos interesa estudiar su amplitud usando
los espinores (2.160) y (2.162) ,los cuales contienen la informacién de la contraccion de los grupos
de la cual emerge la cinematica. Como vimos anteriormente, la amplitud de este proceso esta dada
por:

. i
M(Z° — ff) = tlp1, 1) (2(3029%(95 - gf\%)) v(p2, s2)e (P, A), (2.164)
donde
gl =Ty p1 — (25en? 0, x Qy), (2.165)
gh=Ts L. (2.166)

Necesitamos calcular los siguientes términos:
U(p1, 1) yu€ (p3, A)v(p2, 52),  u(p1, s1)7u€" (p3, A)150(p2, 52)- (2.167)

Caso una particula sin masa - Dos masivas

En este caso vamos a tomar al boséon Z° como una particula sin masa y los dos fermiones
masivos. Cuando Z° tiene masa cero, entonces se necesita los vectores de polarizacion transversales,
€/ (p3) v € (p3). Las unicas configuraciones de helicidades que son diferentes de cero son:

U—(p1, s1)7u€” (p3, N)v—(p2, S2); Ut (1, 51)Vu€lf (D3, N) V504 (D2, 52). (2.168)

En el caso de E > my, vamos a usar (2.144), (2.145) y los cuatro términos de (2.160), el segundo
término de (2.168) que involucran -y van a desaparecer, entonces
(1510 (3, Vo (s 52) = (=23 By + —-= (2169)
u_(p1,s " (p3, N)v_(p2, 82) = (— my+ ——=—=, .
P1,81)Vu€_\P3 b2, S2 Vi 2\/5 B2
- m _ (23 1 mj
uy (p1, S1)’V;L€+(P3, A)v4 (p2, s2) = (—2 2)mf + Tﬁﬁ (2.170)
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Finalmente,las amplitudes para un bosén sin masa con dos fermiones masivos con correcciones en
la masa son:

_ _ f
MY = fofi) = MR = fofo) :i2cgoive, <( 2v2)my + 2\;2;’) . (2.171)

Ademas, si E = my entonces

7991

4\[0059

Por supuesto, si los fermiones llegan a ser sin masa, vamos a tener una amplitud de tres particulas
sin masa, entonces M(z] — fy fy) = M(22 — f_f_) = 0. Ahora, en el caso de my > F, usamos
(2.144), (2.145) y (2.162), de nuevo el segundo término de (2.168) desaparece, entonces

M = [ J) = M [ ) = (2.172)

(4+i4) . (1—i)E2 1 E

_(p1, H (ps, Nv_(pa, 52) = (—2V/2 E + 4 (2173
U—(p1, 51)7u€” (p3, \)v—(p2, s2) = ( ym o 22 my T agame (2.173)
B 4+ 44) (1—1i) E? 1 E3
F(p3, A = (—2Vv2 — ( E —_—t ———. 2.174
U+(p1,81)’}’#6+(p3, )’U+(p2,82) ( f)m 2\/§ + 2\/5 my + 2\/§me ( )
Por lo tanto
f ; s 2 3
0 _ 0 . . 99! (4—|—z4) (1-49) E 1 FE
= _f) = 2 E —_—t ——
M(Z+_>f+f+) M(Z—_>f f ) 220089 <( \/>) 2\/5 + 2\/5 mf+2\/§m§
(2.175)
Ademss, si £ = my, entonces
MES S fofo) = MG o fF) = i 2990 (2.176)
+ +J+ 2\/70059 2 o :
Finalmente, si £ = 0 entonces tenemos
_ _ V299
M = fof) = MG = [ f) = Cosgj (2.177)

Esta expresion luce como (2.172). Nuevamente si m; = 0, las amplitudes desaparecen.

Caso con tres particulas masivas

Si Z° es maésivo entonces necesitamos €/ (p3). Procedemos a calcular los siguientes términos de
las amplitudes

U (p1, 51)7u€r (P3, Ao+ (P2, S2), Ut (P1, 51) V€l (D3, A) Y50+ (D2, 52)- (2.178)

En el caso E"my, usando las ecuaciones (2.154) y (2.160) las tnicas amplitudes diferentes de cero
son:

M(Z S f ) g _ (95 - g;’;)mz (32E2 _ mz) N m‘}(g{ — gﬁ)mz (mg _ 32E2) -
L * 2 cos 0y, 392 50180
mf (64E6(gqu + gz{‘) 32E4gvm + E2gvm ) (2.179)
64E5m, ) .
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M(Z) = f-fy) =

ig ((95 +gl)m. (32B2 —m?)  mi(g] + gh)m. (m? - 32E?) N

2 cos Oy, 32E2 2048 K6
m? (64E6( f—gl) — 32E4gIm? + B2 gjmg)
AT ) . (2.180)

Cuando E = m,, entonces tenemos

. £ 092 4
- ig 31 s (33gf + 64g%,) m7 31 PNy
70 ) = e P e - AN T I 7
MZL = 1) = 5e556. < 3290 ~92) 61 m.  20a8 9 T9A)LS
(2.181)
_ =—| - = m, +———8 = 4 —(g] —
L T 9cosf, \ 3209 T4 64 m. 2048 v TIA) s
(2.182)
Proceso t — bW, tres particulas masiva
La amplitud que vamos a trabajar aqui es ¢t — bW
M= 22t g )ia(pa )7 2 (1 = 75 )u(pa), (2.183)
V2 2

u(p1) estd relacionada con el quark bottom y 7 (p3) es el vector de polarizacion del boson W.
Tenemos que calcular dos términos a segundo orden en la masa:

u(pr)es, (pa)y" u(pe),  a(p1)e,(ps)y"y u(pa). (2.184)

Las tres particulas son masivas, para el bosén W necesitamos el vector de polarizaciéon longitudinal.
Los espinores y el vector de polarizacion son aquellos que calculamos en (2.160) y (2.154) cuando
E > m. Encontramos que los tnicos dos términos que no desaparecen en (2.184), son cuando
los quarks top y bottom ambos tienen o espin positivo o espin negativo. Tomando en cuenta que
el quark top es muy maésivo en comparacién con el quark bottom y el bosén W, entonces las
amplitudes que sobreviven cuando E > my, son

Gu | MMy (128E4 — 32E%m2, + mi)
t b = 2.1
M (ty — by Wr) 9/2 64FE%m,, (2.185)
G (mg — 8E2) (SE2 — mf) (32E2m121) + mfu)
t_—b_ =-— . 21
Mt —b_Wi) 23 [ 1024E5m, (2.186)

Notemos que cuando despreciamos la masa del quark bottom (m; — 0), entonces la amplitud de
espines positivos (2.185) desparece. Por otro lado, si consideramos m, = 0y E = m,,, entonces
(2.186) llega ser

339w m?}
ME_ = b_Wi) = 8my — — | . 2.187
( r) 25612 [ T e (2.187)
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Capitulo 3

Meétodos modernos en Teoria
Cuantica de Campos: El método de
Amplitudes

Quienes exploran un mundo desconocido
son viajeros sin mapa: el mapa es el
resultado de la exploracion. Desconocen la
posicion de su destino, y el camino directo
que conduce a €l ain no esta trazado.

Hideki Yukawa

La teoria cuantica de campos (QFT, por sus siglas en inglés) es el lenguaje matematico que
nos permite describir las particulas elementales y sus interacciones [2]. Un ingrediente importante
de este lenguaje son los espinores que son objetos matemaéticos que se transforman bajo el
grupo de Lorentz [77]. Historicamente, los espinores fueron creados por E. Cartan en 1913 [79].
Posteriormente personajes como P. Dirac y E. Majorana introdujeron los espinores a la fisica
tedrica [86, 87], asi como H. Weyl y B. L. van der Waerden hicieron contribuciones matematicas
importantes que permitieron el desarrollo del analisis espinorial. Por su parte, B.L. van der
Waerden fue el primero en introducir la notaciéon de indices punteados y no punteados para las
representaciones irreducibles del grupo de Lorentz. Actualmente a estas representaciones se les
conocen como espinores de Weyl-van der Waerden [88, 89]. Otro ingrediente importante en teoria
cuéntica de campos es la matriz S, el cual es el objeto definido en el espacio de momentos que
contiene toda la informacion fisica de un proceso de colisién o decaimiento. En un experimento de
dispersion de particulas el observable a medir es la seccion eficaz o, el cual estd en términos de
energias y momentos de las particulas involucradas [1]. Teorias como el modelo estandar fueron
desarrolladas de esta manera cuyos descubrimientos como el bosén de Higgs estan en la literatura
[97]. A nivel arbol, un proceso de dos particulas en el estado inicial y dos particulas en el final
(p1 + p2 — p3 + p4), el método estandar para calcular su seccion eficaz requiere del uso de los
diagramas de Feynman que involucra calcular el elemento de matriz S o amplitud mediante las
reglas de Feynman, posteriormente elevar al cuadrado el elemento de matriz, promediar sobre
los estados de espin y después hacer el desarrollo de las trazas de productos de matrices v* de
cuatro componentes [92]. Sin embargo, si agregamos més particulas en el estado final, implica un
incremento en el nimero de diagramas de Feynman, por ejemplo, para un proceso donde tenemos
dos gluones en el estado inicial y ocho gluones en el estado final, se requieren aproximadamente un
millén de diagramas de Feynman, por lo que la técnica se vuelve impracticable. Una manera de

81



Meétodos modernos en Teoria Cuantica de Campos: El método de Amplitudes
3.1 ;{Qué define a una teorfa cuantica de campos?

hacer posible esto es mediante el formalismo de los espinores de helicidad o método de amplitudes,
el cual es una técnica moderna que se aplica a nivel de arbol, la clave de este método se encuentra
en el little group o grupo de Wigner el cual caracteriza los estados de las particulas, por ejemplo
para particulas sin masa asociados a espinores de Weyl, el little group nos dice que solo se
necesita conocer la helicidad para estudiar sus procesos de dispersion [9]. Los primeros desarrollos
del método de amplitudes provienen de la década de 1980, cuando se encontré que se podian
calcular de manera eficiente amplitudes de dispersion que involucraban particulas sin masa al
re-parametrizar los cuadrimomentos en espinores, de este modo las amplitudes se reescriben en
términos de contracciones de espinores los cuales son invariantes de Lorentz [98, 99]. En 1986, K.
Hagiwara y D. Zeppenfeld presentaron un método para calcular las amplitudes de procesos que
involucran fermiones externos y bosones vectoriales a nivel arbol en la base espinorial de Weyl
[100]. En el mismo afio, estas técnicas fueron extendidas por S. Parker y T. Taylor para calcular de
manera més eficiente amplitudes de multi-jets a nivel arbol en Cromodinamica Cuantica (QCD,
por sus siglas en inglés), ellos derivaron una formula general para describir el proceso de dispersion
de dos gluones en el estado inicial a n — 2 gluones en el estado final, conocida hoy en dia como
formula de Parker-Taylor [6]. Los libros de texto modernos en QFT incluyen capitulos sobre el
método de amplitudes estudiando teorias como QED en el caso de M. Thomson [92] o QCD por
M. D. Schwartz [4] y S. Weinzierl [101]. Una introduccion pedagogica mas extensa del método
de amplitudes es dada por H. Elvang y Y. T. Huang donde se estudian teorias supersimétricas
como N =4 SYM o Supergravedad N = 8 [9]. El trabajo de H. K. Dreiner, H. E. Haber y S. P.
Martin es una gran referencia donde se puede encontrar una discusién completa de los espinores de
helicidad y un conjunto de reglas de Feynman en términos de espinores de dos componentes para
calcular secciones eficaces, correcciones radiativas de teorias como el modelo estandar, asi como
supersimetria [102]. Si bien el método de amplitudes funciona de manera excelente a nivel arbol y
considerando particulas sin masa, en la tltima década se han visto grandes avances por extender
este formalismo a particulas de cualquier masa y espin [17], asi como técnicas para calcular a
orden de lazos mediante el método del corte unitario o Next-to-Leading Order (NLO) [103, 104],
brindando asi un abanico de nuevos métodos més poderosos en teoria cuantica de campos.

En este capitulo nos enfocamos en revisar las bases del método de amplitudes e ilustrar de manera
detallada como se hace el calculo de una amplitud a nivel drbol en estos formalismos.

3.1. ;Qué define a una teoria cuantica de campos?

En el capitulo 2 hablamos un poco de qué es y por qué la teoria cuéntica de campos. Este marco
tedrico es una herramienta muy poderosa y tiene muchas aplicaciones desde fisica de particulas
hasta materia condensada, pasando por economia. Pero ;Qué define a una teoria cuantica de
campos? La respuesta la encontramos en la accion [1]. Sin embargo, la accion viene con un costo,
el cual se conoce como redundancias. Por ejemplo, en electromagnetismo, la redundancia aparece
en la invarianza de la accion bajo transformaciones de norma del foton

Ay — A, +0,0.

La accién que describe la interaccion de los gravitones es similarmente invariante bajo difeomor-
fismos, el cual toma la siguiente forma a orden lineal

huw = by + 0,0, + 0,0,

aqui los pardmetros 6 y 6, son funciones arbitrarias del espacio-tiempo. Invarianza de norma y
difeomorfismos son redundancias creadas convenientemente por fisicos para describir ciertas teo-
rias. Por otro lado, Eugene Wigner al encontrar como enumerar todas las posibles representaciones
unitarias irreducibles del grupo de Poincaré nos estaba diciendo que tipo de cosas, en principio,
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pueden ocurrir en el universo. En cuatro dimensiones, estos argumentos implican que una particula
sin masa con espin intrinseco tiene exactamente dos polarizaciones. Desafortunadamente, la pre-
ferencia de que la invarianza de Lorentz se manifieste obliga a describir el fotén y el gravitén con
los campos cuanticos A, (x) y hyu(x), los cuales tienen muchos indices de Lorentz y nos indican
que se tienen cuatro y diez grados de libertad, respectivamente. Veamos de donde vienen estas
redundancias, consideremos una teoria de campos escalar con la siguiente lagrangiana:

1
£ = SK(6)0,60"5, (3.1)
donde el término cinematico es
1 1 1
K(¢) =1+ Mo+ 5A2¢2+§/\3¢3+5)\4¢4+... (3.2)

La lagrangiana (3.1) da una complicada y arbitraria torre de interacciones, a partir de esto, uno
deduciria que su matriz S seria igual de compleja. Para ver esto, veamos la observable fisica mas
simple, esta es la amplitud de dispersiéon de cuatro particulas a nivel arbol, un simple calculo nos
llevas:
My aZpipj xs+t+u=0,
i#]

donde las variables de Mandelstam son:

5= (m +p2)2 = (p3 +p4)27 (3.3)
t=(p1+ps)?=(p2+p3)°, (3.4)
u=(p1 +p3)2 = (p2 +p4)2- (3.5)

Es importante imponer la conservaciéon de momento de las particulas externas para demostrar que
esta amplitud desaparece, las cuales también satisfacen condiciones de capa de masa

Zpi =0 (3.6)

p? = 0. (3.7)

Este efecto de que una amplitud no contribuye o desaparece persiste incluso para la amplitud que
involucra catorce particulas los cuales producen cinco trillones de diagraméas de Feynman. El origen
de esto es por que la acciéon en (3.1) es en el fondo un escalar libre. En particular, la matriz S, es
invariante bajo cualquier re-definiciéon de campos de la forma [105, 106]

¢ — f(9), (3.8)

sujeto a la condicion f/(0) = 1 de modo que en el limite de campo débil se interpola en un
campo normalizado canénico. Para la funcion f(¢), entonces se puede transformar la accion del
campo escalar libre en (3.1), de esta manera la matriz S es invariante bajo una no-simetria de
la accion. Esto no es una sorpresa ya que la formulaciéon por integral de trayectoria de la teoria
cuantica de campos trata a los campos como una variable de integracion y cualquier integral es
invariante bajo un cambio de variables apropiado. Por lo que, teoria cuantica de campos esta
plagado de redundancias que socavan cualquier significado fundamental del contenido de la accion.
Si aplicamos cualquier re-definicién de campos, se puede mapear una accioén en un conjunto infinito
de acciones diferentes que describen la misma fisica. Este mapeo tiene sus desventajas, por ejemplo,
las redundancias producen un conjunto de representaciones redundantes de diagramas de Feynman
para la misma matriz S. Para teorias con invarianza de norma y difeomorfismos, la equivalencia
entre estas representaciones se manifiesta por las identidades de Ward [107]. Para satisfacer estas
identidades, las expresiones que resultan de los diagramés de Feynman deben ser inmensamente
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complicadas incluso para un proceso fisico simple. Otra desventaja es que si se escoge una mala
base para los campos, esto podria oscurecer ciertas estructuras fundamentales de la teoria.

Para campos escalares, sus diagraméas de Feynman son faciles de calcular. Sin embargo, sin ninguna
informacién adicional, sus interacciones pueden ser diversas:

1 1 1
Escalar - 5 Z 8u¢aau¢a + g Z Wabc¢a¢b¢c + I Z )\abcd(ba(bbd)c(bd? (39)

abce abed

de esta manera se necesitan especificar todas las constantes de acoplamiento wgpe Vv Aabed para
definir la accion. En otras palabras, la teoria puede ser simple respecto a sus diagramés de Feynman
pero se vuelve no predictiva en lo mas minimo. Por otro lado, si los campos son vectores, entonces
no hay otra opcion; la tnica teoria permitida es la teoria de Yang-Mills [108], ya que no hay teorias
renormalizables de particulas vectoriales sin masa que interactudn més alla de la de Yang-Mills

1 7
£vect0r = _@ Z FauVFclL . (310)

El hecho de que las constantes de estructura f,;. del grupo de norma son anti-simétricos y sa-
tisfacen la identidad de Jacobi es producto de la teorfa. Una légica similar implica que no hay
interacciones renormalizables auto-consistentes para una particula tensorial sin masa. En lugar de
eso, las interacciones permitidas son no-renormalizables y coincides precisamente con la accién de

Einstein-Hilbert .
o — A1
‘Ctensor 167TG gR7 (3 )

aqui la dindmica de una particula tensorial sin masa a bajas energias esta controlada por un solo
parametro el cual es la constante de Newton.

Similarmente sucede para los fermiones, por ejemplo, los campos de espin % tienen menos cons-
tricciones en sus interacciones mientras que los campos espin % solamente pueden interactuar
consistentemente mediante supergravedad [109]. La conclusién que podemos sacar de esto es que
la simplicidad de una teoria depende de lo poco que debe ser especificado para deducir su matriz
S. En general, se puede decir que una teoria cuantica de campos esta tan constrenida a tal punto
que hacerlo més constrenida la teoria dejaria de existir o tener sentido. Entre la comunidad de
amplitudes se dice que la teoria més simple que existe es la conocida como la teoria supersimétrica
Yang-Mills N = 4, simple en el sentido de que su matriz S perturbativa completa esta fijada por las
simetrias y no por la complejidad de su oscilador armoénico cuantico el cual esta lleno de polinomios
de Hermite y son complicados de manipular[110]. El hecho de que su accién luzca muy complicada,
quiere decir que hay otras maneras mejores de calcular.

En el capitulo (2) vimos como calcular amplitudes de dispersion mediante una receta que involucra
los diagramas de Feynman. El método moderno de amplitudes propone una aproximacién mas
practica el cual consiste en construir un ansatz general para la matriz S y esculpir la respuesta
correcta desde criterios fisicos simples:

= Analisis dimensional: Las amplitudes de dispersién deben tener dimensién de masa con-
sistente con la dimensién de la constante de acoplamiento en la teoria.

= Invarianza de Lorentz: Las amplitudes de dispersion deben ser invariantes de Lorentz.
Por ejemplo, una amplitud de escalares es una funciéon de s,t,u. Cuando hay particulas con
espin, la amplitud también debe ser invariante bajo el grupo pequeno o little group.

= Localidad: Las amplitudes de dispersiéon deben tener singularidades que sean consistentes
con la factorizacion y unitariedad. Estas singularidades codifican la localidad fundamental

de la teoria. Por ejemplo, una amplitud de cuatro particulas debe tener polos simples % y no

1
52
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3.1.1. ;Hay una mejor manera para calcular amplitudes de dispersion?

A continuacién, vamos a considerar el proceso de dispersién ete™ — uTp~, electréon positron
a muoén anti-muodn, a nivel arbol cuyo elemento de matriz se va denotar de la siguiente manera:

2
iMeeosfip = —i%ﬁ(pg)v“v(m) - 0(p2)ypu(pr). (3.12)

Para calcular la seccion eficaz o razéon de decaimiento de cualquier proceso es necesario obtener
primero lo que es el elemento de matriz cuadrado o amplitud cuadrada, en este trabajo nos enfoca-
mos en como obtener |M|2. Para evaluar el elemento de matriz (3.12) se necesita tener en cuenta
todos los posibles estados de espin de las cuatro particulas. Cada una de ellas puede estar en alguna
de las dos posibles helicidades que hay, entonces para el estado inicial que esta compuesto por el
electron (e) y el positron (€), vamos a tener cuatro posibles configuraciones de helicidades, esto es,

€REL;€LEL; ERCL; CRCR, (3.13)

donde los subindices R y L se refieren al estado de helicidad que se encuentran R para la helicidad
derecha y L para la helicidad izquierda. Del mismo modo tenemos cuatro posibles configuraciones
para el estado final compuesto por el muén (u) y el anti-muodn (ji). Por ejemplo, si en el estado
inicial escogemos la configuracion eégepr entonces los elementos de matriz que tendremos son

MéRGR—>ﬁRILR7 7M5R6R—>ﬁR/tLv (3'14)
MéRER—>ﬂLuR7 MERER_)ﬂLML'
Similarmente, tendremos cuatro elementos de matriz para otra configuracion diferente de helicida-
des en el estado inicial. Entonces el proceso de dispersiéon como tal, consiste en 16 posibles estados

de combinaciones de helicidades que son ortogonales y por lo tanto independientes entre si. En
general, el elemento de matriz de espin promediado o amplitud cuadrada promediada es dada por

1
MP = 3 IMP

espin

1
= 3 (Mepenl? + Mepe, P+ [Meyenl? + [ Meye, ). (3.15)

donde el factor de i representa el promedio sobre las cuatro posibles configuraciones de helicidades
en el estado inicial. La primera configuracion de helicidades en el estado inicial que vamos a calcular
es erer, por lo que tenemos dos amplitudes diferentes que van a contribuir, una es Mz e, —pu -
Desarrollando la amplitud se tiene:

- 2
. 1€
iMepe,—pnrnL = Ty UTL(p?))’YOV“UR(m) X UE(M)VO’YHUL(M), (3.16)

donde se va a usar la forma explicita de las matrices (1.238) y las expresiones (1.292), entonces,

ie?4E?
s

(N @ @O @A- () + AL @ s @ 2e'A- (1) (317)

ZMéReL —RRpL — T

Notar que los momentos de las particulas pi,pe,ps,ps se han cambiado por ndimeros 1,2,3,4
respectivamente, que estan asociados a los espinores de Weyl. En el segundo término de (3.17) se
aplica la identidad de Fierz:

(' (@) x(3) (x'(2)o'x(1)) = 20 (DX (W) (' (2)xB3)) = (FOXBN T @x (D). (3.18)
Por lo que la amplitud tiene la siguiente forma:

ie24F?
s

% 22T (3)A_ ()X (2)x+ (4). (3.19)

Z-/\/léReL —ARML —
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En este punto debemos hacer uso de la cinemética, en el limite cuando la masa tiende a cero se
tiene que
p1 = (E,0,0,FE),ps = (F,Esind,0, Ecosf), (3.20)
= (F,0,0,—F),ps = (E,—FEsin6,0, —F cos0).
Sin perdida de generalidad, podemos escoger los angulos 81 = 7, ¢1 = 7 para el estado inicial del
electron; para el estado inicial del positron se escogen los angulos 03 = 0, ¢o = 0, para u los angulos

son 03 =1 — 0, ¢3 = wy para [ se tiene 04 = 6, ¢y = O Las siguiente identidades trigonométricas

son muy ttiles sin(5%) = cos 4, cos(*5%) = sin &, €™ = 1. Con esta informacién, los espinores de

2 2
Weyl (1.278) se convierten en

) A_(3) = ( Zi’sg > (3.21)

2

1

0

0 (4) = —sin g
1)’ - cos g ’

Sustituyendo estos espinores en (3.19), sin olvidar que en este caso s = 4E?, el resultado final es
iMeper—anps = —i€*(1 + cosf). (3.22)

Ahora, la otra configuracién de helicidades que contribuye es Mg, e, —5, 1y, €l elemento de matriz
tiene la forma siguiente:

2
. e? -
iMepe,—iinn = —ZguR(p?))”V“UL(pzl) - ORr(p2)vpuL(p1) (3.23)

= —ie*(1 — cos¥).

donde los espinores de Weyl correspondientes son:

A1) = < : > AL(3) = ( _Sicrf ) (3.24)

coSs =
sin 2

=
+
~—~
)
S—

Il

7N
— o

N~
7
=
N—

Il
7N
N
~— VI

En resumen, se tiene lo siguiente
— 2 —
Mepe,—sipn, = —€ (L4 c0s0) = Mepen—nippuns (3.25)
_ 2 —
MéReL*}ﬂLP‘R =—¢ (1 — Cos 9) - MéLeR*}ﬁR#L‘

Por otro lado, si consideramos en el estado inicial las siguientes configuraciones, épey y éreg, se
tienen dos diferentes términos correspondiente al elemento de matriz (3.12), uno es o (p2) v, ur(p1),
el cual desarrollando explicitamente se tiene

DLyuuL = 2E(0,X(2))( _gi 0 ) ( A*O(” ) =0. (3.26)

4

Del mismo modo se concluye que el otro término es og(p2)v,ur(p1) = 0. Por lo tanto, las configu-
raciones de helicidades donde los elementos de matriz que tienen todas las particulas de helicidad
izquierda o todas las particulas de helicidad derecha:

MéLeL—>ﬁLuLa MéRCR—)ﬁRMRa (327)

van a ser nulas. También van a ser nulas aquellas donde hay tres particulas, ya sea de helicidad
izquierda o helicidad derecha, por ejemplo

MéLeR*}ﬁLHL7 MéReR*}ﬁLﬂR' (3'28)
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Debido a esta naturaleza que poseen los elementos de matriz, de las 16 posibles configuraciones
de helicidades solamente sobreviven 4 de estas. Las cuatro amplitudes que quedan son las que se
muestran en (3.25). Entonces la amplitud cuadrada promediada total es

1

zi> x 2¢*{(1 + cos0)® + (1 — cos )}

=e*(1 + cos? 6).

MP = 1 { Mo e P+ Mepen—sinnl® + Mener —sinnl® + [Meger—simne '} (3:29)

vemos que obtenemos el mismo resultado que en la ecuacion(2.143) pero con menos pasos.

3.2. El formalismo de los espinores de helicidad de Weyl, caso
sin masa

Este método moderno se utiliza para calcular amplitudes de procesos de dispersiéon o decai-
mientos a nivel arbol en el limite de altas energias y para modelos que involucran particulas sin
masa. El objeto matematico que se definen son los espinores de Weyl o de helicidad en la notacion
de van der Waerden, en la seccion (1.7.1) se mostr6 que hay cuatro tipos de espinores (1.271),
los cuales se van a denotar aqui como ket angulado |\) para el que se transforma bajo la repre-
sentacion izquierda y un ket cuadrado |x] para el que se transforma en la representacion derecha.
También vimos las propiedades del espinor métrico (1.269), y como nos relaciona los espinores de
Weyl izquierdos y derechos con sus conjugados, el espinor €** nos permite subir y bajar indices
espinoriales, en notaciéon de amplitudes vamos a tener por ejemplo:

p)* =€y, [p|* = €*[p];- (3.30)

La contraccion entre dos espinores se define de la siguiente manera:

) = €haxs = —(xN), ] = e A% = — AL (3.31)

En particular, (AX\) = [AN] = 0, y el conjugado es (A\x) = [xA]*. Por otro lado, hemos visto que los
espinores de Dirac pueden ser izquierdo o derechos, asi que un estado fisico puede ser uno de los
dos, en términos de espinores de Weyl se definen como:

v-(p) = us(p) = ( pga ) = [p), (3.32)

u-(p) = v+(p) = ({pla,0) = (pl,
iy (p) = v-(p) = (0,[p|*) = [pl. (3.33)

En el caso en el que los fermiones no tengan masa, las particulas y antiparticulas son representadas
por los mismos estados de espin. Como regla nemotecnia se tiene que para una particula derecha |p)
esta asociada con una helicidad h = —&—% y una particula izquierda |p) es asociada con un helicidad
h = —%. Observar que tienen cierta similitud con (1.292). En la practica los espinores se van a
escribir con ntmeros para repreentar sus momentos, por ejemplo: |p;] — |1], (ps] — (3|. Podemos
re-parametrizar el momento p, de cualquier particula como un bi-espinor usando las matrices de
Pauli, esto es posible ya que cualquier matriz de 2 x 2 con determinante nulo puede ser escrita como
el producto externo de dos vectores de dos componentes, denotado como pgp, = /N\,'z RNy = 5\(1)\1). Se
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trabaja con una notacion de brackets de Dirac: \g — [pla ¥ Ao — (plp. Si escribimos el momento en
coordenadas esféricas, p, = (E, E'sinf cos ¢, E'sin0sin ¢, E cos #), tendremos soluciones explicitas
para |pls v (p|p usando la matriz presentada en (1.272), se tiene:

20 8 —ig
D = ( 2F cos” 3 2F sm cos 5€ ) . (3.34)

2F sin g cos gew 2F sm2 %

Para el caso sin masa, el det(pay) = 0 (rango = 1), entonces se tiene que pap, = |pla(p|s, donde

Ipla = \/ﬁ< S.COS ) V2EX,, (3.35)

2¢

(plp = V2E(cos g, sin ge*w).

Del mismo modo para p® = |p>“[p|i’ donde:

7COS§

i 0
) = V2E ( Smgew > =V2EX_, (3.36)
[p\i’ = V2E(sin g, — cos ge_id)).

Notar las similitudes con las expresiones presentadas en la seccion anterior dadas por (1.292) y
(1.278). Las expresiones (3.35) y (3.36) satisfacen las ecuaciones de Weyl sin masa:

pab|p]i) =0, pdb‘p>b =0, [p|bp[7a =0, <p|bpbd =0, (337)
este conjunto de ecuaciones equivalen a (1.283) y (1.284) cuando m = 0. Por otro lado, los espinores
de helicidad tienen las siguientes propiedades y definiciones:

pIv"ld] = (p1v*la) = [pv"*v"*7"la] = (pIv*7*+"la) = O,

(ply*la) = lalv"[p),
(plvulal(riv*|s] = 2(pr)[sd],
(pg)(rs) + (pr)(sq) + (ps){qr) =0,
(plklq] = (pk)[kq]. (3.42

La expresion (3.38) equivale al resultado que vimos en (3.26), nos dice que cualquier nimero impar
de v* ensandwichado por espinores cuadrados o angulados resulta ser nula. La ecuacion (3.41)
se le conoce como indentidad de Schouten el cual nos ayuda simplificar y compactar la respuesta
para nuestra amplitud, también existe para espinores cuadrados. La expresion (3.40) se le conoce
como la identidad de Fierz. A continuacién, vamos a demostrar la identidad de Fierz utilizando la
notacion de amplitudes, partimos del lado derecho de la ecuacion (3.40):

- (g)) x (@ (r)y" e (5))
Pla(e)®laly x (rle(a")|s],

(Plyulal{riy"[s] = (u
=

la
= (plalaly(0,) " (0™) 4 r 5],
= (plalal; (2e°€) (1] ]s]4

= 2(plae®(rlce|s]lal;

= 2(pla|r)*[s/’ld];

= 2(pr)[sq], (3.43)
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en la primera igualdad hemos usados las definiciones (3.32),(3.33) y la matriz de Dirac (1.238), las
etiquetas ¢, p, r, s representan los momentos de las particulas. Posteriormente usamos la identidad

()% (o) = 2¢0, (3.44)

luego subimos indices como en (3.30) con |r)® = €¢(r|. y [s|" = €*¢|s] ;. Las relaciones de completes
y conservaciéon de momento se escriben como:

¥ = |p)[pl+[p)pl, (3.45)

> (i)likl =0, (3.46)

J

con todos los momentos entrantes:
p1+p2+p3+ps=0. (3.47)

La contraccion entre dos vectores de momento se define de la siguiente manera:

49 =a"pu = saiap™ = S Tr(lallap) o) = 3 (ap)lpal, (3.45)

lo que da lugar a re-definir las variables de Mandelstam como:
sij = (pi+p)% sk = (pi+pj +pr)°,  ete (3.49)

En particular, se tiene que s = s12,t = s13,u = S14 son las variables de Mandelstam estandar para
procesos de dos a dos particulas. En términos de espinores cuadrados y angulados estos son:

s = (12)[21] = (34)[43], (3.50)
u = (14)[41] = (23)[32],
t = (13)[31] = (24)[42].

Para los vectores de polarizacion vamos a tener [4, 111]:

Q(IZ’) ([ + Ir]¢il), (3.51)

£ (pisr) = i
£ (piyr) = <7~T’2)(|i]<r| + ) i), (3.52)
et (pi,r) - pj = [Z\/j%ii:; , (3.53)
€ (pi,7) - pj = <\Z)]§>[%] : (3.54)
e (pi,r) € (pj,q) = Eiif]><[£g , (3.55)

aqui i y 7 son los momentos de las particulas vectoriales sin masa tal como los gluones, r y ¢ son
sus momentos de referencia los cuales son arbitrarios y p; # r. Los vectores de polarizacion deben
satisfacer las siguientes condiciones de capa de masa [112],

ei(pi,r) -p; =0, ei(pi,r) . ei(pj, q)=0. (3.56)

Miés adelante veremos sus propiedades tanto de los espinores de helicidad como de las polarizaciones
bajo el pequeno grupo. En una teorfa de supergravedad, hay unas relaciones de equivalencia entre
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tensores de polarizacion y vectores de polarizacién conocido como relaciones de Kawai, Lewellen
y Tye o relaciones de KLT [62], el cual veremos en detalle en el capitulo (3.4). La consecuencia
de las relaciones de KLT es que los tensores de polarizaciones para el campo del gravitino pueden
escribirse en términos de los campos de los gluones y gluinos [113]:

&M p,q) =& (p) x " (p,a) = [p| x e (P q); (3.57)
& (p.q) =& (p) x €,"(p.a) = (pl x €,"(p, @), (3.58)
" (p,q) =ef () x €/ (p.q) = |p] x €, (p, q), (3.59)
" (p,q) =5 (p) x ;" (p,a) = Ip) x ;" (p. @) (3.60)

Lo mismo es aplicable para los tensores de polarizacién del campo del graviton el cual se puede
expresar en términos de los campos gluonicos como:

()" (P, @) = 5" (p, @) x €57 (,9); (3.61)

(e, )" () = €M (pq) X €,7(p,0), (3.62)
donde ¢ se refiere al momento de referencia.

Notacion para espinores de Weyl

w vi(p1) = u—(p1) = |pi] — [1] ; U-(p2) = vi(p2) =(p2| —
& TG T @ven el T @b

w M, 7, e7y) — M (p?1,p§2,p§37p24) — M(1%,27,3%,47)

% (12) = [21] ; M~y M e — [MP ~ F(s,tu)

Figura 3.1: Notaciéon amplitudes

3.2.1. El método de amplitudes en Electrodinamica Cuantica

Un elemento de matriz o amplitud ahora se va a denotar como M (171, 2h2 33 4h4) donde h;
representa las helicidades de las particulas involucradas, por simplicidad las helicidades apareceran
como superindices 4. Los nimeros 1 y 2 se refieren a las particulas en el estado inicial, 3 y 4
las particulas en el estado final. Retomando el proceso ete™ — uTu~ se procede a calcular sus
amplitudes con este formalismo.

Proceso de dispersion: ete™ — ptu~

Se escoge el electron como derecho o helicidad h; = +, denotado por |1], el positron debe ser
izquierdo o helicidad hy = —, debido a la propiedad (3.38), el muén se toma como (3| por lo que
el anti-muén es |4]. Entonces la amplitud (3.12) se convierte en

2'262
IM(17,27,37,47) = —— (2" 1] (=ig"") (3], 4] (3.63)
;2
= 2%(23) [41],
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en la segunda igualdad se utilizo la identidad de Fierz (3.40) y que (Ax) = [xA]*. Se toma el
cuadrado de esta amplitud dando como resultado
4et 4et
IM(1F,27,37,47)% = =-(23)[41)[32)(14) = S—ZuQ. (3.64)
s
En la ultima igualdad se han usado las variables (3.50). Las amplitudes son invariantes bajo
paridad, al cambiar el signo de la helicidad h; — —h; se obtiene el mismo resultado para la
amplitud M(17,2%,3%,47) que en (3.64). Las otras amplitudes que contribuyen son

4 4
M@+, 27,35, 47)2 = IM(17,2+,37,4)2 = 22 42, 3.65
52
Entonces, la amplitud cuadrada promediada dada por (3.29) es
t2 2
M = 2¢%( ;“ ) = ¢4(1 + cos? 0), (3.66)

donde se han usado las variables s,u,t con respecto al centro de masa, para procesos donde las
masas son despreciables [97]:

s=4F, t:—g(l—cosﬁ), u:—g(l—i—cosﬁ). (3.67)
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3.3. Supergravedad N=1en D =14

En la literatura cientifica se habla de la supergravedad como la uniéon de la relatividad general
con la supersimetria [114, 115, 116, 117]. Se propone que la supersimetria debe ser una simetria local
(simetria de norma) ya que la mayoria de las simetrias en fisica de particulas se manifiestan como
simetrias de norma, en este sentido se dice que supergravedad es una teoria de supersimetria local.
Para construir la lagrangiana de SUGRA localmente supersimétrica, el primer paso es empezar
por construir la lagrangiana de supergravedad libre globalmente supersimétrica cuyo multiplete
contiene al Gravitén y su companero supersimétrico el Gravitino, el cual es un fermién de espin %

La referencia clasica sobre temas de SUSY y SUGRA es el texto de Wess and Bagger [116]. Sin
embargo, hay libros de texto accesibles para aprender supersimetria, por ejemplo: Muller-Kirsten
[74] presenta muchos desarrollos algebraicos en gran detalle. Otra de muy facil lectura es de la serie
DeMystified [118]. La principal referencia para teméas de supergravedad en general es el texto de
Freedman and van Proeyen [117]. Este capitulo esta organizado de la siguiente manera: la secciéon
3.3.1 trata un breve repaso de los conceptos bésicos de supersimetria, la seccion 3.3.2 incluye las
definiciones principales de la teoria de la relatividad general. La seccién 3.4 esta basada en las
referencias [115, 119] , y se presentan los desarrollos algebraicos explicitos de la invariancia de la
lagrangiana de supergravedad N = 1 bajo las transformaciones de norma y de supersimetria global
en los Apéndices A y B.

3.3.1. Supersimetria N =1

Supersimetria es una simetria hipotética que relaciona fermiones (particulas constituyentes de la
materia) con bosones (particulas mediadoras de las fuerzas), en otras palabras, existe un operador
Q que lleva de un estado femionico |F) a un estado bosonico |B) y viceversa [120],

QIF) =|B), @|B)=|F). (3.68)

Esta simetria implica que todas las particulas de una teoria de campo supersimétrica posean
companeros supersimétricos (sparticles) los cuales son denotados por una tilde 3; los multipletes
supersimétricos consisten de particulas con masas iguales cuyos espines difieren por un factor
de % Las teorias supersimétricas satisfacen un algebra de Lie gradada, lo cual se refiere a que
involucra tanto a relaciones de conmutacién cuando ambos argumentos son bosénicos, como de
anticonmutacion en el caso de argumentos fermionicos (Grassmann). Esta édlgebra de Lie se le
conoce como &lgebra de super-Poincaré, la cual es la extensién supersimétrica més simple del
grupo de Poincaré. Como punto de partida, vamos a discutir los aspectos del algebra de Poincaré.
Una transformacion de Poincaré P es una transformacion de Lorentz propia A seguido de una
traslacion a. Las coordenadas del espacio tiempo se denotan por z* con p = 0,1,2,3. Entonces
una transformaciéon de Poincaré sobre las coordenadas estéd dada por

't = Aa” + o, (3.69)

donde A esta restringido por det(A) = +1 y A > 1, estas transformaciones estan continuamente
conectadas a la identidad y denotamos dichas transformaciones de Poincaré por P = A, a. Los
generadores del grupo de Poincaré son los seis generadores M#*¥ del grupo de Lorentz el cual es el
tensor de momento angular, mas los cuatro generadores P* del grupo de las traslaciones el cual es
el operador de energia momento. Dichos generadores estan dados por

(PH), = it (3.70)
(M")pe = i(0)6y — 6567, (3.71)
los cuales satisfacen el algebra de Poincaré

[PF, PY] =0, (3.72)
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[MH, P = i(n P — A PY), (3.73)

[V, MP7) = (O MY 7 MYP — P M — " M), (3.74)

donde 7, = n*¥ = diag(1, —1, —1, —1). Por otra parte, el algebra de Lie para una teorfa supersimeé-
trica incluye al operador de supercarga (). Para la teoria supersimetrica mas simple, supersimetria
N=1 [115, 116], donde N = 1 se refiere al namero de operadores de supercarga () que contiene la
teoria (los cuales pueden ser hasta N = 8), el algebra de super-Poincaré esta dada por

QP =0, [QM"]= (ot — 0"0")Q,
[Q? Q] =0, [Q7 QT] = QO-ILP;M (375)

donde [...] es el paréntesis gradado, € es un espinor de Weyl constante, el cual es un parametro
supersimétrico analogo al angulo 6 de una transformaciéon de rotacion, P* es el operador de energia
momento y generador de las traslaciones, y M*” corresponde a los generadores del grupo de Lo-
rentz. El algebra supersimétrica N = 1 tiene representaciones del grupo de Lorentz que involucran

particulas sin masa de espines (s,s — 1) con s = %7 1, %,2, de este modo, supersimetria mezcla

bosones de espin entero con fermiones d2e espin semi-entero.

En teoria cuantica de campos supersimétrica, resulta conveniente trabajar con supercampos
(o supermultipletes), estos son objetos mateméaticos que transforman bajo SUSY de manera bien
definida. Para la construccion de modelos de particulas, como la extension minima supersimétrica
del modelo estandar, el llamado MSSM, es suficiente considerar dos tipos de supercampos: qui-
rales y vectoriales. Los supercampos quirales incluyen un campo escalar y un campo espinorial,
esto es incluyen un campo de espin 0 y otro de espin 1/2. En el caso de los supercampos vecto-
riales se incluye un campo espinorial (espin 1/2) y un campo vectorial (espin 1). Para construir
los lagrangianos correspondientes puede ser conveniente trabajar en superespacios; los puntos del
superespacio incluyen las coordenadas espacio-temporales (z#), asi como variables de Grassmann
(9,@) las cuales son espinores que anticonmutan, es decir, z* = (z*, 0, éa).

3.3.2. Relatividad general como teoria efectiva

En los textos basicos se avanza de forma gradual para estudiar las ecuaciones de campo de
Einstein; sin embargo, una forma sencilla y préctica es utilizar métodos variacionales para dedu-
cirlas, es decir, partir de la accién y utilizar el principio de hamilton para obtener las ecuaciones
de Euler-Lagrange [115]. La accion para el campo gravitacional es la accion de Einstein-Hilbert,

Spn = / Ry/—gd*z, (3.76)
R

mientras que las ecuaciones de campo en el vacio que corresponden a la accién de Einstein-Hilbert
estan dadas por
R, =0, (3.77)

esta ecuacion nos indica que no hay materia ni campo gravitacional presente en el espacio-tiempo;
las soluciones a esta ecuacion se conocen como soluciones en el vacio, que son un caso especial de las
soluciones més generales en relatividad general. La accion (3.76) es invariante ante transformaciones
locales de coordenadas, sin embargo, nuestro enfoque es presentar supergravedad global, y esto
requiere en principio, que el lagrangiano en la acciéon de Einstein-Hilbert sea cuadrético en g,,,,, para
obtener este termino usamos la acciéon de Einstein-Hilbert linealizada, considerando una fluctuacion
alrededor de la métrica de Minkoswki, esto es, tomamos una pequeiia perturbacién h,, en la
métrica,

Yuv = Npw + Ehpw, (3.78)
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donde 7, es la métrica de Minkowski, k? = 8mGy , G es la constante gravitacional de Newton, y
h,. se interpreta como el graviton, mediador de las interacciones gravitacionales. En la literatura

se encuentra que realizando una expansion en la accion (3.76) hasta un orden lineal en hy,,, se
obtiene la accion de Einstein-Hilbert linealizada
1 1 y
Spi =3 /d‘*x(R[;V - 5WRLW , (3.79)
Y L
R, =0, (3.80)
que corresponde a las ecuaciones de campo de Einstein linealizadas en el vacio [121], donde
1
RL, = 5(8*8,1hw + 0y hry — Ohyy, — 0,0,0), (3.81)
Y L L
R* =n""R;, = 0"0,h7, — Oh, (3.82)

siendo RII;V el tensor de Ricci v R” el escalar de Ricci linealizados. Por otro lado, para entender la
fisica a diferentes escalas se necesita introducir las teorias de campo efectivas (EFTs, por sus siglas
en ingles). Las teorias efectivas han sido uno de los desarrollos més importantes en fisica durante las
altimés décadas, pero en los afios mas recientes se ha visto su poder debido a que provee una manera
sistematica para organizar nuestro entendimiento de la naturaleza a diferentes energias, es decir,
desde bajas energias hacia altas energias. En realidad, el mundo lo experimentamos siempre como
una descripcion efectiva a bajas energias. Incluso si descubrimos un formalismo més fundamental,
solamente necesitamos tomar en cuenta el comportamiento de los grados de libertad accesibles a
la escala de energia de nuestro experimento cuando describimos fenémenos a bajas energias. Por
ejemplo, para estudiar las propiedades del agua en la vida diaria, no necesitamos empezar desde
la lagrangiana de la cromodinamica cuéantica (QCD) o entender gravedad cuéntica. Otro ejemplo
seria la electrodinamica cuantica donde solo nos enfocamos en trabajar con fotones o electrones
mientras despreciamos todas las otras particulas mas pesadas, ya que esta aproximacion es valida
las energias de £ < 2m. donde m,. = 511 keV. En este caso sabemos la teoria a altas energias,
al menos usando el formalismo de la integral de camino (path integral description). Si estamos
interesados solamente en la fisica a bajas energias, entonces se integran los estados pesados para
obtener una teoria para estados a bajas energias definiendo la correspondiente teoria efectiva.
Mejor atn, incluso si no conocemos la teoria a altas energias, podemos identificar los estados de la
teoria a bajas energias y escribir una teoria efectiva. Esta descripcion efectiva es capaz de describir
adecuadamente fenémenos fisicos a bajas energias. Mientras que estos tipos de calculos pueden
ser explicitamente realizados en teoria de perturbaciones, en el caso del modelo estandar, no se
sabe exactamente sobre que grados de libertad agregar a altas energias. En otras palabras, no
necesitamos saber sobre gravedad cuantica para describir una taza de café. En la practica, cuando
describimos una teoria cuantica de campos que deberia ser predictiva a energias de E < A por
debajo de la escala de corte A, esto es, a bajas energias nuestra teoria deberia ser representada por
la siguiente lagrangiana efectiva

Logt [P0, 0] = > ¢i0; (Bq,09,) (3.83)

aqui ¢; son algunos coeficientes constantes, mientras que O; son operadores y ®, representa todos
los campos en nuestra teoria. Para saber que tipos de operadores O; debemos incluir en nuestra
teorfa (3.83) existen criterios para saberlo, ya que estos dependen de la dimension y las energias
en las que estemos interesados. Ya que la accién S no tienen dimensiones, podemos determinar la
dimensién de la masa de la lagrangiana efectiva Log como

Seit [Da, 0B,] = / Lot [0, 0Ba]d's  —>  [Logt] = 4. (3.84)

Los operadores O; de dimension d; = [O;] recaen en tres categorias:
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= a) Irrelevantes: ¢; llegan a ser pequefios a bajas energfas: d; > 4, [¢;] < 0;
= b) Relevantes: ¢; aumentan a energias bajas: d; < 4, [¢;] > 0;
= ¢) Marginales: ¢; no cambian con ninguna escala de energia : d; = 4, [¢;] = 0.

Los coeficientes con dimensién negativa naturalmente son suprimidos por las potencias de la escala
ultra-violeta (UV) de A, y son menos relevantes si estamos interesados en la fisica que esta a la
escala de E < A. De este modo, llamamos a una teoria de la siguiente manera:

s Renormalizables: si

Esta categoria es bastante restrictiva debido a que
di = [0i] =4 —[ci] = 0. (3.85)

Esto implica que en una teoria renormalizable solamente algunas ¢; son no cero, por lo tanto
la teoria es inmensamente predictiva, solamente estos coeficientes deben ser relacionados con
el experimento a energias de E < A.

s No renormalizables: si
[¢i] <0 para algin 4 (3.86)

Entonces, los coeficientes ¢; escala de la siguiente manera

¢ ~ AT (3.87)

Se distinguen algunos escenarios donde la energia E es una energia tipica de la teoria:

= Sila energia F < A, es suficiente para mantener algunos operadores O; entonces la teoria
efectiva se vuelve predictiva.

s Sila energia ' «~ A, entonces tenemos que incluir muchos operadores O por lo que perdemos
prediccion en la teoria. Asi necesitamos una teoria ultra-violeta.

Claramente pueden haber, en principio, muchos coeficientes debido a que

siempre se satisface. Para una teoria que es no-renormalizable, la escala de la nueva fisica A podria
ser muy grande y por lo tanto la teoria podria ser predictiva para un rango enorme de energias
E asi como F < A. Un ejemplo tipico que ilustra teorias renormalizables y no-renormalizables es
considerando la siguiente lagrangiana para una teoria escalar

b
Lo = 0", — m2¢% — gd — Ag? +%¢5 + 50 (3.89)

Renormalizable

No-renormalizable

Los primeros cuatro términos definen una teoria renormalizable el cual es predictiva debido a
que tiene solamente 3 constantes de acoplamiento m, g, A. Mas alla de eso, agregando operadores
de dimension mayor, la teoria se vuelve no-renormalizable, manteniendo pocos términos en la
lagrangiana, esto define la teoria efectiva si es valida a energias de E < A. De lo contrario la teoria
se quiebra a energias cercanas a A y se necesitaria sustituirla por otra nueva teoria efectiva valida
a altas energias o por una teoria completa ultra-violeta. La relatividad general es un ejemplo
de una teorfa que necesita ser completada a la escala UV. La gravedad de Einstein puede ser
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tratada cuanticamente siempre y cuando se trate como una teoria efectiva a escalas de energia
E < Mp ~ 108 GeV [48, 49, 50, 51, 54, 55, 56, 93].

La teorfa general de la relatividad de Einstein (GR) es descrito por la expresion (3.76) de donde
surge el término de Einstein-Hilbert (EH)

he
Leg = MiR/—g, Mi=_——, (3.90)
Gn

en términos del escalar de Ricci R. La constante de acoplamiento G tiene dimensiones de masa
negativa y por lo tanto es no-renormalizable. La alternativa que tenemos es expandir el escalar de
Ricci R en términos de la fluctuacion de la métrica alrededor de una constante de Minkowski, esto

€es:

(0h)? + ]\Z—Z(@h)Z +... (3.91)
P

e

1
G = N + MT:hW = MZR™W = (9h)2 + iy

De esta manera, un ntamero infinito de contra-términos serian necesarios en teoria de perturba-
ciones. Por este motivo, la teoria no admite un limite continuo, pero tiene un conjunto de corte
intrinsecamente definido por la escala de Planck Mp. Dicho esto, la no renormalizabilidad de la
teorfa no constituye una obstruccién para hacer calculos cuanticos perturbativos en gravedad asi
como limitamos nuestras consideraciones a las energias p muy por debajo de Mp,

p< Mp = ,/Gh—; ~101CeV. (3.92)

En este régimen, podemos tratar a la gravedad como una teoria efectiva el cual es extraordinaria-
mente predictiva. De hecho, gravedad pura es finita a un lazo [52].

Estados de helicidad de la gravedad

La gravedad estd relacionada con una particula hipotética llamada gravitén el cual es una
particula sin masa de helicidad h = £2 descrito por un campo simétrico h,, escrito en términos
del vector de polarizacion €., que también tiene solamente dos grados de libertad o estados de
polarizacién:

hyw(x) = Z / dp [euva (p”, X)€" + efwaT (p”,\) e 7] (3.93)
A
La constriccion g€, = 0 deja invariante la norma
€pv — Epv + du(‘])‘]u + du(Q)qm (3.94)

hyw = by + 0pau () + Ovay(x), (3.95)

los cuales pueden ser identificados con la version local de una transformacién de coordenadas
general, esta es la simetria fundamental que define la relatividad general. Por completes, también
necesitamos imponer €, = 0 y ¢"e,, = 0. En total un tensor simétrico tiene diez grados de
libertad, las constricciones lo reducen por 5 grados de libertad en el caso masivo, y en el caso sin
masa lo reduce a ocho grados de libertad. La constriccion €, = 0 requiere que p*a,, = 0 resultando
en una constriccién adicional de las componentes a, lo que nos lleva que el ntiimero de grados de
libertad solamente se reduce a 3 para una particula sin masa con espin 2. Por lo tanto, llegamos
a que una particula de helicidad 2, tiene solamente 10 — 8 = 2 grados de libertad independientes.
De este modo, el graviton va tener dos estados de helicidad +2. El diagrama de Feynman de un
vértice con tres gravitones es el que se muestra en la Figura 3.2.
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ki, pp

- Véup,u)\,af (klv k27 k3)
ks, oT

kz, v A

Figura 3.2: Vértice de tres gravitones.

Explicitamente, el vértice que se muestra en la Figura 3.2 seria de la siguiente forma:

. 1 1
Vaupwa,or (K1, k2, k3) =i Sym [*5}73 (k1 - kanupnuanor) — §P6 (k1o k1anupnor)

1
+ §P3 (k1 - k277;u/77p)\770‘r) + P (k1 - k277up771/077>\‘r) +2P3 (kluklfnupn)\ﬂ)
- PS (kl)\kZ,unpunaT) + P3 (klo'k2'r77yunp)\) + P6 (klaklv'n,uunp)\) + 2136 (klqu'rn)\unpa)
+2P; (klukZ/ﬂ?)\onTp) — 2P (kl : k27]p1/7])\o777'u):| , (396)

donde P; se refiere a sus respectivas permutaciones. Yendo maés alla, desarrollando permutacion
por permutacion, esta regla de Feynman nos quedarfa como:

Qv oT

Vaupwnor (1, ka2, k3) = 20770 1, Mgy p + 20870 T 1 Ak p — 20707 Tk, Ak p
2070 1 T p 2000 kT 0+ Tk e
0 kN e A T kP A T T kPR ? A TR g, R P
0 TR R 4 N0 e R + 0 s — N gk
T ke + 0Pk ke — 0Tk Yk T,k
AN kO 0+ 0 ks Tk 0+ N Tk T+ 2070 e e,
+ 200 e T = 2 e T T A 20 T 20 P T
00k T N Tk T 0T T A 0 ey
+ 7)1/7'77p(7'k1/\kQ/yL + nuo’,,]kal)\k2u + nATnupklo'kzu o nApnuTklo'k2u

AV, pT O Ao, v T Ap, Vo T AV, po T W
+1 77p k1 k2”+77 ﬂpkl k2“—77P77 k1 k2u+77 77p k1 k2
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2P e A TP Mk A TP R ke 4 N R0, — 1P ko,
T T T T T T Y Mo T

+ 2007 s 2T e, 20 TR s — 20T ks Ry
0T Tk e + 0P TR ke + N0 T 0 T e, Tk
0 T A Nk Ty A 20Ty kA 20T e

= 2007k ke 2T kM ke 2Ty kA TP g Mg

0 TP st — P T st A T P T T ke kg

TP TP A P TRt A TP, M st TP i e
T ks 4 T e s 4 T P T
T ke M s PNk M s = 0T My A N Tk
Tk Ty A T T P T T e s
e e T kT T

T ke 20T P hs A 20 T ks ks — 207 kst ks
Tk T A PP TR M s R T P T
T T A PN Ty M 3T — PP, M s T i T
Y T 0 PR ks — T Pk
YT 1P s T A T kP s 2N T P T 20T Y s

T AT A Y e M T A P T T A P T
TP, s T P, M s T — P T A I T
T g kT A T ks kT A D ks kT — 0 kT

A kT A N kT A 20 kP kT A 20 ke kT
P T T 2R T T 2Ry O T A T e

— NPTk - ke — N k- kg 0T k- ky — 0 ke - kg
PR TRy ka4 2P - Ky — T Ry - ks — P TP Ky - Ry
+ 200 Tk ks — NPT Ty ke — Y0 TRy - ke — 20 Tk - ke
+ 2P Tk -k 20 P Ty ke — N0 Pk - ks — 0T k- ks
TR ey - g 4 27PN ey - s — 0P TRy - ks + 2000 TRy - s
TNk kg — TP Ry - s — YTk - s+ 20 PRy - s
IRy - ks — P00 Ry - ks — 2P TRy - ks + R0 Ty - ks
PR Ry ks — TR0 Py - iy — 1T Pk - ks — 0P kg - ke
+ 20T kg - ks — 0 Thy - ks 4 20700 Thy - ks + 0N 0Pk - ks
_ 77>\V77m77p0k2 ks — 77’\“77”77’70162 ks + 77>‘U77W77PT]€2 kg — 77)‘V77W77Wk2 - ks
— PPN kg - kg — 207 PP T kg - kg + 207 PP T kg - kg + 2070V P T kg - ks, (3.97)

donde vemos que hay alrededor de 171 términos para el vértice de interaccion entre 3 gravitones
[112], por lo que nos preguntamos que si el graviton tiene 2 estados de helicidades, {Existira una
mejor descripcion para este tipo de interacciones? Ademés, para describir un proceso de dispersion
con este se necesita contraer término por término con sus respectivos vectores de polarizacion.
Hacer este tipo de calculos es muy complicado incluso utilizando programas computacionales como
FeynCalc a nivel arbol.
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3.4. El método de amplitudes en Supergravedad N =1

La acciéon de una teoria de supergravedad pura incluirfa un término cinético cuadratico para
el gravitino, el cual es convenientemente descrito por un vector espinorial sin masa ¥*  y un
término cinético cuadratico para el graviton de espin-2 descrito por un tensor simétrico g, . Asi,
el supermultiplete del graviton contiene los dos grados de libertad bosonicos y los dos grados
de libertad fermidénicos de un vector espinorial de Weyl sin masa o equivalentemente un vector
espinorial de Majorana sin masa. Por tanto, el supermultiplete de supergravedad, (2, %), estaria
compuesto por el Graviton i (boson de espin 2) descrito por la accion de Einstein-Hilbert (C.24),
y su compaiiero supersimétrico el gravitino h (fermion de espin %) descrito por la accién de Rarita-
Schwinger

1 _
Srs = —5 /d4xe“"p”\11#’y5’yy8p\llg, (3.98)

cuya ecuacién de movimiento es
e’ v57,0,¥, = 0. (3.99)

Por consiguiente, la accidon supersimétrica global on-shell para el supermultiplete de supergravedad
en N =1 estaria dada de la siguiente forma

Ssucra = Srs + SEH, (3.100)

donde Sgs y Sgp incluyen a WH y h,,, respectivamente. Se dice que la formulacién es on-shell
porque toma en cuenta ecuaciones de movimiento asociadas a la accion de SUGRA. Por otro lado,
un campo espinorial con indice vectorial extra pertenece a la representacion del grupo homogéneo
de Lorentz [(%,0) + (0,2)] x (3,1). Para aislar la parte (1,1) + (3,1) del campo libre, se deben
imponer las siguientes condiciones de irreducibilidad [119]:

Y ¥ =0, (3.101)
0, ¥" =0, (3.102)

y una ecuacion de Dirac
PDUH =~Y9, U+ = 0. (3.103)

Estas condiciones pueden derivarse de consideraciones del "little group", en particular, de cons-
truir los operadores de Pauli-Lubanski y momento, y a partir de ellos construir los proyectores en
los diferentes sub espacios con espin 3/2 y espin 1/2 [122].

3.4.1. Relaciones de KLT de N =1 SUGRA

En esta seccién vamos a derivar la forma para las relaciones de KLT de tal manera que po-
damos comparar estos resultados con aquellos resultados obtenidos usando la férmula maestra
siguiendo la aproximacion de las teorias constructivas 4.1. Vamos a tomar (3.104) y (3.105) que
vienen de [113], entonces contrayendolos con los tensores de polarizacion (3.57)-(3.62) para derivar
expresiones para las interacciones de tres puntos hhh y hhh en términos de las interacciones de la
cromodinamica cuantica supersimétrica (SUSY-QCD, por sus siglas en ingles) ggg y ggg. Detalles
de la lagrangiana de N/ = 1 SUGRA en términos de los espinores de Weyl son presentados en el
apéndice C, incluyendo la invarianza bajo transformaciones supersimétricas globales y de norma.
El vértice de tres puntos con dos gravitinos y un graviton, el cual es el producto de un vértice
Super-Yang Mills que involucra dos gluinos y un gluon con el vértice Yang Mills que involucra
puros gluones [113]:

H,ab,v
hhh

(p1,p2,p3) = —Vis(p1,p2,p3) X VLY (p1,pa, ps) (3.104)
—1

\;5’711) X (\;5[(191 —p2)"n" + (p2 — p3)"n"™ + (p3 —p1)b77‘“’]> .
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Para el vértice de tres gravitones, el cual es el producto de dos vértices de Yang-Mills que involucra
puros gluones, tenemos:

. 2
rv,a lo . Z a a a
V07 (5 b ) = —(W) (1 = p2)1" + (p2 — p)n™ + (ps — 1) 1P")x  (3.105)
b ua)'

((p1 —p2)°n" + (p2 — p3)"n"" + (p3 — p1)"n
La constriccion p; + ps + p3 = 0 implica:
p1—p2=2p1+p3, DP2—Dp3=2p2+p1, P3—p1=2p3+pa, (3.106)

las relaciones (3.106) nos ayudan a reescribir convenientemente los vértices arriba mencionados de
la siguiente manera:

VY () py ps) = — i (Z a) X <Z 201 4 p3)’n"* + (2p2 + p1)H 0% + (2ps + p2)° ””),
Wi (p1,p2,13) ﬁv ﬂ[( p1+p3)"n (2p2 +p1)'n (2p3 + p2)"n""]
(3.107)

N
v,ab,po . 2 . s
Vit (py, pa, ps) = — i (\/5> X ((2]71 +p3) 0t + (2p2 + p1)"' 0" + (2p3 +p2)anpu) X

((2p1 +p3) 0% 4 (2p2 + p1)"n°° + (2p3 + pz)bnw)- (3.108)

En forma diagramatica se ven de la siguiente manera:

P, 1 p P,
- —1 X
¢ ab q, a g, b
b, v p D, v
4, ab, .
VI Y (0, q, p) = —i Vi (0,0, p) % Vg™V (p,a,p)

—i (ﬁ 7“) <[5 (=@ 1™ +(a—p)" 0™
+ - p)"n)]

Figura 3.3: Factorizacion del vértice del gravitino.
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P BV Py M P, v
- —1 X
q, a b q, a q, b
b, po D, p D, 0
) b? . " L s (oa
Vi P (p, q, p) = —i Vi P (pq, p) x Vi 7 (p,q.p)

)
x {ﬁ (p=a)n" +(@=-p"n"” + (p— p)* np“)]

X

—

% (=070 +(@-p)" 0" + (- )" ") ]
Figura 3.4: Factorizaciéon del graviton.

Ahora, vamos a calcular las interacciones de tres puntos para para hh —» hh. Ya sabemos
los vértices de tres puntos necesarios para calcular las amplitudes para hhh y hhh. Tenemos dos
posibles configuraciones de helicidades que no desaparecen como lo vamos a mostrar a continuacion.
La amplitud de tres gravitones hhh con la configuracion de helicidades hy = +2, ho = +2y hg = —2
is

M(1F2,2%2 372) = VRSP (py, py,ps) x ef E, (01, @) by (P2: ey (P3,7), (3.109)

con ¢,l,r siendo los momentos de referencias respectivos de p1,p2, p3. Aqui estamos contrayendo
el vértices de tres gravitones (3.108) con los tensores de polarizacion (3.61), (3.62) y usando las
condiciones de capa de masa (3.56), entonces tenemos nuestra amplitud de tres gravitones en
términos de los vectores de polarizaciéon como

M2 257 = i () (600 po) % (6 D) 5 02,0) (3.110)

(e 2 D) - po) % (e (ps,7) €5 (1)

reescribiendo todas las contracciones de esta ecuaciéon explicitamente en términos de los espinores
de helicidad de Weyl usando (3.53) y (3.55), obtenemos
(65 (P1,q) - p2)x (65 (p2,1) - €5 (p3,7)) + (5 (p2,1) - p3) X (e (p3,7) - €5 (P1,q))
[ ] 23](31)  (3¢)[Lr]

1

T VRl 3R V2(2) Bl

_ (3D(3q)

= Vaanaz)p < BUE sl

IR CLC

= gz < )
(13)(g3)[12]

e N (3.111)
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donde hemos aplicado las siguientes relaciones: [12](2¢) = [1] 2|q) = [1|(— ¥— B)|g) = —[1] Blq) =
—[13](3¢) = [31](3q) para llegar a (3.111). Hemos usado la identidad de Schouten (3.41) para los
corchetes cuadrados. Finalmente, aplicamos conservacion de momento (3.46) para n = 4, entonces
tenemos las siguientes relaciones:

(12)[21] + (13)[31] = 0, (3.112)
el cual implica
(13)  [12]
<T2) — @ (3.113)

Haciendo el mismo procedimiento para

(a1)[12] + (43)[32] = 0, (3.114)
entonces < > [ ]
q3 12

7<q1> = @ (3.115)

El resultado final es

_ o (i) n2? \* . [of
A0 = (J5) (- ) = e 10

Podemos observar que las amplitudes de tres puntos no dependen de la eleccion del momento de
referencia. Las otras amplitudes en consideracion son M(172,272 372)  en este caso tenemos

Mv(1727 272, 3+2) = Vftthuflab’pg (p17p27p3) X eg};y(pla q)e};;b(an Z)EZ:;O_ (p37 T)’ (3117)
haciendo el mismo procedimiento que arriba, llegamos a que
i
V2

2
e ) ) (65 o0r) 5 (o) |
. 2 3 2

— (Z) " (<12>>

V2 V2(23)(31)
(12)°

(23)2(31)

M(12,22,3+2)4i< ) x{<eg<p1,q>-p2>x(eg<p2,Z>~e;<p3,r>>

=1

(3.118)

Donde de nuevo hemos aplicado la identidad de Schouten (3.41) y conservacion de momento (3.46).
Por otro lado, la amplitud de dos gravitinos y un graviton hhh con helicidades h; = +%, ho =
+2,hg = f% es

A 3 -3 ,ab,v ~ —
M(1+272+273 2) = Vﬁuh% (p17p27p3) X E%N(plﬂq)eij;b(p27l)€z V(p3ar)7 (3119)

En las anteriores expresiones, vamos a usar el vértice (3.107) contrayendo con los campos tensoriales
dados por (3.57), (3.60), (3.61). Usando las condiciones de capa de masa para simplificar aun mas,
obtenemos lo siguiente:

M(173,2%2,87%) —iEE (p1) 45 (P2, ez (ps) x (e (1,) - p2) (€5 (B3, 7) - €F (2, 1))
+ (ef (P2, 1) - p3) (€ (p3,7) - €5 (1, 9)]]; (3.120)
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donde ’ev-; (p1) y & (ps) son gluinos asociados a gravitinos mediante las relaciones de KLT. El
siguiente paso es reescribir todo en términos de espinores de helicidad de Weyl, usando definiciones
dados por(3.52) y (3.53, 3.55),

M(175,272,37%) i([u (Ug(um + |l>[2|>> 13)
[12)(2q) _ (30)[2r] | [23](31) _ (3q)[17]
‘ (\/§<q1> @ T e [3r1<q1>)>’ (8.121)

después de hacer algunas simplificaciones usando [12](2¢) = [31](3¢) y la identidad de Schouten
para espinores cuadrados, obtenemos

Gt gtz a3y [12003) B30
R

_[12](13)%(g3)
=~ i) (3.122)

El ultimo paso es aplicar conservacion de momento,

x (=[3r][12])

(I2)[21] + (13)[31] = 0, (3.123)

y esto implica
Egi = Eﬂ (3.124)
' (q1)[12] + (3)[32] = 0, (3.125)
EZT; = Eg (3.126)

por lo tanto, la forma final de la amplitud es
—~ 1215
M(17%,272 373) = 12 (3.127)

La siguiente configuracion de helicidades es M (1*% , 272, 3+%), y la amplitud correspondiente es

M(17%,272,3%3) =[5 (p1) £ (p2. e (ps) % [(e (pr,q) - p2)(e; (P2, 1) - € (ps,7))  (3.128)
+ (65 (p2.1) * p3) (€5 (p1,0) - € (p3,7))]],

aquf usamos (3.51) y escribiendo todo en términos de espinores de Weyl tenemos

M(175,272,375) =4((1 (U“f]mm + m<2>> 3]
(12)[2q) _ (2)[31] | (23)[3] _ (17)[3q]
. (ﬂuq] T e [1q]<r3>>>' (3.129)

Ahora, aplicamos (12)[2¢] = (31)[3¢] y la identidad de Schouten nos lleva a

{12)°[13][g3]

M(173,2723%5) = 3.130
( )= Pl 10

De acuerdo a la conservacion de momento (3.46),
[12](21) + [13](31) = 0, (3.131)
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asi

5‘3 _ gji (3.132)
y [q1]{12) + [¢3](32) = 0, implica
i‘ﬂ = g;i (3.133)
Finalmente, llegamos a
M(17%,2723%3) = i<2§??>j>2 (3.134)

Podemos observar que el proceso para calcular estas tres amplitudes de tres puntos parciales no
depende de la eleccion de los momentos de referencia ¢,l o r. Suprimiendo todas las constantes de
estructura, notamos que los resultados (3.116), (3.118), (3.127) y (3.134) van a coincidir con los
resultados que se van a presentar més adelante en la tabla (4.1) en sus estructura espinorial ya sea
en términos de (ij) o [ij].

3.5. El efecto Compton Gravitén-Gravitino

La interaccion del Graviton con la materia ha sido estudiado extensivamente desde diferentes
puntos de vista sobre los anos. Por ejemplo, la seccion eficaz del efecto Compton del gravitéon ha
sido calculado usando métodos de helicidades en [123] y fisica de gravitinos ha sido estudiado en
diferentes escenarios por [124, 125]. En esta seccion, estamos interesados en calcular la amplitud
total del efecto Compton de supergravedad (SUGRA Compton), el cual es un proceso de dispersion
entre gravitones y gravitinos. Vamos a mostrar que nuestros resultados de esta seccién construidos
de la forma tradicional a la Feynman, con las reglas de Feynman derivadas por Bjerrum-Bohr y En-
gelund [113], van a coincidir con las amplitudes parciales M de la seccion 4.3.4 usando los métodos
de recursion de BCFW. Para obtener la amplitud total para el efecto Compton de supergravedad,
necesitamos las siguientes diagramas de Feynman:
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1 2, 1 4f
////’IJJ 514 /’J/ 512
+
47 32“ 9- 4+
Diagram A h Diagram B h
+ _
513
3 4f 1 4+
Diagram C Diagram D h

Figura 3.5: Feynman Diagrams

donde se han fijado la configuracion de helicidades estandar para cada diagrama,

./\;l(lf:, 2, 3;,4;). También necesitamos dos propagadores, uno para el gravitino y otro para el
graviton. El propagador para el gravitino se escoge como:
) _ —1 /pnuy
Phh“ul/(p) - p2 ¥+ e ) (3135)
y para el graviton:
o Z.n,u,unab
Phh,ya,ub(p) = m (3.136)

Estos son iguales a [113, 126].

3.5.1. El diagram D y el vértice de cuatro puntos
Empezamos por calcular la amplitud del diagrma D con el vértice de cuatro puntos. De acuerdo

a Bjerrum-Bohr y Engelund [113], el vértices de cuatro puntos para dos gravitinos y dos gravitones
es

v,a0,K i v v akKk a K
Vb EA () D3, P, pa) = {3(77“1)77 A — ) (b2~ )™ + 7 (—2p2 — pa)

hhhh 8
+9%(2pa + p2)?] = (Y (bat p1)v" + v (o1+ H2)V")
200" — oy — n‘“n”b)}- (3.137)
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Contrayendo este vértices con los tensores de polarizacion (3.58, 3.59, 3.62, 3.61), lo que nos lleva
a la siguiente amplitud parcial

Mp(17%,272,3%5 472) = Vh”h,”l,fb“(pl,psmmm)><6~ (p1 Q)& (P3, 7)€, (P2, ey, o (P4, )
= ;{—3(6g(p1,q) “e (p,7))(eg (p3,7) - €5 (P2, 1)) X & (p1,9)e (p3,7)

X [(a— pa)(ey (p2:1) - €f (pa; §))+ £ (D2, 1) X (=2¢] (pa; J) - P2)
+/é+(p4, ) (26 (p2al)'p4)]
— g (4, ) (bat 1) £5 (D2, D)+ £ (P2, 1) (P1+ P2) £] (Pas 5)]
X [2(e; (p1,q) - €f (p3,7)) — (e (P1.q) - €5 (P4, 7)) (€] (p3.7) - € (p2.1))]

< & (o1, @)c (o, r>}. (3.138)

Donde hemos reescrito los tensores de polarizacién de gravitones y gravitinos en términos de los
vectores de polarizacion de los gluones y gluinos debido a las relaciones de KLT para gravedad y
teorfas de norma. Aqui € (p1) = (1] and 6»3_ (p3) = |3]. Escogemos los momentos de referencia de
las particulas en el estado inicial con momento p; y p2 como ¢ =1 = 4, y las particulas del estado
final con momento p3 y py como r = j = 1 1, usando esta informacién en las ecuaciones (3.51 -
3.55), todas las contracciones desaparecen, excepto las siquientes:

Eg_ <p27l) : 6;_(]93,7") = gifjf;gh (3139)
€5 p2,0) -1 = [%]gi; (3.140)

Los términos en la amplitud (3.138) que llegan a ser cero, son las siguientes:

€, (01,q) - € (P, §) = €5 (p2,1) - €5 (1, §) = €5 (p1,q) - €} (p3,7) = €, (p2,1) -ps =0,  (3.141)

por lo tanto . X .
Mp(172,2723%2 47%) = 0. (3.142)

3.5.2. Diagram de Feynman A

La amplitud parcial para el canal s14 de acuerdo a los diagramés de Feynman, donde contraemos
los tensores de polarizacion con el vértice de tres puntos y el propagador es dado por

v _3 — 3 — ~
MA(l 272 273+254 2) :E" (pl’q)vhhl (plap4ap)€;l_b(p47 )X Phﬁ NV(p)

><€~ _(p3,r )V,{h%g’u(p?np27p)€ﬁ,;g(1027l)
e (p >{ £ 0, D1+ D)uley (1,0) - € (9 5))

+2(e; (p1,q) - pa)ey, (P, J) + 2(e) (P4, 5) - P)eg , (P1,q

S14

)
x<”’)xeg<p3>{;zg<p2,1>[<2p3+p>< ;2D € (0s.7)
} (3.143)

+2(e) (p3,7) - pa)ey " (P2, 1) + 2(e5 (p2, 1) - e (p3, 7

1Vamos a usar estos momentos de referencia para todos los diagraméas de Feynman
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En la primera igualdad todo es escrito en términos del gravitéon-gravitino, donde el propagador
del gravitino es dado por (3.135), la segunda igualdad es escrito en términos de gluones y gluinos
debido a la relaciones de KLT para gravedad y teorias de Yang-Mills. Ahora, debido a la presencia
de estas condiciones de capa de masa €, (p1,q) - €F (ps,7) = €, (p1,q) - pa = €} (pa,j) - p = 0, con
p = p1 + p4, la amplitud desaparece

Mya(172,272, 343 472) = . (3.144)

Estos resultados van a coincidir con las que se van a calcular en (4.142). Ademas, de acuerdo a las
ecuaciones:

(12)*

A1, 2,.30 4 ) = T .14
512 4( g “g 73g7 g) <12><23><34><41>7 (3 5)
21)4
30 1,,35,27,41) = —< .
S13 A4( g73g72g74g) <14><42><23><31>7 (3146)
st Ag(l;,45,2,,35) = 0, (3.147)
: o gt gy 127
s120 Au(17,27,3% 48 = TR (3.148)
: gt g gy (217
si3: Ag(15,35.2,.47) = EEIENE (3.149)
S14 - A4(1»§_,4:;,2;,3§+) = O7 (3150)

las relaciones de KLT nos dicen que para dos gravitinos y dos gravitones se obtiene

MA514(1E—,2;,3;;,4;) = —isiAa(15,47,2,,30) x As(15, 25,35 ,47) = 0. (3.151)

g’ 99> gr2gr9gr g/ —

Por lo tanto, este canal no contribuye del todo al proceso completo.

3.5.3. Diagram de Feynman B

La amplitud parcial para el canal s1o usando las reglas de Feynman se tiene

B b "
Mp(177,27%,37% 4 2):6E’K(p1,q)vzn};% (p1, 92 D)€y (P2:1) X Prg (D)
x & (s, T )V R (D, pas )y 4o (P, )

=& (1) £y (02, 1) £ (pa, 5)e (ps)

x (;(e;(m,q) “p2)(e5 (pas ) - 3)(ey (p2,1) .e;(pg,r))> . (3.152)

De nuevo, en la primera igualdad todo es escrito en términos de gravitones y gravitinos, la segunda
igualdad estd en términos de gluones y gluinos donde s12 = (34)[43], & (p1) = (1], esf (p3) = |3]
y el propagador que usamos es (3.135). De acuerdo a las expresiones (3.51 - 3.55), tenemos las
siguientes relaciones:

(1) =[;f]<|2>[4 42D, (3.153)
£ pad) =<f><|4}<1| D, (3.154)
b =it bo =D+ 1 + 22 + 212 (3.155)
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. (2)24 N 1 ORI 1] 7!
(Eg (phq) 'p2) — \/5[14] ’ (63_(])4,]) p3) — \/§<14> ’ ( g (p%l) ;;(p?n )) - [24]<13>

recordemos que nuestros momentos de referencia son ¢ =1 = 4 y r = j = 1. Entonces sustituyendo
todo esto en (3.152), la respuesta final es

(3.156)

5 (12)2[43](12)2[43]?
Mp(172,272,372 472) B[] (14)7]14 (3.157)
o (12)5[34]
“112)(23)(34) (41)2
Donde
(34]  (21)
14— (23)

Podemos ver que los resultados de (3.157) coinciden con los obtenidos en (4.151) usando las rela-
ciones de BFCW. Ademas, usando las relaciones de KLT para dos gravitinos y dos gravitones para
este diagrama D, obtenemos

Mpay, (12,235, 41) = —isis Au(15, 35,27, 4F) x Au(15, 27 ,37,4F) (3.158)

ho 9% 9G040 %g 977ar e
= —i87: (21)° X 12)"
T BT 2)(31)  (12)(23)(34)(41)
(12)6[34]

"(12)(23)(34) (41)”
donde s15 = (13)[31] y (21)[13] = (42)[43].

3.5.4. Diagram de Feynman C

Siguiendo el mismo procedimiento que anteriormente, las amplitudes parciales para el canal s;3
es

T _3 _ 3 _ ~ K
Mce(172,2 %3724 2) =€TLK(P1,Q)V,~I,;%9’ (p1,p, ps) (ps, ) X Pppo,y (D)

__ ,ab .
X Eh,po'(p2)l)‘/hpff-h’/’y “ (p27p7p4)6h,ab(p4a])

—1

= 47% (p1)x
513
{8<e; (p1.4) - p3)(eg (pon]) - 3 (pin )€ (s ) - p2) £ (P l)}
X e (p3), (3.159)

De nuevo, debido a las relaciones de KLT, reescribimos la amplitud en términos de gluones y
gluinos, donde s13 = (24)[42] y usando los siguientes resultados:

(13)[34] (21)[34]

_ B ) B L
(Eg(P1)~p3)* \/5[14], (Eg(pg) :{(173))—[24]<13>7 (;r(pz;) p2)7ﬂ<14>’ (3.160)
= (1) 45 (po)et (p3) = ﬁiﬁm] (3.161)
obtenemos
e e, (2P
Me(172. 275,370 470 = i Tz (1)) (3.162)
(29
(13)(32) @0) (117
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Ademss, aplicando relaciones de KLT en el diagrama C, obtenemos

Mes, (17,235, 48) = —is1nAa(15, 2,35, 45) x Aa(15, 35,2, ,47)

grcgr2"g g g vgr“g g

= —iS12 (12)(34) (41) x (14)(42)(23)(31)
2
~ ) (32) 24y (412 o

con s12 = (34)[43]. Notamos que, la expresion (3.162) coincide con las obtenidas con el procedi-
miento BCFW (4.167). Finalmente, la amplitud total para el efecto Compton de supergravedad
llega ser

MTotar = Gr23g123Mp + g123G 123 Mc
_; (12)0p34] g (i (12)°34
I (" <12><23><34><41>2) F e ( (13)(32)(24) <41>2)

_ = (12)° ~ (12)°
= i(12)[34] (9123G123 (13)(32) (24)(A1)2 1239123 1oy o3y ray <41>2> (3.164)

3.6. El formalismo de los espin espinores o Nima-Huang-
Huang

En los ultimos anos se ha visto un gran progreso en cuanto a la comprension de las amplitudes
de dispersion tanto en teorias de norma como en gravedad. Una torre de amplitudes pueden ser
calculadas ahora incluso con lapiz y papel, los cuales hace 10 afios se crefan imposibles, ahora usando
la tecnologia moderna llamada por algunos como métodos de capa de masa (On-shell methods)
o simplemente métodos de amplitudes son posibles calcularlos[8, 11, 127, 128]. Mientras nuestros
colisionadores de particulas llegan a ser mas poderosos, el modelo estandar también lo ha hecho y
la necesidad de calcular procesos de dispersion con un gran nimero de particulas en el estado final
se ha incrementado a tal punto que los diagramas de Feynman se han vuelto poco practicos incluso
usando computadoras modernas. Calcular amplitudes de dispersion de mayor orden actualmente
requiere el uso de teoria de perturbaciones, el cual requiere de introducir algunas complicaciones
como fijar la norma, fantasmés (ghosts), integrales de Feynman, coeficientes de renormalizacion, por
mencionar algunos. Por otro lado, la lagrangiana esta aun presente pero permanece oculta detras
de todas las herramientas computacionales que se usan. Por ejemplo, en el caso de la dispersién de
gluones el namero de diagramas de Feynman vaya aumentando conforme se incrementan el niimero
de particulas en el estado final, para el proceso de dos gluones en el estado inicial y dos gluones
en el estado final se requieren 4 diagramés de Feynman, pero para el proceso de dos gluones en el
estado inicial y ocho gluones en el estado final se requieren alrededor de un millén de diagramas
de Feynman; y no solo es la cantidad de diagraméas que se necesitan sino también su complejidad
para cada diagrama individual. Hay programas especializados que nos permiten calcular estos
procesos, tal es el caso de CalcHEP [129], el cual puede calcular solamente uno de los diagramaés
cuadrados para el proceso de dos gluones a cinco gluones (n = 7), para este proceso se requieren
3 500 lineas de codigo, solamente para un diagrama de los 2 485 diagramas que se requieren para
este proceso. Ademas, cada diagrama individual de gluones no es invariante de norma, por lo
que no se puede representar una trayectoria fisica de la particula, asi que su interpretacion no
es clara del todo. De este modo fue que la formula de Parke-Taylor conmociono a la comunidad
cientifica en su momento [6]. Esto ha llevado a buscar otros formalismos méas simples para obtener
amplitudes de dispersion. Tomo6 tiempo para generalizar estas técnicas hasta obtener una forma
recursiva para calcular estas amplitudes, las cuales veremos mas adelante en (4.3). Nima Arkani
Hammed, Huang y Huang extendieron el formalismo de los espinores de helicidad para particulas
sin masa, el cual vimos en la seccién 3.2, en una manera natural cuando ellos introducen los
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espin espinores [17]. Como ya hemos visto las amplitudes de dispersion transforman bajo boost
y rotaciones bajo el grupo pequenio que es sub grupo del grupo de Lorentz. Es mas, el pequeno
grupo para particulas sin masa es el grupo de las helicidades y equivale a un cambio de fase bajo
rotaciones mientras que el grupo pequeno para las particulas masivas es el grupo de espin SU(2). La
amplitud, entonces, transforma como un producto directo del pequeno grupo para cada particula
externa de la amplitud. La razon del porque los espinores de helicidad |p) y |p] son tan utiles para
las amplitudes de particulas sin masa es que cada uno de ellos transforma bajo un producto directo
del grupo de las helicidades y el grupo de Lorentz SL(2,C). Cuando un producto interno se toma
ya sea (pq) o [pq|, las transformaciones del SL(2,C) se cancelan entre si exactamente resultando
en un producto invariante de Lorentz mientras que las transformaciones de las helicidades no lo
hace. Es decir, estos productos transforman bajo un producto directo de las transformaciones de
las helicidades para las particulas p; y p;. Esto es exactamente la minima manera que se necesita
para escribir una amplitud que involucre estas particulas.

3.6.1. Espinores de helicidad masivos

Como de costumbre, utlhzaremos las matrices o, para convertir entre cuatro momentos p* y
la matriz 2 x 2 p,; = pol,. Notese que det poq = m?, por lo que existe una diferencia obvia entre
particulas sin masa y partlculas con masa. Para partlculas sin masa, tenemos det p,; = 0y, por lo
tanto, la matriz p,q tiene rango 1. Por lo tanto, podemos escribirla como el producto directo de
dos 2-vectores A, A como

Paa = >\a)\¢'1'

Para momentos complejos generales, A, Aa son vectores complejos bidimensionales independientes.
Para momentos reales en el espacio de Minkowski, p,; es hermitico, por lo que tenemos Ao =+ (A"
(el signo depende de si la energia se considera positiva o negativa). A menudo, la introduccion de
estas variables de espinor-helicidad estd motivada por el deseo de representar explicitamente el
cuaternario p, (con restricciones en la capa de masa) mediante A, 5\,1 sin restricciones. Pero las
variables de espinor-helicidad también desempenan otro papel conceptualmente importante: son
los objetos que se transforman con precision bajo los grupos de Lorentz y del grupo pequenio. Por lo
tanto, si bien las amplitudes de las particulas sin masa no son funciones de los momentos ni de los
vectores de polarizacion (o mejor ain, solo se representan de forma redundante), si son funciones
directas de las variables de espinor-helicidad. La relacion con el pequenio grupo esté claramente
sugerida por el hecho de que es 1mp051ble asociar de forma tnica un par A4, \; con algin p.q, ya
que siempre podemos reescalar A, — w™ ' Aq, Aa — w\g manteniendo Pa invariante. La conexion
se puede hacer completamente explicita al intentar dar alguna prescripcion especifica para elegir
)\((lp ),5\((.117 ), lo que nos lleva a través de un ejercicio completamente paralelo a nuestra discusion
del pequenio grupo. Primero elegimos un momento sin masa de referencia k,; y también elegimos
un )\gk),j\ék) fijo de modo que kyq = )\gk)j\ék). Para cualquier otro momento nulo, elegimos una
transformacion de Lorentz L(p; ) ﬁ(p, k)t tal que pae = L(p; )bﬁ(p, )bkbb, y luego definimos

AP = L(p; k)g)\gk), S\Eip) L(p;k)° A Habiendo elegido una forma de asociar AP ,)\(p) con Pug,

a b a
podemos preguntarnos por la relaciéon entre, por ejemplo, /\((L 2 y /\gp )

de Lorentz A; lo que se encuentra es

para alguna transformacion

AN = w (A, p, )AL

Para momentos complejos generales, w es simplemente un nimero complejo y tenemos la accién
de GL(1). Para momentos lorentzianos reales, debemos tener w—! = +(w)*, por lo que w = €' es
una fase que representa el pequeno grupo U(1). Obviamente, podemos realizar una transformacion

de Lorentz W para la cual Wk = k; simplemente encontramos A — w™'\. Para ser mas explicitos,
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sea

kaaz(Qf 8), A“:@G))’ Xazx/ﬁ@), (3.165)

representan un momento sin masa en la direcciéon z. Entonces, una rotacion alrededor del eje z
(que deja a k invariante) es

i%/2 0 oy —ig/2 0
b_ [ € b_ [ €
Aa - ( 0 671@5/2 ) ) Ad - ( 0 ei¢/2 ) ’ (3166)

bajo el cual obviamente A, — €4/2\,, g — =4/ 2:\9. Para resumir, las amplitudes para particulas

sin masa son funciones invariantes de Lorentz de A4, \; con las funciones peso de helicidad del grupo
pequetio correctos,

M (w‘1/\, wx) — w M), N), (3.167)

Ahora nos centraremos en el caso de particulas masivas. No existe una diferencia esencial con el
caso sin masa; simplemente, p,; tiene rango dos en lugar de rango uno, por lo que puede escribirse
como la suma de dos matrices de rango uno como

Pac = A Xar, (3.168)

donde I = 1, 2. Notese que ~
p? =m? — det A x det A = m?. (3.169)

Podemos usar esto para establecer det A = M, det X = M con MM = m?2. A veces es ttil mantener
la distincion entre M, M, pero para nuestros propositos en este documento simplemente tomaremos
M = M = m. Por supuesto, \! ,:\1 no se puede asociar de forma tnica con un momento p
dado, podemos realizar una transformacion SL(2) N — WIN/ A} — (W‘l)ij\ J. Notese que
podriamos extender este SL(2) a un GL(2) si también permitiéramos reformulaciones (opuestas)
de los parametros de masa M, M, pero al elegir M = M = m no lo permitimos. Esto no es
una desventaja para nuestros propositos, ya que el objeto M/ M se transforma solo bajo la parte
GL(1) de GL(2) y puede usarse para elevar cualquier invariante SL(2) a un invariante GL(2) si se
desea. Para momentos lorentzianos reales, tenemos que W deberfa estar en el subgrupo SU(2) de
SL(2), lo que nos da la accion del grupo pequeno. Podemos hacer explicita la conexién, tal como lo
hicimos para el caso sin masa, definiendo Az, Nar para un momento de referencia k,; y aumentando
su definicion para todos los momentos. Concluimos que las amplitudes para particulas masivas son
funciones invariantes de Lorentz para A, A 1, que son tensores simétricos de rango 25 {I1,--- , Iog}
para particulas de espin S. Notese que, podemos usar €7 e;; para aumentar y disminuir los indices,
de modo que, por ejemplo, podemos escribir p,; = /\éj\gﬁu- Claramente

Paa A = m)\{l,paa)\a[ = —mj\{l. (3.170)

Si combinamos (AL, 5\‘”) en un espinor de Dirac W, esta es, por supuesto, la ecuacién de Dirac
(THp,— m) BwL = 0. Pero no hay ninguna razon particular para hacer esto en nuestro formalismo:
incluso la razén habitual (buena) para introducir espinores de Dirac, hacer que la paridad se
manifieste en teorias con simetria de paridad, puede lograrse mas facilmente sin usar espinores de
Dirac en nuestro enfoque. Por lo tanto, no encontraremos ninguna matriz I en nuestra discusion.
Tenga en cuenta también que el uso de (p,s/m) permite convertir libremente entre las variables
Ay 5\5 En ocasiones, resultara util, especialmente en el contexto de la clasificacion sistemaética
de estructuras de amplitud, por ejemplo, usar solo A\l para describir una particula masiva dada.
Entonces, podemos escribir el tensor simétrico como

M{Ilngs} _ )\(1111 .. .)\(IlzssM{ar“azs}, (3.171)
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donde M{a1a25} eg totalmente simétrico en los indices a. En el limite de altas energias vamos a
tener lo siguiente:

)‘{1 = )\aC_I + naC+I7
AL =Xl + 7,
donde ~
ersCICTT =1, Oy =m, [\ =m. (3.172)

En un marco dado, naturalmente tenemos (* como los estados propios del espin 1/2 en la direcciéon
del momento espacial p, y podemos identificar

)\a =V D) +pC:a TNa = V/ E— p<a_7 (3173)

y similarmente para los espinores con tilde

N =VE+pC, ia=\E—p¢ (3.174)

Claramente, en el limite de alta energfa /£ +p — V2E mientras que VE —p — m/V2E, de
modo que tanto 7, 7] son proporcionales a m y se anulan con respecto a A, A\. Dicho de otra manera,
para tomar el limite de alta energia tomamos

Na = Mia, T =mnz; con (\j) = [;\75] =1, (3.175)
con todas las proporciones adimensionales de la forma:

m m

D) Do) "

Notese que cualquier amplitud de dispersion se descompone naturalmente en diferentes estados de
espin en la direccion espacial del movimiento, a través de

Ii-T -
D D (30 N (S Rl I VAP 7R} (3.176)
h
donde trivialmente R R
M, (w*u,m; wn,uflﬁ) = w2 My, (N, X7, 7). (3.177)

3.6.2. Espin espinores, caso masivo

La clave de Arkani, Huang y Huang fue generalizar los espinores de helicidad a un tensor donde
cada renglon separadamente se transforma bajo una transformacion de Lorentz SL(2, C), pero cada
columna se transforma bajo el grupo de espin SU(2). Es decir, ellos introducen los espin espinores
|p’) y |p'], los cuales transforman bajo el producto directo del espin y las transformaciones de
Lorentz SL(2,C).

—VE-p s* VE+pc
P ')e = r Indice de Lorentz a, SL(2,C).
/E—p ¢ vE+p s

~
Indice de espin I, SU(2)

Figura 3.6: Estructura de un espin espinor. La notacion del momento en negritas |p) (Bold, en
ingles), se refiere a que el momento de la particula es masiva
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Donde ¢ = cos (g) s = sin (‘9) exp(ig), s* = cos ( ) exp(— z¢) De igual modo que los espinores

de helicidad, los productos de espin espinores tales como (p’q”) o [p’q”’] son invariantes de Lorentz
pero aun se transforma bajo el grupo de espin SU(2). Lo cual es excelente ya que estos productos
espinoriales van a servir para construir amplitudes de dispersion para particulas masivas ya que
transforman bajo los mismos pequenos grupos. Ademés, la mezcla entre espinores de helicidad
y espin espinores como (pg”) son objetos que transforman bajo un producto de helicidad para
la particula p y de espin para la particula g. Por lo tanto, con el formalismo de los espinores
de helicidad de Weyl y los espin espinores podemos escribir cualquier amplitud de dispersion de
cualquier proceso al menos en principio. Vamos a revisar un poco de las propiedades de los espin
espinores en esta seccion [130, 131]. Al considerar particulas con masa, m, tenemos E? — p? = m?.
Ahora, al considerar un cuadrivector en coordenadas esféricas

p* = (E, Psinf cos ¢, Psinfsin ¢, P cos ), (3.178)
y usando la representacion de Weyl para las matrices gamma de Dirac (1.238), encontramos que ,
2 * *
ab [ (E—p)+ss*(E+Dp) —2cs*p
P = ( —2csp ss*(E —p) + *(E +p) (3.179)
A(E +p) + ss*(E —p) 2¢s*p
pab* ( 2C$p SS*(E+p)+CQ(E_p) . (3180)

Podemos expresar las componentes del tensor [p)! y [p;|,. Donde I corre sobre dos valores 1y 2.
Para I = 1, tenemos

M= |p! m( ) VE=px (o, (3.181)
Mo = m-ﬂ( ) VE—px (], (3.182)

para [ =2
AL=|p! m( ) VE+px ¢ (3.183)
thETp( ) VE+px(;, (3.184)
asi que,

S o= -0 (2, E e (G S ) e ey

CcS &
I=7F1

usando la expresion p,; en ecuacion(3.179), vamos a tener,

2 cs* ss*  —cs* B
_ZW P1|b (E —P)<CS SS*)+(E+p)(_ 2 ):pb. (3.186)

CS C

Podemos escribir las ecuaciones (3.181),(3.183) y (3.182), (3.184) equivalentemente como [17]:

M=1p"a=VE+px(Hp)@6{¢ +VE-px (¢ (p)@d¢" (3.187)
Ma=[pila = VE+px{ (D) @01 +VE—px{f(p) @3¢t (3.188)

Donde I corre sobre los valores 1 y 2. Aqui hemos escogido una representacion del algebra de SU(2)
en el cual la matriz o, es diagonal con eigenestados:

¢t = (é) ("= <(1)) (3.189)

113




Meétodos modernos en Teoria Cuantica de Campos: El método de Amplitudes
3.6 El formalismo de los espin espinores o Nima-Huang-Huang

y las expresiones para los espinores de Weyl con indices de Lorentz SL(2,C) son

= <C> = (e (T = (_s > = _(a (3.190)
S c
G = ( i) =+ = () = ¢t (3.191)
S c
Entonces las formas explicitas de los espin espinores son:
P = —E—-p s VE+p c (3.192)
Pa VE—p ¢ VE+p s )’ ’
_( —vVE-p s —vVE+p ¢
[pile = ( T ¢ JETp s ) (3.193)
En términos de los espinores de Weyl (3.190) se tienen las siguientes relaciones
PG = (B - p)(th, (3.194)
p*¢ = —(E+p)C (3.195)
Pt = (B +p)¢t (3.196)
ai,C"’ =—(E - p) " (3.197)
(Fpgp = —(E — p)C+ (3.198)
Dy = (E+ ) . (3.199)
Chp® = —(E+p)¢t, (3.200)
G p* = (E-p)(" (3.201)
Para subir y bajar los indices del SU( ) basta con multiplicar el tensor anti-simétrico de dos
dimensiones € por la derecha |p;), |p > €JI'y [pl|d = [pJ|a€H . El conjunto completo de

eSle esplnores es

P a=VE+px{f(p)®@61¢ +VE—px (i (p ®6f<+ (3.202)
1P = —VE—px{T(p)@6{¢" +VE+px (T p) @65¢T, (3.203)
P'1*=VE+px (T @514 +VE—px((p) ®62<+, (3.204)
p'la=-VE-px{f(p) @6 +VE+px( (p) @657, (3.205)
Pr)a=VE—px((p ) ® 5,<— —VE+px(Hp) @it (3.206)
\pz}d=\/E7+p><C~ p) ®6;¢ +mXC+a( ® 67¢T, ( )
(pr* = VE-px(” <>®5I< —VE+px(t(p) ®03¢T, (3.208)
[pI\a:JETpxc ) ®61¢™ +mx<+ )@ 03¢t (3.209)
(

bajados y subidos multiplicando por la derecha por €/ y €;; similar al de (1.269), esto es

0 -1
_ 17 _
€jg = —€ ( 1 0 ) . (3.210)
Podemos ver que para los espinores la conjugada compleja afecta de la siguiente manera
(®"") =lpd® (")) = Iprlas (3.211)
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()" == 191" (pn.)" =~[P]a (3.212)
En otras palabras, si tomamos la compleja conjugada de un espinor angulado con indice de espin I

abajo, o un espinor cuadrado con un indice de espin arriba, la conjugada introduce un signo menos
adicional. Esto significa que si definimos el espinor de un fermién y antifermién salientes como

u(p)=( [p'|,., (P'" ). vp) = ('pl] ) (3.213)

|pI>a
_ | p; (p) = (—[pl]. Iia
“(p)‘<—|p1>a>’ @) = (Pl ). (3.214)

Estos espinores masivos punteados y no punteados estan relacionados mediante la ecuaciéon de mo-
vimiento para los campos de Weyl. En términos de este conjunto de tensores, usando las relaciones
(3.194) obtenemos las siguientes ecuaciones de movimiento:

}[z

p* [p"), =-m|p"", (3.215)
Py | PN =—m|p"),, (3.216)
PPy, = mp" | (3.217)
[p'ap™ = m(p"|". (3.218)

Por lo tanto, una amplitud de dispersiéon que involucre particulas masivas pueden ser expresadas
en términos de |p;|* o |p;);. Ademas, tenemos las siguientes identidades

IPY)a(pi1]” = md, (3.219)
Ipr)a(p'|" = —mdL, (3.220)

ar Il __ a
Ip1)[p'|;, = mdy, (3.221)
Ip"1*[p1l; = —mdy, (3.222)
(3.223)

Pai, = [Phalpily (3.224)
—p™ = p" 1 (pr’, (3.225)
Doy = [P1)alP];s (3.226)
p® = pi)*(p'[". (3.227)
El propagador fermioénico es reconstruido de la siguiente manera:
a  pab
wrem= (0 o)
_ < ", [ >
—lp1), [PI|13 —lpr), ®'°

_ ( | pr* > (P, @), (3.229)

— 1),

(3.228)

Adoptando la convencion

| =p)=-Ip), |-pl=|0p], (3.230)
entonces tenemos que el propagador es:
| _pl]d I 1|t -
H = . = p(—
st +m= (2o ([ (v ) =vnoam. (3231)
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3.6.3. Espin espinores en Electrodindmica Cuantica
El proceso ete™ — uTu~ usando espin espinores

En la seccion 2.1.5 vimos céomo calcular este proceso usando las reglas de Feynman de la
electrodinamica cuantica. La amplitud de este proceso esta expresada en la ecuacion (2.108), en
esta seccion usaremos los espinores de Dirac en términos de los espin espinores dados por (3.213)
y (3.214), junto con la matriz de Dirac en la representacion de Weyl (1.238) para obtener una
expresion para la amplitud, usaremos el método hibrido que consiste en usar las reglas de Feynman
para obtener una expresion para la amplitud y posteriormente cambiamos de variables, es decir,
pasamos de espinores de cuatro componentes a los espin espinores cuyas columnas son de dos
componentes [28], para cada particula de espin s vamos a necesitar 2s indices de espin SU(2);
entonces para los electrones y muones que son de espin 1/2 vamos a necesitar 2(1/2) = 1 indices
de espin I. Para el positrén e™ le asignamos el indice de espin L, para el electrén e™ le asignamos
el indice K, para el muén puT le asignamos el indice I y para el muén p~ se tiene J. Empezamos
por hacer la multiplicaciéon matricial con el término de la amplitud:

atrahvoton) = (e 41 (0 7)) (1)

) ai [Pas)b

)b
= (hla ) (o) )

— [p}1a(0™)® pas)s + (P3(6") i lpas]?
= [37|0"|4,) + (37|5"|4,]
= [3|0"[4) + (3]5"|4]. (3.232)

En la practica se pueden suprimir los indices de espin SU(2) sin afectar los calculos. Del mismo
modo para

O(p2)yuu(pr) = (250 1) + (25|6,(11] = [2]0,[1) + (2[5,/1]. (3.233)

Ademas de las propiedades (1.251) y (1.252), se necesitan las siguientes identidades [102]:

ol =20,"0"5, (3.234)
Tha0 b = 2€ab€ss (3.235)
()% ()" = 2e°Pe®, (3.236)
€ap€’ = €Peyy = 0, (3.237)
€ = ePeyy = 0%, (3.238)
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Suprimiendo factores o constantes de acoplamiento, nuestra amplitud parcial es

M= (1810"14) + (3["[4]) x ([2lol1) + (212,/1])

= [8714(0") (4,025 2(0,) L1 )a + [3[a (") |4 1)p (25 |*(5") 41 L]
+(371%(0") 451 12 e(0) 1)+ (37 1*(0") 40121 (0) 12
= 871440 (0") " (0,) 25 el 1L )a + [87]al4.)6(0") 0 (5,) (2 €[1.)¢
+ (3111410 (0) 25 el 1) + (3" 11451 (07) 45 (002 1)1
= [87]a]4.1)y (267025 e 1L)a + [37al4)0(2046%) (2|1 )¢
+ (371741226268 (25 e 11 )a + (37114.4)° (2eqces) (25[11)¢

(3
2([87]412 )4, [ 1) + (37 al 1) (25 4o + (B [10)al2 o)) + (37 |%[25) | [1.]7)

= 2([312K]<411L> +[371.](2%4,) + (371.)[2K4,) + <3’2K>[4J1L]>. (3.239)
Entonces la amplitud con todo y las constantes de acoplamiento es
iM = —zQi ([32]< 1) + [31)(24) + (31)[24] + <32>[41}). (3.240)
Para calcular la amplitud conjugada se necesita la siguiente regla de conjugacion
(w'a")) = (®'1a")a)" = laslalp,)* = a,pi] (3.241)
<<p1qJ>)* =lq’q"]. (3.242)

Por lo tanto, la amplitud conjugada de M va ser
. 2e?
M == (<2K3,>[1L4J] +(173,)[47 2] + 173,)(472k) + [2K31]<1L4*’>)

= z% ((23)[14) + (13)[42] + [13](42) + [23](14) ). (3.243)

La amplitud cuadrada es

1 1
(M[? = M = Z MM

4
4{[32]<41><23>[ 14] + [32](41)(13)[42] + [32](41)[13](42) + [32](41)[23](14)
+[31](24)(23)[14] + [31](24)(13)[42] + [31](24)[13](42) + [31](24)[23](14)
+(31)[24)(23)[14] + (31)[24)(13)[42] + (31)[24][13](42) + (31)[24][23](14)
+(32)[41](23)[14] + (32)[41](13)[42] + (32)[41][13](42) + <32>[41H23}<14>}~
(

Reordenando y usando las relaciones (3.219) - (3.222), tanto como (3.48), vamos a tener lo siguiente

M = {2(192 p3)2(pa - p1) — [8"|(=me)[47](4s](=me)[81) — (25| () [ 1) [17] () 27)

+ [ T(=me)[31](41](=me)|4”) — [3"|(me)[47](451(me)|31) + 2(p1 - 3)2(p2 - pa)

+ [87](me) 13125 | (=m) 125) = [2rc[(my) L] (17| () [25) = (2| (=) L) [ ] (=) [25)
+ (37](=me)[31) 2 [(my.)|2K] + 2(ps - p1)2(pa - p2) — (37[(—me)|47)[45(—me)(31]
(871(me)[31)[4s](me)[47] = (1¥|(=m.)125) (2| (=my) 1] = (37[(me)[47)[45(me) |31]
+2(ps - p2)2(p1 P4)}' (3.244)
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Otras propiedades que vamos a necesitar son [132]:

(374%) = m;o%, (3.245)
(i%i;) = —mok, (3.246)
[i7ix] = midi, (3.247)
ligi’] = —mo%. (3.248)

Notemos también que la traza para la identidad espinorial es
Tr[l] = 62 = 6 =2 = 61 (3.249)

De este modo el resultado final para la amplitud cuadrada es

—p2_ € 2 2 2,2 2

M2 = S {802 po) (p1 - pa) = 2m2(ps - pa) — 2m2 (1 - p2) + AmZm? — 2m?(ps - pa)
8(p1 - p3)(p2 - pa) + 4mZim?, — 2m2 (p1 - p2) — 2m2,(p1 - p2) + 4mZm, — 2mZ(ps - pa)

+ 4m§mi — 2mi(p1 o) — 2mZ(ps -p4)}

=

€
= *{8@2 -p3)(p1 - pa) + 8(p1 - p3)(p2 - pa) — 8mZ(ps - pa) — 8mi (p1 - p2) + 16mimi}~

82
(3.250)

Este resultado es similar al que se obtuvo con la tecnologia de trazas dado por (2.121), pero con un
menor numero de pasos y sin calculo de trazas de matrices de Dirac. El célculo del efecto Compton
de QED utilizando el método hibrido se va mostrar completamente en [28].
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Capitulo 4

Métodos modernos de amplitudes:
reescribiendo la Fisica de Particulas

Hacer lo que ya sabemos lleva al mundo
de 1 a n. Genera un progreso horizontal
anadiendo mas de lo mismo.

Cada nueva creacion, sin embargo, va de
0 a 1, es vertical e implica hacer algo que
nadie ha llevado a cabo antes.

Si toméas una maquina de escribir y
construyes cien, has hecho un progreso
horizontal. Si tomas una maquina de
escribir y construyes un procesador de
textos, has hecho un progreso vertical.

Peter Thiel (Cofundador de PayPal)

4.1. Teorias Constructivas para particulas sin masa

Los espinores de helicidad tienen cierta elegancia y esto se debe a que su utilidad proviene del
hecho de que muestran las simetrias del sistema. Estas simetrias son invariantes bajo Lorentz y el
grupo pequefio o little group, el cual vimos en la seccion (1.4). Bajo el grupo pequeiio, los espinores
de helicidad A; y \; para dejar invariante el momento de la particula deben transformar como

)\i — ti)\i y S\l — ti_lj\i. (41)

Notemos aqui que, para un momento real, los espinores satisfacen una condicién real, por lo que
la variable cinemética t; se restringe a ser una fase pura. Desafortunadamente, estas variables
espinoriales no nos sirven para describir interacciones entre escalares ya que las particulas escalares
son singletes del grupo pequeno y la amplitud como tal unicamente es funcién del momento p;.
Por otro lado, para describir particulas con espin, es necesario introducir representaciones no
triviales del grupo pequeno los cuales contienen la helicidad como nimero cuantico. En términos
de diagramas de Feynman, la covarianza del grupo pequeno se manifiesta mediante los vectores de
polarizacién los cuales en términos de espinores de helicidad tienen la forma

+ _ Xada _ AaXa
. o, = daXa 4.2

€




Meétodos modernos de amplitudes: reescribiendo la Fisica de Particulas
4.1 Teorias Constructivas para particulas sin masa

donde los super-indices etiquetan la helicidad. Por construccién, estos vectores de polarizacién son
transversales al momento

pYel oc M) =0 and p®e,, o (A\) = 0. (4.3)
Podemos ver la apariencia de los espinores de referencia, x y X, los cuales son linealmente indepen-
dientes de A y X pero arbitrarios. Incluso, podemos asignar diferentes espinores de referencia para
cada particula externa. Aunque suene extrafio, pero este hecho no cambia la respuesta de nues-
tra amplitud ain si cambiamos x y Xx. Para ver que no hay contradiccién, cambiamos el espinor
de referencia x por Y/, y expandimos a X’ como una combinacién lineal del espinor de referencia
original x y el momento espinorial A

Xa = Xo = @Xa + bAa-

El vector de polarizaciéon correspondiente cambia de forma similar acorde a

e el =t + ( >pad, 4.4
o )

aa aa aa
el cual es literalmente una transformacion de norma. Asi que, las polarizaciones hacen cambios
dependiendo de la eleccion del espinor de referencia pero de una manera que deja la amplitud
invariante por la indentidad de Ward. Bajo el grupo pequeno, las polarizaciones transforman como

ef 172"

— 2 —

aa aa y €aa —1 €aar (45)
por lo que la covarianza del pequeno grupo para cada polarizacién contiene sus respectivas he-
licidades. Una amplitud de dispersién con muchas particulas tendra que ser multi-lineal en sus
respectivas polarizaciones

M (1’11 ~-~nh") = eﬁi ...eZZM“l'““”’, (4.6)
donde h; = +1 etiqueta la helicidad de cada linea externa. Por lo tanto, la amplitud de dispersion
es covariante del grupo pequeno con la funcién peso

MUl o TP M () (47

Las amplitudes de dispersion vistas de esta manera parecen mas covariantes que invariantes bajo
el grupo pequefio, aunque todas las observables fisicas son invariantes. Sin embargo, no hay con-
tradiccion debido a que los parametros ¢; se reduce a fases puras los cuales se cancelan trivialmente
cuando cuadramos el elemento de matriz. El objeto tensorial (4.6), M*1#n es el objeto calculado
usando diagraméas de Feynman de la manera estandar, mientras que el objeto M (1"t ... n') eti-
queta amplitudes de helicidad, los cuales son un conjunto de distintas funciones que corresponden a
cada configuracion de helicidad. Estas amplitudes de dispersion son invariantes de norma comple-
tamente, como la formula de Parke-Taylor [6]. El objetivo del programa de amplitudes es cambiar
la amplitud M#1"#n en total por la amplitud M (1”1 -~-nh") directamente desde los principios
fisicos vistos en (3.1), a esto se le llama bootstrapping [133, 9, 134].

4.1.1. Teorias constructivas para amplitudes de tres particulas

Para enumerar sisteméaticamente todas las posibles interacciones entre particulas sin masa que
sean invariantes de Lorentz en cuatro dimensiones, D = 4, y derivar formulas sin hacer referencia a
la accion; seguiremos el concepto de bootstrapping. La principal contribucién no trivial de la matriz
S es la amplitud de tres particulas. De acuerdo a conservacion del momento p;+p2+ps = 0, tenemos

(p1 +p2)” = (12)[12] = p = 0, (4.8)
(p2 +p3)” = (23)[23] = p} = 0, (4.9)
(ps +p1)° = (31)[31] = p} = 0. (4.10)
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De la primera linea, se deduce que si (12) # 0 entonces [12] = 0. Ademas, (12)[23] = —(11)[13] —
(13)[33] = 0. Repitiendo este procedimiento ciclicamente, encontramos que [12] = [23] = [31] = 0.
Por otro lado, si asumimos que [12] # 0 entonces (12) = (23) = (31) = 0. En resumen, las
amplitudes de tres particulas solamente van a existir en dos posibles configuraciones: holomdrfica,
la cual corresponde a que todos los espinores cuadrados desaparecen

12)= 23] =[31) =0 = Ay ocho o g, (4.11)
y anti-holomdrfica, la cual corresponde a que todos los espinores angulados desaparezcan
(12) = (23) = (31) =0 = Ao do o A, (1.12)

ambas configuraciones cinematicas implican que p1p2 = pap3 = p3p1 = 0, y se requiere momento
complejo por lo que las variables \; y A; son variables independientes.

Sin perdida de generalidad, la amplitud de tres particulas en la configuracion holomorfica toma la
forma

M (1h12h2303) = (12)ms (23)™ (31)"2. (4.13)

Debido a la covarianza del grupo pequetio (4.7), se puede resolver los exponentes n; en términos
de helicidades h; de las particulas externas:

— 2h1 =n9o + ns, (414)
—2hy =n3 +ny, (4.15)
— 2h3 = ny + na, (4.16)
encontramos que
ny = hl — hg — h3, (417)
Ng = hg — h3 — hl, (418)
ng = h,g — hl - hg. (419)

Los exponentes son niimeros enteros ya que las helicidades son enteros o semi-enteros. Las dimen-
siones de masa para las amplitudes de tres particulas no pueden ser negativas, ya que esto requeriria
no localidad debido a la inversa en las potencias de las derivadas en el vértice de tres particulas.
Por lo tanto, asumiendo localidad implicaria que las amplitudes de tres particulas tienen dimension
de masa no negativa, esto nos lleva a que

[M (1h12h23h3)] =ni1+ng+ng=— (hl + ho + h3) =—h >0, (420)

donde los corchetes [...] denotan dimension de masa que se acumula debido a las potencias de los
momentos. Ignorando las dimensiéon de las constantes de acoplamiento, vemos que la constriccion
holomoérfica aplica cuando A < 0 mientras que la anti-holomoérfica aplica cuando h > 0. Lo que
nos lleva a derivar una féormula general conocida como formula maestra, para amplitudes de tres
particulas sin masa en cuatro dimensiones:

e I T AP R SR N (T
C123 [12] 1 2 3[31] 1 3 2[23] 2 3 1, hl + h2 + h3 > 0

donde ¢123, ¢123 son constantes por ser determinadas. (i5) y [ij] denotan los productos espinoriales
para particulas con momento 4, j. Aqui, seguiremos la misma notaciéon que en [19], para denotar las
dos configuraciones posibles de las helicidades, de particulas sin masa, que existen. Esto se muestra
en la Figura 4.1.
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h2 h2

N e

hy

() s (i) &

Figura 4.1: (i) configuracion de helicidades H = hy + hga + hs > 0; (ii) configuracion de helicidades
H = hy 4+ hy + hg < 0, aqui todas las particulas no tienen masa

La formula (4.21) se derivo desde anélisis dimensional y simetrias, por lo que se va mantener
no perturbativamente y es exclusivamente para amplitudes a nivel arbol. Contrario a ordenes de
lazos (loops), los cuales generan funciones logaritmicas o funciones més complicadas que involucran
objetos como log(p1p2) ¥ que son singulares o desaparecen en la cinemética para tres particulas. La
formula (4.21) adquiere forméas peculiares dependiendo si estamos con particulas escalares, vectores
y tensores.

Escalares

Para escalares idénticos, todas las helicidades son h; = 0, la ecuacion (4.21) implica que las
amplitudes de tres particulas o tres puntos es una constante

M(123) = w, (4.22)

el cual corresponde a un simple escalar auto-interactuando mediante un término de potencial
cubico. Se tiene un resultado similar cuando se tiene muchos escalares:

M (1a2b30) = Wabc; (4.23)

donde los sub-indices significan que corren sobre los sabores de los escalares. Ya que los estados
externos son bosones, la constante de acoplamiento wgp. €s simétrico en sus indices. La expresion
(4.23) es la tinica amplitud posible para escalares sin masa. Por otro lado, si tomamos los escalares
que interacttian mediante el término ¢(9¢)?, estas amplitudes van a desaparecer debido a que solo
dependen de productos de los momentos y estos no contribuyen: p? = p2 = p% = pips = paps =
p3p1 = 0. A nivel de la accién, al aplicar una re-definicion de campos se pueden eliminar estas
interacciones cubicas.

Vectores

Para el caso de particulas vectoriales idénticas, las helicidades son h; = +1. Esto implica que los
exponentes en (4.13) van a ser enteros impares. En consecuencia, las amplitudes de tres puntos son
impares bajo el intercambio de cualquier particula externa incluso si son bosones. Por consistencia
se demanda que la amplitud para tres particulas deben desaparecer idénticamente. Esta conclusion
esta en acuerdo con resultados que hay en la literatura sobre la amplitud para tres fotones el cual
es cero por simetria de conjugacién de carga. Este hecho prohibe auto-interacciones cubicas de
una simple particula vectorial, aunque permite interacciones entre especies diferentes de vectores,
también conocidas como colores. Introduciendo un indice de color para cada vector, se obtiene

(12)° [12°

M (1;2;32_) = fabcm y M (12_2;35_) = fabcm- (424)
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Aqui fupe es completamente anti-simétrico en sus indices asi que la amplitud es par bajo el in-
tercambio de bosones. Estas expresiones estan en completo acuerdo con aquellas que se obtienen
desde los diagramas de Feynman, usando las polarizaciones (4.2) en la siguiente expresion

M (14263¢) = fabe (€1€2) (p1€3 — p2€3) + permutaciones ciclicas . (4.25)

Si tomamos las amplitudes donde la configuraciéon de helicidades son todos negativos y todos
positivos, la ecuacion(4.21) se reduce a

M(172,37) = furc(12)(23)(31), M (132§37) = funcl12][23][31), (4.26)

donde fqp. es anti-simétrico entonces la amplitud es par bajo el intercambio de bosones. Al con-
tar las potencias del momento, las amplitudes de la ecuacion (4.26) provienen de una tercera
derivada de la interaccion entre gluones; desde un operador de dimensién alta no renormalizable,
fachl‘}”Ff,’pF oF, que es generado a orden de lazos (loops) por particulas de color pesado.

Tensores

Para el caso de particulas tensoriales idénticas; las helicidades son h; = +2. Tomando la ecua-
cion(4.13) podemos ver que los exponentes n; son pares, asi que la amplitud es invariante bajo el
intercambio de bosones. Las amplitudes son

(12)°

M (1772773 = mrEe M (1t+2++377) =

[12]°

R

los cuales corresponden a la dispersion de tres gravitones. Como vimos anteriormente, podemos
comparar estas amplitudes con aquellas expresiones equivalentes que provienen de usar diagramas
de Feynman, contrayendo el vértice de tres gravitones (3.97) con los tensores de polarizacion se
tiene algo asi:

M(123) = _% (6162)2 (p1€3) (p2€3) + (€1€2) (€2€3) (p1€3) (p2€1) + perm (4.28)

incluso con la ayuda de una accion simplificada para la perturbacion de gravitones [135] se ob-
tiene algo similar. Podemos ver que aun con todas las simplificaciones que podamos encontrar
la ecuacion(4.28) luce méas complicado que (4.27), aqui todos los tensores de polarizacion estan
escritos como el producto de vectores de polarizacion (3.61) y (3.62). Por otro lado, consideremos
las amplitudes con la configuraciéon de helicidades todas negativas y todas positivas:

M (177277377) = (12)%(23)%(31)%, M (1TF27F3TH) = [12]*[23]*[31]2. (4.29)

Nuevamente, si contamos las potencias de los momentos, podemos ver que estas amplitudes son
generadas por las sextas derivadas que provienen de la interacciéon entre los gravitones inducidos por
el operador de curvatura RH,,p"RpgabRab””. Como podemos ver estas amplitudes estan relacionadas
con curvaturas cubicas. Las curvaturas cuadraticas R2, R, R",y R, pe R*P7 producen vértices de
Feynman no triviales los cuales agregan contribuciones de cuarta derivada. Pareciera que saltamos
hasta las contribuciones de sextas derivadas sin pasar por las de cuarta derivada. Resulta que
ninguno de estos operadores RQ,RWR’“’, v R,upeRFYP7 contribuye realmente a la amplitud de
dispersion de capa de masa en cuatro dimensiones, D = 4. Esto fue descubierto por 't Hooft y
Veltman [52] quienes calcularon por primera vez las divergencias a un lazo en cuatro dimensiones
de gravedad pura; entonces el diagrama a un lazo de gravitones produce contribuciones divergentes
correspondientes a un contra-término local curvado cuadrado como R2, R, RFY )y RyppeRFVPO.

Para entender esto a nivel de la accién, se reescribe R, ,- R***? en términos de la combinacién de
Gauss-Bonnet R? — 4R, R*" + Ry pe RFYP?. En D = 4, este término es una derivada total el cual
se desacopla de la dispersion perturbativa, luego explotando la re-definicion de campos podemos
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conectar la ecuaciéon de movimiento del orden principal (leading order), los cuales son las ecuacion
de campo de Einstein, en las correciones del siguiente orden principal (next to leading order). Esto
establece que R = R,,, = 0 en los operadores de curvatura cuadrados, eliminandose entre si.

En cuatro dimensiones, estos operadores de curvatura cuadrados no contribuyen a la matriz S del
gravitén a nivel arbol, entonces gravedad pura es finita un lazo. Durante mucho tiempo se crefa que
gravedad pura era finita a mayores ordenes de lazos pero la esperanza se término cuando el calculo
llego a las divergencias de dos lazos correspondientes a los contra-términos RW’MRPJ“bRab“” [136,
137, 138, 139]. Hoy en dia entender la estructura divergente de las teorias de supergravedad es un
campo activo de estudio. Algunos estudios han encontrado cancelaciones inesperadas que provienen
de contratérminos sugiriendo que la teoria de supergravedad A/ = 8 podria ser finita en el ultra-
violeta a todos los ordenes [140, 141, 142, 143, 144, 145]. Ahora utilicemos la formula (4.21) que nos
va permitir escribir las amplitudes de tres puntos tanto para las interacciones entre gluones y gluinos
como para la de gravitones y gravitinos. Ya que estamos interesados en el contexto de las relaciones
de KLT, los calculos relacionados con (§gg) pueden ser usados para probar la equivalencia entre
las amplitudes de una teorfa de supergravedad y una de super-Yang Mills (SYM) como habiamos
mencionado en la introduccién.

Interacciones Parametros entrantes Amplitud de 3-puntos
hy ha h3 H M1 22 3hs)
1 1 T 127
gluino-gluino-gluon (ggg) +i + ? +1>0 6123<[1321>]2
-3 -1 +§ -1<0 C123 7@1)6
2l [12]
graviton-graviton-graviton (hhh) +2 +2 2 +2>0 G1as [2?2]122[;361]2
3 3 ~ [12]°
== 2 2 -2 2 .-
gravitino-graviton-gravitino (hhh) +§ + g +2>0 9123 [2<3£[23>%]2
2 —2 +§ -2<0 g123 (23)(31)2

Tabla 4.1: Se presentan las amplitudes de 3-puntos para diferentes interacciones usando (4.21).
La notacion H significa hy + ho + hs.

Las amplitudes dadas en el segundo renglén son las tnicas que satisfacen las constricciones
holomorficas y anti-holomorfica que vimos anteriormente para las amplitudes de tres particulas
en supergravedad N = 1 (SUGRA, por sus siglas en ingles) [10]. En el caso de la interaccion
gravitino-graviton-gravitino, si cambiamos 2 <> 3 vamos a tener las amplitudes correspondientes
para las configuraciones de helicidades hy = +%, ho = f%, hs =42y hy = f%, ho = +%, hs = —2.
Si cambiamos 1 < 2, entonces las amplitudes corresponden a la configuraciéon de helicidades
hi1 = +2,hy = —‘r%,hg = —% vy hi = —2,he = —%7]13 = —|—%. En este trabajo de tesis, no nos
enfocamos explicitamente en calcular las constantes de acoplamiento Gia3, G123, 9123, 123 Sino que
nuestro mayor interés es saber la estructura espinorial de las amplitudes [70].

4.1.2. Teorias constructivas para amplitudes de cuatro particulas

Vimos que las amplitudes de tres particulas estan fijadas por las simetrias, ya que estos obje-
tos son generados por los vértices de contacto o funciones vértice y no sufren de complicaciones
al intercambiar particulas. Para extender este analisis al caso de amplitudes de cuatro particulas
se necesita un nuevo ingrediente, este es la localidad. La localidad estd codificada en las singu-
laridades de la amplitud. En particular, cuando escogemos la cinemética de la particula externa
cuidadosamente de tal manera que la particula mediadora o intermedia este en la capa de masa.
La amplitud de tres particulas exhibe una singularidad del tipo 1/p? que sefiala la propagacion del
estado intermedio sobre una distancia fisica macroscopica en el espacio-tiempo. En este limite de
factorizacion, la amplitud se descompone como el producto de dos subampliudes correspondientes
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a dos diferentes procesos que ocurren en diferentes puntos. Las propiedades de factorizacion impo-
nen condiciones estrictas en la estructura de la amplitud. Por ejemplo, en las amplitudes de cuatro
particulas, pueden surgir polos simples como 1/s, pero no polos del tipo 1/s2. Para la amplitud de
cuatro particulas a nivel arbol, esto implica que

lim SM4 = ./\/13./\/137 (4-30)
s—0

donde la cinematica no llega ser una relacién trivial entre las amplitudes de mayor orden y las de
menor orden. Como un corolario se tiene que la dimension de las masas de las amplitudes para
cuatro particulas y tres particulas estan relacionadas por

[Ma] = 2[Ms] -2, (4.31)

la dimensién de la masa tabula las contribuciones desde los factores cinematicos y no de las cons-
tantes de acoplamiento.

Escalares

Como vimos anteriormente, las amplitudes de tres puntos tienen dimensiéon de masa positiva
[Ms] > 0, ya que los vértices asociados son locales. Por anélisis dimensional, la ecuacion(4.31)
implica que

[Mg] >0 = [M;d > —2,

asi que la dimension de la masa de las amplitudes escalares de cuatro particulas estdn limitadas
desde abajo. Ademaés, las amplitudes a nivel adrbol deberia ser una funcién invariante ante per-
mutaciones de s,t y u con polos simples. Enumerando todas las posibles funciones permitidas, se
obtiene

¢ My =5+t (4.32)

Pt My =1, (4.33)

(09)*¢* My =s+t+u=0, (4.34)
(0¢)* : My = 8% +t* +u?, (4.35)
(009)*(0¢)? : My = s* +1* +u?, (4.36)

y asi sucesivamente; en la ecuacion (4.34) recordemos que estamos considerando particulas sin
masa, mg = 0. Podemos ver que la amplitud para ¢ tiene singularidades en cada canal de fac-
torizacion. En contraste, todas las amplitudes asociadas con derivadas escalares acopladas son
regulares, consistentes con el hecho de que estas estan asociadas a amplitudes de tres particulas en
la capa de masa que son cero.

Vectores

Ahora consideremos las amplitudes a nivel drbol para cuatro particulas vectoriales sin ma-
sa. Siguiendo el mismo andlisis que hicimos previamente, vimos que [Ms3] = 1, entonces de la
ecuacion(4.31) implica que

[Mg] =1 = [M;ﬂ =2 [Mg] —2=0. (437)

Por lo que la amplitud no tiene dimensiones. Considerando las constricciones que surgen de la cova-
rianza del pequeno grupo y con analisis dimensional, es posible construir una hipoétesis restrictiva
para la amplitud de cuatro particulas. De este modo, la amplitud deberia transformar como

M (172, 3547) = tit5t5 24P M (12,3547 (4.38)
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bajo el pequenio grupo. Factorizando la funcion peso del pequefio grupo de la amplitud, entonces
tenemos que

M (172,354F) = (12)%[34)F (s, t, u), (4.39)
donde se define que
Cst Ctu Cus
F(s,t — 4+ — 4.40
(st u) = 24 Sy S (4:40)

el cual es el invariante bajo el pequeno grupo méas general de dimensiones de masa apropiadas que
tiene polos simples. Las constantes cg¢, sy, Cys 1O tienen dimensiones. Por ejemplo, si demandamos
que en el canal-s la factorizacion tenga singularidad, entonces

lim s M (1,2,3%47) = (12)[34]* = (cst Cus)
=y ZM (1,2, PPy M (345 P77
h=+ e

_ZM (1,2, PFYM (3545 P.)

_ >3 [34]°
Z.fabefcde > [3PH ]

- Zfabefcde 12> [34]2%7 (441)

donde se ha definido P = — (p; + p2) = (p3s + pa) y se fija t = —u sobre el canal de factorizacion.
En las dltimas lineas se ha usado que

(1P)[P4] = —(12)[24] y (P2)[3P] = (42)[34]. (4.42)
Igualando la primera y la ultima linea de la ecuacion(4.41) se obtiene una ecuacion para cst — Cys,

en términos de constantes de estructura. Del mismo modo para los canales —s y —t, se obtiene un
triplete de ecuaciones:

Z fave fedes (4.43)
Cru — Cst = Z foce fade; (4.44)
Z feae fode (4.45)
los cuales satisfacen una ecuacion de Jacobi
> favefede + foce fade + Feac Fode = 0. (4.46)

En cualquier curso de teoria cuantica de campos, la identidad de Jacobi aparece como una identidad
fundamental, en términos de dlgebras de Lie esta es

tr ([Tm Tb] [TC7 TdD +tr ([TIM TC] [Tav Td]) +tr ([T07 Ta] [Tb7 Td]) =0. (447)

Pero en la ecuacion(4.46) surge como una condicion consistente desde la factorizacion de la amplitud
de cuatro particulas.
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Tensores

La amplitud a nivel arbol para cuatro particulas tensoriales sin masa, tiene dimensiones de
masa [M3] = 2, entonces la ecuacion (4.31), implica que

[Mg] =2 = [Mzd =2 [Mg] —2=2. (448)

Como antes lo hicimos, construimos una hipoétesis para la amplitud de cuatro particulas consistente
con las propiedad del pequeno grupo y el analisis dimensional, entonces

M (17727730044 = (12)*[34]* F (s, t, u), (4.49)

donde F'(s,t,u) es el objeto invariante bajo el pequeno grupo con dimensiones de masa correctas
con polos simples,
1
F(s,t,u) oc —.
(s,t,) o -

Las formulas que aqui se han deducido estan en total acuerdo con las expresiones conocidas para
la amplitud de cuatro gravitones. La formula (4.49) se dedujo sin la necesidad de imponer la
factorizacion.

4.2. Teorias constructivas para particulas con masa

Como vimos en la seccion (3.6), Nima Arkani Hammed, Huang y Huang [17] introdujeron
los espin espinores para poder escribir cualquier amplitud de dispersién de particulas con masa.
También estos autores derivaron los vértices de tres puntos mas generales y construyeron las reglas
para crear teorias constructivas usando estos vértices. Por ejemplo, se han encontrado los vértices
de tres puntos en el modelo estandar usando esta teoria constructiva [132, 146]. Las amplitudes
de Born usando estos métodos fueron estudiados en [147]. Amplitudes de helicidad con quarks
masivos fueron calculados en la referencia [18]. El mecanismo de Higgs fue estudiado en este
contexto en [148, 149|. Operadores de mayor dimension fueron calculados en este contexto de
teorias contructivas en [150]. Una discusion en el contexto de gravedad se puede encontrar en [151].
Materia oscura en el contexto de teorias constructivas fueron estudiadas en [38]. La renormalizacién
de operadores de altas dimensiones en este contexto se obtuvieron en [152]. Los vértices de tres
particulas no solamente fueron concebidas desde los espinores de helicidad para particulas sin masa
como vimos en la seccién 4.1 sino también desde los espin espinores. Los vértices permitidos son
restringidos por las propiedades de localidad y el requerimiento en el limite de altas energfas de
estos vértices y amplitudes coincidan con los resultados obtenidos para particulas sin masa. Un
ingrediente clave para entender individualmente estos vértices con espin espinores es el factor x,
introducido por Nima, Huang y Huang [17]

4.2.1. El factor x

En general, para construir vértices de tres puntos se necesitan dos espinores de helicidad que
sean linealmente independientes. En el caso en el que tenemos dos particulas masivas con la misma
masa ,p? = m = p3, y una particula sin masa ,p3 = 0, aparece lo que se conoce como factor-z,
donde solamente hay un espinor de helicidad linealmente independiente |£) o [£]; su definicién y
propiedades son descritas en [17, 146, 153], pero aqui las revisaremos a continuacion. Vayamos al
espacio de los espinores de helicidad donde |3) y %pg |3] son paralelos, entonces el producto interno
es

(3p213] = (3|2[3] = (32)[23] = Tr(p2 - p3) = 2(p2-p3) = (p2 +p3)2 —m? = P% —m?=m?—m® = 0,
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donde se ha usado la definicion de traza (3.48), y la conservaciéon de momento para tres particulas
p1 + p2 + p3s = 0 esto implica que ps + ps = —p;. Entonces podemos relacionar ambos espinores
mediante una constante de proporcionalidad, que vamos a llamar z, de la siguiente manera:

712[3)0 = 222 |g)P = —Blobig), (4.50)

donde los subindices 12 representan las particulas del vértice con la misma masa, en este caso p;
va ser la particula y po la anti-particula, mientras que la particula sin masa es ps. También se
ha usado la ecuacion de Weyl: p3|3) = p3|3] = 0 y conservacién de momento para tres particulas.
Como podemos ver en (4.50) existe una ambigiiedad acerca de si debemos tomar ps 0 —p1; ya que
escoger uno o el otro nos van a dar identidades o resultados que no son equivalentes. Por lo tanto,
siguiendo el trabajo de Arkani, Huang y Huang [17], vamos a simetrizar la formula tomando el
promedio de ambos resultados, entonces:

1 .
T12[3)0 = o (Pgaz; —P1a5)|3]b7 (4.51)

aqui aparece el signo menos, -, debido a que por conservaciéon de momento para tres particulas,
p1+p2+ps =0, en la ecuacion(4.51) el signo positivo,+, nos va dar p; + pa = —ps3, entonces p3 va
actuar sobre el espinor |3] dando una ecuacion de Weyl p3|3] = 0, por lo tanto la suma en (4.51)
no es valida ya que nos da un resultado que desaparece. Similarmente se define para &

. g Py’
7 3% = == |3), = —=—13)s, 4.52
71z |3 = gy, = -Phyy), (452)
simetrizando de la misma manera se tiene:

~ ; 1 ib 1b
T12[3]* = o (5" = p1°) 13)s- (4.53)
En esta expresion podemos ver que Z es el reciproco de x. Para ver esto, se multiplica por ambos
lados por (ps — p1)/2m, entonces

2m? — 2py - pa

- (pzba - Pum)
12— A2

13)bs (4.54)

sin embargo

W1 - po = (p1 +p2)° — 2m? = p2 — 2m* = —2m?, (4.55)
entonces 2m? — 2p; - po = 4m?, dando como resultado
a — P1ba) | o1 1
(Pova —p1ea) s 1y (4.56)

2m T12

donde hemos despejado Z15. Vemos que la parte derecha de (4.56) es la misma que la parte izquierda
de (4.51), entonces

z12|3)p = —[3)s, (4.57)

por lo tanto

8=

z= (4.58)
Por otro lado, multiplicando las ecuaciones (4.51) y (4.68) por un espinor de helicidad de referencia
linealmente independiente para obtener otro tipo de expresiones de x y Z:

o= GlEz=p0 13 (159)
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P €2 —p1)]3)
BT omfes]

En principio, tenemos la libertad de escoger libremente cualquier espinor independiente de referen-
cia para |€) y |¢]. Si este espinor no es fisico entonces se debe cancelar al final de los calculos. Estos
espinores de referencia lucen como si fuera una norma, pero no lo es. En teorias constructivas no
hay norma, pero es similar en el sentido de que no afectan los célculos y se cancelan al final de estos.
Veamos unos ejemplos de esto, tomemos al espinor de referencia como |£) = p4|3], y multiplicando
en (4.51) vamos a tener

(4.60)

1
[3lpaz12]3) = T[3|P4(p2 - p1)13], (4.61)
m
yva que x es una constante, puede salir de los brackets y p1 = —ps — p3,
1 1
3|p4|3) = —[3 3] = —[3|pa(2 3 4.62
212[3[pa|3) = 5~ [3pa(p2 + P2 +ps)|3] = 5 [3Ipa(2p2 + p3)13], (4.62)
tenemos dos términos, uno de ellos desaparece, este es
1 [3[paps|3]
—— =0, 4.63
2 [Blpal3) (4.69)

por la accion de la ecuacion de Weyl, p3|3] = 0. Entonces tenemos que

1 [32papaf3] 1 [34)(42)[23] 1 (42)[2]
2m- [Blpal3)  m [3lp4l3) m (43)

X192 (464)
donde se ha usado la identidad de cadena cuadrada [3|psp2|3] = [34](42)[23], también existe el
equivalente angulado, el cual seria (3|psp2|3) = (34)[42](23); simplemente notacién. Y se ha usado
que [3|p4|3) = [34](43) Ahora, si ponemos ps = —p; — p3 en (4.61) entonces el factor x, va ser:
(41)[13]
= 4.65

2 m(43) (4.65)
Notemos que para ir de una amplitud a otra, cambiar el momento tiene el efecto de p; <+ ps en
la amplitud, concluyendo que x no es unicamente definida. De manera similar para & pero con
un espinor de referencia |£] = p4|3), multiplicando este espinor de referencia a ambos lados de la
igualdad en (4.68), entonces

1

om (3lpa(p2 — p1)Ips), (4.66)

(3|paZ12|3] =

usando conservacion del momento, p, = —p; — p3, vamos a tener
1

5 (3lpa(=p1 = ps = p1)I3), (4.67)

T12(3[pal3] =

dando como resultado

2oL Blpap1)[3)
27 9m T (3lpal3]
_ 1 BIp1paf3)
m (3[pa|3]
1 (31)[14](43)
T m (34)[43]
1 (31)[14]

= (4.68)
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Ya mencionado el factor-x, ahora procedemos a definir los vértices de tres puntos con particulas
masivas; queremos encontrar las master formulas como la de (4.21) pero con particulas masivas
y espin espinores. Este reto lo resolvieron Nima Arkani Hammed, Huang y Huang utilizando el
concepto del minimo vértice definido de la siguiente manera [17], para particulas de helicidad
positiva:

12 2S5
M(1,,3",2;) = :chfﬁ%, (4.69)
donde las particulas masivas estan denotadas por la notacién en negritas, 1 y 2, ademas tienen la
misma masa y espin, donde el espin esta simetrizado. La ecuacion (4.69) va ser la notacion que
vamos a usar para describir amplitudes de tres particulas donde 3" en M se refiere a la particula
sin masa de helicidad positiva h; 1, se refiere al momento de la particula masiva y 25 al momento
de la antiparticula masiva, ambos de masa m, = m = mp. Con

(lp2|3]
z=- 3) (4.70)
aqui se puede ver que z transforma bajo el grupo pequeno del mismo modo si la particula 3 es de
helicidad +1. Entonces, el vértice (4.69) fue construido de tal manera de que tenga las propiedades
de transformacion correcta, ya que el factor x crece como potencia de la helicidad h y (12) crece
como potencia del espin 2S. Para particulas de helicidad negativa se define el vértice de tres puntos

como

2S5
M(1,,37" 2,) = @—h%, (4.71)
con
3
i= iﬁ;gf. (4.72)

Vemos que, Z se transforma como una particula de helicidad negativa, como se espera. Cuando
estos veértices,(4.69) y (4.71) , se usan para construir amplitudes de mayor orden, el espinor de
referencia ¢ puede escogerse independientemente de cada vértice, no necesariamente debe ser el
mismo de cualquiera de los dos vértices de la misma amplitud aunque al final del calculo se cancelan
asi como ocurre en el caso sin masa que vimos en (3.4.1). Un estudio del correcto comportamiento
de estos vértices en el modelo estandar, cuando se toma el limite de masa cero, m — 0, se presenta
en [146], donde se toman correcciones a la masa a primer orden. Ahora, veremos algunos ejemplos.
Consideremos la amplitud de dos quarks masivos Q y @ de espin S = +1/2, y un gluén g,
particula sin masa de helicidad h = +1. Entonces usando la formula (4.69), para un gluon de
helicidad positiva se tiene

M (1g,3%,24) = “’Zigf(f) (4.73)
— 2(12) (4.74)
- i‘i'qu; (12) (4.75)
_ ldl - %;?3) 3] 12 (4.76)
~ _(12) <QIp1IiLZ;é;1|p33] (477)
_ _<1272L<2]q|§>1|3] (4.78)
_ _<172n>22|31>|3] (4.79)
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donde se ha utilizado el factor x (4.70) en la linea (4.75) con £ = ¢, por simplicidad se escoge
la notacion para los momentos de las particulas masivas p; = 2, en la linea (4.76) se utiliza
conservacion de momento: p1 +p2+p3 =0 = p2=—(p1+p3) v {g|ps|3] = (¢3)[33] = 0, es
cero por ecuacion de Weyl o [33] = 0. Si escogemos ¢ = 4 en (4.79) vamos a ver que tenemos el
mismos factor x que se obtuvo por simetrizacion de los espinores de helicidad (4.65). Ahora, para
un gluén de helicidad negativa usando la formula (4.71) se tiene:

Ms (19,37,2g) = ::;12[%]123 (4.80)
_ 33<1>7:22(]:§é_)1 (4.81)
= #[12] (4.82)
= [12] [%2? (4.83)
_ w (4.84)
Gl .
= —W (4.86)
_ _“iﬁ'{;"f]7 (4.87)

donde se ha seguido la misma argumentacion que el célculo anterior. Si escogemos g = 4 en (4.87)
se tiene el mismo factor x que se obtuvo por simetrizacion en (4.68).

Hemos dicho que el factor x es exclusivamente para vértices de tres puntos o particulas, pero resulta
que hay una manera de ver amplitudes de cuatro particulas o cuatro puntos como un vértice de
tres puntos mediante el concepto del factor x. Consideremos una amplitud de cuatro puntos con
tres particulas masivas pi, p2, p4 y una particula sin masa ps.

D1 D3
p1+p2 = P
T12,4 =
D2 P4

Figura 4.2: Amplitud de cuatro puntos con factor 12 4; en el canal—s, las lineas rojas significan
particulas masivas; las lineas azules significan particulas sin masa

En este caso, queremos tener una amplitud con el factor x12.4 en el canal-s, donde los sub-
indices quieren decir que las particulas masivas p; y p entran hacia el vértice con momento pis
y la anti-particula va tener momento p4 con me = m; = my = m. Entonces vamos a calcular la
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amplitud de la siguiente manera

T12,4 = T12,4 X 1

. (p2 + p3)? —m?
=Ti124— 5 —

T u—m?)

P53+ 2(p2-p3) +p3—m
(u —m?)

2

=124

)

m?2 + 2(p - p3) — m?

(u—m?)
— 42(172 - ps3)
" (u—m2)
(23)[32]
*(u—m?)

_ 32](23)
= T12,4 (7

= T12,4

= T12

u—m?)
. LBIP213)
- m?)

(u—m?)

En la dltima linea se va aplicar la formula (4.51); ademas la conservacion de momento (p; + p2) =
—(p3 + p4) v la ecuacion de Weyl p3|3] = 0, entonces vamos a tener que

_ Blp2(ps — (p1 +p2))|3]
T12,4 = om(u — m?) (4.89)

[3lp2(pa + (p3 + p4))|3]

- 2m(u — m2) (4.90)
_ [3lp2(2p4)|3]

-~ 2m(u —m?2) (4.91)
_ [3|papa4|3]

= (4.92)

Por lo tanto, hemos obtenido la amplitud de cuatro puntos con tres particulas masivas y una sin
masa en el canal—s, se puede ver que queda expuesto la helicidad de la particula externa sin masa,
en este caso es de helicidad positiva:

[3p2pal3]
M(lpv 2y, 3+a 417) =T124 = m (4.93)

Para el canal—u vamos a tener un factor x denotado como 3 14, entonces

x2,14|3) = L((pl + pa) _pQ) 3]

2m
1
= om (—(pz +p3) — pz) 13]
_ ;12 |3]
~ om D2
1
= ——pal3] (4.94)
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Aqui simplemente se ha usado la formula (4.51), multiplicando el espinor [3|ps en ambos lados de
la igualdad, se tiene:

1
[3paz2,14]3) = —E[3|P4P2|3], (4.95)
entonces
1
T2,14[3|pal3) = —E[3|p4p2|3]7 (4.96)
lo que implica que
1 [3|papa|3]
= o Ay 4.97
P Bl (497

4.2.2. El decaimiento Z — f?

En el caso de amplitudes que involucran tres particulas se hace uso de las reglas y formulas
establecidas por Arkani, Huang y Huang [17].La amplitud para tal proceso toma la forma:

(31)[23]

M,
esta ecuacion se pude obtener usando las formulas maestras de Nima, Huang y Huang. Dicha
amplitud se puede encontrar en las tablas de Christensen [132, 146] . En la amplitud (4.98) el
neutrino se toma como la particula 1, el anti-neutrino como la particula 2, y el bosén z masivo
como la Particula 3. Hay dos formés de calcular la amplitud cuadrada, la explicita y la implicita.
Empezamos viendo la explicita, para esto se necesita calcular la amplitud para cada combinacion
posible de espin, luego elevar al cuadrado cada una de ellas y sumar todas las combinaciones. De
la ecuacion (4.98) se necesita determinar (31) y [23]. De la referencia [132] se tienen productos
espinoriales explicitas, en particular:

(v =vam (VES, () o

M= g5 (4.98)

G0 — e TVEi =P (cicj + 87s;)
[m } = \2E; < VB Tp; (es—se) (4.100)

En este caso, se considera el marco en reposo del bosén z. Tal como se muestra en la figura:

I
I
I
! @
7
I
I
I

e
p3 =0 P

Figura 4.3: Marco en reposo del bosén Z°, con momento p3
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La cinematica para la particula 3, boson Z, es p5 = 0, lo que implica que |p1| = |pa|. Ademas,
Fs = Eq + Es, ya que las particulas 1 y 2 no tienen masa, sus momentos son iguales £y = F5, por
lo tanto

£, _ M,

By=Ey=—2" =22 (4.101)

Usando (4.99) y (4.100), junto con la cinematica se tiene:

237] = /2 —VE3—0 (cox1+s5x0)
- \ VE3+0  (cax0—s5x1)

-V ( i )
-2 (7) (ar 2)
=M., (—c). (4.102)

B v 0(0 % cp —s181)
R W )

-V (i )
(A )
— M, <;1>. (4.103)

Ahora multiplicando (4.102) y (4.103) en (4.98) se obtiene:

(3'1) [2381]
M=TE | ((311) [28] + (3%1) [28']) /v2
: (321) [23?]

—s1 X (—c2)
=B | (s x (msh) e x () ) (VD) (4.104)
Z e % (=s3)

Como el neutrino y antineutrino van en direcciones opuestas, los angulos se simplifican, es decir:0y =
T —01y ¢o =7+ ¢1 : la amplitud queda

sen (0 ) cos (“—291) id1
M = gzvs M. (sen (%) sen (T58) ¢i®1e~ im0 — cos (%) cos (5 01))/\f
— cos (91) sen (%61) e—i(m+¢1)
sen? (71) exp (i¢1)
= Gz M. —sen (01) /2 . (4.105)
cos (91 ) exp (—ig1)

El primer renglén corresponde a la amplitud cuando el espin del bosén Z es -1 , el segundo renglon
corresponde a la amplitud cuando el bosén Z es de espin s = 0, y el tercer renglén corresponde
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cuando la amplitud tiene un bosén Z de espin s = +1. Posteriormente, elevamos al cuadrado cada
uno de los términos y los sumamos, lo que nos va dar la amplitud cuadrada:

M| = g2, M2 sen4( + — 5
01 1 01 0\ 01
_ 2 2 4+ (N 2 "1 %1 4( 1
= g, M, |sen (2)+2(28en(2>008<2)) + cos <2>]
0 0 0
2 1 2 1 4 1
<2>+2sen <2>cos (2)+cos (2)]
0 01\
_ 2 2 2 (Y1 2 (21
= oM (sen (2 ) + cos (2 >)

= gg’U’T)MS' (4.106)

_ 2 2
= g .M |sen

Por otro lado, la forma implicita implica conjugar la amplitud, multiplicar la amplitud por su
compleja conjugada, contraer indices de espin y sumar sobre ellos y aplicar identidades espinoriales
para reducir todo en términos masas. En el caso del bosén Z por ser una particula de espin 1,
entonces se necesitan 2(1) = 2 indices de espin su(2). Por lo tanto la amplitud (4.98) queda de la
siguiente forma:

4.107
2M, oM, (4.107)

. <<311> 287) | (3'1) [23@) |

la amplitud esta simetrizada, donde se usa el factor 1/2 en lugar de 1/4/2. El complejo conjugado
es

M, =g <—<3J2>[131] ~ (312) [13J]) 7 (4.108)

v oM, 2M,

entonces

I J J I
M= gt ((3 1) [237] . (371) [23 ]) y (<3J2> (137 | (312) [13J]>

2MZ 2Mz 2MZ 2MZ

o, <<3fl> (237] (3,2) [13/] N (31) [237] (3,2) [13,] +<3J1> [237] (3,2) [13/] N (371) [237] (3,2) [13,]

4M?2 AM? AM? 402
., ((8'1)[287](3,2)[13,]  (371)[23] (3,2)[13)
— e 2M? * 2M?
o, ((3'1)[137)(3,2) [237]  (23,)(371)[13/] [3'2]
- gzm} 2Mz2 + 2MZQ
. (2(193 'P;?\ZQ(PS p2) | (21(M) 213\4[; |(M2)] 2])
- (2(p3 'pﬁg(ps p2) <12>2[21]) (4.100)
= g%, (2 (ps 'Pj/‘)[g(m - p2) + 2 (p12' pz)) ) (4.110)
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En el marco en reposo del boson Z, se tiene

M, M,
=(—,0,0, — 4.111
P1 < 2 s Uy Uy 2 ) ) ( )
M M.
=|—=2,0,0,—=2 4.112
D2 ( 9 s Uy Uy 2 ) ) ( )
p3 = (M.,0,0,0), (4.113)
entonces
— M2 M2 M2 M?
IM* = g2, (QMQ + > (4.114)
M2 M?
2 z z
= o 4.115
gZUU ( 2 + 2 ) ( )

Vemos en el resultado (4.114) es similar al resultado que se obtuvo en la ecuacion (2.62). Podemos
concluir que usando el formalismo de los espin espinores en teorias constructivas podemos calcular
amplitudes de dispersion de una manera mas directa y eficiente, con un menor ntimero de pasos.

4.3. Relaciones de recursiéon, el caso BCFW.

Las relaciones de recursiéon nos proveen un método para construir amplitudes de mayor ntiimero
de particulas a partir de amplitudes de menos ntimero de particulas. En 1988 las relaciones de
recursion fuera de la capa de masa (off-shell) dadas por Berends y Giele [7] permitieron construir
amplitudes de partones de nm puntos a partir de amplitudes de menores puntos con una linea
externa fuera de la capa de masa. Este método continua siendo ttil como un algoritmo para evaluar
numéricamente y de forma eficiente amplitudes de dispersiéon. En esta secciéon vamos a revisar, y
luego aplicar los métodos modernos recursivos cuyos bloques principales son las amplitudes en la
capa de masa (on-shell). Los mas famosos métodos de recursion son las relaciones de recursion
de BCFW por Britto-Cachazo-Feng-Witten introducidas en 2005 [68, 69] . Si bien estos métodos
de recursion han sido bien establecidos en el caso de amplitudes que contienen particulas sin
masa completamente [154, 155, 9]; también se han hecho progresos significativos para el caso de
amplitudes con particulas masivas como las dadas por Sim6n Badger et al [156, 157, 158, 159, 160].
La idea clave detras de las relaciones de recursion de BCFW es utilizar el poder del anélisis complejo
para explotar las propiedades analiticas de las amplitudes de dispersion [9].

4.3.1. Teorema de Cauchy y desplazamientos complejos

Una amplitud M,, en la capa de masa (on-shell) es caracterizado por el momento de las parti-
culas externas, por la helicidad en el caso de particulas sin masa y por la masa y espin en el caso
de particulas masivas. En el caso en el que nuestra amplitud involucra particulas sin masa tanto
en sus lineas externas como en las internas (propagador), esto es p? = (0 para todo+=1,2,...n
por lo que conservacion de momento tiene la siguiente forma

> =0, (4.117)
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ahora se introducen n-vectores complejos rt’, aunque algunos de ellos pueden ser cero, se va cumplir
que

> or=o, (4.118)

=1

riori=0, ¥ i,j=1,2,...,n. 4.119
J

pi-ri=0, YV i (4.120)

En particular se tiene r? = 0 en (4.119) , en la ecuacién (4.120) no implica suma sobre indices i.
Los vectores r; son usados para definir a lo que le vamos a llamar como desplazamientos en los
momentos, esto es

pl=pl+2rt con ze€C, (4.121)

aqui el gorrito en el momento p!’ es la notacién que se va usar para describir que el momento de
la particula esta desplazado. Por la propiedad (4.118) la conservacion de momento se mantiene
del mismo modo que en (4.117), debido a (4.119) y (4.120) se tiene que p? = 0, asi que cada
desplazamiento en el momento estaran en la capa de masa. Si definimos que

P =>"pl, (4.122)
iel

donde el conjunto {p;}ics se refiere a uno de momentos genéricos no triviales, es decir, al menos
dos momentos y no més van a provocar que P? # 0, entonces P? es lineal en z, esto es:

2
pP? = (Z@) =P/ +22P - R con Rp=>Y m, (4.123)

i€l il
debido a que los términos que contiene 22 desaparecen por (4.119) se puede escribir

N P2 P2
PP=_-"L(z—2) con 2z L

= 4.124
zr 2P]~R[ ( )

De esta manera podemos considerar nuestra amplitud M,, en términos del momento desplazado p!'.
En particular, es ttil estudiar el comportamiento de lo que llamaremos amplitud desplazada como
funcién de la variable z; por construccién la funcion Mn(z) va ser holomorfica (4.11). La amplitud
con momento no desplazado se obtiene fijando z = 0, por lo que M,, = Mn(z = 0). En esta tesis
nos especializamos cuando la amplitud M,, es a nivel 4rbol, en este caso la estructura analitica de la
amplitud desplazada M, es muy simple y esta capturada por sus polos y estos estan determinados
por el intercambio de las particulas fisicas. Por lo tanto, la amplitud desplazada Mn(z) denota
una funcién racional de z y sus polos simples en el plano z estan todos ubicados lejos del origen
en z = 0 (ver [9]). Para ver que los polos son simples consideremos sus diagramés de Feynman. La
Unica manera en que podemos obtener polos es desde los propagadores desplazados 1/ 13127 donde
Py es una suma de un conjunto no trivial de momentos desplazados. Debido a (4.123) y (4.124),
el propagador 1/ ]512 da un polo simple en z;, y para momentos genéricos se tiene P? # 0 entonces
zr # 0. Para los momentos genéricos ningin diagrama de Feynman puede tener mas de una potencia
en su respectivo propagador 1/ 15127 y los polos de diferentes propagadores estan en diferentes lugares
en el plano—z. Por lo tanto, para un momento genérico, la amplitud M,, solamente tiene polos
simples y todos ellos estan localizados muy lejos del origen z = 0. Asumir localidad nos dice que las
amplitudes pueden ser derivadas desde lagrangianas locales asi que los propagadores determinan
los polos. Para estudiar la funcién holomorfica M"T(Z) en el plano complejo es comin elegir un
contorno que rodee el polo simple en z = 0, por lo que el residuo en estos polos se expresa en
términos de la amplitud no desplazada de la siguiente manera M,, = Mn(z = 0). Supongamos que
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el contorno que rodea a todos los deméas polos se deforma, entonces, segin el teorema de Cauchy,
podemos escribir

Mo (2)

z

My == Res._.. + B, (4.125)
P

donde B,, es el residuo del polo en z = co. Es habitual considerar B,, = 0 y esto se justifica con

mayor frecuencia demostrando la afirmacion de que

Mu(z) =0 para z— oco. (4.126)

Si se satisface (4.126), entonces decimos que tenemos un desplazamiento bueno (o valido). Este
fenomeno se llama comportamiento z grande de las amplitudes (Large z behavior), los cual nos
ayuda a saber si nuestra amplitud es correcta sin depender tanto de la comparaciéon con los dia-
gramés de Feynman. En (4.125) cuando tomamos zy como el polo entonces el propagador 1/ ]512 se
va a la capa de masa. En este limite, la amplitud desplazada se factoriza en dos partes, los cuales
estan en la capa de masa:

~ Z cerca e zZy ~ ]- ~
M, (z) 25292 o () EMR (2) = —
I

2

. 1 .-
o My, (1) F?MR (21), (4.127)

donde se ha usado la ecuacion(4.124); de esta manera es facil evaluar el residuo en z = z;, veamos
la Figura 4.4:

Figura 4.4: Residuo

El momento en la linea interna en la figura (4.4) esta en la capa de masa, P? = 0, las bur-
bujas azules representan amplitudes en la capa de masa con momentos desplazados evaluados en
z = 27, los que son conocidos como subamplitudes. La reglas para la linea interna en la representa-
cién diagraméatica (4.4) es escribir el propagador escalar 1/P? del momento no desplazado. Cada
subamplitud necesariamente involucra una cantidad menor de n—particulas, por lo tanto todos los
residuos en z pueden ser determinados en términos de amplitudes en la capa de masa con un menor
nimero de particulas que n. Esta es la base para las relaciones de recursion. Hay algunos trabajos
al respecto sobre como demostrar que una teoria se factoriza y se puede usar BCFW [147, 159]

4.3.2. Método de recursiéon Britto-Cachazo-Feng-Witten (BCFW)

4.3.3. Argumento general

En esta subseccién, vamos a usar la poderosa técnica de recursion de BCFW [68, 69], el cual
nos permite calcular amplitudes de mayor orden a partir de amplitudes de menor orden de una
forma recursiva. Vamos a verificar esto en las siguiente subsecciones 4.3.4 y 4.3.4 para gravitones
y gravitinos sin masa. Para nuestra discucién vamos a seguir de cerca las siguientes referencias
[4, 9, 131, 153, 161]. Las transformaciones de BCFW cuando todas las particulas involucradas no
tienen masa es

o) = 1), [il = [i] + 2Ll (4.128)
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Gl=1l 15) =15) — =0, (4.129)

con z siendo un numero complejo, y el simbolo de gorrito ¢ denota el momento desplazado de las
particulas ¢ y j. Los otros espinores permanecen sin cambios. Estas transformaciones preservan la
conservaciéon de momento

pi+ B = |D)il + 1717 |
= @)[il + 2Dl + )] = =18)[j |
— i+, (4.130)

Nuestra convencion es tal que la particula 7 se encuentra del lado izquierdo y j se encuentra del
lado derecho con respecto al propagador o linea interna. La férmula para el momento desplazado
de una particula relacionada a su propagador que esta en la capa de masa, es dado por:

b
P(z) = |P)[P| = Z Vk| = 2[9)[4], (4.131)

donde la suma aqui es sobre las particulas (a,b) que se encuentran en la mano derecha, asi que el
polo es obtenido por

o (i) 1139
R .

La formula de recursion BCFW que vamos a usar es el siguiente [4]

=Y M(@1,...,a=1,b+1,....,n— P")
a,b,h

1 ~
—  _M(P"=a,...b). 4.133
8 (pa + -~-pb)2 ( “ ) ( )

Debido al teorema de Cauchy, la parte derecha de (4.133) se factorizan en dos elementos de matriz;
un elemento de matriz derecho y otro elemento de matriz izquierdo, evaluados en el polo z = 2 ;.

El super-indice en P describe la helicidad del propagador o linea interna con momento P. La suma
corre sobre la helicidad y esta cambia de izquierda a derecha. La notacion (1,...,a—1,b+1,...,n)
denota las particulas que se encuentran del lado derecho del elemento de matriz y (a,...,b) son
las particulas que se encuentrna del lado izquierdo del elemento de matriz. La convencién para el
momento es que todas sean entrantes.

4.3.4. BCFW Yy la interacciéon de cuatro puntos en supergravedad N=1

Aqui vamos a utilizar la aproximacion constructiva introducidad en la seccion 4.1 para escribir
las amplitudes parciales de cuatro puntos de supergravedad pura. Para nuestro propoésito, vamos a
calcular las tres amplitudes parciales de cuatro puntos asociadas al efecto Compton de supergra-
vedad, el cual se muestra en la figura (3.5) de la seccion 3.5, usando el programa de las relaciones
de recursion de BCFW. Vamos a trabajar las amplitudes parciales usando la configuraciéon de he-
licidades M (1;7, 2, 3}1:, 4;) para todos los diagramas de BCFW. También vamos a usar en este

caso la notacion para diagramés de BCFW que se muestran en la figura (4.1).

Diagrama de BCFW A

En este caso tenemos dos diagramas de BCFW asociados al canal s14 y al diagrama de Feynman
A de la figura (3.5), los cuales se muestran en la figura siguiente :
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4+ 3+ 4+ f))+

b (a) 2 i (b) 2-
Figura 4.5: Diagrama de BCFW A

La configuracion de helicidades en la amplitud en la ecuacion (4.133) es

~ _3 3 — , sl o~ A .
Ma(1z 2,452,872 2,2) = M, (175,472, P~%) — M, (-P"3,373,272)
S14
~ 3 49 pys. 1 o~ s 3 .3 _ o
+ Mp(172,47=, PT2)—Mp(—P72,372,27°). (4.134)
514

Tomando el desplazamiento como i =1y j = 3, el cual es una combinacion (—, +). Entonces, las
transformaciones de BCFW llegan a ser

1) =11, [A] =1+ 233, (4.135)
Bl =1l 13)=13) - z55/1). (4.136)
Usando la ecuacion (4.132)el polo del canal s14 es
2 23)[32 2
2, = P2t ps) _ (BB _ (23 (4.137)

’ (12)[23] + (13)[33]  (12)[23] (12)

De acuerdo a la tabla (4.1), en (4.134), los términos M (173,472, P=%) and M(—P+3,3+3,272)
van a desaparecer, asi que solo nos quedamos con las contribuciones que vienen de la amplitud b

3,33 272) (4.138)

ES
—
>
Wl
S
=+
LN
o
ST+
wIY
]
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/)_—l\>
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+
LN
)
3
v
£
|
A

donde hemos usado resultados previos que vienen de la tercera columna de la tabla (4.1) (su-
primiendo los factores g123 y g123). A nivel de las amplitudes de tres puntos, los espinores con
momento —P y P estan relacionados por

|(=P)) =ilP), [(=P)]=ilP], ((=P)|=iP|, [(-P)]=i[P| (4.139)
En esta aproximacion los desplazamientos de momento de (4.131) toman la siguiente forma
|P)[P| = [2)[2] + 3)[3] — 255|113, (4.140)

Finalmente, aplicando ambos (4.139) y (4.140), el numerador de (4.138) llegan a ser

(2P)[P4] = (23)[34] + g;’i<21>[34]
= (23)[34] — (23)[34). (4.141)
Por lo tanto, la amplitud de (4.138) desaparece
Ma(12% 452,372 2,%) =0, (4.142)
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Diagrama de BCFW B

En este caso, tenemos dos diagramas de BCFW asociados al canal s;5 como se muestra en la
figura (4.6):

27 3+ 2_ 3+

i () at i~ (d) ar
Figura 4.6: Diagrama de BCFW B

Las correspondientes configuraciones en la amplitud es la siguiente
~ 8 .9 .48 4o\ 5,8 o o s 3 1 ~  ai3 .3 g
Mp(172,272372 47%) =M. (172,27, P 2)— M. (—P72,372,477) (4.143)
812
—~ ~ 1 — N
+ Mg(172,272 PT8)— My(—P7 2,375 472),
512

En este caso, vamos a considerar ¢ = 1 y j = 4, de nuevo usando la combinaciéon (—, +). Entonces
las transformaciones de BCFW llegan a ser

1) =11), [ =[]+ 25 404], (4.144)

Al =[4], 14) =14) - 254]1). (4.145)

el polo en este caso es
(34)[43] (34)
ko - _ . 4.146
4T 13)34  (13) (4.146)
El mismo procedimiento que desarrollamos anteriormente en la amplitud del diagrama de BCFW A,
es también valido aqui, por lo tanto solamente necesitamos calcular la contribucién de la amplitud

parcial d

Mp(174,272 373, 47%) = My(i~4,272, PrE) L My(- P 374,17)
__ g0 34
- P)(PL)? BHU3 [P~ P)3p
12)5[34]°

(4.147)

(2P)[P4](34)[43](1P)2[P3]?’

donde de nuevo vamos a suprimir los factores gi23 v g123 usando los resultados del tercer rengléon
de la tabla (4.1). El momento de la linea interna es

|P)[P| = |3>[3|+|4>[4I+g)§§|1>[4l- (4.148)

Por lo tanto, el denominador de (4.147) llega a ser
(2P)[P4] = (23)[34], (4.149)
(1P)[P3] = (14)[43]. (4.150)

141



Meétodos modernos de amplitudes: reescribiendo la Fisica de Particulas
4.3 Relaciones de recursion, el caso BCFW.

La forma final de la amplitud llega a ser

~ 3 3 12)6[34]
Mp(172,272 313 472) = < . 4.151

5( )= s sy a1 (4-151)

La validez de las relaciones de recursion de BCFW demanda que los términos de frontera desapa-

rezcan, es decir, B, = 0 en (4.125). El objetivo es mostrar que la amplitud desplazada desaparece

en el limite cuando la variable z es muy grande en (4.126). El desplazamiento del diagrama de

BCFW B es denotado por [14) y la amplitud desplazada va tener el siguiente comportamiento en

z

p(e) = 12034 (12)°[34] 1
MB) = o8 phy AT (2(8)(34) — =G E1? ~ = (4.152)

Podemos ver que Mp(2) tiene un polo en z = g—> Tomando el limite
Jim M (z) =0, (4.153)

demuestra que no tenemos polos en el infinito debido a B,, = 0, probando el hecho que [M> es una
buena eleccion de desplazamiento. Si escogemos el desplazamiento [12) , entonces las transforma-
ciones de BCFW son

1) =11, [ =[]+ =22, (4.154)
21=12, [2)=12)—=1). (4.155)
El comportamiento de la amplitud cuando z es muy grande con este desplazamiento es M B(z) =
L cuyo polo esta en z = {23) " Como antes, vemos que no tenemos polos en el infinito asi que

z (13)

[12) es un buen desplazamiento. El desplazamiento [34) induce el comportamiento Mp(z) ~ Z%
cuando z es muy grande, su polo esta en z = 24” de nuevo tenemos una buena eleccion para

el desplazamiento ya que la amplitud desaparece en z — oo. Por iltimo, el desplazamiento [32>
induce el comportamiento MB( ) = 2% cuando z es muy grande, haciendo que la amplitud explote.
Por lo tanto, la eleccion [32} no es una buena eleccion para un desplazamiento.

Diagrama de BCFW C

Tenemos dos diagraméas de BCFW asociados al canal s13 como se muestran en la figura (3.5):

3+ 2~ 3"

b (e) 4 1 (f)
Figura 4.7: Diagrama de BCFW C

La configuracion de de helicidades para la respectiva amplitud es

P M (P2, 272, 42) (4.156)
13

+ Mp(17%,373, P2

3

Mco(173,3%3,272 4+2) = M (172, 3%

o

LM p(—P2, 272, 472,
513
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Aqui vamos a escoger el desplazamiento ¢ = 1y j = 4, de nuevo tenemos una combinacion (—,+).
Las transformaciones de BCFW van a ser

1) =11), [l =[]+ 244, (4.157)

[l =4, 12 =14) - 234/1). (4.158)

Ahora, el polo es 2042 o0
. (24)[42] (24
254 = (12024] ~ — 12)° (4.159)

En este caso, ambos términos no van a desaparecer

Mc(172,3%2,272,4%2) =

Por otro lado, el momento en la linea interna es

|P)[P| = |2)[2] + [4)[4] + g;l;|1>[4la (4.161)
para el segundo término de (4.160), tenemos
(2P)[P3] = (24)[43] + <T;L;<21>[43] =0, (4.162)

por lo tanto, vemos que solamente el primer término de (4.160) va a sobrevivir, relacionado al
diagrama (e) de la figura 4.7, entonces de acuerdo a los resultados del tercer renglon de la tabla
(4.1), la amplitud va ser

(LP)>[P4]°[P4]

Me(172,378 272 4+2) = N , (4.163)
(31)2[42]2(3P)[ P2][P2](24)[42]
entonces, vamos a encontrar que:
<1P> [P4] = (12)[24] = —(13)[34], (4.164)
(3P)[P2] = (34)[42] + %(31”42], (4.165)
[P4]  (AP)[P4]  (12)[24]  (12)
P2 PPy ()2 (1) (4.160)
Sustituyendo los resultados de arriba en (4.163), la forma final de la amplitud es
Vi -3 3 52 2y _ <12>6[34]
Mc(172,3%2,272 472) = z<13><32> CYZTIER (4.167)

De nuevo, para estudiar el comportamiento de la amplitud cuando la variable z es grande, va-
mos a considerar todos los posibles desplazamientos. Empezamos con [14), entonces la amplitud
desplazada es

. (12)°[34] (12)6[34] 1
M == e = ~ -, 4.168
)= gy sy @iz — (13)B2)((2) — 2L~ 2 (4.168)
cuyo polo reside en z = %. Cuando z — oo, vamos a obtener Mc(z) — 0. Por lo tanto, la

ausencia de polos en el infinito nos dice que [M) es una buena eleccion de desplazamiento. El

143



Meétodos modernos de amplitudes: reescribiendo la Fisica de Particulas
4.3 Relaciones de recursion, el caso BCFW.

siguiente desplazamiento es [1?), induce en la amplitud el siguiente comportamiento cuando z es

muy grande Mc(z) ~ 2—12; en este caso tenemos dos polos: uno en z = % y el otro en z = %.

En el limite z — oo, la amplitud va desaparecer, por lo tanto [iﬁ> es una buena elecciéon para un

desplazamiento. Tomando el desplazamiento [34), la amplitud se comporta como Mc(z) ~ z%,

de nuevo observamos dos polos: uno en z = 24 y el otro en z = %. Por lo tanto [34) es

(23)
una buena eleccion para un desplazamiento debido a B, = 0. Finalmente el desplazamiento [32)
explota a la amplitud como Mc(z) ~ 25, entonces esta eleccién no es una buena opcién para un
desplazamiento. Por lo tanto, tenemos dos amplitudes parciales que contribuyen correspondientes
a los canales s12 y s13. Estas amplitudes son las interacciones de cuatro puntos entre gravitones y
gravitinos.

4.3.5. Desplazamientos de los momentos complejos en BCFW

En esta subseccion vamos a resumir todos los casos posibles de desplazamientos en los momentos
complejos cuando tenemos solo particulas sin masa, una combinacién entre particulas sin masa y
con masa hasta el caso cuando tenemos todas las particulas con masa siguiendo el programa de
Christensen [153]. Algunas aplicaciones de BCFW en el caso masivo podemos verlas en estos
trabajos [162, 163, 164].

a. Desplazamiento [i,j) con dos particulas sin masa

En este caso las particulas ¢ y j son las seleccionadas para desplazar sus momentos, como se
muestra en la figura (4.8) todas las particulas externas e internas no tienen masa.

k a

b

Figura 4.8: Diagrama de BCFW con todas las particulas sin masa indicados en color azul

Los desplazamientos cuando tenemos dos particulas externas sin masa, y el propagador también
no tiene masa, tenemos

i =[i|+2[1, (4.169)
) = 15) = =li), (4.170)
con el polo indicado por (kK] ”
Zp = TR k)] = Bk (4.171)
o escritos de otro modo:
= Til— Sik . .
N s i Sik . .
17) = 17) +1 >7<Z.‘pk 7 (4.173)
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En el caso en el que tengamos las particulas externas sin masa y la linea interna tiene masa

b

Figura 4.9: Diagrama de BCFW con la linea interna masiva indicado en rojo, y las particulas
externas sin masa.

En este caso el momento del propagador va ser

(i + pr)® = sik + 2p(ilpx | 4] = M2, (4.174)
(B +p1)* = 81— zplilpt | 4] = M?, (4.175)

donde M es la masa de la particula de la linea interna, esto nos va modificar el polo de la siguiente
manera;:

]\42 — Sik
2y = ik 4.176
P (ilpw | 4] (4.176)
Sjl —]\42
P = Ul 1 4.177)

por lo tanto los desplazamientos de los momentos de las particulas externas se modifica de la
siguiente manera:

T Z.i(sik_Mz) .
[i]= [z RGN VAL (4.178)
A s . (Sik_MQ)

b. Desplazamiento [i,j) con una particula masiva y una particula sin masa

Una generalizacion de los casos anteriores donde ahora tendremos una particula externa con
masa. Se toma el desplazamiento [i,j), la particula i el cual es masivo esta representado por un
espin espinor y la particula j el cual es una particula sin masa se representa por un espinor de
helicidad.

145



Meétodos modernos de amplitudes: reescribiendo la Fisica de Particulas
4.3 Relaciones de recursion, el caso BCFW.

k a

b

Figura 4.10: Diagrama de BCFW con una particula externa masiva, la linea interna masiva esté
indicados en rojo, y una particula externa sin masa indicado en azul.

Las transformaciones de BCFW en este caso van a ser
[ir] = [ir | +215 |, (4.180)
3) = 14) — 21 |i') (4.181)

donde I es el indice de espin que también aparece en el pozo z, asi como en el espin espinor. Estas
transformaciones satisfacen la conservaciéon de momento:

Bi+ ;= i) [l + [5)[j |
= |i") [ir 42| i) [ + 1) [d =2l i) [5 |
= [i") fir| + |5) [4 |
= pi +pj, (4.182)

también satisfacen las condiciones de capa de masa:

ili) {iﬁl}

47 [igdr] + 221 (') [i5] + 2025 (i) [j7]

m? (4.183)

la linea interna tiene momento (p; + px) = — (p; + i) donde las particulas i y j estan en lados
opuestos del propagador, entonces se tiene

(P + pi)” = m? +mi + 2p; - pi
—m? + m + (i py | i

=mi+mi + (i pr | i) + 21 (| pr | 4]
= M2 (4.184)

Por otro lado, el polo z, va tener la siguiente forma:

i 2
4= Gpal] O %) (4.185)
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si tomamos el limite cuando la masa tiende a cero, vemos que se recupera el polo de la ecuacion
(4.171), esto es:

e -
7 Gt = g 150
de este modo las transformaciones de BCFW van a ser
il=h [ij][j sip — M2
il=1] |+[j ool ] (siw — M?), (4.187)
ST 4 |J] sin — M2
7) = 14) Tloweldl (sik — M?). (4.188)

c. Desplazamiento [i,j) con una particula sin masa y una particula méasiva

En este caso vamos a desplazar el espinor [i | y el espin espinor ‘ j’ > Ya que es analogo al
anterior, vamos a ser directos.

k

b

Figura 4.11: Diagrama de BCFW con una particula externa sin masa indicado en azul, y el pro-
pagador y particula externa masiva indicados en rojo.

El desplazamiento [i, j) nos lleva a las siguientes transformaciones de BCFW:
Gl=T[il+"ls 1, (4.189)
jJ> = |5") = 2" i). (4.190)

El cual preserva conservacién de momento:

pot by = i) [il + ) lis |
= i) [ |+27]4) [jol + 157) [3s [=="]2) i |
= 1i) [il + §”) lis |
=pi + 1. (4.191)

En este caso el polo obtiene la siguiente forma
-J .
i
7= i) ~ (M? = i) - (4.192)
(ilprp; i)
Si tomamos el limite cuando la masa tiende a cero, entonces el polo se reduce a

Sy 0GRk [ki] (4.193)

(ik)[kjl(gi) [kl
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Ahora bien, las transformaciones nos van a quedar

g : (ilp; 2

i|= [i|—————= (85 — M*), 4.194

[¢|= [il el ( ) (4.194)

N s |2) (1) 2

=00+ G gy (5~ M) (4199
d. Desplazamiento [i,j) con dos particulas externas masivas y la linea interna sin

masa

En este caso tenemos dos particulas externas masivas denotadas por i y j, la linea internas no
tiene masa, como se muestra en la Figura:

b

Figura 4.12: Diagrama de BCFW con dos particulas externas masivas las cuales estan indicados
en rojo, y el propagador o linea interna es no masivo indicado en azul.

El desplazamiento  [i,j) nos lleva a las siguientes transformaciones de BCFW:

[if] = [ir | +2 lis |, (4.196)
j‘]> =[i’) =4 |i"). (4.197)

Cuyo polo es calculado mediante la expresion:

Jo (mi [igg”] + (t| pr | 37]) sin
r (m; [ixi™] + (x| px | §4) X pr | ju) (4.198)

al tomar el limite cuando la masa tiende a cero, se tiene

g Ailpx | 5] Glpw | 4]
1 Tilpe 11 Gl 1) (4.199)
_ ] (4.200)
- —[[Z;]]. (4.201)
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con el polo z, las transformaciones de BCFW van a tener la siguiente forma:

m [ij?] (s | + Gl pe | 37] [ |

[ir | = [+
mgm;
= g 2™ [i [ —m; (ir| pr
mim;
1,
=—— (it| pr, (4.202)

?

”:J> . ’J> _m ’i1> [i[j‘]] + ’i1> (ir| px |_]J]
il)=li Ty

1
N N N . sJ
=i’ o (pi + i) 1i’]
1
_|sJ . «J
=i’ + _ (pj +p0)li’]
1,
_ . 4.203
mjszJ ] (4.203)

e. Desplazamiento [i,j) con dos particulas externas masivas y la linea interna masiva

En este caso tomamos las particulas masivas como ¢ y j, ambos de la misma masa del mismo
modo que la linea interna, asi como se muestra en la Figura:

k a

b

Figura 4.13: Diagrama de BCFW donde las particulas que consideramos son todas masivas, indi-
cadas por lineas rojas

El desplazamiento [i, j) nos lleva a las siguientes transformaciones de BCFW:

| = [ir | +27 s |, (4.204)
37 = i"y — & |if). (4.205)
donde el polo es
CJ 2 _ :
A = f(n;—Sk) : (4.206)
Cr (1% pk |JL}
con

C}I =m (sij — ml2) (su - mz) [inJ} + (sijsl-l - mzmlz) (i1| pr |jJ] +m? (sij - mlz) [il \pk|jJ> .
(4.207)
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Con toda esta nueva informaciéon ahora podemos explorar procesos més complicados que involucren
un namero n de particulas a nivel &drbol, sin importar si estan relacionados con miles de diagramés
de Feynman.

4.3.6. BCFW masivo y el proceso pp — ttH

Esta subseccion vamos a poner una parte del trabajo que se hizo en colaboraciéon con el Dr.
Manfred Kraus acerca de como calcular las amplitudes de dispersion a nivel arbol del proceso
pp — ttH los cuales son necesarios para obtener la contribucion al orden de NNLO. A nivel
arbol, se necesitan alrededor de 678 diagramés de Feynman para calcular a la forma tradicional
los siguientes procesos

qq — ttH,
gg — ttH,
qq — ttHg,
gg — ttHg,
qq — ttHgg,
qq — ttHqq,
qq — ttHQQ,
gg — ttHgg.
Este trabajo sigue en proceso y se va publicar como [71]. En este caso, se necesitan 11 amplitudes

de tres puntos a nivel arbol como se van a mostrar a continuaciéon. Tenemos las amplitudes de tres
gluones

Ms(17,2:,35) = 12 Ms(1F,25,37) = (12" (4.208)
90 %900 T gg) 31y TP e T e ) T Tag)(31)” '
La amplitud para dos quarks sin masa y un gluén son
Ms(1,,3,,25) = (31)" Ms(1,,3F,25) = [23]" 4.209
3(qvqu)_<12>a S(qvgaq)_[lz}' ( )

Cuando tenemos una particula sin masa y dos particulas con masa, se hace uso del factor-x que ya
vimos anteriormente en 4.2.1, asi que las amplitudes para un gluén y dos quarks son [17, 130, 146]:

—i + gy = 2B — oy _[12]8[1l]
M;(14,37,29) (@) M;(14,3;,2,) mglq3] (4.210)
: L (a2)(r(1y3] , ~ooy L [12(3[1]r]

_z/\/lg(lt,3;72t)——7mt<r3> , —z_/\/lg(lt,?)g,2t)——7mt[r3] . (4.211)

En el caso cuando tenemos tres particulas masivas, la amplitud para dos quarks y el boson de
Higgs es [146]:
—iMs(14,35H,27) = (12) + [12]. (4.212)

En la ecuacion (4.212) cuando la masa del quark tiende a cero entonces vamos a tener que
—iMs(15,35,2) =[12], —iMs(1;,34,27) = (12). (4.213)

Para ir calentando motores y calcular amplitudes usando los desplazamientos masivos que vimos en

la seccion ?7?, consideremos el proceso My(1g, 47, 3;‘, 2@) el cual es una amplitud de cuatro puntos
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con dos particulas sin masa y dos particulas masivas, vamos a escoger el siguiente desplazamiento
[4,3), esto va inducir las siguientes transformaciones de BCFW

[A1=[4]+[31], (4= (4], (4.214)
[3) = 13) — 214),  13] =13]. (4.215)

El diagrama de BCFW es el siguiente[29]:

1o 2@
Figura 4.14: Diagrama de BCFW para el proceso M4(1Q,4;, 3;, 2g),donde i =4, j =3, k=1,
[ = 2. Para los bosones sin masa los vamos a denotar con la linea curveada en verde.

Entonces para ilustrar BCFW masivo, la amplitud va ser calculada de la siguiente manera:

4]1|3] 1 —(P2)(4|P|3]
x ) x ( m(43) )

1 ok
_ [1P]<4|1|3]<P2><4QJPI3]7 (4.216)
m?2s34(s14 — mQ)

donde se han usado las amplitudes (4.210). Usando la siguiente propiedad vamos a simplificar el
resultado [132]:

(P2)(4|P|3] = —[3|P|2)(4P) + [3/P|P) (42)
— —[3] = (ps + p2)|2)(4P) + (—m)[3P)(42)
= [3lp212))(4P) — m[3P)(42)
= —m[32](4P) — m[3P](42)
= m((P4)[32] + [P3](42)). (4.217)

Donde P = —(p3 + p2) = p1 + ps y se han usado las identidades (3.215). Entonces la amplitud se
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convierte en

m{4]13] ([1P]<P4> 32] + [1P][P3] <42>)
m?sz4(s14 — mﬁg)
m(1113] ([1](p1 + pa)|4)[32) + m[13](42) )
m?s3q(s14 — mp)
m{4]13] (m<14>[32] +m[13] <42>)
m2s34(s1a — m)
(41113] ((14)[32] + [13](42))

= . 4.218
m2534(314 - m2Q) ( )

My (1Q74 37 ):

g’r7g>

Entonces, para obtener el residuo, es decir, la amplitud correcta debemos desplazar los momentos
de la amplitud con las transformaciones de BCFW dadas por (4.214) vamos a tener que la amplitud
correcta es

(1113 ((14)[32) + (13](42))
m2s34(s1a —m é)
(41113] ((14)[32) + [13](42))

— , 4.219
m2534(514 — m%) ( )

My =

este resultado es similar al que se obtiene en la referencia de Campbell y Ellis [130].

Amplitudes de 4-puntos

Las siguientes amplitudes que necesitamos son las de 4-puntos, en este caso vamos a tener 4
amplitudes de 4 puntos. Para nuestro proposito, solamente vamos a considerar amplitudes con una
particula externa sin masa como esl caso de un gluén y la linea interna masiva en este casi va
ser el quark top t. Estas amplitudes son A% (1,5, 23‘, 3, 4H) yA™ (1t7 2,,35, 4H), en el canal-s las
amplitudes fueron obtenidas primero por Christensen, et al. [153, 161]:

A;r (1t7 2:;) 3fa 4H) =

)

T, (LS4 mISPt) < L2208 + (182 i 2)
VEM,S, (s = m3) (u—m?)

(4.220)

emegs T, " (mi<12><32> + m(32)(2lpa 1] + mi (12)(2[pa[3] + [13]<2|p3p4|2>) .

\/iMwa (S - mt2) (u - mt2)

A; (]-ta 2;a 3[3 4H) =
(4.221)
Vamos a tomar las amplitudes de 4-puntos ffgH de la referencia [161]. Es posible obtener estas

amplitudes para los canales t y u mediante las técnicas del factor-z, y su comportamiento cuando
la variable z es muy grande se estudia también en [153].
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4 _
3+ , 3
/7
/7 g //
g 7 ¢t JH 7 t  JH
—  —
P P
t 7 t i
1 (a) 2 1 (b)

Figura 4.15: Diagramés de BCFW para A(1, 3?, 2;,45,)

Otras amplitudes utiles de 4-puntos son A4 (1, 2¢, 35 4,14[) los cuales contienen dos quarks mé-
sivos y dos quarks sin masa como lineas externas

1, 37

Figura 4.16: Diagramas de BCFW para A4 (1, 27, 3%, 47)

q°’q

Las amplitudes van a ser [130]

Mi(1g, 20,3, 47) = 132+ [14]32), (4.222)
534

Mi(1g,20,3F 47) = LB+ [13]042), (4.223)
543

Amplitudes de 5-puntos

Las siguientes amplitudes que se requieren son las de 5-puntos, estas se obtienen al usar la
forma constructiva, es decir, van a resultar de pegar las amplitudes de 3-puntos con las de 4-

puntos conectadas mediante un propagador con polos simples. Los diagramas se muestran en la
Figura:

153



Meétodos modernos de amplitudes: reescribiendo la Fisica de Particulas
4.3 Relaciones de recursion, el caso BCFW.

4;

3 2ha ’

(b) ‘ (c)

Figura 4.17: Diagraméas de BCFW para las amplitudes de 5-puntos: a) M(lflt, 2F,3,,47,551), b)
M(1F,2F .34, 45,55), c) M(1F,2F .3, 4;,55).

PREE g “g>

Para ilustrar como calcular una amplitud de 5-puntos usando BCFW, nos enfocamos en la

amplitud M(l;r, 2;, 3:,47,5) inciso b, como se muestra abajo en la Figura 4.18 [71]:

4z
34

+
2?
Figura 4.18: Diagrama de BCFW de 5-puntos

La amplitud correspondiente al diagrama de BCFW de la Figura 4.18 es

X M(3t74f7 7P+ 2:F)

M5(1+ 21% 3t74f75H) :M3(1;;75H7P§+) X q 1 4q

q7'7q° (810 _ m%{)
{<3| — P)[24] + [32]<—P|4>}
(s15 —m3) (834 — M?)
. —[1P](P3)[24] + [1P](P4)[32]
B (s15 — m3;) (830 — M?)
[1]P3)[24] + [1](p1 + p5)|4)[32]

(s15 — M) (s34 — M?)

_ —[1lps[3)[24] + [1|p5[4)[32]
(s15 — M%) (s34 — M?)

El desplazamiento que escogemos es [i, Q>, esto nos da las siguientes transformaciones de BCFW:

= [1P] x

(4.224)

2) =12) —2[1);  12] = |2], (4.225)
[ =[] +=[2); =] (4.226)
El polo en este caso tiene la siguiente formas:
(i|pxd] (1]ps|1]
=7 T == . 4.227
P i) T (sl (4:227)
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De este modo la amplitud desplazada va tener la forma:

Ms(15,25,3,,45,50) = —— [(ﬂfj |E>5g,])ts£|€5i\? 2[?2] (4.228)
—[15](53)[24] + [15](54)[32]
B PRy VY R (4.229)
calculando la contribucion [15], se tiene
TR — _ (1]ps[1]
5] = (111 7,012 19
_ ) (ps[1]
= g
_ (15)[51]
=151 = (15)[52] 25]
=0. (4.230)
Por lo tanto, el residuo o la amplitud desaparece
Ms(1F,28,30,45,55) = 0, (4.231)

el resto de resultados de las amplitud van a aparecer en el trabajo que lleva por nombre Analytic
Tree-level Scattering Amplitudes for pp — ttH production [71].
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Capitulo 5

Conclusiones

Hermoso el tiempo que habian vivido, a
pesar de los maltratos y desvelos.

El inicio desde abajo. La construccion de
la amistad- Las ensenianzas de sus
maestros. La angustia por la vida de Leo
pendiendo de un haz de protones.

El viaje al CERN. Las clases de fisica.
Claren. Dichoso aquel que puede disfrutar
del aprendizaje, le dijo la maga, con tanto
por hacer, puedes llegar tan lejos como las
ondas gravitacionales y descifrar el ritmo
de las particulas y las estrellas.
Constancio sinti6 el llamado del universo.

El muchacho que sonaba con el bosén de
Higgs, J. Lorenzo Diaz Cruz

En este capitulo presentamos las conclusiones del trabajo que se hizo durante los 4 anos del
doctorado, estas son las siguientes:

En este trabajo de tesis revisamos varios ejemplos de procesos de dispersion, uno de estos
fue el proceso de dispersion ete”™ — ptpu~ a nivel arbol, primero con particulas sin masa
involucradas, como ejemplo de célculo de una amplitud para ilustrar el formalismo de los
espinores de Weyl. Observamos en (3.66) y (3.29) resultados mas directos en comparacion
con el método tradicional de Feynman de cuatro componentes donde se usa la tecnologia de
las trazas [1]. Las amplitudes cuyas configuraciones de helicidades tengan a lo méas dos helici-
dades positivas o dos negativas como en (3.65), son nombradas Mazimum Helicity Violating
(MHYV, por sus siglas en inglés) [7]. Estas son las tnicas amplitudes que contribuyen en los procesos.

Por otro lado, también calculamos este proceso usando la forma tradicional de los diagramas de
Feynman con todo y el calculo de trazas. Posteriormente en la seccién 3.6.3 calculamos el mismo
proceso pero ahora con la extension de los espinores de Weyl conocidos como espin espinores que
son los objetos que sirven para calcular procesos de dispersion que involucran particulas masivas,
utilizando el método hibrido; esto es, primero se calcula la amplitud con las reglas de Feynman y
luego se cambia de variables de espinores de Dirac de cuatro componentes a los espin espinores,
obteniendo resultados similares en (2.121) y (3.250), pero con un ntimero menor de pasos, siendo
los espin espinores mas eficientes y directos.
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Hemos demostrado que nuestros resultados para tres y cuatro amplitudes para la interacciéon
del gravitino y gravitén en supergravedad A = 1, coinciden ambas perspectivas, es decir desde los
métodos de amplitudes y el analisis convencional de las reglas de Feynman. Para las amplitudes de
tres particulas, primero aplicamos la formula maestra, el cual fue obtenida en la literatura desde las
propiedades del pequetio grupo o little group en ingles [10, 133]. Usando esta formula, tenemos dos
configuraciones de helicidades correspondientes a dos amplitudes de tres puntos que son diferentes.
Uno es para la interacciéon gravitino-gravitino-graviton y el otro es la interaccion graviton-graviton-
graviton. Suprimiendo todos los factores de constantes de acoplamientos, mostramos que estas
interacciones poseen la misma estructura matemética como aquellas que se obtuvieron por la
contraccién los vértices de tres puntos de KLT para las interacciones de gravitino-gravitino-gravitén
and graviton-graviton-graviton, reglas derivadas por Bjerrum-Bohr and Engelund [113], con sus
correspondientes tensores de polarizaciéon los cuales pueden ser escritos en términos de espinores
de helicidad sin masa. Para obtener las amplitudes de cuatro puntos para el efecto Compton en
supergravedad a partir de las amplitudes de tres puntos hicimos uso de las técnicas de recursion
BCFW el cual forma parte de los métodos modernos de amplitudes. Curiosamente, los resultados
son similares si usamos las reglas de Feynman de KLT [113] para calcular las amplitudes para cada
diagrama de Feynman después se reescribe todo en términos de espinores de helicidad. Acerca del
calculo de amplitudes del gravitino a orden de loops, uno puede decir que en un nivel practico
dichas correcciones serian mas bien pequenas, ya que estamos tratando con efectos gravitatorios.
Sin embargo, desde una perspectiva formal, es un problema relevante. Contribuciones recientes a
estos temas de extender supergravedad han sido evaluados en [64], y permanece como un problema
abierto para identificar posibles divergencias en supergravedad N = 4. En el caso de un gravitino
masivo, luce bastante complicado calcular a orden de loops, pero bastantes herramientas como
los métodos unitarios, KLT, etc. estan disponibles para tratar de simplificar el problema. Posibles
exploraciones a lo largo de esta linea se dejan como trabajo a futuro. Entonces enfatizamos que es
mas facil calcular amplitudes incluso de una teoria muy complicada como supergravedad mediante
los métodos modernos de amplitudes que el analisis convencional de las reglas de Feynman, lo cual
podemos ver resumido en la Figura 5.1.
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Efecto Compton SUGRA

(Caso sin masa)

Y

Accion de SUGRA g Amplitudes de ; Grupo pequeno
- _ dispersion LG
N=1, D=4
Reglas de Feynman Teorias'
KLT constructivas
Diagramas de Interacciones de
Feynman 3-puntos
Formalismo de Relaciones de
espinores de helicidad recursion BCFW

Y

MTotal ’>>—__ MTotal

Figura 5.1: Feynman vs BCFW, para N=1en D =4

Los desplazamientos que vimos en la seccién 4.3.5 funcionan de muy buena manera utilizando
las teorias constructivas para muchos casos donde tenemos particulas externas sin masa tanto con
una linea interna masiva como una sin masa, excepto cuando tenemos particulas externas masivas
y la linea internas sin masa; en este caso tenemos que darle masa a la linea interna por ejemplo un
foton o gluén masivo, calcular la amplitud de este modo y luego tomar el limite cuando la masa
tiende a cero. Todo esto para hacer coincidir los resultados obtenidos con aquellos que se calculan
mediante el analisis de las reglas de Feynman, asi como se muestra en la Figura 5.2. Para el caso de
ttH fue suficiente solamente usar los casos a), b) y ¢), para calcular las amplitudes. Para resolver el
caso e) hay algunas propuestas tales como [165, 166]. En nuestro caso intentamos resolverlos desde
el punto de vista de la contraccién entre grupos pequenos tal como vimos en la seccion 1.5, dicho
trabajo sigue en progreso en [31, 96], para tratar de entender si una teoria sin masa esta dentro de
su teoria masiva o son completamente independientes, en el contexto de la discontinuidad de Van
Damn-Veltman-Zakharov [167, 168| tal como se muestra en la Figura 5.2.

159



Conclusiones

[ )

i—\[i,IJ')/
2 BN
i [, 7)

I RS
o [z,la“’>/
>
i [il,lj']>/
@ > I

v/
v/
v/
v/
£

Figura 5.2:

Teoria masiva

Teoria sin

Por altimo, en este trabajo se presentaran los aspectos elementales de supergravedad global N =
1 de forma accesible utilizando el formalismo lagrangiano en la secciéon de apendices. En particular,
se demostré que la accion de Rarita-Schwinger para el gravitino (1), asi como la de Einstein-
Hilbert para el graviton (h,,), las cuales conforman supergravedad pura N = 1, son invariantes
ante difeomorfismos y transformaciones supersimétricas globales. Los calculos realizados de manera
explicita de estas invarianzas permiten que un estudiante o alguien interesado en supergravedad

pueda verificarlo por si mismo.

160



Apéndice A

Invarianza de supergravedad N =1
ante difeomorfismos

En teorfa cuéntica de campos uno deriva las interacciones de la teoria mediante el uso de la
invarianza ante transformaciones de norma, el llamado el principio de gauge, mientras que en gra-
vitacion el equivalente es la llamada invarianza ante difeomorfismos, la cuél consiste en la libertad
para elegir el sistema de coordenadas, ésta invarianza se extiende naturalmente a supergravedad
global. En esta subsecciéon demostramos evidentemente que la acciéon Ssygra es invariante ante
transformaciones de norma (difeomorfismos) [169]. La transformacion de norma correspondiente a
la accion de Rarita-Schwinger es

oWy = O, (A1)

donde 7 es un parametro fermionico, mientras que para la acciéon de Einstein-Hilbert se tiene la
transformaciéon

Ochyuy = Op€, + Ouey,. (A.2)

siendo €, un parametro bosonico. A continuacion, se verifica que las transformaciones de norma
(F) v (A.2), dejan invariantes la accion (3.98) y la accion (C.24), respectivamente. La variacion del
lagrangiano de Rarita-Schwinger Lgg ante la transformacion (F) es la siguiente:

1 - 1 _
0nLrs = fie“”fw%%(ap\pa)(dn\pu) — Ee“yp”*ys'yu\llﬂ(apén\lla)
]' vpo T
= *geu r 75%‘1’u(3p3077)

= —;e“””"%%{ap[%(@an)] - (ap\i/u)(affn)}’

donde en la segunda fila se utiliz6 la ecuacién de campo (3.99), y en la dltima se aplico la regla de
Leibniz. Posteriormente notamos que

P (0p W) = €757, (0, Vo)
= "7 y5, (8;)\1’0)
=0, (A.3)

donde al final se utiliza nuevamente (3.99). Asi pues, la variacion del lagrangiano de Rarita-
Schwinger ante transformaciones de norma es la siguiente:

1 _
57]£RS = 7§€HVPJFY5’YVap[\IJH(aG77)]7 (A4)
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y siendo una derivada total implica que 6,Srs = 0. Por otro lado, la variacién del lagrangiano de
Einstein-Hilbert Lgp ante la transformacion (A.2) resulta

1 1 1 1
deLinm =—3 (&Rﬁy - QnmERL> W= (Rﬁu - QmWRL) (6chH)

_ 1 L 1 nv L
- 4h(5€R ) 2h (65Ry,1/)7 (A'5)
donde usamos la ecuacion de campo (C.25). Es posible notar que

§RY = 0P07 (8chpo) — NP0 (3chagp)
=070 (0peo + Onep) — NP 00, (Ounes + Dpea)
=0, (A.6)

de igual forma vamos a tener,

6.RL, = %[aAaﬂ((sehM) + 020, (5. hn) — O(8.h) — 9,0, (5.1)]

1
inAv [8H87(56h)\V) + 8V8’Y(65hku) - 8’78)\(5ehuu) - 8ual/(6eh'y)\)]

1
577)‘7 [0,0+(0x€r + Over) + 0,0, (0xe, + uer) — 0405 (06 + Ovey) — 0,0, (Oyex + Orey)]

1
= 577)@ [aua'yaue)\ - Qﬁ,,ake,y]
=0 (A7)

donde se utiliza la propiedad conmutativa de las parciales y n*7 = 7*. Por tanto, sustituyendo las
dos ecuaciones anteriores en la variacion del lagrangiano de Einstein-Hilbert (A.5), se tiene que la
variacion ante transformaciones de norma es nula:

5L =0, (A.8)

lo cual implica que §:Sgy = 0. Dado (3.100), se prueba que el cambio en la accion de supergravedad
global ante transformaciones de norma es nulo, es decir, la accion global de supergravedad es
invariante ante difeomorfismos,

On,eSsuGra = 6ySrs + 0eSen = 0. (A.9)
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Invarianza de Squygra ante SUSY
global

Por otra parte, para verificar que la teoria es realmente una teoria supersimétrica, tenemos
que verificar que las transformaciones que conectan los campos del gravitén h,, y del gravitino
U# dejen la accion de Ssygra (3.100) invariante. En esta subseccion demostramos que la accion
Ssucra global es invariante bajo transformaciones supersimétricas globales. Para la accion de
Rarita-Schwinger se tiene la siguiente transformacion

0eV,, = —iX""0,h, Lk, (B.1)
donde ¢ es un parametro espinorial de Majorana y X7 esta dado por
T Z T T
=50 =) (B.2)

Mientras que la transformacion correspondiente a la acciéon de Einstein-Hilbert esta dada por
i
56(’7/#\1111 +’VV\IJH)' (B3)
A continuacion se verifica que las transformaciones de supergravedad (B.1) y (C.28), dejan

invariante la accion (3.98) y (C.24), respectivamente. Comenzamos con la variacion del lagrangiano
de Rarita-Schwinger (3.98), ante la transformacion de supergravedad (B.1):

Sehy = —

1 - 1 _
O0¢Lrs = =557 (0pWo) (0 W) — 5757 W10, (9 Vo)
i _
= 5V TE Y59 W (0p0r Do), (B.4)

donde en el primer renglon se eliminé el primer término con la ecuacion de campo (3.99). Poste-
riormente, usando la siguiente identidad:

i€ sy, = AP = Pyt = AP PN (B.5)
y que eP7HY = etP9  podemos reescribir la ecuacion anterior, obteniendo

1
0¢Lrs = §EA75(7"V”7" — I = nTHyP L PPy )W (D,00 o)

1 _ -
= 32V (17U 0,00y = 770,00 )

1 - _
§ZAT§{VUap(\I/p8)\hTU) - ,ypap(\pcra)\hﬂf)}’ (B'6)
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donde se utiliz6 la regla de Leibniz para derivadas y la condicién de reducibilidad (C.34). Final-
mente, la variacion del lagrangiano de Rarita-Schwinger ante transformaciones de supergravedad
es la siguiente:

1 - _
6¢LRrs = Qz”gap{(yaxpp - ypwa)aAth}. (B.7)
es decir, es una derivada total, por tanto 6:Sgs = 0. A continuacién verificamos que la transfor-
macion de supersimetria (C.28) correspondiente al graviton, deja invariante la accion (C.24):
1 L 1 Ly pv
6&‘CEH:56{_§(RMV_§T}HVR )h }

1 1
= 1% (hR*) — 50 (W RL,) . (B.8)

Procedemos a calcular los términos de forma independiente:
6¢ (hR") = (0¢h)R" + h(6R")
= h[0"0,(6¢h™,) — D(0¢h)]
=0, (B.9)

donde es evidente que R = 0 es una consecuencia de la ecuacion de campo (C.25), y que cualquier
término del tipo 0,(d¢h7,) se elimina, ya que contraemos el indice de la parcial con d¢h*,, y esto
lleva a las condiciones de irreducibilidad (C.34) y (F.54), las cuales son cero. Ahora calculamos el
otro término en (C.38),

Ge (W RE,) = SOcb (0,0,7, + 0,0, — 0,0,h — Ohy)]
_ %(&h“")(aﬂavmu + 0,05k, — Budyh — Ohy) — %h“”lﬂ(éghw)
_ %(55h“")8u(287h7,/ —Oh) — %(Qh“”)mhw, - %h““l](éghw)
= 0, {(5ch™) (0,17, %6,,]1)} - %(MW)MW _ %h#ﬂm@hw), (B.10)

donde se utiliz6 que los términos de tipo 0(d¢h?,) y d¢h se anulan (dado que h = n**h,,,
la variacién de supersimetria aplicada a este escalar da como resultado una contraccién como en
(C.32), la cual es cero). Sin embargo, notemos que,

Ol (8h™)] = O [(Ohy) (Beh™ ) + Ty (Dr5ch™)]
= (BchH™) Oy, + 2D3hy) (0 5eh™) + D(Fch™), (B.11)

luego, renombrando algunos indices y sustituyendo esta ecuacion en la anterior podemos reescribir
(B.10), obteniendo lo siguiente

1 1
O (W' Ryy) = O (0eh"s) (O, = 500h) = 505lhyu (Beh™ )1} + (Oahyu) (00ch™™). (B12)

Ahora analizaremos el ultimo término, aquel que no se encuentra adentro de la derivada total
en(C.42), procedemos de la siguiente forma, observemos que:

M (Oehyu ) (ONIH)] = (07 8¢hyn ) (DN + (Sghyu ) OB
= (Db ) (D 6eh™) + (Sehy ) (0P + 00, B — 09¥h),  (B.13)

donde usamos la ecuacion de campo (C.25), escrita de forma explicita. Sin embargo, notemos que

0 [(Behn) (0,17)] = (8¢h) (870,17, (B.14)
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9" [(0¢hy ) (0" h)] = (6¢hyun ) (8" Dy 1), (B.15)

donde se anulan los primeros términos en cada ecuaciéon puesto que contienen factores del tipo
0" 0¢hy,,. Con lo anterior reescribimos (C.43) de la siguiente forma:

(Onhyu ) (00 h) = OM[(Sehyun ) (OxBH)] — 0" [(S¢hyun) (20,077 — 7 )]
= OM(Sehyuw ) (ONRM) — (8¢hr, ) (20,77 — 97 h)). (B.16)

Finalmente, haciendo algunos cambios de indices y sustituyendo (C.46) en (C.42), obtenemos lo
siguiente

S (W RY,) = 8A{(55hw)(%6"h — 0,h") + (Oehyu,) (OahH) — %&[hw(&gh‘“’)]}. (B.17)

Y para concluir, sustituyendo (C.39) y (C.47), en (C.38), se obtiene la siguiente expresion en la
variacion del lagrangiano de Einstein-Hilbert,

1 1 1 1
SeLin = M (Fehan) (50,10 = 20°h) + 30Alhy (Feh™)] = 5 (Behyu)(:07)}, (BS)
1 1 1 1
= P {(Beha) (50,17 = 30" + h (9Sehy) — 7 (Onh")(Oehy) }- (B.19)

Sustituyendo (C.28), en la ecuacion (C.48), se obtiene que la variacion del lagrangiano de Einstein-
Hilbert ante transformaciones de supersimetria es equivalente a la derivada total:

' 1
0eLpn = 158’\{(7,\\11,, + %\I',\)(ia”h — 0,h") + W, 0\R" — h‘“’@,\%\IJV}, (B.20)

lo cuél implica que 0¢Spp = 0. Asi pues, dado (3.100), se demuestra que el cambio en la accion
de supergravedad global ante transformaciones de supersimetria es nulo, es decir, supergravedad
es invariante bajo SUSY global,

0¢Ssuara = 0¢Srs + 0¢Spn = 0. (B.21)
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Apéndice C

Supergravedad N =1en D =4 en
dos componente

En este apéndice, presentamos la invarianza de la lagrangiana supersimétrica global de N =
1 para el gravitéon y su pareja supersimétrica de espin % , el gravitino, bajo transformaciones
supersimétricas [170, 171]. Se construye la transformacion supersimétrica en términos de espinores
de Weyl de dos componentes de tal manera de conectarlo con los calculos hechos en la seccion (A);
esto es 1til para derivar reglas de Feynman directamente usando espinores de dos componentes
[102]. Este trabajo se hizo en colaboracion con el estudiante de licenciatura Pablo Ortega Ruiz,
Dibya Chakraborty y Lorenzo Diaz Cruz. [70, 169].

Supergravedad es principalmente conocido como una teoria local supersimétrica donde el ni-
mero N = 1 significa que el supermultiplete quiral va contener un super-companero de espin-2.
Aqui consideramos supergravedad pura con acoplamiento cero a los campos de materia asi como
la presencia tanto del graviton como del gravitino. Se deja el problema de construir una lagran-
giana supersimétrica local para el multiplete de supergravedad, escrito en términos de una base
de espinores de Weyl como trabajo futuro. La lagrangiana supersimétrica global de supergravedad
pura (no acoplamiento con la materia) en la capa de masa puede ser escrita como una suma de
los términos cinemaéticos cuadrados tanto del gravitino como el graviton. Mas especificamente, la
lagrangiana contiene dos grados de libertad bosénicos del graviton y dos grados de libertad fer-
mioénicos del vector-espinor de Weyl sin masa. El término cinematico del gravitino es escrito en
términos del vector-espinor de Dirac sin masa ¥, y el gravitén esta en términos del tensor simétri-
€O g,,- Veamos ahora la invarianza de la lagrangiana total bajo la transformacién supersimétrica
global individualmente para ambas particulas, graviton y gravitino.

La acciéon de Rarita-Schwinger en el formalismo de dos componentes

La accion de Rarita-Schwinger (RS) [171, 90], describe precisamente el término cinético de un
gravitino escrito en términos de un espinor de Dirac:

1 —
Srs = —3 /d4xe“”p”\11#75’y,,8p\115, (C.1)
donde €77 es el tensor anti-simétrico de Levi-Civita con €22 = 1. El espinor de Dirac es
(dj )a I 0
= ( (gZ)a ;o Y= \IJL'Y : (C2)
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donde v, y X, son los espinores de Weyl de quiralidad opuesta. Algunas definiciones matriciales
en la representacion quiral son las siguientes:

S R R T (Y

Estos espinores de Weyl pueden escribirse como

va = (a)', X" = (XY, (C.4)
el cual puede ayudarnos a expresar la adjunta del espinor de Dirac como
U, = (e (xu)™)- (C.5)

Usando las definiciones de arriba, la acciéon de Rarita-Schwinger en términos de espinores de Weyl
llegan a ser:

/d41‘€‘uypa((&M)a(gfy)da@p(wa)a - (Xu)a(o'v)adap(%a)d)

1
Srs = —3
1

= f§/d4xe””’””(1ﬁ/;#5y8pwa — Xu0wO0pXo)- (C.6)

Las ecuaciones de movimiento asociadas con las dos componentes fermionicas del gravitino 1/;#, Xu
de (C.6) son

P7(5,)0, (g )0 = O, .7)

% (0,)aa0p (X )" = 0. (C.8)
Para obtener el término cinemaético correcto el cual es cuadratico en g,,, necesitamos hacer uso
de la gravedad de Einstein linealizada donde g,, = 1, + khuo. Aqui, 7, es el tensor métrico
de Minkowski y k? = 87Gy, donde tomamos la misma convencién que en la referencia [90],
esto es k2 = 1. El factor k nos ayuda a mantener las dimensiones de h,. correctas, esto es
dimension de masa 1. Podemos expandir la ecuaciéon de Einstein a primer orden en h,, y obtener
(C.24), sin embargo, aqui consideramos unicamente la accion de Rarita-Schwinger y su invarianza
supersimétrica. Ahora, consideremos una transformacion global supersimétrica de la forma e*¢?
con £ siendo un parametro del espinor de Majorana y @ el generador supersimétrico el cual es un
espinor de Majorana. La transformacion supersimétrica global en dos componentes son:

6&(1700’)‘1 = 71’(007-)289}%'0'61); (09)
0e(Xo)" = —i(@"7)E Ophr o€, (C.10)

Vamos a revisar la invarianza de (C.6) bajo la transformacion supersimétrica de (C.9) y (C.10):

1 ~ ~ ~ ~
SeSns =~ [ dt0e™7 (666,00, + 9,0,0,(Geta) — (663000, — ,000,(06K0)].
(C.11)

Imponiendo las ecuaciones de movimiento (C.7) y (C.8), encontramos que el primer y tercer término
desaparecen, sustituyendo la transformacion supersimétrica global llegando a los siguiente :

5ESRS = _% /d4$6uupa {(&u)d(ﬁl/)da(a%)gfb - (Xu)a(al/)ad(a'e‘r)ggb} ap89hro~ (0'12)

Vamos a definir (4°7), = (¢77)%&, v (AfT)a = (&97);}{!’. Aplicando las siguientes propiedades de
los espinores, X ("), = —1*(c")aaX?, obtenemos:
5:8 7_1 d4 nrpo ;1'97'.—6‘(1 _AGTa _Ndaah
EPRS = 2 €re ( )a(0) (Xu)a ( ) (O'u)aaw)u) pUolira
1
2

/ dizetreo {Eﬁfxu - BffT{/;u} 0,00 (C.13)
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Ademas, definimos (B%7); = (A°7)%(0,)as y (BOT)® = ggT (7,)%. Por consiguiente, vamos aplicar
la regla de la derivada para el producto, para simplificar:

1 ~ -
0¢Sps = — 5 / dxetvre {ap(BSTX,Laghw) — 0,(BI 1,00 hro)

+ B 0,0,06hr0 — BYT8,Xu00hro | - (C.14)

Los términos tercero y cuarto son cero, ellos son las ecuaciones de movimiento

A% 5, 1, Dghrg = 0, (C.15)
AP0 5,0 1 Ophre = 0. (C.16)

Sustituyendo las arriba mencionadas ecuaciones de movimiento, finalmente llegamos a una derivada
total

1 ~ . ~ .
Sesns = [ @70, (A2 (@)% (u)adyoe — (A7) (0)os () 0oz

1 - ~
_ 75 /d4.’£6MVp08p |:80h7'g(w'u5—1/0-97-€ . X,LLO—V59T€):| . (Cl?)

esto muestra que la accion de Rarita-Schwinger en términos de espinores de Weyl, espinores de
dos componentes, es invariante bajo transformaciones supersimétricas globales. Ahora, la segunda
tarea es demostrar que la accion de Rarita-Schwinger es invariante bajo transformaciones de norma,
difeomorfismos. La transformaciéon de norma correspondiente a la accién de Rarita-Schwinger en
términos de espinores de Dirac, es dado por:

oWy = O, (C.18)

donde 7 es un pardmetro fermioénico, el cual podemos escribir en términos de espinores de Weyl de

la siguiente manera:
_{ (Da
n= ( (X)d ) . (Clg)

La transformacion de (C.18) puede ser escrita en dos componentes de la siguiente manera

(1) = 0p(Q)as (C.20)

on(Xp) = a,u(/\)d- (C.21)

El objetivo es verificar que estas transformaciones de norma dejan la accién (C.6) invariante. La
variacion de la lagrangiana de Rarita-Schwinger Lrs bajo las transformaciones (C.20)-(C.21) es
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dado por
MRS;ew{[5,7(%)&](@)&&8;,(%) + (6 (0) 0,16, (V)

18,00 (0)aa B (R (xu>a(au>aaap[a7,<>za>@]}

;Euyp“{(%) (6)”8 (05 (%o)a] — (Xu)a(az/)adap[‘sn(%f)d]}
=2 "”"”{ap{@?u)d<ou>“[6n<wo>a]} = 0p(t)a (@) (8 (t0)a]

= 0p{ () (00) a0 (Xo) 1} + O (X)* (Ju)aa[(;n(ia)"’]}

2 P

1
Zehreo g

1 vpo a S o\a
50,4 (5,040,018, (00)a] ~ ()" 0,)ua 00 (%0)]}
(B0 xumma)}
1 Qv po — Y
= —56 0p I/JH(TVaUC — Xpu0v0oA
donde en las segunda linea hemos usado las ecuaciones de campo (C.15)-(C.16), y en la ultima

linea, aplicamos la regla de multiplicaciéon de Leibniz. También, se puede notar que

P57, (0,0 ) = € P57, (8P 0)
= e"P 57y, (ap\I’cr>
=0, (C.22)

donde, en la ultima linea, de nuevo hemos usado (C.15)-(C.16). Entonces, la variacion de la la-
grangiana de Rarita-Schwinger bajo la transformacion de norma (F) es

1 _
677»CRS = —56“’/’)075%%[‘1’#(5077)]» (C23)

y siendo una derivada total, esto implica que 6,Srs = 0.

La accion de Einstein-Hilbert en el formalismo de dos componentes

En esta subseccién, nos fijamos en el término cinemético del graviton y verificaremos su inva-
rianza. La accion de Einstein-Hilbert linealizado expandiendo el tensor métrico a primer orden en
hy es dado por [90]:

1 1 LV
Spn = —3 /d‘lx(RﬁV - 5nWRL)hf . (C.24)
La correspondiente ecuacién de campo de Einstein linealizado en el vacio es
RL = (C.25)

mz

donde el tensor de Ricci linealizado Rﬁy es expresado como,
1
Rﬁy = §(axauhxy + 020, hay — Ohy, — 0,0,h), (C.26)

y el escalar de Ricci R” es
RF = n””RﬁU. (C.27)
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La transformacién supersimétrica global para h,, es dado por,

6§huu = ’VM\I’ + 71/ )

l\’)\s N)\s

“Lg
{ J;L aaw + (Uu)aaw ) + gd((a—u)aawua + (Ju)aawua)} (028)
= 2{§(Uuwu+0u¢p)+£(Juwu+0uwy)}

el cual es escrito en términos de espinores de Weyl usando (C.2) y (C.3). Antes de mostrar como
la transformacion supersimétrica (C.28) deja la accion (C.24) invariante, haremos una revision del
espinor de campo libre ¥#. Un campo espinorial con un indice vectorial adicional, pertenece a
la representacion del grupo de Lorentz homogéneo [(3,0) + (0,%)] X (3, 3). Para aislar la parte

(1,2) + (3,1) del campo libre, las siguientes condiciones de irreducibilidad deben imponerse:

’Y;/.\I’M = 07 (029)
0, ¥" =0, (C.30)

asi como la ecuaciéon de Dirac
PUH =~Y0,UF =0, (C.31)

estas condiciones también podrian escribirse en términos de espinores de Weyl. Como resultado,
podemos obtener dos ecuaciones para cada condiciéon de irreducibilidad

ot =0, (C.32)
ahap, = 0, (C.33)
Dt =0, (C.34)
Dt = 0, (C.35)
DoVt =0, (C.36)
d,a" " =0, (C.37)

donde (C.32) y (C.33), (C.34), (C.35), (F.54) y (C.37), se refieren a (C.29), (C.30), y (C.31),
respectivamente, escritos en dos componentes. Estas condiciones seran tutiles cuando se muestre
que la lagrangiana de supergravedad es invariante bajo transformaciones supersimétricas.

Las anteriores condiciones pueden ser derivadas considerando el grupo pequeno, en particular,
construyendo el operador de Pauli-Lubanski y de momento, y con ellos construir los proyectores
en diferentes subespacios con espin 3/2 y espin 1/2 [172, 173]. También, proveen una ttil ventaja
computacional ya que se ve explicitamente que la acciéon de supergravedad es invariante bajo
transformaciones supersimétricas. Ahora, procedemos a checar que la accién de Einstein-Hilbert
(C.24) es realmente invariante bajo transformaciones supersimétricas (C.28):

1 1
0L = —555{(1%{2/ - inﬂuRL)hN’V}
(C.38)

1 1
Lo (hRE) — Lo (w7 BL,)

Primero, empezamos calculando cada término en (C.38) independientemente y para el primer
término se obtiene que
d¢ (hRY) = (6¢h)R™ + h(3¢R")
= h[0"0,(0¢h” ) — O(d¢h)] (C.39)
=0.
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Notar que RY = 0 proviene como un resultado desde las ecuaciones de campo (C.25), y que
cualquier término de la forma 0,(d¢h%) o d¢h desaparece ya que esto nos lleva las condiciones
de irredcibilidad (C.34)-(C.37). Segundo, calculamos el otro término en (C.38), y se obtiene el
siguiente resultado:

1
S (W R),) = 30e[P (0,057, + 0,04h7, = 0,0y — Dhyy)]
1 1
= 5 (8D (0,047, + 0,051, = udyh — Bhyy) = Sh D (G¢hyu)

1 1
= 5(5gh““)8u(287h'yl, — Oyh) (0¢h!")Ohy, — ih“”D(éghW)

1
2
1 1 1
= 0, {(0¢h*")(0,R7,, — §8yh)} - 5(5§h“")Dh,“, - ih’“’D(éghw), (C.40)
ya que, como antes, el término de la forma 0, (d¢h%) y d¢h desaparecen. Notar que,

Ol (™)) = O [(Ox ) (Oeh™) + Iy (D20h™)]

C41
= (0ch"™)Bhyu, + 2(Oxhyu) (9*6ch™) + D (8ch™™), (c4

y haciendo algunos re-acomodos en los indices tensoriales, sustituyendo en (C.40), podemos rees-
cribir (C.40) como,
1 1

= 500h) — 30l (Beh™ )]} + (Orhy ) (@ Gch™). (C.42)

b (W BL,) = 0 {(0ch*3) (0,00 :

v

Ahora nos enfocamos en el ultimo término el cual esta afuera de la derivada total en (C.42).
Después, haciendo algo de algebra, se obtiene

OM[(Behyu) (OD)] = (07 5ehy (O™ + (Bchy) OB

A v v v v (043)
(0P 5hy) (ONh™) + (5ehy ) (0D 7Y + 870, W — 9V h),

donde hicimos uso de la ecuacion de campo (C.25) escrito en forma explicita. Sin embargo, notemos
que los siguientes términos son equivalentes a una derivada total del lado izquierdo de (C.44) y
(C.45),
O*[(0chyun ) (05 17)] = (Shyu ) (0" O B7H), (C.44)
9" [(0chyu ) (0" h)] = (dhyu ) (0" D), (C.45)
ya que en el primer término ambos tienen la forma 0" d¢h,,,, los primeros términos en cada ecuacion
desaparecen. Subsecuentemente, podemos reescribir la ecuacion (C.43) como

(070hy) (1Y) = O (Sehy ) (ONH™)] — 07 [(Dehyuy) (20,17 — 0 h)]

o ) S (C.46)
= 0™ [(0chu ) (ONR"") = (3¢han) (20,07 — 8" h)].

Después de hacer algunos ajustes en los indices tensoriales, como lo hicimos anteriormente, y
sustituyendo (C.46) en (C.42), encontramos

6 (WRE)) = aA{((;EhM)(%a"h — O,h) + (S¢hyu ) (ONRH) — %Gk[hlw(égh“”)]}. (C.47)

mz

Para concluir, sustituyendo (C.39) y (C.47) in (C.38), encontramos que los cambios en la lagran-
giana

1 1 1 1
Seon = M) GO = 500+ Tl O] = k@)
C.48
1 1 1 1
= P {(Feha ) (50,7 = Z0°R) + T (Dx3eh) — 7(ONh")(Bchyu) )
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Finalmente, sustituyendo las transformaciones supersimétricas (C.28) en la ecuacion (C.48), obte-
nemos la variaciéon correspondiente en la lagrangiana de Einstein-Hilbert el cual es equivalente a
la siguiente derivada total:

SeLn = 43{ (;aw - aw”) [€(0xdy + 0ua) + &0 + 5uiin)]
+ a/\hﬂ”(fauzij + 5@%) — h!* 0y (fU,ﬂ;u + gUHwV)}’ (C.49)

esto implica que §¢Sgy = 0. Es decir, la accion de Einstein-Hilbert es invariante bajo transforma-
ciones supersimétricas globales en términos de espinores de Weyl.
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Apéndice D

Espacio fase d°LIPS

Uno de los puntos més complicados de calcular en fisica de particulas, la seccién eficaz dife-
rencial. La seccion eficaz diferencial para el proceso, 1 +2 — 3 + 4; no importando el marco de
referencia en el que se trabaje la cinemética, esta dada por la siguiente expresion:

1 _
do = - - |M? dlips 2 (p1 + p2) , (D.1)
4/ (pr - p2)? — (1 - ma)
con o o
dlips = (2m)*s* —ps— Ps P D.2
ips, (p1 + p2) = (2m)°6%(p1 + P2 — p3 p4) (2n)32E;  (27)32E, (D.2)
El efecto Compton
En el marco de referencia de laboratorio tenemos que
&Pp; d*p;
dli = (2m)*o* —pa— - D.3
lpsg(pl +p2) ( 77) (pl +p2 P4 p3) (27T)32E3 (27T)32E4 ( )
d*pid°p 5 (G =
:m5(me+wz—w4—E4)5 (O+p2—p4_P3)a (D.4)
va que E3 = wy, By = wa, E1 = m, y p1 = 0. Por lo que la integral en el espacio fase es:
. 1 d3ﬁ4d3ﬁ3 3 /> N N
/dhpsz(m +p2) = 162 / o 0 (me +wa —wy — Ey) 6° (P2 — Pa) — P3), (D.5)

luego, escribiendo el elemento de volumen del espacio fase de momento d>py en coordenadas esfé-
ricas, tenemos:

d*pi = |pi|*d |pa| dpd cos (D.6)
= widwydgd cos . (D.7)
Con esta informacion entonces nuestro espacio fase quedaria de la siguiente manera:

1 w2dw,d¢d cos 6 .
/ 1dw,do 5(me+wQ—w4—E4)53((p2—174>)—]73>) (D.8)

/dhp52<p1 +p2) =

1672 w, By
21 [ widw,dcosf 3,,—  — —
=— [ —=—65(m. —wy—FE4)0 — - D.9
]2 w, Ey (e + w2 —wy 4)0° ((p2 — pa) — p3) (D.9)
1 w,ydw,dcos 6 .
— o [ SO (it IR 2 ) 6 (G ) - ).
8 p3[? +m2
(D.10)
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donde hemos usado que E, = /|p3|? + m2. Posteriormente, utlhzamos 83 (P — pi) — p3) para
hacer la integral sobre P} p3. Esta simplemente reemplaza todos los P4 D3 por (Pa — ﬁ ) reflejando la
conservacion del momento, entonces:

) 1 w'dw'’d cos 0 S o
/dhpSQ(pl +p2)&r/W <me +w2w4\/p2p4l2+m§>
) P2 — Pyl  +m

B 7/ wydw,dcos 6
8w ) /m2+w?+w, — 2wow, cosf

) (me—i—wg —wy — \/mg + w3 +w? —2w2w40059> ,

con |]72> — ZTZ\Q = (]75 — ﬁ) - (p2 — 174>) Enseguida, realizamos la integral con respecto a wy, la cual
se resuelve empleando la siguiente propiedad de la funcién delta de Dirac

JECLUCIE = (d11)

l9'(2)]
Sean
Wy Wy
f Wwy) = —_ =
(1) VmZ 4+ w3 + w? — 2wawscosf  Eu
g(wg) =me +wy —wy — \/mg + w3 4+ w? — 2wawy cos b, (D.12)
entonces
L o 2 2 —-1/2
g(wy) =—-1- 3 (m2 + w3 + w; — 2wowy cos ) X (2wq — 2wy cos 0)
_ 1 Wy — wo COS 0
(m2 + w3 + w? — 2wawy cos 9)'/?
(wg — wo cosb)
=-1-— D.13
E4 ’ ( )
con lo anterior, se tiene que
/ dipsy(p1 + p2) = — / deosfe L
ips cosf— -
. PsS2(P1 p2 8 E4 ‘_1  wa—ws cosd
Ey
1 d cos Owy 1
8w E4 14 w47%24cose
1 d cos Qwy
E4+ wy — wycos b
/ d cos Qwy
Me + Wy — Wy + Wy — woy cos
dcosf
/ cos Owy (D.14)
T8 ) metm (1 —cos®)
con Ey = me + ws — wy. Dado que (2.105), entonces
e + wa(1 — cos ) = “2MMe ~ Wil T Wame _ walte (D.15)

Wy Wy
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entonces la integral del espacio fase nos queda

. 1 dcosfw
/dhpsz(pl +p2) = g/wimél

wyq

2
1 wy

= — dcosf
8T WoMe
2
Wy
=, D.16
8Twome ( )

Para tener todos los términos que intervienen en la seccion eficaz diferencial, veremos lo siguiente.
Sip1 - p2 = Mews; ademds my = me y ma = my = 0 implica que m; - mg = 0, por lo tanto

(p1 - p2).Mmem~y = p1-p2 = Mewo. Finalmente, la seccion eficaz diferencial para el efecto Compton
visto desde el marco de referencia de laboratorio, resultaria en

do 1 4 |wa  wa 9 wi
= et | 22 4 22 gen2p|  —24
dcosf  4dm.wo € L}g + Wy Sett 8mwome,
64 W4y 2 w4 w2 2
=— | — — 4+ —= - 0
16m27 <w2> [ w * Wy sen }
2 2
= <w4> [M + <2 — sen” 9] : (D.17)
me %) wo wy
donde w
wy 2 (D.18)

B 1+ 22(1—cosf)’

con e* = 167%a? donde es « es la constante de estructura fina (a = e?/47). La expresion (D.17)
es la famosa férmula de Klein-Nishina, derivado por primera vez en 1929. Cuando nos vamos al
limite wy — 0, esta formula se comporta de la siguiente manera:

1 1
lim w1 lim

{ = =1 D.19
w:>0wy w2014 22 (1—cosf) 1+ lime, 0 22 (1 —cosb) ’ ( )
por lo tanto la seccion eficaz diferencial es
do_ _ mo” (1 + cos*0) (D.20)
dCost) — m?2 ' '
Finalmente
ma? 9
o= ey [1+ cos® 6] dcos b (D.21)
ra? (! ma? ik ma? [4 4
=—5 | [1+2%de= —5 |2+ 5| =—5 |- (-3 D.22
o el 5] =T[5 (5)) e
por lo tanto
8ma?
= D.23
o=5 3 (D.23)

Proceso: ete™ — putpu~

Para la Seccién eficaz diferencial, el proceso: 1 + 2 — 3 4+ 4. En el caso de dos particulas en
el estado final, podemos simplificar la expresion parcialmente evaluando las integrales del espacio
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fase en el marco de referencia del centro de masa. Sea

do(1+2—3+4)= M2 dlips, (p1 + p2)

1
4lpi| Vs

1 1 — ol
M35 (pr + p2 — p3 — pa) d*Psd’ i, (D.24)

IR ANG NN

a esta expresion se le conoce como regla de oro para un proceso de dispersiéon 1+ 2 — 3 + 4,
donde s es la variable de Mandelstam, el cual es equivalente a el cuadrado de la energia del centro
de masa, con

dps dpy
(2m)32E; (27)32Es |

dlips, (p1 + p2) = (2m)*6" (p1 + p2 — p3 — pa) (D.25)

En el marco de referencia del centro de masa se tiene pj) +po =0=p35+psy s = ( E1 + E2)2,
entonces
6" (p1 +p2 —p3 —ps) =6 (E1 + Ey — B3 — E4) 6° (—ps — pu) , (D.26)

expresando las energias salientes en términos de los momentos p3 y py mediante la ecuacion (2.128)
se tiene

5 (pr+p2—ps—pa) =6 <E1 + By — \/|]5'3|2 +m3 — \/\154\2 + mi) 8 (=ps—pa),  (D.27)

e integrando sobre Py usando la funciéon delta la expresion (D.24) toma la siguiente forma

w (BB il g - Il o) o

647r2 <E1+E2)|ﬁl| \/|ﬁ3|2+m§\/|ﬁ3‘2+m421

do(14+2 —3+4) =

(D.28)

En general, M2 depende de los cuatro trimomentos. Sin embargo, en este caso se tiene py = —pj
y pas = —p3, por lo que permanece solo como funcién de p; y p3. Pero p; es fijo, por lo que las
variables de las cuales la amplitud puede depender son la magnitud del trimomento ps (|p3|) y su
direccion 6. Tal como se puede ver en (2.142). Posteriormente, escribiendo el elemento de volumen
del espacio fase de momento d®ps en coordenadas esféricas:

d*ps = |ps|” d 3| dpd cos 0 = |ps|* d || d92, (D.29)

donde dQ2 = sen0dfdg, es el diferencial de angulo solido. Sustituyendo en la expresion (D.29) e
integrando de 0 a co se tiene que

Bt B lm g = i+ g ) 1 a1
\/|]53|2 + m%\/|173|2 +mi

para reducir la funcién delta restante, se hace un cambio de variable. Sea

)

5(
1 o0
do / |/\/l2|

0

dQC]V[ - 647T2 (E1 + EQ) |]71|
(D.30)

Bout = I35 +m3 + /15 + 3., (D31)

el cual de define como la eneriga total de las particulas saliente. Luego, al derivar E,,; con respecto
a |ps|, se tiene

Eou p: .
dE,, = ¢ 13| AR (D.32)

V1B +m2 /Bl + m3
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despejando se tiene

\/|ﬁ3|2 + m% \/|173|2 + mzz;dEout

3| d |ps| = D.33
P3| P3| o , (D.33)
entonces la integral en (D.30) se convierte en
0 —
/ M2§ ((El + E2) - Eout ) El,p?)l dEout ) <D34)
ms—+may out

utilizando las propiedades de la delta de Dirac [*_ f(z)d(x — a)dz = f(a) entonces se tiene

Ry 75| 73]
M2 (Eous — (E1 + E dEou = M2 o . D.35
/m3+m4 ( out ( ! 2)) Eout out (E1 + Eg)/ ( )

donde |p3|, es el valor particular de |p3| para el cual Eoy = E; + E5. Para encontrar este valor,
sea pg = |p3|, por conservacion de la energia se tiene

E1+E2=\/p3+m§+\/p3+mi,, (D.36)
resolviendo esta ecuacién para pg se tiene
. 2 :
— s | (B + Ba) +md = md) = 4(By+ Ba)*mi| D.37
m= sy | (B4 B 4md =) = (B + B (D.37)

Finalmente, la seccién eficaz diferencial para el proceso 1+2 — 344 desde el marco de referencia
del centro de masa (CM) es

do(1+2 4 1 P30 —=
o1+2—=3+4) _ Pslogp, (D.38)
dQc 6472 (El + EQ) ‘pl‘
Por lo tanto la seccion eficaz para nuestro proceso es
do(efe” — ptp™) P31 44 (B2 2 2 _ 2 2
= E E° — E 0+ FE
dQ%ns T 6472(2E)2 |, |E4 [ ( me) ( /L) cos” 0 + (m +m, )}7
(D.39)
donde F1 = F>, = F. Integrando esta ecuacion se tiene
|p3|0 o 4 2 2 2 2 2 2
6471'2 TOE |p1|E4 (E )(E —mu)cos 0+ FE (me—i—mu)]d(bdcosH7
(D.40)

de la integral en ¢ sale un 27, luego haciendo el cambio de variable z = cosfcondcosf = dz.
Finalmente se tiene

Psly et
6472(2F)? |p1| E*

) g (B ) (B ) + B2 (2 )

(D.41)

Ip3ly =/ E? —m2, (D.42)

ya que haciendo E1 = E; = E'y mg = my = m,, en la ecuaciéon (D.37) se llega esa igualdad,
y |P1] = v/ E? — m2. Por lo tanto, reescribiendo la seccion eficaz, se tiene

o (e e — ;ﬁ',u_) =

donde

1
2

2
4 1— T 1 2 m? m?2 4+ m?
+ - +-) — € E? m il e il
7 (eTe oo )_167r(2E)2 | m2 1+3< E2>< TE )t TR
-

(D.43)
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por otro lado, la constante de estructura fina se define como a = % entonces e* = 167202 y
s = (2F)2. Finalmente

_ _ ma? [1— m 1 m?2 m? m2 + m?
0'(6+6 — ut ):T ) 512 1+3<1—E2> 1—E—g +Tﬂ (D.44)
- %

Podemos hacer aproximaciones, debido a que la masa del muén (m, = 106.6 Mev) es 200 veces méas
grande que la masa del electron (m. = 0.511 Mev) se puede tomar la aproximacion de m, = 0,

ya que e ~ -l es mucho méas pequeno que el error fraccional introducido por despreciar los

™, 200
términos de orden superior en las series de perturbacion. Por lo tanto, la secciéon eficaz dada por

(D.44)
_ . 4ma? AN 1m?
olete —putp™) = % <1Eg> 1+§E75 (D.45)
< 2 2 2
Por otro lado, en el limite ultra-relativista cuando £ > m,,. Los términos 7];—5, % y me;m“ en la
ecuacion (D.44) tienden a cero. Por lo tanto
+ - + - 47'('0[2
o(efe” —ptu™) = 35 (D.46)

LIPS en términos de espinores de Weyl

El espacio fase invariante de Lorentz (LIPS, por sus siglas en ingles) asociado con una particula
en la capa de masa es dado por cuatro grados de libertad de A, y Ay, modulo la accién del grupo
pequenio, una redundancia de GL(1). De este modo, la forma diferencial que describe el espacio
fase de una particula en la capa de masa puede ser escrita como [19]:

2N\, d? N\,

3 e ——
¢LIPS, = vol(GL(1))’

(D.47)

donde 1/vol(GL(1)) representa el elemento que elimina la redundancia GL(1) del grupo pequeno,
resultando en una forma tri-dimensional en el espacio fase.
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Apéndice E

Tecnologia de las matrices de Dirac
en D=4

Vamos a demuestrar que las matrices de Dirac satisfacen
7oy = 4t (1)

Prueba En el 4-espacio, una representacion conveniente de las matrices de Dirac es

=5 %) (B1)
)i = ( o ) , (E.2)

donde 1 es la matriz identidad de 2 x 2 y o? las matrices de Pauli, vemos que
=" AT =—y (E.3)
ademas se cumple que
17 =1,{7"7"} =261 = 0= 1"y = —4"y",
entonces, usando la condicion (E.3) tenemos que

7270y =4%7%°
=14° (E.4)
=" (E.5)

por otro lado, usando la condicion (E.3) y el dlgebra de Clifford

71y = =400
— yin040
de lo anterior concluimos que
Oty = 4t (5)
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2. Use el algebra de Clifford de las matrices de Dirac para demostrar las siguientes identidades

Prueba

a) Yt =4 (E.7)

Y = GuY’ Y

= Guv (26" —"7")
=29 9"" = gy v”
=290 9"" — V"V

= 29"y = 29, 9""

= YV = guwg™ = 4. (E.8)

Segunda identidad que vamos a demostrar es

Prueba

b)

Yy = =29*. (E.9)

WY = (29" = 7"")

Tercera identidad por demostrar

= 29" — Yt

= Q2=

= (2—4)"

= —2yH, (E.10)

) MY = 4gM. (E.11)

Prueba

N =" (29 = YY)

Cuarta identidad

Prueba Por definicién

= 29"7" — oy
=21 = (=2") "
=29V + MY

=2 {’7#a ,Yu}
= 4g". (E.12)
d) yaoty* = 0. (E.13)
vo_ E woA v
5 V"]
i
=3 (Yiy? — APy (E.14)

por lo que, usando el inciso ¢) y el hecho de que g*” es simétrica

A
Aoty

i
A (Y =)

2

i v v

5 (™ T — )

;

3 (49" — 4g"")

0. (E.15)
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Tecnologia de las matrices de Dirac en D =4

Quinta identidad
e) AT APAN = 24PV

Prueba usando el inciso d) y el algebra de Clifford
MY =t (2g7 — )
— 2’)/I)O'MV _ ,7)\0_;51/,)/)\,7/)

o

(E.16)

(E.17)

Usar el algebra de Clifford para demostrar los siguientes resultados de trazas de matrices de Dirac:

a) Tr[v#] = 0.
Prueba
Para p = 0 tenemos

para p =1

i 0 ‘
Tr[’y]Tr(_Ui UO>
=0-0=0

por lo tanto
Tr[y*] =0

b) Tr [y*~¥] = 49" usando el algebra de Clifford
Tr [y#"] = Tr [2¢" — v¥+¥]
= 2¢"" Tr(I) — Tr [y"+"]
Por lo tanto
2Tr [y#4"] = 2g"4 Tr [y#~"] = 4g""
¢) Tr [y#4"y*] = 0. Prueba
Tr [v*9"¥*] = Tr [v* (29" = ™) ]
= 29" Tr ("] = Tr [v#94")]
Por lo tanto
2Tr [’y“’y”fy)‘] = 29”)‘ Tr [v*]
por el inciso a) concluimos que
Tr [’y“’y”fy’\] =0.
d) Tr [y#9¥ 9 P] = 4 (g g™ + g'Pg"* — g"*g"?) Prueba
Tr [v#9/ 7] = Tr [v#9" (297 = +°77)]
=8g"" g™ — Tr [y* (29" —+*7") 7]
= 8g" g™ — 8g" g + Tr [y 7 1]
= 8g" g™ — 8g" g" + Tr [(2¢"" — v"7") v

= 8g" g™ — 8g" gt + 8g"P " — Tr [P 4"y ] .

(E.18)

(E.19)

(E.20)

(B.21)

(E.27)
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entonces
2Tr [y19"y "] = 8g" g™ — 8g"P g + BgHP g, (E.28)

por lo que, finalmente
Tr [y#9"y*P] = 49" g™ — 4g"Pgi> + 4giP g
—4 <g/wg)\p _ gupguz\ + gupguk) (E29)
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Apéndice F

Representacion de las matrices de
Diracen D =14

REPRESENTACION DE MAJORANA. La representaciéon de Majorana de las matrices
de Dirac esté relacionada con la representacion de Dirac a través de la siguiente transformacion

i = UrpU" (F.1)
donde
1 I o2
o) -

con Iy o2 es la matriz identidad 2 x 2 y la matriz de Pauli, respectivamente. Determine la forma
de las matrices y*y~® en esta representacion

Prueba

En la representacion de Dirac, las matrices de Dirac son

o (1 O
i 0 ot
YD = ( _O_i 0 ) ’ (F 4)
por otro lado
1 I o2
T _—
U 5 ( 0.2 I ) ’ (F 5)
para =0
Y = UnpUT (F.6)
1/ 1 o2 I 0 I o2
_2<02 I>(01)<o2 I> (F.7)
1/ 1 —o2 I o2
= 5 ( 0.2 I ) ( 0.2 .y > (F 8)
1 0 202
T2 ( 2% 0 ) (F.9)
0 o2
() o~
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Representacion de las matrices de Dirac en D =4

para pu =1

ot +o20i0?  olo? — 30

—I

(F.11)

(F.12)
(F.13)

(F.14)

Usando el algebra de Clifford y la propiedad de que las matrices de Pauli elevadas al cuadrado son

la identidad, por lo que

entonces

La matriz de quiralidad en la representacién de Majorana es

5 _ . 0.1_2_3
v = YYMYM VMY M

iy 0 o2
"2 0

_ 0 io?
- io%o3 0
— 0 io?o30!
o io?o3o! 0
- 0 il
o il 0
. 0 I
“\ -1 o0
ya que
io?olot =

—1i0

(F.15)

(F.16)
(F.17)
(F.18)
(F.19)
(F.20)

(F.21)

(F.22)

(F.23)
(F.24)
(F.25)
(F.26)

(F.27)

(F.28)

(F.29)
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REPRESENTACION QUIRAL o WEYL La representaciéon quiral de las matrices de
Dirac se define mediante la siguiente transformacion

v = UrpUT,
donde

U:%(ﬁ II>. (F.30)

Determine la forma de las matrices v# v 7 en esta representacion

Prueba

En la representacion de Dirac, las matrices de Dirac son

D = ( é _OI ) (F.31)
Vb = ( o Cg ) (F.32)
por otro lado

Ufz\}i(ﬁ II). (F.33)

Para =0
g = U~y Ut (F.34)
()G )T (F.35)
A0
_ % ( 201 201 > (F.37)
_ < é _01 > (F.38)

Para u =1
vy = Urb U (F.39)
()05 o
EES
_ ;( 2gi 2‘; ) (F.42)
_ ( (g (Si ) (F.43)
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Representacion de las matrices de Dirac en D =4

entonces
h=(% o) (F.44)
2= < %2 5 ) (F.45)
Yo = < 003 003 ) : (F.46)
La matriz de quiralidad en la representacion de Majorana es

0 = W?ﬂéﬂ?ﬂ%
. 0 o2 0 o3 0
o ol 0 o2 0 o3
olo? o3 0
0 o2 0 o°
olo?o? 0
0 —olo253
ZI
—ZI

_( . ?) (F.47)

010203(? é)(? _Oz>((1) _01> (F.48)
i 0

: ) . (F.49)

ya que

La matriz de transformacién que relaciona la representacion
de Majorana y Quiral

Prueba

La representacion de Majorana es

oy = Mo, (F.50)
donde
1 I o?
we (L. -
La representacion Quiral es
v = QYpQT, (F.52)
donde
1 I -1
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Representacion de las matrices de Dirac en D =4

Ahora, tomando la representacion de Majorana, multiplicamos la inversa de M por la izquierda y
por la derecha multiplicamos la inversa de M, por lo que tenemos

M (M) T =k (F.54)

por otro lado, para la representaciéon quiral aplicamos lo mismo que para la representacion de
Majorana, entonces

1 -1
Q5 (QY)  =b,
igualando (F.54) y (F)

M7 (M) T =@ s (@) (F.55)
= (F.56)
Yy =MQ ™4 ((QTY1 MT) (F.57)
— UABUT, (F.58)
donde
U=MQ " (F.59)

Entonces la transformacion que nos lleva de la representacion Quiral a la representacion de Majo-
rana es

Yhe = UQUT, (F.60)
por lo que la matriz de transformacion que relaciona las representaciones de Majorana y Quiral es
U=MQ*
Ry o? I I
T2\ 0% I -1 1
1/ I-0% I+0?
_2< T+02 o2-1 ) (F.61)
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Apéndice G

Soluciones a la ecuaciéon de Dirac,
representacion de Weyl

Para resolver la ecuacion de Dirac libre, debemos mencionar que los espinores satisfacen la
ecuacion de Klein-Gordon [4]:

dicha ecuacién tiene soluciones de onda plana:
d3p ipT
w(o) = [ e (G.2)

con pg = v/p? +m? > 0. Estas soluciones son anélogas a las soluciones de onda plana para espin-1:

d*p

Ay () = / e n)e (G.3)

En el caso de las anti-particulas las soluciones se escriben como

3
o) = [ e, (G.4)

también con pg > 0. Estas son soluciones clésicas, pero las versiones cuanticas van aniquilar parti-
culas y crear anti-particulas de energia positiva. Los espinores us(p) y Us(p) son las polarizaciones
para las particulas y las anti-particulas, respectivamente. Estos se transforman bajo el grupo de
Poincaré mediante p* y el grupo pequeno que estabiliza p*. Entonces necesitamos encontrar solu-
ciones explicitas para momentos fijados p*. Para encontrar soluciones a los espinores, se va usar la
base de Weyl en la ecuaciéon de Dirac:

( -m p-o )uS(p) = < -m  —p-o )vs(p) —0. (G.5)

p-ot —m —-p-0 —m

Tomando el marco en reposo, p* = (m, 0,0, 0) la ecuacion de movimiento se reduce a

(_11 11)”52(_} _””520’ (G.6)

de este modo las soluciones son constantes:

e (€ om(5)
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Soluciones a la ecuacién de Dirac, representacion de Weyl

para cualquier espinor de dos componentes &5 y 1s. Por ejemplo, hay cuatro soluciones linealmente
independientes:

-1

Uy = u, = Uy = , U= (GS)

O R O

O~ O

o = O
o = O

-1

El espinor de Dirac es un objeto complejo de cuatro componentes con ocho grados de libertad reales.
La ecuacion de movimiento lo reduce a cuatro grados de libertad, los cuales pueden interpretarse
como particulas de espin arriba y anti-particulas de espin abajo. Para derivar una expresiéon mas
general, podemos resolver la ecuaciéon en otro marco de referencia mediante un boost y conectar
la normalizacion. Si el marco ahora es p* = (E,0,0,p,) entonces

_( E—-p, 0 _ ([ E+p, 0
p.a‘< 0 E-&-pz)’ pa< 0 E—pz)' (G.9)

Sea A=+/E—p.y B=+FE+p., entonces m*> = (E —p,) (E + p.) = A2B?, la ecuacion (G.5) se

convierte:

-AB 0 A? 0
0 -AB 0 B
B2 o -ap o |w®=0
0 A? 0 —AB

(G.10)

Las soluciones son

5 )e
OA )£> (G.11)
A

2

o
(G}

para cualquier espinor £;. Cuando p, = 0 entonces
(G.7). Las soluciones en el marco p, son

(m 0 )ss

= B? = m, vy estas soluciones se reducen a

0 7\/E7pz

0 VE+p.
us(p) = ( ) (G.12)
vE+7p, 0 ¢
0 E—p. s
Similarmente para las anti-particulas
E—p, 0

0 VETp. )™
vs(p) = : (G.13)

( —VE+7p. 0 ) .

Por otro lado, usando

se pueden escribir de manera mas general los espinores de Dirac:
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Soluciones a la ecuacién de Dirac, representacion de Weyl

donde la raiz cuadrada de una matriz se puede definir cambiando a la base diagonal, tomando la
raiz cuadrada de los valores propios y luego volviendo a la base original. Aunque en la préctica, se
toma p* a lo largo del eje z, por lo que no se necesita saber como hacer sentido del término /p- 0.
Por lo tanto, las cuatro soluciones van a ser:

VE —p. 0 VE —p. 0
ul = 0 ul = vVE—Dp. o - 0 V2 = VE—p.
P VETR |0 o T —vEFR | 0
0 vVE+p, 0 —VE+0p,
(G.16)

En cualquier sistema de referencia, u® son los electrones de frecuencia positiva, y v* son los electro-
nes de frecuencia negativa, o equivalentemente, los positrones de frecuencia positiva. Para espinores
sin masa, p, = +F y las soluciones explicitas en la ecuacion (G.16) son 4 vectores con un compo-
nente distinto de cero que describen espinores con helicidad fija. Las soluciones de espinores para
electrones sin masa a veces se denominan polarizaciones y son utiles para calcular las amplitudes
de dispersion de electrones polarizados. Para los espinores de Weyl, solo hay cuatro grados de
libertad reales fuera de la capa y dos grados de libertad reales dentro de la capa. Recordando que
la ecuaciéon de Dirac se divide en ecuaciones separadas para 1, v g, los espinores de Dirac con
ceros en las dos filas inferiores seran 1y, y aquellos con ceros en las dos filas superiores seran 9g.
Dado que ¥y, v ¥R tienen dos grados de libertad cada uno, deben ser particula y antiparticula para
la misma helicidad tal y como vimos en la seccién 1.7.2. La incrustacion de espinores de Weyl en
campos de esta manera induce representaciones unitarias irreducibles del grupo de Poincaré para
m = 0. Para averiguar cudl es la normalizacién que hemos elegido implicitamente, se calcula el
producto interno:

s (p)us (p) = ul(p)yous (p)

(732 (11)(57%)

B <§)T< (p.?(pﬁ) (p-f)(p-ﬁ) ) (2)
= 2mbq. (G.17)

Similarmente para Us(p)vs (p) = —2mdss . Esta es la convenciéon para la normalizacion del pro-
ducto interno de espinores de Dirac masivos. También se da la siguiente relacion vs(p)us (p) =
ts(p)vs (p) = 0. Ademas,

ul (p)uy (p) = (%&j*(g ) =2B¢l¢y = 2E6,. (G.18)

Similarmente v{(p)vy (p) = 2E8s. El cual es la convenciéon para la normalizacion de espinores
de Dirac sin masa. Por otro lado, si se define p* = (E,, —p) como el momento hacia atras de p*
entonces

UI (p)us’ (ﬁ) = UZ (p)vs’ (ﬁ) =0. (Glg)
El producto externo de los espinores para las particulas va ser:
2
> us(p)ts(p) = p+ m. (G.20)
s=1
Para las antiparticulas es:
2
> vi(p)is(p) = p—m. (G.21)
s=1
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Donde la suma es sobre los espinores. Ambos lados de la ecuacion son matrices. Aunque podemos
pensarlos como:

> ls) (sl (G.22)

Cuando sumamos sobre indices de espin internos se usa un producto interno y se obtiene un ntumero.
Cuando sumamos sobre polarizaciones o espines, se obtiene una matriz.

Grupo de Lorentz como SL(2,C)

En relatividad especial solemos ver fenémenos como la contraccién de objetos, se destaca que
diferentes observadores atribuyen distintas coordenadas a los eventos espacio-temporales. Sin em-
bargo, esto no es lo mismo que lo que el observador realmente ve, ya que también implica el tiempo
que la luz tard6 en viajar desde el evento hasta el observador. Esto deja abierta las preguntas: ;qué
observa un observador? ; Como son realmente los objetos contraidos por Lorentz? Resulta que es-
cribir el grupo de Lorentz como SL(2, C) ofrece una forma elegante de responder a esta pregunta.
Ademas, lo que encontraremos es algo sorprendente [174]. Lo que un observador realmente ve son,
por supuesto, rayos de luz. A medida que los objetos se mueven a través del espacio de Minkowski,
emiten luz que luego se propaga a la posiciéon del observador. Esto se ve expresado en los diagramas
de la Figura G.1, ambos con el observador situado en el origen del espacio de Minkowski. También
se muestran los conos de luz futuros y pasados emitidos desde el origen.

Esfera Esfera

celestial celestial

(a) (b)

Figura G.1: Esfera celestial para dos observadores diferentes: (a) a un tiempo ¢ y (b) a un tiempo
t/

En la Figura (a), se supone que el observador esta estacionario con la coordenada temporal ¢.
En cada instante fijo, t, los rayos de luz forman una esfera S2. Esta se dibuja como el circulo azul
en el cono de luz pasado del diagrama. Si suponemos que ningin otro objeto se interpone entre esta
esfera y el observador, los rayos de luz que la intersecan son una buena representacién de lo que el
observador realmente ve. Si se tomara una fotografia de todo lo que le rodea, registraria la imagen
en esta esfera. A veces se le llama esfera celeste, lo que refleja que asi es como deberiamos pensar
en ver el cielo nocturno. Veamos ahora lo que ve un observador en un sistema inercial diferente.
Esto se muestra en la Figura (b). Este segundo observador también tomaré una fotografia al pasar
por el origen. Sin embargo, la esfera celeste de este nuevo observador estéd dada por rayos nulos que
se encuentran en t' = constante. Aunque ya no es evidente en la imagen, sabemos que el espacio
definido por la interseccién de los rayos de luz con el hiperplano ¢’ constante debe seguir siendo
una esfera, simplemente porque todos los observadores inerciales son equivalentes. Sin embargo,
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Soluciones a la ecuacién de Dirac, representacion de Weyl

esta nueva esfera celeste esta claramente inclinada con respecto a la anterior. Los cuatro rayos de
luz dibujados en azul de la Figura G.1, intersecan ambas esferas celestes. Por lo tanto, estos rayos
de luz proporcionan un mapa entre lo que ven los dos observadores. Este es un mapeo entre las
dos esferas celestes, S> — S2. Cualquier punto de un rayo de luz se encuentra, por definicién, a
una distancia de separaciéon del origen cuando se mide con la métrica de Minkowski. De forma
equivalente, la matriz hermitica de 2 x 2 denotado como P que describe este punto debe tener
determinante nulo. Pero existe una forma sencilla de escribir estas matrices con determinante cero.
Introducimos un vector complejo de dos componentes, \,, con a = 1, 2. Entonces podemos escribir
lo siguiente

. AP AN
P=x\= A 172 G.23
< )\2)\1 |)\2‘2 ) ( )

que, por construccién, obedece a det P = 0, similar a la matriz que vemos en (1.272). Es facil
comprobar que la matriz hermitica méas general P con detP = 0 y traza no negativa puede
escribirse de esta manera. La condicion de traza no negativa significa que P reside en el cono
de luz futuro. Siempre podemos parametrizar el cono de luz pasado mediante P = -\ Sin
embargo, cabe destacar que existe una redundancia en esta descripcion, ya que si rotamos ambas
componentes de \ una fase, de modo que A — e#\, entonces p permanece inalterado. En nuestra
nueva notacion, la esfera celestial a un tiempo ¢t constante es dado por:

ATA = |)\1|2 + |)\2|2 = constant. (G.24)

De hecho, esta afirmacion contiene algunos calculos mateméticos interesantes. Es obvio que, dadas
dos variables complejas A1 y A2, la ecuacion (G.24) define una esfera tridimensional S3. Lo que
quizas sea menos obvio, pero no por ello menos cierto, es que si identificamos todos los puntos de
S? relacionados por A — e”®\, obtenemos una esfera bidimensional S2. En lenguaje matemético,
decimos que S3/U(1) = S2. Es sencillo escribir directamente la funcion S* — S2. Dado un dos-
vector complejo, A, que cumple la condicion AfA = 1, se pueden definir 3 ntimeros reales k' mediante

k' = Aot (G.25)

donde o' son las tres matrices de Pauli (1.17). Un poco de algebra muestra que k‘k? = 1. En otras
palabras, k! da un punto en S2. Esta funcién de S? a S? se denomina funcién de Hopf.
Utilicemos ahora estos nuevos objetos A para construir el mapa entre las dos esferas celestes. Un
dato interesante es que las transformaciones de Lorentz actiian de forma natural sobre los dos
componentes \. Para comprobarlo, recordemos que

P =Nt = MM, (G.26)

podemos ver esto como una transformacién de A por si misma. Tenemos la transformacion de
SL(2,C):
N =M\ (G.27)

Sin embargo, esta no es exactamente nuestra transformacion. Podemos partir de una esfera celeste
definida por (G.24) y aplicar una transformacion de Lorentz. El problema radica en que el espacio
resultante sigue siendo la primera esfera celeste, simplemente escrita en las coordenadas del segundo
observador. Aun necesitamos propagar los rayos de luz hacia adelante y hacia atras para que
intercepten la segunda esfera celeste. Para evitar esta complicacion, es mejor pensar en estas esferas
celestes de una manera ligeramente diferente. En lugar de decir que se definen en tiempo constante,
defindmoslas como clases de equivalencia de rayos de luz. Esto significa que perdemos la informaciéon
sobre dénde nos encontramos a lo largo del rayo de luz: solo conservamos la informacién sobre de
qué rayo de luz estamos hablando. Mateméticamente, esto es muy simple: a cada A\ asociamos un
Gnico ntimero complejo w € C mediante \

1

- (G.28)

w
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El mapa de la esfera celeste S2 — C se conoce como proyeccidn estereogrdfica y se muestra en la
Figura G.2. En sentido estricto, w parametriza C U {oc}, incluyendo el punto en el infinito para
dar cabida al punto A\s = 0, que es el polo norte de la esfera celeste. Este plano complejo extendido
se denomina esfera de Riemann.

Figura G.2: Proyeccion estereografica: El hemisferio sur es mapeado dentro del circulo punteado
mientras que el hemisferio norte es mapeado fuera del circulo punteado.

Ahora, los rayos de luz vistos por el primer observador estan etiquetados como w € C y forman
una esfera celeste. Los rayos de luz vistos por el segundo observador estan etiquetados como
w’ = N /A, y forman una esfera celeste diferente. Una transformacion de Lorentz M € SL(2,C)
actiia sobre A como (G.27) que, en términos de w, se lee

, aw+b
w =
cw+d

dondeM_(‘c’ Z) v ad—be=1 (G.29)

Esta transformacion en el plano complejo se conoce como transformacion de Mobius. Es facil ver
que las transformaciones de Mobius forman un grupo. De hecho, a partir de lo visto anteriormente,
no deberia sorprenderle saber que el grupo de transformaciones de Mobius es SL(2, C), hasta una
identificacion discreta Zy [175]. Supongamos ahora que el primer observador ve un objeto en su
esfera celeste que traza una forma. Tras la proyeccion estereografica, esto resultara en una forma en
el plano complejo (quizas pasando por el punto en el infinito). Al segundo observador le parece que
esta se transforma mediante (G.29). Al realizar la proyeccion estereografica inversa, sabremos qué
forma ve realmente el segundo observador. Veamos un ejemplo sencillo. El ejemplo més sencillo
es el de un objeto que es en si mismo una esfera. Esto significa que, cuando esté estacionario
con respecto al primer observador, el contorno del objeto parece un circulo. ;Qué ve el segundo
observador? Para responder a esta pregunta, se necesita mencionar algunos datos sencillos sobre
la proyeccion estereografica y las transformaciones de Mobius:

= La proyeccion estereografica convierte circulos de la esfera en circulos o lineas en el plano.

= Las transformaciones de Mobius convierten circulos y lineas de el plano en circulos o lineas
en el plano.

Tras estos hechos se esconde la afirmacion de que ambas transformaciones son conformes, es decir,
que conservan los dngulos. La conclusion es que un circulo en la primera esfera celeste se transforma,
mediante una transformacion de Lorentz, en un circulo en la segunda esfera celestial. El primer
observador ve un objeto que tiene la forma de un circulo; con el argumento de la contraccion de la
longitud de Lorentz, el segundo observador verd un objeto tipo elipse. Sin embargo, esto no pasa; el
segundo observador sigue viendo un circulo. El tiempo que tarda la luz en viajar completamente,
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elimina el efecto de la contraccion en la longitud. Finalmente los objetos A; son los espinores
de Weyl, vectores de dos componentes complejos que se transforman bajo el grupo SL(2,C), en
realidad son espinores de Weyl izquierdos, para obtener los espinores de Weyl derechos, se cambia
¢ — —¢ como vimos en las ecuaciones (1.257) y (1.258). Ya hemos visto como se pueden usar los
espinores para describir los rayos de luz. Pero este no es su tnico uso; tienen otras utilidades. Hay
algunas propiedades que hacen muy sorprendente a los espinores lo que permite que tengan alguna
relevancia real en el mundo. Esto nos remonta a la observacion de que SL(2, C) es la doble cobertura
del grupo de Lorentz. Supongamos que existe algin objeto en el universo que se describe mediante
un espinor. Esto significa, en particular, que el estado del objeto con A es diferente del estado del
objeto con —A\. {Qué sucede cuando rotamos este objeto? Bueno, ya hemos visto como realizar una
rotacion usando matrices SL(2,C): estan dadas por (1.257) y (1.258). Excepto que si actuamos
sobre espinores, debemos tomar una decision: ;elegimos +M o —M? Porque, a diferencia de la
accion en el espacio de Minkowski, estas dos matrices diferentes resultaran en estados A distintos
después de una rotaciéon. En realidad, no importa qué opcién elijamos, siempre y cuando elijamos
una. Asi que, supongamos que una rotaciéon sobre un eje n’ actiia sobre un espinor mediante

0
A — exp (2#0’) A (G.30)

Todo esto parece estar bien. La sorpresa surge al observar lo que ocurre si rotamos el espinor
27. No vuelve a su estado original. En cambio, tras una rotaciéon de 2w, encontramos A — —A\.
iTenemos que rotar 4w para que el espinor vuelva a su estado original! ;No seria asombroso si
existieran objetos en el universo con esta propiedad: que al rotarlos se descubriera que no volvian a
su estado original? Esto es aiin més asombroso al comprender que rotar un objeto es lo mismo que
rodearlo. Si existieran tales objetos, se podria rodearlos una vez y ver que el objeto se encuentra
en un estado diferente simplemente porque se ha caminado a su alrededor. Estos objetos son los
electrones, protones y neutrones. Estas particulas contienen un momento angular intrinseco cuya
direccion es descrita por un espinor en lugar de un vector. Rota un electréon 360 grados y no va ser
el mismo, si lo rotamos 720 grados tenemos el mismo electrén con el que empezamos. La simetria
de grupo del universo en donde vivimos no es el grupo de Lorentz SO™ (1, 3); mas bien es la doble
cubierta SL(2,C)
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Apéndice H

Corte Unitario y BCFW para
calcular a ordenes de Lazos

El cuerpo central de esta tesis fue calcular eficientemente amplitudes de dispersion desde teorias
como QED hasta teorias méas complicadas como Supergravedad. Por lo tanto, vamos a ver en esta
seccion algunas técnicas sobre como calcular el orden de lazos (loops, en ingles) siguiendo las ideas
que vimos en el capitulo 4 basindonos en los espinores de helicidad de Weyl. Seguimos el mismo
procedimiento del libro de Elvang y Huang [9], también hay otras referencias donde se trata el
tema de integrales de Feynman [176, 177], uno de los mas utiles es la integracion por partes [178].
Las correcciones a orden de lazos son, por supuesto, muy relevantes, tanto en aplicaciones de fisica
de particulas como para nuestra comprension de la estructura matematica de la matriz S. En esta
seccion, exploramos la estructura de las amplitudes de lazos. Las reglas de Feynman requieren la
conservacion del momento en cada vértice de un diagrama de Feynman. A nivel de arbol, esto fija
todos los momentos de las lineas internas (propagadores) en funcion de los momentos externos. A
nivel de lazos, la conservacién del momento deja un momento indeterminado por lazo y se debe
integrar sobre todos estos momentos no fijos. Por ejemplo, en D dimensiones, se tiene una integral
de lazo D dimensional para cada lazo. Por ejemplo, en la teoria ¢3, uno de los diagramas que
contribuye a la amplitud de 1 lazo de 4 puntos es:

D2 p3

_f dPe 1
—J@m)? 2 (6— p1)?(b—p1 — p2)? (€+ pa)?

A

P1 P4

Figura H.1: Integral de caja escalar

Otro ejemplo, es el diagrama de la correccion de 1 lazo a la amplitud de 4 puntos en QED
escalar:
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P1 b2

40 _
MQED =

P4 P3

Aqui /\/l‘gE p €s

Mt =t [ AL ) Uipaop]

2m)P R =p)’(l—pr—p2) (L +ps)°

donde e es la carga eléctrica del escalar. Notese que la integral (H.1) tiene dependencia del momento
de lazo en el numerador. En general, una amplitud de lazo L puede escribirse esqueméaticamente

como:
L
dPe, 1 nic;
Mﬁ—lazo _ / . ] , H.2
2 ) \Uess )5 12

=1

donde la suma abarca todos los posibles diagramas de Feynman de lazos j. Para cada diagrama, ¢,
denota los momentos de los lazos L, «; etiqueta los propagadores y S; es el factor de simetria aso-
ciado al diagrama. Los factores cinematicos del numerador n; son polinomios de productos internos
invariantes de Lorentz de los momentos externos, de lazos, y vectores de polarizacion (u otras fun-
ciones de onda externas). Las constantes ¢; capturan la informacion sobre los acoplamientos y los
factores del grupo de norma. En este trabajo nos centraremos en el limite planar de las amplitudes
de Yang-Mills como ejemplo. En este contexto, el limite planar significa que las amplitudes tienen
una Unica estructura de traza, al igual que las amplitudes de arbol. Este tipo de amplitudes se
denominan planares. Los diagramas que contribuyen a una amplitud son precisamente aquellos en
los que no se cruzan lineas. A nivel de lazos, se distinguen tres tipos de objetos:

= El integrando del lazo es la funcion racional dentro de la integracién del momento del
lazo.

= La integral del lazo es la combinacién del integrando y la medida de integraciéon del mo-
mento del lazo; este es un objeto formal, ya que no hemos especificado la regiéon de integracion
del momento del lazo ni abordado las divergencias.

= La amplitud del lazo es el resultado de realizar las integraciones de los lazos en la
integral del lazo. Si integramos sobre el espacio fisico de momento R"3, la integral puede tener
divergencias infrarrojas (IR) y/o ultravioleta (UV). Necesitamos regular dichas divergencias
para que el resultado de la integracion, la amplitud del lazo, esté bien definido.

Nos centraremos principalmente en el integrando del lazo y la integral del lazo. Sin embargo, es ttil
comprender la estructura analitica de la amplitud del lazo, ya que esta revela qué restricciones debe
satisfacer el integrando del lazo y, por lo tanto, la integral. No es sorprendente que las integrales
de amplitudes de lazos puedan ser divergentes. Integran una funcion racional (el integrando del
lazo) sobre L copias de R, lo que incluye regiones donde el momento del lazo es infinito |[¢| — oo,
asi como regiones donde el integrando-denominador puede anularse; en ambos casos, se producen
divergencias potenciales. Tras regular la amplitud y separar las divergencias, las partes finitas de
la amplitud no suelen ser simplemente funciones racionales. Para amplitudes de lazos inferior sin
masa, a veces se encuentran funciones que pueden expresarse en forma de integrales iterativas o
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productos de integrales iterativas. Por ejemplo,

1og(x):/ozcit, log(x)log(y)=</0zdtt> (/chf) Li(x /dt/ L my)

La tltima funcién, Lis, es un dilogaritmo. Es el caso especial ¢ = 2 del polilogaritmo Li,. A partir
del conocido logaritmo Li; (z) = —log(1 — z), los polilogaritmos se definen iterativamente como

Lig(z / dp == qu i (H.4)

Estas funciones suelen denominarse funciones trascendentales. Se asocian con un grado de trascen-
dentalidad, dado por la dimensién de la integral involucrada. Las tres funciones en (H.3) tienen
trascendentalidad 1, 2 y 2, mientras que r es para el polilogaritmo Li,.. Notese que, en esta categori-
zacion, 7 tiene trascendentalidad 1, ya que im = log(—1). La estructura analitica de las amplitudes
de lazos es claramente mas compleja que la de las amplitudes de arbol: donde las amplitudes de
arbol son funciones racionales simples con polos simples, las integraciones de lazos suelen dar lugar
a logaritmos generalizados, como en (H.3), y otras funciones especiales. Estas tienen cortes de
rama (branch cuts, en ingles), ademés de polos. La estructura de polos bien comprendida de las
amplitudes de arbol fue fundamental para el desarrollo de las relaciones de recursion BCFW en la
capa de masa de la seccion 4.3, por lo que, a primera vista, parece dificil desarrollar un enfoque
similar en la capa de masa para las amplitudes de lazos. No obstante, la estructura analitica de
los integrandos de lazo puede aprovecharse para reconstruir la amplitud a partir de menor orden.
Veamos como hacerlo. Si una integral de lazo diverge a medida que el momento del lazo aumenta, se
dice que el diagrama de lazo presenta una divergencia ultravioleta (UV). Con un momento de lazo
elevado, los denominadores de los propagadores se comportan como £2, por lo que un integrando

dado se comporta como
EN ‘€|N+D 1
dPy
J e~ [ A (15)

donde D es el nimero de dimensiones del espacio-tiempo, P es el nimero de propagadores y N
cuenta las potencias de los momentos del lazo en el numerador. Con D + N — 2P = 0,1,2,...,
la integral es logaritmica, lineal, cuadraticamente divergente, etc. Para regular el comportamiento
UV de la integral, se puede introducir un limite UV explicito A, pero suele ser més conveniente
continuar analiticamente el espacio-tiempo hasta 4 — 2¢ dimensiones y usar € como parametro de
regularizaciéon. Esta es la regqularizacion dimensional, ampliamente utilizada en la teoria cuantica
de campos debido a su atractivo atributo de preservar la invariancia de norma [179]. Si la amplitud
presenta divergencias UV, esto nos indica que, a distancias cortas, la teoria debe modificarse, ya sea
modificando las constantes de la accion original o anadiendo nuevos operadores locales a la accion.
La forma en que se modifica la teoria depende crucialmente de la forma de la divergencia. Dado que
la integral de lazo tiene una dimensién de masa definida, la divergencia debe multiplicarse por un
invariante cinematico con la dimension correspondiente. Si este invariante es la amplitud del arbol,
entonces podemos simplemente modificar las constantes, como los factores de acoplamiento genera-
les, de la amplitud del arbol para absorber esta divergencia. Esta modificacién puede traducirse en
la modificacién de las constantes de acoplamiento y las masas en la descripcion lagrangiana de la
teoria. Si, por otro lado, el invariante cinematico frente a la divergencia del lazo no es proporcional
a la amplitud del arbol, entonces esto significa que uno tiene que modificar la teoria agregando nue-
vos operadores a la accion de modo que las divergencias puedan ser absorbidas. El procedimiento
para eliminar las divergencias UV de las amplitudes de lazos se denomina renormalizacion. Si las
divergencias UV de todas las amplitudes de lazos de una teoria dada pueden eliminarse anadiendo
un ntmero finito de términos a la accion (incluido cero), se dice que la teoria es renormalizable. La
renormalizacion es un tema fundamental en la teoria cuéntica de campos. Es crucial para realizar
predicciones fisicas a partir de las teorias de norma, y sus técnicas han demostrado su eficacia
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en las notables y exitosas comparaciones de predicciones tedricas con resultados experimentales.
Otro tipo de singularidad son las divergencias infrarrojas (IR). Pueden provenir de dos fuentes:
divergencias suaves y divergencias colineales. Para facilitar el analisis, consideremos una integral
con dos patas adyacentes sin masa:

P1

Figura H.2: Intengrando

La parte relevante de este integrando es
/ daPe (HL.6)
(L+p1)° 2 (0 —py)* '

Ahora, consideremos las coordenadas del cono de luz en notacion de Elvang y Huang [9]
pt=p"+p' pm=p"—p', FL=0A0% 0P, (H.7)
Entonces p* = —pTp~ + p? . Siempre podemos elegir las coordenadas de tal manera que p; esté en
la direccién p~. Para simplificar, elegimos que py esté en la direccion p™; esto no es general, pero
el resultado de la discusion si lo sera. La integral del lazo es ahora:
/ detde—dP—20,
(62 —26py) 2 (2 = 207p3 )

(H.8)

Donde se han eliminando los factores generales. Consideremos la region de integracion donde el
momento del lazo se suaviza, /* — 0. En la préctica, escalamos la integral a esta region cambiando
la variable de integracion de £+ a t como:

st 0t Ot (H.9)

Todos los términos en ¢? escalan homogéneamente como #2, lo cual conduce a £.p; para t pequefio.
Por lo tanto, para t cercano a cero, la integral (H.8) da

tP-1qt dt
[y (H.10)

En D = 4, esta integral es logaritmicamente divergente cerca de ¢ = 0 Podemos regularla conti-
nuando formalmente las dimensiones del espacio-tiempo hasta 4 — 2¢, y ahora tenemos:

t372qt dt 1 0
/ “ / 2 — 9¢ +0 (6 ) . (H.11)
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Esta divergencia se denomina divergencia suave, ya que se produce cuando el momento del lazo
es mas suave que los lados externos. A continuacién, consideramos un limite en el que el momento
del lazo se vuelve colineal con p;: escalando las componentes para alinearlas con la direccion p~

AR Ry Ny S T (H.12)

Nuevamente, £2 escala como t2, por lo que para t pequefio tenemos que (fz — 2€+p1_) escala como
2y que ( (2 — 2€_pz+ ) va como t° en orden principal. Por lo tanto, el comportamiento general de
la integral para t pequeno es nuevamente (H.11), por lo que va como 1/e en dimensiones 4 — 2e.
Esta es una divergencia colineal; corresponde al limite donde el momento del lazo se vuelve colineal
con uno de los momentos externos. Las divergencias suaves pueden ocurrir simultaneamente con
divergencias colineales, por lo que en la regularizaciéon dimensional D = 4 — 2¢, la f-integraciéon de
la Figura H.2 se comporta en orden principal como 1/€2. Para una amplitud de L-lazos, las diver-
gencias IR principales suelen ser de orden 1/e2L. Los limites suaves y colineales para amplitudes
en teorfas de norma sin masa se han estudiado desde finales de la década de 1970 [180].

La aparicién de divergencias IR no responde a la necesidad de modificar la teoria original. Mas
bien, es consecuencia de una sutileza en la definicion de las amplitudes de dispersiéon para parti-
culas sin masa. Para definir una amplitud de dispersion, es necesario tener una nocion clara de
los estados asintoticos, es decir, jqué son exactamente las particulas que estamos dispersando?
Si particulas idénticas sin masa se vuelven colineales, es dificil distinguirlas de una sola particula
sin masa: una sola particula con un momento definido similar al de la luz es indistinguible de
cientos de particulas blandas cuyos momentos son colineales y cercanos a cero. Esta ambigiiedad
para los estados asintdticos sin masa se refleja en las divergencias IR de las amplitudes de lazo,
asi como en las singularidades de los limites blandos y colineales de la amplitud a nivel de arbol.
Las singularidades suaves y colineales de arbol y lazos estan estrechamente relacionadas, como se
puede observar en el calculo de la seccion eficaz de dispersiéon. La secciéon eficaz de un proceso de
4 puntos para cuatro gluones en la teoria pura de Yang-Mills implica el producto cuadrado de la
norma de la amplitud de gluones sumada sobre los estados. Organizando la expansion perturbativa
en potencias del acoplamiento de norma g, se tiene:

6 < Bil{gg [ Si)(i|Slge) =

La suma ), representa la suma de todos los estados multi-particula en la capa de masa y S es
la matriz S. La linea discontinua en cada diagrama representa la suma de las especies de particulas
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del lado interno en la capa de masa. Las amplitudes de arbol de 4 gluones y de un lazo son de
orden g2 y g*, respectivamente, mientras que la amplitud del arbol de 5 gluones es de orden g3. Por
lo tanto, el producto de las amplitudes del arbol de 4 gluones y de un lazo contribuyen al mismo
orden, es decir g%, como el producto de dos amplitudes de arboles de 5 gluones. Diagramaticamente,
se puede observar que la divergencia colineal de la amplitud del lazo de 4 gluones en un diagrama
puede considerarse, de hecho, como la divergencia colineal de la amplitud del arbol de 5 puntos,
vista de otra manera:

J

Las divergencias colineales de las amplitudes de arbol de 5 puntos cancelan la divergencia IR
de las amplitudes de un lazo de 4 puntos para producir una seccién eficaz finita.

La discusion anterior ilustra que las divergencias IR de las amplitudes de lazos estdn intima-
mente ligadas al comportamiento suave y colineal de las amplitudes de arbol. Historicamente, esto
ha servido como punto de partida inspirador para el desarrollo de las relaciones de recursiéon a nivel
de arbol [68], discutidas en la secciéon 4.3. Notese que si un proceso de dispersion esta ausente a
nivel de arbol y no es nulo solo a nivel de lazos, entonces el resultado de orden principal no puede
tener singularidades IR; no tendria una contraparte a nivel de arbol que cancelara sus divergencias
IR en la seccion eficaz. Por ejemplo, las amplitudes de gluones con todos los valores negativos o con
un solo valor positivo se anula a nivel de arbol [4, 9, 26], pero en la teoria pura de Yang-Mills son
no nulas a orden de un lazo. Se puede demostrar mediante calculo explicito que los resultados para
estas amplitudes de gluones estén libres de divergencias IR y, de hecho, son funciones racionales
simples [181, 182]. La teoria de Yang-Mills pura es

ivio] (i2i3) [i3i4] (i471)
[12][23] - - - [n1] ’

M%—lazo [172* o n*} — Z [ (H13)
Donde la suma en el numerador es mayor que 1 < i3 < ip < i3 < 44 < n y se han descartado
los factores de normalizaciéon generales. Por otro lado, resulta ttil considerar un conjunto de inte-
grales escalares basicas y sus resultados integrados en la regularizaciéon dimensional. Las integrales
escalares de un lazo Ir(,i) son los diagramas de Feynman de m-gonos que aparecen en la teoria ¢™:

N ¢

\
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En las integrales escalares, la dependencia de los momentos del lazo y los externos se limita tini-
camente a los propagadores. Las integrales escalares de un lazo se clasifican como burbujas, tridn-
gulos, cajas, etc., si tienen propagadores 2, 3,4, etc. Estas integrales se denotan por I, (K;, K),
I, (Ki, K, Ky), v Isn (K, K, Ki, K;), donde el subindice indica el nimero de vértices de los
diagramas, asi como el nimero de patas externas involucradas. K; es la suma de los momentos
externos en cada vértice. Las integrales escalares de caja, triAngulo y burbuja de 4 puntos son:

P2 b3 D2 . P2 p3
3
z Y Pa 1 D4
1 P4 P
Iy YEW T
a) Cajas b) Triangulos ¢) Burbujas
Donde
dPe 1
I . = I . =
4;4 4;4 (P1,P2,P3,P4) / (2m)D g2 (f—pl)Q (é—pl—pg)Q (€+p4)2’
dPe 1
I3.4 = I3.4 (p1,p2,p3 +pa) = / O 2= p ) (l—p1—p) (H.14)
dPe 1

Io.q = Iz (p1 + p2,p3 + pa) / 2 (= pr— )
Encontramos la integral de caja escalar en (H.1). En D = 4, el conteo de potencias muestra que
las integrales de caja y triangulo I4, y I3., no pueden tener divergencias UV, solo divergencias
IR debido a las esquinas sin masa. Las excepciones son los casos en los que todas las esquinas son
masivas, es decir, todas K2 # 0; tales integrales de triangulo y caja masivas son finitas IR. Las
integrales de burbuja I, tienen divergencias UV, pero no divergencias IR porque ambas esquinas
son masivas, K? # 0. La integral de burbuja escalar con una esquina sin masa se anula en la
regularizacién dimensional. Esto se debe a que la integral tiene una dimensién de masa de 2, pero
no hay una cantidad dimensional que le dé dimensién, ya que el tnico invariante que entra en la
integral es K2 = 0. Si se establece D = 4 — 2¢, los resultados integrados de las integrales de caja,
tridngulo y burbuja de 4 puntos son:

sU u

2 _ —e _ —€ S
Iy;4 (p1,p2:p3,pa) = r (62 {(—u %) 4 (—p ) } —In? (—) —7r2) + O(e),
I3.4 (p1,p2,p3 +pa) = ?g (—M_Qs)ilie + O(e), (H.15)
1
Ip.4 (p1 + p2,p3 +pa) =1 (6 —In(—p%s) + 2) + O(e).
Aqui,
Ar =T(1 4 e)T3(1 — €)/T(1 — 2¢), (H.16)

y 1 es la escala de regularizacion. Estos resultados y sus generalizaciones de n puntos se pueden
encontrar en [183]. Las integrales de caja y tridangulo de un lazo son 1/€2, como se esperaba de la
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combinacion de las divergencias suaves y colineales. La divergencia 1/¢ en la integral de burbuja es
una divergencia UV. Las integrales escalares de caja, tridngulo y burbuja proporcionan una base
para amplitudes de un lazo en D = 4 dimensiones. Veremos como funciona esto mas adelante en
el método de unitariedad.

Método del Corte Unitario

Consideremos la amplitud del gluén de un lazo de n puntos, ordenada por colores, en la teoria
pura de Yang-Mills como ejemplo. Supongamos que identificamos el momento del lazo ¢ tal que,
en cada diagrama de Feynman, ¢ es el momento que fluye entre los tramos 1 y n, como se indica
para n = 5 en la Figura H.3:

D3 P2

b2
P1 D3 P2 D3 b2

b1

P

D1 Ps D5 P4 Ds D4 D5

Figura H.3: La suma de los residuos de todos los diagramas de Feynman con propagadores % y
(¢ — p1 — p2)? en la capa de masa debe dar el producto de dos amplitudes a nivel drbol.

Entonces, podemos agrupar inequivocamente todos los diagramas de Feynman distintos bajo

una integral,
/d%ZJj, (H.17)
J

Los integrandos J; toman la forma indicada por (H.2). Para calcular la amplitud completa, nece-
sitamos integrar ¢ sobre R* (después de la rotacion de Wick desde R?), pero centrémonos en el
subplano donde el momento de lazo satisface las dos condiciones de corte.

=l —p—p)’=0. (H.18)
En este subplano, los integrandos de la forma

1 cing

Jj=— 1 —, (H.19)

Sj (62)(6—])1 —pg)
se vuelven singulares. La singularidad corresponde a una conFiguraciéon cinemética donde los dos
propagadores, 1/02 y 1/ (£ —p; — p2)2, se encuentran en la misma capa de masa. La suma de los
residuos de todos estos integrandos debe ser equivalente al producto de dos amplitudes de arbol en
la misma capa de masa, como se muestra esquematicamente en la Figura H.3. Esta observacién es
muy util para restringir el integrando del lazo: si alguien nos da una funcién racional y afirma que
es el integrando del lazo tnico de alguna teoria (unitaria), podemos aplicar cortes, como (H.18),
y comprobar la afirmaciéon comprobando si la funcién se factoriza correctamente en productos de
amplitudes de tres. De esta manera, nuestro conocimiento de las amplitudes de tres puede reciclarse
en informacién sobre el integrando del lazo. La operacién de tomar propagadores de lazos en la
capa de masa se denomina corte unitario. Se origina en la restriccion unitaria de la matriz S. Para

comprender cémo, la unitaridad requiere que STS = 1. Al escribir S = 1 +iT, donde T representa
la parte interactuante de la matriz S, la unitaridad requiere —i (T — TT) = T'T. Si examinamos
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esta restriccion orden por orden en la teoria de perturbaciones, nos indica que la parte imaginaria
de la matriz T en un orden dado esta relacionada con el producto de los resultados de orden
inferior. En particular, la parte imaginaria de la amplitud de un lazo esté dada por el producto de
dos amplitudes de arbol. Esto se ilustra en el siguiente diagrama:

P2 p3
¢ — p1 —

21Im =

b1

Figura H.4: Corte Unitario

El producto de dos amplitudes de arbol en el lado derecho implica una suma de todos los
posibles estados en la capa de masa que pueden cruzar el corte. Solo se incluyen en esta suma
los estados del espectro fisico de la teoria. En la teorfa de norma, los célculos de las amplitudes
de lazos mediante diagramas de Feynman requieren fantasmas en los lazos: el proposito de estos
fantasmas es cancelar los modos no fisicos en los lazos. Por el contrario, en un corte unitario (H.4),
restringimos los momentos del lazo a estar en la capa de masa y solo se incluyen los modos fisicos
en las dos amplitudes en la capa en el lado derecho de (H.4). Las reglas de corte también incluyen
integrales de cualquier libertad restante en el momento del lazo después de imponer las restricciones
de corte, como (H.18), y la conservacion del momento. La integral sobre todas las configuraciones
cineméticas permitidas, con respecto al diagrama (H.4), puede escribirse como

[Pt ()5 (= - p2)?). (H.20)

El subindice 4 significa que elegimos la solucién para la condicién en la capa de masa que tiene un
componente temporal positivo, £° > 0, es decir, esta asociada con una particula (en lugar de una
antiparticula) que cruza el corte. Vemos que (H.20) simplemente reemplaza los dos propagadores
de corte con sus condiciones en la capa de masa, tal como lo vimos en la Figura H.1. La parte
imaginaria de la amplitud explora su estructura de corte de rama; por lo tanto, el corte unitario
nos permite relacionar la estructura polar del integrando con la estructura de corte de rama de
la integral de lazo. Se puede reconstruir el integrando analizando diferentes conjuntos de cortes
unitarios. Los cortes unitarios también pueden involucrar mas de dos lineas de corte, es decir,
varias lineas internas tomadas en la capa de masa, de modo que la amplitud del lazo se factoriza
en miultiples amplitudes en la capa de lazo inferior. Un corte de N lineas simplemente significa
que N lineas internas se toman en la capa de masa. La reconstruccién de la amplitud del lazo
completo a partir de la aplicacion sistematica de cortes de unitariedad se denomina método de
unitariedad generalizada [127]. Se ha aplicado a una amplia gama de problemas de dispersion, desde
predicciones en QCD de NLO hasta el comportamiento ultravioleta de las teorias de supergravedad
perturbativa. Sus aplicaciones para teorias supersimétricas y no supersimétricas han sido estudiadas
en trabajos como [184, 185, 186, 187|. La informacion de los cortes unitarios se puede utilizar con
mayor eficiencia si conocemos, a priori, una base completa de integrales que pueden aparecer en
las amplitudes de dispersion. Se puede demostrar que, en D dimensiones, todas las amplitudes de
un lazo pueden reescribirse como una suma de integrales escalares de un lazo de m-gonos I,,, para
m=2,3,...,D [188, 189, 183, 190, 191, 192]:

Mazo — Z Cg)fg) + Z C(Djlllgll 4.4 Z Cék)fék) + términos racionales .  (H.21)
, , p

z J
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Aqui, C,(,? son coeficientes cinematicos dependientes de las integrales escalares de m-gono I,(,i) que
se introdujeron en (H.14). Las integrales escalares de caja, tridngulo y burbuja de 4 puntos se
evaluaron en (H.15). La integral de caja de n puntos I il) toma la forma (de ahora en adelante,
eliminando el subindice n):

P K
= ¢ A
Kii) K?()i)
Donde
D
; 1
g :/(d d (H.22)

% (- k) (0- KO - k) (0r 60)

donde ( K {i), K éi), K :g'), K f) ) son las sumas de los momentos externos en cada vértice. La etiqueta
1 indica una eleccién particular de distribucién de las lineas externas en las cuatro subamplitudes,
es decir, diferentes cortes de 4 lineas. Puede parecer sorprendente que todas las integrales de un
lazo puedan escribirse en términos de una base de integrales escalares de 1 lazo, como en (H.21), ya
que las integrales obtenidas a partir de diagramas de Feynman generalmente implican numeradores
que dependen del momento del lazo. La simplificacion consiste en que se pueden usar los momentos
externos para formar una base para cualquier vector en las integrales. Por ejemplo, una integral
vectorial"de un lazo de 4 puntos puede desarrollarse como:

/dDE i
2 (0—p1)° (0 —p1—p2)” (£ + pa)

5 = a1py + azph + asph. (H.23)

Aqui simplemente utilizamos el hecho de que la integral debe ser un vector de Lorentz, y dado
que, por conservacion del momento, solo hay tres vectores de momento linealmente independientes
en la entrada de 4 particulas, la respuesta debe ser una combinacién lineal de los mismos. Los
coeficientes en (H.23) se resuelven mediante el procedimiento de reduccion de Passarino- Veltman
[192]. La idea es simplemente anadir puntos en varias combinaciones de momentos externos y
simplificar el resultado. Por ejemplo, anadiendo puntos a p; en (H.23), el numerador de la integral
se convierte en:

(- p) =5 |(+p)° -] (H.24)

N =

Los dos términos del lado derecho cancelan cada uno un propagador del lazo, dejando dos integrales
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escalares. Entonces (H.23) da:

/dDZ l ! - 5 — 5 ! 5 5 (H.25)
22(0+p1+p2) (L —pa)” 20l +p1)” (L+p1+p2) (L —pa)

1
=5 (ags + ast) . (H.26)

Repitiendo el procedimiento anterior, se pueden obtener tres ecuaciones lineales para ai, a2 y as.
Resolver este sistema lineal es sencillo y proporciona la integral vectorial (H.23) como una combi-
nacion lineal de integrales escalares. En general, dado que solo hay D vectores independientes en
D dimensiones, el conjunto de integrales escalares necesarias puede reducirse al conjunto de inte-
grales escalares que se muestra en (H.21). Las integrales tensoriales pueden simplificarse de forma
similar. Se puede encontrar una discusién mas detallada sobre las reducciones integrales en [103].
La expansion de la base (H.21) hace que la tarea de calcular la amplitud de un lazo sea cuestion de
determinar los coeficientes Cﬁ,i). Dado que las integrales escalares tienen estructuras de propagador
distintas, solo un subconjunto contribuye a un corte unitario dado. Al aplicar miltiples cortes uni-
tarios, se obtiene un conjunto de ecuaciones lineales que relacionan los C’,(ﬁ) con los resultados de los
cortes, cada uno calculado como un producto de amplitudes de arbol. Resolviendo estas ecuaciones
lineales se obtienen los coeficientes C’T(,i) como una combinacién de productos de amplitudes de ar-
bol. Por (H.21), esto determina la amplitud de un lazo, hasta la posibilidad de términos racionales.

Los coeficientes integrales C%) se pueden hallar sisteméaticamente organizando el calculo segin el

numero de propagadores presentes en las integrales escalares L(r?. En D dimensiones, el momento
del lazo £ tiene D componentes, por lo que se pueden encontrar soluciones aisladas para ¢ tales que
todos los propagadores en la integral escalar Ig) estén en la capa de masa: esto corresponde a un
corte de D lineas, y este es el corte maximo posible en D dimensiones. A esto se le denomina corte
mdzimo. Dado que las restricciones de corte son cuadraticas en el momento del lazo, existen dos
soluciones aisladas, denotadas £*(1) y ¢*() para un corte maximo. El coeficiente correspondiente

Cg) es completamente determinado por el producto de D amplitudes de arbol como:

(i) _ 1 arbol arbol
Cp =3 > MEel el (H.27)

ny
£=g*(1) gx(2)

Notese que se promedian las dos soluciones, ¢*(1) y ¢*(2) En un lazo, el peso relativo entre las
dos soluciones se puede determinar considerando integrandos especiales que integran a cero. El
corte maximo asociado también debe anularse, lo que corrige la prescripcion anterior [193]. Los
coeficientes C,S? con m < D no son tan sencillos de calcular, pero pueden obtenerse sistemética-
mente. Tras determinar todos los coeficientes de D-gonos, tratamos los (D — 1)-cortes. Tanto las

integrales I](Di) como las Igzl pueden contribuir potencialmente a los (D — 1)-cortes, pero como

yva hemos determinado todos los Cg), podemos determinar sin ambigiiedad todos los Cgll. De
forma similar, todos los coeficientes integrales pueden determinarse iterativamente. De esta forma,
el método de unitariedad generalizada ofrece una forma sistematica de determinar la amplitud
de un lazo en términos de amplitudes de arbol. Se pueden encontrar analisis detallados de la ex-
traccion de coeficientes integrales de un lazo en D = 4 en referencias como [110]. Por supuesto,
hay un gran problema, ya mencionado en (H.21): se trata de los términos racionales. Los términos
racionales son funciones racionales que no poseen cortes de rama ( branch cuts, en ingles), por
lo que son indetectables por cortes de unitaridad. Los términos racionales surgen de la necesidad
de regularizar las integrales de lazos. En la regularizacién dimensional, el momento del lazo ¢ es
realmente (D — 2¢)dimensional. Si separamos el momento del lazo en una parte D-dimensional,
¢(P) |y una parte (—2¢)-dimensional, ;1~2¢, también puede haber contribuciones de las p-integrales.
Un ejemplo de un integrando que da una contribucién sin cortes de rama es la integral escalar de
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(D/2 + 1)-gono con numerador p?: se integra a un valor finito:

1 1

Ipjari (1] =~ ps 75 777 + 0. (H.28)

dg(D)d’ufk
/ (4m)P/2 (D/2)!

Esto no se puede capturar a partir del corte unitario ordinario, ya que es simplemente una funcion
racional (en este caso, una constante). El corte unitario obliga al momento del lazo a estar en la
capa de masa en D dimensiones, lo que implica u? = 0, por lo que la contribucién del integrando
anterior se anula. Por otro lado, si se consideran cortes unitarios donde las lineas internas se vuelven

sin masa en D — 2¢ dimensiones (K(D ))2 + 12 =0, o, equivalentemente, masivas en D dimensiones
con masa m? = p?, dichos términos son detectables. Por lo tanto, los términos racionales se
pueden reconstruir a partir de cortes unitarios si permitimos que los estados que cruzan el corte
sean masivos. Los términos racionales estan ausentes en las teorias supersimétricas de Yang-Mills
porque las cancelaciones de supersimetria garantizan que las potencias del momento del lazo en
las integrales no conduzcan a términos racionales tras la reduccion integral. En las teorias no
supersimétricas, por ejemplo, A¢*, QED y QCD, los términos racionales estan presentes y son los

que requieren mas tiempo para calcularse.

BCFW para Lazos

Los cortes unitarios analizados anteriormente implican cortes de al menos dos propagadores.
En contraste, la relacion de recursion a nivel de arbol que vimos en capitulo 4.3 se asemeja mas a
una construcciéon de corte de una sola linea, ya que utiliza la estructura de factorizacién de un solo
propagador en la capa de masa. Cabe preguntarse si las amplitudes de lazo pueden reconstruirse de
forma similar a partir de las singularidades asociadas con la toma de un solo propagador en la capa
de masa. En esta seccion, estudiamos un enfoque recursivo que generaliza la construccion BCFW
a nivel de arbol a los integrandos del lazo. Las amplitudes a orden de lazos tienen una estructura
analitica compleja, por lo que nos centramos en el integrando de los lazos, que es simplemente una
funcion racional con polos en la ubicacion de los propagadores, muy similar a las amplitudes a
nivel arbol. Supongamos que realizamos un desplazamiento del BCFW en los tramos externos, por
ejemplo, pi — pi' + z¢"* y p* — p! — 2, con ¢* = 0, como es habitual. Podemos deducir de los
diagramas de Feynman que los integrandos del lazo desplazados poseen dos tipos de polos en z:

= Polos en propagadores independientes del lazo;

= Polos en propagadores que involucran el momento del lazo.

El residuo de un polo de tipo 1 corresponde a la factorizacion del integrando en un producto de
dos integrandos del lazo inferior. El residuo de un polo de tipo 2 en un integrando de n puntos del
lazo L es un integrando de (n + 2) puntos (L — 1) con dos patas adyacentes, evaluado en el limite
directo:

pl =t pl = —r#, conr® =0. (H.29)

Esto se ilustra con el ejemplo de una amplitud de 3 lazos y 4 puntos en la Figura:
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D2 p3

Figura H.5: Tipos de polos en lazos con BFCW

En la Figura H.5 vemos la representacion de los dos tipos de polos que se producen en un
desplazamiento BCFW de un integrando de 3 lazos de 4 puntos. Los de tipo 1 son polos asociados
a propagadores independientes del momento del lazo, mientras que los de tipo 2 son propagadores
dependientes del momento del lazo. El primero factoriza el integrando de 3 lazos en un producto
de un integrando de 2 lazos y uno de 1 lazo, mientras que el segundo proporciona un limite directo
de una amplitud de 2 lazos con dos tramos adicionales. Los polos de tipo 2 son lo que llamariamos
cortes de linea tnica en el método de unitariedad [194, 195, 196, 197]. Por lo tanto, siempre que se
comprenda bien el comportamiento de z grande, parece que se puede establecer directamente una
relaciéon de recursion para integrandos de los lazos. Sin embargo, existen sutilezas que se deben
resolver. Uno de ellos se relaciona con la identificacion de los momentos del lazo en el integrando
del lazo. En la amplitud, debemos integrar los momentos del lazo, por lo que ¢; son solo variables
ficticias que pueden redefinirse sin dejar de obtener la misma respuesta integrada. Sin embargo, el
propio integrando puede tener diferentes estructuras polares dependiendo de como se identifiquen
los ¢;. Como ejemplo, considere la integral de caja de 4 puntos de un lazo (H.1) y comparemos las
parametrizaciones equivalentes I ia) el ib) =1 ia) (¢ = £+ p1). Los desplazamientos de BCFW en
las lineas externas 1 y 2 produce dos funciones analiticas distintas en z :

1

C(l—pr—2r) (—p1—p2)° (C+pa)
1

(E—I—pl+zr)2€2(€—p2—|—zr)2(€—p2—p3+zr)2.

1{7(1,2,3,4) =

(H.30)

1Y,3,3,4) = (H.31)

En general, no existe una forma canénica de identificar como se parametriza el momento del lazo,
por lo que esa es la primera sutileza que debe resolverse. Basicamente, se reduce a la definicién de lo
que se entiende por integrando no integrado. La otra gran sutileza tiene que ver con el limite directo
(H.29). Cuando los propagadores dependientes del momento del lazo se integran en capas, existe un
residuo correspondiente a un integrando de punto (n+2) del lazo inferior en el limite directo, pero
dicho limite presenta singularidades. Por ejemplo, a partir de los diagramas de Feynman explicitos,
se observa que si las lineas delanteras estan unidas a la misma linea externa, entonces, debido a la
conservacion del momento, existe una singularidad 1/p? cuando p? — 0. Dichos diagramas pueden
identificarse con cortes de burbujas en las lineas externas o diagramas de tadpole. Esto se ilustra
en la siguiente Figura:
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Figura H.6: Caption

En teorias sin masa, estos se integran a cero en la regularizacién dimensional y no contribuyen
a la amplitud del lazo. Sin embargo, antes de la integracion, forman parte del integrando y contri-
buiran a los cortes individuales. Por lo tanto, una tarea importante, aunque dificil, es identificar
estas contribuciones en el limite directo de manera que se puedan eliminar de forma consistente.
La resolucion de las sutilezas anteriores se ha logrado parcialmente para teorfas no supersimétricas
[113] v se ha resuelto completamente en teorias supersimétricas en el limite planar [114, 115]. En
particular, se demostré que, para teorias supersimétricas, los términos problematicos asociados
con el tadpole, asi como con las burbujas externas, se cancelan en la suma de estados sobre el
supermultiplete, y por lo tanto, se tiene un residuo perfectamente definido. Ademaés, en el limite
planar, los momentos del lazo en el integrando pueden definirse sin ambigiiedad. Esto se hace de-
finiendo los ¢; con una relacion especifica con el orden de los momentos externos. Por ejemplo, a
un lazo, una opcion es declarar que ¢ es el momento asociado con la linea interna inmediatamente
anterior a la linea 1. Para la integral de caja de 4 puntos y un lazo, esto selecciona el integrando
Iia) en (H.6). En la Figura H.6 vemos ejemplos de diagramas probleméticos para el limite hacia
adelante (forward limit, en ingles). En el diagrama de la izquierda de (a), el propagador entre las
lineas delanteras diverge debido a la conservacion del momento. El diagrama (b) ilustra que dicho
diagrama corresponde al corte tnico de una burbuja en una linea externa. Observaciones similares
se aplican a los diagramas (c¢) y (d), donde el limite corresponde al corte de un tadpole. Este tipo
de métodos se han estudiado mucho en teorias como N = 4 SYM [198, 199|. Seria interesante
probar si este tipo de técnicas podrian ayudar al drea de fisica de particulas a mejorar los calculos
de procesos cuando se tengan n—particulas tanto a nivel arbol como a orden de lazos.
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