Benemérita Universidad Auténoma de Puebla

Facultad de Ciencias Fisico Matematicas

Procesos de Decision de Markov Descontados
Sensibles al Riesgo

Tesis presentada al
Posgrado en Matematicas
como requisito para la obtenciéon del grado de
MAESTRO EN CIENCIAS MATEMATICAS
por

Ezequiel Herndndez Garcia

Asesorado por

Dr. Hugo Adén Cruz Suarez y Dr. Rubén Blancas Rivera

Puebla Pue.
Septiembre 2025



II



Benemérita Universidad Auténoma de Puebla

Facultad de Ciencias Fisico Matematicas

Procesos de Decision de Markov Descontados
Sensibles al Riesgo

Tesis presentada al
Posgrado en Matematicas
como requisito para la obtencion del grado de
MAESTRO EN CIENCIAS MATEMATICAS
por

Ezequiel Herndndez Garcia

Asesorado por

Dr. Hugo Adén Cruz Suérez y Dr. Rubén Blancas Rivera

Puebla Pue.
Septiembre 2025



II



Titulo: Procesos de Decision de Markov Descontados
Sensibles al Riesgo

Estudiante: EZEQUIEL HERNANDEZ GARCIA
COMITE

Dr. Francisco Solano Tajonar Sanabria
Presidente

Dr. Rei Israel Ortega Gutiérrez
Secretario

Dr. Carlos Camilo Garay
Vocal

Dr. Ruy Alberto Lopez Rios
Vocal

Dr. Hugo Adan Cruz Suérez
Asesor

Dr. Rubén Blancas Rivera
Asesor






Dedicatoria

Con carino para los seres queridos que fisicamente dejaron de estar con nosotros.

"Significaste tanto para todos nosotros
Eras especial, no miento
lluminaste los dias mds oscuros
Y los cielos mds nublados.

Tu sonrisa alegraba nuestros corazones
Tu risa era como escuchar misica
Daria absolutamente cualquier cosa
Por tenerte bien y aqui cerca.

No pasa ni un sequndo
Que no estés en nuestras mentes
Tu amor nunca olvidaremos
Del dolor con el tiempo sanaremos.”

Del poema Significaste tanto, de C. Mitchell.






Agradecimientos

El presente trabajo no es solo el resultado de horas de estudio y escritura, sino
también de todo el amor, el apoyo y la compania que recibi a lo largo de este camino.

A mis padres, Rosario y Jorge, el trayecto fue largo, pero lo logramos juntos.
Gracias infinitas por darme la vida y por estar ahi atin con todos los problemas que
nos toco enfrentar, gracias por apoyarme incluso sin entender del todo lo que pasaba.
Gracias por su fe inquebrantable en mi, por su amor que no pide explicaciones, y
por abrazarme en silencio cuando ya no tenia palabras. Esta tesis también es suya,
porque sin ustedes yo no estaria aqui.

Siempre tendré presente y estaré agradecido con mi familia, no hay palabras
que alcancen para expresar mis agradecimientos para todos, a mis hermanos Israel
y Jorge, a mis hermanas Anabel y Jarumy, a mis sobrinas Karen, Valeria, Paola,
Natalia, Julieta y Victoria, y a mi sobrino Vladimir, para todos ustedes, mis sobrinas
y sobrino, gracias por siempre sacarme una sonrisa y hacer de la casa un lugar
alegre en cada momento, nunca olviden que siempre que pueda estaré ahi para lo
que necesiten; Agradezco también a mis cuniadas Kenya y Yuriko y a mis cunados
Haroldo y José Miguel, y a todos los que me falta mencionar. Gracias por ser mi
hogar en cada paso, por su amor incondicional y por sostenerme cuando senti que
ya no podia. Gracias por sus abrazos silenciosos, por sus gestos cotidianos llenos de
carino y por recordarme siempre quién soy, atiin me falta mucho por aprender.

Agradezco con el corazéon a mis asesores, al Dr. Rubén Blancas Rivera y al Dr.
Hugo Adan Cruz Suérez, por haber confiado en mi, por guiarme con paciencia, por
creer en mi incluso cuando todo se puso feo y dificil, incluso cuando yo dudaba y
asomaban en mi intenciones de abandonar el proyecto; les agradezco por motivarme
y enseniarme que el conocimiento va de la mano con la humildad.

A todos los profesores que he conocido en la Facultad de Ciencias Fisico

VII



VIII

Matematicas y que me han motivado a seguir adelante, incluyendo a los profesores
que inesperadamente adelantaron su camino y dejaron de estar fisicamente, nuestro
més grande reconocimiento, todo su esfuerzo es invaluable. Igualmente agradezco a
los profesores que conoci gracias al deporte, al profesor Carmelo y profesor Juan,
de los entrenamientos de fatbol del COMDE, gracias por enseniarme que para tener
una vida balanceada uno siempre debe de considerar el deporte.

Gracias a quienes me acompanaron en el alma, incluso desde la distancia o desde
otros planos. José Miguel, la pequena Ana Victoria, mi querido Gunter, pensé en
ustedes mas veces de las que podria contar. Y en cada momento de debilidad, senti
su fuerza y carino, nunca los olvidaremos.

A Ximena, no tienes idea de lo agradecido que estoy contigo por la compaiia, el
carino, el apoyo y las risas, sabes que tienes y siempre tendras un lugar especial en
mi vida y en mi corazon, te amo, amorcito.

Quiero agradecer a todos mis amigos. A los amigos que hice durante el tiempo
que llevo en la BUAP, A Belén, Jorge, Zaira, Andrés, Lou, Yess, Alexis, Oscar, y
muchos més. A Adriana, gracias por permitirme forjar una bonita amistad contigo a
pesar de nuestras diferencias. También agradezco a las amistades que hice gracias al
deporte, a Pedro, Sergio, Kennethn, Osvaldo, y todos los deméas amigos con los que
juego al futbol en Tlaxcala, también a los amigos que conoci en los entrenamientos
con el profe Carmelo y el profe Juan: a Victor, Charly, Filos, Yamileth, Lalo, Pili,
Gio, Andrey, Luis, y todos los que me falta mencionar, gracias por los momentos
divertidos, mis mejores deseos siempre.

A mis sinodales, Dr. Francisco Solano Tajonar Sanabria, Dr. Rei Israel Ortega
Gutiérrez, Dr. Carlos Camilo Garay y Dr. Ruy Alberto Lopez Rios mi més sincero
agradecimiento pues varios de ustedes me acompanaron desde la licenciatura
hasta este importante paso de mi formaciéon académica. Gracias por su tiempo
y por la dedicaciéon con la que revisaron mi trabajo, todo su apoyo contribuyé
significativamente a enriquecer este proyecto.

Al Consejo de Ciencia y Tecnologia (CONACyT) por el apoyo econoémico
brindado para la culminaciéon de mis estudios de maestria y elaboracion de la
presente tesis. También agradezco a la Benemérita Universidad Autoénoma de
Puebla (BUAP) y a la Vicerrectoria de Investigacion y Estudios de Posgrado (VIEP)
por los apoyos otorgados.



IX



Indice general

Introduccionl 1
(1 __Preliminares 5
(L1 Fl Modelo de Control de Markovl . . . ... ... .. ... ... ... 5
(1.1.1 Politicasl . . . . . . . . . . . . 6
(L.1.2 Construccién del Proceso Fstocasticol . . . . . . . .. ... .. 8
(LL.1.3 Modelo de FEcuaciones en Diferenciasl . . . . .. ... ... .. 9
(1.1.4  Sensibilidad al Riesgo|. . . . . . .. ... ... ... ... ... 9
(LL1.o__Criterio de Rendimiento Descontado: Horizonte Iinito e Infinitol 12
[1.1.6 El Problema de Control Optimo (PCO)[. . . . ... ... ... 13

2 PDMs Descontados Sensibles al Riesgo: Horizonte Finito con Cri-
[__terio de Costosl 15
2.1 Resultados teéricosl . . . . . . . . .. 15
[2.1.1 Condiciones de Optimalidad en el caso de horizonte finito|. . . 16
[2.1.2  Caso Neutral al Riesgo| . . . . . . ... ... ... ... .... 17
[2.1.3  Caso Sensible al Riesgo| . . . . . . . ... ... ... ... ... 17
2.2  Ejemplo: Problema de Reemplazamiento Optimo de n maquinas| . . . 18
2.2.1 Planteamientol. . . . . . . . .. ... L 18
2.2.2 PBlementos de un Modelo Numéricol . . . . . . . . . ... ... 21
2.2.3  Resultados Numéricos Obtenidos . . . . . . . . . . ... ... 22
224 Conclusiones . . . ... . . .. ... 23

(3 PDMs Descontados Sensibles al Riesgo: Horizonte Infinito con
| Criterio de Recompensas| 25
[3.1 Caso Neutral al Riesgo| . . . . . . . . ... ... ... ... ... ... 25
3.1.1 Condiciones de Optimalidad| . . . . . . . ... ... .. .... 26
3.1.2 Existencia de una Politica Optimal . . . . .. ... ... ... 28
[3.1.3 Ejemplo: Problema de Consumo-Inversion| . . . . .. ... .. 30

X



INDICE GENERAL

[3.2  Caso Sensible al Riesgo| . . . . . . .. . ...
3.2.1 Condiciones de Optimalidad| . . . . .
3.2.2 Existencia de una Politica Optima| .
[3.2.3 Fjemplo . . . .. ...

IConclusiones|

[A° Kérneles Estocasticos e Integracion

(B Esperanza Condicional|

[C Algunos Resultados de Convergencial

ID Notacién de Landau y propiedades de o(-)|

(2 Codigos elaborados en Python|

XI

32
33
40
48

60

63

65

67

69

71

[E.1 Codigos para el Problema de Reemplazamiento Optimo de n Maquinas| 71

[£.2  Codigo para la aproximacion del producto P

76

77






Introduccion

La toma de decisiones en entornos inciertos ha sido un area central de estudio
en diversas disciplinas, como la matematica aplicada, la inteligencia artificial, la
economia y la investigacion operativa. En este contexto, los Procesos de Decision
de Markov (PDM) han emergido como una herramienta fundamental para modelar
sistemas estocésticos donde las decisiones influyen en la evoluciéon futura del sistema.

Tradicionalmente, los PDM se han abordado bajo el enfoque neutral al riesgo
([20, 15] ¥ [12]), por ejemplo, suponiendo que el objetivo del agente decisor es ma-
ximizar el valor esperado de la recompensa total descontada [I0]. Sin embargo, en
muchos contextos reales —como la gestion financiera, el control roboético, la pla-
nificacion médica o la logistica bajo incertidumbre— es fundamental incorporar la
aversion o sensibilidad al riesgo en el proceso de decision. Un ejemplo de modelos
que sugieren incorporar sensibilidad al riesgo puede consultarse en [5]. Esta necesi-
dad ha dado lugar al estudio de Procesos de Decision de Markov Sensibles al Riesgo,
donde el objetivo no es solamente maximizar la expectativa, sino también controlar
la variabilidad o el impacto de eventos adversos. Un primer acercamiento a los PDM
puede hacerse mediante el estudio de Cadenas de Markov con Costos asociados no
controladas como se hace en [4] y [13], trabajos en los que se hace un analisis de la
relacion entre criterios de rendimiento asociados a dichas cadenas.

La presente tesis se relaciona con el estudio de los PDM sensibles al riesgo que
evolucionan a tiempo discreto, ya sea hasta un horizonte N o bien con horizonte
infinito, en un espacio de estados de Borel y con respecto a optimizar en torno
al costo total descontado, o bien, en torno a la recompensa total descontada. Los
principales objetivos de este trabajo son:

1. Analizar, comprender y reportar los avances que se tienen en torno al estudio
de los PDM descontados neutrales y sensibles al riesgo, tanto en horizonte finito
como en horizonte infinito, tomando como referencias principales [15, 12, 10,
8, 7] v [11].



2. Aportar ejemplos aplicados que resulten novedosos en el sentido de que contri-
buyan a la comprension de la teoria sensible al riesgo, como en [14].

3. Con base en los puntos anteriores, proponer problemas de investigacion futuros
y posibles aportaciones en torno a la teoria existente.

Este trabajo se organiza en tres capitulos. El primer capitulo expone los preli-
minares necesarios para el entendimiento y formulaciéon de los resultados de estudio.
En particular, se define el concepto de Modelo de Control de Markov a tiempo dis-
creto, se enuncia la construccion del Proceso de Decision de Markov (PDM) como
Proceso Estocastico, y se estudia la nociéon de Sensibilidad al Riesgo para después
relacionarla con los PDM mediante los respectivos criterios de rendimiento (también
conocidos como funciones objetivo). En esta tesis dichos criterios corresponden al
costo o recompensa total descontados; a estos PDM con criterios sensibles al riesgo
se les denomina Procesos de Decision de Markov Descontados Sensibles al Riesgo.
El capitulo concluye con la definiciéon del Problema de Control Optimo (PCO), que
consiste en optimizar tales criterios.

El segundo capitulo presenta el estudio de los PDM Descontados Sensibles al
Riesgo con horizonte finito, exponiendo algunos de los resultados principales abor-
dados en [8] y [15], para posteriormente aplicar dichos resultados al Problema de
Reemplazamiento Optimo de n Maquinas. En la solucién numérica de este problema
inicia la aportacion de la tesis, pues en la literatura actual no se cuenta con una
solucion para el caso sensible al riesgo con criterio descontado.

Finalmente, el tercer capitulo analiza la soluciéon del PCO para los PDM Des-
contados Sensibles al Riesgo con horizonte infinito, dividiendo el capitulo en dos
secciones: la primera dedicada al caso Neutral al Riesgo, ilustrando la solucién y un
ejemplo presentados en [10], y la segunda al caso Sensible al Riesgo, donde se pre-
sentan y analizan los avances mas recientes, particularmente los de [I1]. Es en esta
parte donde se realiza otra aportacion, al proponer un modelo basado en el ejemplo
formulado para el caso neutral al riesgo, constituyendo un modelo novedoso que,
entre otras cosas, permite ilustrar el procedimiento de iteraciéon de valores para la
solucion del PCO de manera explicita.



Resumen de Notacion y Terminologia

Simbolos y abreviaciones

N Conjunto de enteros positivos

Ny Conjunto de enteros no negativos
R Conjunto de nimeros reales

= Igualdad por definicién

S Espacio de Estados

In(:) Funcién indicadora del conjunto D

Ip(z):=1 si z€D y Ip(x):=0 si z¢D
Espacio de pares estado-accion admisibles

Q Ley de Transicion

N Horizonte del proceso

H, Conjunto de historias del proceso hasta el tiempo ¢
h: € H;, Historia del proceso hasta el tiempo ¢
II Conjunto de Politicas

mell Politica

Q Espacio muestral

F o-algebra

PT Medida de Probabilidad del proceso
L7 Operador Esperanza del proceso

v.a. Variable Aleatoria

v.a.ii.d. Variables Aleatorias independientes e idénticamente distribuidas.



Notacion

Se utiliza la siguiente notacion:

A

a

€A

A(z)

H
R
C

Conjunto de acciones

Accién

Conjunto de acciones admisibles en el estado x € .S
Funciéon de respuesta

Funciéon de recompensa

Funciéon de costo

Accién en el tiempo ¢

Conjunto de Politicas

Politica

Conjunto de Funciones medibles f tal que f(x) € A(x)
Politicas de Markov Aleatorizadas

Politicas Aleatorizadas Estacionarias

Politicas Deterministas

Politicas Deterministas de Markov

Politicas Estacionarias Deterministas

Respecto a los criterios de rendimiento se tiene:

Criterio
JIn (A, m,z,a) Criterio A-sensible del costo descontado con horizonte finito.
J O\ 7z, Q) Criterio A-sensible de la recompensa descontada con horizonte infinito.

Para un espacio de Borel X se utiliza la siguiente notacion (véase [15]):

o-algebra de Borel en X

Espacio de medidas de probabilidad en X

Familia de kérneles estocésticos en X dado Y donde Y es un
espacio de Borel.



Capitulo 1
Preliminares

Este capitulo establece los fundamentos tedricos necesarios para el desarrollo del
presente trabajo. Segun el perfil del lector, parte del contenido puede resultar familiar;
sin embargo, su inclusion es esencial para garantizar una comprension solida de los
temas que se abordaran en los capitulos posteriores. La informacion aqui presentada
servird como referencia y sera empleada en las siguientes secciones, facilitando tanto
el anélisis como la aplicacion de los conceptos clave que sustentan el enfoque de este
estudio.

La teoria expuesta en este capitulo se basa principalmente en [12, 15 20]. Para el
caso sensible al riesgo, las referencias centrales son [§] y [11], aunque también pueden
encontrarse otros enfoques en [7].

1.1. El Modelo de Control de Markov

Consideremos

M= (8,4, {A(w) s € S}, Q. )
un Modelo de Control de Markov (MCM) estacionario a tiempo discreto, donde:
= S es el espacio de estados, que se asume es un espacio de Borel.
= A es el espacio de acciones, también un espacio de Borel.

» A(z) denota el conjunto de acciones admisibles cuando el sistema se encuentra
en el estado z € S.



Preliminares
1.1 El Modelo de Control de Markov

» K = {(z,a) : * € S,a € A(z)} es el conjunto de pares ordenados esta-
do—accién admisibles.

= () es un kérnel estocdstico definido en S dado K, llamado ley de transicion. Es
decir, para cada (z,a) € K, Q(:|z,a) es una medida de probabilidad en S, y
para cada B € B(S), Q(B]-) es una funciéon medible (donde B(S) denota la
o-algebra de Borel de 9).

» H:K — R es la funcién de respuesta, que puede representar una recompensa
(denotada H = R) o una funciéon de costo (denotada H = C). Esta funcion es
medible en K y representa la recompensa (o costo) asociada a tomar la accion
a en el estado .

Durante cada tiempo t € N, el sistema dinamico se encuentra en un estado actual,
denotado como X; = x € S, y se elige una accion A, = a € A(x). Posteriormente, se
genera una recompensa (o costo) H(z,a) y el sistema se traslada al siguiente estado
Xi11 =y € S de acuerdo con la ley de transicion Q(-|z, a).

Suposicion 1.1.1. Se supondra que K contiene la gréafica de una funciéon medible
de S a A, es decir, existe f : S — A medible tal que f(z) € A(x) para toda x € S
(ver [15]). El conjunto de todas estas funciones se denota por F y sus elementos se
llaman selectores de la multifuncion = +— A(z).

1.1.1. Politicas

Definimos H;, el espacio de las historias observadas del proceso de control hasta
el tiempo ¢, como

HO — S,
Hy = K x H;_q,
parat=1,2,.... Un elemento h; de H, llamado ¢- historia es un vector de la forma
(IL‘O, QAQy L1, A1y« - -y Tt—1, atflaxt)u

donde (x;,a;) € K, parai=0,1,...;t—1yz, € X.

Definicién 1.1.2. Una politica aleatorizada o simplemente politica es una sucesion
7={m:t=0,1,2,...} de kérneles estocasticos definidos sobre A dado la historia
del proceso H; y satisface que: m; (A(x;)|h;) = 1 para toda hy e Hy y t =0,1,2,....

6



Preliminares
1.1 El Modelo de Control de Markov

Notacion 1.1.3. Al conjunto de todas las politicas lo denotamos por II.

De acuerdo con la Definicion , una politica 7 = {m;} puede interpretarse
como una sucesion {a;} de variables aleatorias sobre A, tales que, para cada t-historia
yt =0,1,2,..., la distribucion de a; es m(-|h;), la cual estd concentrada en el
conjunto de acciones admisibles A(z;). En otras palabras, cuando usamos una politica
arbitraria, la accion en cualquier tiempo ¢ es una variable aleatoria y depende de todas
las t-historias.

Notacion 1.1.4. Se denota a la familia de kérneles estocasticos sobre A dado S,
como P(A]S). Y se denota por ® al conjunto de todos los kérneles estocésticos ¢ en
P(A|S) tales que para toda = € S se tiene que p(A(z)|z) = 1.

Clasificacion de politicas. Una politica 7 € II es:

Markoviana Aleatorizada (I1g)/). Si existe una sucesion {¢;} de kérneles
estocasticos con ¢, € P (definidas sobre A dado X), tales que, m(-|h:) =
©i(+|x) para todo hy € Hy y t =0,1,2, ....

Markoviana Aleatorizada Estacionaria (Ilgg). Si existe ¢ € ® kérnel es-
tocastico, tal que: m(-|hy) = o(+|z¢) para toda hy e H; y t =0,1,2,....

Determinista (IIp). Si existe una sucesion {g;} de funciones medibles con
g - H;, — A, tales que, para cada hy € H; y t = 0,1,2,..., se tiene que
gt(ht) € A(zy) y mi(-|he) esta concentrada en gi(hy).

Determinista Markoviana (IIpy). Si existe una sucesion {f;} de funciones
medibles con f; : X — A (o f; € F), tales que fi(z:) € A(z¢) y m(-|he) esta
concentrada en f;(x;) para cada hy e H; y t =0,1,2, ...

Determinista Markoviana Estacionaria (IIpg). Si existe una funcion me-
dible f: X — A (o f € F), tal que f(z:) € A(z¢) y m(-|ht) estéa concentrada
en f(x;) paracada hy e H; y t =0,1,2, ....

Nota 1.1.5.  a) Sedice que 7(:|h) esta concentrada en g(h), si, 7(C|h) = Ic(g(h))

b)

para cada C' € B(A). Donde I es la funcion indicadora del conjunto C'.

Notar que
IIrg C gy C 11 y IIps C Ilpy C IIp C 11

7
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1.1.2. Construccion del Proceso Estocastico

Sea (2, F) un espacio medible, donde el espacio muestral canonico se define como

Q:=H,=(5xA)>,
y JF es la correspondiente o-algebra producto. Los elementos de €2 son de la forma
w = (o, a, 21, a1, - .. ),

conz; € Sya € Aparatodot=0,1,.... Las proyecciones x; y a; de {2 sobre S'y
A se denominan, respectivamente, estado y accion.

Observemos que H,, := K> C (2 es el conjunto de parejas estado—accion admi-
sibles. Sea 7 € II una politica arbitraria y xo = x € S. Entonces, por el Teorema
de Ionescu—Tulcea (también conocido como Teorema de la medida producto,
ver Teorema en el Apéndice [A)), existe una tnica medida de probabilidad PF
sobre (2, F).

Ademas, para cada C € B(A), B € B(S),h, e Hy yt=0,1,2,..., se cumple que

P;(At € C | ht) = 7Tt(C | ht), (11)
P;T(X,H,l € B | htaAt> — Q(B ‘ XtaAt)' (12)

Nota 1.1.6. De manera general, en lugar de dar zy € S puede darse una medida de
probabilidad p sobre S, referida como distribucién inicial, de manera que

P:(x(] GB) :M<B>7
para cada B € B(S).

El proceso estocastico ((2,F, Pr),{X;}) es llamado Proceso de control de
Markov a tiempo discreto o Proceso de Decision de Markov (PDM).

La esperanza con respecto a P serd denotada por ET.

Nota 1.1.7. El PDM descrito aqui, es llamado estacionario pues sus componentes
no dependen del parametro tiempo ¢, en caso de que esto suceda se dice ser un modelo
no estacionario, es decir, un modelo de la forma (S;, A, { Ai(x)|z € Si}, Q¢, Ry) para
t=0,1,2,....

La suposicion [I.1.1] asegura que F es no vacio y por lo tanto Il también. Esto
se debe a que cada f € F puede ser identificada por un kérnel estocastico ¢, de la
siguiente manera: p(B|z) = Ip(f(z)) para todo B € B(A) y x € S.




Preliminares
1.1 El Modelo de Control de Markov

1.1.3. Modelo de Ecuaciones en Diferencias

En diversos contextos aplicados, la ley de transicion () es inducida por una ecua-
cion en diferencias estocasticas de la forma

xtJrl = F(xtyatagt)a t Z 07

con xg = x conocido. Aqui, {&;} es una sucesion de variables aleatorias independientes
e idénticamente distribuidas (v.a. i.i.d.), que toman valores en un espacio X, con
distribucién comun i e independientes del estado inicial z5. Ademas, FF: Kx X — §
es una funciéon medible conocida.

En este caso, la ley de transicion () viene dada por:

Q(B | z,a) = Plar € B| o = .0, = a)
= P(F(zt,a1,&) € B| 2, = v,0; = a)
= P(F(z,a,&) € B)
_ /S I5(F(z,a,s)) u(ds)
= E[I(F(z,a,¢))],

para todo B € B(S) y (z,a) € K, donde Ip es la funcion indicadora del conjunto B
y E denota la esperanza respecto a la variable aleatoria &.
En el caso determinista, es decir, cuando la dinamica estéd dada por

Tir1 = G(It,at), G:K— S,

(1.3)

la ley de transicion se reduce a

Q(B ’ xaa) = [B(G(xaa))a B e B(S)
1.1.4. Sensibilidad al Riesgo

Historicamente, los Procesos de Markov con sensibilidad al riesgo surgen a partir
del enfoque de la Teoria de la Utilidad en Economia, la cual establece que, bajo
ciertas condiciones, es posible modelar las preferencias de un consumidor mediante
una funcién numérica denominada funcion de utilidad. Para definirla, consideremos
lo siguiente.

Notacion 1.1.8. Sea W un conjunto no vacio que representa las alternativas del
consumidor, y sean z,y € W. Usaremos la notaciéon x »> y para indicar que x
representa una alternativa al menos tan buena para el consumidor como y.
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1.1 El Modelo de Control de Markov

Definicién 1.1.9. Una funcion u : W — R se denomina funcién de utilidad (o
también orden de preferencia) definida sobre el conjunto de alternativas W si,
para cada x,y € W, se cumple que

vry < u(r) = uy).

En otras palabras, la funcién u representa las preferencias del controlador si y
sOlo si, al comparar dos alternativas, asigna un ntmero real mayor a aquella que
resulta preferida.

Sea ahora A el conjunto de distribuciones de probabilidad definidas sobre W. Un
resultado fundamental debido a [18] establece que existe una funcion U : A — R que
modela un orden de preferencias (=) en A, es decir,

VP.QeA: P=Q < UP) >UQ).

Este resultado muestra que también pueden representarse preferencias entre distri-
buciones de probabilidad mediante funciones de utilidad, denominadas funciones
de utilidad esperada.

Dependiendo de la forma de la funcion de utilidad, es posible interpretar la actitud
del controlador frente al riesgo. En la literatura se introduce la medida de aversion
al riesgo, llamada coeficiente de aversion al riesgo, definida por

u' (Y d
_ uéy; = S (),

donde se supone que u es dos veces diferenciable y Y representa una recompensa o un
costo. En general, este cociente puede depender de Y. Esta medida genera funciones
de utilidad conocidas como de Awversion Absoluta al Riesgo (ARA, por sus siglas
en inglés). Cuando el cociente es constante, se obtiene una medida de tipo CARA
(Constant Absolute Risk Aversion).

En particular:
= Si A(+) > 0, el controlador es averso al riesgo.
= Si A(+) <0, el controlador es propenso al riesgo.

= Si A(-) =0, lo que implica que u es lineal, el controlador es neutral al riesgo.
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De esta manera, disponemos de una forma de medir la sensibilidad al riesgo del
controlador. Cuando A no depende de la riqueza actual, sino que es constante, la
funcion de utilidad del controlador debe adoptar la forma

eN,ON£D0,
un(Y) := . o (1.4)

conocida como funcién de utilidad exponencial.
Otra variante, utilizada por ejemplo en [§], esta dada por

)\Ya /\7&07
A=0,

1
ur(Y) =4 A °© (1.5)
Y,

la cual también se emplea frecuentemente en aplicaciones.
Definicién 1.1.10. Definimos la certeza equivalente (Q) como la funcion

QYY) = u™ (E[u(Y)]).
En el caso de la expresion para A(Y') mencionada en (1.4)), esto se traduce en:

1 AY
Q\(Y) = yEET]), A0 (1.6)
ElY], A=0,

la cual es conocida como la medida entrépica de riesgo.

Nos referiremos a un controlador del sistema como:

» Neutral al riesgo si Q(Y) = E[Y] siempre se cumple.

» Averso al riesgo si Q(Y) > E[Y] para algin Y no constante.

» Propenso al riesgo si Q(Y') < E[Y] para algin Y no constante.

donde Y es una recompensa o un costo aleatorio.
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Observacion 1.1.11. De (1.4) y (1.6) se sigue que
ux(Qa(Y)) = Elua(Y)],

lo cual equivale a

AU(Y) = uy (E[ua(Y)])

donde Y nuevamente es una recompensa o un costo aleatorio. Esto muestra que
la funcion de utilidad y la certeza equivalente estan fuertemente relacionadas, pues
implican que el controlador puede intercambiar la oportunidad de obtener la recom-
pensa aleatoria (o pagar un costo aleatorio) Y por la respectiva certeza equivalente
(o equivalente seguro) Q,(Y).

Ademas, puede demostrarse (ver [16]) que
oY) = E[Y] — %Var[Y].

Esta aproximacion establece un vinculo directo con la varianza, y permite interpretar
que A > 0 corresponde al caso averso al riesgo, A < 0 al caso propenso al riesgo
y A = 0 al caso neutral al riesgo.

1.1.5. Criterio de Rendimiento Descontado: Horizonte Finito
e Infinito

Cada PDM estara asociado a una funcién real llamada criterio de rendimiento,
la cual mide la calidad de cada politica a través de la sucesion de costos generados.
Los criterios de rendimiento que se utilizaran en este trabajo se basan en la literatura
existente [8), 11, 12} [15] 20].

Consideremos un MCM estacionario y un conjunto de politicas II. Supondremos
que el controlador tiene un coeficiente de sensibilidad al riesgo constante A € R y
utiliza la funcién de utilidad exponencial definida en ({1.4]).

Horizonte Finito

Para el caso de horizonte finito, se estudia el enfoque de costos (H = C), consi-
derando el siguiente criterio de rendimiento:
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Definicion 1.1.12. Sean g = x € S, m € Il y N € N. Definimos el equivalente
seguro del costo total descontado hasta el tiempo (u horizonte) N, dado
por Zii_ol 'O (X4, Ay), donde a € (0,1) es el factor de descuento, como
L (Bz [zt acsan]) -y z0,
INO\ T a) = A (1.7)
ET [E;V: alo(X,, At)} , A= 0.

Nota 1.1.13. En la literatura, el costo total descontado hasta el horizonte N suele
incluir un término adicional, de la forma

N-1

> a'C(Xi, Ay) + Cn(Xw),

t=0

donde C'y es una funcién de costo terminal. Sin embargo, en este trabajo, por
simplicidad, se considerara que dicha funciéon es nula, es decir, Cy(-) = 0.

Horizonte Infinito

Para el caso de horizonte infinito, se estudia el enfoque de recompensas (H = R),
considerando el siguiente criterio de rendimiento:

Definicion 1.1.14. Sea o = = € S, m € 1I. Definimos el equivalente seguro de
la recompensa total descontada, dada por ), a'R(X;, A), donde o € (0,1)
es el factor de descuento, como

1
ZIn(E™ AY2 ot R(Xy,Ayr) , A 07
J\mz,0) =< A n(E7 e D # (1.8)

ET[D 2o o' R(Xy, Ayl A=0.

1.1.6. El Problema de Control Optimo (PCO)

El problema de control 6ptimo (PCO) consiste en encontrar una politica
6ptima, es decir, minimizar la funcion 7 — Jy (A, 7, z, ) sobre II, o bien maximizar
la funcion 7 +— J(\, 7, x, ) sobre II, para toda = € S.

De esta manera, el PCO correspondiente a cada enfoque se define como sigue:

Definicion 1.1.15. El PCO en torno a cada enfoque consiste en:
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= hallar una politica 7* € II tal que

I T o) = inf Sy A\, m,x,a) = Jy(A ),

mell
para el enfoque de costos;

= hallar una politica 7* € II tal que

JN T z,a) = supJ A\, T r,a) = (N T, ),

well
para el enfoque de recompensas.

En cualquiera de los casos, a J5 (o bien a J*) se le denomina A-funcién de valor
o6ptimo, y a la politica 7* tal que Jy (A, 7%, x, ) = Jx (A, z, ) (o bien J(\, 7%, z, ) =
J*(\, x,)) se la conoce como politica 6ptima a-descontada.

Nota 1.1.16. En la literatura se consideran también otros criterios de rendimiento
basados en diferentes funciones de costo. Por ejemplo, el equivalente seguro del
costo total hasta el horizonte N, dado por Zivzf)l C(Xy, Ay), definido como

S §In<E§ [exziislc(xt,m)]) L ONAD, o)

o o)), a=o.
Entre muchos otros criterios, como los estudiados en [4] y [14].

En este trabajo se incluyen tanto el enfoque de costos como el de recompensas con
el fin de analizar una gama mas amplia de problemas y explorar resultados mas di-
versos en la literatura existente. Cabe destacar que, a pesar de los avances obtenidos
en el estudio de los PDM sensibles al riesgo y en particular en los criterios desconta-
dos, atn existen variantes que no han sido exploradas. Por ejemplo, resolver el PCO
en el caso del enfoque de costos no acotados con horizonte infinito. Estos problemas
abiertos constituyen propuestas naturales para futuros estudios e investigaciones.
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Capitulo 2

PDMs Descontados Sensibles al
Riesgo: Horizonte Finito con Criterio
de Costos

En este capitulo se presenta la teoria correspondiente a la soluciéon del PCO en
el caso neutral y sensible al riesgo, para horizonte finito considerando costos. Las
referencias principales en torno a los resultados teoricos son [8] y [15].

Asimismo, se estudia el Problema de Reemplazamiento Optimo de n ma-
quinas. Un primer acercamiento a este problema en el caso neutral al riesgo se
encuentra en [2], donde se analiza una tinica maquina que sigue un proceso estocas-
tico de deterioro, al cual se le asocian costos por estado y accién en cada etapa. El
caso de una sola maquina bajo sensibilidad al riesgo ha sido tratado en [9]. El modelo
que se consideraré en este trabajo esté basado en [17].

Cabe destacar que el presente estudio se apoya también en [14], trabajo estrecha-
mente relacionado en el sentido de que el criterio utilizado alli es el de costo total
definido en (|1.9)).

2.1. Resultados teoéricos

En esta seccion se enuncian los resultados tedricos que se emplearan en el anélisis
de horizonte finito. En primer lugar, se presentan las hipotesis fundamentales que
deben considerarse.
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PDMs Descontados Sensibles al Riesgo: Horizonte Finito con Criterio de
Costos
2.1 Resultados teoricos

2.1.1. Condiciones de Optimalidad en el caso de horizonte
finito

Debido a que las condiciones que garantizan la solucién del PCO en ambos casos
son condiciones estandar, se formulard un tnico conjunto de hipotesis vélido tanto
para el caso neutral como para el caso sensible al riesgo.

Hipotesis 2.1.1. Consideraremos lo siguiente:
» A(z) es compacto para cada x € S.

» La correspondencia x — A(z) es superiormente semicontinua (u.s.c., por sus
siglas en inglés).

» La funcion (x,a) — C(z,a) es inferiormente semicontinua (l.s.c., por sus siglas
en inglés).

= () es débilmente continuo, es decir, para toda funcion w : S — R acotada y
continua,

(z,a) — / Qdy | z,a)
es continua.

Suposicion 2.1.2. Ademas de las condiciones anteriores, supondremos que la fun-
cion de costo C' es acotada; es decir, existe ¢ > 0 tal que C' : K — [—¢, c|. Esta
condicion sera particularmente ttil para aplicar los resultados de [§].

A continuacion se presentan los resultados tedricos en torno a la solucién del
PCO, tanto para el caso neutral como para el caso sensible al riesgo, en un horizonte
finito N € N. Siguiendo el planteamiento de [8], si consideramos A > 0 (aversion
al riesgo), entonces, debido a la monotonia de la funcion In(-), puede estudiarse la
siguiente modificacion de (1.7)).

Observacion 2.1.3. Sean zp = x € S, m € [l y N € N. El criterio de rendimien-
to basado en el costo total descontado hasta el tiempo (u horizonte) N, dado por
SVt alC(Xy, Ay) con a € (0,1) factor de descuento, se define como

Y

E;:T |:l 6)\21]5\;61 atC(Xt,At):| , )\ > 0
jN(/\77Tax7a) = )\ (2]‘)

ET [zt ate (Xt,At)}, A=0.

16
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2.1 Resultados teoricos

2.1.2. Caso Neutral al Riesgo

Para el caso neutral al riesgo (A = 0 en (2.1])), la técnica empleada es la de
Programacion Dindmica y el resultado teodrico que la respalda es el siguiente (ver

[15]):

Teorema 2.1.4. Sean ug, uq, ..., uy funciones de S a R, definidas por uy(z) := 0, y
paracadat=1,2,..., N,

u(z) := min {C’(J:,a) + oz/ut_l(y)Q(dmx,a)} : (2.2)
a€A(x) S
Supoéngase que dichas funciones son medibles y que para cada t =1,2,..., N existe

un selector f; € F con fi(x) € A(x) tal que

ui(z) = Cla, ful@)) + / w ()Qdy | 2. fi(2).

S

Entonces, la politica determinista de Markov n* € Ilp); dada por n* =

{fn, [n—1,-.., f1} es Ooptima, y la funcion de valor 6ptimo Jy es uy. Es decir, para
cada x € S se cumple que

Tn(0,2,a) = In(0, 7%, 2, ) = un(x).

Al procedimiento de determinar las funciones ug, u1, ..., uy se le denomina pro-
ceso de iteracion de valores. La relacion se conoce como la Ecuaciéon
de Programaciéon Dinamica (EPD) de Bellman, o simplemente Ecuacion de
Bellman, junto con su condicién inicial ug. Su nombre se debe a Richard Bellman.

2.1.3. Caso Sensible al Riesgo

Para el caso sensible al riesgo (A > 0 en ({2.1)), se tiene el siguiente resultado (ver

18]):

Teorema 2.1.5. Sean Uy, Uy, ..., Uy funciones de S a R, definidas por Up(x) :=
y para cadat=1,2,..., N,

1
A

a€A(x

Uy(z) = ml'n){eo‘N_t’\C(’”’“) /S U1 (y)Q(dy | x,a)}. (2.3)
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2.2 Ejemplo: Problema de Reemplazamiento Optimo de n maquinas

Dichas funciones son medibles, inferiormente semicontinuas y, por tanto, para cada
t=1,2,..., N existe un selector g; € F con ¢;(z) € A(z) tal que

U(z) = o0 TN g () / Ui 1(9)Q(dy | @, g:(x)) .
S

Entonces, la politica determinista de Markov n* € Ilpy dada por n* =
{gn,9n-1,..., g1} es Optima y

j;()\,x,a) - jN(A77T*7$7a) = UN('I)

En este caso, el proceso iterativo definido en ([2.3)) con condicion inicial Uy es de
caracter multiplicativo. A dicho proceso se le denomina Ecuacién Multiplicativa
de Bellman.

De esta manera, ya se han establecido los preliminares teéricos necesarios para
el ejemplo en esta seccion de horizonte finito. Se presenta ahora el modelo de n
maquinas a estudiar. .

2.2. Ejemplo: Problema de Reemplazamiento Opti-
mo de n maquinas

En esta seccion se planteara el modelo de Reemplazamiento Optimo de n
Maquinas, que sera el objeto de estudio para la parte correspondiente a horizonte
finito en PDMs descontados sensibles al riesgo. El planteamiento esta basado en [17],
mientras que el ejemplo numérico a trabajar toma como referencia [14].

2.2.1. Planteamiento

Se considera un sistema compuesto por n maquinas similares que operan de ma-
nera independiente. Los posibles niveles de deterioro de cada maquina se denotan
por 1,2,..., D, donde D € N. El nivel 1 indica que la maquina estd en condicio-
nes Optimas, y en general se asume que el nivel ¢+ es mejor que el nivel i + 1, para
1=1,2,...,D—1.

Al inicio de cada periodo de observacion, el estado del sistema puede representarse
mediante el vector (dy,ds, ... ,d,), donde di, k = 1,2,...,n, indica el nivel de dete-
rioro de la k-ésima maquina. De este modo, el espacio de estados queda determinado
por

S:{(dl,dg,...,dn)|dk S {1,2,...,D}, ]’CZLQ,...,?’L}.
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En cuanto al espacio de acciones, se supone que al inicio de cada etapa pueden
tomarse las siguientes decisiones:

a) Permitir que la k-ésima méaquina (k = 1,2,...,n) continie operando en su
nivel de deterioro actual, o bien,

b) Reemplazarla por una unidad nueva con un costo fijo Cr > 0.

Para formalizar el espacio de acciones, se considera el vector (ay,as,...,a,) con
ar € {0,1}, donde a;, = 0 significa que la k-ésima méquina contintia en el nivel dj, y
a, = 1 significa que dicha méquina es reemplazada. Por lo tanto,

A= A(z) ={(ar,as,...,a,) | ap € {0,1}, k=1,2,...,n}.

Para definir los costos, sea ¢g : {1,2,..., D} — R una funcién conocida, donde
g(i),1=1,2,..., D, representa el costo de operaciéon de una méquina en el i-ésimo
nivel de deterioro. Se asume que g es no decreciente, es decir, g(1) < g(2) < --- <

9(D).

Asi, el costo en cualquier periodo de tiempo t se define como

Clry,a0) = Y@k, ary), (2.4)
k=1
donde
9(xpt), siag, =0,
”Y(%c,ty%,t) =

g(1) +Cgr, siag =1,

con xj, representando el estado de la méaquina £k en el instante ¢ y ax, la accién
aplicada sobre dicha maquina en ese mismo momento.

Obsérvese que, para decidir si una méquina debe ser reemplazada, tnicamente
se analiza el estado de dicha maquina, sin importar el estado de las demés. Luego,
para cualquier méquina k se define la matriz de transicion del proceso de deterioro
cuando la maquina no es reemplazada:

P = (pg,j)DxD ’

donde p?,j representa la probabilidad de que una méaquina pase del nivel ¢ al nivel
7. Como una maquina no puede pasar a un mejor nivel de deterioro, se cumple que
p?yj:0sij<i.
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De manera anéloga, se define la matriz de transiciéon cuando la maquina es reem-
plazada por
1. (.1
P = (pi,j)DxD ’

donde pil,j =1lsij=1y p}vj = 0 en otro caso. Esto significa que, con certeza, se
regresa al nivel 1 de deterioro cuando la k-ésima maquina es reemplazada.

Una vez establecido lo anterior, se define

Q"= (qgj)anDn

como la matriz de transicion del sistema que describe el paso del estado ¢ al estado j
cuando se toma la accion a € A, con i,j € S, a = (a1, a9,...,a,), 1 = (i1,12,...,1p)
y i = (1,72, -+, Jn)- En este caso,

n
a ,__ Al
94 = I |pz‘k,jk'
k=1

Finalmente, en el caso sensible al riesgo se considera A > 0, lo cual corresponde
a aversion al riesgo. El Problema de Reemplazamiento Optimo consiste entonces
en minimizar la funcién objetivo dada por Jn(A, 7,2, ) en (2.1)), tomando como
funcion de costo C' la definida en (2.4)).

Dado que este modelo satisface las hipotesis de continuidad—compacidad (ver
[17]), es posible aplicar los resultados teoéricos previos para determinar soluciones
numéricas en ejemplos concretos, en particular el expuesto en [14].
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2.2 Ejemplo: Problema de Reemplazamiento Optimo de n maquinas

2.2.2. Elementos de un Modelo Numeérico

El ejemplo numérico trabajado considera los siguientes parametros:

n = 2 maquinas,
D = 3 niveles de deterioro,

matriz del proceso de deterioro P° dada por

0,4 0,3 0,3
PP=10 03 07],
0 0 1
funcion de costo de operacion de cada maquina g(i) = %z’z — %@ +4,0=1,2,3,

costo de reemplazo Cr = 1,
factor de descuento o = 0,3,
dos coeficientes de sensibilidad al riesgo: A\ = 0,1 y Ay = 10, y

horizonte N = 5.

Los valores de A fueron seleccionados con el propoésito de comparar de manera
clara la variacion en la funciéon de valor 6ptimo y en las politicas 6ptimas entre el
caso neutral y el sensible al riesgo.

En la Tabla|2.1| se presentan los resultados obtenidos numéricamente mediante la
implementacion realizada en Python (ver Apéndice [El).

21



PDMs Descontados Sensibles al Riesgo: Horizonte Finito con Criterio de

Costos

2.2 Ejemplo: Problema de Reemplazamiento Optimo de n méaquinas

Resultados Numéricos Obtenidos

2.2.3.

Fon T L Y e e P G e e PN D~ P G e e N 6&
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e ) Ry [y vy vy I~ — || [ — — =] <
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e T K] Ry iy iy N ) — | |~ |— ] —_ == |~ @
~ | — — | — ~— | — [ — [ — |~ — [\ ~— | — | |N— |~ — ™ X
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o | T~ A | | ~| 0 SR A S RN SRS R S =
QlellziZe = =leEllllel 8 ol %
o —
— OO OO % \AOOOOO — ~< | DO DD N o
o~ 07 — | || — Ne) 07 — = || — ] O> —_ == |~ @
~— — [ — |— [ — [— — | | — [ — [ — [a\] — | [— |— [~ — ™ X
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Tabla 2.1: Resultados obtenidos numéricamente por estado inicial, etapa y valor de

J: para distintos valores de A.
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2.2 Ejemplo: Problema de Reemplazamiento Optimo de n maquinas

2.2.4. Conclusiones

Puede observarse en la Tabla que, ademéas de que el valor de la funcién de
valor 6ptimo J.° difiere entre el caso neutral y el caso sensible al riesgo, también lo
hacen las politicas 6ptimas.

En particular, en la etapa inicial para el caso neutral al riesgo, el estado (2,2) —
que representa a las dos maquinas en el segundo nivel de deterioro — conduce a la
decision de continuar operando ambas méaquinas. En contraste, en el caso sensible al
riesgo con A = 10, la politica 6ptima consiste en reemplazar tnicamente la segunda
maquina.

De manera general, de la Tabla [2.1| se desprende que, bajo una actitud aversa al
riesgo con A = 10, las decisiones 6ptimas son:

= No reemplazar maquinas en el primer nivel de deterioro, independientemente
de la etapa.

= Reemplazar las maquinas si alcanzan el segundo nivel de deterioro en cualquier
etapa.

= En la etapa final, reemplazar a partir del segundo nivel de deterioro.

Estos resultados muestran que un enfoque sensible al riesgo puede conducir a
decisiones distintas frente al enfoque neutral al riesgo. Sin embargo, es importante
destacar que dichas decisiones dependen tanto del modelo especifico considerado
como de los parametros seleccionados.
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Capitulo 3

PDMs Descontados Sensibles al
Riesgo: Horizonte Infinito con
Criterio de Recompensas

En este capitulo se abordara el PCO con horizonte infinito tanto en el caso neutral
como en el caso sensible al riesgo. La referencia principal para el caso neutral al riesgo
es [12], mientras que para el caso sensible al riesgo es [11]. Ademas, se presenta un
ejemplo aplicado en el caso neutral al riesgo estudiado en [I0], mientras que en el
caso sensible al riesgo se propone un modelo cuyas componentes permiten estudiar
la iteracion de valores y exhibir tanto politicas 6ptimas como la funcién de valor
oOptimo.

3.1. Caso Neutral al Riesgo

Sea M = (S, A, A(x), @, R) un MCM estacionario, y consideremos A = 0 en
junto con su correspondiente funcién de valor 6ptimo J*. En esta seccion se presentan
las condiciones para la existencia de una solucién al PCO en el caso neutral al riesgo,
y de igual manera se establecen los resultados que permiten obtener soluciones de
dicho problema.

Las demostraciones de los resultados enunciados en esta seccion se encuentran en
[12] y [10].
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3.1.1. Condiciones de Optimalidad

Se presentan a continuacion las condiciones necesarias para la existencia de una
politica 6ptima estacionaria.

Definicion 3.1.1. La ecuaciéon de valor 6ptimo a-descontada se define mediante la
siguiente expresion funcional:

J5(0,2,0) = max {R(:c,a)+a/

J*(0,y,0)Q(dy | x,a)} , €S’ (3.1)
a€A(x) S

Para el estudio del criterio descontado (ver (1.8))) se consideran tres conjuntos
de hipotesis. La primera, Hipotesis [3.1.2] corresponde a la condicion de continui-
dad—compacidad para modelos de control de Markov. La segunda, Hipotesis [3.1.7]
introduce una funcién de peso w que regula el crecimiento de la funcién de costo.
Finalmente, la Hipotesis |3.1.9| es una condicién de continuidad adicional.

Hipoétesis 3.1.2. (Condiciéon de continuidad—compacidad) Para cada estado
x e s:

(a) A(z) es compacto.
(b) R(z,-) es superiormente semicontinua (u.s.c.) en A(z).

(¢) La funcion p/(z,a) := [¢ u(y)Q(dy | z,a) es continua en A(z) para cada funcion
w € B(S), donde B(S) denota el espacio de Banach de funciones medibles,
continuas y acotadas en S, con la norma del supremo

| 14ll oo := sup |u(z)].
reS

Teorema 3.1.3. La Hipotesis (c) se satisface si y solo si [¢v(y)Q(dy | z,a) es
u.s.c. en A(z) para cada funcion no negativa v € B(S).

Para establecer los resultados principales de esta seccion introducimos la siguiente
notacion.

Notacion 3.1.4. Sea w : S — [1,00) una funciéon medible, denominada funcién de
peso (o funcion de ponderacion).

Definicién 3.1.5. Si u es una funciéon real definida en S, su w-norma se define

Ccomo ’ ( >|
u u\x
Ul = || — =sup ——~. 3.2
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De acuerdo con esta definicion, se dice que u es acotada si ||u|| < co y w-acotada
si||ull, < 0.

Observacion 3.1.6. Seca B, (.S) el espacio lineal normado de funciones medibles w-
acotadas en S. Este espacio es completo, por lo que B, (S) es un espacio de Banach
que contiene a B(S).

Hipotesis 3.1.7. (Condicién de crecimiento) Existen constantes no negativas
My B, conl <pg< é, y una funciéon de peso w > 1 sobre S tal que, para cada
estado x € S:

(a) sup,ea) [R(z, a)| < Mw(z),

(b) supea) s w(y)Q(dy | z,a) < fu(z).

Observacion 3.1.8. Si la funcién de recompensa R es acotada, entonces la Hipotesis
3.1.7| (a) se satisface de manera inmediata.

Hipotesis 3.1.9. (Condiciéon de continuidad) Para cada estado x € S, la funcion

Wz, a) == / w(y)Qdy | ,a)

es continua en A(z).

Proposicion 3.1.10. Si la Hipoétesis [3.1.7] se cumple, entonces
r(x) = Zatrt@) < 00, (3.3)
t=0
donde ro(x) := SUDge A(x) |C(z,a)| y

ri(z) :== sup {/rtl(y)Q(dy | x,a)} , t>1. (3.4)
acA(z) /s
Reciprocamente, si
(a) r(z) =1,
(b) se satisface la desigualdad en para algin o con 0 < o < «a,

entonces la Hipotesis |3.1.7] se cumple con

M =1, w(z) = r(x), Bi=ay'.
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3.1.2. Existencia de una Politica Optima

Ahora se presenta el resultado principal de este capitulo. Primero consideremos
lo siguiente.

Definicion 3.1.11. Se define el n-ésimo costo descontado como

n—1

> a'R(X,, Ay)

t=0

Jn (0,7, 2, ) := ET

En base a la Definicion [3.1.11] puede observarse que, del Teorema de la Convergencia
Monotona (ver Apéndice |C)),

J(0,m,z,a) = lim J,(0,7,z, ).

n—oo

Definiciéon 3.1.12. El algoritmo de iteracion de valores o6ptimos a-
descontado se define como

into) = mgx Lt 4o [ |00} (35)

acA(x
paracadan > 1y z € .S, con jo(-) = 0.

A las funciones {j,} se les conoce como funciones de iteracion de valores
(IV).

Definiciéon 3.1.13. Una funciéon medible v : S — R es una solucién de la Ecua-
cion Optima de Costo Descontado (a-EOCD) si cumple que

v(z) = méx {R(x,a)Jra/

acA(x) S

v(y)Q(dy | w,a)} , Vres.

Definicion 3.1.14. Se define el operador T, : B, (S) — B, (S) de programacion
dindamica como

Tyo(z) = méx {R(x,a)+a/

acA(x) S

o(y)Q(dy | >} .

Un resultado clave es el siguiente.

Teorema 3.1.15. Sea 0 < a < 1. Supoéngase que las Hipotesis|3.1.2] [3.1.7]y [3.1.9] se
cumplen, y sea T, el operador definido en [3.1.14] Entonces:
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(a) T, es un operador de contracciéon en B,,(.S), con modulo v := af. En particular,
T, mapea B, (S5) en si mismo y

| Touw — Totd ||l < YlJu — |l YVu,u" € By (S).
(b) Para cada funcion u € B,,(.S) existe un selector f = f, € F tal que

Tou(z) = R(z, () + o / w()Q(dy | 7. f(z)), Vo€ S.

S

La parte (b) se cumple para cualquier 0 < a < 1.

Con esto, ya estamos en posicién de enunciar el resultado principal de esta seccion.

Teorema 3.1.16. Supdngase que las Hipotesis [3.1.2] [3.1.7 v [3.1.9] se cumplen. Sea
[ la constante de la Hipoétesis [3.1.7, y definamos v := «a5. Entonces:

(a) La funcion de valor a-descontada J* es la tnica solucion de la a-EOCD [3.1.13
en el espacio B, (S). Ademas,

MTL
2 n=1,2,...,
-7

donde M es la constante de la Hipotesis (a).
(b) Existe un selector f. € F tal que f.(z) € A(x) alcanza el maximo en (3.1.13

para cada estado x. Es decir,

J*(0,z,a) = R(z, f.(z)) + a/SJ*(O,y,a)Q(dy | z, fu(x)), €S, (3.6)

y la politica determinista estacionaria f>° € Ilpg es Optima a-descontada.
Reciprocamente, si f>° € TIpg es 6ptima a-descontada, entonces satisface ((3.6]).

H]n - J*Hw <

(c) Una politica 7* es 6ptima a-descontada si y solo si la funciéon correspondiente
J(0,7*, -, «) satisface la a-EOCD.

(d) Si existe una politica 6ptima a-descontada, entonces existe una politica deter-
minista estacionaria que también es 6ptima a-descontada.

En resumen, los resultados expuestos muestran la importancia de las suposiciones
a considerar en el modelo. Muchas de estas suposiciones son consideradas estandar
en esta teoria y son ampliamente utilizadas. Existen ademés otros enfoques para la
solucion del PCO en el caso neutral al riesgo, algunos de los cuales se presentan en

I15).
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3.1.3. Ejemplo: Problema de Consumo-Inversion

En ésta seccion se presenta un ejemplo conocido como el Problema de
consumo-inversion que se suele estudiar en el enfoque neutral al riesgo, para ver
los detalles sobre los resultados que se enunciaran, se puede consultar [10].

Planteamiento

Un inversor desea distribuir su riqueza actual z; entre su inversion a; y su consumo
Ty — ag, para cada tiempo t = 0,1,.... Se asume que no se permite pedir prestado
ni endeudarse. La dindmica del modelo esta dada por

Ti41 = atfta

de manera que la riqueza al tiempo t+ 1 es proporcional al monto invertido al tiempo
t, donde se supone que el ruido & consiste de variables aleatorias independientes e
idénticamente distribuidas, independientes del capital inicial xg.

Se considerara que

» S=A=[0,00),

» A(x) =0, z], para cada = € S.
Aplicando se obtiene

1 .
QB |x,a)= /Baf(ﬁ)dZ, sia#0,

I5(0), sia=0,

donde (z,a) € K, B € B(S) y f es la densidad comun de & (ver Suposicion [3.1.17)).
La funcion de recompensa R(x,a) esta dada por

(x —a)’, siz+#a,

2|

R(z,a) :=

=

slx = a.

Suposiciéon 3.1.17. Supongamos que:

a) {&} son variables aleatorias no negativas con densidad comun f,
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b) m = E[&] y m, = E[{]] son finitos, m > 1,y

0 <am, <1,

donde « es el factor de descuento y ~ la constante en la funciéon de recompensa.

Proposicion 3.1.18. Sila Suposicion[3.1.17]se satisface, entonces también se cumple
la Hipotesis [3.1.2] Mas ain, se cumplen las Hipotesis y[B.1.9

Una de las razones por las que este modelo resulta interesante proviene del hecho

de que la funcion de peso w(x) puede obtenerse explicitamente mediante la Proposi-
cion 3.1.10L Dicha funcion estéd dada por

w(z) = 2073 (am,).

Q-
donde la serie Y .~ (am,)" converge gracias a la Suposicion [3.1.17]

Solucién

Se establecen ahora los resultados principales en torno a este ejemplo. Las de-
mostraciones correspondientes pueden consultarse en [10].

Teorema 3.1.19. Definamos § := (Ozmv)ﬁ y supongamos que la Suposicion |3.1.17]

se cumple. Entonces las funciones de IV son

]0(x> = 07 V€ S7

Ademas, las funciones de decision de IV estan dadas por

B 1_571—1

= =1,2,...
fn(llf) 1_571, lﬂ, v%ES, n ) <
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Teorema 3.1.20. Asumiendo que la Suposicion [3.1.17] se cumple. Entonces la fun-
cion de valor 6ptimo J* esta dada por

J*(0,z,a) = exp[w - 1) ln(%)] %x”, x>0,

y J*(0,0,) = 0. Mas aun, la politica 6ptima estacionaria esta dada por

x
[ (z) = 5 Vo > 0.
Una de las motivaciones principales de presentar este ejemplo proviene de que
una modificaciéon del problema de consumo-inversiéon se estudiard en el siguiente
capitulo, en el contexto sensible al riesgo.

Ademés, este ejemplo ofrece una conexion entre el caso neutral y el caso sensible al
riesgo en relacion con la construccion de una funcion de peso (como en la Proposicion
3.1.10), ya que, como se vera mas adelante, una condicién fundamental para resolver
un PDM descontado y sensible al riesgo consiste en exhibir una funcién de peso que
acote el crecimiento del logaritmo de la funcién de recompensa.

3.2. Caso Sensible al Riesgo

En este capitulo se estudia la solucion del PCO en el caso sensible al riesgo
(A # 0). El objetivo es resolver el problema de encontrar una politica 7* € II tal que

JN, 72, a) =sup J(\, 7, z,a) = TNz, ), Vr €S,

mwell

donde 1
JO 7o) =1 In (E;; [@Zi’io atR(XthOD . A£0. (3.7)

En lo que sigue, consideraremos A € (0, 1] y fijaremos « € (0, 1).

Observacion 3.2.1. Como la funcién In(-) es creciente y continua, el PCO anterior
es equivalente a encontrar una politica 7* € II tal que

J\ 7 x) =sup T (\, 7, z) =1 T*(\, x), Vo €S,

mell

donde
J\, 7, z):=ET M EiZo ' R(Xe,dr) | (3.8)
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Asi, el problema de control 6ptimo sensible al riesgo consiste en establecer la
existencia de una politica 6ptima y caracterizar la funcion de valor 6ptimo J*(\, x),
la cual jugard un papel analogo al de la a-EOCD en el caso neutral al riesgo (ver
Secciéon . En lo que sigue, se presentaran los supuestos técnicos y resultados
tedricos necesarios para la solucion de este problema.

3.2.1. Condiciones de Optimalidad

En analogia con lo estudiado en la Seccion en esta seccién nos interesa esta-
blecer la existencia de soluciéon para la siguiente ecuacion de optimalidad (EO):

V(z,\) = sup {e’\R(I7“) / V(y,aX) Q(dy | a:,a)} : xe s, Ae(0,1]. (3.9)
) S

acA(z

Para garantizar la finitud de J(\, 7, z) y poder establecer la existencia de una
solucion V(x, A) de (3.9) con recompensa (posiblemente no acotada) R(z,a), intro-
ducimos a continuaciéon condiciones suficientes.

Nota 3.2.2. Si f es una funcién, ¢ una constante y = € Dom(f), usaremos ocasio-
nalmente la notacién abreviada f¢(z) := (f(z))".

Hipotesis 3.2.3. Existen constantes K > 0, L > 0 y m > 1, asi como una funcién
W e M(S) (M(S) denota el espacio de funciones medibles en S), con W > 1 en S,
tales que:

(i) /Wm(y)Q(dy | z,a) < K W™(z) para todo (z,a) € K;
s
(i) |R(z,a)] < InW(z)+ L para todo (z,a) € K.

Una forma alternativa (y equivalente) de verificar es la siguiente.

Proposicion 3.2.4. La Hipotesis es equivalente a: existen constantes K > 0,
L>0y p€(0,1), asi como una funcion U € M(S) con U > 1 en S, tales que:

(a) /SU(y) Q(dy | x,a) < KU(x) para todo (z,a) € K;

(b) |R(z,a)] < B InU(x)+ L para todo (z,a) € K.
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Demostracion. Supongamos primero que la Hipotesis es cierta. Definiendo
U(zx) := W™(x) para todo = € S, se obtiene

/SU(y)Q(dyma) < KU@) y |R@a)] < *wU@+L, Y. ek

Esto implica (a) y (b) con 8 = L.

Reciprocamente, supongamos que se cumplen (a) y (b). Definamos ahora W (x) :=
UP(x) para cada v € S y sea m := 1/3. Entonces, para todo (r,a) € K,

[wrwatds |0 = [V Q| v.0) < KU@ =KW (),
s s
y ademaés

|R(z,a)] < fInU(z)+L=LmmW™x)+L=W(z)+ L.

De este modo se verifica la Hipotesis [3.2.3] [ |

Con el fin de establecer la finitud de J(m, x, ), se presenta a continuacion el
siguiente lema.

Lema 3.2.5. Supoéngase que la Hipotesis se cumple y que A € (0,1 — «af.
Entonces, para toda politica 7 € Il y todo x € S se tiene:

(a) Paran>1y vy € (0,1],

1 v
ET [!FXnA| Xo, Ao, .. Xy, Apeg] < € (K%W(Xn_o) :

(b) Paran > 2,

ET [GAZ?:Oat\R(Xt,At)\] < ALEigat K%zgﬂtat (W(x))AE?:OO‘t,

Demostracion. (a) Para cualquier n > 1, de la Hipotesis (i) v (a,c) de la
Proposicion en el Apéndice B tenemos
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EXW (X)) Xos Ags s X1y Apy] = / W () Q(dn] X1, A1)
S

< (/S W(mn)Q(dxn|Xn1,Anl))7

< (( / Wm<xn>@<dxnrxn1,z4m>>i>v

< (KW™ (X)) ™
- (K$W(Wn_1))v.
(3.10)

Luego, como €@ < LW (z) para (r,a) € K, para n > 1 se obtiene que

E;l' |:e’Y|R(Xn7An)| ’XO7 A07 ce 7XTL—17 An—lj| S e’YL
X E;r [(W(X’fl))’y|X07 AOa s aXn—la An—l]
<k (K%W(Wn_l))'y,

demostrando la parte (a).

Para la parte (b), consideremos cualquier n > 2 y tomando v = Aa", \a" 2, %

(notar que en todos los casos se cumple que v € (0,1) pues A € (0,1 — «)), entonces

de (a) y (3.10)), asi como también por (b) de la Proposicion en el Apéndice B]

VEmMOS que
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[

< E7r )\Zt *01 alR( Xt’At) o (K W(Xk 1)>)\an:|

Xt,At)}

A
[ 1=0 O‘tR(Xt"L"f)E’r [ Ao R(Xn, A ")\XO,AO, ... ,Xn—l,An—lﬂ

)\a”LK

« E;r e/\ Z?:_oz a”R(Xt,At)E;T |:6/\a”_1R(Xn—1,An71) (W(Xn_l))/\a” |X(), o Xoa, An—2}

< exanLK%Egcf A SIS al R(X1,Ar) (Ef; [eAan_QR(anlyAnfl)‘Xoj N ,An—2Da

< P LR
a”—2\ ¢ a™
« BT {Aztow(m) (eAa“L (K7W (X)) ) (K7W (X)) ]

_ e/\Oc"L(Oc"+Oc"71) ME” |: )\Z?;g ot R(Xy,Ar) (W(Xn_2))>\an71+>\ani|

—1
< ekanL(an+an—1+an—2)KQ)\a"«l;ri\a"

- n—2 n—1 n
x BT |} Zico o' R(Xe,Ar) (K %W(ans))m +Aa +AJ

n n n—1 n—2 3/\an+2>\an71+kan72
Ao L(a™+a™ 4o )K p—

=€

> E7r )\Zt o atR(Xt,At) (W(X

)))\a”_2+)\a”_1+)\a”:|

m

< M (oz"+oa"*1+~--+ov2)KME;r [eAZtLO ot R(X1,Ar) (W(Xl))Ma"+--~+a2)}

_ e/\L(a"+a”71+~"+a2)KM ET [eAR(x,a)e)\aR(Xl,Al) (W<X1))/\(a"+...+o¢2)i|

m
T

((n l)a 4+t )

< e/\L(oz"+Oc”*1+~~~+a2+o¢+1)K ™ —ET [WA( ) (W(Xl))A(O‘n+anil+"'+0‘2+a)}
n—1)a+(n-2)a” 1+ 4a n n—1,4 ..
< eAL(1+a+a2+--~+an)K*(( Dam+( j) T )W’\(x) (K%W(x))A(a +an "t ta)

— M2t atKn% iy ta (W(x)y‘z?:o at .
Concluyendo (b).

Ahora podemos establecer la finitud de J (7, z, A):
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Teorema 3.2.6. Supongase que la Hipotesis se cumple y que A € (0,1 — «).
Entonces, para toda politica m € Il y todo estado x € S, se verifica que

L Af_«
TN < B k(7).
Demostracion. Del Lema (b) se tiene que
ET [e)‘Z?;o atR(XtyAt)] < MZiso at K% S tal (W(x»/\z‘,?:o at (3.11)

Al hacer n — oo en , y notando que las sumas geométricas convergen por la
hipotesis sobre A, se obtiene el resultado.
[ |
A continuacién se establece la existencia de una solucién a la EO para el caso en
que las funciones de recompensa son no negativas, mediante una técnica de iteracion
analoga a la utilizada en el escenario neutral al riesgo.

Teorema 3.2.7. Supongamos que la hipotesis se cumple y que R > 0 sobre K.
Definamos vo(z, A\) = 1, y para n > 0 definamos v,;1(x, A\) mediante

Upa1(z, A) == Slj%)) {/Se)‘R(x’a)vn(y,oz)\)Q(dy|x,a)}, (3.12)
acA(x

conz €S, A€ (0,1 —a). Entonces, para todon >0,z € Sy A € (0,1 —a), se
cumple que:

(a) UTH-l(x? )‘) > Un(l‘y >\)
(b) Ons1(z, A) < eFA 00" [ Eisote’ (W () Zi=0®,

(c) El limite v*(x, \) := lim,_,o va(x, \) satisface la siguiente ecuacion de optima-

lidad (3.13):

v (2, A) = supeaq) {fo 0 (y, aN)Q(dylz, a) }
(3.13)

A

1 <ov*(z,\) < e% K%<(1—aa)2) (W (x))T= .

Demostracion. (a) Demostraremos por induccion que v, 11 (z, A) > v, (x, \) para cada
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n > 0. Para n = 0, se tiene

vi(z,A) = sup { / eAR(“’“)vo(y,oM)Q(dka?a)}
S

a€A(x)

~ sup {/ AR (dy ., a)}
a€A(x)

= sup {GAR z,a }
a€A(x)

> 1 =wvp(z, N).

Definamos ahora el operador T' como

Tu(x,\) := sup {/e)‘R(z’“)u(y,a)\)Q(dyu, a)}.
S

a€A(x)

Notemos que T es monotono: si u; < us, entonces Tu; < Tu,. Suponiendo que
Unt1 > U, para algiin n > 1, se obtiene

Ung2(x, A) = Tvpp1 (2, A) > Tog (2, ) = v (x, N),
lo cual demuestra (a).

(b) Probaremos por induccion que, para n > 0,
Una(m,A) < P Eiz0’ [ Sisote! (7 () Xm0 (3.14)

De la Hipotesis se tiene eMNE@al < AW (1)) para todo (z,a) € K. Por

" y vg = 1 se obtiene

vi(z, \) = sup {eAR(gc’a)} <eMW(x), wes,

a€A(x)

lo que verifica (3.14)) para n = 0.

Supongamos ahora que (3.14)) es cierto para algin n > 0. Entonces

Unto(z,\) = sup {/BAR(x’a)Unﬂ(yaCY)\)QM?JW#)}
s

a€A(x)

< sup){eMWw [ ot antasie |

a€A(x
n+1l ¢t

LAY o prd S tat (W@))/\Zz 0

bl
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lo que prueba (b).
(c) De (a) y (b) se sigue que el limite
vi(x, ) = lim v, (x, \)

n—oo

existe. Ademas, de (3.12)) y la monotonia de v, se cumple para todo a € A(x),

[y aN sl @) < vy ),
S

y al tomar el limite n — oo se obtiene

/eAR(:c,a)U*(y,aA)Q(dy|x,a) < v (@, A).
S

Asi,
v(@,)) = sup { / em“’“)v*(y,aA)Q(dyma)},
acA(x) S
es decir, v* satisface la ecuacion de optimalidad (3.13)), lo cual concluye la demostra-
cion.

Procedemos ahora a caracterizar la sucesion v,, introducida en el Teorema |3.2.7]

Teorema 3.2.8. Supongamos que la Hipotesis |3.2.3] se cumple y que R > 0 sobre
K. Entonces, para las funciones v,, y v* definidas en el Teorema [3.2.7], se cumplen las
siguientes afirmaciones:

(a) vy(x,\) > ET [e’\zgol O‘tR(X“Af)] paracadam € [I,n > 1,z € 5, A € (0,1—a);

(b) v*(z,\) > sup,en J (M, A\, z) = T*(x, A) para todo A € (0,1 —a) y x € S.

Demostracion. Dado que (b) se sigue directamente de (a), basta con demostrar (a)
por inducciéon. Consideremos una politica arbitraria m = (o, 71, ..., T, ... ).

Para n = 1, por la definicién de v; se tiene

e = sup { [0l
a€A(x) S
= sup ET [eAR(w’“)]
a€A(x)

> Er[eMod0] g e S N e (0,1 —a).
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Ahora, supongamos que (a) es valida para algin n > 1, es decir,
(2, A) > EX AT RXLAN | e 5 el A€ (0,1 — ).
Sea x € S'y a € A(z). Definamos 7% := (g, 1, . .., T, . . . ) mediante

T (-[hw) = g1 (|2, a, hy),

donde hy = (y,aq,...,Tk_1,ax_1, ) € Hy. Entonces, aplicando la hipdtesis de in-
duccion se obtiene

b1, ) = sup { [t anQl a)}
S

acA(x)

- Y

> / Milea) gt [ea)‘ZLO atR(Xt’A”} Q(dylz, a) m(dal)
s
— g [eAR(Xo,AO)+)\ S atR(Xt,At)]

— E;T [GAZ?ZO atR(XﬁAt)] X

Con lo cual queda demostrada (a).

3.2.2. Existencia de una Politica Optima

En esta seccion se demostraré la existencia de una politica 6ptima. Para ello, se
requieren las siguientes condiciones de continuidad-compacidad, las cuales son bien
conocidas en la literatura.

Hipotesis 3.2.9. (i) Para cada x € S, el conjunto A(z) es compacto.

(ii) Para cada x € S, tanto R(z,a) como [, u(y)Q(dy|x,a) son continuas en a €
A(x) para toda funcion u € My(.S), donde M, (.S) denota el espacio de funciones
medibles y acotadas en S.

(iii) Para cada z € S, la funcion [ W (y)Q(dy|z,a) es continua en a € A(x).

Ahora, para poder establecer uno de los resultados principales de esta seccién,
haremos uso del siguiente lema.
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Lema 3.2.10. Bajo las Hipotesis y 3.2.9, para cualquier v(-, \) € By (S) con
A € (0,1], la aplicacion

ars [ Ay Q.0
S

es continua en a € A(z), para cada x € S fijo.

Demostracion. Como M ®? es continua en a € A(7), el resultado se sigue directa-
mente del Lema 8.3.7 en [15]. |

Podemos enunciar ahora el resultado principal de esta secciéon en el caso de fun-
ciones de recompensa no negativas.

Teorema 3.2.11. Bajo las Hipotesis v [3.2.9] sea v*(-, A) la funcion definida en
el Teorema [3.2.7 Si R > 0 sobre K, entonces se cumplen las siguientes afirmaciones:

(a) Para cualquier A € (0,1 — «) existe un mapeo A-valuado g*(-,\) sobre S
(dependiente de A), tal que g*(z, A) € A(z) para todo x € S, y

v (2, ) = / AT N oty o) Qdyl, g (2, V), € S.
S

(b) Para cualquier A € (0,1 — «), sea 7 == (f3, ff,..., fr,...), con fi(z) =
g*(x,a*)\) para k > 0y x € S. Entonces 7* es 6ptima y

Tz, N) =T (x, ) =0v"(z,N), z€S.

Demostracion. (a) Bajo la Hipotesis y del Teorema tenemos que

eAR(:E,a) < 6)\LW<.T),

para cada (z,a) € Ky A € (0,1 — a). De aqui se sigue que

v (-, al) € By (S), A€ (0,1—a).
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Asi, el Teorema de seleccion medible en [19], junto con el Lema , la Hipotesis

y la ecuacion (3.13)), garantiza la existencia de un mapeo A-valuado g*(-, \) sobre
S (dependiente del valor de \), tal que g*(z, \) € A(z) para todo z € S'y

v (z, /\)Z/eAR(x7 e (y, aN)Q(dylz, g (x, V) (3.15)
s
Esto demuestra (a).

(b) A partir de (3.15)), observamos que
o A) = [ AN 1, A Qialns s V),
S

para z, € S, n > 1y X € (0,1 — ). Aplicando este argumento inductivamente y
usando la definiciéon de 7*, obtenemos

’U*(l', A) — E;r* |:e)\2?:o o' R(Xt,f (Xt)) U*(XnJrla Oén+1)\):| ’ vn, > 1. (316)

Sea ahora 1 < p; < 52 y p, tal que - Ly pi = 1. Elijamos N tal que psa™t\ <

1 — o para todo n > N. Entonces de - y aplicando la desigualdad de Holder,
para todo n > N se tiene

v (w,\) = BT {eAZ?:o a‘R(Xf,,ﬁ(XmU*(XWrl o/"“/\)]
< (E;r [epl’\zf o o R(X.f7 (X)) D ( v¥( n+1,a"+1>\)p2])5

nt1 A+l o
< et KT ((1—a>2) (E

us
x
1

" p2a"+1)\ 72
< (B2 w2 )7

Usando que ET[W(X,11)] < K"+ W (z) para todo n > 1 (ver (3.10)), se obtiene

1
eP1A Xino o R(Xe, f7 (X»)D

n+1)\L ”+1)\(

vz ) <eTe K o

1
= a)ﬁT*i)W(x) s (E;r* [eplAZ?:oatR(Xtvff(Xt))}>”1 ‘
(3.17)

Ahora, como Y >° ( = —l—"“)a"“ < ooy a € (0,1), se tiene que

1im,, 0. ™! = 0 y el exponente asociado también tiende a cero. Por tanto, al tomar
n — oo en (3.17) resulta

1

v*(z,A) < (E;f [eplAZﬁoatR(Xt’f;(Xt))])H ,
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-«

para todo p; tal que 1 < p; < -*. Finalmente, al hacer p; — 1 y usando (3) de
la Proposiciéon en el Apéndice B} se concluye que

vz, \) < BT {@Zé’io atR(xt,ft*(xm] = J(z,7\) = T*(x, \). (3.18)

Junto con el Teorema [3.2.8] se obtiene que v*(z, \) = J*(z, \).
|

Como segundo resultado principal, consideramos ahora el caso general de funcio-
nes de recompensa no acotadas ni superior ni inferiormente.

Teorema 3.2.12. Bajo las Hipotesis y supongase quem > 1y Kwma < 1.
Entonces se cumple:

(a) La EO (3.13) tiene una tnica solucion v*(-, A) (dependiente de A € (0,1 — «)),
tal que v*(-,\) € By (S) y

o (e N) = sup { [ e a0 Qe | a>} ,
S

acA(x)

A AL AL A(#) A
l— ——W(x) — —— < v*(z,A) < el-a Km\0-a2) (W(x))'>, x€S8.
W@ - 2 < v )
(3.19)

(b) Si ademas A € (0, (1 — L)(1 — a)), entonces existe una politica 6ptima 7* €

Hpum y
J(r* x, ) =T (x,\) =v*(x,\), x€S.

Demostracion. (a) Para cualquier funcion real valuada h(z,a) definida en K, consi-
deremos

Vi(x, ) :==sup EL [e’\zzoath(xt’At) , €S8, A€ (0,1-a),

mwell

siempre que V,(x,\) esté bien definida. Para n > 1, definamos
R, (z,a) == méx{—n, R(x,a)}, Gn(z,a) == R,(z,a) +n, (x,a) € K.
De las hipétesis, 0 < G,, < |R|+n <InW + L +n en K. Por el Teorema [3.2.11]

Vo, (2 0) = sup { [ 24 Vo (.03) @ty | a>}
S

a€A(x)

= sup {/ AFn@OT) L (1 aX) Q(dy | x,a)} , €S, e (0,1—a).
acA(x) S
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Por otro lado, por definicion de V},,

Ve, (@, A) = Ve,yn(x, X) = sup E} |:€)‘Z§io at(Rn+n)(Xt7At)}
well
An

An 00 Lt An_
=eT-a sup B [eAZt:OO‘ R"(X“At)} =eT-a Vg (z,N).
well

Por tanto,

An

Vi, 0 ) = sup § [ ROV (.00 QU | 01}
acA(x) S

= sup { [ e VRM,M)Q@W,@},
S

a€A(x)

lo que implica

Vg, (z,\) = sup {/ M@y (y aX) Q(dy | «, a)} , €S, e (0,1—a).
acA(z)
(3.20)

Obsérvese que R, es decreciente en n > 1, pues
R, (z,a) = max{—n, R(z,a)} > max{—(n + 1), R(z,a)} = R,11(z, a).

Podemos suponer que Vg, (-, A) | v*(-, A) puntualmente (para cierta funcién medible
v* que depende de \) cuando n — oco. De (3.20)), para todo a € A(x),

Ve, (2, 0) > / AN V(. o) Q(dy | 2 a) > / M) o (4. a\) Q(dy | 7, a),
S S

y pasando al limite n — oo,

o(x, ) > / D ot (g, aX) Q(dy | v,a), a € Alz).
S

Por consiguiente,

v*(x,\) > sup {/ AR@.a) % (4 aX) Q(dy | m,a)}, reS, Ae(0,1-a). (3.21)
acA(x) S

Para la desigualdad opuesta, nétese que Vg, = G%me y 0 < Gu(z,a) <
InW(z) 4+ (L + n) en K. Aplicando el Teorema [3.2.6]

Voo (@A) < 52 g (022) (W) s,
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de donde

A AL A
m

Vi (2, 0)] < et o (aae) (W(x))™e <eta K (@) we), (322

paran>1,x€ S, A€ (0,1 —a).
Asi, fijados z € S, A € (0,1 — «), para cada n > 1, de (3.20) existe a,(z) € A(x)
tal que

1
Vi, (2, 0) < / 0D Vi (5, 00) QUy | an(w)) + . (3:23)
S

Como A(z) es compacto, existe una subsucesion a,,(z) — a*(z) € A(z). Entonces,
por (3.22)—(3.23) y el Lema 8.3.7 de [15], al pasar al limite obtenemos

o*(z, A) < / PR @) (. aX) Q(dy | 7, a*(z)
S

< sup { [ 20 v(y,00) Qay | )}
S

a€A(x)

Junto con (3.21) y (3.22)), se concluye
e = swp { [ a0 Qs f v
S

a€A(x)

(3.24)

vi(x, ) < eTos KA<W) (W(x)) ™=,

para todoz € Sy A€ (0,1 —a).
Ademas, para todo a € A(z),

v*(z,\) > /e’\R(I’“) v (y,aN) Q(dy | x,a), x €S, A€ (0,1 —a).
S

De aqui, para cualquier 7 € [l y n > 0,

0N (X, A) > EX [ A 0" (X0, aN) | Xo, Aoy, Xy ALy

6)\2?:_01 atR(Xt,At) /U*(Xn, an)\)

> BT [e’\ Sio e ROGAD 45 (X, 1 o™ A) | Xo, Ao, -« s X, An} .
Tomando esperanzas e iterando, se obtiene

v (x,\) > ET [eAZ?:O OR(Xe A * (X4, a”“)\)] , n>0,7ell, Ae (0,1 —a).
(3.25)
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Por otro lado,

VR, (:U, )\) = sup E;T [6)‘2?20 atRn(Xt,At)i|
well

Z OétR(Xt, At)

t=0

> sup B [eA 20 atR(Xt’At)} > sup exp ()\ E7
mell mell

v, por (3.10) y la Hipotesis [3.2.3]

ET YR(X,, A < Kn)'W — W .
T2 IR AN S D (KW 70 = o W+ g
Asi,
Vo (2.2 —A( ; 1W<z>+1£a> A LA
> 1—aKm > 1 — —
y en consecuencia,
A LA
vi(z,N)>1— ——W(z) — , xeS Ae(0,1—-a),
(@02) 2 1= > W(a) - 1 (0.1~ a)
lo cual, junto con ([3.24)), concluye (a).
(b) Para cualquier 7 € II, n > 0, x € S, de (3.25)),
n ot Aot La™t!
“(z,\) > BT |} Dt @ B(Xe.Ar) (1 - W(Xpy1) — )
U(LL‘, )— x|:€ 1_@}(% ( +1) 1—
— Eﬂ' |:6>\Z:L:O OétR(Xt7At):|
n+1 n+l1
— E;;r GAZ?ZO atR(Xt’At)( Ao 1 W(Xn-‘rl) + LAa ) .
1—aKm -«

Asi,parax € S, mell, A € (0, (1- %)(1 — a)), usando el Lema de Fatou obtenemos

1 N L
l—aKm l—a

n—oo

v*(x,\) + liminf E7 {eAZ?o a'R(X¢,Ar) ( >W(Xn+1)} > J(m,z, \).

(3.26)

Se mostrara que

)\an+1 L)\anJrl

1—0_/[{#—’_ l—«

by, = ET [eAzf_O atR(Xt,At)( )W<Xn+l):| — 0.

n—oo
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Como A € (0,(1 — 1)(1 — a)), entonces 22 € (0,1 — a). Por [3.2.3y el Teorema
B.2.6,
Aa"tt o Laamt! N o =
™ mTEt: o' |R(X¢,A)| L m
< (oo o) (EE [P e 1) (Bzwm (X))
Aot L a"t!
< ( T +
1—aKm 1-«a

m—1

) (e<><m> k@) () (W(x))mm> TR W),

donde usamos que ET[W™(X,11)] < K"™'W (z) para n > 1 (Hip.|3.2.3). Por tanto,

A( A L\
1 — aKw -«

0<b, < et i) (W(z)) = + ) (aK=)"" W (z) =0,

cuando n — oo. Con ([3.26)), se concluye
v (2, \) > T(m oz, N), well, z€8S. (3.27)

Por el Teorema de seleccion medible [19], existe un mapeo medible A-valuado
f*(-,A) (dependiente de X) sobre S tal que f*(z,\) € A(x) y

v (@A) = / MESE (g, aX) Q(dy |, (2, ), « €S,
S

Sea ™ = (fo,fl,...) con fi(z) = f*(z,a"X), n > 0. Como en (3.16), paraz € Sy
€ (0,(1-2)(1-a)),

v (z,\) = BT [e’\ Limo O RXGLT(X0) (X, 44 a"“)\)] , n>0. (3.28)

Repitiendo el argumento final de (3.18]), se obtiene
v (x,\) < T (7%, 2, ).

Con ({3.27)), concluimos
v (x,\) = T (%, z,\) =sup J (7, z, \),

mell
por lo que 7* es 6ptima.

Finalmente, si £(+, A) es otra funcion que satisface (3.19)), repitiendo el argumento
anterior se deduce que L(z,\) = J(x, \) para todo = € S, lo que prueba la unicidad.
|
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3.2.3. Ejemplo

A continuacién, se presenta un ejemplo que ilustra los resultados obtenidos en
la soluciéon del PCO descontado sensible al riesgo. El modelo a considerar es una
variante del modelo de consumo—inversion estudiado en [15].

Planteamiento

Dada la siguiente modificacion del modelo de consumo—inversién inducida por la
ecuacion en diferencias

Tpy1 = 0&(Tn +an), n=0,1,..., (3.29)
se considerara que:
n S=A=][1,00).
» A(x) =[1, 2] para cada x € S.

Las perturbaciones &, en (83.29)) se asumen como variables aleatorias continuas,
independientes e idénticamente distribuidas (v.a.i.i.d.) con recorrido mayor o igual
que 1y con E[€?] < oo, ademés de que 6 > 1.

Si f es la funcion de densidad comun de las v.a. &,, al usar (1.3 se obtiene

Q(Clz, a) = /Slg[éy(x +a)f(y)dy, VeeS, ac Alx), C e B(S).

Asi, cuando el estado del sistema es x € S, el controlador selecciona una accién
a € A(zx), y el par (x,a) genera una recompensa R(x,a) antes de que el proceso
transite a otro estado mediante ().

Estudio del modelo

Se propone la siguiente funcién de recompensa:

22 + a?
2

R(z,a) :zln( ), r €S, ac Alx).

Como se sefial6 en la seccion (caso neutral al riesgo) y en las referencias
alli citadas, el estudio del problema de consumo-inversion resulta fundamental para
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comprender como los agentes econémicos toman decisiones que afectan su bienestar
presente y futuro. En esta secciéon se analiza una modificaciéon de dicho modelo, la
cual permite obtener resultados adicionales y, en particular, ilustrar la aplicaciéon de
la técnica de iteracion de valores en el caso sensible al riesgo.

Proposicion 3.2.13. La modificacion del modelo de consumo—inversioén considerada
en esta seccion satisface las Hipotesis y [3.2.9

Demostracion. Consideremos como funcién de peso a la funcion W dada por
W(z):=z con zé€S.

Notar que es claro que W > 1 sobre S, notar también que, si tomamos = € Sy

a € A(x) = [1,z], entonces
( x? + a2> ‘
In
2

< |ln(|z])] pues 1<a<zx
=In(z) pues z>1
<InW(z)+ L,

|R(z,a)| =

donde L > 0 es una constante arbitraria. Obteniendo que se cumple a).
Para b), observar que si tomamos m = 2, entonces

[ W watyle.o) = B (650 +a))
= 6*(z +a)’E [52}
<A48E [ 2P
= KW™(z)
es decir, se cumple 1 (b) con m =2y K = 46*F [¢?] > 0.
Ahora, en torno al segundo juego de hipétesis (Hipotesis [3.2.9)), vemos que[3.2.9]

i) claramente se cumple pues A(x) = [1,z], el cual es compacto para cada x € S.

Finalmente, las condiciones ii) y iii) se siguen como consecuencia del hecho de
que la funciéon de densidad de la distribuciéon comun de las v.a.i.i.d &, es continua y
del Teorema de la Convergencia Dominada (ver Apéndice |C]).
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Por lo tanto, se concluye que éste modelo cumple las condiciones de las Hipotesis

B2.3yB.2.9 ]

Como consecuencia de la proposicion |3.2.13| obtenemos inmediatamente el si-
guiente resultado.

Corolario 3.2.14. Para cualquier factor de descuento « y factor de sensibilidad
al riesgo A € (0,1 — «), existe una politica 6ptima 7* € IIpy para el modelo de
consumo-inversion descrito en ésta seccion.

Demostracion. Se sigue del Teorema [3.2.11| pues el modelo en cuestion satisface las
Hipotesis v [3.2.9 [ |
Ejemplo iteracion de valores: caso sensible al riesgo

En esta subseccion procederemos a calcular las funciones de iteracion de valores
para el ejemplo de consumo-inversioén considerado.

Recordemos que dichas funciones se definen como vg(z, \) = 1, y para n > 0,

U1 (T, A) == sg%)) {/SGAR(I’a)vn(y,a/\)Q(dy|m,a)} ., €S, Ae(0,1—a).
acA(x

Se obtiene el siguiente resultado particular para este ejemplo.

Proposicion 3.2.15. Las funciones de iteracion de valores estan dadas por

n—1
el | ) [
j=0

. iy 0 o -1 o . .
Considerando la convencién ) 3, a; := 0y [[;Z;a; := 1 para cualquier sucesién

{an}.

Demostracion. El resultado se demuestra por induccion. Para n = 1 se tiene

A
i) = sup {0} = sup {(v = } e

a€ll,z] a€ll,z]

donde el supremo se alcanza en a = x, de modo que fi(x) = z es el selector 6ptimo.
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Para n = 2,

vy(2, \) = sup {(F)AE v1(0&(x + a), a)\)]}

a€ll,z]

= sup (
a€(l,z]

(25)0&\E [So&\ )x-l—a)\

lo cual coincide con la formula de la proposicion para n = 1. El selector 6éptimo sigue
siendo fo(z) = x.

Suponiendo ahora la hipoétesis inductiva para n, se tiene
n—2
n—1_, 3 n—1 i n—1 _j
Un(x7 )\) = (26))‘21':1 o H E[&AZi:j-HO‘ } A 2izo @
=0

Sustituyendo esta expresion en la definiciéon de v, y realizando los calculos, se
obtiene finalmente

n—1
Un+1(177)\) _ (25))\2?:1 ot H E|:€>\Z?:j+1 Oﬂ:| 2 2o oﬂ’

=0
con lo que se concluye la demostracion. [

Observacion 3.2.16. En el resultado anterior, el selector éptimo siempre coincide
con a = x, es decir,

folx) =2, VneN. (3.30)
A una politica que satisface (3.30) se le denomina politica miope.

Este hecho puede interpretarse como que, en cada etapa, la estrategia 6ptima
consiste en elegir siempre el mayor nivel posible accesible en ese instante.

Nota 3.2.17. En el resultado siguiente se demuestra la convergencia del limite de los
productos mostrados en la proposicion [3.2.15] para logarlo, se utilizaron resultados
que tienen que ver sobre expansiones en serie de Taylor y el uso de la notaciéon de
Landau (o(-)) y sus propiedades, para ver los resultados que se usaron se puede
revisar el apéndice [D] o bien [6].
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n
i=j+

ad Tl _gnt

. 1 . . .
Para continuar, observar que > , se tienen ahora los siguientes

resultados.

i
1= 11—«

Proposicion 3.2.18. Para el caso en el que & ~ Unif(1,M) con M > 1 una
constante, se tiene que el limite cuando n — oo de los productos

[efesr]

j=0

converge.

Demostracion. Para verificarlo, primero notar que si & ~ Unif(1, M) con M > 1,
entonces para cada j,n € N,

E [SAZ?:]-HM} - E |:§>\<a]+1126"+1>}

B 1 M )\(aj+1:zn+1>
_M—1/1 yoLor dy

Mhin+l — 1
(hjm + 1) (M — 1)

Jj+1_,n+1
donde hj, = A (%) Luego, observemos que

Mhintt 1 = MM — 1

= MelintM 7,

entonces, puesto que M > 1 es fijo y h;, — 0 cuando j,n — oo, al usar la expansion
en serie de Taylor de primer orden para e¢"»"M vemos que

=M-—-1 +th7nlnM+0(hj7n),

luego
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In (th,n+1 — 1) =In(M -1+ Mh;,In M + o(h;,))

_ Mh;,In M  o(h;,)
—ln((M 1)<1+ 1 +M—1

=1In ((M -1) (1 + w + o(hjvn)))

Mh;,In M
—In(M—1)+1In (1+A2’—_”1+o(hm)) ,

donde la tercera igualdad se da de las propiedades de o(+); de manera que al usar el

MhjnIn M 4 (h;.,) llegamos a que

desarrollo en primer orden de In(1 + z) con r = —7~

Mh;,, In M
In (M55 = 1) = In (M = 1) + =222 o o(hy) + o)
Mh;,, In M
= ln (M — 1) + ﬁ + O(hjm).
Esto es, obtenemos que
Mh;.,, In M
In (Mot — 1) =In (M — 1) + % +olhy). (3.31)

Por otro lado, usando una técnica similar vemos que
In((hj,+1)(M—1))=In(M —1) +In(1 + hj,)
=In(M — 1) + h;, + o(h;y),
es decir, que
In((hj,+1)(M —1)) =In(M — 1) + hj,, + o(h;). (3.32)

Asi, puesto que

n—1 00
i [T 2] =TT P[],
§=0 J=0

J+1
= ’\lo‘_a , ¥ como

en donde h; :
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lo anterior pues H E [fh } — M(IT2BEY]) — oZ520m(E[Y]) Entonces analiza-

mos la serie, de manera que, por - y -
Z In (E
§j=0

tnqg

[In (MMt —1) —1In ((hy, + 1)(M — 1))]

<.
Il
o

M

{ {m (M — 1) 4 MhgnIn M o(hj,n)} — (M = 1) + hy + o(hm}

. 1

§=0

> [/ MInM
=2 KM_l - 1) hj + o(hj)}

j=0

3 i MIn M
:Z[Chj+0(hj)] haciendo C := o .

§=0

AC

1o +Z

=0
a\C o
1—a 2 +jz:;)0

Por 1ltimo, s6lo basta ver que la serie ) 7% o(h;) converge, lo cual se obtiene de
la siguiente manera: se tiene que existe una sucesion {¢;},en tal que

1) € — Oy
i) lo(hy)| < ejhy

de manera que

[e.e] [ee]
> lo(hy)l < ejhy
j=0 j=0
A > > 1
=&
-« =
AN
_1_a2a pues ¢; — 0.
j=
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Por tanto, como la serie geométrica Z;io ot es convergente, se concluye que
la serie S °° o(h;) converge absolutamente, de donde se sigue la convergencia v, en
7=0 J ’ )
consecuencia, el resultado principal.
[ |

Funcién de valor 6ptimo: obtencién y aproximaciéon

Notacion 3.2.19. En lo que sigue, consideraremos que & ~ Unif(1, M) con M > 1,
y en vista de la Proposicion [3.2.18| denotaremos por

n—2

n—2
P, = AT, ai] = If [AZ?: O‘}
= Il [esehe ]y P i [T p [0
=0 j=0
Se tiene el siguiente resultado principal.

Teorema 3.2.20. La funciéon de valor 6ptimo A—sensible al riesgo y a—descontada,
con \ € (0,1 — ), para este modelo esta dada por

Ao
v (x, \) = (20) -2 Pais, xz € S.
Ademas, el selector 6ptimo esta dado por f*(z, \) = .

Demostracion. En efecto, se tiene

lim v, (z,A) = lim

n—2
(26 Bt T] B[ Sihae’| AT
§=0

= lim [(25)>‘Z?:_11 ial popA T al}

n—oo

_Ada A
= (20)1-2)? Pgi-a,

El hecho de que f*(x,\) = x se sigue de la Observacion 3.2.16] donde se establecid

que la politica 6ptima obtenida corresponde a una politica miope. [ |

La Tabla [3.1] resume los resultados obtenidos de éste ejemplo.
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Funciéon de iteracion de valores Funm’on'de
valor 6ptimo
F . UN(J:?/\) U*(ZL’,/\)
WHAOR | (g mitie [ p [P R pTIE |  ayate purs
Politica F(z,)) = 2 ff(z,N)==xy
Optima e ™= (z,z,...,x,...)

Tabla 3.1: Resultados obtenidos del ejemplo.

Para concluir este capitulo, se incluye una tltima seccién en la que se presentan
las graficas correspondientes a la funciéon de valor 6ptimo para el ejemplo particular
considerado, en el que & ~ Unif(1, M) con M > 1.

Conclusion del ejemplo: aproximaciones al valor de P

En la Tabla se presentan aproximaciones al valor de P, considerando seis
decimales de precision, con M =3 y § = 0,7, y variando los valores de o y .

Al analizar las diferencias P, ., — P,,, donde m € {1,2,3,4} y P, denota el
producto truncado en el término n,,-ésimo, se observa que el valor de P, a partir
del cual dichas diferencias se anulan, independientemente de los valores de a y A,

corresponde a ng.

Con el fin de determinar con mayor precision el valor de n que permite aproximar
P bajo un error dado &, se implement6 un codigo en Python (ver Apéndice [E]), cuyos
resultados se muestran en la Tabla [3.3]
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o A ny = 10 ne = 100 | ng = 1000 | ngy = 10000
0.01 | 1.166843 1.794910 1.795238 1.795238
0.9 | 0.05 | 2.1807976 | 19.385651 | 19.403992 | 19.403992
0.09 | 4.128669 | 222.750000 | 1.483461 1.483461
0.01 | 1.084390 1.138588 1.138588 1.138588
0.8 0.1 | 2.274612 3.730880 3.730880 3.730880
0.19 | 4.869918 | 12.632599 | 12.632599 | 12.632599
0.01 | 1.012908 1.013048 1.013048 1.013048
0.5 ] 0.25 | 1.383161 1.388011 1.388011 1.388011
0.49 | 1.902093 1.915277 1.915277 1.915277
0.01 | 1.002025 1.002025 1.002025 1.002025
0.2 ] 0.4 | 1.084892 1.084892 1.084892 1.084892
0.79 | 1.175701 1.175701 1.175701 1.175701
0.01 | 1.000801 1.000801 1.000801 1.000801
0.1 ] 0.45 | 1.036775 1.036775 1.036775 1.036775
0.89 | 1.074287 1.074287 1.074287 1.074287
Tabla 3.2: Aproximaciones al valor de P.
a; Aij e=10"°|e=1070 =10 | =10 | e =107
ay =0.9 A1 =0.03 170 290 400 400 400
7 A2 =0.06 180 300 410 410 410
ay =0.5 A2 =0.1 40 50 70 70 70
Ao =0.4 40 60 70 70 70
A31 =0.2 10 30 30 30 30
ap =0.1 d
32 =0.8 10 30 30 30 30

Tabla 3.3: Mejores valores de n para aproximar el valor de P dado un error e.

Por tanto, con base en los valores obtenidos en las Tablas y 3.3 para la
representacion gréafica de la funcion de valor 6ptimo se adopta la aproximaciéon co-
rrespondiente a n = 410, ya que este es el mayor valor que garantiza una precision
aceptable en la estimacion del producto P, considerando un error ¢ = 102,

De este modo, se presentan a continuacion las graficas de v*(x, \) para el caso
en que M = 3 y 0 =0.7, analizando tres valores del factor de descuento: a; =0.9,
as =0.5 y ag =0.1. Para cada uno de estos valores de a se incluyen, ademés, cuatro
valores correspondientes del pardametro de sensibilidad al riesgo A.
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Grafica v (x, A1, j) con factor de descuento igual a 0.9

goon  —— M vTixA))
— (xv x, AL
gopn | e vTln Al
- — 6 v X, A q))
<
> 4000
.:‘ﬁ-
2000
0
2 4 [ 8 10
x
(a) Grafica a;.
Grafica v~ (X, Az, j) con factor de descuento igual a 0.5
" o— (2w (2,42 1))
12— (v (X Az 2)
— (X% V(X A7 )
10 3
) — (X% V(X Az 4))
< 8
X
o6
4
, //
2 4 [ 8 0
X
(b) Grafica as.
Grafica v (x,.l;_‘.} con factor de descuento igual a 0.1
g U= (%, w" (X%, A3,1))
—_— T (X, A 2))
7
— (x0T (X, A5 3))
6 =
=, — (X v (X, A3 a))
< 5
X
o4
3
2

(c) Grafica as.

Figura 3.1: Graficas de v*(z, \; ;).
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Y los valores de v y A considerados para las graficas de la figura son los que
se presentan en la tabla [3.4]

4 )\i,j
)\1’1 :002
B A2 =0.04
=09 3 =006
A4 =0.08
Xaq =0.1
B Ao =0.2
[6%) =0.5 —)\273 —03
)\274 204
)\371 :()2
o )\372 204
(%] =0.1 /\373 —06
X34 =0.8

Tabla 3.4: Valores de o y A considerados para graficas.

Donde A; ; es el factor de sensibilidad al riesgo correspondiente al factor de des-
cuento o, con i € {1,2,3} y j € {1,2,3,4}.

Conclusiones de las graficas

Para finalizar, a partir de las graficas de la Figura [3.1] puede observarse que el
comportamiento de la funcién [J* muestra un crecimiento mas pronunciado conforme
aumenta el factor de descuento. En términos practicos, esto se interpreta como que al
considerar factores de descuento grandes, la funcion de valor 6ptimo tiende a devolver
valores de mayor magnitud.
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Conclusiones

A lo largo de la presente tesis se estudiaron los PDMs Descontados Sensibles al
Riesgo, considerando tanto el enfoque de costos con horizonte finito como el de re-
compensas con horizonte infinito. Se exploraron los avances existentes en la literatura
y se propusieron ejemplos aplicados que ilustran los resultados teoéricos.

El analisis realizado permitié6 mostrar como se sustenta el marco teérico de un
MCM y de un PDM a tiempo discreto. Al incorporar la Sensibilidad al Riesgo se
logréo ampliar el alcance de la teorfa y de los modelos a los que pueden aplicarse
las herramientas estudiadas. Asimismo, al establecer y resolver el PCO se evidencio6
la complejidad inherente a la determinacién de soluciones, ademés de proporcionar
ejemplos concretos que refuerzan dicha teoria.

Las principales contribuciones de esta tesis se encuentran en la formulacion y
soluciéon de ejemplos aplicados, particularmente el Problema de Reemplazamiento
Optimo de n Méaquinas para el caso de horizonte finito con criterio sensible al riesgo, y
el modelo presentado en la seccion [3.2.3] pues ninguno de ellos habia sido previamente
explorado en la literatura.

El trabajo desarrollado permiti¢ alcanzar un entendimiento méas amplio de los
PDMs Descontados Sensibles al Riesgo, abarcando desde los fundamentos tedricos
hasta su aplicacion en casos especificos. Ademas, se resalto la importancia de estos
modelos como una herramienta poderosa para la toma de decisiones en contextos
complejos e inciertos.

Como lineas de investigacion futura en el contexto de los PDMs Descontados
Sensibles al Riesgo, se proponen las siguientes:

s Plantear soluciones del PCO en horizonte finito considerando funciones de costo
no acotadas, motivados por el trabajo presentado en [11].

» Desarrollar la teoria necesaria para abordar un PCO con un factor de descuento
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variable (dependiente, por ejemplo, del estado), siguiendo como referencia el
caso neutral estudiado en [21].
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Apéndice A
Kérneles Estocasticos e Integracion

Definiciéon A.0.1. Sean X y Y espacios de Borel. Un Kérnel Estocéastico sobre
X dado Y es una funciéon P(-|-) tal que

(a) P(:]y) es una medida de probabilidad sobre X para cada y € Y fijo, y
(b) P(B]-) es una funcién medible sobre Y para cada B € B(X) fijo.

Teorema A.0.2. (Teorema de Ionescu-Tulcea)

Sea Xg, X1, ..., una sucesion de espacios de Borel y, paran =0,1,..., definimos
Y, = Xox Xix---xX,yY = HZOZO X,. Sea v una medida de probabilidad
arbitraria sobre Xy y, para cadan = 0,1,..., P,(dx,.1|y,) es un kérnel estocastico

sobre X, dado Y,,. Entonces existe una tinica medida de probabilidad P, sobre Y
tal que, para cada rectangulo medible By X --- X B,, en Y,,

P’U(BO X+ X Bn) :/ U(dl’o)/ Po(dx1|x0)/ Pn_l(d.fljn’.fljo,...,xn_l).
Bg B1 n
Ademas, para cualquier funciéon u medible y no negativa sobre Y, la funcién

T / u(y) Py (dy)

es medible en X, donde P, representa a P, cuando v es la probabilidad concentrada
en xr € X.

Demostracion. Ver [1] y [3]. |
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Apéndice B
Esperanza Condicional

Sean (2, F, P) un espacio de probabilidad, .# una o-dlgebra contenida en F,
y & una variable aleatoria. Si € es P integrable, entonces definimos a la Esperanza
Condicional de ¢ dado %, como la variable aleatoria denotada por E[{|.Z], v es tal
que:

1. E[¢].Z] es Z-medible.
2. Para todo A € .Z, se tiene que [, E[{|Z]|dP = [, &£dP.
Tenemos algunas propiedades que son de utilidad:

Proposicion B.0.1. Dadas cualesquiera dos variables aleatorias X,Y > 0 en
(Q, F, P), para cualquier sub o-algebra Fy C F y ¢ € (0,1), tenemos lo siguien-
te:

(1) E[Y¢|Fo] < (E[Y|F])® (desigualdad de Jensen);

(2) E[XY|Fy| < (B[X?|Fo))r (E[Y?|Fo])7 parap,q > 1 con ;+3 =1 (desigualdad
de Hélder);

(3) Supoéngase que E[X?|Fy] < oo para algin p’ > 1. Entonces, E[XP|F] <
’ 1
E[X?|Fo] para 0 < p < p/, y (E[XP|Fo])? T conforme p T, lo cual implica que

lim (E[X"|F))r = E[X|F).

p—1t
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Apéndice C
Algunos Resultados de Convergencia

Supoéngase que (S, F, 1) es un espacio de medida fijo, y que todas las funciones
definidas en S son reales.

Teorema C.0.1. C1 Teorema de la Convergencia Mondtona
Sea {f,} una sucesion de funciones medibles no negativas definidas en S, supon-
gamos que covergen a una funciéon medible f, entonces

/fdu: lim /fndu.
n—oo

Nota: la sucesion { f,,} puede converger a f casi donde quiera, y el teorema anterior
sigue siendo valido.

Teorema C.0.2. C1 Teorema de la Convergencia Dominada

Sea {f,} una sucesion de funciones medibles y ¢ una funcion medible y pu-
integrable definidas en S, tales que |f,| < g, para toda n. Si f,, — f casi en todas
partes, entonces, f es p-integrable y

/fdu: lim /fndu.
n—oo
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Apéndice D

Notaciéon de Landau y propiedades
de o(-)

La Notaciéon de orden de Landau, también conocida como “o mintscula” y “O
mayuscula”’, es fundamental en el analisis asintético de funciones. Estas notaciones
permiten clasificar funciones segtin su comportamiento cuando la variable indepen-
diente tiende a un valor especifico, como el cero o el infinito.

Definicién D.0.1. Decimos que f(x) = O(g(x)) cuando z — 0 si existe una cons-
tante M tal que |f(z)| < M|g(x)| en algtin entorno agujerado alrededor de 0, esto
es, para x € (—9,9)\{0} para algin valor de 0.

Decimos que f(z) = o(g(z)) cuando x — 0 si lim, o % = 0. Esto implica que

existe una vecindad agujerada de 0 en la cual g no se desvanece.

El siguiente teorema resume algunas propiedades bien conocidas de los simbolos
de orden de Landau:

Teorema D.0.2. 1. Si f(z) = O(g(z)), entonces o(f(z)) + o(g(x)) = o(g(x)),
2. Si ¢ # 0, entonces cO(g(z)) = O(g(z)) v co(g(x)),
3. o(f(2))O(g(x)) = o(f(x)g(x)),
4. 2% = O(x%) para todo b < a y 2% = o(x’) para todo b < a,
5. O(z%) 4+ O(2°) = O(x™™@9) o(29) + o(z?) = o(z™M(@) v

o(z%), b<a,

O(z") + o(z") = {O(:U“) b> a
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Apéndice E
Codigos elaborados en Python

Se presentan los codigos de las implementaciones hechas en Python para la
solucion de los ejemplos numéricos mostrados en la tesis. Ademas, dichos codi-
gos se encuentran en el siguiente repositorio de GitHub: https://github.com/
EzequielHG3105/tesisMCM_EzequielHG.gitl

Nota E.0.1. En los siguientes codigos no se agregaron acentos en los comentarios
para no interferir en el funcionamiento de los mismos a la hora ejecutarlos.

E.1. Cobdigos para el Problema de Reemplazamiento
Optimo de n Maquinas

Codigo para la obtencién del espacio de Estados y Acciones:

# Funcion para obtener el espacio de estados E
# FEntrada: Niveles de deterioro D y numero de maquinas n
# Salida: matriz con estados FE
def Estados(D,n):
E = np.zeros (|Dxn,n|)
for i in range(n—1,-1,—1):
cont = 0
while cont <= Dxxn—1:
for j in range(1,D+1):
for k in range(Dxx(n—i—1)):
E[cont ,i| = j
cont 4= 1
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Cédigos elaborados en Python
E.1 Codigos para el Problema de Reemplazamiento Optimo de n Maquinas

return E

# Funcion para obtener el espacio de acciones A
# Entrada: Niveles de deterioro D y numero de maquinas n
# Salida: matriz con acciones A
def Acciones(D,n):
A = np.zeros ([2%*n,n])
for i in range(n—1,—1,—1):
cont = 0
while cont <= 2xxn—1:
for j in range(2):
for k in range(2xx(n—i—1)):
Afcont ,i] = j
cont += 1
return A

Cddigo para la obtencion de la ley de transiciéon Q:

# Funcion para obtener la ley de transicion Q(j,k,i),

# que corresponde a pasar del estado j al estado k

# dada la accion 1

# FEntrada: Niveles de deterioro D, numero de maquinas n,
matrices PO de transiciones entre niveles de
deterioro de cada maquina y P1 de transiciones
cuando se decide reparar,
(ambas matrices son dadas por el usuario)

Salida: Ley de transicion @ para cada par de estados j,k
Yy accion 1

def mat Q(D,n,P0,P1):

Q = np.zeros ([2x*n,Dxxn ,Dxxn])

for i in range(2%%n):

for j in range(Dxxn):

for k in range(Dxxn):

ST R R K

Qi,j k] =1
for s in range(n):
if Ali,s| = 0:
Qli,j,k|] = Po[int(E[j,s])—1,int(E[k,s])—1]*Q[i,],k]
else:
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Qli,j,k] = Pl]int(E[j,s])—1,int(E[k,s]|)—1]*Q[i,], k]
return Q

Nota: Para poder ejecutar de manera correcta el codigo, realizar la identacion
correspondiente.

Coédigo para la obtencién la funcién de valor éptimo 73 y politicas
6ptimas en el caso neutral al riesgo:

# Obtencion la funcion V(i,j) que es la funcion
# de wvalor en la etapa i—1 del estado j—esimo (E(:,j))
# para el caso mneutral al riesgo
# FEntrada: Horizonte N, niveles de deterioro D,
numero de maquinas n, espacio de estados F,
espacio de acciones A, ley de trancision @,
vector de costos c, costo fijo de
reparacion R, valores de lambda (labda)
y alpha
Salida: Matrices V de la funcion de valor optimo
en cada estado y P de politicas optimas
ef fun Vn(N,D,n,E A Q,c,R,labda ,alpha):
V = np.zeros ([N+1,Dxxn]|) # valor optimo
P = np.zeros ([N,Dxxn|) # politicas
# damos valores a la primera iteracion (V_N=0)
for j in range(Dxxn): V[N,j] = 0
# Ahora hacemos el calculo de la funcion de
# wvalor optima y politica optima
for i in range(N—1,-1,-1): # para cada etapa
for j in range(Dxxn): # para cada estado
vp = np.zeros(2**n) # auziliar para la esperanza
C = np.zeros(2**n) # auziliar para el costo

o R N RN

v = np.zeros (2%x*xn) # auziliar para V
for s in range(2+xn): # para cada accion
vp[s] = 0

# ahora calculamos el valor esperado de
# v(y) dado el estado j
# vy la accion s
for k in range(D#xn):
vp[s] = vp[s]+V[i+1,k]*Q[s,] k]
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Cls] =0
for k in range(n):
if Als. k| = 0:
: Clsl = clint (B[], k) =1]+C[s]

Cls] = c|0]+R+C|s]
v[s] = C[s]+alphaxvp|s]|
# ahora buscamos el minimo o accion optima
Vi, i] = v[0]
Pli,j] =1
# busqueda del minimo y accion optima
for s in range(1,2%x%n):
if v[s| < V[i,j]:
VIij] = v[s]
Pli,j| = s+1
# numero de accton que es optima
# para el estado j en la etapa 11
return V,P

Coédigo para la obtencién la funcién de valor éptimo 7y y politicas
Optimas en el caso sensible al riesgo:

# Obtencion la funcion V(i,j) que es la funcion

# de wvalor en la etapa i—1 del estado j—esimo (E(:,7))
# para el caso sensible al riesgo

# Entrada: Horizonte N, niveles de deterioro D,

# numero de maquinas n, espacio de estados F,
# espacio de acciones A, ley de trancision Q,
# vector de costos c, costo fijo de

# reparacion R, wvalores de lambda (labda)

# y alpha

# Salida: Matrices V de la funcion de wvalor optimo

# en cada estado y P de politicas optimas

def fun Vn(N,D,n,E ;A Q,c,R,labda,alpha):

fu

V = np.zeros ([N+1,Dxn]) # valor optimo

P = np.zeros ([N,Dxxn]) # politicas

# damos wvalores a la primera iteracion (V_N=0)
for j in range(Dxxn): V[N,j| = 1/labda
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Cédigos elaborados en Python
E.1 Codigos para el Problema de Reemplazamiento Optimo de n Maquinas

# Ahora hacemos el calculo de la funcion de

# wvalor optima y politica optima

for i in range(N—1,—1,—-1): # para cada etapa
for j in range(D#xn): # para cada estado

vp = np.zeros(2%*n) # auziliar para la esperanza
C = np.zeros(2xxn) # auxiliar para el costo
v = np.zeros (2xxn) # auxiliar para V
for s in range(2%xn): # para cada accion
vp[s] =0

# ahora calculamos el wvalor esperado de
# v(y) dado el estado j

# 1y la accion s

for k in range(Dxxn):

vpls] = vp[s[+V[i+t1k]+Q[s, ] k]
Cls] =0
for k in range(n):

if Als,k|] — 0:

: Cls] = clint (E[j ,k]|)—1]+C[s]

Cl[s] = c[0]+R+C[s]
v[s|] = np.exp((alphax*xi)xlabdaxC|s]|)alphaxvp]|s]
# ahora buscamos el minimo o accion optima
VIi,j] = v[0]
Pli,j] 1
# busqueda del minimo y accion optima
for s in range(1,2%x%n):
if v[s| < V][i,j]:
VIi,j] = v[s]
Pli,j| = s+1
# numero de accton que es optima
# para el estado j en la etapa 1—1

return V,P

)



Cédigos elaborados en Python
E.2 Coédigo para la aproximacion del producto P

E.2. (Cobdigo para la aproximacién del producto P

# funcion que calcula el producto hasta un horizonte n
# FEntrada: valores de M, delta , alpha, n vy
# r (numero de decimales a considerar)
# Salida: aproximacion del producto
def prod n(M, delta ,alpha, labda ,n,r):
mp.dps = r
producto = mp.mpf(1.0)
for j in range(n):
S j = labdax((alphax*(j+1)—alphaxx(n))/(1—alpha))
term = (Mxx(S_j+1)—1)/((S_j+1)*x(M-1))
producto %= term
return producto

# Funcion para determinar n dado un error |epsilon=10"{—r}
# FEntrada: valores de M, delta , alpha, n vy
# r (tolerancia para |epsilon)
# Salida: valor de n que permite aproximar mejor a P
def n_aprox (M, delta ,alpha ,labda,r):
mp.dps = r
n = 10
producto 1 = prod n(M, delta ,alpha , labda ,n,r)
producto 2 = prod n(M, delta ,alpha labda ,n+10,r)
while producto 2 — producto 1 != 0:
producto 1 = prod n(M, delta ,alpha,labda ,n,r)
producto 2 = prod n(M, delta ,alpha 6 labda ,n+10,r)
n += 10
return n
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