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4.3. El potencial periódico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

4.4. Condiciones de frontera de Born-Von Karman. . . . . . . . . . . . . . . . . 57

4.5. La superficie de Fermi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

4.6. Densidad de niveles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

5. Resultados 63

5.1. Modelo de cálculo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63

5.2. Resultados de las propiedades estructurales de Ga1−xAlxN y Ga1−xInxN . . 64

5.2.1. Resultado de nuestro cálculo para el compuesto ternario Ga1−xAlxN. 64

5.2.2. Resultado de nuestro cálculo para el compuesto ternario Ga1−xInxN. 71

5.3. Resultados de las propiedades electrónicas de Ga1−xAlxN y Ga1−xInxN. . . 75

5.3.1. Resultados obtenidos en la literatura para el compuesto ternario

Ga1−xAlxN. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75

5.3.2. Resultados obtenidos en la literatura para el compuesto ternario

Ga1−xInxN. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78

5.3.3. Resultado de nuestro cálculo para los compuestos ternarios Ga1−xAlxN

y Ga1−xInxN. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80

5.3.4. Resultado de nuestro cálculo para las masas efectivas de los com-

puestos ternarios Ga1−xAlxN y Ga1−xInxN. . . . . . . . . . . . . . . 97

5.4. Resultado de nuestro cálculo para los modos fonónicos de Ga1−xAlxN y

Ga1−xInxN. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100

5.4.1. Introducción . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100

5.4.2. Fonónes congelados . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102

6. Conclusiones 107

A. Funcionales LSDA y GGA 111

A.1. Aproximación de la densidad local de esṕın. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111
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ajuste propuesto. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84

5.8. ∆Egap para Ga1−xInxN como una función de la composición x Los puntos
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Abstract

In this work we have calculated the structural, electronic and optical properties of AlN,

GaN, InN and their related alloys Ga1−xAlxN and Ga1−xInxN as a function of the con-

centration x.

We considered the III-nitride semiconductors in the wurzite structure. The obtained results

show a different behavior when we compared them with the virtual crystal approxima-

tion.

We have performed accurate ab initio total energy calculations using the full-potential

linearized augmented plane wave (FP-LAPW) method to investigate the structural and

electronic properties. Our study was done by using the functional density theory (DFT)

with the gradient generalized approximation (GGA) to calculate the correlation-exchange

energy part of the total energy. When we compare with experimental data and other

available theoretical reports, we found that our calculations show good agreement for the

structural and electronic properties of the studied alloys, as well as the related properties

for the parent binary compounds.



2 0. ABSTRACT



Resumen

En este trabajo de tesis calculamos las propiedades estructurales, electrónicas y ópticas de

los compuestos AlN, GaN, InN y sus aleaciones ternarias Ga1−xAlxN y Ga1−xInxN como

función de la concentración x, realizando para esto el cálculo de enerǵıa total por medio

de métodos ab initio.

Nuestro estudio lo realizamos trabajando en el marco teórico de la Teoŕıa del Funcional

de la Densidad (DFT) utilizando la aproximación del gradiente generalizado (GGA) para

calcular la enerǵıa de correlación e intercambio de la enerǵıa total, empleando el método

de ondas planas aumentadas linearizadas (FP-LAPW).

Para este estudio consideramos los nitruros semiconductores del grupo III en su estructura

cristalina wurtzita.

Los resultados obtenidos en este trabajo muestran que las propiedades analizadas tienen

un comportamiento diferente comparado con la aproximación del cristal virtual.

Hallamos que nuestros cálculos muestran una buena correlación con datos teóricos y ex-

perimentales obtenidos en la literatura para las propiedades estructurales, electrónicas y

ópticas de los compuestos binarios y ternarios propuestos.
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Caṕıtulo 1

Introducción

La descripción de las propiedades f́ısicas de los sistemas de muchas part́ıculas interactuan-

do ha sido uno de los retos más importantes de la f́ısica del estado sólido durante muchos

años. El problema es, a partir de las leyes de la mecánica cuántica, derivar las propiedades

f́ısicas de un sistema de muchas part́ıculas. Esto requiere, en principio, la solución de una

ecuación diferencial (la ecuación de Schrödinger) de 3N variables espaciales, donde N es

el número de part́ıculas en el sistema. Para un átomo aislado, el número de electrones es

de entre 1 a 100. Incluso las moléculas pequeñas tienen a menudo más de 100 electrones,

y para un sólido, N es del orden de 1023. Es claro que un problema de esta magnitud no

se puede resolver sin hacer algunas aproximaciones. Sin embargo “resolver” la ecuación de

Schrödinger es solamente parte del problema.

El objetivo más importante es entender y predecir las caracteŕısticas de los sistemas de mu-

chas part́ıculas y calcular las cantidades medibles en el laboratorio, tales como: la enerǵıa

de la banda prohibida, los parámetros de red, las constantes elásticas, más que la función

de la onda en śı.

Una manera de resolver el problema de un sistema de muchas part́ıculas es construir un

hamiltoniano que contenga la propiedad f́ısica de interés. Siguiendo esta idea, se han cons-

truido una gran cantidad de hamiltonianos, entre los que se utilizan actualmente están

por ejemplo: el método de Huckel, el método tight-binding o el método BCS, por mencio-

nar algunos. Estos métodos han tenido éxito al explicar algunos fenómenos en la f́ısica de

estado sólido. Sin embargo, uno siempre busca mejorar los modelos ya existentes con el

fin de mejorar los resultados obtenidos.
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8 1. INTRODUCCIÓN

Una manera sistemática de mejorar el modelo se puede hacer, para sistemas finitos tales

como átomos y moléculas, por métodos variacionales o teoŕıa de perturbaciones. El método

más simple es el método de Hartree en el cual se considera al sistema como un conjunto

de electrones independientes. Para mejorar este modelo se construye una función de onda

antisimétrica basada en el producto de Hartree con lo que se obtiene el llamado determi-

nante de Slater. El determinante de Slater es una combinación lineal de todos los posibles

productos de Hartree que pueden construirse con un determinado conjunto de orbitales.

En el modelo se incluye ahora el término de intercambio entre electrones, siguiendo con

la mejora en el modelo se llega al método de interacción de configuraciones (CI). En este

método se utiliza una función de onda aproximada con muchos parámetros que son los

coeficientes de la expansión de los determinantes de Slater, y se utiliza el principio va-

riacional para minimizar la enerǵıa con respecto a estos parámetros. La función de onda

hallada de esta manera se aproxima a la función de onda exacta, la cual es solución de la

ecuación de Schrödinger.

La desventaja de los métodos mencionados, en su aplicación a sistemas no homogéneos

tales como átomos, moléculas, sólidos o superficies es el gran costo de cómputo.

Un formalismo diferente que es exacto y que puede tratar los sistemas mencionados con

menos costo de cómputo es el método del funcional de la densidad [1]. El formalismo fue

desarrollado en los años 60’s por Hohenberg y Kohn [2] y Kohn y Sham [3]. El trabajo de

Kohn y Sham en la Teoŕıa del Funcional de la Densidad (DFT) permite una descripción

exacta de los sistemas de muchas part́ıculas interactuando en términos de un sistema de

part́ıculas no interactuantes. El potencial efectivo en este sistema de part́ıculas no inter-

actuantes (el sistema de Kohn-Sham) está completamente determinado por la densidad

electrónica del sistema de part́ıculas interactuando, y por esta razón, es llamado un fun-

cional de la densidad.

En particular, la enerǵıa del estado base del sistema es un funcional de la densidad

electrónica. Las expresiones exactas para el funcional de correlación e intercambio no

son conocidas debido a la naturaleza misma del problema. No obstante, debido al gran in-

terés en este formalismo, se siguen realizando mejoras en las aproximaciones (LDA, GGA)

para modelar esta parte del potencial de interacción entre las part́ıculas. El método de

Kohn-Sham ha sido utilizado en la f́ısica del estado sólido por cerca de treinta años, pues

permite en muchos casos tratamientos exactos de los sistemas moleculares inalcanzables

por los métodos mecánico cuánticos tradicionales.
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El tema desarrollado en este trabajo de tesis, los nitruros del grupo III-V, fue realizado

aplicando el formalismo de la Teoŕıa del Funcional de la Densidad (DFT), con la aproxi-

mación del gradiente generalizado (GGA) para el cálculo de la enerǵıa de correlación e

intercambio de la enerǵıa total.

Decidimos estudiar este tipo de sistemas debido a que los nitruros del grupo III se han

considerado un sistema prometedor para aplicaciones en dispositivos semiconductores des-

de finales de la decada de los 70’s, especialmente para el desarrollo de los diodos emisores

de luz en el visible y el ultravioleta (UV ). El nitruro de aluminio (AlN), el nitruro del galio

(GaN) y el nitruro de indio (InN), son los materiales candidatos para usos optoelectrónicos

en tales enerǵıas debido a que forman un sistema continuo de los compuestos (InGaN y

AlGaN) para las cuales las bandas de enerǵıa prohibida (Egaps) son directas en la fase

hexagonal (wurtzita) y se extienden a partir 6.2 eV para AlN[4], 3.47 eV para GaN[5] y

0.7 eV para InN[6]. Otras caracteŕısticas ventajosas incluyen alta estabilidad mecánica,

térmica y grandes valores de las constantes elásticas[7, 8, 9].

El primer esfuerzo sistemático de crecer AlN, GaN y InN por deposición de vapor qúımico

o procesos de “sputtering” ocurrió en la decada de los 70’s. En aquella época, los precur-

sores metalorgánicos no conteńıan In o Al con un alto grado de pureza. Las fuentes de

plasma para los radicales de nitrógeno no eran compatibles con los sistemas de MBE y el

material del substrato con razonablemente buenas caracteristicas térmicas o estructurales

no estaba disponible para los nitruros. Las peĺıculas de InN y GaN teńıan grandes con-

centraciones de electrones libres, probablemente resultado de impurezas de ox́ıgeno y de

defectos intŕınsecos, y la calidad estructural de las peĺıculas de AlN no era bastante buena

para usos ópticos o electrónicos.

El desarrollo del MOCVD durante los años 90’s condujo a un número de avances notables

y mejoras importantes en las caracteŕısticas estructurales. Debido a estos avances, durante

la segunda mitad de los años 90’s se dio una explosiva investigación en los semiconducto-

res que conteńıan nitrógeno, que ha continuado hasta el presente. Los primeros estudios

de GaN y compuestos relacionados generaron escepticismo respecto a si los dispositivos

basados en los materiales con densidades tan grandes de defectos podŕıan ser prácticos.

Sin embargo, debido a las mejoras en la tecnoloǵıa del crecimiento epitaxial, junto con un

mejor conocimiento de la relación entre los defectos y el funcionamiento del dispositivo,

esas dudas han sido disipadas.
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El interés en los nitruros se ha centrado, debido a sus ventajas únicas, en dos áreas de

aplicación fundamentales: diodos emisores de luz y electrónica de alta potencia y alta

temperatura. Por ejemplo láseres de nitruro y diodos emisores de luz (LED) han logrado

tiempos de vida comercialmente atractivos, por ejemplo, 10000 horas[7].

En los materiales con estructura wurtzita la polarización espontánea y piezoeléctrica y las

altas velocidades de arrastre del electrón (2 × 105 ms−1)[10] en GaN se pueden utilizar

para fabricar transistores de alta potencia basados en heteroestructuras de AlGaN/GaN.

Además, el AlN es un material importante con una variedad de usos tales como capas

de barrera pasivas, dispositivos de alta frecuencia de onda acústica, ventanas de alta

temperatura y capas ópticas dieléctricas de realce en las estructuras de múltiples capas

magnetoópticas[11, 12].

Los art́ıculos de revisión de las técnicas de crecimiento y de las caracteŕısticas estructurales,

ópticas y eléctricas de los nitruros del grupo III y de sus compuestos han sido presentados

por Strite et. al.[13, 14]. Una buena descripción del uso de las heteroestructuras basa-

das en nitruros del grupo III para los emisores UV, alta temperatura y los dispositivos

electrónicos de alta potencia se proporciona en las referencias [15] y [16].

En contraste con los semiconductores cúbicos III-V como el GaAs y el InP con estructura

zinc-blenda (fase-β), la fase termodinámica más estable de AlN, GaN y InN, es la estruc-

tura hexagonal wurtzita (fase-α). Ambas, la fase-α, y la fase metaestable cúbica, fase-β,

coexisten. Debido a que las fases de los nitruros del grupo III difieren solamente en la

secuencia de apilamiento del nitrógeno y de los átomos metálicos, la coexistencia de fases

hexagonales y cúbicas es posible en capas epitaxiales. Este se da por ejemplo debido a las

fallas de apilamiento. La estructura cristalina hexagonal de los nitruros del grupo III se

puede describir por la longitud a0 de la base del hexágono básico, la altura c0 del prisma

hexagonal y un parámetro interno u, definido como la longitud del enlace anión-catión a lo

largo del eje z. Debido a la diferencia en los radios iónicos de los diversos cationes (Al3+:

0.39 Å, Ga3+: 0.47 Å, In3+: 0.79 Å[17]), el InN, GaN y AlN tienen diferentes constantes

de red, diferentes enerǵıas de banda prohibida y diferentes enerǵıas de enlace[18].

La dirección de crecimiento más común de estos semiconductores hexagonales es normal al

plano de la base, en dirección [0001], donde los átomos se arreglan en bicapas que consisten

en dos capas hexagonales espaciadas una distancia uc0, una para los cationes y la otra

para los aniones. Las propiedades de bulto y superficie pueden depender significativamente

si la superficie está formada por los átomos de nitrógeno o del metal[19, 20].

En este trabajo de tesis realizamos un estudio basado en cálculo de primeros principios de
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la enerǵıa total de las propiedades electrónicas, estructurales y ópticas de los compuestos

semiconductores ternarios Ga1−xAlxN y Ga1−xInxN (para x = 0.00, 0.25, 0.50, 0.75, 1.00)

en su fase cristalina wurtzita, iniciando con el estudio de los compuestos binarios AlN,

GaN y InN. Los cálculos realizados están basados en la teoŕıa del funcional de la densidad

(DFT) [2, 3] con la aproximación del gradiente generalizado (GGA) [21] para el cálculo

del término de la enerǵıa de correlación e intercambio (Exc) de la enerǵıa total. En este

trabajo de tesis se tratan los electrones Ga3d e In4d como electrones del “core” mediante

el tratamiento de orbitales localizados del modelo, implementado en el paquete de simu-

lación de la Universidad Técnica de Viena, Wien2k [22].

Este trabajo de tesis está estructurado de la manera siguiente:

En el Caṕıtulo 2 se plantea el modelo del Hamiltoniano y las aproximaciones realizadas

para hallar la solución al problema de un sistema de muchas part́ıculas interactuando (en

este caso un sólido cristalino). Primero se plantean las ecuaciones de Hartree y Hartree-

Fock como una primera solución. Aśı mismo, estas ecuaciones dan paso al modelo de

interacción de configuraciones (CI). Estos modelos anteceden a la Teoŕıa del Funcional de

la Densidad (DFT). Se hace la revisión de la Teoŕıa del Funcional de la Densidad en la cual

se justifica el cálculo de las propiedades de los sólidos a partir del conocimiento de la enerǵıa

total del sistema. Finalmente en este caṕıtulo se plantea la forma de los potenciales de

correlación e intercambio utilizados en la Teoŕıa del Funcional de la Densidad (DFT). En

el Caṕıtulo 3 se da una breve revisión del método utilizado para la solución de la ecuación

de Schrödinger. Iniciamos la revisión con el metodo APW y el subsecuente método LAPW

y las ventajas del uso de este método para la solución de la ecuación de Schrödinger de un

sistema multielectrónico. En el Caṕıtulo 4 se realiza una breve revisión de las principales

propiedades electrónicas de un sólido cristalino, tales como la estructura de bandas, la

densidad de estados y las condiciones periódicas. En el Caṕıtulo 5 presentamos, junto

con nuestros resultados, la revisión de los resultados experimentales y teóricos obtenidos

en la literatura, esta revisión se realizó para comparar con los resultados obtenidos en

nuestro trabajo para las propiedades estructurales, electrónicas y ópticas. En el Caṕıtulo

6 damos nuestras conclusiones. Finalmente, en el Apéndice A se da la forma expĺıcita

de los funcionales L(S)DA y GGA y en el Apéndice B las publicaciones surgidas de este

trabajo de tesis.
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Caṕıtulo 2

Teoŕıa del funcional de la densidad

electrónica

El estudio teórico de las propiedades de los sólidos cristalinos requiere de una descripción

detallada de sus propiedades electrónicas. Del conocimiento de las propiedades electróni-

cas podemos obtener información de por ejemplo: propiedades estructurales, mecánicas,

electrónicas, vibracionales, ópticas y térmicas. Las propiedades de los materiales pueden

ser determinadas de la ecuación de Schrödinger. Una descripción teórica de las propieda-

des electrónicas de un sistema espećıfico esta lejos de ser trivial.

Podemos considerar a un sólido cristalino como una colección de part́ıculas pesadas car-

gadas positivamente (núcleos) y de part́ıculas más ligeras cargadas negativamente (elec-

trones), repetidas periódicamente en tres dimensiones. Si tenemos M núcleos con carga

Ze y N electrones, estamos tratando con un problema de MZ+N part́ıculas interactuan-

do. Éste es un problema de muchas part́ıculas, y dado las dimensiones de las part́ıculas

debemos utilizar, para su descripción, la mecánica cuántica[23].

2.1. Hamiltoniano multielectrónico

En principio, en la solución Ψ de la ecuación de Schrödinger independiente del tiempo,

ĤΨ = EΨ (2.1)

está contenida toda la información sobre el sistema, en nuestro caso un sólido cristalino[24].

El problema está en resolver esta ecuación diferencial. Al plantear la forma del operador

Ĥ para un sistema de MI núcleos (los cuales serán considerados como masas puntuales

13
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con carga Ze) y N electrones,1

Ĥ =

M∑
I=1

− 1

2MI
∇2

I +

N∑
i=1

−1

2
∇2

i +

N∑
i

M∑
I

(
ZI

|ri −RI|
) + (2.2)

∑
i

∑
j<i

(
1

|ri − rj|
) +

∑
I

∑
J<I

(
ZIZJ

|RI −RJ|
)

donde RI y ZI son las coordenadas y la carga del I-ésimo núcleo, mientras que ri es la

coordenada del i-ésimo electrón. Este operador incluye, en el orden dado en la ecuación, los

términos correspondientes a la enerǵıa cinética de los núcleos, la enerǵıa cinética de los elec-

trones, la enerǵıa de interacción electrón-núcleo, la enerǵıa de interacción electrón-electrón

y por último la enerǵıa de interacción núcleo-núcleo. Son precisamente los términos de in-

teracción los que hacen que la ecuación (2.2) no se pueda resolver anaĺıticamente, ya que

acopla las coordenadas de todos los pares de part́ıculas. El objetivo es hallar formas de

resolver esta ecuación mediante simplificaciones en la estructura misma de la ecuación o

del operador Ĥ.

2.2. Aproximación de Born-Oppenheimer

Para simplificar la ecuación (2.2) realizaremos una primera aproximación utilizando la

gran diferencia de masas entre los electrones y los núcleos. Siendo la masa de estos últimos

≈ 103 veces mayor que la de los primeros, podemos suponer que los electrones seguirán

instantáneamente la dinámica nuclear, dado que la variación en la escala de tiempo de

las posiciones de los núcleos será extremadamente lenta comparada con el movimiento

electrónico.

De esta forma resolvemos el problema electrónico a partir de la ecuación electrónica de

Schrödinger considerando fijos a los núcleos [1, 24, 25, 26], la ecuación (2.2) se puede

escribir como:

Helec(RI)ψ(RI, ri) = ϵelec(RI)ψ(RI, ri), (2.3)

1Para simplificar, utilizaremos el sistema de unidades atómicas, el cual se define a partir de:

h̄ = 1, me=1,
e20

4πϵ0
= 1

de lo cual podemos expresar la enerǵıa en Hartree, la distancia en Bohr y la masa en múltiplos de la masa

del electrón, donde:

1 Hartree=27.212 eV = 2 Rydberg, 1 Bohr=0.5292 Å, me =1.109×10−31 kg
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donde el hamiltoniano electrónico, Helec, se escribe como:

Helec =

N∑
i=1

−1

2
∇2

i +

N∑
i

M∑
I

(
ZI

|ri −RI|
) +

∑
i

∑
j<i

(
1

|ri − rj|
). (2.4)

Podemos ver que tanto la función de onda ψ como los autovalores de enerǵıa, ϵelec, depen-

den paramétricamente de las coordenadas nucleares. La función de onda total del sistema

será un producto de las funciones de onda electrónica y nuclear,

Ψ({RI}, {ri}) = ψ({RI}, {ri})ϕ({RI}), (2.5)

aqúı las funciones ϕ son las soluciones de la ecuación de Schrödinger nuclear[
M∑
I=1

− 1

2MI
∇2

I +
∑
I

∑
J<I

(
ZIZJ

|RI −RJ|
+ ϵelec({RI})

]
ϕ = Eϕ. (2.6)

La enerǵıa electrónica ϵelec actúa como un potencial que depende de las posiciones de los

núcleos.

Veamos cuales son las condiciones para que esta aproximación, llamada aproximación de

Born-Oppenheimer, sea válida. Primero, reemplacemos la función de onda total (2.5) en

el hamiltoniano completo (2.2).

Hψϕ = Eψϕ (2.7)
M∑
I=1

− 1

2MI
∇2

Iψϕ+

N∑
i=1

−1

2
∇2

iψϕ + (Vnn + Vne + Vee)ψϕ = Eψϕ

Recordando que la función de onda electrónica ψ depende paramétricamente de las coor-

denadas nucleares y de las coordenadas electrónicas, entonces los dos primeros términos

de la ecuación anterior se pueden escribir como:

N∑
i=1

−1

2
∇2

iψϕ = ϕ
N∑
i=1

−1

2
∇2

iψ (2.8)

M∑
I=1

− 1

2MI
∇2

Iψϕ =

M∑
I=1

− 1

2MI
(∇2

Iψ)ϕ +

M∑
I=1

− 1

MI
∇Iψ · ∇Iϕ︸ ︷︷ ︸
α

+

M∑
I=1

− 1

2MI
(∇2

Iϕ)ψ︸ ︷︷ ︸
β

Como una primera aproximación supongamos que podemos despreciar los términos deno-

tados con α y β, entonces la ecuación (2.7) queda expresada de la siguiente forma,

ϕ
N∑
i=1

−1

2
∇2

iψ + ϕ
M∑
I=1

− 1

2MI
∇2

Iψ + (Vnn + Vne + Vee)ψϕ = Eψϕ. (2.9)
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Dividiendo por ϕ y agrupando,

M∑
I=1

− 1

2MI
∇2

Iψ +

(
N∑
i=1

−1

2
∇2

i + Vne + Vee

)
ψ + Vnnψ = Eψ. (2.10)

Teniendo en cuenta (2.3) y (2.4),

M∑
I=1

− 1

2MI
∇2

Iψ + ϵelecψ + Vnnψ = Eψ, (2.11)

al multiplicar por ϕ y dividir por ψ tenemos (2.6), de esta forma hemos separado el mo-

vimiento nuclear del electrónico. La aproximación será viable dependiendo de que tan

pequeños sean los términos α y β en (2.8). Podŕıamos ver el efecto de estos términos

utilizando teoŕıa de perturbaciones si consideramos a los términos α y β como una per-

turbación al hamiltoniano de la ecuación (2.9).

Consideremos la corrección para el término α a primer orden:

E(1)
α =

M∑
I=1

− 1

MI

∫ ∫
ψ∗ϕ∗∇Iψ · ∇Iϕ dτNdτe

=
M∑
I=1

− 1

MI

∫
ϕ∗∇Iϕ ·

[ ∫
ψ∗∇Iψ dτe

]
dτN

=
M∑
I=1

− 1

MI

∫
ϕ∗∇Iϕ ·

[
∇I

∫
ψ∗ψ dτe

]
dτN

=
M∑
I=1

− 1

MI

∫
ϕ∗∇Iϕ ·

[
∇I

∫
|ψ|2dτe

]
dτN = 0

ya que la función de onda está normalizada.

La corrección a segundo orden para una perturbación H ′ es:

E(2)
α =

∑
i ̸=j

|⟨ψϕ|H ′|ψiϕj⟩|2
E0 − Eij

donde ψϕ es la función de onda total para el estado base. ψiϕj es la función de onda total

para cuaquier otro estado excitado, con excitación electrónica i y excitación nuclear j y E0

y Eij son las enerǵıas correspondientes. En la suma anterior, para la corrección a segundo
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orden de α, hay un término en el numerador de la forma:

M∑
I=1

− 1

MI

∫ ∫
ψ∗ϕ∗∇Iψ · ∇Iϕ dτNdτe

=
M∑
I=1

− 1

MI

∫
ϕ∗∇Iϕj ·

[ ∫
ψ∗∇Iψi dτe

]
dτN

=
M∑
I=1

− 1

MI

∫
ϕ∗∇Iϕj ·

[
∇I

∫
ψ∗ψi dτe

]
dτN = 0

que se anula debido a la ortogonalidad de las funciones de onda electrónicas ya que per-

tenecen a distintos niveles energéticos.

Aśı las contribuciones a primer y segundo orden del término α son nulas y de esta manera

justificamos el haber despreciado este término.

Con respecto al término β, tenemos para la corrección a primer orden,

E
(1)
β =

M∑
I=1

− 1

2MI

∫ ∫
ψ∗ϕ∗∇2

Iψϕ dτNdτe

=
M∑
I=1

1

MI

∫ ∣∣∣ϕ∣∣∣2[− ∫ ψ∗∇2
I

2
ψdτe

]
dτN ,

este término corresponde al valor esperado de la enerǵıa cinética de los electrones debido

al movimiento de los núcleos, promediada en todas las posibles configuraciones nucleares,

este valor debe ser pequeño debido a la poca amplitud en los movimientos vibracionales

junto con el hecho de que en la suma el cociente 1/MI es del orden de 10−19 y por lo tanto

su contribución puede ser despreciada con respecto a la enerǵıa total.

2.3. Definición de la enerǵıa de correlación e intercambio

2.3.1. Ecuaciones de Hartree

A partir de la aproximación anterior debemos resolver el problema electrónico planteado

por las ecuaciones (2.3) y (2.4). El término de interacción electrón-electrón acopla todas las

coordenadas electrónicas y es por lo tanto imposible separar las variables 2. Utilizaremos

las aproximaciones de la qúımica cuántica[27] para obtener una definición de la enerǵıa de

correlación e intercambio.

Veamos la forma que tendŕıan las soluciones al problema de no existir el término de

2Este término de interacción es el que da origen a la enerǵıa de correlación e intercambio.
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interacción entre los electrones. El hamiltoniano electrónico, ecuación (2.4), lo podŕıamos

escribir como la suma de hamiltonianos de una part́ıcula (denotaremos en adelante a Helec

como H),

Ĥ =
N∑
i=1

ĥi, ĥi = −1

2
∇2

i +
M∑
I=1

ZI

|ri −RI|
, (2.12)

la función de onda del sistema electrónico seŕıa un producto de funciones de onda de un

electrón,

ψ(r1, r2, r3, . . . , rN) =
N∏
i=1

ψi(ri). (2.13)

Estos orbitales ψi, seŕıan soluciones de la ecuación de un electrón ĥψi(r) = ϵiψi(r). En la

construcción de las configuraciones electrónicas podemos introducir el carácter fermiónico

de los electrones al construir la función de onda ψ, llenando los orbitales a lo más con dos

electrones por estado energético. La densidad electrónica estará dada por la probabilidad

de hallar un electrón cualquiera en r, o mejor dicho la suma de probabilidades de la forma,

P1 =

∫
· · ·
∫
ψ∗(r1, r2, r3, . . . , rN)ψ(r1, r2, r3, . . . , rN)dr2dr3 . . . drN

=

∫
· · ·
∫
ψ∗
1(r1)ψ

∗
2(r2)ψ

∗
3(r3) . . . ψ

∗
N (rN)ψ1(r1)ψ2(r2)ψ3(r3) . . .

ψN (rN)dr2dr3 . . . drN

= |ψ1(r1)|2
∫

|ψ2(r2)|2dr2
∫

|ψ3(r3)|2dr3 . . .
∫

|ψN (rN)|2drN

= |ψ1(r1)|2, (2.14)

que en este caso corresponde a la probabilidad de encontrar al electrón 1 en r1. Sumando

para todos los electrones tenemos,

n(r) =

N∑
i=1

|ψi(ri)|2. (2.15)

Debemos hacer una aproximación que conserve la separación en hamiltonianos de una

sola part́ıcula y además incluya de un modo promedio la interacción electrón-electrón

modificando ĥ tal que,

ĥ′i = −1

2
∇2

i +
M∑
I=1

ZI

|ri −RI|
+

N∑
j=1̸=i

∫ |ψj(r
′)|2

|r− r′| dr
′. (2.16)

El último término representa la interacción electrostática entre el electrón i con la densidad

de carga creada por el resto de los electrones; nótese que la suma corre sobre j ̸= i para
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evitar la autointeracción. Además de ser razonable, es la mejor solución variacional para

la ecuación (2.7) teniendo la función de onda representada por un producto de la forma

(2.13).

Calculemos el valor esperado del hamiltoniano electrónico (2.4) para esta función de onda.

Haciendo uso de la notación de Dirac, tendremos entonces,

⟨ψ|H|ψ⟩| =
∑
i

〈
ψ1(r1)ψ2(r2)ψ3(r3) . . . ψN (rN)

∣∣∣− 1

2
∇2

i

∣∣∣ψ1(r1)ψ2(r2)ψ3(r3)

. . . ψN (rN)
〉
+
∑
i

∑
I

〈
ψ1(r1)ψ2(r2)ψ3(r3) . . . ψN (rN)

∣∣∣ ZI

|ri −RI|
∣∣∣

ψ1(r1)ψ2(r2)ψ3(r3) . . . ψN (rN)
〉
+

1

2

∑
i

∑
i ̸=j

〈
ψ1(r1)ψ2(r2)ψ3(r3)

. . . ψN (rN)
∣∣∣ 1

|ri − rj|
∣∣∣ψ1(r1)ψ2(r2)ψ3(r3) . . . ψN (rN)

〉
. (2.17)

Teniendo en cuenta que en el elemento i-ésimo de cada suma únicamente actúa el operador

sobre las coordenadas del i-ésimo electrón, entonces obtenemos,

⟨ψ|H|ψ⟩ =
∑
i

⟨ψi(ri)| −
1

2
∇2

i |ψi(ri)⟩+
∑
i

∑
I

∫
ZI |ψ(ri)|2
|ri −RI|

dri

+
1

2

∑
i

∑
i ̸=j

∫ ∫ |ψi(ri)|2|ψj(rj)|2
|ri − rj|

dridrj. (2.18)

Para minimizar este funcional del conjunto {ψ(ri)} con respecto a cada uno de los ele-

mentos, construimos el sistema de ecuaciones de Euler-Lagrange, con la restricción,

∑
i

∑
j

λij(⟨ψi(r)|ψj(r)⟩ − δij) = 0, (2.19)

que asegura que el conjunto de orbitales es ortonormal. Los λij son los multiplicadores

indeterminados. Aplicando el método variacional3 a la ecuación (2.18) con la restricción

impuesta por la ecuación (2.19), obtenemos la i-ésima ecuación de Euler-Lagrange,

−1

2
∇2

i +
∑
I

ZI

|ri −RI|
+
∑
j ̸=i

∫ |ψj(ri)|2
|ri − rj|

drj

ψi(ri) +
∑
j

λijψj(ri) = 0. (2.20)

3ver, por ejemplo, las referencias [27, 28, 29].
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Por medio de una transformación unitaria4 es siempre posible transformar este conjunto

de ecuaciones de forma tal que podamos diagonalizar la matriz de los λij , y aśı obtener,−1

2
∇2

i +
∑
I

ZI

|ri −RI|
+
∑
j ̸=i

∫ |ψj(ri)|2
|ri − rj|

drj

︸ ︷︷ ︸
ĥ′
i

ψi(ri) = εiψi(ri), (2.21)

que es justamente la ecuación de autovalores del hamiltoniano electrónico (2.16). La ex-

presión para la enerǵıa total de (2.17) es,

E =
N∑
i

εi −
1

2

∑
i

∑
j ̸=i

∫ ∫ |ψi(ri)|2|ψj(rj)|2
|ri − rj|

dridrj, (2.22)

donde hemos restado el último término debido a que en la suma de autovalores este se

cuenta dos veces. Las ecuaciones (2.21) y (2.22) son las ecuaciones de Hartree para el

cálculo de enerǵıas de átomos. El conjunto de ecuaciones (2.22) deben ser resueltas en

un modo iterativo, debido a los orbitales que intervienen en el término de interación

electrónica del hamiltoniano, hasta lograr que la enerǵıa o alguna otra propiedad f́ısica

elegida no cambie hasta un valor dado entre dos iteraciones sucesivas. Este proceso se

denomina autoconsistencia. Hasta ahora las aproximaciones que hemos realizado para

llegar a este conjunto de ecuaciones (junto a la de Born-Oppenheimer) fue considerar a la

función de onda del conjunto de electrones interactuantes como un producto de funciones

de onda de un electrón; en esta elección hicimos dos aproximaciones:

1. No tuvimos en cuenta el principio de exclusión de Pauli. Nuestra función de onda

no es antisimétrica con respecto al intercambio de las coordenadas de 2 electrones,

y de momento hemos ignorado el efecto del intercambio entre los electrones.

2. El producto de funciones de onda de un electrón es válido solamente para un sistema

de electrones independientes. Hemos despreciado la correlación entre los electrones

que lejos de ser independientes interactúan mediante un potencial coulómbico. A

pesar de haber tenido en cuenta en forma promediada esta interacción, nuestro ha-

miltoniano (2.17) no contiene expĺıcitamente las coordenadas de los demás electrones.

El error en la enerǵıa de Hartree con respecto a la enerǵıa real del sistema se denomina

enerǵıa de correlación e intercambio (Exc).

4ver [27]
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Un punto que hemos omitido es que, es necesario desarrollar los orbitales en un conjunto de

funciones base. Esta base debe en principio ser un conjunto completo, pero en la práctica es

imposible trabajar con bases de dimensión infinita, por lo cual el conjunto no es completo.5

2.4. Ecuaciones de Hartree-Fock

Para lograr una función de onda antisimétrica basada en el producto de Hartree se cons-

truye el llamado determinante de Slater,

|ψ1(r1)ψ2(r2)ψ3(r3) . . . ψN (rN)⟩ = 1√
N !

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

φ1(x1) φ2(x1) · · · φN (x1)

φ1(x2) φ2(x2) · · · φN (x2)
...

...
. . .

...

φ1(xN ) φ2(xN ) · · · φN (xN )

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

donde el intercambio de las coordenadas de dos electrones equivale al intercambio de

filas del determinante, lo que ocasiona un cambio de signo, por lo que la función de

onda aśı definida es antisimétrica con respecto al intercambio de un par de electrones.

El determinante de Slater es una combinación lineal de todos los posibles productos de

Hartree que pueden construirse con un determinado conjunto de orbitales. Construimos el

determinante de Slater con el conjunto de orbitales de esṕın de un electrón. Los orbitales

de esṕın se construyen como el producto de un orbital espacial y una función de esṕın,

φ1(xi) = ψ1(ri)α(si), φ2(xi) = ψ1(ri)β(si), . . . , (2.23)

donde si es la coordenada de esṕın correspondiente a la part́ıcula i y hacemos uso del vec-

tor xi, xi = (ri, si), lo cual indica que ambos electrones ocupan el mismo orbital espacial

ψi pero uno tiene un esṕın α y el otro esṕın β.

De la misma forma que para las ecuaciones de Hartree, obtendremos el conjunto de ecua-

ciones canónicas de Hartree-Fock de un electrón−1

2
∇2

i +
∑
I

ZI

|ri −RI|
+
∑
j

∫ |φj(xj)|2
|ri − rj|

dxj

−
∑
j

∫
φ∗
j (xj)φi(xj)

|ri − rj|
dxj

φi(xi) = ϵiφi(xi) (2.24)

5La elección de la base se plantea en el siguiente caṕıtulo.
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siendo la enerǵıa total,

E =
N∑
i

ϵi −
1

2

∑
j

∫ ∫ |φj(xj)|2|φi(xi)|2
|ri − rj|

dxjdxi (2.25)

+
1

2

∑
j

∫ ∫
φ∗
j (xj)φj(xj)φ

∗
i (xi)φi(xi)

|ri − rj|
dxjdxi.

Las ecuaciones de Hartree-Fock que acabamos de describir son ecuaciones de campo au-

toconsistentes como las de Hartree y deben ser resueltas por un método iterativo. Las

ecuaciones de Hartree-Fock incluyen el término de intercambio; notemos que el término

extra en el hamiltoniano de (2.24) con respecto al de (2.21) tiene signo negativo y por lo

tanto esta enerǵıa de intercambio será negativa. Además, en la suma del tercer término

de (2.24), a diferencia de (2.21) no exclúımos el término i = j ya que se cancela exac-

tamente con el término correspondiente en la parte de intercambio. Las ecuaciones de

Hartree-Fock están libres de autointeracción. Notemos que a diferencia de la función de

onda |ψ1(r1)ψ2(r2)ψ3(r3) . . . ψN (rN)⟩, el determinante de Slater se anula si dos part́ıculas

tienen las mismas coordenadas espaciales y de esṕın, sin embargo si dos electrones difieren

en su coordenada de esṕın pero tienen la misma coordenada espacial nada evita que estén

en el mismo punto del espacio. Esta parte, que es necesario considerar y que hará a la

enerǵıa más negativa aún, es la parte de correlación entre part́ıculas. Sin embargo nuestra

función de onda a pesar de ser un producto antisimétrico (determinante de Slater) todav́ıa

no es una función de onda de N-electrones.

2.5. Interacción de configuraciones

El procedimiento de Hartree-Fock produce un conjunto {φi} de 2K orbitales de esṕın. El

estado base de Hartree-Fock,

|Ψ0⟩ = |φ1φ2 . . . φaφb . . . φN ⟩, (2.26)

es la mejor aproximación al estado base (en el sentido variacional), de la forma de un

determinante. Sin embargo, es claro que solamente es uno de los muchos determinantes

que se podŕıan formar de los 2K > N orbitales de esṕın. El número de combinaciones de

2K objetos tomando N a la vez está dado por el coeficiente binomial,(
2K

N

)
=

(2K)!

N !(2K −N)!
. (2.27)
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Éste es igual al número de diversos determinantes que uno puede formar de N electrones y

de 2K orbitales de esṕın; el estado base de Hartree-Fock es sólo uno de éstos. Una manera

conveniente de describir estos otros determinantes es considerar el estado base de Hartree-

Fock (2.26) como un estado de referencia y clasificar los otros posibles determinantes por

cómo se diferencian del estado de referencia. Es decir, indicando cuales orbitales de esṕın,

ocupados o desocupados del conjunto χa en (2.26), se ha sustituido por el orbital virtual o

de la part́ıcula de esṕın del conjunto φr. Estos otros determinantes se pueden tomar para

representar aproximadamente los estados excitados del sistema o pueden ser utilizados

en la combinación lineal con |Ψ0⟩ para una descripción más exacta del estado base o de

cualquier estado excitado del sistema.

Un determinante excitado es uno en el cual un electrón, que ocupó φa en el estado base

de Hartree-Fock (2.26), se ha promovido a un orbital virtual de esṕın φr,

|Ψr
a⟩ = |φ1φ2 . . . φrφb . . . φN ⟩. (2.28)

Un determinante doblemente excitado, es uno en el cual los electrones se han excitado de

φa y φb a φr y φs,

|Ψrs
ab⟩ = |φ1φ2 . . . φrφs . . . φN ⟩. (2.29)

Todos los
(
2K
N

)
determinantes se pueden clasificar como del estado base de Hartree-Fock

o sencillo, doble, triple, cuadruple . . . , N-tuple estados excitados. La importancia de estos

determinantes como representaciones aproximadas de los estados verdaderos del sistema

disminuye, en un cierto sentido, en el orden mencionado. Aunque los determinantes excita-

dos no son representaciones exactas de los estados excitados del sistema, son importantes

como funciones base del sistema de N-electrones.

Consideremos entonces el conjunto de determinantes excitados como el conjunto de funcio-

nes base de un sistema de N-electrones. Supongamos que tenemos un conjunto completo

de funciones φi(x). Cualquier función Φ(x1) de una sola variable se puede entonces repre-

sentar exactamente como,

Φ(x1) =
∑
i

aiφi(x1), (2.30)

donde ai es un coeficiente de la representación. Podemos representar una función de dos

variables Φ(x1, x2) de una manera análoga si pensamos en x2 fijo, entonces podemos

expresar Φ(x1, x2) como,

Φ(x1, x2) =
∑
i

ai(x2)φi(x1), (2.31)
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donde los coeficientes de la representación son ahora funciones de x2. Siendo ai(x2) una

función de una sola variable, entonces se puede expresar el conjunto entero φi como,

ai(x2) =
∑
j

bijφj(x2), (2.32)

sustituyendo este resultado en (2.27) da,

Φ(x1, x2) =
∑
ij

bijφi(x1)φj(x2). (2.33)

Si además requerimos que Φ sea antisimétrica, es decir,

Φ(x1, x2) = −Φ(x2, x1), (2.34)

entonces bij = −bji y bii = 0, de donde,

Φ(x1, x2) =
∑
i

∑
j>i

bij [φi(x1)φj(x2)− φj(x1)φi(x2)] (2.35)

=
∑
i<j

21/2bij |φiφj⟩.

Aśı una función antisimétrica arbitraria de dos variables se puede representar exactamen-

te en términos de todos los determinantes únicos formados de un conjunto completo de

funciones de una variables φi(x). Esta discusión se puede extender a más de dos variables,

de tal manera que la función de onda exacta para el estado base y los estados excitados de

nuestro problema de N-electrones pueda ser escrita como una combinación lineal de todos

los posibles determinantes de Slater formados de un conjunto completo de los orbitales de

esṕın φi.

Puesto que todos los determinantes posibles se pueden escribir con referencia al determi-

nante de Hartree-Fock, podemos entonces escribir la función de onda exacta para cualquier

estado del sistema como,

|Φ⟩ = c0|Ψ0⟩+
∑
ra

cra|Ψr
a⟩+

∑
a<b
r<s

crsab|Ψrs
ab⟩+

∑
a<b<c
r<s<t

crstabc|Ψrst
abc⟩+ . . . , (2.36)

donde al sumar sobre a < b, queremos decir sumar sobre toda a y sobre toda b mayor que a

(es decir, sobre todos los únicos pares de orbitales ocupados de esṕın). De manera similar,

sumar sobre r < s significa sumar sobre todos los únicos pares de orbitales virtuales de

esṕın. Aśı, todas las representaciones doblemente excitadas se incluyen en la expansión.

La situación es análoga para un triple y más altos estados excitados. Aśı, el sistema infini-

to de determinantes de N-electrones |Ψi⟩ = |Ψ0⟩, |Ψr
a⟩, |Ψrs

ab⟩, . . . es un conjunto completo
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para la representación de cualquier función de onda de N-electrones. Las enerǵıas exactas

del estado base y de los estados excitados del sistema son los valores propios de la matriz

hamiltoniana (es decir, la matriz con elementos ⟨Ψi|H|Ψj⟩ formados del conjunto completo

|Ψi⟩).
El procedimiento antes desarrollado para la solución completa al problema de muchos elec-

trones no se puede implementar en la práctica debido a que no podemos manejar bases

infinitas.

Si trabajamos con un sistema finito de orbitales de esṕın {φi|i = 1, 2, 3, . . . , 2K}, en-
tonces los

(
2K
N

)
determinantes formados de esos orbitales de esṕın no forman una base

completa para un sistema de N-electrones. Sin embargo, diagonalizando la matriz hamil-

toniana finita formada de este sistema de determinantes conduce a las soluciones que son

exactas dentro del subespacio de un electrón por los 2K orbitales de esṕın o, equivalente,

dentro del subespacio de N-electrones por los
(
2K
N

)
determinantes.

El autovalor de menor enerǵıa de esta matriz será la enerǵıa total del sistema multi-

electrónico en la aproximación de Born-Oppenheimer. Recordemos que el conjunto de

orbitales que deben usarse es infinito y por lo tanto es infinito también el conjunto de

determinantes. El método descrito se conoce como interacción de configuraciones, llama-

remos a la enerǵıa aśı obtenida ECI .

Igual que para sistemas relativamente pequeños y una base mı́nima fija, el número de de-

terminantes que se deben incluir en un cálculo completo de CI es extremadamente grande.

En la práctica uno trunca la representación de la CI total y solamente se usa una pequeña

fracción de los posibles
(
2K
N

)
determinantes.

Podemos agrupar nuestras definiciones de la enerǵıa de correlación e intercambio de la

siguiente manera:

Exc ≡ ECI − EH (2.37)

Ex ≡ EHF − EH , Ec ≡ ECI − EHF (2.38)

La función de onda CI contiene el término de correlación e intercambio en forma completa,

la diferencia con la enerǵıa de Hartree (EH) nos da la enerǵıa de correlación e intercambio

(Exc). Esta enerǵıa puede ser separada en: enerǵıa de correlación (Ec), que es la diferencia

entre la enerǵıa de la interacción de configuraciones CI (ECI) y la enerǵıa de Hartree-Fock

(EHF ); y enerǵıa de intercambio (Ex) que es la diferencia entre la enerǵıa de Hartree-Fock

y la enerǵıa de Hartree. Hemos llegado de esta manera a una definición de la enerǵıa de

correlación e intercambio que nos permitirá introducirnos más fácilmente en los conceptos

de la teoŕıa del funcional de la densidad.
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2.6. Teoremas fundamentales

Hemos centrado nuestra discusión sobre la estructura electrónica en las caracteŕısticas de

la función de onda. Los tratamientos son más exactos en la medida de las aproximaciones

que demos a la construcción de la función de onda. En cuanto a las observables, únicamente

hemos hablado de la enerǵıa y la densidad electrónica; ambas se pueden construir a partir

de la función de onda. Supongamos que conocemos la función de onda correcta ψ para el

sistema multielectrónico, la enerǵıa electrónica total podŕıa escribirse como un funcional

de esta función de onda,

E[ψ] = T [ψ] + V [ψ] + EH [ψ] + Exc[ψ], (2.39)

donde,

T [ψ] = ⟨ψ|
∑
i

1

2
∇2

i |ψ⟩, (2.40)

V [ψ] = ⟨ψ|
∑
i

∑
I

ZI

|ri −RI|
|ψ⟩, (2.41)

EH [ψ] + Exc[ψ] = ⟨ψ|
∑
i ̸=j

1

|ri − rj|
|ψ⟩. (2.42)

Hemos dividido las interacciones electrón-electrón en una parte que llamamos enerǵıa de

Hartree (EH) que contiene la interacción electrostática clásica; y una parte que llamamos

de correlación e intercambio que contiene la interacción de carácter cuántico entre los

electrones. Como se puede observar en el valor esperado de la enerǵıa, ecuación (2.39),

están involucrados operadores de uno o dos electrones y por lo tanto no parece ser necesaria

la función de onda completa para evaluar la enerǵıa. El término de interacción con los

núcleos contiene una suma de operadores de un electrón y el de interacción entre electrones

contiene una suma de operadores de dos part́ıculas. Para calcular estos términos basta

conocer promedios de la función de onda sobre las configuraciones de los demás electrones.

Construiremos primero la densidad electrónica a partir de Ψ. En forma semejante a lo que

vimos en las ecuaciones (2.14) y (2.15), la densidad electrónica en un punto es la suma de las

probabilidades de encontrar a cada uno de los electrones en ese punto independientemente
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de la posición de los demás,

nr =

∫
· · ·
∫

Ψ∗(r1, r2, . . . , rN)Ψ(r1, r2, . . . , rN)dr2dr3 . . . drN

+

∫
· · ·
∫

Ψ∗(r1, r2, . . . , rN)Ψ(r1, r2, . . . , rN)dr1dr3 . . . drN

· · · +
∫

· · ·
∫

Ψ∗(r1, r2, . . . , rN)Ψ(r1, r2, . . . , rN)dr1dr2 . . . drN−1, (2.43)

donde tenemos N términos. Podemos intercambiar las coordenadas de un par de electrones

teniendo en cuenta que al realizar este cambio hay un cambio de signo y convertirá a

cualquiera de las integrales de la ecuación anterior en una integral igual a la primera, por

lo tanto,

nr = N

∫
· · ·
∫

Ψ∗(r1, r2, . . . , rN)Ψ(r1, r2, . . . , rN)dr2dr3 . . . drN

= N

∫
· · ·
∫

|Ψ(r1, r2, . . . , rN)|2dr2dr3 . . . drN. (2.44)

Veamos ahora la forma del valor esperado de la ec. (2.41). Usando la notación v(r) =∑
I

ZI
|ri−RI| ,〈
Ψ
∣∣∣∑

i

v(ri)
∣∣∣Ψ〉 =

∑
i

∫
· · ·
∫
v(ri)|Ψ(r1, r2, . . . , ri . . . , rN)|2dr1dr3 . . . dri . . . drN

= N

∫
· · ·
∫
v(ri)|Ψ(r1, r2, . . . , rN)|2dr1dr3 . . . drN

=

∫
v(r)n(r)dr. (2.45)

Como puede observarse, el funcional de enerǵıa potencial V [Ψ], es sólo un funcional de

la densidad electrónica n(r), es decir V [n(r)]. De la misma manera podemos expresar

el funcional de la enerǵıa de Hartree si tenemos en cuenta que se trata de la inter-

acción electrostática clásica de la densidad de carga n(r). Esta enerǵıa es EH [n(r)] =
1
2

∫
velec(r)n(r)dr, donde velec es el potencial electrostático generado por esta densidad:

velec(r) =
∫ n(r′)

|r−r′|dr
′, y el factor 1

2 tiene en cuenta que se ha contado la interacción dos ve-

ces, por lo tanto la expresión del funcional de Hartree en términos de la densidad electrónica

es:

EH [n(r)] =
1

2

∫ ∫
n(r)n(r′)

|r− r′| drdr′. (2.46)

Si podemos hallar una expresión para T [Ψ] y Exc[Ψ] en términos de n(r) entonces podemos

escribir la enerǵıa total como un funcional de la densidad electrónica, donde observamos

que la densidad electrónica es únicamente función de las coordenadas espaciales. Para un
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número dado de electrones el único término del hamiltoniano electrónico que depende de

la naturaleza del sistema es la enerǵıa potencial de interacción con los núcleos v(r). Una

vez establecida su forma, el hamiltoniano está completamente determinado y por lo tanto

también lo están la función de onda, la densidad electrónica y la enerǵıa total. La función

de onda, la densidad electrónica y la enerǵıa total son entonces funcionales del potencial

nuclear. Para poder escribir la enerǵıa total como un funcional de la densidad electrónica,

la relación debe ser biuńıvoca, la densidad electrónica debe poder determinar el potencial

y por lo tanto la enerǵıa y la función de onda. Por otro lado si existiera una densidad

electrónica (única) que pudiera provenir de más de un potencial seŕıa imposible saber a

cuál de ellos corresponde y por lo tanto seŕıa imposible conocer la enerǵıa total.

La relación biuńıvoca n(r) ⇐⇒ v(r) fue demostrada por P. Hohenberg y W. Kohn [2], y

expresada en el siguiente teorema:

Teorema 1. El potencial nuclear v(r) queda uńıvocamente determinado por la densidad

electrónica n(r) salvo una constante aditiva. El potencial es por lo tanto un funcional de

la densidad electrónica.

Demostración. La prueba clásica de este teorema procede de la reducción al absurdo.

Asumamos que existe otro potencial v′(r) que da lugar a la misma densidad electrónica

n(r). Denotemos las funciones de onda, hamiltonianos y enerǵıas correspondientes a v y v′

como Ψ, Ψ′ H, H ′ y E, E′. La función de onda correspondiente al potencial v′, Ψ′ debe ser

distinta de la Ψ ya que son autofunciones de diferentes hamiltonianos, a menos que v′ y v

difieran sólo en una constante aditiva v′(r)− v(r) = C. Debido a que Ψ no es autofunción

de H ′ según el principio variacional,

E′ = ⟨Ψ|H|Ψ⟩ < ⟨Ψ|H ′|Ψ⟩ = ⟨Ψ|H + v′ − v|Ψ⟩, (2.47)

de forma tal que,

E′ < ⟨Ψ|H + v′ − v|Ψ⟩
< ⟨Ψ|H|Ψ⟩+ ⟨Ψ|v′ − v|Ψ⟩
< E + ⟨Ψ|v′ − v|Ψ⟩
< E +

∫
[v′(r)− v(r)]n(r)dr. (2.48)

De la misma manera,

E = ⟨Ψ|H|Ψ⟩ < ⟨Ψ′|H|Ψ′⟩ = ⟨Ψ′|H ′ + v − v′|Ψ′⟩ (2.49)
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E < ⟨Ψ′|H ′ + v − v′|Ψ′⟩
< ⟨Ψ′|H ′|Ψ′⟩+ ⟨Ψ′|v − v′|Ψ′⟩
< E′ + ⟨Ψ′|v − v′|Ψ′⟩
< E′ +

∫
[v(r)− v′(r)]n(r)dr. (2.50)

Sumando (2.48) y (2.50) nos lleva a la conclusión errónea de que,

E′ + E < E + E′,

por lo tanto nuestra hipótesis de que tanto v como v′ originaban la misma densidad es

falsa. La densidad electrónica determina uńıvocamente al potencial ya que dos potenciales

distintos no pueden dar lugar a la misma densidad. Dado que el potencial determina al

hamiltoniano y por lo tanto a la enerǵıa, la densidad electrónica determina la enerǵıa y

podemos escribir,

E[n(r)] =

∫
v(r)n(r)dr + F [n(r)], (2.51)

donde F [n] es un funcional universal que contiene la enerǵıa cinética y la enerǵıa de

interacción electrónica,

F [n(r)] = T [n(r)] + EH [n(r)] + Exc[n(r)], (2.52)

este funcional puede ser definido como el valor esperado,

F [n(r)] ≡ ⟨Ψ|
∑
i

1

2
∇2

i +
∑
i ̸=j

1

|ri − rj|
|Ψ⟩, (2.53)

y es un funcional de la densidad debido a que la función de onda es un funcional de la

densidad. En la definición (2.53) no interviene el potencial v(r) y por lo tanto este funcio-

nal es válido para cualquier potencial y número de part́ıculas.

El segundo teorema es una reformulación del principio variacional para las densidades

electrónicas.

Teorema 2. Para una densidad de prueba n′(r), tal que n′(r) > 0 y
∫
n′(r)dr = N se

cumple que,

E ≤ E[n′(r)], (2.54)

donde E[n′(r)] es el funcional (2.51) y E es la enerǵıa correcta del sistema.
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Demostración. Notemos que n′ determina un potencial ṽ y con esto un hamiltoniano

H̃ y una función de onda Ψ̃. Sea H el hamiltoniano del potencial v, con la enerǵıa correcta

E, dado que Ψ̃ no es autofunción de H tenemos que,

⟨Ψ̃|H|Ψ̃⟩ ≥ E, (2.55)

ahora, el valor esperado de H es el funcional de enerǵıa evaluado en la densidad corres-

pondiente,

⟨Ψ̃|H|Ψ̃⟩ =
∫
v(r)ñdr + F [ñ(r)] = E[ñ(r)], (2.56)

y por lo tanto E ≤ E[ñ(r)]. Es posible mediante las técnicas de cálculo variacional encon-

trar la enerǵıa de un sistema minimizando el funcional (2.51).

En la aplicación del principio variacional a (2.54) podŕıa utilizarse en principio cualquier

densidad de prueba, pero en la demostración hemos asumido que a esta densidad de prue-

ba le corresponde algún potencial y por lo tanto viene de alguna función de onda. A

esta condición se la denomina v-representabilidad. Es posible reducir el problema de la

v-representabilidad a su condición necesaria de N-representabilidad, una condición que

es satisfecha por cualquier densidad razonable. Una densidad n(r) es N-representable si

cumple las condiciones siguientes:

n(r) > 0,

∫
n(r) = N,

∫
|∇n(r)|dr <∞. (2.57)

2.7. Ecuaciones de Kohn-Sham

En la sección anterior sentamos los fundamentos de la teoŕıa del funcional de la densidad

en la forma de dos teoremas sobre la naturaleza universal del funcional F [n] y la refor-

mulación del principio variacional en términos de la densidad electrónica. Sin embargo el

interés práctico de estos teoremas es escaso, dado que desconocemos la forma del funcional

(2.52). De los tres términos que componen el funcional ignoramos la forma de la parte de

enerǵıa cinética, T [n], y de la parte de correlación e intercambio, Exc[n]. En esta sección

desarrollaremos una aproximación para el funcional de enerǵıa cinética que dará lugar a

las ecuaciones autoconsistentes de Kohn-Sham.

2.7.1. Electrones no interactuantes

Para un sistema de electrones no interactuantes en un potencial externo con hamiltoniano

H =
∑

i−1
2∇2

i +
∑

i v(ri), el valor esperado de la enerǵıa es,

E =
〈
Ψ
∣∣H∣∣Ψ〉 = 〈Ψ∣∣∑

i

−1

2
∇2

i +
∑
i

v(ri)
∣∣Ψ〉. (2.58)
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En este caso es posible calcular la función de onda exacta Ψ teniendo en cuenta su anti-

simetŕıa a partir del determinante de Slater |ψ1(r1)ψ2(r2) . . . ψN (rN)⟩. Los orbitales para
construir el determinante son las soluciones de la ecuación de Schrödinger de un electrón,{

−1

2
∇2

i + v(r)

}
ψi(r) = ϵiψi(r). (2.59)

De aqúı la enerǵıa exacta y la densidad electrónica son:

E =
∑

ocupados

ϵi, (2.60)

n(r) =
∑

ocupados

|ψi(r)|2.

Aplicando la teoŕıa del funcional de la densidad a este sistema, la enerǵıa total puede

escribirse como un funcional,

E[n(r)] = Ts[n(r)] +

∫
v(r)n(r)dr, (2.61)

donde Ts[n] es el funcional universal de enerǵıa cinética de un sistema de electrones no

interactuantes con densidad n(r). Si ahora minimizamos este funcional con la restriccción∫
n(r)dr = N tenemos la ecuación de Euler-Lagrange,

δTs[n(r)]

δn(r)
+ v(r)− µ = 0, (2.62)

donde µ es un multiplicador indeterminado que introdujimos por la restricción antes men-

cionada.

2.7.2. Electrones interactuantes

Regresemos ahora a nuestro problema original de electrones interactuantes y escribamos

el funcional F [n] como,

F [n(r)] = Ts[n(r)] + EH [n(r)] + Exc[n(r)], (2.63)

donde Ts[n] es el funcional de enerǵıa cinética del sistema de electrones no interactuantes

con densidad n(r). Definimos el funcional de la enerǵıa de correlación e intercambio de

acuerdo a esta ecuación de forma tal que incluya la parte de correlación e intercambio de

la enerǵıa cinética. El funcional de enerǵıa para el sistema de electrones interactuantes

será,

E[n(r)] = Ts[n(r)] +

∫
v(r)n(r)dr +

1

2

∫ ∫
n(r)n(r′)

|r− r′| drdr′ + Exc[n(r)], (2.64)
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donde hemos usado la expresión para EH [n] de (2.46). Al minimizar este funcional respecto

a n(r) con la restricción del número de electrones igual a N obtenemos la ecuación de

Euler-Lagrange siguiente,

δTs[n(r)]

δn(r)
+ v(r) +

∫
n(r′)

|r− r′|dr
′ +

δExc[n(r)]

δn(r)︸ ︷︷ ︸
veff

−µ = 0. (2.65)

La ecuación anterior es idéntica a la (2.62) para un gas de electrones no interactuantes

moviéndose en el potencial efectivo veff (r) con la misma densidad electrónica que la del

gas interactuante. Si constrúımos, entonces, un conjunto de orbitales en base a la ecuación

de Schrödinger de una part́ıcula,{
−1

2
∇2

i + veff (r)

}
ψi(r) = ϵiψi(r), (2.66)

podemos calcular el valor del funcional de la enerǵıa cinética a partir de la enerǵıa total

de este gas no interactuante de la misma densidad:

Ei =
∑

ocupados

ϵi = ⟨Ψ|
∑
i

−1

2
∇2|Ψ⟩+

∫
veff (r)n(r)dr

= Ts[n(r)] +

∫
veff (r)n(r)dr, (2.67)

restando,

Ts[n] =
∑

ocupados

ϵi −
∫
veff (r)n(r)dr

=
∑

ocupados

ϵi −
∫
v(r)n(r)dr −

∫ ∫
n(r)n(r′)

|r− r′| drdr′ −
∫
vxc(r)n(r)dr, (2.68)

donde hemos definido,

vxc ≡
δExc[n(r)]

δn(r)
. (2.69)

La enerǵıa total del sistema interactuante se obtiene reemplazando (2.68) en (2.64),

E[n] =
∑

ocupados

ϵi −
1

2

∫ ∫
n(r)n(r′)

|r− r′| drdr′ + Exc[n]−
∫
vxc(r)n(r)dr. (2.70)

Para aproximar el funcional desconocido de la enerǵıa cinética hemos utilizado el de un

sistema no interactuante. Dado que este sistema no interactuante tiene la misma densidad

que el sistema interactuante, y que el funcional Ts[n] es universal a partir de la aplicación

del teorema 1, nos es posible calcular el valor de Ts[n] para el sistema interactuante.
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Resumiendo, hemos introducido un conjunto de ecuaciones autoconsistentes, llamadas

ecuaciones de Kohn-Sham:{
−1

2
∇2 +

∑
I

ZI

|r −RI|
+

∫
n(r′)

|r− r′| + vxc(r)

}
ψi(r) = ϵiψi(r). (2.71)

Donde la densidad electrónica se calcula a partir del conjunto de orbitales ocupados como:

n(r) =
∑

ocupados

|Ψ(r)|2, (2.72)

y la enerǵıa electrónica total se calcula a partir de la ecuación (2.70).

La incorporación de las ecuaciones de Kohn-Sham permite el cálculo exacto de la mayor

parte de la enerǵıa cinética (Ts[n]) a expensas de complicar el problema variacional in-

troduciendo el conjunto de orbitales de Kohn-Sham. El problema del desconocimiento del

funcional F [n] se ha concentrado ahora en el funcional de correlación e intercambio Exc[n],

que incluye también la enerǵıa cinética de correlación. Tanto el conjunto de orbitales como

sus correspondientes autovalores son un artificio matemático para el cálculo de la enerǵıa

cinética y carecen de sentido f́ısico. Una observación importante que se puede hacer a esta

formulación de las ecuaciones de Kohn-Sham es que pueden existir sistemas interactuantes

cuya densidad electrónica es distinta a la de cualquier sistema no interactuante. En otras

palabras, puede que no sea posible encontrar un sistema no interactuante con la misma

densidad electrónica que un sistema interactuante. En estos casos se deben encontrar un

conjunto de orbitales y ocupaciones que minimice la enerǵıa total del sistema interactuan-

te, esto equivale a incluir estados excitados del sistema no interactuante en la generación

de la densidad electrónica.

2.8. Naturaleza y Funcionales para la enerǵıa de correlación

e intercambio

2.8.1. Definiciones

El funcional de correlación e intercambio Exc[n], puede ser representado como una suma

de términos independientes correspondientes a correlación e intercambio:

Exc[n] = Ex[n] + Ec[n]. (2.73)

La enerǵıa de intercambio se define, dentro de la teoŕıa del funcional de la densidad

electrónica, como,

Ex[n] = ⟨Φ|Vee|Φ⟩ − EH [n], (2.74)
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donde Φ es la función de onda del sistema no interactuante que tiene la misma densidad

del sistema del cual tratamos en la sección anterior y Vee es el término de interacción

interelectrónica. Dado que Φ es un determinante de Slater, Ex[n] es igual al término de

intercambio de Hartree-Fock entre los orbitales del sistema no interactuante. Sin embargo,

se debe tener en cuenta que los orbitales de KS son distintos de los de HF . Notemos que,

⟨Φ|T + Vee|Φ⟩ = Ts[n] + EH [n] + Ex[n], (2.75)

y por lo tanto en el caso que tengamos un único electrón cuando Vee = 0, tenemos que

Ex[n] = −EH [n]. Es decir, el funcional exacto de intercambio cancela la autointeracción

del funcional de Hartree, tal como teńıamos en el caso de Hartree-Fock. El funcional de

correlación contiene todo aquello que aún queda en F [n] y que no hemos tenido en cuenta.

Recordando que,

F [n] = ⟨Ψ|T + Vee|Ψ⟩, (2.76)

donde Ψ es la función de onda exacta del sistema interactuante, definimos el funcional de

correlación como,

Ec[n] = F [n]− {Ts[n] + EH [n] + Ex[n]}
= ⟨Ψ|T + Vee|Ψ⟩ − ⟨Φ|T + Vee|Φ⟩. (2.77)

Dado que Ψ es la función de onda exacta que minimiza el valor esperado de la enerǵıa,

⟨Ψ|T + Vee + v(r)|Ψ⟩ = ⟨Ψ|T + Vee|Ψ⟩+
∫
v(r)n(r)dr, (2.78)

y la función de onda del sistema interactuante difiere de la función de onda exacta,

⟨Ψ|T + Vee + v(r)|Ψ⟩ ≤ ⟨Φ|T + Vee + v(r)|Φ⟩, (2.79)

y ya que ambas generan la misma densidad, el término de interacción con el potencial

externo es idéntico y por lo tanto,

⟨Ψ|T + Vee|Ψ⟩ ≤ ⟨Φ|T + Vee|Φ⟩, (2.80)

de donde usando (2.77), vemos que la enerǵıa de correlación resulta negativa

Ec ≤ 0. (2.81)

La contribución de la enerǵıa cinética al funcional de correlación es,

T [n]− Ts[n] = ⟨Ψ|T |Ψ⟩ − ⟨Φ|T |Φ⟩. (2.82)
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La función de onda Φ exacta para el sistema no interactuante minimiza el valor esperado,

⟨Φ|T + v(r)|Φ⟩ = ⟨Φ|T |Φ⟩+
∫
v(r)n(r)dr, (2.83)

y como Ψ es una función distinta pero genera la misma densidad,

⟨Φ|T + v(r)|Φ⟩ ≤ ⟨Ψ|T + vr|Ψ⟩,

⟨Φ|T |Φ⟩ ≤ ⟨Ψ|T |Ψ⟩, (2.84)

por lo tanto,

Tc[n] = T [n]− Ts[n] ≥ 0. (2.85)

La enerǵıa de correlación contiene una contribución positiva debida a la enerǵıa de co-

rrelación cinética y un término negativo (mayor en valor absoluto) debido a la enerǵıa

potencial de correlación. Estas definiciones de enerǵıa de correlación e intercambio conser-

van la naturaleza de aquellas usualmente utilizadas en la qúımica cuántica pero difieren

cuantitativamente como hemos podido observar. Por lo tanto, no es posible comparar los

valores numéricos de estas enerǵıas entre la DFT y HF u otros métodos correlacionados.

Finalmente, notemos que la teoŕıa del funcional de la densidad es el método más amplia-

mente usado hoy d́ıa para el cálculo de la densidad electrónica. Donde la cantidad crucial

en el formalismo de Kohn-Sham es la enerǵıa de correlación e intercambio que es expresada

como un funcional de la densidad, Exc[n].

En las siguientes secciones veremos las aproximaciones para los funcionales: la densidad

local (LDA) y ejemplos de la aproximación del gradiente generalizado (GGA). Como vi-

mos en las secciones anteriores, en el formalismo de Kohn-Sham, se realizan dos aproxi-

maciones: la primera, las ecuaciones se reducen para tratar al sistema como part́ıculas

independientes, y es una manera de resolver el problema de muchos cuerpos interactuan-

do; la segunda, y quizá la más importante, la separación expĺıcita de la enerǵıa cinética y

de los términos de largo alcance de Hartree. La parte restante, el funcional de correlación

e intercambio Exc[n] puede ser aproximado razonablemente como un funcional local o casi

local de la densidad. Aunque el funcional exacto Exc[n] puede ser muy complejo, el avance

ha sido significativo con las aproximaciones hechas hasta ahora.

2.8.2. La aproximación de la densidad local de esṕın (L(S)DA)

En el trabajo original[2], Kohn y Sham señalaron que los sólidos pueden ser considerados

como cercanos al ĺımite del gas electrónico homogéneo. En este ĺımite se sabe que los
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efectos de correlación e intercambio son locales, y de ah́ı que se propone la aproximación

de la densidad local (LDA), (o más generalmente, la aproximación de densidad local de

esṕın (L(S)DA)), en la cual la enerǵıa de correlación e intercambio es simplemente una

integral sobre todo el espacio, donde se asume que la densidad de enerǵıa de correlación e

intercambio en cada punto es la misma que en un gas electrónico homogéneo,

EL(S)DA
xc [n↑, n↓] =

∫
d3r n(r)ϵhomxc (n↑(r), n↓(r)) (2.86)

=

∫
d3r n(r)[ϵhomx (n↑(r), n↓(r)) + ϵhomc (n↑(r), n↓(r))].

Donde se asume que el eje de cuantización del esṕın es el mismo en todos los puntos en el

espacio. La L(S)DA puede formularse en términos de cualquiera de las dos densidades de

esṕın n↑(r) y n↓(r), o de la densidad total y una fracción de la polarización de esṕın ζ(r),

ζ(r) =
n↑(r)− n↓(r)

n(r)
. (2.87)

Para sistemas no polarizados, la LDA se encuentra simplemente poniendo n↑(r) = n↓(r) =

n(r)/2, de donde el funcional Exc[n
↑, n↓] es universal. La única información necesaria es la

enerǵıa de correlación e intercambio del gas homogéneo como una función de la densidad.

La enerǵıa de intercambio del gas homogéneo se da por una fórmula anaĺıtica simple[30],

y la enerǵıa de correlación se ha calculado con gran exactitud utilizando el método Monte

Carlo[31].

La razón para la aproximación local es que para las densidades t́ıpicas de los sólidos, el

rango del alcance de los efectos de la correlación e intercambio es bastante corta. Sin

embargo, esto no está justificado por una expansión formal en función de algún parámetro

pequeño, y se debe probar hasta que punto funciona para aplicaciones reales. Se espera

que sea mejor para los sólidos con una densidad cercana a la del gas homogéneo (como

un electrón casi libre en un metal) y falle para el caso del gas no homogéneo, como los

átomos, dónde la densidad debe ir continuamente a cero fuera del átomo.

Entre los errores comunes de esta formulación está el término de la autointeracción, este

término en la aproximación de Hartree-Fock se cancela exactamente por la interacción de

intercambio. Sin embargo, en la aproximación local, para el intercambio, la cancelación es

sólo aproximada y permanecen términos de la misma interacción que son despreciables en

el gas homogéneo, pero son grandes en sistemas confinados como los átomos. No obstante,

incluso en el mismo gas inhomogéneo, la L(S)DA trabaja notablemente bien.

El éxito de la L(S)DA la ha hecho útil, y ha estimulado las ideas por construir mejores

funcionales, tales como el GGA.
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2.8.3. Aproximación del gradiente generalizado (GGA)

El éxito de la L(S)DA ha llevado al desarrollo de varias aproximaciones de gradiente

generalizado (GGA) con una marcada mejora sobre la L(S)DA para muchos casos. Las

correcciones GGA proporcionan la exactitud requerida por la Teoŕıa del Funcional de la

Densidad y son ampliamente utilizadas tanto por la comunidad f́ısica como por la comuni-

dad qúımica. En esta sección describimos brevemente algunas de las ideas f́ısicas que son

los fundamentos para la construcción de GGA.

El primer paso, más allá de la aproximación local, es un funcional proporcional o depen-

diente de la magnitud del gradiente de la densidad |∇nσ|, aśı como el valor n en cada

punto. Tal aproximación es “la aproximación de la expansión del gradiente”(GEA). La

cual se sugirió en el art́ıculo original de Kohn y Sham, y estudiada por F. Herman et.

al.[32]. Los primeros términos de la expansión de la enerǵıa de correlación e intercambio

son conocidos[33]. Sin embargo, la GEA no lleva a la consecuente mejora sobre la L(S)DA.

El problema básico es que el gradiente de la densidad en los materiales reales es más gran-

des que la expansión analizada.

El término “la aproximación del gradiente generalizado (GGA)”denota una variedad de

maneras propuesta que modifican la forma de los anteriores gradientes, de tal forma que

se preservan las propiedades deseadas.

Es conveniente definir el funcional como una forma generalizado de (2.86) [34],

EGGA
xc [n↑, n↓] =

∫
d3r n(r)ϵxc(n

↑, n↓, |∇n↑|, |∇n↓|, . . .) (2.88)

=

∫
d3r n(r)[ϵhom(n)Fxc(n

↑, n↓, |∇n↑|, |∇n↓|, . . .),

donde Fxc es adimensional y ϵhomx (n) es la enerǵıa de intercambio del gas no polarizarado[30].

Para el intercambio, existe una relación de escalamiento de esṕın,

Ex[n
↑, n↓] =

1

2
[Ex[2n

↑] + Ex[2n↓]], (2.89)

donde Ex[n] es la enerǵıa de intercambio para un sistema no polarizado de densidad

n(r). Aśı, para el intercambio necesitamos considerar únicamente el esṕın no polarizado

Fx(n, |∇n|). Es conveniente trabajar con gradientes de densidad adimensionales de m-

ésimo orden reducidos que puede definirse como,

sm =
|∇mn|

(2kF )mn
=

|∇mn|
2m(3π2)m/3(n)(1+m/3)

, (2.90)

donde kF = 3π2n1/3, sm es proporcional al m-ésimo orden de la variación fraccionaria de

la densidad, normalizada a la distancia media entre los electrones rs. La expresión expĺıcita
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para los primeros gradientes puede escribirse como,

s1 = s =
|∇n|

(2kF )n
=

|∇rs|
2(2π/3)1/3rs

. (2.91)

Las expresiones de los primeros términos en la expansión de Fx han sido calculadas anaĺıti-

camente [33, 34],

Fx = 1 +
10

81
s21 +

146

2025
s22 + · · · (2.92)

Se han propuesto varias formas de Fx(n, s), para s = s1. Éstas pueden ilustrarse por tres

formas ampliamente usadas, la de Becke (B88) [35], la de Perdew y Wang (PW91) [36],

y la de Perdew, Burke y Enzerhof (PBE) [37]. La mayoŕıa de las aproximaciones para Fx

estan entre B88 y PBE. Uno puede dividir entonces el GGA en dos regiones: (i) para s

pequeño (0 < s ≤ 3) y (ii) para s grande (s > 3). En la región (i) que es la más relevante

para la mayoŕıa de las aplicaciones en f́ısica, los diversos Fx tienen formas casi idénticas,

la cual es la razón de que diversos GGA proporcionen resultados semejantes para muchos

sistemas convencionales con contribuciones pequeñas del gradiente de densidad. Pero lo

más importante es que se observa que para Fx ≥ 1, todos los GGA conducen a una enerǵıa

de intercambio menor que la de LDA.

El hecho de que diversas condiciones f́ısicas conduzcan a comportamientos muy diversos

de Fx en la región (ii) refleja no solamente la carencia del conocimiento de las regiones del

gradiente de densidad, sino también una dificultad inherente de la extensión del gradiente

de densidad en esta región. Incluso si una forma de GGA da de alguna manera, el resultado

esperado para cierta caracteŕıstica f́ısica de un sistema, mientras que otras fallan en el

mismo, no está garantizado que tal descripción es superior para otras caracteŕısticas en

las cuales diversas condiciones f́ısicas prevalezcan. La correlación es más dif́ıcil de hacer en

términos de un funcional, pero su contribución a la enerǵıa total es mucho más pequeña

que el intercambio. Los primeros términos de la expansión del gradiente para grandes

densidades han sido determinados por Ma y Brueckner[38] para dar,

Fc =
ϵLDA
c (n)

ϵLDA
x (n)

(1− 0,21951s21 + · · · ). (2.93)

Para los términos de mayor orden en el gradiente de la densidad, la magnitud de la

enerǵıa de correlación disminuye y desaparece como s1 → ∞. Esta disminución puede

ser entendida cualitativamente cuando estos términos son asociados con potenciales muy

bien confinandos que reducen el efecto de las interacciones comparados con los términos

del electrón independiente. Hoy d́ıa hay muchos funcionales GGA que se usan en los

cálculos cuantitativos, sobre todo en la qúımica. La mayoŕıa de los otros funcionales tienen

parámetros para ajustar a los datos moleculares.
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2.8.4. Expresiones LDA y GGA para el potencial Vxc(r)

El potencial puede expresarse directamente para los funcionales LDA y GGA, ecs. (2.86)

y (2.88)6, en términos de funciones (no de funcionales) de la densidad local de cada esṕın

n(r, σ), y sus gradientes en el punto r. En la LDA, la forma es muy simple,

δExc[n] =
∑
σ

∫
dr
[
ϵhomxc + n

∂ϵhomxc

∂nσ

]
r,σ
∂n(r, σ), (2.94)

tal que el potencial,

V σ
xc =

[
ϵhomxc + n

∂ϵhomxc

∂nσ

]
r,σ
, (2.95)

involucra solamente derivadas ordinarias de ϵhomxc (n↑, n↓). Aqúı el sub́ındice r, σ dice que

las cantidades en los corchetes se evalúan para nσ = n(r, σ). La LDA intercambia términos

que son particularmente simples, donde ϵhomx (nσ) se escala a (nσ)1/3 de la siguiente forma,

V σ
x (r) =

4

3
ϵhomx (n(r, σ)). (2.96)

El potencial de correlación depende de la forma asumida para la densidad. En la GGA

uno puede identificar el potencial encontrando el cambio δExc[n] a orden lineal en δn y

δ∇n = ∇δn,

δExc[n] =
∑
σ

∫
dr
[
ϵxc + n

∂ϵxc
∂nσ

+ n
∂ϵxc
∂∇nσ∇

]
r,σ
∂n(r, σ). (2.97)

Podŕıa considerarse que el término entre corchetes es el potencial; sin embargo, este no

tiene la forma de un potencial local debido al último término que es un operador diferencial.

Hay tres aproximaciones para manejar el último término. La primera es encontrar un

potencial local V σ
xc(r) por integración parcial del último término entre corchetes para

obtener

V σ
xc(r) =

[
ϵxc + n

∂ϵxc
∂nσ

−∇(n
∂ϵxc
∂∇nσ )

]
r,σ

(2.98)

Ésta es la forma usada normalmente; sin embargo, tiene la desventaja que requiere deriva-

das de más alto orden para la densidad, lo que puede llevar a dificultades numéricas. Por

ejemplo, cerca del núcleo o en las regiones exteriores de los átomos dónde la densidad varia

rápidamente o es muy pequeña. Una segunda aproximación es usar la forma del operador

(2.97) directamente, modificando las ecuaciones de Kohn-Sham[39]. Usando el hecho de

que puede escribirse la densidad en términos de la función de onda ψ, los elementos de

6Las formas expĺıcitas son dadas en el apéndice A
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matriz del operador pueden escribirse como (por simplicidad omitimos las variables r y σ),

⟨ψj |V̂xc|ψi⟩ =

∫
[Ṽxcψ

∗
jψi + ψ∗

jVxc · ∇ψi (2.99)

+(Vxc · ∇ψ∗
j )ψi]dr,

donde Ṽxc = ϵxc + n(∂ϵxc/∂n) y Vxc = n(∂ϵxc/∂∇n). Esta forma es numéricamente más

estable; sin embargo, requiere la inclusión del operador vectorial adicional en la ecuación de

Kohn-Sham que puede aumentar significativamente el costo computacional; por ejemplo,

en la transformada de Fourier se requieren cuatro ondas planas en lugar de una.

Finalmente, una aproximación diferente propuesta por White y Bird [40], es la de tratar

estrictamente a Exc como una función de la densidad; los términos del gradiente son

definidos por una definición operacional en términos de la densidad. Entonces (2.97) puede

escribirse usando la regla de la cadena como,

δExc[n] =
∑
σ

∫
dr
[
ϵxc + n

∂ϵxc
∂nσ

]
r,σ
∂n(r, σ) (2.100)

+
∑
σ

∫ ∫
drdr′n(r)

[ ∂ϵxc
∂∇nσ

]
r,σ

∂∇n(r′)
∂n(r)

∂n(r, σ),

donde (δ∇n(r′)/δn(r)) denota una derivada funcional (qué es independiente del esṕın).

Por ejemplo, en una red, la densidad para cada esṕın se da sólo para puntos en la red

n(rm) y el gradiente δn(rm) es determinado de la densidad por una fórmula de la forma,

∇n(rm) =
∑
m′

Cm−m′n(rm′), (2.101)

tal que,
δ∇n(rm)

δn(rm′
→ ∂∇n(rm)

∂n(rm′
= Cm−m′ . (2.102)

(Note que cada Cm” = {Cx
m”, C

y
m”, C

z
m”} es un vector en el espacio las coordenadas). En

un método de diferencias finitas, el coeficiente Cm es distinto de cero en algún rango finito;

en el método de la transformada de Fourier Cm” notemos que,

δn(rm) =
∑
G

iGn(G)eG·rm =
1

N

∑
G,m′

iGeG·(rm−rm′ )n(rm′). (2.103)

Finalmente, variando n(rm, σ) en la expresión para Exc y usando la regla de la cadena se

llega a,

V σ
xc(rm) =

[
ϵxc + n

∂ϵxc
∂n

]
rm,σ

+
∑
m′

[
n
∂ϵxc
∂|∇n|

∂∇n
∂|∇n|

]
rm′ ,σ

Cm′−m. (2.104)
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Esta forma reduce los problemas numéricos asociados con la ec.(2.98) sin un operador

vectorial como en (2.99). Notese que V σ
xc(rm) es una función no local de n(rm′ , σ), su

forma depende de la manera en que se calcula la derivada. Ésta es una ventaja real en

los cálculos porque asegura la consistencia entre Exc y Vxc. El método puede extenderse a

otras bases especificando la derivada en la base apropiada.
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Caṕıtulo 3

Método LAPW

3.1. Introducción al método LAPW

El método de ondas planas aumentadas linearizadas (LAPW) es una modificación del

método de ondas planas aumentadas (APW) de Slater. Slater, en su publicación[41], de-

sarrolla el método APW estableciendo claramente la esencia del método y su motivación:

cerca del núcleo atómico el potencial y sus funciones de onda son semejantes a las de un

átomo, vaŕıan significativamente pero son aproximadamente esféricas. Por el contrario,

entre los átomos, el potencial es constante y las funciones de onda son ondas planas. De

acuerdo a este planteamiento se divide el espacio en dos regiones: para cada átomo se

utiliza una esfera de radio Rα llamada esfera de muffin-tin; la parte restante es la región

intesticial, del mismo modo se usan diferentes bases en esas dos regiones: soluciones ra-

diales de la ecuación de Schrödinger dentro de las esferas que no deben estar traslapadas

y ondas planas en la región intersticial.

Una onda plana aumentada (APW) se define entonces de la manera siguiente:

ϕ =



M∑
I=1

1√
V

∑
G

cGe
i(G+k)·r r ∈ I,

∑
l,m

Aα
lmu

α
l (r, E)Y l

m(r) r ∈ S,

(3.1)

donde G, k y r tienen su significado usual, V es el volumen de la celda unitaria, Y l
m son

los armónicos esféricos, Aα
lm y E son parámetros indeterminados, uαl es la solución de la

parte radial de la ecuación de Schrödinger de un átomo libre α:{
− d2

dr2
+
l(l + 1)

r2
+ V (r)− El

}
rul(r) = 0. (3.2)

43
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La motivación de Slater por la elección de esas funciones fue el notar que las ondas pla-

nas son las soluciones de la ecuación de Schrödinger en un potencial constante, mientras

las funciones radiales son soluciones en un potencial esférico, siempre que El sea igual al

eigenvalor. Esta aproximación es aceptable, y de hecho la aproximación muffin-tin (MT)

aún se usa en los códigos APW. El punto a considerar es que la representación definida

por la ecuación (3.1) no está garantizada para que sea continua en la frontera esférica. En

consecuencia se necesita imponer ciertas limitaciones. En el método APW, esto se hace

definiendo los coeficientes Alm en términos de los coeficientes cG a través de la represen-

tación en armónicos esféricos de las ondas planas. El coeficiente de cada componente lm

se iguala en la frontera esférica. Aśı tenemos que:

Alm =
4πil√
V ul(R)

∑
G

CGjl(|k+G|)Y ∗
lm(k+G), (3.3)

donde el origen se toma en el centro de la esfera de radio R y jl es la función de Bessel de

orden l. De esta manera los coeficientes Alm están completamente determinados por los

coeficientes de la onda plana, cG, y los parámetros de enerǵıa El. Estos son los coeficientes

variacionales en el método APW.

Las funciones individuales, las cuales están etiquetadas por G y que consisten sólo de

ondas planas en los intersticios, se igualan a las funciones radiales en la superficie de la

esfera, estas son las ondas planas aumentadas, o APW. Si se toma El como un parámetro

fijo en lugar de un coeficiente variacional, el método APW facilitará la cantidad de las

ondas planas aumentadas (APW) a usarse como una base. Esto resultará como en una

ecuación secular estándar. La solución a esta ecuación secular producirá entonces las ban-

das de enerǵıa y las funciones de onda.

Este no es un esquema práctico debido a que las ondas planas aumentadas (APW) son

soluciones de la ecuación de Scrhödinger dentro de las esferas, pero solamente en la enerǵıa

El; careciendo de libertad variacional para permitir cambios en la función de onda tales

como desviación de la banda de enerǵıa desde su referencia. De acuerdo a esto, El debe ser

un conjunto de valores igual a la banda de enerǵıa, esto significa que las bandas de enerǵıa

(en un punto fijo k) no se pueden obtener de una simple diagonalización. Es necesario

entonces calcular el determinante secular como una función de la enerǵıa y determinar

sus raices –un procedimiento computacional muy costoso, particularmente para puntos k

arbitrarios, donde la dimensión de la ecuación secular no se puede reducir usando simetŕıa.

Otra dificultad con el método APW es que es dif́ıcil extender su uso a un potencial cris-

talino general, más allá del nivel de la aproximación de muffin-tin modificada (potencial
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general en los intersticios, solo potencial esférico dentro de las esferas). Esto es porque la

variación óptima elegida para El no es más grande que el conjunto dado para El para la

banda de enerǵıa en este caso.

En particular, diferentes bandas en general tendran diferentes orbitales dentro de la esfera

(p. e. dz2 , dx2−y2). Sin embargo, en un potencial no esférico esos orbitales experimentarán

diferentes potenciales efectivos, y esa diferencia da el promedio esférico usado para de-

terminar la función radial. Otra dificultad con el método APW es el llamado problema

asintótico, el cual consiste en lo siguiente, en la ecuación (3.3) para el coeficiente conjuga-

do, A∗
lm, ul(R) aparece en el denominador. En general, existen valores de los parámetros

de enerǵıa El, para la cual ul se anula en la frontera esférica. En estas enerǵıas las funcio-

nes de ondas planas y las funciones radiales estarán desacopladas. En la vecindad de esta

aśıntota la relación entre los coeficientes Alm y cG y el determinante secular vaŕıa de un

modo significativo lo que lleva a una dificultad numérica cuando las bandas ocurren cerca

de una aśıntota. Adicionalmente, se debe tener cuidado en la vecindad de una aśıntota

para asegurar que los eigenvalores se cuenten correctamente.

En los años 70’s se propusieron modificaciones al método APW con el objetivo de evi-

tar dificultades. Bross[42] propuso un método APW modificado en el cual las funciones

radiales multiples, elegidas por tener la misma derivada logaŕıtmica, se igualan a las on-

das planas con la condición de que su valor y su primera derivada sean continuas. Esta

aproximación, la cual tiene una gran similitud con el método LAPW, permite determinar

todas las bandas de enerǵıa con una sola diagonalización. Koelling[43] propuso un método

alternativo, pero relacionado, en el cual se usan dos funciones radiales, una teniendo valor

cero en la frontera esférica y la otra derivada cero. Estas funciones se obtenien resolviendo

la ecuación radial, sujeta a las condiciones de frontera, se igualan a las ondas planas para

obtener la continuidad de las funciones base y sus primeras derivadas. Una dificultad con

esta aproximación es que, en general, la imposición de las condiciones de frontera sobre

el radio de la esfera resultan en que las funciones base son una mezcla de soluciones re-

gulares e irregulares, es decir, no pueden satisfacer las condiciones de frontera f́ısicas en

los núcleos. Sin embargo, Koelling mostró que estas bases mejoran la convergencia pa-

ra las bandas d. Para otros, como el procedimiento de Bross, el problema asintótico no

ocurre. Andersen[44] extendió el trabajo de Koelling proponiendo un método en el cual

las funciones base y sus derivadas se hacen continuas al igualar a una función radial en

una El fija más su derivada respecto a El. Esta elección resuelve los problemas con el

método APW discutido al inicio, también provee un método de estructura de bandas fle-
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xible y exacto, es decir el método LAPW. Como era de esperarse, los primeros cálculos

con LAPW se realizaron dentro de la aproximación MT y se usó un potencial modelo.

Sin embargo, siguiendo muy de cerca a este modelo, se desarrollaron códigos de cálculos

autoconsistentes en capas y en el volumen, y cálculos de potencial generalizado (no MT u

otras aproximaciones para la densidad de carga o potencial) por ejemplo los cálculos reali-

zados por Hamann[45] y Wimmer[46]. Fue durante este tiempo que el poder y la exactitud

del método quedó demostrado. Esto establecio al método LAPW como el método elegido

para los cálculos de estructura electrónica exacta para materiales que contienen átomos

de metales de transición.

3.2. Las bases LAPW y sus propiedades

En el método LAPW, las funciones base dentro de las esferas son combinaciones lineales

de funciones radiales ulYlm(r) y sus derivadas respecto de la enerǵıa. Las ul se definen

exactamente como en el método APW visto anteriormente, con una El fija. La derivada

de la enerǵıa, u̇lYlm (r), satisface,{
− d2

dr2
+
l(l + 1)

r2
+ V (r)− El

}
ru̇l(r) = rul(r). (3.4)

Estas funciones se igualan a los valores y derivadas de las ondas planas sobre la esfera.

Las ondas planas aumentadas, de esta forma, son las funciones base LAPW o las LAPW.

En términos de esta base, las funciones de onda son,

φ =



1√
V

∑
G

cGe
i(G+K)·r r ∈ I,

∑
lm

[
Almul(r) +Blmu̇l(r)

]
Ylm(r) r ∈ S.

(3.5)

Blm son los coeficientes para las derivadas de la enerǵıa, análogas a las Alm. Las LAPW

son justamente ondas planas en los intersticios, como en el método APW. Dentro de

las esferas las LAPW tienen más libertad variacional que las APW. Esto es porque si

El difiere ligeramente de la enerǵıa de la banda, ε, una combinación lineal, producirá la

función radial APW construida en la enerǵıa de la banda,

ul(ε, r) = ul(El, r) + (ε+ El)u̇l(r) +O((ε− El)
2), (3.6)

con O((ε− El)
2) denotamos términos cuadráticos en esta diferencia de enerǵıas. Para un

conjunto de ondas planas convergente (infinito) y un potencial muffin-tin, el método APW
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produce exactamente la función de onda correcta. En este caso, al ir al método LAPW

este introduce errores del orden de (ε − El)
2 en la función de onda; esto con el principio

variacional produce errores del orden de (ε− El)
4 en la banda de enerǵıa.

Entonces, debido al valor elevado en el orden de magnitud de este error, y a que la dife-

rencia entre las enerǵıas, ε y El es muy pequeña, las LAPW forman un conjunto base

apropiado sobre una región de enerǵıa relativamente grande, de manera que todas las

bandas de valencia pueden tratarse con un conjunto único de El.

En el método LAPW las bandas de enerǵıa (en un punto k dado) se obtienen exactamente

con una sola diagona-lización, mientras que en el método APW es necesaria una diago-

nalización para cada banda. En general, si ul(R) es cero (es decir, en la aśıntota), ambas,

la derivada radial y ul(r) no serán cero, debido a que no hay un problema asintótico en

el método LAPW, la limitación adicional (derivadas continuas), asegura que las ondas

planas y los sectores locales no se desacoplan. Esto significa que no hay dificultad en el

tratamiento de potenciales no esféricos dentro de la esfera. Aunque el valor óptimo de

El no es conocido a priori, la flexibilidad surge de ul permitiendo una solución exacta.

Sin embargo existe un costo que hay que pagar por la flexibilidad adicional de las bases

LAPW, el cual surge del requerimiento de que las funciones base tengan derivadas con-

tinuas. Es decir, se requieren grandes enerǵıas de corte para construir las ondas planas

para alcanzar de esta manera un nivel dado de convergencia. Este requerimiento se puede

entender al considerar un estado que está muy localizado dentro de la esfera. La función

de onda está compuesta de una combinación lineal de ul y u̇l en la esfera y ondas planas

fuera de esta. La eficiencia de la solución para tal estado está determinada por la función

de onda en la esfera. Esto significa que la eficiencia está determinada por la combinación

lineal de las ondas planas fuera de la esfera y la condición de continuidad de la derivada

radial de la función de onda en ese valor. Por otro lado, igualar el valor solamente como

en el método APW es mucho menos demandante. Para l = 0, este se puede hacer con una

sóla onda plana, G = 0. El otro ĺımite es una banda de electrón casi libre, en este caso las

primeras componentes de Fourier G contribuyen poco a la enerǵıa en un cálculo APW, y

de acuerdo a esto, las bases pueden ser pequeñas. En el método LAPW, sin embargo, las

derivadas llevan en el denominador un factor G, y los errores en las derivadas de las ondas

planas sobre las esferas producen errores en el valor de la función de onda afuera. Takeda

y Kubler[47] propusieron una generalización del método APW el cual es equivalente al

método LAPW estándar, desafortunadamente, el uso de derivadas de mayor orden hace

que el método converja más lentamente con respecto al método de onda plana estándar en
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LAPW, dando como resultado que el método no se haya usado. Singh[48] modificó esta

aproximación para evitar la condición de continuidad de derivadas de mayor orden suman-

do orbitales locales construidos especialmente para las bases y aśı permitir la relajación de

la linealización sin un incremento en la enerǵıa de corte de las ondas planas. Esto sugiere

la posibilidad de evitar la convergencia lenta del método LAPW relativo al método APW

usando una construcción similar.

3.3. Papel de las enerǵıas linealizadas

Podemos incluir en forma directa El en el método LAPW, ya que el método se deriva del

método APW, y se reduce a él cuando El es igual a la enerǵıa, ε, de la banda. Además,

los errores en la función de onda (y la densidad de carga) son del orden O(ε− El)
2 y los

errores en la enerǵıa de las bandas son O(ε−El)
4[49]. Entonces, se necesita simplificar al

conjunto de las El cerca de los centros de las bandas de interés para asegurar un resultado

razonable y se pueda en realidad optimizar el elegido, calculando los valores apropiados de

la densidad de estados y sabiendo el orden de los errores para optimizar la El (dependien-

do sobre si el objetivo es minimizar el error ε o φ). Alternativamente, uno puede calcular

la enerǵıa total para alguna elección adecuada de El y seleccionar el conjunto que tenga

la menor enerǵıa. De-safortunadamente, esta estrategia no se puede generalizar debido a

la presencia de los estados del “core” de alta enerǵıa y a los estados extendidos (también

conocidos como estados de ”semicore”) en muchos elementos.

Como mencionamos, las funciones aumentadas, ulYlm y u̇lYlm son ortogonales a los estado

del “core”. Desafortunadamente esta condición no se satisface completamente, excepto en

el caso trivial cuando no hay estados del “core” con la misma l. Como resultado, puede

haber una componente del estado del “core” de alta enerǵıa contenida en las funciones

de onda de la banda de valencia. Los efectos para los estados extendidos del “core” en el

método LAPW son muy importantes. En el caso extremo, cuando hay demasiado traslape

entre las LAPW y los estados del “core”, aparece en el espectro un falso estado (conocido

como banda fantasma) el cual se halla por encima del eigenvalor correcto del estado del

“core” y la mayoŕıa de las veces en la parte de valencia del espectro. Esto se debe a que las

funciones radiales con El no satisfacen la representación de la función de onda de “semico-

re”de manera adecuada. Sin embargo, las bandas fantasma son fácilmente identificables,

pues tienen muy poca dispersión, y tienen carácter l del estado del “core”. Sin embargo

cuando aparecen, impiden que el cálculo se realice correctamente sin la modificación de la

El. Hay dos opciones para la eliminación de las bandas fantasmas del espectro, a saber:
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poner el parámetro de enerǵıa en la enerǵıa del estado del “core” o aumentar el paráme-

tro de enerǵıa a la siguiente aśıntota (donde ul(R) = 0). Ambas opciones eliminan los

estados fantasma del espectro pero introducen errores que pueden afectar los resultados

de un cálculo. La primera opción proporciona más grados de libertad variacional para las

bandas fantasmas, las cuales se mueven fuera del espectro de valencia hacia su lugar en el

“core”. Desafortunadamente, esto priva a las bandas de valencia de libertad variacional.

Con la segunda opción, la banda fantasma es eliminada sin reducir de manera drástica

los grados de libertad variacional, desafortunadamente, los estados de valencia son cada

vez menos ortonormales a los estados del “core” cuando el parámetro de enerǵıa crece

por encima de él. La mejor solución será hacer el radio de la esfera tan grande como sea

posible, consistente con la estructura, y si la banda fantasma se mantiene, mover El lo

suficiente, moviendo la banda fantasma por encima de la enerǵıa de Fermi.

Los dos requisitos principales para la base en la cuál representaremos los eigenestados del

hamiltoniano son que: la base no debe forzar la solución y debe ser eficiente, es decir, P

en la representación,

ϕ =
P∑

p=1

cmp ϕ
b
p, (3.7)

debe ser tan pequeño como sea posible. Además, es preferible que las funciones base sean

matemáticamente simples ya que esto hace de la programación un trabajo más fácil. Una

base que es simple es la de ondas planas. Sabemos que cualquier función propia ϕnk de un

hamiltoniano periódico se puede expresar en esta base por medio de un conjunto infinito

de coeficientes: cn,kG :

ψn
k(r) =

∑
G

cn,kG ei(k+G)·r. (3.8)

Esto se compara con la formulación general en la ecuación anterior, donde m es para (n,k)

y p para k+G. Una función base para ψn
k (r) (o G) es:

ϕkG(r) = |G⟩ = ei(k+G)·r. (3.9)

Note que esta base depende de k, todos los eigenestadoss ψn
k que tienen la misma k pero

distinta n serán expresados en la base con este valor particular de k. Para los eigenestados

con otro k, se tiene que usar una nueva base con un diferente k.

En la práctica no podemos trabajar con una base infinita y debemos limitarla (P en la

ecuación 3.7). Para las ondas planas, esto se hace limitando el sistema para todo k con

K ≤ Kmax. Esto corresponde a una esfera con radioKmax centrada en el origen del espacio

rećıproco. Todos los vectores de la red rećıproca que están dentro de esta esfera se toman
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en el conjunto base. En vez de Kmax, a menudo se especifica la enerǵıa del electrón libre

que corresponde a Kmax, a la cual se le llama enerǵıa de corte:

Ecut =
h̄K2

max

2me
(3.10)

Notese que tenemos la condición de ortogonalidad de las ondas planas:

⟨K1|K2⟩ =

∫
ei(K2−K1)·rd3r (3.11)

= δ(K2 −K1)



Caṕıtulo 4

Estructura de bandas y densidad

de estados

Debido a que los iones en un cristal perfecto están distribuidos en un arreglo periódico

regular, consideramos el problema de un electrón en un potencial U(r) con la periodicidad

de la red. Puesto que la escala de la periodicidad del potencial U(10−8 cm) es del tamaño

de una longitud de onda t́ıpica de De Broglie de un electrón en el modelo de Sommerfeld

de electrón libre, es esencial el uso de la mecánica cuántica tomando en cuenta los efectos

de la periodicidad sobre el movimiento electrónico. En el presente caṕıtulo discutiremos las

propiedades de los niveles electrónicos que dependen solamente de la periodicidad del po-

tencial, sin tomar en cuenta su forma particular. Enfatizamos que la periodicidad perfecta

es una idealización. Los sólidos reales nunca son absolutamente puros, y en la vecindad

de las impurezas atómicas, el sólido no es el mismo como lo es en cualquier otro punto

del cristal. Es más, hay siempre una ligera probabilidad dependiente de la temperatura

de encontrar iones fuera de su lugar que destruyen la simetŕıa translacional perfecta. Fi-

nalmente, los iones no están fijos por experimentar continuamente vibraciones térmicas

cerca de sus posiciones de equilibrio, éstas imperfecciones son todas de gran importancia.

Ellas son, finalmente responsables de que la conductividad eléctrica de los metales no sea

infinita. También enfatizamos que el problema de electrones en un potencial periódico

no surge solamente en el contexto de metales. Muchas de las conclusiones generales se

aplican a todo sólido cristalino, y juegan un papel importante en la determinación de las

propiedades de los aislantes y los semiconductores.

51
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4.1. Estructura cristalina

Para distinguir los cristales del resto de los materiales, uno se basa en el hecho de que los

átomos en los cristales están dispuestos según un arrreglo periódico. Este arreglo consiste

en una unidad estructural, normalmente un grupo de átomos o moléculas, llamada base,

que se repite en todo el espacio a intervalos regulares. Se describe entonces la estructura de

todos los cristales por una red periódica, a cada nodo de esta red se liga la base[23, 24, 25],

Relación lógica: Red + Base = Estructura.

Ya que la naturaleza particular del objeto repetido no tiene influencia sobre la periodicidad

de translación, es posible sustituir a cada base por un punto imaginario llamado nodo. El

conjunto de estos nodos es la red de translación de la estructura. La red de translación es

la caracteŕıstica más importante de la materia condensada. Al dibujar la red de translación

de la estructura debemos tener en cuenta que la elección del sitio del primer punto de la

red es libre. Por el contrario, después de esta elección todos los demás nodos de la red se

fijan, porque el entorno de cada punto debe ser exactamente el mismo.

Concretándonos a los cristales, existen varias operaciones (elementos de simetŕıa) que

describen las repeticiones. La repetición periódica por la que se describe la estructura

de los cristales viene representada por un conjunto de traslaciones en las tres direcciones

del espacio, de tal forma que el cristal puede considerarse como un ordenamiento en tres

dimensiones de bloques idénticos. Cada bloque, de una forma y tamaño determinado, se

denomina celda unitaria, su tamaño viene dado por la longitud de sus tres lados (a, b, c)

y la forma por el valor de los ángulos entre dichos lados (α, β y γ).

4.2. Estructura de bandas

En una estructura cristalina arbitraria los vectores primitivos a1, a2 y a3 en general pueden

tener diferentes longitudes y no necesariamente ser ortogonales, sin embargo, se requiere

que no sean coplanares. Consideremos las condiciones de frontera periódicas para un sis-

tema en tres dimensiones. Sea un sistema en la forma de paraleleṕıpedo con aristas n1a1,

n2a2 y n3a3. En una traslación paralela a a1, el cristal permanece invariante. Además, las

condiciones de frontera periódicas requieren que la pendiente y valor de las funciones de

onda sean las mismas en la vecindad del cristal. El grupo de translación contiene n1n2n3

distintas translaciones, las cuales pueden escribirse como:

tn = n1a1 + n2a2 + n3a3, (4.1)
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con 0 ≤ ni ≤ Ni. La representación irreducible se escribe como,

Dk(tn) = e−ik·tn , (4.2)

donde k es ahora un vector. Cada k corresponde a cada una de las diferentes representa-

ciones irreducibles del grupo. Estas k se pueden escribir como combinaciones lineales de

números de onda de la red primitiva b∗1, b
∗
2 y b∗3 y,

b∗
1 =

2πa2 × a3
a1 · (a2 × a3)

,

b∗
2 =

2πa3 × a1
a2 · (a3 × a1)

, (4.3)

b∗
3 =

2πr1 × a2
a3 · (a1 × a2)

,

tenemos distintas representaciones para Ni enteros consecutivos b∗i . Aśı hay tantas re-

presentaciones irreducibles dadas en la ecuación como hay operaciones de simetŕıa en el

grupo de translación, y estas dan todas las representaciones irreducibles del grupo de

translación.

Caracterizamos cada estado electrónico por el número de onda k correspondiente a la

representación irreducible de acuerdo a la cual transformamos,

tnψk = e−ik·tnψk, (4.4)

y definimos las funciones de Bloch uk = e−ik·rψk. En términos de ésta, la función de onda

es:

ψk = uke
ik·r, (4.5)

donde uk tiene la simetŕıa translacional completa de la red. Debemos notar que una re-

presentación correspondiente a un número de onda k es la misma como una representación

correspondiente a un número de onda k´ dado por:

k′ = m1a1 +m2a2 +m3a3, (4.6)

donde los mi son enteros. La suma de este término extra no modifica el valor de alguna de

las representaciones de la ec. (4.2). Aśı tenemos muchas posibilidades para escoger a k la

cual está asociada con alguna representación dada. El conjunto resultante de k es la zona

de Brillouin en tres dimensiones, y los números de onda en la zona de Brillouin se llaman

frecuentemente números de onda reducidos.

Notemos que el conjunto de números de onda m1b
∗
1+m2b

∗
2+m3b

∗
3 forman una red en el

espacio de número de onda. Llamaremos a ésta la red de números de onda y nos referiremos
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a los puntos que la forman como los números de onda de la red. En teoŕıa de difracción

es más común hablar de la red rećıproca, la cual es la red correspondiente en el espacio

rećıproco. Los vectores de la red rećıproca son 2π−1 veces los vectores de la red de números

de onda. Es común en f́ısica del estado sólido llamar a la red de números de onda, la red

rećıproca. Sin embargo, es pertinente para evitar ambigüedades con respecto al factor 2π,

usar el término red de números de onda. Los śımbolos b∗1, b
∗
2 y b

∗
3 son las translaciones de la

red primitiva en la red de números de onda. Es útil dar una descripción ilustrativa de los

estados y ver el significado de los múltiples números de onda, los cuales pueden asociarse

con un estado dado. Consideraremos un potencial que tenga la simetŕıa de translación

completa de la red. Debido a la periodicidad, este potencial se puede representar por una

serie de Fourier incluyendo sólo ondas planas con número de onda igual a un número

de onda de la red. Los estados electrónicos pueden factorizarse en una función de Bloch,

uk, y una onda plana, eik·r, la onda plana, aśı como la función de Bloch, satisfacen las

condiciones de frontera periódicas. Debido a que uk tiene la periodicidad completa de la

red, puede representarse en una serie de Fourier conteniendo unicamente ondas planas. Se

deduce que los estados propios pueden representarse en una serie de Fourier conteniendo

ondas planas con números de onda k y con números de onda diferentes de k para la red de

números de onda; estos son justamente los números de onda que generan la representación

de acuerdo a la cual se transforma ψk.

Por consecuencia, si pudieramos medir con precisión el momento del electrón en el estado

ψk, podŕıamos obtener un valor correspondiente para alguno de esos números de onda. El

estado ψk no es un eigenestado del momento puesto que los electrones moviendose en un

potencial están continuamente intercambiando momento con la red. La periodicidad no

contiene componentes de los valores de todos los momentos, eso corresponde justamente

a los números de onda los cuales generan las representación apropiada. Tal descripción es

una forma de dar un contenido f́ısico a la ambigüedad en la cual el número de onda está

asociado con un estado.

Hemos encontrado que un número de onda k genera una representación irreducible, y

que cualquier número de onda que difiere de k en un número de onda de la red también

producirá, por la ec. (4.2), la misma representación irreducible. Para una representación

dada debemos seleccionar el más pequeño de estos conjuntos de números de onda para

espećıficar ésta representación. En términos de la red de números de onda, este dominio

al cual llamamos la zona de Brillouin contiene todos los puntos más cercanos a k = 0 que

algún otro número de onda de la red. Esta zona de Brillouin está formada por planos
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bisectando los números de onda de la red. Notemos por ejemplo, que la red de empaque-

tamiento compacto hexagonal (y la hexagonal) tiene una red de número de onda que es

hexagonal y la zona Brillouin correspondiente es un prisma hexagonal recto. Cada estado

se caracteriza por un número de onda en la zona de Brillouin. Debemos notar que para

un cristal macroscópico, como en el caso de una dimensión, esos números de onda están

espacialmente muy cercanos dentro de la zona de Brillouin. Podemos observar que hay

tantos k’s (permitidos por las condiciones de frontera periódicas) en la primera zona de

Brillouin como celdas primitivas en el cristal. Esto se puede ver fácilmente haciendo notar

que el volumen de la zona de Brillouin está construido alrededor de cada red de número

de onda, esas zonas llenan justamente el espacio y hay una zona por cada red de número

de onda. Similarmente, las celdas primitivas en la red de número de onda llenan el espacio

y hay una celda por cada número de onda de la red. Finalmente vemos que hay N1N2N3

números de onda distintos dentro de la celda primitiva de la red de números de onda, y

por lo tanto hay también muchos números de onda permitidos en la zona de Brillouin.

Este equilibrio entre el número de estados en la zona de Brillouin y el número de celdas

primitivas en el cristal será muy importante cuando consideremos la ocupación de las ban-

das de estados por los electrones en los cristales reales.

Notemos que aunque hay sólo un número finito de números de onda para los cuales hay

estados caracteŕısticos, hay un número infinito de estados electrónicos. Se deduce que para

cada número de onda hay un número infinito de estados. A fin de espećıficar únicamente un

estado, entonces, nosotros no espećıficamos solamente su número de onda, sino un número

de estados de cada número de onda adecuado al incremento de la enerǵıa. Justamente,

como en una dimensión, llamamos al estado de menor enerǵıa, para un número de onda

dado, el estado de la primera banda. Los estados cercanos a este, pero por arriba de él,

que tienen el mismo número de onda están en la segunda banda, y aśı sucesivamente, úni-

camente espećıficamos cada estado al dar su número de onda y su banda indicada. Cada

estado de hecho tiene una enerǵıa bien definida. Espećıficamos las enerǵıas en la n-enési-

ma banda por la función En(k). Recordando que En(k) es una función cuaśı-continua del

número de onda para cada banda. En un cristal grande, con los números de onda permiti-

dos por las condiciones de frontera periódicas espacialmente muy cercanos, la función seŕıa

continuamente muy cercana. Este conjunto de funciones En(k) es llamado la estructura

de bandas de enerǵıa en cuestión.
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4.3. El potencial periódico

El problema de electrones en un sólido es, en principio, un problema de muchos electrones,

además el hamiltoniano total del sólido no sólo contiene los potenciales de un solo electrón

describiendo la interacción de los electrones con los núcleos atómicos, contiene también

un par de potenciales describiendo las interacciones electrón-electrón. En la aproximación

de electrón independiente esas interacciones están representadas por un potencial efectivo

de un solo electrón U(r). El problema de como escoger el mejor potencial efectivo es

demasiado complicado. Debemos entender que todo aquello que detalle la forma que debe

tener el potencial efectivo de un solo electrón, si el cristal es perfectamente periódico, debe

cumplir,

U(r +R) = U(r) (4.7)

para todo vector R de la red de Bravais.

Estamos de esta manera en dirección de examinar las propiedades generales de la ecuación

de Schrödinger para un electrón individual,

Hψ = (− h̄2

2m
∇2 + U(r))ψ = εψ, (4.8)

que resulta del hecho que el potencial U tiene la periodicidad dada en la ec. (4.7). La

ecuación de Schrödinger de electrón libre − h̄2

2m∇2ψ(r) = εψ(r) es un caso especial de la

ec. (4.8), un potencial cero seŕıa un ejemplo simple de un 0 periódo.

Los electrones independientes, cada uno de los cuales obedece la ecuación de Schrödinger

de un electrón con un potencial periódico, se conocen como electrones de Bloch (en con-

traste con los ”electrones libres”, a los cuales se reducen los electrones de Bloch cuando el

potencial periódico es idénticamente cero). Los estados estacionarios de los electrones de

Bloch tienen la siguiente propiedad como una consecuencia general de la periodicidad del

potencial U :

Teorema de Bloch Los eigenestados ψ del Hamiltoniano de un electrón − h̄2

2m∇2+U(r),

donde U(r + R) = U(r) para todo R en la red de Bravais, deben escogerse en la forma

de un onda plana multiplicada por una función que contiene la periodicidad de la red de

Bravais,

ψnk(r) = eir·kunk(r). (4.9)

Donde,

unk(r+R) = unk(r), (4.10)
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para todo R en la red de Bravais.

Las ecuaciones anteriores implican que

ψnk(r+R) = eiR·kψnk(r) (4.11)

El teorema Bloch está algunas veces establecido de esta forma. Los estados propios de H

deben ser tomados de manera que con cada ψ haya asociado un vector de onda k tal que

ψ(r+R) = eiR·kψ(r) (4.12)

para todo R de la red de Bravais.

4.4. Condiciones de frontera de Born-Von Karman.

Imponiendo una condición de frontera apropiada sobre las funciones de onda podemos

demostrar que el vector de onda K debe ser real, y concluir en una condición de restric-

ción de valores permitidos de K. La condición escogida es la generalización natural de la

condición de frontera utilizada para la teoŕıa de Sommerfeld del electrón libre en una caja

cúbica. Como en ese caso, introducimos el volumen conteniendo los electrones en teoŕıa a

través de una condición de frontera de periodicidad macroscópica. A menos que la red de

Bravais sea un cubo y L sea un multiplo entero de la constante de red a, no es conveniente

continuar trabajando en un volumen cúbico de lado L. En cambio, es más conveniente

trabajar en un volumen equivalente a una celda primitiva de la red de Bravais impĺıcita.

Por lo tanto generalizamos las condiciones de frontera periódicas a,

ψ(r+Niai) = ψ(r), i = 1, 2, 3 (4.13)

donde ai son los tres vectores primitivos y Ni son todos los enteros de orden N1/3, donde

N = N1N2N3 es el número total de celdas primitivas en el cristal.

Aplicando el teorema de Bloch a la condición de frontera anterior encontramos que,

ψnk(r+Niai) = eiNia·kψnk(r), i = 1, 2, 3, (4.14)

lo cual requiere que,

eiNia·k = 1, i = 1, 2, 3. (4.15)

Cuando k tiene la forma,

k = x1b1 + x2b2 + x3b3, (4.16)
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requiere que,

e2πiNixi = 1, (4.17)

y en consecuencia debemos tener,

xi =
mi

Ni
, mi entero. (4.18)

Por lo tanto, la forma general para los vectores de onda de Bloch permitidos es

k =
3∑

i=1

mi

Ni
bi, mi entero. (4.19)

De la ec. (4.19) el volumen ∆k del espacio k por valor permitido de k es justamente el

volumen de un paraleleṕıpedo con lados bi/Ni,

∆k =
b1

N1
· (b2

N2
× b3

N3
) =

1

N
b1 · (b2 × b3) (4.20)

Puesto que b1 · (b2 × b3) es el volumen de una celda primitiva de la red rećıproca, la ec.

(4.20) asegura que el número de vectores de onda permitidos en una celda primitiva de la

red rećıproca es igual al número de sitios en el cristal.

El volumen de una celda primitiva de la red rećıproca es (2π)3

v , donde v = V
N es el volumen

de una celda primitiva de la red directa, de manera que la ec. (4.20) puede escribirse en

la forma alternativa como,

∆k =
(2π)3

V
. (4.21)

Este es precisamente el resultado encontrado en el caso de electrón libre.

4.5. La superficie de Fermi

El estado base de N electrones libres se construye ocupando todos los niveles k de un solo

electrón, con enerǵıa ε(k) = h̄2k2

2m menores que εf , donde εf se determina requiriendo que

el número total de niveles de un solo electrón con enerǵıa menor a εf sea igual al número

total de electrones.

El estado base de N electrones de Bloch se construye de forma similar, etiquetados con los

números cuánticos n y k, εn(k) no tiene la forma expĺıcita simple para el electrón libre,

y k debe estar confinada a una sola celda primitiva de la red rećıproca si cada nivel es

contado sólo una vez. Cuando el inferior de esos niveles se llena por un número espećıfico

de electrones, obtenemos dos tipos de configuraciones totalmente distintas.

1.- Un cierto número de bandas pueden estar completamente llenas, mientras que todas
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las otras permanecen vaćıas. La diferencia en enerǵıa entre el nivel superior ocupado y el

nivel inferior desocupado (por ejemplo, entre el máximo de bandas ocupadas y el máximo

de las bandas vaćıas) se conoce como la brecha prohibida. Se sabe que sólidos con una

brecha prohibida que exceden a kBT (T cerca de la temperatura ambiente) son aislantes.

Si la brecha es comparable a kBT , el sólido es conocido como un semiconductor intŕınseco.

Debido a que el número de niveles en una banda es igual al número de celdas primitivas en

el cristal y a que en cada nivel pueden acomodarse dos electrones (uno por cada esṕın), una

configuración con una brecha puede surgir (aunque no necesariamente) solo si el número

de electrones por celda primitiva es par.

2.- Un número de bandas puede estár parcialmente llena. Cuando esto ocurre, la enerǵıa

de Fermi εf , está dentro del rango de enerǵıas de una o más bandas. Para cada banda

parcialmente llena habrá una superficie en el espacio k, separando los niveles ocupados de

los niveles desocupados. El conjunto de todas estas superficies se conoce como la superficie

de Fermi, y es la generalización para los electrones de Bloch de la esfera de Fermi de

electrón libre. Las partes de la superficie de Fermi que surgen de las bandas individuales

parcialmente llenas son conocidas como brechas de la superficie de Fermi. Sabemos que

un sólido tiene propiedades metálicas si una superficie de Fermi existe.

Anaĺıticamente, la brecha de la superficie de Fermi en la n-ésima banda es aquella superficie

en el espacio k determinada por:

εn(k) = εf . (4.22)

Aśı la superficie de Fermi es una superficie de enerǵıa constante en el espacio k, tal como

la familia de equipotenciales de teoŕıa electrostática son superficies de enerǵıa constante

en el espacio real.

Puesto que la εn(k) es periódica en la red rećıproca, la solución completa, ec. (4.22), para

cada n es una superficie en el espacio k con la periodicidad de la red rećıproca. Cuando

una brecha de la superficie de Fermi se representa por la estructura periódica completa,

se dice que está descrita en un esquema de zona repetida. Frecuentemente, sin embargo,

es preferible tomar justamente cada brecha de la superficie de Fermi de manera que cada

nivel f́ısicamente distinto sea representado por cada punto de la superficie. Esto se consigue

representando cada brecha por esa porción de la superficie periódica completa contenida

dentro de una sola celda primitiva de la red rećıproca. Tal representación se describe como

un esquema de zona reducida. La celda primitiva escogida es frecuentemente, la primera

zona de Brillouin.
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4.6. Densidad de niveles

Debemos frecuentemente calcular cantidades que son sumas sobre los niveles electrónicos

de varias propiedades de un solo electrón. Tales cantidades son de la forma,

Q = 2
∑
n,k

Qn(k), (4.23)

donde para cada n la suma es sobre todos los valores permitidos de k dando niveles

f́ısicamente distintos, es decir, todo k dado en la forma de la ec. (4.19) incluido en una

sola celda primitiva.

En los ĺımites de un cristal macroscópico, los valores permitidos (ec. (4.19)) de k están

muy cercanos y la suma puede ser reemplazada por una integral, puesto que el volumen

del espacio k, por valor permitido de k (ec. (4.21)), tiene el mismo valor como en el caso

de electrón libre. La expresión derivada en el caso de electrón libre permanece válida, y

encontramos que,

q = ĺım
v→∞

Q

V
= 2

∑
n

∫
dk

(2π)3
Qn(k), (4.24)

donde la integral es sobre una celda primitiva.

Si Qn(K) depende de n y k solamente a través de la enerǵıa εn(K), entonces por analoǵıa

con el caso de electrón libre podemos definir una densidad de niveles por unidad de volumen

g(ε) de manera que q tenga la forma,

q =

∫
dεg(ε)Q(ε). (4.25)

Comparando estas expresiones tenemos que,

g(ε) =
∑
n

gn(ε), (4.26)

donde gn(ε), la densidad de niveles en la n-ésima banda, está dada por,

gn(ε) =

∫
dk

4π3
δ(ε− εn(k)), (4.27)

donde la integral es sobre una celda primitiva.

Una representación alternativa de la densidad de niveles puede construirse notando que,

como en el caso de electrón libre,

gn(ε) =
2

V
×


el número de vectores permitidos

en la n-ésima banda en el rango de

enerǵıa de ε a ε + dε


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El número de vectores de onda permitidos en la n-ésima banda en este rango de enerǵıas

es justamente el volumen de una celda primitiva en el espacio k, con ε ≤ ε(k) ≤ ε + dε,

dividido por el volumen por vector de onda permitido, ∆k = (2π)3

V . Aśı,

gn(ε) =

∫
dk

4π3
×
{

1, ε ≤ εn ≤ ε+ dε,

0, en otra forma

}
,

dado que dε es infinitesimal, esto puede tambien ser expresado como una integral de

superficie. Sea Sn(ε) la porción de la superficie εn(k) = ε dentro de la celda primitiva, y

sea δk(k) la distancia perpendicular entre las superficies Sn(ε) y Sn(ε + dε) en el punto

k, entonces,

gn(ε) =

∫
Sn(ε)

dS

4π3
δk(k). (4.28)

Para encontrar una expresión expĺıcita para δk(k) notemos que, puesto que Sn(ε) es una

superficie de enerǵıa constante, el gradiente de εn(k), ∇εn(k), es un vector normal a esa

superficie cuya magnitud es equivalente a la razón de cambio de εn(k) en la dirección

normal; es decir,

ε+ dε = ε+ ∥∇εn(k)∥δk(k), (4.29)

y puesto que,

δk(k) =
dε

∥∇εn(k)∥
, (4.30)

sustituyendo la ec. (4.30) en la ec. (4.28), llegamos a la forma

gn(ε) =

∫
Sn(ε)

dε

∥∇εn(k)∥
(4.31)

y tenemos una relación entre la densidad de niveles y la estructura de bandas.



62 4. ESTRUCTURA DE BANDAS Y DENSIDAD DE ESTADOS



Caṕıtulo 5

Resultados

En este caṕıtulo presentamos nuestros resultados del cálculo de las propiedades estructura-

les, electrónicas y ópticas de los nitruros semiconductores AlN, GaN, InN y los compuestos

ternarios Ga1−xAlxN y Ga1−xInxN como función de la concentración x. Hemos conside-

rado cinco valores para la concentración x=0.0, 0.25, 0.50, 0.75, 1.00. En todos los casos

propuestos hemos considerado únicamente la estructura cristalina de la fase wurzita.

5.1. Modelo de cálculo

Los cálculos se realizaron utilizando la aproximación no relativista FP-LAPW dentro del

marco de la Teoŕıa del Funcional de la Densidad (DFT). La enerǵıa de correlación e

intercambio de los electrones se describe en la aproximación del gradiente generalizado

(GGA).

Para calcular la convergencia de la enerǵıa total representamos las funciones base hasta

un radio de corte RMT ∗Kmax = 7 Ry para los compuestos binarios y para el compuesto

ternario Ga1−xAlxN; mientras que para el compuesto ternario Ga1−xInxN utilizamos un

radio de corte RMT ∗Kmax = 8 Ry. Los valores del radio de MT fueron de 1.6 Bohr para

N, 1.9 para Al, 2.00 para Ga y 2.33 para In en todos los casos, con esto aseguramos tener

la máxima carga dentro de la esfera de MT.

En la estructura wurzita (WZ) los átomos están en un arreglo con las posiciones para el

catión (Al, Ga, In) en (0, 0, 0) y (23 ,
1
3 ,

1
2) y el N localizado en (0, 0, u) y (23 ,

1
3 ,

1
2 +u),

siendo u el parámetro interno de separación anión-catión.

Iniciamos nuestro estudio optimizando las constantes de red de los compuestos binarios

AlN, GaN y InN partiendo de la estructura ideal de la wurzita, es decir, utilizamos la razón

63
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c
a =1.633 y el parámetro interno u =0.375. La optimización de la estructura cristalina la

realizamos utilizando un proceso iterativo hasta que la enerǵıa total del cálculo convergiera

a ∆E =0.01mRy como una función de las tres variables V , c
a y u. Para el posterior cálculo

de los compuestos ternarios trabajamos de inicio con la celda unitaria optimizada del GaN

(4 átomos por celda unitaria), la cual posee, de acuerdo a las Tablas Cristalográficas, el

grupo espacial P63mc. Utilizamos entonces el modelo de la supercelda, que en este estudio

es del doble del tamaño de la celda unitaria (2×2×2) conteniendo inicialmente 16 átomos de

Ga y 16 de N, realizamos entonces las sustituciones de Ga por Al o In para concentraciones

de x =0.25, 0.50 y 0.75, obteniendo los compuestos ternarios Ga1−xAlxN y Ga1−xInxN.

Con estas concentraciones optimizamos las constantes de red del cristal en función del

mı́nimo de la enerǵıa total, calculada hasta ∆E = 0.01 mRy, como una función de las

tres variables V , c
a y u para cada una de las nuevas concentraciones. En todos los cálculos

hemos considerado a los electrones Ga3d y In4d como electrones del “core”, ya que de

acuerdo a su configuración electrónica, las capas Ga3d y In4d estan completamente llenas.

5.2. Resultados de las propiedades estructurales de Ga1−xAlxN

y Ga1−xInxN

5.2.1. Resultado de nuestro cálculo para el compuesto ternario Ga1−xAlxN.

En la Tabla 5.1 resumimos los resultados obtenidos para las constantes de red y para el

parámetro interno u de los compuestos propuestos en este trabajo de tesis, tanto de los

compuestos binarios que utilizamos de inicio, aśı como para los compuestos ternarios, y

comparamos con datos experimentales y con otros cálculos que utilizan diversos métodos

teóricos.
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Tabla 5.1: Constantes de red en Å y parámetro interno u para GaN, AlN y Ga1−xAlxN.

Sistema Este Otros Experimental

trabajo cálculos

GaN a 3.22089 3.1660f , 3.1890g, 3.2000h 3.1890a, 3.1892b, 3.1880c

3.1800i, 3.1986j , 3.1700k 3.1900d, 3.1890l

c 5.23685 5.1540f , 5.1850g, 5.2200h 5.1850a, 5.1850b, 5.1856c

5.1898i, 5.2262j , 5.1510k 5.1890d, 5.1850l

u 0.37800 0.3770f , 0.3768g, 0.3760h 0.3768a, 0.3770d, 0.3770l

0.3760i, 0.3772j , 0.3768k

Ga75Al25N a 3.20595 Ver Ref. [55, 69, 70] Ver Ref. [67, 68, 62]

c 5.13384 Ver Ref. [71, 63]

u 0.37811

Ga50Al50N a 3.17198 Ver Ref. [55, 69, 70] Ver Ref. [67, 68, 62]

c 5.10120 Ver Ref. [71, 63]

u 0.37900

Ga25Al75N a 3.16006 Ver Ref. [55, 69, 70] Ver Ref. [67, 68]

c 5.08707 Ver Ref. [71, 63]

u 0.37912

AlN a 3.14108 3.0920f , 3.084g, 3.1000h 3.1120a, 3.11d, 3.1106e

3.0610i, 3.10954j , 3.098k 3.112l

c 5.02677 4.954f , 4.9948g, 5.010h 4.9820a, 4.98d, 4.9795e

4.8976i, 4.9939j , 4.9599k 4.982l

u 0.38050 0.3821f , 0.3814g, 0.3800h 0.3819a, 0.3821d, 0.382l

0.3820i, 0.3819j , 0.3819k

aRef. [13] S. Strite gRef. [56] A. F. Wright Ref. [67] S. Yoshida

bRef. [51] T. Detchprohm hRef. [57] C. Bungaro Ref. [68] F. Yun

cRef. [52] M. Leszczynski iRef. [58] J. Serrano Ref. [62] Kin Man Yu

dRef. [53] H. Schulz jRef. [59] A. Zoroddu Ref. [69] M. Goano

eRef. [54] M. Tanaka kRef. [60] P. Carrier Ref. [70] K. Chen

fRef. [55] Z. Dridi lRef. [61] K. E. Miyano Ref. [71] F. Sökeland

Ref. [63] B. V. Robouch
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Figura 5.1: Variación de las constantes de red del compuesto Ga1−xAlxN como función

de la concentración x. Los cuadros negros representan los valores obtenidos en nuestros

cálculos y la ĺınea a trazos el ajuste propuesto.
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Figura 5.2: Variación del parámetro interno u del compuesto Ga1−xAlxN como función

de la concentración x. Los cuadros negros representan los valores obtenidos en nuestros

cálculos y la ĺınea el ajuste propuesto.

Los valores para las constantes de red y para el parámetro interno u optimizados, como

función de la concentración, los mostramos gráficamente en las Figura 5.1 y 5.2. De estas

figuras, podemos observar que ambas constantes, la constante de red a y la constante

de red c, decrecen cuando se incrementa la concentranción de aluminio, esto debido a la

diferencia que existe entre los radios iónicos del Al3+ y del Ga3+, los cuales tiene valores

de 0.39 Å y 0.47 Å respectivamente. Por lo tanto, debido a que el radio del ión aluminio

Al3+ es más pequeño, al aumentar la concentración de este, disminuye la distancia entre

átomos dando una constante de red menor.

En la Figura 5.2 observamos la variación del parámetro interno u con la concentración.

El cálculo de la variación de este importante parámetro con la concentración no hab́ıa
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sido realizado anteriormente, todos los autores de trabajos teóricos, consultados y citados

en la Tabla 5.1 utilizan la interpolación de los compuestos binarios para reportar el valor

de este parámetro. Sin embargo, experimentalmente, utilizando la técnica EXAFS (exten-

ded X-ray absorption fine structure) se puede investigar la estructura a nivel local de los

compuestos, tanto binarios como ternarios, con esta técnica se puede determinar para un

elemento particular: la longitud del enlace, la fracción de ocupación y el tipo de vecinos,

entonces es posible, en principio, comparar los resultados obtenidos en este trabajo, re-

portados en la Tabla 5.2, con los resultados experimentales.

Tabla 5.2: Distancia en Å y número de vecinos al catión central (Ga) para GaN, AlN y

Ga1−xAlxN.

átomo Número Distancia átomo Número Distancia

GaN N 3 1.96627 Ga 6 3.22089

N 1 1.97953 Ga 6 3.21157

promedio 1.9696 3.2162

Ga75Al25N N 3 1.95387 Ga o Al 5 3.16467

N 1 1.94116 Ga o Al 1 3.16358

promedio 1.95079 3.16449

Ga50Al50N N 3 1.93257 Ga o Al 5 3.13997

N 1 1.93335 Ga o Al 1 3.13889

promedio 1.93276 3.13979

Ga25Al75N N 3 1.92530 Ga o Al 5 3.13021

N 1 1.92861 Ga o Al 1 3.12915

promedio 1.92613 3.13003

AlN N 3 1.91040 Al 6 3.09934

N 1 1.91269 Al 6 3.14108

promedio 1.91097 3.12021

K. E. Miyano et. al.[61] reportan los paramétros estructurales a y c de los compuestos

GaN y AlN con valores de 3.189 Å, 5.185 Å, 3.112 Å y 4.982 Å, y el parámetro interno u

con valores de 0.377 y 0.382, mientras que utilizando la técnica EXAFS reportan para GaN

puro rGa−N =1.950 Å y rGa−Ga =3.171 Å los valores para las distancias rGa−Ga y rGa−Al,

en el compuesto ternario Ga1−xAlxN se muestan en la referencia citada; Kin Man Yu et.

al.[62] reportan de mediciones experiementales para una concentración de 0 ≤ x ≤ 0.6 en
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el compuesto Ga1−xAlxN la dependencia en la longitud del enlace con la composición; B.

V. Robouch et. al.[63] realizan un trabajo teórico usando un modelo de tetraedros para el

compuesto Ga1−xAlxN para calcular estas distancias.

Las distancias calculadas, rGa−N y rGa−Al tomando como catión central al Ga, en este

trabajo se reportan en la Tabla 5.2, de los valores reportados se puede observar que hay

una muy buena concordancia entre los valores calculados en este trabajo con los resultados

experimentales dados en las referencias[61, 62, 63], sobre todo en los compuestos binarios

ya que en los compuestos ternarios, nuestro modelo propuesto, unicamente sustituye Al

por Ga.

Con respecto al compuesto ternario, los trabajos teóricos toman la aproximación del cristal

virtual (VCA) como punto de inicio, ejemplo de ello se encuentra en los trabajos realizados

por Z. Dridi et. al. [55], M. Goano et. al. [69], K. Chen F. et. al. [70] y Sökeland et. al. [71].

Experimentalmente se ha medido, junto con las propiedades electrónicas, el parámetro c

tal como se puede ver en los trabajos realizados por S. Yoshida et. al. [67] y F. Yun et. al.

[68]. En la Figura 5.3 se muestra la comparación de nuestros cálculos para el parámetro de

red c con los resultados experimentales reportados en estas referencias. Podemos observar

la buena correlación en la tendencia que existe entre ambos resultados ya que la diferencia

obtenida entre nuestros cálculos y los datos experimentales es menor a los 0.5 Å, lo cual

consideramos una buena aproximación, puesto que los cálculos que utilizan GGA tienden

a sobreestimar el valor de la constante de red.

Por otro lado Y. Koide et. al. [75], D. K. Wickenden et. al. [76], K. Itoh et. al. [79], a partir

de sus resultados experimentales, asumen que el comportamiento de la constante c con

la concentración obedece la ley de Vegard, esto lo podemos atribuir a que estos autores

trabajan en un pequeño rango de concentraciones, menor que 0.35 (x ≤0.35), rango en el

cual es dif́ıcil notar la no linealidad del parámetro de red c. Aśı mismo, de las figuras 5.1

y 5.2 se puede observar claramente que no existe una relación lineal entre los parámetros

de red y el parámetro u, con la concentración, es decir, no siguen la ley de Vegard. Para

calcular la desviación de la ley de Vegard, los resultados mostrados en las Figuras 5.1 y

5.2 son ajustados a las expresiones siguientes:

a(x) = xaA + (1− x)aB − ϵax(1− x), (5.1)

c(x) = xcA + (1− x)cB − ϵcx(1− x), (5.2)

u(x) = xuA + (1− x)uB − ϵux(1− x), (5.3)

donde a(x), c(x) y u(x) corresponden a las constantes de red del compuesto ternario

Ga1−xAlxN, aA,B, cA,B y uA,B son las constantes de red de las compuestos binarios
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Figura 5.3: Variación de la constante de red c del compuesto Ga1−xAlxN como función

de la concentración x de aluminio. Los cuadros negros representan los valores obtenidos

en este trabajo, la ĺınea continua, el ajuste propuesto y los circulos abiertos los resultados

experimentales mostrados en las referencias [67, 68].

optimizadas (A=AlN y B=GaN) y ϵa, ϵc y ϵu son los parámetros de desviación respectivos.

Ajustando los resultados de la Tabla 5.1, mostrados en las Figuras 5.1 y 5.2 a las ecuaciones

(5.1) a (5.3) obtenemos los resultados para las desviaciones de el compuesto ternario

Ga1−xAlxN: ϵa =0.0113 Å, ϵc =0.1179 Åy ϵu =0.0011.

De estos resultados podemos observar que tanto para las constantes de red a y c como

para el parámetro interno, u, la desviación es positiva, correspondiendo a una curvatura

positiva.
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5.2.2. Resultado de nuestro cálculo para el compuesto ternario Ga1−xInxN.

En la Tabla 5.3 resumimos los resultados de nuestro trabajo de la optimización de las

constantes de red para el compuesto ternario Ga1−xInxN y comparamos con datos expe-

rimentales y cálculos obtenidos en la literatura. Cabe mencionar que en la revisión que

realizamos en la literatura, por ejemplo, en las referencias [8, 13, 50], los cuales son ar-

ticulos de revisión, se reportan muy pocos resultados experimentales para el parámetro

interno u del semiconductor InN. Como primera conclusión notemos que los parámetros

a y c aumentan al incrementar la composición de indio, esto debido a la diferencia en

los radios iónicos, el radio iónico del In3+ tiene un valor de 0.76 Å el cual es mayor que

el radio iónico del Ga3+. Los resultados de nuestros cálculos los mostramos en la Figura

5.4 para los parámetros de red y en la Figura 5.5 para el parámetro interno u. De estas

figuras se observa de manera más clara la no linealidad en la relación entre parámetros

y concentración. Cuando ajustamos los resultados mostrados en las Figuras 5.4 y 5.5 a

las mismas expresiones que para el compuesto ternario Ga1−xAlxN, (ec. (5.1) a (5.3)),

ahora con A=InN y B=GaN, obtenemos para el compuesto Ga1−xInxN: ϵa =-0.1445 Å,

ϵc =-0.1884 Å y ϵu =0.0001. Podemos observar que para las constantes de red ambos

parámetros de desviación son negativos, mientras que para el parámetro interno u la des-

viación es positiva, aunque su valor es muy pequeño. Es decir la concavidad es hacia arriba

para los parámetros estructurales, mientras que es opuesta para el parámetro u.

T. Miyajima et. al.[64] de mediciones experimentales para el compuesto ternario Ga1−xInxN

con concentraciones x≤ 0.21, utilizando la técnica EXAFS, reportan los valores para las

distancias entre átomos dIn−Ga y dIn−In de 3.22-3.30 Å y 3.25-3.30 Å respectivamente,

y tambien la distancia dIn−N la cual esta entre 1.85-2.21 Å. En nuestro caso obtenemos

que los valores para las distancias dIn−Ga, dIn−In y dIn−In para 0 ≤ x ≤ 0.25 están en el

rango 3.216-3.322 Å y 1.969-2.034 Å respectivamente; T. Miyajima et. al.[65] utilizando la

técnica EXAFS miden la distancia dIn−In y dIn−N reportando los valores de dIn−N= 2.15

Å y dIn−In= 3.53 Å, tambien reportan los valores para los parámetros de red de a= 3.536

y c= 5.701 Å respectivamente, de nuestros resultados obtenemos que la distancia dIn−N

y dIn−In son de 2.162 Å y 3.531 Å respectivamente; Y. Nanishi et. al.[83] trabajando con

el compuesto InN y utitilizando la técnica EXAFS miden la distancia entre In-In y In-N

reportando los valores de dIn−N= 2.14 y dIn−In= 3.53 Å. En la tabla 5.4 reportamos las

distintas distancias calculadas en este trabajo, tomando como átomo central al Ga.

El compuesto ternario Ga1−xInxN tambien ha sido estudiado por diversos grupos, Z. Dri-
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Tabla 5.3: Constantes de red en Å y parámetro interno u para GaN, InN y Ga1−xInxN.

Sistema Este Otros cálculos Experimental

trabajo

GaN a 3.22089 3.1660j 3.189k 3.2000l 3.1890a 3.1892b

3.1800m 3.1986n 3.17o 3.1880c 3.19d

c 5.23685 5.1540j 5.185k 5.2200l 5.1850a 5.185b

5.1898m 5.2262n 5.151o 5.18561c 5.189d

u 0.37800 0.3770j 0.3768k 0.3760l 0.3768a 0.377d

0.3760m 0.3772n 0.3768o

Ga75In25N a 3.32980 Ver [55, 74] Ver [72]

c 5.39875

u 0.37905

Ga50In50N a 3.41285 Ver [55, 74] Ver [73]

c 5.52567

u 0.37918

Ga25In75N a 3.49695 Ver [55, 74]

c 5.63328

u 0.37964

InN a 3.54403 3.520j 3.501k 3.480l 3.5365e 3.5378f

3.525m 3.614n 3.546o 3.548g 3.540h

c 5.72285 5.675j 5.669k 5.64l 5.7039e 5.7033f

5.68583m 5.8836n 7162o 5.76g 5.705h

u 0.38061 0.3799j 0.3784k 0.378l

0.379m 0.37929n 0.379o

aRef. [13] S. Strite hRef. [82] K. Kubota Ref. [55] Z. Dridi

bRef. [51] T. Detchprohm Ref. [72] S. Nakamura

cRef. [52] M. Leszczynski kRef. [56] A. F. Wright Ref. [73] Zhu Xue-Liang

dRef. [53] H. Schulz lRef. [57] C. Bungaro Ref. [74] M. Ferhat

eRef. [6] V. Yu. Davydov mRef. [58] J. Serrano

fRef. [80] W. Paszkowicz nRef. [59] A. Zoroddu

gRef. [81] T. L. Tansley oRef. [60] P. Carrier



5.2. Resultados de las propiedades estructurales de Ga1−xAlxN y Ga1−xInxN 73

Figura 5.4: Variación de las constantes de red a y c del compuesto ternario Ga1−xInxN

como función de la concentración x de indio. Los cuadros negros representan los valores

obtenidos en nuestros cálculos y la ĺınea el ajuste propuesto.
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Figura 5.5: Variación del parámetro interno u del compuesto ternario Ga1−xInxN como

función de la concentración x de indioos cuadros negros representan los valores obtenidos

en nuestros cálculos y la ĺınea el ajuste propuesto.

di et. al.[55] usando FP-LAPW con LDA y la aproximación de cristal virtual; J. Serrano

et. al.[58] trabajan dentro de la DFT con LDA para la cual usan la forma de Ceperley-

Alder para la enerǵıa de correlación e intercambio; A. Zoroddu et. al.[59] usando primeros

principios dentro del marco de la teoŕıa del funcional de la densidad utilizando pseudopo-

tenciales ultrasuaves en ambos métodos utilizan LDA y GGA; P. Carrier et. al.[60] usando

ondas planas, pseudopotenciales y el método LAPW con LDA; M. Goano et. al.[69] usan-

do pseudopotenciales y la aproximación del cristal virtual; y C. Stampfl et. al.[84] usando

DFT con LDA y la aproximacion de gradiente generalizado de Perdew et. al.. Sin embargo

debido al uso de diversos métodos teóricos y a la poca información experimental, no se ha

establecido una única tendencia en los resultados para los parámetros estructurales como
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Tabla 5.4: Distancia en Å y número de vecinos al catión central para GaN, InN y

Ga1−xInxN.

átomo Número Distancia átomo Número Distancia

GaN N 3 1.96627 Ga 6 3.22089

N 1 1.97953 Ga 6 3.21157

promedio 1.9696 3.2162

Ga75In25N N 3 2.03032 Ga o In 6 3.31398

N 1 2.04640 Ga o In 6 3.32980

promedio 2.03434 3.32189

Ga50In50N N 3 2.08043 Ga o In 6 3.39349

N 1 2.09522 Ga o In 6 3.41285

promedio 2.08413 3.40317

Ga25In75N N 3 2.12977 Ga o In 6 3.46549

N 1 2.13862 Ga o In 6 3.49695

promedio 2.13198 3.48122

InN N 3 2.15721 Ga o In 6 3.51774

N 1 2.17817 Ga 6 3.54403

promedio 2.16245 3.53088

función de la concentración para este compuesto.

5.3. Resultados de las propiedades electrónicas de Ga1−xAlxN

y Ga1−xInxN.

Antes de presentar nuestros resultados, realicemos una breve revisión de los resultados

experimentales y teóricos obtenidos en la literatura.

5.3.1. Resultados obtenidos en la literatura para el compuesto ternario

Ga1−xAlxN.

La preparación experimental del compuesto ternario Ga1−xAlxN fue realizada a finales de

los 70’s por Hagan et. al. [85] y también por Baranov et. al. [86]. Para este compuesto, va-

rios grupos han medido, entre otras propiedades la constante de red c, el parámetro óptico

de curvatura δ (optical bowing factor), el cual mide la desviación respecto de la ĺınealidad;
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y la variación de la banda de enerǵıa prohibida (Egap) como función de la concentración.

Por ejemplo, S. Yoshida et. al. [67], midieron la constante de red c y la variación del gap

energético en un rango para la concentración de 0 ≤ x ≤ 1 usando muestras crecidas por

la técnica MBE. Comparando nuestros resultados con los de este autor observamos una

buena correlación en todo el rango de concentración para la constante de red c. Sin em-

bargo, esto no sucede para la variación de la banda de enerǵıa prohibida (Egap), aunque

nuestros cálculos muestran la misma tendencia que los resultados experimentales hasta

una concentración de x =0.7. S. Yoshida et. al. no dan un valor exacto para δ, sugiriendo

solamente que el valor debe ser pequeño. Y. Koide et. al. [75] reportan un parámetro δ = 1,

en un rango 0 ≤ x ≤ 0.4 usando muestras crecidas por la técnica MOVPE. Este grupo

también sugiere que la variación del parámetro c con la concentración sigue la ley de Ver-

gad, es decir, el comportamiento es lineal. D. K. Wickenden et. al. [76] reportan un valor

de δ =-0.8 en un rango de 0 ≤ x ≤0.4 usando muestras crecidas por la técnica MOCVD,

sus resultados confirman que los parámetros de red cumplen con la ley de Vegard. El

grupo de F. Yun et. al. [68] reporta la variación del gap en función de la concentración

en todo el rango de concentración 0 < x < 1, dando un valor positivo para δ cercano a 1.

Comparando los resultados obtenidos por este grupo con los nuestros, vemos que es en este

caso, donde nuestros resultados muestran una mejor correlación en cuanto a la variación

de la banda de enerǵıa prohibida (Egap) como función de la concentración. Estos autores

sugieren también que las constantes de red tienen una desviación de la ley de Vegard. K.

Itoh et. al. [79] asumen que el parámetro de red obedece la ley de Vegard y reportan la

variación de la banda de enerǵıa prohibida (Egap) en función de la concentración en el

rango 0< x <0.3 dando un valor para δ positivo y cercano a 1. T. Takeuchi et. al. [88]

reportan, de sus datos experimentales, un valor para δ de 0.25 para una concentración

entre 0≤ x ≤0.25, mientras que M. A. Khan et. al. [87] con base a sus resultados sugieren

tambien un valor pequeño para δ. Estos autores reportan que en su trabajo cubrieron un

rango, para la concentración, entre 0 ≤ x ≤1 usando muestras crecidas por la técnica

MOCVD, aunque en la gráfica correspondiente para la banda de enerǵıa prohibida (Egap)

como función de la concentración solo se observan valores para la concentración de hasta

0.5

Con respecto a la parte teórica encontramos diversos resultados empleando distintos méto-

dos. Z. Dridi et. al. [55] utilizando primeros principios con LDA optimizan las constantes

de red de los compuestos binarios y para el cálculo de los compuestos ternarios utilizan Ley

de Vegard, reportando un valor de δ =0.71; A. F. Wright et. al. [56] trabajan dentro del
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marco DFT-LDA, sus cálculos fueron realizados usando el método de pseudopotenciales

y ondas planas (PWPP), reportando un valor de δ =0.53; M. Goano et. al. [69] usando el

método de potenciales semiemṕıricos y la interpolación de los parámetros de los compues-

tos binarios (utilizando nuevamente ley de Vegard) que toman directamente de resultados

experimentales, reportan un valor para δ =0.069; K. Chen et. al. [70] utilizando dinámica

molecular y DFT-LDA reportan un δ =0.026; S. K. Pugh et. al. [89] utilizando el método

k · p reportan un valor cercano a cero, trabajan los compuestos ternarios utilizando Ley

de Vegard.

Estos valores, obtenidos en la literatura, los mostramos en la Tabla 5.3 donde reportamos

también el valor obtenido en este trabajo.

Tabla 5.5: Resultados experimentales y teóricos obtenidos de la literatura para el paráme-

tro óptico de curvatura δ del compuesto ternario Ga1−xAlxN como función de la concen-

tración x de aluminio.

Método δ [eV] Método δ [eV]

Exp. a ≈ 0 Teo. g 0.710

Exp. b 1 Teo. h 0.0690

Exp. c ≈ 1 Teo. i 1.4000

Exp. d ≈ 0 Teo. j ≈ 0

Exp. e ≈ 1 Teo. k ≈ 0

Exp. f 1 Teo. l 0.0775

Exp. m 1.4

a Ref. [67] S. Yoshida g Ref. [55] Z. Dridi

b Ref. [68] F. Yun h Ref. [69] M. Goano

c Ref. [75] K. Koide i Ref. [70] K. Chen

d Ref. [87]M. A. Khan j Ref. [76] Wickenden

e Ref. [88] T. Takeuchi k Ref. [89] S. K. Pugh

f Ref. [90] O. Ambacher l Valor calculado en este trabajo.

m Ref. [8] W. Walukiewicz

De los resultados mencionados anteriormente podemos observar que:

Los resultados donde se cubre todo el rango de concentraciones, tanto teórica como

experimentalmente, es con los cuales los resultados obtenidos en nuestro trabajo



78 5. RESULTADOS

concuerdan mejor.

Para aquellos trabajos donde solo se cubre un rango en la concentración x ≤ 0.4,

podemos asumir que el comportamiento es lineal.

Los resultados obtenidos no dependen del método utilizado para el crecimiento de

las muestras.

5.3.2. Resultados obtenidos en la literatura para el compuesto ternario

Ga1−xInxN.

El grupo de P. Ruterana et. al. [96] reportan los primeros resultados de este compuesto

ternario, a finales de los 80’s, crecido con un alto grado de ordenamiento sobre zafiro en

dirección (0001) utilizando la técnica MOCVD; T. Takeuchi et. al. [88] usando muestras

crecidas con la técnica MOVPE sobre sustratos de zafiro en dirección [0001] reportan un

valor de 3.2 para δ trabajando en un rango de concentración x ≤0.20. Ellos argumentan

que debido a la tensión biaxial ejercida, debida a la diferencia en los parámetros de red

del sustrato y la muestra, el valor de δ debe ser menor para una estructura relajada. S.

Nakamura et. al. [91] crecen muestras de este material utilizando la técnica MOCVD en un

rango de concentraciones entre 0≤ x ≤0.4, reportando un δ = 1, para su ajuste utilizan el

valor de Egap (InN) = 1.95 eV; M. D. McCluskey et. al. [92] experimentalmente hallan un

valor para el parámetro δ de 3.8 a temperatura ambiente, esto para concentraciones x ≤
0.125, para su ajuste utilizan el valor de Egap (InN) = 1.8 eV. C. Wetzel et. al. [93] usando

muestras crecidas por MOVPE sobre sustratos de zafiro en dirección (0001) reportan

un valor de δ =0.9 para una concentración x ≤0.2, para su ajuste utilizan el valor de

Egap (InN) = 1.89 eV. J. Wu et. al. [95] en el rango 0 ≤ x ≤0.5 de concentración encuentran

un valor para δ de aproximadamente 1.4 eV., las muestras que utilizan para ello fueron

crecidas en sustratos de zafiro utilizando la técnica MBE; S. Pereira et. al. [77] trabajando

con el compuesto Ga1−xInxN con x ≤ 0.25 predicen un comportamiento lineal para la

variación del gap energético con la concentración dentro del rango de concentraciones que

manejan, tambien sugieren, de la extrapolación de sus resultados, que el valor para el

gap de enerǵıa del compuesto InxN es menor del valor 1.89 que se hab́ıa tomado como

referencia, J. Wu et. al. [78] experimentalmente reportan un valor para δ= 1.4 trabajando

con el compuesto Ga1−xInxN con x ≤ 0.5.

Teóricamente C. Caetano et. al. [94] reportan un valor para δ de 1.44 utilizando primeros

principios y GQCA para el compuesto libre de tensiones (unstrained); Z. Dridi et. al.
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Tabla 5.6: Resultados experimentales y teóricos obtenidos de la literatura para el paráme-

tro óptico de curvatura δ en Ga1−xInxN.

Método δ [eV] Método δ [eV]

Exp. a 2.50 Teo.g 1.70

Exp. b 3.20 Teo.h 0.1677

Exp. c 1.00 Teo.i 1.05

Exp. d 3.5 Teo.j 1.44

Exp. e 2.6 Teo.k 0.9990

Exp. f 1.4 Exp.l 1.70

Exp. l 1.4

a Ref. [6] Davydov g Ref. [55] Z. Dridi

b Ref. [88] T. Takeuchi h Ref. [56] A. F. Wright

c Ref. [91] S. Nakamura i Ref. [69] M. Goano

d Ref. [92]M. McCluskey j Ref. [94] C. Caetano

e Ref. [93] C. Wetzel k Este trabajo.

f Ref. [95] J. Wu l Ref. [8] W. Walukiewicz

o Ref. [77] S. Pereira n Ref. [78] J. Wu

[55] utilizando primeros principios DFT-LDA reportan un valor para δ de 1.7 usando

la aproximación del cristal virtual (VCA); M. Goano et. al. [69] utilizando un método

semiemṕırico y pseudopotenciales junto con la interpolación de los parámetros de los

compuestos binarios los cuales toman directamente de resultados experimentales reportan

un valor para δ =0.1677; A. F. Wright et. al. [56] reportan un δ =1.02 utilizando el

método de primeros principios y una base de ondas planas, trabajando en la estructura

zinc-blenda, argumentando que debido a la poca diferencia entre las enerǵıas del estado

base para ambas estructuras debeŕıan tener un comportamiento similar en esta propiedad

electrónica.

Como podemos observar de la revisión realizada, los autores, en su ajuste, utilizan valores

desde 1.8 a 1.95 eV para el Egap del InN, además. El rango de concentraciones que trabajan

es diverso, desde 0.12 hasta 0.5, razón por la cual, los valores de δ resultan muy dispersos.

Con respecto a los resultados teóricos observamos la misma tendencia para todas las

aproximaciones realizadas y métodos empleados. Los valores obtenidos de la revisión, los

mostramos en la Tabla 5.4, junto con el resultado obtenido en este trabajo.
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5.3.3. Resultado de nuestro cálculo para los compuestos ternarios Ga1−xAlxN

y Ga1−xInxN.

Los valores obtenidos de nuestros cálculos para la variación del gap de enerǵıa como una

función de la concentración los resumimos en la Tabla 5.5 y los mostramos esquemática-

mente en la Figura 5.6.

Tabla 5.7: Valores cálculados para la banda de enerǵıa prohibida para los compuestos

ternarios Ga1−xAlxN y Ga1−xInxN como función de la concentración

Compuesto Egap(eV) Compuesto Egap(eV)

GaN 1.76876 GaN 1.76876

Ga75Al25N 2.31993 Ga75In25N 1.08846

Ga50Al50N 2.83000 Ga50In50N 0.87077

Ga25Al75N 3.51193 Ga25In75N 0.48981

AlN 4.02731 InN 0.29933

Se observa de la Figura 5.6 que el compuesto ternario Ga1−xAlxN sigue una relación casi

lineal, mientras que el compuesto ternario Ga1−xInxN es evidente que se aleja de la relación

lineal. Los resultados para ambas gráficas los ajustamos a una función cuadrática de la

siguiente forma:

Eg(x) = xEg,AN + (1− x)Eg,GaN − δx(1− x), (5.4)

donde Eg(x) es el valor de la enerǵıa de banda prohibida del compuesto ternario AxGa1−xN

(A=Al, In), Eg,AN es el valor de la enerǵıa de banda prohibida para AlN o InN y Eg,GaN

es el valor de la enerǵıa de banda prohibida del GaN, δ es el coeficiente del término

cuadrático. Al sustituir los valores de la Tabla 5.5 en la ecuación (5.4) obtenemos que el

valor del parámetro δ =0.0775 para el compuesto ternario Ga1−xAlxN y δ =0.9990 para

el compuesto ternario Ga1−xInxN.
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Figura 5.6: Variación de la banda de enerǵıa prohibida Egap como función de la concen-

tración x para los compuestos ternarios Ga1−xAlxN y Ga1−xInxN. Los cuadros negros

representan los valores obtenidos en este trabajo, la ĺınea a trazos representa el ajuste

lineal (Ley de Vegard) y la ĺınea continua el ajuste cuadrático propuesto en la ecuación

(5.4)
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De los cálculos realizados y las referencias citadas podemos concluir lo siguiente:

En el crecimiento de las muestras se emplearon diversos métodos de crecimiento tales

como MBE, MOCVD, MOVPE, con los cuales se obtiene muestras de alta calidad

cristalina y con los diversos métodos utilizados los resultados obtenidos muestran la

misma tendencia tanto en las constantes de red como en las propiedades electrónicas.

Nuestros resultados de los cálculos para las compuestos binarios son acordes con los

resultados experimentales y con los resultados teóricos, lo que nos permitió abordar

el problema de los compuestos ternarios. Generando para su estudio una supercelda

siguiendo el mismo proceso utilizado en los compuestos binarios.

Los resultados obtenidos para las constantes de red, en especial para el compuesto

ternario Ga1−xAlxN, tomando como referencia los valores obtenidos para el paráme-

tro c, nos muestra que entre nuestros cálculos y los valores experimentales reportados

en la referencia[67] la correlación es buena en todo el rango de concentraciones. Es-

to nos permite asegurar que nuestros cálculos fueron realizados de manera correcta

para los compuestos ternarios.

El valor de los parámetros de desviación para las constantes de red son positivos

aśı como el parámetro interno u para el compuesto ternario Ga1−xAlxN, lo que

concuerda con resultados experimentales y teóricos. Por otro lado, para el compuesto

ternario Ga1−xInxN el parámetro de desviación para u es positivo mientras que el

parámetro de desviación para las constantes de red son ambos negativos.

Se reporta en nuestro trabajo por primera vez el parámetro interno u. En los trabajos

teóricos realizados por otros autores no se reporta este valor y experimentalmente

este parámetro se mide indirectamente utilizando la técnica EXAFS, de donde ob-

servamos la buena correlación que existe entre ambos valores.

De los resultados experimentales, sin diferencia en la manera en que fueran crecidas

las muestras (MBE, MOCVD, MOVPE), todas ellas se crecen sobre sustratos de

zafiro en dirección [0001] y la mayoŕıa de los trabajos se centra en un limitado intevalo

de concentraciones (0 ≤ x ≤0.5), es por esto que se hallan diversos valores para δ. Sin

embargo, los experimentos en donde se realiza todo el barrido en la concentración, es

con los cuales nuestros resultados reproducen de manera mas acertada la tendencia

de los parámetros c y δ.
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El valor δ = 0,0775 para el compuesto ternario Ga1−xAlxN se encuentra en el inter-

valo de la mayoŕıa de los valores reportados tanto teóricos como experimentales que

reportamos en la Tabla 5.3

Para el compuesto ternario Ga1−xInxN el parámetro δ es igual a 0.9990. En el tra-

bajo de C. Caetano [94] se muestra la optimización, que a nuestro criterio seŕıa la

más completa, como primer paso realiza estad́ıstica para hallar todas las posibles

configuraciones y seguidamente utiliza primeros principios. En cuanto a las distintas

configuraciones realizadas, no reporta variaciones en el parámetro u (tal vez debido

a la posterior relajación de la estructura es que halla una relación lineal para los

parámetros de red). En cuanto al trabajo teórico la mayoŕıa de los autores siguen

la ley de Vegard para hallar el valor del parámetro u, en especial los que utilizan

pseudopotenciales.

En la Figura 5.7 mostramos una comparación entre los valores obtenidos en este trabajo y

los resultados experimentales obtenidos para el parámetro de red c y la banda de enerǵıa

prohibida (Egap) para el compuesto ternario Ga1−xAlxN reportada por Yoshida et. al.[67].

De las Figura 5.7 correspondientes al compuesto ternario Al1−xGaxN se observa que los

resultados obtenidos de nuestros cálculos reproducen de excelente forma los resultados de

estas dos cantidades medidas experimentalmente.

En el caso del compuesto ternario Ga1−xInxN, Figura 5.8, los datos experimentales para la

banda de enerǵıa prohibida (Egap), muestran una desviación de la tendencia obtenida en

este trabajo, esto lo podŕıamos atribuir al rango de composición en los respectivos trabajos

experimentales (0 ≤ x ≤ 0.5), y al hecho de que el valor de la banda de enerǵıa prohibida

(Egap) del InN que tomaron para sus ajustes difiere significativamente del valor aceptado

para el gap de enerǵıa, que se encuentra entre 0.7 y 0.8 eV[6]. Esta es la razón de la gran

diferencia en los resultados obtenidos en este trabajo y los reportados para el valor de δ

tanto experimental como teóricamente.

Aśı mismo, después de realizar la optimización de las constantes de red y del parámetro

interno u, y de calcular la variación de la banda de enerǵıa prohibida con la concentración,

calculamos la densidad de estados (DOS) y la estructura de bandas correspondientes a los

compuestos binarios y ternarios propuestos. Nuestras observaciones de la variación que

existe en la banda de enerǵıa prohibida como función de la concentración, Egap(x), se

resume en las siguientes ĺıneas.

En el caso del compuesto ternario AlxGa1−xN, Figuras 5.9–5.13, se observan tres
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Figura 5.7: ∆c y ∆Egap para Ga1−xAlxN como una función de la composición x Los

ćırculos vaćıos representan los datos experimentales mencionados en la referencia [67], los

cuadros negros representan los datos calculados en este trabajo, reportados en las Tablas

5.1 y 5.5, la ĺınea sólida representa el ajuste propuesto.
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Figura 5.8: ∆Egap para Ga1−xInxN como una función de la composición x Los puntos

vaćıos representan los datos experimentales, los puntos negros son nuestros datos repor-

tados en la Tabla 5.5, la ĺınea sólida representa el ajuste propuesto.

regiones energéticas claramente definidas, a saber:

1. La banda de valencia de baja enerǵıa, alrededor de -12.0 eV, disminuye al

incrementar la concentración de aluminio.

2. En base a las Figuras 5.9 a 5.13, podemos observar que alrededor del nivel

de Fermi, la banda de valencia y las dos primeras bandas de conducción no

presentan cambios significativos cuando se vaŕıa la concentración. Los cambios

se observan en las bandas de conducción de más alta enerǵıa.

3. Con referencia a las Figuras 5.9 a 5.13, no se observa inversión en el orden de

las bandas en el punto Γ.
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4. Los compuestos AlN y GaN tienen el mismo ordenamiento en las bandas y este

orden es el que se mantiene en el compuesto ternario AlxGa1−xN.

En el caso InxGa1−xN observamos las siguientes tres regiones claramente definidas.

1. Tomando como refencia las Figuras 5.14 a 5.18 podemos observar la aparición

de la banda de valencia de baja enerǵıa en la región de -14.0 a -15.0 eV.

2. Como en el caso de AlxGa1−xN, para InxGa1−xN, se observa que no existe

inversion en el orden de las bandas en el punto Γ, como se muestra en las

Figuras 5.14 a 5.18.

3. En el caso de la banda de valencia alrededor del nivel de Fermi y de las dos

primeras bandas de conducción no se observan cambios significativos cuando se

varia la concentración, los cambios se observan en las bandas de conducción de

mayor enerǵıa y de las bandas valencia de baja enerǵıa. El ancho de la banda

de valencia disminuye al incrementar la concentración de indio
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Figura 5.9: Estructura de bandas para el compuesto GaN como función de la concentración

x.
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Figura 5.10: Estructura de bandas para el compuesto ternario Ga75Al25N como función

de la concentración, para el caso x=0.25.
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Figura 5.11: Estructura de bandas para el compuesto ternario Ga50Al50N como función

de la concentración, para el caso x=0.50.
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Figura 5.12: Estructura de bandas para el compuesto ternario Ga25Al75N como función

de la concentración, para el caso x=0.75.
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Figura 5.13: Estructura de bandas para el compuesto AlN como función de la concentración

x.
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Figura 5.14: Estructura de bandas para el compuesto GaN como función de la concentra-

ción x.
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Figura 5.15: Estructura de bandas para el compuesto ternario Ga75In25N como función de

la concentración, para el caso x=0.25.
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Figura 5.16: Estructura de bandas para el compuesto ternario Ga50In50N como función de

la concentración, para el caso x=0.50.
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Figura 5.17: Estructura de bandas para el compuesto ternario Ga25In75N como función de

la concentración, para el caso x=0.75.
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Figura 5.18: Estructura de bandas para el compuesto InN como función de la concentración

x.
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5.3.4. Resultado de nuestro cálculo para las masas efectivas de los com-

puestos ternarios Ga1−xAlxN y Ga1−xInxN.

La información de los fenómenos ópticos y de transporte requieren el análisis de sólo una

pequeña región del espacio k. Estos fenómenos son gobernados por la estructura de bandas

en la cercańıa del centro de la zona de Brillouin. Para nuestro estudio tomamos puntos

muy cercanos alrededor del máximo de la banda de valencia (MBV) y en el mı́nimo de la

banda de conducción (MBC), en el punto Γ. Debido a esta consideración, la dispersión de

la banda energética puede aproximarse por la relación

Ec(k) = Eg +
k2

2m⋆
c

, (5.5)

dondem⋆
c es la masa efectiva del electrón alrededor de MBC. Para calcular la masa efectiva

de los electrones y huecos, los resultados mostrados en las Figuras 5.12 a 5.21 correspon-

dientes a la estructura de bandas de los compuestos binarios y ternarios planteados en

este trabajo, fueron ajustados a la curva dada por la ecuación 5.5 alrededor del punto Γ.

La masa efectiva de los electrones y huecos se calculó en las direcciones Γ-M, Γ-K y Γ-A.

Los valores obtenidos para los compuestos binarios y ternarios se muestran en las Tablas

5.6 y 5.7 donde m⊥ y m∥ denotan la masa efectiva del eléctron y hueco calculadas con

respecto del eje kz.

Al realizar la revisión en la literatura sobre las masas efectivas correspondientes, observa-

mos que la mayoŕıa de los trabajos experimentales centran su estudio en el GaN. Estos

valores medidos abarcan un rango de resultados entre 0.18 y 0.24 m0 para me y 0.6 hasta

2.2 m0 para mh, donde m0 es la masa del electrón en reposo, me es la masa efectiva del

electrón y mh la masa efectiva del hueco.

I. Vurgaftman[9] reporta para la masa efectiva del electrón en GaN m∥ =0.20 m0 y

m⊥ = 0.20 m0; en AlN m∥ =0.30 m0 y m⊥ =0.32 m0 y en InN m∥ =0.07 m0 y m⊥ =0.07

m0. P. Carrier et. al[60] usando el método de estructura de bandas incluida la corrección a

la enerǵıa de la banda prohibida reportan para la masa efectiva electrón en AlN, m∥ =0.32

m0 y m⊥ =0.33 m0 y para la masa efectiva del hueco, m∥ =0.28 m0 y m⊥ =4.35 m0; pa-

ra la masa efectiva del electrón en GaN m∥ =0.20 m0 y m⊥ =0.22 m0, y para la masa

efectiva del hueco m∥ =2.04 m0 y m⊥ =2.39 m0; finalmente para la masa efectiva del

electrón en InN m∥ =0.06 m0, y m
⊥ =0.07 m0 y para la masa efectiva del hueco m∥ =2.09

m0 y m⊥ =2.14 m0. J. Wu et. al[95] reportan una masa efectiva para el InN de 0.07

m0. P. Perlin et. al[97] de mediciones de efecto Hall determinan que la masa efectiva del
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GaN es m∗ =0.22±0.02 m0; Y. J. Wang et. al[98] experimentalmente hallan que la masa

efectiva del electrón en GaN es de m∗ =0.23 m0. J. S. Im et. al[99] experimentalmente

hallan que la masa del hueco para GaN es mh =2.2±0.2 m0. S. K. O’Leary et. al.[101]

usando el método de Monte Carlo hallan que la masa efectiva para GaN es m∗ =0.2 m0 y

para InN, m∗ =0.11m0. S. Elhamri et. al[100] experimentalmente hallan la masa efectiva

del electrón para GaN reportando el valor de m∗ =0.18 ±0.02 m0. Y. C. Yeo et. al[102]

usando el método emṕırico de pseudopotenciales, reportan la masa efectiva del electrón

para GaN, m∥ =0.19 m0 y m⊥ =0.17 m0. J. D. Albrecht et. al.[103] usando el método

de Monte Carlo hallan una masa efectiva de m∗=0.31 para el AlN. Brian E. Foutza et.

al.[104] usando el método de Monte Carlo calculan las masas efectivas del electrón de AlN,

GaN y InN, reportando los valores de m∗ = 0.48, m∗ =0.20 y m∗ =0.11 respectivamente.

D. Fritsch et. al[105] usando el método emṕırico de pseudopotenciales hallan la masa efec-

tiva del electrón y la masa efectiva del hueco para InN reportando los valores: m∥ =0.072

m0 y m⊥ =0.068 m0, m
∥ =2.566 m0 y m⊥ =2.967 m0 respectivamente. T. Y. Lin et.

al[107] de mediciones experimentales reportan que la masa efectiva del electrón para GaN

es m∗ =0.24±0.02 m0. A. Saxler et. al[106] hallan que la masa efectiva del electrón para

GaN es de 0.215 ±0.006 m0. A. Kasic et. al de mediciones de efecto Hall reportan un valor

para la masa efectiva de InN de 0.14 m0.

Comparando los resultados obtenidos en nuestro trabajo con los hallados en la literatura

podemos observar que:

Dentro de la parte experimental, el compuesto más estudiado ha sido el GaN, razón

por la cual existe una basta cantidad de resultados tanto teóricos como experimen-

tales.

Los valores experimentales para el GaN oscilan entre 0.18 y 0.24 m0 para la masa

efectiva del electrón. Nosotros reportamos un valor de 0.17 m0 para la masa efectiva

del electrón, para la masa del hueco el valor encontrado en este trabajo está dentro

de los valores hallados experimentalmente.

Con respecto a los valores obtenidos en este trabajo, comparados con las referencias

correspondientes a la parte teórica, nuestros resultados estan en el mismo rango de

valores que los reportados por los otros autores.

No existen valores reportados para las masas efectivas en los compuestos ternarios

con las cuales podamos hacer una comparación, por lo cual, los valores obtenidos
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en este trabajo para las masas efectivas en los compuestos ternarios son el primer

reporte de estos valores.

Tabla 5.8: Masas efectivas de los electrones y huecos para GaN, AlN y GaxAl1−xN. m
∗ de-

nota la masa efectiva promedio la cual se obtiene de m∗ = [(m⊥
Γ→M )(m⊥

Γ→K)(m
∥
Γ→A)]

1/3,

m⊥ y m∥ denotan la dependencia con la dirección paralela o perpendicular al eje z respec-

tivamente. Todos los valores estan dados en unidades de la masa del electrón en reposo

m0.

Sistema Valores calculados Otros Resultados

en este trabajo

me mh me mh

GaN m⊥ 0.1491 2.1072 0.20a 0.22b 0.17i 2.39b

m∥ 0.1803 2.1048 0.20a 0.20b 0.19i 2.04b

m∗ 0.1692 2.1412 0.22d 0.23e 0.2g 2.2f

0.18h 0.2k 0.24m

0.215n

Ga75Al25N m⊥ 0.2020 3.1232

m∥ 0.1958 0.1741

m∗ 0.2000 1.1969

Ga50Al50N m⊥ 0.2330 2.3039

m∥ 0.2411 0.5345

m∗ 0.2427 1.2961

Ga25Al75N m⊥ 0.2682 3.5247

m∥ 0.2913 0.9325

m∗ 0.2749 1.4743

AlN m⊥ 0.3012 4.3243 0.32a 0.33b 0.28b 4.35b

m∥ 0.2847 0.2427 0.30a 0.32b

m∗ 0.2956 1.6528 0.31j 0.48k

a Ref. [9] Experimental h Ref. [100] Experimental

b Ref. [60] Teórico i Ref. [102] Teórico

d Ref. [97] Experimental j Ref. [103] Teórico

e Ref. [98] Experimental k Ref. [104] Teórico

f Ref. [99] Experimental m Ref. [107] Experimental

g Ref. [101] Teórico n Ref. [106] Teórico
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5.4. Resultado de nuestro cálculo para los modos fonónicos

de Ga1−xAlxN y Ga1−xInxN.

5.4.1. Introducción

Los cristales con estructura cristalina wurtzita forman una clase importante de semicon-

ductores que han sido estudiado durante varios años utilizado diversas técnicas tanto

experimentales como teóricas. La relativa simplicidad de la estructura wurtzita, el gran

número de materiales que tienen esta simetŕıa, y la relación muy cercana con materiales

con estructura zinc-blenda son los factores principales que hacen atractiva la investigación

de estos cristales.

Los cristales con estructura cristalina wurtzita exhiben una de las estructuras uniaxiales

más simples y por lo tanto forman una clase importante de materiales para ser anali-

zados por espectroscoṕıa Raman. Puesto que la estructura cristalina wurtzita pertene-

ce al grupo espacial P63mc (C4
6v), con dos unidades por celda primitiva, la teoŕıa de

grupos[109, 110, 111] predice los siguientes modos fonónicos para la red: una rama A1 en

el cual el fonón es Raman activo y se polariza en la dirección z, el cual es activo infrarrojo.

Una rama E1 en el cual el fonón se polariza en el plano xy y se puede observar en el

infrarrojo el cual también es Raman activo; Dos ramas E2 que son Raman activo; y dos

modos silenciosos B1.

La frecuencia de un fonón óptico que es activo infrarrojo está dividido en una compo-

nente longitudinal (LO) y una componente transversal (TO) debido al campo eléctrico

macroscópico asociado al fonón longitudinal. Este campo eléctrico sirve para fijar la cons-

tante de fuerza del fonón de tal modo que eleva la frecuencia del modo LO sobre el modo

TO. En cristales cúbicos, como aquellos con estructura cristalina zinc-blenda (ZB), este

desdoblamiento LO-TO es muy grande y el espectro Raman a primer orden consiste de

dos fonónes, uno longitudinal y uno transversal. La situación es más complicada en crista-

les uniaxiales, ya que es necesario considerar simultáneamente dos fuerzas independientes:

las fuerzas electrostáticas de largo alcance responsables del desdoblamiento transversal-

longitudinal, y las fuerzas interatómicas de corto alcance que exhiben la anisotroṕıa de

las constantes de fuerza, y que requieren seguir los fonónes de las reglas de selección de la

teoŕıa grupos.

Debemos precisar que, en los cristales uniaxiales, existen diversas notaciones para especi-
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Tabla 5.9: Masas efectivas de los electrones y huecos para GaN, InN y GaxIn1−xN. m
∗ de-

nota la masa efectiva promedio la cual se obtiene de m∗ = [(m⊥
Γ→M )(m⊥

Γ→K)(m
∥
Γ→A)]

1/3,

m⊥ y m∥ denotan la dependencia con la dirección paralela o perpendicular al eje z respec-

tivamente. Todos los valores estan dados en unidades de la masa del electrón en reposo

m0.

Sistema Valores calculados Otros Resultados

en este trabajo

me mh me mh

GaN m⊥ 0.1491 2.1072 0.20a 0.22b 0.17i 2.39b

m∥ 0.1803 2.1048 0.20a 0.20b 0.19i 2.04b

m∗ 0.1692 2.1412 0.22d 0.23e 0.2g 2.2f

0.18h 0.2k 0.24m

0.215n

Ga75In25N m⊥ 0.1069 2.5409

m∥ 0.0968 2.4447

m∗ 0.1035 2.4953

Ga50In50N m⊥ 0.1182 2.7958

m∥ 0.0921 2.6116

m∗ 0.1025 2.8371

Ga25In75N m⊥ 0.0717 2.0304

m∥ 0.0623 2.1486

m∗ 0.0781 2.2179

InN m⊥ 0.1299 1.9096 0.07a 0.7b 0.78l 2.14,2.967l

m∥ 0.0892 2.2051 0.07a 0.6b 0.72l 2.09,2.566l

m∗ 0.1146 2.0301 0.07c 0.11g 0.11k,0.14c

a Ref. [9] Experimental h Ref. [100] Experimental

b Ref. [60] Teórico i Ref. [102] Teórico

c Ref. [108] Experimental j Ref. [103] Teórico

d Ref. [97] Experimental k Ref. [104] Teórico

e Ref. [98] Experimental l Ref. [105] Teórico

f Ref. [99] Experimental m Ref. [107] Experimental

g Ref. [101] Teórico n Ref. [106] Teórico
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ficar el tipo de fonón bajo discusión, lo que ha resultado en una cierta confusión.

El primer problema es el uso de las notaciones paralelo (∥) y perpendicular (⊥) que se

utilizan para indicar la propagación y la polarización del fonón. En nuestro trabajo, adop-

tamos la notación en la cual ∥ indica un fonón que se polariza a lo largo del eje óptico.

Esto es necesariamente un fonón A1 en la estructura wurtzita. Perpendicular (⊥) se refiere

a un fonón polarizado en el plano perpendicular al eje óptico y es por lo tanto un fonón

E1 en la estructura wurtzita.

Si la dirección de la propagación del fonón está a lo largo del eje x, y, o z (donde el eje de z

coincide con el eje óptico), sólo fonónes longitudinal puro y transversales puro se observan

en la dispersión Raman. La Tabla 5.8 enumera varios fonónes que se pueden observar para

cada una de las direcciones de propagación y cada una de las polarizaciones.

Tabla 5.10: Tipos de fonónes posibles para varias polarizaciones y direcciones de propaga-

ción

fonón polarización

x(E1) y(E1) z(A1)

x LO⊥ TO⊥ TO∥

propagación y TO⊥ LO⊥ TO∥

z TO⊥ TO⊥ LO∥

5.4.2. Fonónes congelados

Las frecuencias de los modos fonónicos seleccionados pueden ser calculadas de la diferencia

de enerǵıa producidas por desplazamientos finitos de algunos átomos en un cristal periódi-

co en equilibrio. El primer de tales cálculos, llamado fonón congelado (frozen phonon), fue

realizado a principios de los años 80’s[112]). Un cálculo de fonón congelado para las vibra-

ciones de la red se limita al uso del centro de la zona de Brillouin. Los fonónes del centro

de la zona de Brillouin se deben caracterizar lo mejor posible ya que pueden ser Raman o

activos infrarrojo. La principal ventaja de la aproximación del fonón congelado es que no

requiere ningún código de cómputo especializado, como lo hace la DFPT (Density Fun-

ctional Perturbation Theory). Esta técnica de hecho, se puede implementar directamente

usando cualquier código estándar de cálculo de la enerǵıa y de la fuerza total. La idea

central en la aproximación del fonón congelado es mantener el centro de masa fijo, con
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Figura 5.19: Modos fonónicos en la estructura wurtzita que pueden estudiarse utilizando

la aproximación del fonón congelado[120].

una relación tal como δMcatión + γManión = 0, garantizamos que si se mueve un catión en

δ se sabe cuanto deben moverse los aniones.

En esta aproximación, los desplazamientos deben ser tales que se garantice la aproxima-

ción parabólica de la banda de enerǵıa. en nuestro caso hemos utilizado una perturbación

del orden de 0.001 au para los desplazamientos.

Entonces, después de un cálculo del mı́nimo de la enerǵıa total en función del cambio de

la distancia a primer vecino (u) se halla la frecuencia del fonón. La aproximación utilizada

es la armónica:

Etot(u) = E0 + E1u+ E2u
2 + ... = µω2, (5.6)

donde µ es la masa reducida y ω la frecuencia buscada.

En el caso de la estructura hexagonal, en la aproximación del fonón congelado sólo se

pueden calcular los modos A1 y E1, mostrados en la Figura 5.20, ver ref.[120].

Utilizamos la aproximación del “fonón congelado”para calcular las frecuencias ópticas del

fonón en el centro de la zona de Brillouin (BZ). Los cálculos de la enerǵıa total se realizaron

siguiendo el modelo de cálculo utilizado durante el trabajo. Las frecuencias del fonón se

derivan de la evaluación de la enerǵıa total en función de los desplazamientos atómicos,

donde el resto de parámetros relacionados con los cálculos se mantienen fijos. Se eligen los

radios de las esferas de muffin-tin de modo tal que estas esferas no se traslapen cuando se
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realizan los desplazamientos.

En la Tabla 5.9 mostramos los resultados de nuestros cálculos y los valores hallados en la

literatura, y que pueden resumirse como sigue:

I. Gorczyca et. al.[113] realizaron cálculos de primeros principios con la aproximación LDA

(FP-LMTO) calculan para AlN en estructura wurtzita los modos fonónicos A1 = 629, y

E1 = 649 y para GaN A1=537 y E1=555 todos en cm−1 utilizando la aproximación de

fonón congelado; K. Karch et. al.[121] basado en un cálculo de primeros principios en el

marco de DFT con LDA usando ondas planas y pseudopotenciales hallan para AlN los

valores de A1=619 y E1=677 en cm−1. M. R. Aouas et. al.[114] en su estudio teórico que in-

cluye otras fases cristalinas además de la wurtzita, basados en el potencial de Buckingham,

reportan para GaN los modos A1=545 y E1=565 en cm−1; L. Shi et. al.[118] por medio

de mediciones Raman hallan para GaN los modos fonónicos A1(LO)=735 y E1(LO)= 743

en cm−1; J. M. Zhang et. al. [120] reportan de resultados experimentales dos posibles

valores para ambos modos fonónicos de GaN ya que trabajan con isótopos de Ga (Ga14

y Ga15) A1(TO)=533.5 y E1(TO)=560 con Ga14 y A1(TO)=518.8 y E1(TO)=544.2 con

Ga15 en cm−1. V. Yu. Davydov et. al.[119] presentan resultados de dispersión Raman para

AlN y GaN y resultados teóricos basados en un modelo fenomenológico simple para AlN

A1=613.8 y E1=673.4 experimental y A1=615 y E1=673 teórico y A1=533.8 y E1=560.2

experimental y A1=546 y E1=554 teórico para GaN en cm−1. V. Yu. Davydov et. al. [122]

utilizando dispersión Raman y reflexión IR estudiaron el InN hexagonal hallando los si-

guientes modos fonónicos A1(TO)=447 y E1(TO)=476 en cm−1; A. Kasic et. al.[108] por

dispersión Raman y espectroscoṕıa IR hallan para InN que E1(TO)=477 y A1(LO)=590

en cm−1; G. Kaczmarczyk et. al.[125] de resultados experimentales y cálculos reportan

para InN E1(TO)=490 y A1(TO)=440 experimental y E1(TO)=493 y A1(TO)=443 en

cm−1; T. Inushima et. al.[126] crecen monocristales de InN y usan IR y Raman para ob-

servar los modos A1(TO)=480, A1(LO)=580, E1(TO)=476, E1(LO)=570 todos en cm−1;

J. S. Dyck et. al.[127] reportan de estudios de micro-Raman los modos fonónicos para

InN de A1(TO)=445, E1(TO)=472. H. Grille et. al.[117] estudian con un método basado

en el modelo MREI y un modelo de ión ŕıgido las frecuencias del fonón como función de

la concentración x para las estructuras zinc-blenda y wurtzita; C. Bungaro et. al.[115]

realizan un estudio teórico de los modos fonónicos del compuesto ternario Ga1−xAlxN ba-

sado en IFC (ab initio interatomic force constants); SeGi Yu et. al.[116] utilizan el modelo

MREI para calcular las frecuencias de los modos fonónicos en los compuestos ternarios

AB1−xCx en todo el rango de concentraciones; M. Holtz et. al.[123] por espectroscoṕıa
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Tabla 5.11: Frecuencias de los modos fonónicos ópticos en el punto Γ (en cm−1) para los

nitruros propuestos en este trabajo.

Modo Este Otros Experimental

trabajo cálculos

GaN A1 516 537a 545b 533.8d 533.5e

E1 555a 565b 560.2d 560e

Ga75Al25N A1 529 ver Ref. [115, 116, 117] ver Ref. [123, 124]

E1

Ga50Al50N A1 538 ver Ref. [115, 116, 117] ver Ref. [123, 124]

E1

Ga25Al75N A1 548 ver Ref. [115, 116, 117] ver Ref. [123, 124]

E1

AlN A1 565 649a 615d 619f 613.8d

E1 629a 673d 677f 673.4d

Ga75In25N A1 507 ver Ref. [116, 117]

E1

Ga50Al50N A1 491 ver Ref. [116, 117]

E1

Ga25In25N A1 475 ver Ref. [116, 117]

E1

InN A1 466 443i 447g 590h 440i

E1 493i 476g 477h 490i

A1 480j 445k

E1 476j 472k

a Ref. [113] i Ref. [125]

b Ref. [114] j Ref. [126]

c Ref. [118] k Ref. [127]

d Ref. [119] Ref. [115]

e Ref. [120] Ref. [116]

f Ref. [121] Ref. [117]

g Ref. [122] Ref. [123]

h Ref. [108] Ref. [124]



106 5. RESULTADOS

Raman reportan los modos A1(LO) y E1(LO) para todo el rango de concentraciones de

el compuesto ternario Ga1−xAlxN; V. Yu. Davydov et. al.[124] reportan de estudios de

dispersión Raman de primer y segundo orden la dependencia de las frecuencias de todos

los fonones ópticos Raman permitidos como función de la concentración de Al en todo el

rango de composición.

De los datos mostrados, podemos observar que:

Nuestros resultados muestran la misma tendencia con los reportados en la literatura

tanto en la parte teórica como experimental, lo que permite asegurar que el modelo

frozen phonon puede reproducir esta propiedad estudiada sin un costo computacional

excesivo.

Para los compuestos binarios GaN y InN observamos que nuestros resultados están

en el mismo rango que los otros resultados teóricos y experimentales.

Los resultados experimentales correspondientes a las estructuras ternarias son para

concentraciones cercanas a las propuestas en este trabajo, por lo que no se puede

realizar una comparación directa, sin embargo podemos observar que los resultados

obtenidos en este trabajo de tesis están en el rango de los valores calculados por

otros autores.



Caṕıtulo 6

Conclusiones

Los parámetros estructurales para los compuestos ternarios de la forma A1−xBxN, por lo

general, se expresan como una interpolación de los parámetros de los compuestos binarios

(aproximación del cristal virtual) y muchas de sus propiedades se supone que siguen una

relación lineal con la concentración x. Es decir, se asume que la ley de Vegard es valida.

De los resultados obtenidos en este trabajo, podemos observar que los parámetros estruc-

turales, electrónicos y ópticos guardan una relación que difiere de la ley de Vegard. Los

resultados reportados en la Tabla 5.1 que corresponden al compuesto ternario Ga1−xAlxN

muestran un decremento no lineal en las constantes de red a y c cuando se incrementa la

concentración de aluminio, de manera análoga los resultados reportados en la Tabla 5.2

correspondiente al compuesto ternario Ga1−xInxN muestran un incremento no lineal en

las constantes de red a y c cuando se incrementa la concentración de indio, del mismo

modo sucede en el comportamiento del parámetro interno u, su comportamiento dista de

la dependencia lineal con la concentración para ambos compuestos.

Podemos concluir entonces como primer punto que, los parámetros estructurales de los

compuesto ternarios Ga1−xAlxN y Ga1−xInxN no cumplen con la aproximación del cristal

virtual.

Los resultados de nuestros cálculos, realizados para los compuestos binarios, son acordes

con los resultados experimentales y con otros resultados teóricos, esta concordancia en

los resultados nos permitió entonces abordar el problema de los compuestos ternarios,

utilizando en nuestro estudio el método de la supercelda, para dicho estudio, seguimos el

mismo procedimiento utilizado que en los compuestos binarios.

Los resultados obtenidos en nuestro trabajo de la constante de red para los compuestos

ternarios, en especial para el compuesto Ga1−xAlxN, y tomando como referencia los va-
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lores experimentales obtenidos para el parámetro c, nos muestran que entre los cálculos

realizados y los valores experimentales reportados la correlación es buena en todo el rango

de concentraciones, lo que nos permite asegurar que nuestros cálculos fueron realizados de

manera correcta para los compuestos ternarios.

El valor de los parámetros de desviación para las constantes de red son positivos como

también para el parámetro interno u del compuesto Ga1−xAlxN, lo que concuerda con los

resultados experimentales donde se trabaja el rango completo de concentraciones, mien-

tras que hay una diferencia con aquellos donde se trabaja solo una parte del rango de

concentraciones. Esto lo podemos atribuir a que en un pequeño rango de concentraciones,

es dif́ıcil notar la no linealidad; mientras que con los valores teóricos existe una diferencia

debido al hecho de que muchos autores utilizan la aproximación de cristal virtual. De la

misma forma, para el compuesto Ga1−xInxN, el parámetro de desviación para u es positivo

y el parámetro de desviación para las constantes de red son ambos negativos.

Se reporta en nuestro trabajo la variación del parámetro interno u con la concentración

x para los compuestos ternarios Ga1−xAlxN y Ga1−xInxN. Los trabajos teóricos siguen la

ley de Vegard para hallar el valor del parámetro u, en especial los que utilizan pseudopo-

tenciales, en los trabajos teóricos realizados por otros autores no se reporta este valor y

experimentalmente es posible conocerlo utilizando la técnica EXAFS, el conocer este valor

es crucial en el estudio posterior de los modos fonónicos en estos compuestos.

Con respecto a la estructura de bandas se observa que en el caso del compuesto ternario

AlxGa1−xN se tienen tres regiones energéticas claramente definidas. La banda de valen-

cia de baja enerǵıa, alrededor de -12 eV, disminuye al incrementar la concentración de

aluminio. Alrededor del nivel de Fermi la banda de valencia y las dos primeras bandas

de conducción no presentan cambios significativos cuando se vaŕıa la concentración, los

cambios se observan en las bandas de conducción de más alta enerǵıa. Los compuestos AlN

y GaN tienen el mismo ordenamiento en las bandas y este orden es el que se mantiene en

la aleación AlxGa1−xN.

En el caso InxGa1−xN se observan tres regiones claramente definidas. Se observa la apa-

rición de la banda de valencia de baja enerǵıa en la región de −14 a − 15 eV .

Como en el caso de AlxGa1−xN se observa que no existe inversión en el orden de las bandas.

En el caso de la banda de valencia alrededor del nivel de Fermi y de las dos primeras ban-

das de conducción no se observan cambios significativos cuando se varia la concentración,

los cambios se observan en las bandas de conducción de mayor enerǵıa y de las bandas
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valencia de baja enerǵıa. El ancho de la banda de valencia disminuye al incrementar la

concentración de indio.

Con respecto a las propiedades electrónicas, para la aleación Ga1−xAlxN, los resultados

donde se cubre todo el rango de concentraciones tanto teórica como experimentalmen-

te es con los cuales los resultados obtenidos en nuestro trabajo concuerdan mejor. Para

aquellos trabajos donde solo se cubre un rango en la concentración x ≤ 0.4, se asume que

el comportamiento es lineal. Del mismo modo que para la variación en las propiedades

estructurales, los resultados obtenidos son independientes del método utilizado para el

crecimiento de las muestras.

Para la aleación Ga1−xInxN, de la revisión realizada observamos que en la mayoŕıa de los

trabajos experimentales, los autores para su ajuste utilizan valores desde 1.8 a 1.95 eV

para el Egap del InN junto con que el rango de concentraciones en que trabajan es diverso,

desde x≤0.12 hasta x≤0.5. Es por esto que los valores de δ resultan tan dispersos. De la

misma forma, en los resultados teóricos observamos una tendencia semejante, debido a las

distintas aproximaciones realizadas y métodos empleados.

De los resultados experimentales, indistintamente de la manera que se crecen las muestras

(MBE, MOCVD, MOVPE) todas ellas se crecen sobre sustratos de zafiro en dirección

[0001], debido a esto, experimentalmente se pueden medir simultaneamente, tanto la cons-

tante de red c como las propiedades electrónicas en especial el parámetro δ cuando se vaŕıa

la concentración x. Es con estos autores, que trabajaron en todo el rango de concentra-

ciones, con los que nuestros resultados concuerdan de mejor manera. En otros trabajos

experimentales donde se concentra en un limitado intevalo de concentraciones (0 ≤ x ≤0.5)

se hallan diversos valores para δ. Sin embargo, para los experimentos en donde se realiza

todo el barrido en la concentración, nuestros resultados reproducen de manera más acer-

tada la tendencia de los parámetros c y δ. El valor δ =0.07754 para la aleación Ga1−xAlxN

se encuentra en el intervalo de la mayoŕıa de los valores reportados tanto teóricos como

experimentales que reportamos en la tabla correspondiente. Para la aleación Ga1−xInxN

el parámetro δ es igual a 0.9990.

Comparando los resultados obtenidos en nuestro trabajo con los hallados en la literatura

para las masas efectivas de electrones y huecos para GaN, AlN, InN y sus aleaciones po-

demos observar que los valores experimentales para el GaN oscilan entre 0.18 y 0.24 m0

para la masa efectiva del electrón, mientras que nosotros reportamos un valor de 0.17 m0

para este valor, para la masa efectiva del hueco el valor encontrado en este trabajo está
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dentro de los valores hallados experimentalmente. Con respecto a la parte teórica, nuestros

resultados están en el mismo rango que los reportados por los otros autores, y no existen

valores reportados para las masas efectivas en las aleaciones ternarias.

Con respecto a los modos fonónicos nuestros resultados muestran la misma tendencia con

los reportados en la literatura tanto en la parte teórica como experimental. Para los com-

puestos binarios GaN y InN podemos observar que nuestros resultados estan en el mismo

rango que los otros resultados teóricos y experimentales.

Los resultados obtenidos en la literatura para las estructuras ternarias corresponden a

concentraciones cercanas a las propuestas en este trabajo, de las cuales observamos que

aunque no sean las mismas concentraciones, nuestros resultados reproducen la misma

tendencia que los valores experimentales.



Apéndice A

Funcionales LSDA y GGA

En este apéndice se dan las formas representativas para la enerǵıa y el potencial de

correlación e intercambio en las aproximaciones L(S)DA y GGA. Las formas dadas aqúı

se eligen porque se utilizan extensamente y son relativamente simples.

A.1. Aproximación de la densidad local de esṕın.

La aproximación de la densidad local se basa en las expresiones exactas para la enerǵıa de

intercambio, y varias aproximaciones y ajustes numéricos a la enerǵıa de correlación para

el gas homogéneo. Las primeras funciones eran las fórmulas de interpolación de Wigner,

y la forma de Hedin-Lundqvis; el último se deriva de la teoŕıa de perturbación de muchos

cuerpos. Cálculos de Monte Carlo (QMC) de Ceperley y Alder[31], y un trabajo más

reciente[128, ?, ?] proporciona esencialmente resultados exactos para los casos sin polarizar

y completamente polarizados. Estos resultados han sido ajustados a las formas anaĺıticas

para ϵc(rs), donde rs es el radio de una esfera conteniendo un electrón en promedio,

conduciendo a dos funcionales ampliamente usados debido a Perdew y a Zunger (PZ)[?] y

Vosko, Wilkes, y Nusiar (VWN)[?], los cuales son cuantitativamente muy similares. Ambos

funcionales asumen una forma de interpolación para la fracción de polarización del esṕın,

y Ortiz y Balone[128] reportan que sus cálculos de QMC en la polarización intermedia se

describen mejor con la forma de VWN en todos los casos, el potencial de correlación es

dado por

Vc(rs) = ϵc(rs)−
rs
3

dϵc(rs)

drs
(A.1)

1. Hedin-Lundqvist (HL).

ϵHL
c (rs) = −Ce

2

2
[(1 + x3)Log(1 +

1

x
) +

x

2
− x2 − 1

3
], (A.2)
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donde A = 21, C = 0,045 y x = rs
A , el potencial de correlación es

V HL
c (rs) = −Ce

2

2
Log(1 +

1

x
) (A.3)

ϵc(rs) = −C
2
[(1 + x3)n(1 +

1

x
) +

x

2
− x2 − 1

3
], (A.4)

donde C = 0,045, x = rs
A y A = 21

Vc(rs) = −C
2
Ln(1 +

1

x
) (A.5)

2. Perdew-Zunger (PZ)[?]

ϵPZ
c (rs) = −0,0480 + 0,0311n(rs)−m0,0116rs + 0,0020rsn(rs), rs ≤ 1 (A.6)

= −0,1423/(1 + 1,9529
√
rs) +M0,3334rs rs,≥ 1

La expresión para V PZ
c no se da aqúı ya que es muy larga, pero es directa. Para la

fracción de polarización de esṕın, la interpolación para ϵPZ
c se asume que tiene la

misma forma de la función de intercambio.

3. Vosko-Wilkes-Nusiar (VWN)[?]

ϵVWN
c (rs) =

Ae2

2 [Log[ y2

Y (y) ] +
2b
Q tan

−1 Q
2y+b (A.7)

− by0
Y (y0)

{Log[ (y−y0)2

Y (y) ] + 2(b+2y)0)
Q tan−1 Q

2y+b}]

donde y = r
1/2
s , Y (y) = y2 + by + c, Q = (4c− b2)1/2, y0 = 0,10498, b = 3,72744,

c = 12,93532 y A = 0,0621814 el potencial correspondiente puede ser obtenido de la

ecuación A.1 con

rs
dϵVWN

c

drs
= A

e2

2

c(y − y0)− by0y

(y − y0)(y2 + by + c)
(A.8)

A.2. Forma expĺıcita para GGA-PBE

Hay muchas y diversas formas para las aproximaciones del gradiente; sin embargo, la

forma de PBE es probablemente el funcional GGA más simple. Por lo tanto lo damos como

ejemplo expĺıcito. El funciona1 PBE para el intercambio es dado por una forma simple

para el aumento en el factor Fx. La forma se elige con Fx(0) = 1 (tal que la aproximación

local está recuperada) y Fx → constante para s grande,

Fx(s) = 1 + κ− κ/(1 + µs2/κ) (A.9)
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donde κ = 0,804 se elige para satisfacer el ĺımite de Lieb-Oxford. El valor de µ = 0,21951 se

elige para recuperar la forma lineal de la aproximación local, es decir se elige para cancelar

el término de la correlación. Esto puede parecer extraño, pero se hace por conveniencia

con los cálculos de Monte Carlo. Esta opción viola la expansión en s dado en la ecuación

1.92, con el análisis razonado de un mejor ajuste en el funcional completo. La forma para

la correlación es expresada como la correlación local más un término aditivo los cuáles

dependen de los gradientes y de la polarización de esṕın. La forma elegida que satisface

las condiciones es

EGGA−PBE
c [n↑, n↓] =

∫
d3rn[ϵhomc (rs, ζ) +H(rsζ, t)], (A.10)

donde ζ = (n↑ − n↓)/n es la polarización de esṕın, rs es el valor local del parámetro de la

densidad, y t es un gradiente sin dimensiones t = |∇n|/(2ϕkTFn). Aqúı ϕ = ((1+ sζ)2/3+

(1− ζ)2/3)/2 y t es escalado por vector de onda de apantallamiento kTF en lugar de k. La

forma final es

H =
e2

a0
γϕ3Log(1 +

β

γ
t2

1 +At2

1 +At2 +A2t4
) (A.11)

donde el factor e2/ao, con ao el radio de Bohr, está en unidades atómicas. La función A

es dada como

A =
β

γ
[e

(
−ϵhomc

γϕ3 e2
a0

)

− 1]−1 (A.12)
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Utilizando el formalismo de la teoría del funcional de la densidad (DFT) con la aproximación del gradiente 
generalizado (GGA), calculamos las propiedades electrónicas de los nitruros AlN, GaN, InN en su estructura zinc-
blenda (ZB)y wurzita (WZ), comparamos con datos teóricos y experimentales obtenidos en la literatura. 
 
Palabras clave: Estructura electrónica de bandas; Cálculos ab initio; nitruros 
 
Within the Density Functional Theory (DFT) framework, including the generalized gradient approach (GGA) to 
the exchange-correlation part of the total energy, we have calculated the electronic properties of the nitrides AlN, 
GaN and InN in the zin-blende (ZB) and wurzite (WZ) crystal structure. We compare our results with theoretical 
and experimental data obtained in the literature. 
 
Keywords: Electronic band stucture; Ab initio calculations; Nitrides 

 
1. Introducción 
 

Los nitruros III-V están siendo objeto de estudio debido 
a sus amplias perspectivas de aplicación en dispositivos 
semiconductores en las regiones de las longitudes de onda 
del azul y el ultravioleta, de la misma manera que 
anteriormente han sido estudiados los compuestos basados 
en As y P en las longitudes de onda del infrarrojo, rojo y 
verde. Los nitruros, GaN, AlN y InN presentan dos tipos de 
estructura, wurzita (WZ) y zinc-blenda (ZB), 
experimentalmente se encuentra que la fase wurzita es la 
estructura cristalina más estable de estos compuestos. Estos 
sistemas tienen un ancho de banda de energía prohibida en 
el rango que va de 0.8 eV para el InN, 3.4 eV para el GaN 
y 6.2 para el AlN. Esta es una de las razones por la que 
estos nitruros III-V pueden ser utilizados en dispositivos 
ópticos que activen los rangos de la longitud de  onda 
desde el rojo hasta el ultravioleta. [1] 

El nitruro de aluminio es el nitruro semiconductor con la 
banda de energía prohibida más amplia (alrededor de 6.2 
eV en su estructura wurzita) se caracteriza por su alta 
temperatura de estabilidad (punto de fusión ≈  3000°C.) y 
su excelente conductividad térmica. El AlN cristaliza en los 
dos tipos de estructura, hexagonal (wurzita) con un grupo 
espacial P63mc, el AlN (en su estructura wurzita) es el 
único semiconductor del grupo III-V basado en Al que 
tiene una banda de energía prohibida directa en el tipo de 
estructura wurzita. La estructura zinc-blenda ha sido 
reportada como meta estable y el valor calculado del 
parámetro de red a = 4.37 Å que es el único dato 
accesible[2]. 

Así mismo el nitruro de galio, GaN, es un miembro de 
esta familia de semiconductores del grupo III-V el cual ha 
sido investigado intensivamente, el valor más aceptado de 

su banda de energía prohibida es de 3.5 eV, habiéndose 
encontrado como un candidato promisorio en tecnología de 
semiconductores. Existe un amplio interés en el nitruro de 
galio hexagonal por su aplicación en LED's y detectores en 
el azul y ultravioleta, debido a su notable estabilidad 
térmica y química, también es conveniente para su 
aplicación en ambientes extremos tales como altas 
temperaturas[3]. 

Las propiedades físicas del nitruro de indio, InN, no son 
lo bastante bien conocidas, principalmente porque es muy 
difícil su preparación debido a su baja estabilidad térmica. 
Las técnicas de preparación existentes no han permitido 
preparar capas epitaxiales con una baja concentración de 
portadores. Aunado a esto, el parámetro importante, -la 
banda de energía prohibida Eg - no ha sido establecida 
satisfactoriamente, se han reportado diversos valores para 
Eg que van desde 2.0 eV hasta 0.8 eV.[4, 5] 

En este trabajo presentamos, mediante un cálculo de 
energía total, un estudio de las propiedades electrónicas de 
los nitruros del grupo III-V. En la sección 2 presentamos 
brevemente el modelo de cálculo utilizado y en la sección 3 
presentamos nuestros resultados y conclusiones. 
 
2. Método 
 

Los cálculos están basados en la teoría del funcional de 
la densidad (DFT) [6, 7, 8] con la aproximación GGA para 
el cálculo del término de correlación e intercambio (Exc) de 
la energía total implementados en el paquete de simulación 
de la Universidad Técnica de Viena FP-LAPW[9]. En 
nuestro estudio los electrones Ga3d e In4d son tratados 
como electrones de valencia mediante el tratamiento de 
orbi-tales localizados del modelo[9]. 

En la estructura zinc-blenda (ZB) los átomos están en un 
arreglo FCC con las posiciones para el catión (Al, Ga, In) 
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Figura 1. Densidad de estados total y densidad de estados parcial del 
AlN, calculados en la estructura ZB. 

 

 
 
Figura 2. Estructura de bandas de AlN a lo largo de las direcciones de 
alta simetría de la primera zona de Brillouin de la estructura ZB. 
 
 

en (0, 0, 0) y el N localizado en (1/4, 1/4, 1/4). En la 
estructura wurtzita (WZ) el parámetro u, que es el 
desplazamiento relativo entre anión y catión a lo largo del 
eje c, se fijo en 0.381 para AlN, 0.377 para GaN y 0.381 
para InN. Las posiciones de los átomos en la estructura WZ 
son: para el catión en (0, 0, 0) y (2/3, 1/3, 1/2) y el N en (0, 
0, u)  y (2/3,1/3, 1/2 + u). Las constantes de red utilizadas 
para nuestros cálculos son las reportadas 
experimentalmente, ya que las constantes obtenidas por 
optimización numérica  difieren significativamente de los 
resultados experimentales. Los parámetros de red utilizados 
son los reportados en [11], el parámetro interno u ha sido 
optimizado en nuestro cálculo. Los parámetros de red en Å 
para los compuestos en la estructura ZB AlN a = 4.37, GaN 
a = 4.50, InN a = 4.98; y para los compuestos en la 
estructura WZ AlN a = 3.11, c = 4.98; GaN a = 3.189, c = 
5.185; InN a = 3.57, c = 5.725. Los cálculos fueron hechos 
utilizando la aproximación relativista FP-LAPW dentro del 
marco de la DFT. La energía de correlación e intercambio 

de los electrones es descrita en la aproximación del 
gradiente generalizado (Perdew-Burque-Ernzerhof). En 
este modelo las funciones de onda se representan como una 
combinación lineal de armónicos esféricos dentro de 
esferas, que re-presentan los sitios atómicos (esferas de 
muffin-tin (MT)) y un desarrollo en serie de Fourier para la 
región intersticial. En las esferas MT la representación del 
potencial no esférico, y de la densidad de carga fue 
realizado hasta l = 10 para todos los casos. Para calcular la 
convergencia de la energía total representamos las 
funciones base hasta un radio de corte RMT * Kmax = 8. 
Los valores del radio de MT son 1.7 Bohr para el N en 
todos los casos. En la estructura ZB hemos usado el valor 
de 1.87 para el Al, 1.95 para Ga y 2.37 para In, en la 
estructura WZ usamos el valor de 1.81 para Al, 1.975 para 
Ga y 2.40 para In. 
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Figura 3. Densidad de estados total y densidad de estados parcial del 
GaN calculados en la estructura ZB. 

 
 
Figura 4. Estructura de bandas de GaN a lo largo de las direcciones de 
alta simetría de la primera zona de Brillouin de la estructura ZB. 
 

 

 

 
Figura 5. Densidad de estados total y densidad de estados parcial para 
el InN de la estructura ZB. 

 
 
Figura 6. Estructura de bandas de InN a lo largo de las direcciones de 
alta simetría de la primera zona de Brillouin de la estructura ZB. 
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Figura 7. Densidad de estados total y densidad de estados parcial para el 
AlN de la estructura WZ. 
 

 
 
Figura 8. Estructura de bandas de AlN WZ a lo largo de las direcciones 
de alta simetría de la primera zona de Brillouin de la estructura WZ. 

 

 

 
 
Figura 9. Densidad de estados total y densidad de estados parcial del GaN 
de la estructura WZ. 
 

 
 
Figura 10. Estructura de bandas de GaN WZ a lo largo de las direcciones 
de alta simetría de la primera zona de Brillouin de la estructura WZ. 
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Figura 11. Densidad de estados total y densidad de estados parcial del 
InN de la estructura WZ.  

 

 
 

Figura 12. Estructura de bandas de InN WZ a lo largo de las direcciones 
de alta simetría de la primera zona de Brillouin de la estructura WZ. 
 
 
 

3. Resultados y Conclusiones 
 

En la tabla 1 mostramos una compilación de los 
parámetros de red de los compuestos estudiados. En las 
Figuras 1 - 12 mostramos los resultados del cálculo para la 
estructura electrónica de bandas y la densidad de estados 
total y parcial. Nuestros resultados los podemos resumir de 
la siguiente forma: Para el caso de AlN cúbico la banda de 
energía prohibida es indirecta y en el caso de hexagonal la 
banda de energía prohibida es directa, como lo reportan los 
resultados experimentales. La densidad de estados en 
ambos casos es muy parecida. Para el GaN se observa que 
en ambos casos la banda de energía prohibida es directa, 
así mismo se observa un gran parecido entre la densidad de 
estados parcial y la total. En el caso del InN, en la gráfica 
de la estructura electrónica de bandas, no se observa 
claramente el valor de la banda de energía prohibida, el 
valor de esta lo tomamos del cálculo de la densidad de 
estados, para este material existe aún una controversia 
sobre el valor de la banda de energía prohibida. Los 
resultados del cálculo son muy parecidos a otros cálculos 
ab initio pero difieren significativamente de los valores 
experimentales reportados. Como sabemos, en el marco de 
la DFT el valor de la banda de energía prohibida es 
subestimada. Sin embargo se pueden hacer mejores 
predicciones haciendo las correcciones adecuadas  
utilizando entre otras, una aproximación como la GW 
(función de Green y potencial coulombiano). 

En conclusión, mediante un cálculo de energía total 
utilizando el método de ondas planas  aumentadas, en su 
versión de potencial total, hemos reproducido la estructura 
electrónica de bandas y densidad de estados de los 
compuestos nitruros del grupo III-V en acuerdo con 
cálculos previamente reportados y acorde con la tendencia 
experimental. 
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Using the density functional theory (DFT) with the generalized gradient approximation (GGA), we calculated the structural and electronic
properties of wurtzite AlN, GaN, InN, and their related alloys, AlxGa1−xN and InxGa1−xN. We have performed accurateab initio total
energy calculations using the full–potential linearized augmented plane wave (FP–LAPW) method to investigate their structural and elec-
tronic properties. We found that in both alloys the fundamental parameters do not follow Vergard’s law. The lattice parameters,a, c, and
u, for the AlxGa1−xN alloy are found to exhibit positive bowing parameters, while for InxGa1−xN there is a negative bowing for thea
andc parameters and a positive bowing for the internal parameter,u. We calculated as well the nearest neighbor and next nearest neighbor
distances, as a function of the concentration, and we obtained a good agreement with experimental results. Furthermore, we found that for
both alloys, the band gap does not follows the Vegard law. As a by–product of our electronic band structure calculations, the effective masses
of the binary compounds and their alloys were calculated. All the calculated properties show good agreement with most of the previously
reported results. Finally, using the frozen phonon approach, the A1(TO) mode for the different systems studied in this work was calculated.
Our calculations show good agreement with experimental values reported for the binary compounds. For the ternary alloys, our calculations
reproduce experimental values for AlxGa1−xN as well as theoretical predictions for InxGa1−xN.

Keywords: Ab initiocalculations; nitride semiconductor alloys.

Calculamos las propiedades estructurales y electrónicas de los compuestos AlN, GaN, InN y sus aleaciones ternarias Ga1−xAlxN y Ga1−xInxN
usando la teorı́a del funcional de la densidad (DFT) dentro de la aproximación del gradiente generalizado (GGA). Para el estudio de las
propiedades electrónicas y estructurales hemos realizado cálculos de energı́a total usando el ḿetodo de ondas planas generalizadas. En nue-
stro estudio hallamos que los parámetros fundamentales de estas aleaciones no obedecen la ley de Vegard. Encontramos que para la aleación
AlxGa1−xN, los paŕametros de reda, c y u muestran un parámetro de arqueo positivo. Para la aleación InxGa1−xN sus paŕametrosa y c
muestran un parámetro de arqueo negativo, mientras que su parámetro internou posee un parámetro de arqueo positivo. Calculamos también
las distancias a primeros y segundos vecinos de las aleaciones, las cuales se comparan muy bien con resultados experimentales. Encon-
tramos que para ambas aleaciones la brecha de energı́a prohibida, como función de la composición, no muestra un comportamiento lineal.
Adicionalmente a los ćalculos de estructura electrónica, calculamos también las masas efectivas tanto para los compuestos binarios como
para las aleaciones. Mostramos que las propiedades calculadas en este trabajo muestran un buen acuerdo con la mayorı́a de los resultados
reportados anteriormente. Finalmente, usando la aproximación del “fońon congelado”, calculamos el modo A1(TO) para todos los sistemas
estudiados. Nuestros resultados muestran un buen acuerdo con los resultados experimentales reportados para los compuestos binarios. Para
las aleaciones, nuestros cálculos reproducen tanto los resultados experimentales para AlxGa1−xN aśı como las predicciones teóricas de la
aleacíon InxGa1−xN.

Descriptores:CálculosAb initio; aleaciones de nitruros.

PACS: 71.15.Mb; 71.20.Nr; 71.20.-b

1. Introduction

The III–Nitride semiconductors have attracted much atten-
tion over recent years because of their potential applications
in technological devices. This is due mainly to the fact that
the energy gap can be tuned over a wide spectral range from
the visible to the ultraviolet regime of the electromagnetic
spectrum. Although the zincblende and wurtzite structures
are present in the GaN, AlN, and InN semiconductors, it has
been demonstrated experimentally that wurtzite is the most
stable structural phase of these compounds. Moreover, due to
their high chemical and thermal stability, the III-Nitrides are
ideal candidates for applications under extreme conditions
such as high temperature applications. In the wurtzite crys-

talline structure the value of the band gap ranges from 0.8 eV
for InN [1], 3.4 eV for GaN [2] and 6.2 eV for AlN [3], pro-
viding a huge interval of energies for this parameter when-
ever the concentration forming the alloy is carefully selected.
The hexagonal wurtzite structure is extensively utilized be-
cause all the III–nitride semiconductors and their alloys ex-
hibit a direct band gap energy, which results in a high emit-
ting performance [4,5]. Due to the remarkable progress in
epitaxial growth technology, high quality samples of these
compounds can be produced. High-quality wurtzite InN is
currently available and its direct band gap energy has been
determined to be between 0.7 and 0.8 eV, which is much
smaller than the first accepted value of 1.9 eV [1,6]. From
a theoretical point of view, many calculations using different
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methods have been done to characterize the structural, elec-
tronic, and optical properties of these systems; however there
is still no agreement in the scientific community concerning
the values of certain parameters, since they show significant
scattering when we compare the experimental or theoretical
results published in the literature.

In this paper, by means of numerical calculations based
on first principles, we present a study of the structural and
electronic properties of the wurzite structure AlN, GaN, InN
semiconductors and their related alloys, AlxGa1−xN and
InxGa1−xN. The analysis was made by calculating the to-
tal energy. First, we analyzed the binary compounds, GaN,
AlN, and InN, and then their related alloys, AlxGa1−xN and
InxGa1−xN. Our calculations were based on the density func-
tional theory (DFT) using the generalized gradient approxi-
mation (GGA) in order to calculate the exchange-correlation
term in the total energy. We used the Wien2k simulation
package developed by the Vienna University of Technology.
In Sec. 2, we describe the model used in this work, while
in Sec. 3, we discuss our results and compare them with the
data found in the literature. Finally, in Sec. 4, we present our
conclusions.

2. Theoretical aspects and computational
method

Our calculations were performed within the framework of the
density functional theory (DFT) [7], which states that all the
ground state properties of a system are functionals of the elec-
tron density, and the total energy is expressed in terms of the
electron density rather than the wave function. At present,
DFT is one of the most accurate methods for calculating the
structural and electronic properties of solids. We have used
the full-potential linearized augmented plane wave method
(FP–LAPW) as implemented in the Wien2k code [8]. As
most of the first principles methods, LAPW is a procedure
used to solve the Khon-Sham set of equations for the density
of the ground state, the total energy, and the eigenvalues of a
many-electron system. In the present analysis, the exchange-
correlation energy of the electrons was treated using the gen-
eralized gradient approximation (GGA), in the scheme pro-
posed by Perdew, Burke, and Ernzerhof [9]. To minimize
the energy, the Wien2k code divides the unit cell into non-
overlapping spheres centered at atomic sites (muffin-tin (MT)
spheres), and the interstitial region. In the MT spheres, the
Khon-Sham orbitals are expanded as a linear product of ra-
dial functions and spherical harmonics, and as a plane wave

TABLE I. Structural parameters for the AlN, GaN, and AlxGa1−xN alloys. The lattice parametersa andc are given inÅ.

System Parameter This Work Exp. Results Other Calc.

GaN a 3.2209 3.1890a, 3.1892b 3.1660c, 3.189d, 3.2e

3.1880f ,3.19g 3.1800h, 3.1986i, 3.17j , 3.183k

c 5.2368 5.1850a, 5.185b 5.1540c, 5.185d, 5.2200e

5.18561f , 5.189g 5.1898h, 5.2262i 5.151j ,5.178k

u 0.3780 0.3768a, 0.377g 0.3770c, 0.3768d, 0.3760e

0.3760h, 0.3772i, 0.3768j

Al0.25Ga0.75N a 3.2059 See Ref. 11 and 12 3.163k

c 5.1338 5.137k

u 0.3781

Al0.50Ga0.50N a 3.1719 See Ref. 11 and 12 3.139k

c 5.1012 5.085k

u 0.3790

Al0.75Ga0.25N a 3.1601 3.098k

c 5.0870 See Ref. 11 and 12 4.990k

u 0.3791

AlN a 3.1411 3.1120a, 3.11g 3.0920c, 3.084d, 3.1e

3.1106l 3.0610h, 3.10954i, 3.098j , 3.076k

c 5.0268 4.9820a, 4.98g 4.954c, 4.9948d, 5.010e

4.9795l 4.8976h, 4.9939i, 4.9599j , 4.935k

u 0.3805 0.3819a, 0.3821g 0.3821c, 0.3814d, 0.3800e

0.3820h, 0.3819i, 0.3819j

a Ref. 28 S. Striteet al., b Ref. 29 T. Detchprohmet al., c Ref. 15 Z. Dridiet al., d Ref. 33 A.F. Wrightet al., e Ref. 34 C. Bungaroet al.,
f Ref. 30 M. Leszczynskiet al., g Ref. 31 H. Schulzet al., h Ref. 21 J. Serranoet al., i Ref. 23 A. Zorodduet al., j Ref. 24 P. Carrieret al.,
k Ref. 16 B.T. Liouet al., l Ref. 32 M. Tanakaet al.

Rev. Mex. F́ıs. 56 (3) (2010) 183–194
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expansion in the interstitial region. The basis set inside each
MT sphere is divided into core and valence subsets. The
core states were treated fully relativistically, whereas a scalar
scheme was used for the valence states. No spin-orbit split-
ting was included in our calculations. The core states are
treated within the spherical part of the potential only and are
assumed to have a spherically symmetric charge density com-
pletely confined within the MT spheres. In this work, the
valence part was treated as a potential, and was expanded
into harmonics up tol = 10. We have used MT sphere
radii, in a. u., of 1.6 for N, 1.9 for Al, 2.0 for Ga, and
2.33 for In. The self–consistent calculation was considered
to converge when the total energy of the system was stable
within 10−5 Ry. Care was taken to assure the convergence
of the total energy in terms of the variational cutoff energy
parameter. Furthermore, we have used an appropriate set of
k-points to compute the total energy. To calculate the con-
vergence of the total energy we wrote the basis functions up
to a cutoff radius ofRmtKmax = 7 Ry for both the binary
compounds and the AlxGa1−xN alloy and a cutoff radius of
RmtKmax = 8 Ry for the InxGa1−xN alloy. The chosen
values forRmtKmax assure the convergence of the total en-
ergy up to10−5 Ry in all the studied systems. Then, we
minimized the total energy using different sets of k–points
in the irreducible part of the Brillouin zone and construct-
ing an appropriate grid mesh in the unit cell according to the
Monkhorst–Pack procedure [10]. The number of k–points
used was chosen in order to assure convergence within our
accuracy criterion (10−5 Ry). We used a set of 1000 k-points
for GaN, 550 for AlN, 630 for InN, 700 for Al1−xGaxN, and
900 for In1−xGaxN. In the Monkhorst–Pack scheme these
set of k–points are equivalent to12 × 12 × 6, 10 × 10 × 5,
10× 10× 5, 10× 10× 5, and11× 11× 6 grid mesh, respec-
tively.

In the wurtzite structure, the positions of the atoms inside
the unit cell are(0, 0, 0) and (2/3, 1/3, 1/2) for the cation
(Al, Ga, or In) and(0, 0, u) and(2/3, 1/3, 1/2 + u) for the
anion N, whereu is the internal parameter for the cation-
anion separation. We began our study by optimizing the
structural parameters for the binary compounds, GaN, AlN,
and InN, starting from the ideal wurtzite structure with a ratio
c/a = 1.633 andu = 0.375 for the internal parameter. This
optimization was made by an iterative process as a function of
the volumeV , thec/a ratio, and the internal parameteru, un-
til the total energy converged within 0.01 mRy. To model the
AlxGa1−xN and InxGa1−xN ternary alloys, we used a 32–
atom supercell with periodic boundary conditions. This cor-
responds to a2×2×2 supercell which is twice the size of the
primitive wurtzite unit cell in all directions: along the basal
plane and along thec−axis. We minimized the total energy
for different values of the concentration,x (0.25, 0.50, and
0.75), as a function of the three variables mentioned above.
The atomic electronic configurations used in our calculations
were: Al (Ne, 3p, 3s), Ga (Ar, 3d, 4s, 4p), In (Kr, 4d, 5s, 5p),
and N (He, 2s, 2p). The Ga3d and In4d electrons were treated

as valence band states using the local orbital extension of the
LAPW method [8].

3. Results and discussion

3.1. Structural parameters for the AlxGa1−xN and
InxGa1−xN alloys

3.1.1. AlxGa1−xN

Table I summarizes our calculated structural parameters and
compares them with experimental and theoretical results
found in the literature. We observed that the values of the
lattice parameters for the AlxGa1−xN alloy decrease when
the Al content is increased. This is due to the fact that the
size of the Al atom is smaller than the Ga atom. This is not
the case for the internal parameter,u, in which we observe
an increase of this parameter when we increase the Al con-
tent in the alloy. Figure 1a shows the behavior of thea andc
parameters as a function of the Aluminum concentration. We
can see from the figure that these parameters show a clear de-
viation from the linear behavior stated by Vegard’s law. The
deviation from Vegard’s law can be quantified by adjusting
the curves in Fig. 1a to the following formula:

A(x) = xAAlN + (1− x)AGaN − εAx(1− x), (1)

FIGURE 1. (a) Calculated lattice constantsa and c for the
AlxGa1−xN alloy as a function of the Aluminium composition,x.
Open circles show the experimental results for the lattice parameter
c (after S. Yoshidaet al. [11]). (b) Calculated lattice constantsa
andc for the InxGa1−xN alloy as a function of the Indium compo-
sition,x.

Rev. Mex. F́ıs. 56 (3) (2010) 183–194
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whereA(x) stands for the different structural parameters,
a, c, andu, of the AlxGa1−xN alloy. AAlN (AGaN) repre-
sents the structural parameter of the binary AlN (GaN) com-
pound andεA is the respective bowing parameter. If we fit our
calculated values from Table I to Eq. (1), we obtain the fol-
lowing bowing parameters:εa = 0.016 Å, εc = 0.119 Å, and
εu = 0.002. We observe that all these parameters have a pos-
itive value, which indicates a downward bowing, being the
lattice constantc which possesses the greatest deviation from
the linear Vegard’s law. This was experimentally reported by
S. Yoshidaet al. [11], and by Yunet al. [12]. Other works re-
ported that the lattice parameters follow Vegard’s law (see for
example Angereret al. [13]). From a theoretical approach,
this alloy has only been studied using the virtual crystal ap-
proximation (VCA) by M. Goanoet al. [14], and using first
principles calculations by Z. Dridiet al. [15]. Furthermore,
Liou et al. [16] have reported a non-linear behavior of the
lattice parameters, although they found an upward bowing.

To compare our results with the available experimental
data, we plot in Fig. 1a the calculated value of thec param-
eter together with the experimental results found in the liter-
ature [11]. As we can see, our calculated values follow the
tendency shown by the experimental reports. Other exam-
ples of experimental studies for this alloy can be found in the
works by D.K. Wickendenet al. [17], and K. Itohet al. [18].

From our calculations we can obtain the nearest neigh-
bor and the next nearest neighbor distances. Figure 2 com-
pares our calculated distances with the experimental data of
Refs. 19 and 20 for the Al1−xGaxN alloy. The experimen-
tal data are obtained from EXAFS (extend X-ray absorption
fine structure) measurements. From the EXAFS technique
the structure at local level can be investigated. This allows
us to know the bond distance, the fraction of occupation, and
the type of neighbors for a particular element. Figure 2 shows
the good agreement between our calculated nearest and next
nearest neighbor distances and the experimental data given in
Refs. 19 and 20.

TABLE II. Structural parameters for the GaN, InN and InxGa1−xN alloys. The lattice parametersa andc are given inÅ. For completeness
we give the values for the GaN compound, already listed in Table I.

System Parameter This Work Exp. Results Other Calc.

GaN a 3.2209 3.1890a,3.1892b 3.1660c,3.189d, 3.2000e

3.1880f , 3.19f 3.1800h,3.1986i,3.17j

c 5.2368 5.1850a, 5.185b 5.1540c, 5.185d, 5.2200e

5.18561f , 5.189g 5.1898h, 5.2262i, 5.151j

u 0.3780 0.3768a, 0.377g 0.3770c, 0.3768d, 0.3760e

0.3760h, 0.3772i, 0.3768j

In0.25Ga0.75N a 3.3298

c 5.3987

u 0.3791

In0.50Ga0.50N a 3.4128

c 5.5257

u 0.3792

In0.75Ga0.25N a 3.4969

c 5.6333

u 0.3796

InN a 3.5440 3.5365k 3.5378l 3.520c, 3.501d, 3.480e

3.548m,3.540n 3.525h, 3.614i, 3.546j

c 5.7228 5.7039k, 5.7033l 5.675c, 5.669d, 5.64e

5.76m, 5.705n 5.68583h, 5.8836i, 5.7162j

u 0.3806 0.3799c, 0.3784d, 0.378e

0.379h, 0.37929i, 0.379j

a Ref. 28 S. Striteet al., b Ref. 29 T. Detchprohmet al., c Ref. 15 Z. Dridiet al., d Ref. 33 A.F. Wrightet al., e Ref. 34 C. Bungaroet al.,
f Ref. 30 M. Leszczynskiet al., g Ref. 31 H. Schulzet al., h Ref. 21 J. Serranoet al., i Ref. 23 A. Zorodduet al., j Ref. 24 P. Carrieret al.,
k Ref. 1 P. Yu. Davydovet al., l Ref. 35 W. Paszkowiczet al., m Ref. 36 T.L. Tansleyet al., n Ref. 37 K. Kubotaet al.,
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FIGURE 2. Comparison of the calculated and EXAFS data for the
nearest and next nearest neighbor distances for Al1−xGaxN. The
experimental data, represented as empty points, are from Refs. 19
and 20, and the full points represent our calculated values.

3.1.2. InxGa1−xN

The recent developments in blue–green optoelectronics
are mainly due to the high efficiency luminescence of
InxGa1−xN/GaN heterostructures. Despite their importance,
several properties of InxGa1−xN alloys are not fully under-
stood. For example, the optical properties of InN crystals
are poorly known since the available growth techniques have
not permitted the production of high quality epitaxial lay-
ers. Recent improvements in the molecular beam epitaxy
(MBE) technique have led to the availability of high qual-
ity InN films. Photoluminescence measurements of these
films indicate an energy gap around 1 eV or less [1]. The
InxGa1−xN alloy has been studied theoretically by several
groups using different methods. M. Goanoet al. [14] used
pseudopotentials to compute the gap through the virtual crys-
tal approximation approach. Z. Dridiet al. [15] used LDA
FP–LAPW and the virtual crystal approximation approach.
J. Serranoet al. [21] worked within the framework of the
density functional theory (DFT) with the local density ap-
proximation (LDA) using the Ceperley-Alder form for the
exchange-correlation energy. C. Stampflet al. [22] utilized
the DFT, the LDA, and the GGA of Perdewet al. for the
exchange–correlation functional. A. Zorodduet al. [23] from
first principles within the DFT utilized the plane-wave ultra-
soft pseudopotential method within both the LDA and the

GGA. P. Carrieret al. [24] used plane-wave pseudopoten-
tials and the LAPW method with the LDA.

In Table II we summarize our calculated structural pa-
rameters and compare them with some of the representative
theoretical and experimental results found in the literature.
From our results we can observe that the values of thea and
c parameters increase when the In concentration increases.
We plot these results in Fig. 1b. As in the previous case,
there is not a linear dependence in these two parameters when
the In concentration increases. If we adjust these results us-
ing Eq. (1), we obtain:εa = −0.140 Å, εc = −0.188 Å,
andεu = 0.0001. For this alloy we can observe that the de-
viation parameters for botha and c have a negative value,
which implies an upward bowing as is clearly observed in
Fig. 1b. This is not the case for the internal parameter,u,
which has a nearly linear dependence with the In concentra-
tion as is demonstrated by the value of the bowing parameter,
εu = 0.0001. The simulation results indicate that thec lattice
constant has a larger deviation from the linear Vegard’s law
compared with the lattice constanta.

Figure 3 shows our calculated nearest and next nearest
neighbor distances for In1−xGaxN and compares them with
EXAFS measurements reported by T. Miyajimaet al. [25].
Although the reported data are just for small values of the
In–concentration (with the exception of two values for the

FIGURE 3. Comparison of the calculated and EXAFS data for the
nearest and next nearest neighbor distances for In1−xGaxN. The
experimental data, represented as empty points, are from Ref. 26,
and the full points represent our calculated values.
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next nearest neigbohr distances at the 20% of the In–
concentration), we observe that our calculated values repro-
duce the experimental data.

T. Miyajima et al. [25] reported 3.22–3.30̊A and
3.25–3.30Å, for the In−Ga andIn− In distances respec-
tively, and 1.85–2.21̊A for theIn−N distance. In our calcu-
lations the values of the bond lengthsIn−Ga, andIn− In
for the interval of concentration 0≤ x ≤ 0.25, are in the
interval from 3.216–3.322̊A, whereas the nearest neighbor
distance dIn−N is in the interval 1.969–2.034̊A.

In a subsequent work, T. Miyajimaet al. [26],
using the EXAFS technique, measured theIn−N and
In− In distances in the InN compound and they obtained:
dIn−N=2.15 Å and dIn−In= 3.53 Å. Y. Nanishi et al. [27],
using the EXAFS technique, measured these distances too,
and they reported practically the same values (dIn−N=2.14Å
and dIn−In= 3.53 Å). From our calculations, for the InN
compound, we obtain the values: dIn−N=2.162 Å and
dIn−In=3.531Å. Therefore, from this quantitative compari-
son we observe that our calculations properly reproduce the
experimental data.

Finally in Fig. 4, we plot the internal parameter,u,
for both alloys as a function of the concentrationx. Solid
circles (squares) correspond to our results for AlxGa1−xN
(InxGa1−xN), and solid lines correspond to the fitting using
Eq. (1).

FIGURE 4. Internal parameteru for the AlxGa1−xN and
InxGa1−xN alloys as a function of the Aluminium and Indium
composition,x, respectively.

After comparing our calculated structural parameters
with the experimental and theoretical results found in the lit-
erature for both alloys, we conclude that:

1) Our results for the binary compounds are in agreement
with the published data, both experimental and theo-
retical.

2) For the AlxGa1−xN alloy, the structural parameters
calculated in this work are in agreement with those re-
ported in Ref. 11. For this alloy, the bowing parameters
for a, c, andu, have positive values, indicating a down-
ward bowing. This is in agreement with experimental
and theoretical results reported previously.

3) For the InxGa1−xN alloy, the bowing parameter of the
lattice constantsa andc has a negative value, while the
internal parameteru, has a positive value.

4) Our calculated values for the nearest neighbor and next
nearest neighbor distances for both alloys are in good
agreement with EXAFS data.

3.2. Electronic structure for the AlxGa1−xN and
InxGa1−xN alloys

Before presenting our results of the electronic structure, we
provide a summary of some representative theoretical and ex-
perimental results reported in the literature.

3.2.1. AlxGa1−xN

Haganet al. [38] and Baranovet al. [39] were the first to
demonstrate experimentally the existence of the AlxGa1−xN
alloy. Many other groups have measured its lattice constant,
c, the optical bowing parameter,δ, and the energy gap as a
function of the concentration. The magnitude of the opti-
cal bowing parameter accounts for the deviation of the band
gap from the linear dependence. Using samples obtained by
MBE, S. Yoshidaet al. [11] measured the lattice constant
c, and the band gap for the whole interval of concentrations
(0 < x < 1). Comparing our results for this lattice constant
with those reported by this author, there is very good agree-
ment over the entire interval of concentrations. Although our
calculated band gap value shows the experimental tendency
reported by Yoshidaet al. [11], we obtain slightly different
values as can be seen in Fig. 5. However, other reported
values for the band gap are well reproduced in our calcu-
lations (see Fig. 5). There are many experimental reports
for this system obtained by different techniques and for dif-
ferent values of the concentration. In all these references
there is no general agreement as to whether the fundamen-
tal parameters,i.e. the lattice constants and band gap, fol-
low Vegard’s law. Positive, negative, or small values of the
optical bowing parameter can be found throughout the liter-
ature [2,11,17,18,40,41]. Theoretical results have been re-
ported using thek·p method [43], the semi–empirical pseu-
dopotentials method [14],ab initio LDA, DFT–LDA using
molecular dynamics [42], and plane wave pseudopotentials
using DFT–LDA [48].
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TABLE III. Experimental and calculated values for the optical bowing parameterδ for Ga1−xAlxN and Ga1−xInxN alloys.

Ga1−xAlxN

Method δ [eV] Method δ [eV] Method δ [eV] Method δ [eV]

Exp.a ≈ 0 Exp.e ≈ 1 Theo.h 0.710 Theo.k 0.353

Exp.b 1 Exp.f 1 Theo.i 0.080 Theo.l ≈ 0

Exp.c ≈ 1 Exp.g 1.4 Theo.j 1.4000 Theo.∗ 0.0775

Exp.d ≈ 0

Ga1−xInxN

Method δ [eV] Method δ [eV] Method δ [eV] Method δ [eV]

Exp.e 3.20 Exp.o 3.5 Theo.h 1.70 Theo.s 1.44

Exp.g 1.70 Exp.p 2.6 Theo.i 1.115 Theo.∗ 0.9990

Exp.m 2.50 Exp.q 1.4 Theo.r 0.1677

Exp.n 1.00
a Ref. 11 S. Yoshidaet al., b Ref. 12 F. Yunet al., c Ref. 78 K. Koideet al., d Ref. 40 M.A. Khanet al., e Ref. 41 T. Takeuchiet al.,
f Ref. 44 O. Ambacheret al., g Ref. 79 W. Walukiewiczet al., h Ref. 15 Z. Dridiet al., i Ref. 14 M. Goanoet al., j Ref. 42 K. Chenet al.,
k Ref. 80 P. Y-K. Kuoet al., l Ref. 43 S. K. Pughet al., m Ref. 1 Davydovet al., n Ref. 45 S. Nakamuraet al., o Ref. 46 M. McCluskeyet al.,
p Ref. 47 C. Wetzelet al., q Ref. 49 J. Wuet al., r Ref. 33 A. F. Wrightet al., s Ref. 48 C. Caetanoet al., ∗ Value calculated in this work.

TABLE IV. Band gap energy (in eV) for the AlxGa1-xN and
InxGa1-xN alloys as a function of the concentration,x, obtained
in the present work.

System Egap(eV)

GaN 1.768

Al0.25Ga0.75N 2.319

Al0.50Ga0.50N 2.830

Al0.75Ga0.25N 3.5123

AlN 4.027

GaN 1.768

In0.25Ga0.75N 1.088

In0.50Ga0.50N 0.871

In0.75Ga0.25N 0.489

InN 0.299

3.2.2. InxGa1−xN

The first InxGa1−xN alloy with a high degree of ordering in
layers grown on sapphire (0001) using metal–organic chem-
ical vapor deposition (MOCVD) were obtained by Ruterana
et al. [50]. Samples grown using different techniques and
different concentrations have been studied, and authors re-
port various values for the optical bowing parameter. Some
of the representative results appear in Table III. In that ta-
ble we summarize the theoretical and experimental results for
the optical bowing parameter obtained from the literature for
both alloys, together with the values obtained in this work.
It can be seen from the table that there is a large discrep-
ancy between the reported experimental and theoretical val-
ues. For theoretical calculations, most of the reported values
are greater than one and they show a larger scattering in the

numerical values, especially in the case of the InxGa1−xN
alloy.

FIGURE 5. Variation of the band gap for the AlxGa1−xN and
InxGa1−xN alloys as a function of the concentration,x. We present
the experimental results from Table III and the solid lines represent
the proposed adjustment to our results (solid points). For compar-
ison we have rigidly moved downward the experimental data [77].
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In Table IV we show the obtained results for the energy
gap of the AlxGa1−xN and InxGa1−xN alloys from ourab
initio calculations for different values of the concentration,
x. These values correspond to0, 25, 50, 75 and 100 % Al
and In substitution. The plots corresponding to these data are
displayed in Fig. 5. It can be seen that when the concentra-
tion of Al is increased the AlxGa1−xN alloy shows a nearly
linear dependence. On the other hand, the InxGa1−xN alloy
shows a non-linear dependence when we increase the In con-
centration. For both alloys we fit the gaps obtained by our
calculations to a non-linear dependence using the quadratic
phenomenological function [51]:

Eg(x) = xEg,A + (1− x)Eg,B − δx(1− x), (2)

whereEg,A and Eg,B correspond to the gap of the AlN (InN)
and GaN for the AlxGa1−xN (InxGa1−xN) alloy, andδ is the
optical bowing parameter, which accounts for the non-linear
behaviour of the band gap as a function of the concentration
x. Substituting the values of Table IV into Eq. (2) we found
δ = 0.3185 and 0.9990 for AlxGa1−xN and InxGa1−xN, re-
spectively. The solid lines in Fig. 5 correspond to the non-
linear fitting given by Eq. (2). As can be seen from the figure,
there is a clear non-linear dependence for the InxGa1−xN al-
loy.

Concerning the electronic structure of these alloys, after
comparing our results with those reported in the literature we
conclude that:

1. For both alloys, most of the experimental results con-
sider concentrations lower than x=0.5. This could ac-
count for the scattered values reported for the bow-
ing parameter; however, experiments considering the
whole interval of concentrations are better reproduced
by our calculations.

2. The obtained value in this work for the bowing pa-
rameter (δ = 0.3185) of the AlxGa1−xN alloy is in
agreement with most of the experimental and theoreti-
cal results reported previously. Although many authors
claim that the dependence on concentration of the band
gap for this alloy should be linear (δ = 0.0), it has be-
come more accepted that there is a small deviation in
the linear dependence.

3. For the InxGa1−xN alloy the reported results show a
large scattering, especially in the experimental data.
This has been partially explained in the literature as
due to an inaccurate determination of the concentra-
tion. The quality of the samples and the measurement
technique also play an important role in the determi-
nation of the optical bowing parameter. For this alloy,
the scattering in the theoretical results reported in the
literature is lower. Our calculations determined a value
of δ = 0.9990, which is in good agreement with those
reported previously.

In Fig. 5 we show a comparison between our results
and the experimental results reported for the band gap en-
ergy as a function of the concentration for the AlxGa1−xN
and InxGa1−xN alloys. It can be seen from the figure that
there is excellent agreement between them, especially for the
AlxGa1−xN alloy. Most of the experimental data for the
InxGa1−xN alloy are given for low concentrations of the In
impurity. Nevertheless, our theoretical results follow the ten-
dency demonstrated by experimental and theoretical results
reported previously.

TABLE V. The electron and hole effective masses for AlN, GaN, InN and their alloys. All values are in units of the free-electron massm0.
For a recommended set of values for the binary compounds see Ref. 55.

Present work Other results References

me mh me mh

AlN m⊥ 0.3012 4.3243 0.30a 0.33b 0.33c 4.35c aRef. 55

m‖ 0.2847 0.2427 0.32a 0.32b 0.32c 0.28c bRef. 63

m∗ 0.2956 1.6528 0.31d 0.48e cRef. 24

Al0.75Ga0.25N m⊥ 0.2682 3.5247 dRef.61

m‖ 0.2913 0.9325 eRef. 62

m∗ 0.2749 1.4743 fRef. 56

Al0.50Ga0.50N m⊥ 0.2330 2.3039 gRef. 57

m‖ 0.2411 0.5345 hRef. 59

m∗ 0.2427 1.2961 iRef. 58

Al0.25Ga0.75N m⊥ 0.2020 3.1232 jRef. 60

m‖ 0.1958 0.1741 kRef. 62

m∗ 0.2000 1.1969 lRef. 67

GaN m⊥ 0.1491 2.1072 0.20a 0.21b 0.22c 0.39c mRef. 68

m‖ 0.1803 2.1048 0.20a 0.19b 0.20c 2.04c nRef. 69
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m∗ 0.1692 2.1412 0.22f 0.23g 0.20h 2.2i

0.18j 0.20k 0.24l

0.215m

In0.25Ga0.75N m⊥ 0.1069 2.5409

m‖ 0.0968 2.4447

m∗ 0.1035 2.4953

In0.50Ga0.50N m⊥ 0.1182 2.7958

m‖ 0.0921 2.6116

m∗ 0.1025 2.8371

In0.75Ga0.25N m⊥ 0.0717 2.0304

m‖ 0.0623 2.1486

m∗ 0.0781 2.2179

InN m⊥ 0.1299 1.9096 0.07a 0.068b 0.07c 2.967n

0.068n

m‖ 0.0892 2.2051 0.07a 0.065b 0.06c 2.566n

0.072n

m∗ 0.1146 2.0301

FIGURE 6. A1(TO) phonon dependence with Al concentration
for AlxGa1−xN alloy (upper figure), and as a function of the In
concentration for InxGa1−xN (lower figure). We present our cal-
culations (full circles), the experimental results of Ref. 64 (open
circles with plus), and Ref. 65 (open circles). Solid line depicts the
calculated values from Ref. 66.

3.3. Calculated effective masses

As a by-product of our electronic band structure calculations,
it is easy to compute the curvature of the minimum of the
conduction band as well as the maximum of the valence band
in the vicinity of theΓ-point. From these values the effective
masses of the electrons and holes can be obtained.

At theΓ-point, the effective mass of thes-like conduction
band can be obtained through a simple parabolic fit using the
standard definition:

mo

m∗ =
mo

~2
∂2E

∂k2
(3)

with m∗ the effective mass of the electrons andmo the free
electron mass.

The valence band states at theΓ-point are derived from
the p−bonding states, and for the wurtzite crystals, these
states are not as symmetric as those in the conduction band.
However, we can calculate the curvature of the valence band
maximum using the following approach: if the spin-orbit in-
teraction were neglected, the top of the valence band would
have a parabolic behavior. This implies that the highest va-
lence bands are parabolic near theΓ-point. In this work,
all the systems studied satisfy this parabolic condition of the
maximum of the valence band at theΓ-point [52]. With this
approach, and using Eq. (3), with the minus sign, we have
calculated the effective masses of the heavy holes at theΓ-
point.

Table V shows our calculated effective masses for the bi-
nary compounds, AlN, GaN, and InN, as well as for their
related alloys. This table also includes theoretical and experi-
mental values reported in the literature. The average effective
mass can be obtained using
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TABLE VI. CalculatedA1(TO) mode for the different systems studied in this work. Comparison with other calculations and experimental
data (all values in cm−1).

System Present work Other results Experimental

GaN 516 537a 545b 533.8c 533.5d

Al25Ga75N 529

Al50Ga50N 538

Al25Ga25N 548

AlN 565 649a 615c 619e 613.8c

In25Ga75N 507

In50Ga50N 491

In75Ga25N 475

InN 466 443f 447g 440f

a Ref. 70 I. Gorczycaet al., b Ref. 71 M.R. Aouaset al., c Ref. 72 Yu. Davidovet al., d Ref. 73 J.M. Zhanget al., e Ref. 74 K. Karchet al.,
f Ref. 75 G. Kaczmarczyket al., g Ref. 76 Yu. Davidovet al.

m∗ = [m⊥
Γ→Mm

⊥
Γ→Km

‖
Γ→A]

1/3.

Where,m⊥ andm‖ are the masses in the direction perpen-
dicular and parallel to thec-axis, respectively. For the bi-
nary compounds, we conclude that our calculated effective
masses are in the range of most of the reported theoretical
and experimental values. Moreover, our calculated values are
in good agreement with those recommended by Vurgaftman
and Meyer [55].

In the same table appear the effective masses for the al-
loys studied in this work. As we can see, the electron ef-
fective mass for AlxGa1−xN increases when we increase the
Al concentration. To our knowledge, there are reports of
the electron effective mass corresponding to the cubic phase
only [53]. The behavior for our calculations and the reported
cubic phase values show the same tendency, and this is also
valid for the heavy hole effective mass. From Table V we can
observe that the calculated effective masses for InxGa1−xN
show a non-monotonic behavior as a function of the In con-
centration. The same behavior is observed in the cubic phase
of this alloy, for intermediate values of the In concentration,
reported in Ref. 54.

3.4. Zone center phonon calculation

Finally, and by using the so-called frozen phonon approach,
we computed the zone center phonon modes, A1(TO) and
E1(TO), considering the change of the total energy as a func-
tion of the displacement,u, of the atoms in the unit cell from
their equilibrium positions. In particular, we can compute
the A1(TO) mode by considering small displacements of the
atoms along the optical axis (the c-axis) of the wurtzite phase.
This is the only mode reported in this paper. In our approach
we considered fixed the center of mass of the system, formed
in this case by the cation (Al, Ga, In) and its nearest neighbor
anion (N) [73]. Because we are at the minimum of the total

energy of the system, perturbation around this minimum al-
lows us to use a parabolic approach to the total energy as a
function of the displacement,i.e.,

ETotal(u) = Eo + uE1 + u2E2 = ~ω, (4)

whereEi (i = 0, 1, 2) are fit parameters, andω is the fre-
quency. Within this approach, our calculated value for the
A1(TO) mode for the binary compounds shows good agree-
ment with most of the experimental reports as shown in Ta-
ble VI. Figure 6a shows our calculated A1(TO) mode for the
AlxGa1−xN alloy. In the same figure appear the experimen-
tal data of Refs. 64 and 65, and the theoretical calculations
of Ref. 66. Although the numerical values are slightly differ-
ent over the whole range of Al concentration, we obtain the
same tendency than the experimental reports. On the other
hand, Fig. 6b shows the A1(TO) mode for the InxGa1−xN
alloy and we compare them with theoretical calculations re-
ported in Ref. 66. As in the previous case, for the A1(TO)
mode, we reproduce the tendency reported in Ref. 66. In
conclusion, our calculations reproduce properly the reported
values of the A1(TO) mode for the alloys as well as the cor-
responding binary compounds.

4. Conclusions

We have calculated the structural and electronic properties of
wurtzite AlN, GaN, InN, and their related alloys, AlxGa1−xN
and InxGa1−xN. We found that, for both alloys, their struc-
tural parameters as a function of the concentration,x, do not
follow Vegard’s law. We observed that for the AlxGa1−xN al-
loy, thea, c, and u parameters have a positive bowing, with
lattice constantc, the one that possesses the largest value. On
the other hand, for the InxGa1−xN alloy, thea andc parame-
ters have a negative bowing, while the bowing parameter for
the internal parameter,u, is positive. Due to the good agree-
ment between the nearest neighbor and next nearest neighbor
distances obtained in this work, and the EXFAS measure-
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ments, we can state that our calculation properly reproduces
the structural properties. From our results of the electronic
band structure calculations, we obtained the band gap as a
function of the concentration,x, and characterized the devi-
ation from the linear behavior calculating the optical bowing
parameter,δ. We obtain a small optical bowing parameter,
δ = 0.3185, for the AlxGa1−xN alloy, which is consistent
with results reported previously. The deviation from the lin-
ear behavior is more drastic for the InxGa1−xN alloy, due to
the larger bowing parameterδ = 0.9990, in accordance with
most of the experimental results found in the literature. The
effective masses of the systems studied in this work were cal-
culated and the obtained values for the binary compounds,
AlN, GaN, and InN, are in the range of those reported in the
literature. To the best of our knowledge, this is the first time
that the effective masses for these alloys have been reported.
Finally, using the frozen phonon approach, we have com-

puted the A1(TO) mode for the different systems studied in
this work. We found good agreement with experimental val-
ues reported for the binary compounds; for the ternary alloys,
we reproduce the experimental values for the AlxGa1−xN al-
loy, and the theoretical predictions for the InxGa1−xN alloy.
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