Benemeérita Universidad Auténoma de
Puebla

Facultad de Ciencias Fisico Matematicas

Posgrado en Ciencias Mateméticas

La descomposicion de Jordan para funciones de
variacion acotada con valores en espacios vectoriales

TESIS

Que para obtener el grado de:

Doctor en Ciencias (Mateméticas)

Presenta:

Daniela Rodriguez Tzompantzi

Directores de Tesis:
Dr. Juan Alberto Escamilla Reyna

Dr. Francisco Javier Mendoza Torres

Puebla, Pue. Agosto 2018



DRA. LIDIA AURORA HERNANDEZ REBOLLAR
SECRETARIA DE INVESTIGACION Y
ESTUDIOS DE POSTGRADO, FCFM-BUAP
PRESENTE:

Por este medio le informo que el(la) C:
DANIELA RODRIGUEZ TZOMPANTZI

estudiante del Doctorado en Ciencias (Matematicas), ha cumplido con las
indicaciones que el Jurado le sefialé en el Coloquio que se realizo el dia 25 de
junio de 2018, con la tesis titulada:

“LA DESCOMPOSI CION DE JORDAN PARA FUNCIONES DE
VARIACION ACOTADA CON VALORES EN ESPACIOS
VECTORIALES”

Por lo que se le autoriza a proceder con los tramites y realizar el examen de grado
en la fecha que se le asigne.

I,.’\D»"D A
@ 2 T

cRnA-;‘\‘
g SE 14 g

ATENTAMENTE.
H. Pueblade Z, a 29 de junio de 20

V
DR. FERNANDO MACIAS ROM.
COORDINADOR DEL POSGRADO

EN MATEMATICAS.
DR.FMR/mtrv
Facultad Av. San Claudio y 18 sur, edif. 111 A,
de Ciencias Ciudad Universitaria, Col. San
Fisico Matematicas Manuel, Puebla, Pue. C.P. 72570

01 (222) 229 55 00 Ext. 7550y 7552



A mi esposo e hijos.



Agradecimientos

En primer lugar quiero agradecer a mis padres Hortensia y Daniel, quie-
nes me han brindado su apoyo incondicional a lo largo de mi carrera.

A mi esposo Jorge Salazar, por su amor y amistad. A mis hijos Jeshua
Yahir y Jafet que son mi fuerza, a ustedes les dedico este logro.

A mis hermanos y hermanas, y de manera especial a mi hermano Gumaro.

A mis asesores Dr. Juan Alberto Escamilla y el Dr Francisco Javier Men-
doza. Muchas gracias por su paciencia y tiempo.

A los miembros del jurado: Dr. Slavisa Djorjevic, Dra. Lidia Aurora Her-
nandez, Dr. José Jacobo Oliveros, Dr. Victor Manuel Méndez, Dr Gabriel
Kanttn por sus valiosas observaciones para mejorar el trabajo de tesis.

Al Consejo Nacional de Ciencia y Tecnologia (CONACYT) por haberme
otorgado una beca para realizar mis estudios de Doctorado, sin su apoyo me
habria sido imposible lograr este objetivo.



Indice general

Introducciéon 11
1. Preliminares 1
1.1. Espacios normados ordenados . . . . . . ... ... ... ... 1
1.2. Funciones de variaciéon acotada con valores reales . . . . . .. 8
2. La descomposicion de Jordan para funciones de variacién
acotada valuadas en espacios vectoriales 11
2.1. Conceptos y propiedades . . . . . . .. .. ... L. 11
2.2. Enespaciosde Riesz . . . .. ... .. ... ... ... ... 17
2.3. Emn espacios de Hilbert . . . . ... .. ... .. ... ..... 21
2.4. En espacios normados . . . . ... ... ... L. 25
Conclusiones 29
Bibliografia 30



Introduccion

Jordan en sus estudios sobre series de Fourier, en 1881, introdujo el con-
cepto de funcién de variaciéon acotada para funciones con valores reales de-
finidas sobre un intervalo cerrado I C R. Entre otros resultados, demostro
que : una funcion f : [a,b] — R es de variacion acotada si y solo si es ex-
presada como la diferencia de dos funciones crecientes [9]. Este resultado es
conocido como el Teorema de descomposicion de Jordan.

El concepto de funciéon de variacion acotada admite varias generalizacio-
nes. Vitali, Hardy, Arzela, Pierpont, Frechet y Tonelli extendieron de manera
diferente el concepto de funciéon de variaciéon acotada para funciones reales
de dos variables. Adams [1, 2| estudio la relacion que existe entre estos con-
ceptos.

Chistyakov en [4, 5, 6, 7| estudié un concepto de funcion de variacion
acotada, para funciones f : [a,b] — X, donde X es un espacio normado
o métrico. En el marco de este tipo de funciones no se puede plantear que
una funcién de variacion acotada es la diferencia de dos funciones crecientes,
ya que en un espacio métrico no necesariamente se tiene un orden (<) que
permita introducir el concepto de funcién creciente. Sin embargo, Chistyakov
demostro algunos teoremas alternativos de descomposicion de Jordan.

En este trabajo de tesis estudiamos algunas extensiones del concepto de
variacion acotada para funciones f : [a,b] — X, donde X es un espacio nor-
mado o un espacio vectorial. Entre otros, estudiamos el concepto de variacion
acotada débil, variacion acotada fuerte, de variacion acotada y de variaciéon
acotada respecto al orden. Nuestro principal interés es obtener teoremas tipo
descomposicion de Jordan para estas funciones.

Sabemos que los multiplicadores en la integral de Henstock-Kurzweil son
funciones de variacion acotada. Asi, el empleo de la descomposicion de Jor-
dan, en muchas ocasiones facilita la evaluacion de la integral del producto de
una funciéon de variaciéon acotada y una funcion Henstock-Kurzweil integra-
ble. Por otro lado, resultados en la teoria de la integral de Henstock-Kurzweil
y la de Riemann (Lebesgue, Henstock)-Stieltjes, por ejemplo, son demostra-
dos a partir de esta descomposicion.
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Bianchini y Tonon |3] estudian un caso alternativo de la descomposicion
de Jordan para funciones de R™ a R y comentan que el caso R"™ a R™,
con n > 2, requieren mayor estudio salvo el caso n = 1. Nuestro trabajo
agrega algunos resultados a las observaciones de Chistyakov y Bianchini-
Tonon cuando el codominio de la funcién es un espacio normado o de Hilbert.

La tesis esta dividida en dos capitulos.

Capitulo 1 Esta dedicado a exponer una serie de preliminares, que incluyen
conceptos de la teoria de los espacios normados ordenados, y de la teoria
de funcion de variacion acotada para funciones con dominio un intervalo
cerrado y codominio R. Ademas, algunas de sus propiedades que son
de utilidad para el desarrollo del capitulo 2.

Capitulo 2 Este capitulo esta enfocado al desarrollo de los resultados ori-
ginales del trabajo de tesis.

Entre otros mencionamos los siguientes resultados: En el caso real es
conocido que toda funcién monétona es de variaciéon acotada. Este re-
sultado no se cumple para funciones con valores en espacios normados.
En los teoremas 2.1.6 y 2.1.7 damos condiciones para que toda funcion
mondtona con valores en un espacio normado sea de variaciéon acotada
fuerte o de variacion acotada débil. El Teorema 2.3.3 demuestra que
la descomposicion de Jordan para funciones fuertemente de variacion
acotada con valores en un espacio de Hilbert se satisface bajo una re-
lacion de equivalencia. Cuando se consideran funciones fuertemente de
variacion acotada con valores en el espacio dual se demuestra la des-
composicion de Jordan, Teorema 2.4.4. Si las funciones fuertemente de
variacion acotada tienen valores en el espacio de las funciones conti-
nuas, se obtiene la descomposicion de Jordan, Teorema 2.4.3. Haciendo
uso de la relacion de orden del espacio, se define el concepto de fun-
cion de variacion acotada respecto al orden, mostramos algunas de sus
propiedades y ademas se obtiene el teorema del tipo descomposicion de
Jordan, Teorema 2.2.7.

Los teoremas 2.1.7, 2.3.3, 2.2.7 y algunos resultados més que se encuen-
tran en las secciones 2.2 y 2.3 fueron publicados en el articulo: "The
Jordan decomposition of bounded variation functions valued in vector
spaces” [10]. Los teoremas de la seccion 2.4 son resultados originales
pero no han sido publicados.
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Capitulo 1

Preliminares

Como mencionamos en la introduccion en este capitulo se revisan algunos
conceptos bésicos de la teoria de espacios normados ordenados y de las fun-
ciones de variacion acotada reales definidas en un intervalo compacto. Ningin
resultado es original.

1.1. Espacios normados ordenados

Comenzamos con la definicion de relaciéon de orden parcial en un conjunto.

Definiciéon 1.1.1. Sea X un conjunto no wvacio. La relacion < en X es
llamada orden parcial si

» < x para cada v € X (< es reflexiva);

v 2 <yyy<zimplicax =y (< es antisimétrica);

v 2 <vyyy<zimplicax <z (< es transitiva).

El par (X, <) es llamado un conjunto parcialmente ordenado.

Definicién 1.1.2. Sea (X, <) un conjunto parcialmente ordenado. Diremos
que X es una lattice, si cada subconjunto K de X que consta de dos puntos
tiene un supremo y un infimo.

Existen otros tipos de clasificacion de conjuntos parcialmente ordenados,
por ejemplo, los conjuntos orden completo, Dedekind completo, Dedekind
o-completo, los cuales no son mencionados debido a que no se requieren en
este trabajo, el lector interesado puede consultar [13].



Definicion 1.1.3. Sea X un espacio vectorial sobre el campo de los nimeros
reales y sea < un orden parcial en X. El par (X, <) es llamado espacio
vectorial ordenado, si X es parcialmente ordenado respecto al orden parcial
< yparax,y,z€ X yA>0:

<y implicax+2z<y-+z;
w o <y implica \x < \y.

Si X es un lattice con respecto al orden parcial, entonces X es llamado
un espacto de Riesz o una lattice vectorial.

Recordemos que dados los subconjuntos A y B del espacio vectorial X,
se define
AtB={x+y|xeAyyec B},

M={ | AXeRyuzeA}

Definiciéon 1.1.4. Sea X un espacio vectorial real. Un subconjunto de X,
denotado por X, le llamaremos cono si X tiene las siguientes propiedades:

Z) X+ + X+ C X+;
i) X, (=X} = {0);
iii) cXy C X4, para ¢ > 0.

En algunos articulos el subconjunto X es llamado cono de orden o cono
positivo.

Observacion 1.1.5. Si (X, <) es un espacio vectorial ordenado, es fdcil
probar que el subconjunto Xy ={x |0 <z € X} es un cono.

Definicién 1.1.6. Sea X, un cono de un espacio vectorial X. Definimos
una relacion de orden en X, denotada por <x, ., como:

(1.1) r<x, vy, siy—x € X,
para T,y € X.

Proposicién 1.1.7. Sean X un espacio vectorial, Xy un cono de X y <x,
la relacion de orden definida en (1.1) El par (X, <x,) es un espacio vectorial
ordenado.

Demostracion. Primero probaremos que es un orden parcial. Sean x,y, z €

X

Y



» 2 <x, r,yaquer —z=0¢c Xy

— §X+ y y y §X+ .I7 entonces xr — y = —(y —_ .T) & X+. POI" inCiSO Z’l) de
definicion 1.1.7, x = y;

v <x,yyy<x, z,entoncesy—r+z—y=z—r€X;yxr<x, 2
Ahora sean x,y,2 € X y A >0, con v <x, ¥:
. m+z§X+y+z,yaquey—x=y+z—(m+z)€X+;
» Az <x, Ay, vaque Ay —z) € X,.
0

Ademaés, si X es un espacio normado, a la definicion 1.1.4 de cono se le
agrega la condicién que X, sea un subconjunto cerrado. Dado un cono X
de X, cuando consideremos a X como espacio vectorial ordenado o espacio
normado ordenado, sera con el orden definido en (1.1).

Observacion 1.1.8. Como consecuencia de la Proposicion 1.1.7, dado un
cono se define un orden parcial; mds aun, el reciproco también se cumple,
es decir, si < es un orden parcial sobre el espacio X, entonces el conjunto
X; ={xe X |0<x} es un cono.

A continuaciéon se muestran algunos ejemplos de conos de espacios nor-
mados dados.

Ejemplos 1.1.9. En los siguientes ejemplos X denota el espacio normado,
Xy un cono en el espacio y || - || x la norma del espacio X.

1. Sea X =R con la norma ||z||x = |z| y X+ =RT U {0}.

2. Sea X = R? con la norma ||(z1,22)||x = V2?2 + 23 y X = {(z1,72) |
x>0y xy <0}

3. Sea X =R" con la norma ||Z||x = /22 + 23+ +22 y X, = {T =
(x1,...,2p) € X |2; >0,i=1,...,n}.

4. Sea X = B(A,R), el espacio de las funciones reales acotadas con

la norma ||fllx = sup,eqlf(2)] y Xy = {f € B(AR) | f(z) >
0, para todo x € A}.

5. Sea X = C([a,b],R), el espacio de las funciones continuas con la

norma |[fllx = mdxeepe ()], y sea Xo = {f € X [ f(z) >
0, para todo x € [a,b]}.



6. Sea (Q, M, 1) un espacio de medida. Se define X = LP(Q2) el espacio de
las funciones p-integrables, donde la norma estda definida de la forma

usual: )
151, = ([ 1sran)"
X
Y
X ={feX|f(x) >0, a. e. t € X}.
7. Sea X = (2, con la norma |jz]|x = Oy xf)% para cualquier

(v1, 09, .. 2. ) €2 y Xy ={x = (v1,29,...,24...) €L | 21 >
0yx <z, parai=2,3,...}.

Los conceptos de sucesion y funcién monétona en un espacio normado
ordenado se definen como sigue.

Definicién 1.1.10. Sean X un espacio normado ordenado por un cono X,
Y (n)nen una sucesion en X. Diremos que (T,)nen €S:

= creciente si v, < x,.1, para todo n € N;

» decreciente si x,.1 < x,, para todo n € N;

= mondtona si es creciente o decreciente.
Sea f:|a,b] — X una funcidn. Diremos que f es:

» creciente si dados ti,ty € [a,b] tales que t; < to, entonces f(t1) <

f(tZ);

» decreciente si dados ti,ty € [a,b] tales que t; < to, entonces f(ts) <

f(tl);
s mondtona si es creciente o decreciente.

Al igual que en el caso real podemos hablar de intervalo en un espacio
normado ordenado.

Definicion 1.1.11. Siy,z € X, denotamos como |y, z| al intervalo orde-
nado. Si se satisface que y < z entonces el intervalo ordenado es el conjunto
definido por [y, z] ={r € X |y <z < z}.

De manera similar se puede definir un intervalo abierto.

Observacion 1.1.12. Sino se cumple y < z, entonces [y, z] =0 y (y, 2) =
Y siy <z, entonces [y, z] Z0 y (y,z) # 0.
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A través de la relaciéon de orden se define el concepto de conjunto acotado:
sean X un espacio de normado ordenadoy A C X.

= A es acotado superiormente si existe z € X tal que, z < z, para
todo z € A.

= A es acotado inferiormente si existe y € X tal que, y < z, para todo
x e A

Diremos que A es acotado en orden si A es acotado superiormente e infe-
riormente, es decir si existe un intervalo [y, z] tal que

ACy,z].

Existen varios tipos de conos, por ejemplo podemos mencionar los con-
ceptos de cono solido, cono regular, cono completamente regular, etc. En este
trabajo mencionamos los conos que seran de utilidad, y son los que enuncia-
mos a continuacion, al lector interesado lo referimos a [8].

Definiciéon 1.1.13. Sea X, un cono de un espacio de normado X. Diremos
que X, es:

= normal si existe una constante v > 1 tal que para cada x,y € X,
si 0 < x <y, entonces ||z| < |yl
= extendible si existe un cono X1 en X y b > 0 tal que, para cada

x € X \{0}, B(x,bl|lz]])) € Xy, donde B(xz,bl|z|) = {y € X | [[y—zl <
Ol ]|};

= generador si X = X; — X,.

Una caracterizacion de los conos extendibles estd dada en términos de un
elemento del dual, y es la siguiente.

Teorema 1.1.14. (Guo, [8]) Supongamos que X, es un cono ordenado en
X. Entonces X es extendible si y solo si existe una funcion f € X* y una
constante o > 0 tal que f(z) > a - ||z|| para todo x € X,.

Recordemos que el espacio dual de un espacio normado X es
X*={¢: X — K| ¢ es lineal y continua},

el cual también es un espacio normado con la norma

9]l = sup{l¢(x)[ | [l=] <1},

Los siguientes ejemplos muestran espacios cuyo cono es normal, extendi-
ble. También se dan ejemplos de espacios en los cuales el cono no es normal,
extendible y generador.



Ejemplos 1.1.15. s Sea X =R"” con la norma

n
||| = Z |z;|, donde x = (z1,22,...,1,),
j=1

Yy sea
X, ={x=(r1,29,...,2,) ER" | 2; >0,i=1,2,...,n}.

X, es un cono normal, notemos que 8 < x <y sty solo si 0 < x; <y
para i =1,2,...,n, entonces ||z] < ||y].

» Sea X = C0,27] el espacio de todas las funciones con primera de-
rivada continua definidas sobre [0,27], donde la norma estd definida
como

I/l = max [f(z)]+ mdx [f'(z)],

0<x<2m 0<x<2m
y sea
X, ={feX| f(x) >0, para todo x € [0, 27|},

el cono del espacio. Veamos que X, no es normal. St X, es normal,
existe una constante N > 0 tal que, si 0 < f < g entonces ||f|| < N|¢g|-
Sea fn(x) =1—cosnx y g,(x) =2 para todo n = 1,2, .... Claramente
se tiene que

0< fu < 9, anH =2+n, ”gnH =2.

Entonces se tiene que 2 +n < 2N paran = 1,2,..., lo cual es una
contradiccion. Por lo tanto, X, no es un cono normal.

n Sea X = LP(Q) el espacio de las funciones p-integrables, donde la nor-
ma estd definida de la forma usual:

11l = ( / \f!pdu)p,

X, ={feX|f(t)>0, a. e. t € Q},

el cono del espacio.

Y sea

a) Sip=1, entonces X, es un cono extendible.
El funcional

o(f) = /X fdu, f e L(9),

es tal que g(f) = || f|l, para todo f € X.. Por el Teorema 1.1.14,
se sigue que X, es extendible.
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b) Sip > 1, el cono X, no es extendible. Si suponemos que X, es
extendible, entonces por Teorema 1.1.14 existe x* € X* ya > 0
tal que x*(f) > a - || f|| para toda f € X .
Para cualquier entero positivo m, dividimos al conjunto €2 en m
conjuntos disjuntos medibles ; (i = 1,2,...,m) con la misma
medida y definamos la funcion f;(t) como
m%, st tef),

Claramente f; € Xy y ||fill = (M(Q))% parai=1,2,...,m.
Por lo tanto, tenemos

2(f) = a |l = a- (u(Q)r.

Por otro lado, si consideramos f(t) =1, entonces f € X, y

m

Fy=m 3" fi(t), teq.
i=1
Por lo tanto, se tiene que
(f) = (m e Y L) =mr YA = am Y fi(),
i=1 i=1 i=1

se cumple para cualquier entero positivo m, lo cual es una contra-
diccion ya que x*(f) es finito.

» Sea X = C([a,b],R) el espacio de las funciones continuas, y sea
X ={feX| f(z) >0, para todo x € [a,bl]}.

X, es un cono generador ya que, para cualquier f € X existen funcio-
nes g,h € Xy tales que f = g — h, donde

F(b), si f(t) >0, 0, si f(t) >0,

0, st f(t) <O0. —f@t), si f(t) <O.
Observemos que g,h € C([a,b],R).

Sea X = LP(Q) el espacio de las funciones p-integrables y X, es un
cono generador dado que para cada f € LP(u) existen funciones g,h €
LP(u) tal que, f = g — h, donde g y h estin definidas de la misma
forma que para el caso de las funciones continuas.
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Sea X un espacio de Riesz, entonces, para cualquier z € X, se define
zt = sup{x,0}, = = sup{—=z,0} y || = sup{x,(—x)}, que son la parte
positiva, la parte negativa y el valor absoluto de z, respectivamente.

La parte positiva, la parte negativa y el valor absoluto tienen propieda-
des analogas a las consideradas en el caso real, tales como la desigualdad
triangular, las cuales son mencionadas a continuacion.

Teorema 1.1.16. (Zaanen, [15])

(i) 27 yx~ pertenecen a Xy; (—x)T =27, y (—x)” =2T. Mds ain | — x| =

]
(i1) e =a" —ax, inf{aT, 27} =0 y || = 2T +2~. Se observa que |z| € X.

(i19) 0 <zt <|z|y0 <z~ <|z|. Mds ain —x~ < x < at. Ademds, || =0
si, y solo si x = 0.

(iv) z <y siysolosizt <yt yy <ax .

Teorema 1.1.17. (Zaanen, [13]) (Desigualdad triangular). Para x y y en
X tenemos
(r4+y)" <zt +y" (z+y)” <2 +y,

2| = lyll < |z +yl < ||+ |yl.

Cabe destacar que la parte positiva, la parte negativa y el valor absoluto
definidos son elementos del espacio de Riesz.

1.2. Funciones de variacion acotada con valores
reales

Recordemos algunos resultados conocidos de las funciones reales de va-
riaciéon acotada definidas sobre intervalos compactos.

Definicién 1.2.1. Una particion P = {to,t1,...,t,} de un intervalo cerrado
[a,b] es un subconjunto finito de puntos, de tal manera que

a=tly <t <ta<...<tp_1<t,=0

Observaciéon 1.2.2. La particion define n subintervalos cerrados no trans-
lapados [ti—1,t;], i = 1,2,...,n tales que [a,b] = U;_,[ti-1, ti].

La familia de todas las particiones del intervalo [a, b] la denotaremos por

Pla, b].



Definicién 1.2.3. Sea f : [a,b] — R una funcion y sea P = {to,t1,...,t,}
una particion de [a,b]. La variacion V2(f,R) de f sobre [a,b] estd definida
como:

V2(f,R) = sup {Z |f(t:) = f(tica)] - P € P[a,b]} :

Si Vb(f,R) es finita, es decir si existe una constante M € R tal que,
Vi(f,R) < M, entonces diremos que f es una funciéon de variacién acota-
da sobre [a,b] y V’(f,R) es la variacion total de f sobre [a,b]. El conjun-
to de todas las funciones de variacién acotada sobre [a,b] es denotado por
BV ([a, b)).

Algunas propiedades de las funciones de variacioén acotada son las siguien-
tes.

Teorema 1.2.4. Si f : [a,b] — R es de variacion acotada, entonces f es
acotada.

Es conocido que el reciproco no es cierto.

Teorema 1.2.5. Sean f,g : [a,b] — R funciones de variacion acotada so-
bre [a,b]. Entonces también la suma, diferencia y producto son de variacion
acotada y, ademds,

VIf£g,R) < VISR +VI(LR) y VI(fg,R) < - VI(f,R)+ 8-V (g, R),

donde
a= sup |f(t)] y B = sup |g(t)|
t€(a,b] te(a,b]

Es decir el espacio BV ([a,b]) es un espacio vectorial con respecto a las
operaciones usuales de suma de funciones y multiplicaciéon de una funciéon
por un escalar.

Teorema 1.2.6. Sea f : [a,b] — R una funcion de variacidn acotada en
[a,b], y supongamos que ¢ € (a,b). Entonces f es de variacion acotada en
la,c] y en [c,b]. En este caso, se tiene

Vo (f.R) = Vi(f, R) + VI (f, R).

Corolario 1.2.7. Toda funcidn mondtona sobre [a,b]| es una funcion de va-
riacion acotada sobre [a,b].

Teorema 1.2.8. Sea f una funcion de variacion acotada sobre [a,b]. Sea V
definida sobre [a,b] como sigue: V(z) = VF(f,R) sia <z < b, V(a) = 0.
Entonces:



i) V' es una funcion creciente sobre [a,b].
i) V — f es una funcion creciente sobre [a, b].

Teorema 1.2.9. Sea f definida sobre [a,b]. Entonces f es de variacion aco-
tada en [a,b] si y solo si, f es expresada como la diferencia de dos funciones
crecientes.

El Teorema 1.2.9, como lo mencionamos en la introducciéon, se conoce
como Teorema de descomposiciéon de Jordan.

Existen mas propiedades de las funciones de variacion acotada, en este
trabajo inicamente mencionamos algunos, sin embargo, al lector le interesado
sugerimos ver [11].
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Capitulo 2

La descomposicion de Jordan
para funciones de variacion
acotada valuadas en espacios
vectoriales

2.1. Conceptos y propiedades

Como se mencion6 en la introduccion, el concepto de funcion de variacion
acotada para funciones f : [a,b] — X, donde X es un espacio normado,
admite varias generalizaciones, dentro de las cuales podemos mencionar las
siguientes.

Definicion 2.1.1. Sea f : [a,b] — X.

(a) f es débilmente de variacion acotada (wBV) sobre [a,b], si para
cada x* € X* la funcion z*(f) : X — R es de variacion acotada (BV)
sobre |a, b].

(b) f es de variacion acotada (*BV) sobre [a,b], si

sup S/ (t) = £t

es finito, donde el supremo es tomado sobre todas las particiones de
[a,0].

(¢) f es fuertemente de variacién acotada (BV) sobre [a,b], si

sup { Y 1£(t) = f(ti-1) x }
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es finito, donde el supremo es tomado sobre todas las particiones de
[a,b].

Las relaciones entre funciéon débilmente de variacion acotada, variacion
acotada y fuertemente de variacion acotada son las siguientes.

Observacién 2.1.2. Directamente de la definicion podemos notar que
BV = *BV = wBV.

Si una funcion f :[a,b] — X es wBV, BV o *BV, entonces la funcion es
acotada.

La relacion entre *BV y wBYV se da en el siguiente lema.

Lema 2.1.3. (Schwabik, [12]). Una funcion f : [a,b] — X es de variacion
acotada sobre [a,b] si y sdlo si es débilmente de variacion acotada sobre |a, b].

Denotaremos por V(f, X) a la variacion fuerte de la funcion f y al espacio
de las funciones fuertemente de variacion acotada como BV ([a, b], X).

Observacion 2.1.4. Si f(t) = (f1(t), fo2(t),..., fm (t)), donde cada f; €
BV ([a,b]), entonces f € BV ([a,b], R™) y la siguiente desigualdad se satisface

m

(2.1) S OVESL R S VIERT) <D VIS R).

j=1 j=1

Veamos por ejemplo, el caso m = 2. Sea f(t) = (f1 (1), f2(t)) y P ={a =
to <ty <ty <--- <t, =0b} cualquier particion de |a,b|. Por la desigualdad

Vo +ag < Jag + yJ/as, donde aq, a9 > 0; tenemos

Z 1f(t:) — f(tia)l| = Z V(i (t) = fi (ti1)? + (f2 (8) — f2 (tio1))?

= IO RIAUSIES ST REATES|
< VR VLR,
Asi, f € BV ([a,b],R?) y
Vo (£, R%) < VI, R) + V(£ R).

Por la desigualdad
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(Z au) + (Z a2i> < Z \Jad + ad,
i—1 =1 i—1

donde aj; > 0 parai =1,2,...,n; j = 1,2; y tomando aj; = |f; (t;) — f; (tic1)],
tenemos

(Z |1 (t) — fu (ti—1)|> + (Z |fo (t;) — fo (ti—1)|>

< Z £ (i) — f(tiza)ll
< V;b(f, R?).

Fvaluando el supremo sobre todas las particiones de [a,b], obtenemos la
desigualdad de la izquierda de (2.1). Estd desigualdad puede ser estricta. Por
ejemplo, sea f(t) = (f1(t), fo(t)) = (t*,t), t € [-1,1]. Tenemos que

1

V_ll(fl,R)ZQ/ lt|dt =2, V(f2,R) =2

-1

VVA (LR + V2 (o, R)? = 2V2.

La afirmacion es probada observando que para la particion

1
P(): {—1,075,1}2
3

Z VA ) — A G)2 4+ (f2 () — fo(tir))? = V2 + w > 2v/2.

=1

Dado que VP(f,R™) es un escalar, entonces se podria pensar que sea igual a

(V21 R), V2(f2, R), ooy VE(frnet, R), VE(fs R)) ||

El ejemplo para el caso m = 2 muestra que este hecho puede no ser cierto.
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En el caso real tenemos que una funcién monoétona es de variacion acota-
da, para el caso de funciones con valores en un espacio de normado ordenado,
este resultado no necesariamente es verdadero.

Antes de dar el ejemplo de una funcién monotona que no es fuerte-

mente de variacion acotada, recordemos que L[0,1] = {f : [0,1] — K |
fesmedibley ||f|lc < o0} el espacio de las funciones esencialmente aco-
tadas es un espacio normado con la norma ||fll. = mf{M | |f(t)] <

M para casi todo t € [0,1]}. Ly[0,1] tiene un orden en el siguiente senti-
do, si hy, hy € Luo[0, 1], entonces hy < hy siy solo si hy(z) < ha(x) a. e. sobre
0, 1].

Ejemplos 2.1.5. Definamos F : [0,1] — Ly[0,1] como sigue:
Sea x € [0,1) tal que, F(x) = X[o,4), donde

1, st 0<t< 7,

X[O,x](t) =
0, st x<t<l1.

Entonces F' es una funcion creciente pero no es fuertemente de variacion
acotada sobre [0, 1].

Primero notemos que ésta funcion es creciente, supongamos que 0 < x; <
x9 <1, sit €0, 21], entonces F(x1)(t) = F(x2)(t) = 1, ahora sit € (x1,z2),
entonces dado que X[o.z,] < X{owo]s S€ sigue que F(x1)(t) < F(wzo)(t). En el
caso t € [x2,1] es obvio.

Ahora para cualquier coleccion finita de intervalos disjuntos (tx_1,tx),
k=1,2,...,ndeP € Pla,bl], tenemos || F(ty)—F(tr—1)||L.joq] = 1. Entonces

(2.2) S NF(t) = Ftr-1)ll oo = n-
k=1

Concluimos que F es una funcion creciente, de (2.2) se sigue que F no es
fuertemente de variacion acotada.
Por otro lado, notemos que

I ZF(tk) — F(tr-1)llzoio,y < 1F (D) oo = 1.
k=1

F es una funcion débilmente de variacion acotada pero no fuertemente de
variacion acotada.

Sin embargo obtenemos los dos resultados siguientes.
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Teorema 2.1.6. Sea (X, X, ) un espacio normado ordenado, donde X, es
un cono normal. Toda funcion f : [a,b] — X mondtona es de variacion
acotada.

Demostracion. Probaremos el caso cuando f es una funcién creciente, la
demostracion para funciones decrecientes es similar. Sea {[¢;, d;]}/~; una su-
cesion de intervalos no translapados de [a, b] y {[u;, v;]}1; los intervalos nece-
sarios para que {[c;, d;]}7-, U{[u;, v;]}1*, sea una particion de [a, b]. Entonces
tenemos que

0< > fld) = fle) <D f(di) = fle) + Y flur) = flu),
como el cono X, de X es normal entonces

HZf(di) — fle)ll < MHZf(di) — f(e:) +Zf(vz’) — f(u) ||

= M]f(b) - f(a)].
Por lo tanto f es una funciéon de variacion acotada. Para el caso de funciéon
decreciente se hace de manera similar O]

Teorema 2.1.7. Sea (X, X ) un espacio normado ordenado, donde X, es
un cono extendible. Toda funcion f : [a,b] — X mondtona es fuertemente de
variacion acotada.

Demostracion. Probaremos el caso cuando f es una funciéon creciente, la
demostracion para funciones decrecientes es similar. Sea {[ty_1,tx] : k =
1,...,n} una particion de [a, b]. Dado que X es un cono extendible, entonces
por Teorema 1.1.14 existe g € X* y una constante o > 0 tal que, ||f(tx) —

Flt)| < ag(f(ty) — f(tg—1)), k= 1,...,n. Entonces

Z 1f(t) — fti-)l] < a- Zg(f(ti) — f(ti-1))

= a9 (f(t) = f(tin)))

i=1

= - g(fb) - F@) < a gllllf®) - f@).

Los siguientes resultados son analogos al caso X = R.
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Teorema 2.1.8. Sean f,g : [a,b] — X funciones fuertemente de variacion
acotada sobre [a,b]. Entonces también la suma y diferencia. Ademds,

VIf£9,.X) <V X)+ Vg, X).

Es decir el espacio BV ([a, b], X) es un espacio vectorial con las operaciones
usuales de suma de funciones y multiplicacién de una funcién por un escalar.
Con el objetivo de simplificar notaciéon denotamos » (P) como la suma
> IJA fr]] correspondiente a la particion P € Pla, b, donde |[|Afy|| = || f(tx) —

fte)ll

Teorema 2.1.9. Sea f : [a,b] — X una funcion fuertemente de variacion
acotada en [a,b], y supongamos que ¢ € (a,b). Entonces f es fuertemente de
variacion acotada en |a,c| y en [c,b] y se tiene

Vo (f, X) = Vi(f, X) + V2(f, X).

Demostracion. Probaremos en primer lugar que f es fuertemente de variacion
acotada en [a, c] y en [c,b]. Sean Py una particiéon de [a, ] y P, una particion
de [¢,b]. Entonces P = P; | J P> es una particion de [a, b]. Podemos escribir

D P) Y (B) =) ALl S VIS, X).

Esta desigualdad muestra que el conjunto Y (P) y > (FP2) esta acotada por
VE(f, X) lo cual significa que f es fuertemente de variacion acotada en [a, c|
v en [c,b]. Entonces se obtiene la desigualdad

VE(f, X) + V2, X) < VE(F,X).

Para obtener la desigualdad en el otro sentido. Sean P = {to,11,...,t,} €
Pla,b] v Py = P U{c} la particion obtenida al anadir el punto c.
Si ¢ € [tg_1,t], entonces tenemos

1 @) = [l < (1F(ER) = F() + ([ (c) = [0l
por lo tanto
D (PYS D (Po) =) (P)+ ) (Po) < Vi(f. X) + VI(F, X).

Ast VE(f, X) + VP(f, X) es una cota superior para el conjunto de todas las
sumas Y _(P). Entonces

Vo (f. X) S VE(FX) + V2(f.X).
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2.2. En espacios de Riesz

Los conceptos de funcién débilmente de variaciéon acotada, de variaciéon
acotada y fuertemente de variacion acotada estdn dados en términos de la
norma del espacio. Sin embargo cuando consideramos funciones con valores
en un espacios de Riesz, se define el concepto de funcion de variacion acotada
con respecto al orden.

Definicién 2.2.1. Sea (X, <) un espacio de Riesz. Una funcion f : [a,b] —
X es de vartacion acotada respecto al orden, si existe un M € X tal

que,
n

VPla, b = sup Y |f(t) = f(tioa)| < M.

PePla,b] i1

Para las funciones de variaciéon acotada respecto al orden se obtienen
resultados analogos al caso real, tales como los teoremas 1.2.4, 1.2.5 y 1.2.6.

Teorema 2.2.2. Si f : [a,b] — X es mondtona en [a,b], entonces f es de
variacion acotada respecto al orden en [a,b]

Demostracion. Probaremos el caso cuando f es una funcién creciente, la de-
mostracion para funciones decrecientes es similar. Sea f una funcion crecien-
te. Entonces para cada particion de [a,b] tenemos que f(t;) — f(t;i—1) € Xy
y por lo tanto

D) = i)l = 30 () = f(ti) = f(b) = f(a).

]

Teorema 2.2.3. Si f : [a,b] - X es de variacion acotada respecto al orden
en [a,b], entonces [ es acotada superiormente en [a,b].

Demostracion. Sean t € (a,b) y P = {a,t,b} la particion de [a, b].
[f(t) = f(a)l + [£(b) = F()] < VFla, 0],

entonces
2[f@)] < VPla, b + | f(a)| + [ £ (D)1,

por lo tanto

Vila, b+ 1f (@) + 1)
7)) < = é .

De manera similar se pruebasit =a ot =0b. 0

17



Teorema 2.2.4. Supongamos que f,g : [a,b] — X son dos funciones de
variacion acotada respecto al orden en [a,b]. Entonces la suma y la diferencia
son de variacion acotada respecto al orden. Ademds se tiene

Vfoig[aa b] < Vfo[aa C] + ‘/go[C, b]

Demostracion.

Veggla. bl = sup Y |(f £ 9)(t:) = (f £ 9)(ti1))]

Pep
= 18316117332 [(f(t:) — f(tie1)) £ (9(ti) — g(ti-1))]
< ]Sjlélgz [(f(t:) — f(ti1))| £ ;jlégz [(g(t:) — g(ti-1))|

Vila,b] + Vla, b]
Ve[a, b + V[a, b

IN

]

Teorema 2.2.5. Sea f : [a,b] — X una funcion de variacion acotada respec-
to al orden en [a,b], y supongamos que ¢ € (a,b). Entonces f es de variacion
acotada respecto al orden en [a,c| y en [c,b] y se tiene

Vila,b] = Vila, c] + Vi[e, b].

Demostracion. Probaremos en primer lugar que f es de variaciéon acotada
respecto al orden en [a,c|] y en [c,b]. Sea P; una particién de [a,c| y sea
P, una particion de [c, b]. Entonces P = Py P> es una particion de |a, b].
Podemos escribir

P+ (P) =D IAfil < VYla,b].

Esta desigualdad muestra que cada suma ) (P1) y »_(FP,) es menor V7[a,b]
lo cual significa que f es de variacion acotada respecto al orden en [a, c] y en
[c, b]. Entonces se tiene la desigualdad

Vila, el + Vile, b < Vila, b].

Para obtener la desigualdad en el otro sentido, sea P = {to,t1,...,t,} €
Pla,b] y sea Py = P U {c} la particion obtenida al anadir el punto c.
Si ¢ € [tg_1, 1] entonces tenemos

[f () = f(e—1)| < [f(Ex) = F(O)] + 1 (e) = ftr-1)l;
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por lo tanto

P> (P) =D (P)+ > (P) < VPla, ] + Ve, b).

Asi VP[a, c]+V7e, b] es una cota superior para el conjunto de todas las sumas
> (P). Entonces
Vila,b] < Vila, ] + Vile, b].

]

Teorema 2.2.6. Sea [ una funcion de variacion acotada respecto al orden
en [a,b]. Sea V° definida en [a,b] como sigue: V°(t) = V{[a,t] sia <t <D,
Ve(a) = 0. Entonces:

i) V° es una funcidn creciente en [a,b].

it) VO — f es una funcion creciente en [a,b].

Demostracion. 1) Si a < t; < ty < b, podemos escribir
V;[CL, tg] = V;[CL, tl] + V;[tl, tg]

Esto implica que V°(ty) — V(t1) = V?[t1, 2] > 0. Luego V°(t1) < VO(ty). i)
sea D(t) = V°(t) — f(t) si t € [a,b]. Entonces, si a < t; <ty < b, tenemos
D(t2) = D(t1) = V°(t2) — f(t2) — (V°(ta) — f(t1))
VO(tZ) Ve(ty) = [f(t2) = f(t1)]
[t1, t] = [f(t2) = f(t1)]-

Por definicion de V{[t1,t,], se sigue que

f(t2) = f(t) < VPt ta].
Entonces D(ty) — D(t1) > 0. O

Teorema 2.2.7. Sea f : [a,b] — X. Entonces f es de variacion acotada
respecto al orden en [a,b] si y sdlo si [ se expresa como la diferencia de dos
funciones crecientes.

Demostracion. Si f es de variacion acotada respecto al orden en [a, b, pode-
mos escribir f = V° — D, en donde V° es la funciéon del teorema anterior y
D =V°— f. Tanto V° como D son funciones crecientes.

El reciproco se deduce inmediatamente de los Teoremas 2.2.2 y 2.2.4. [

En el siguiente ejemplo se calcula la variacion respecto al orden de una
funcién con valores en un espacio de Riesz.
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Ejemplos 2.2.8. Sea f : [-%, 5] — R? dada por f(t) = (cost,t), donde R?
es considerado un espacio de Riesz con el orden (x1,x3) < (y1,y2), siempre
que 1 < y1 y 19 < yo. Sea P € Pla,b).

Si 0 € P, entonces

|(cost; — cost;_1,t; —ti_1)|l, = sup{(cost; —cost; 1,t; —t;_1),(0,0)}
+sup {(cost;_y — cost;, t;-1 — t;),(0,0)}
(g (4, 8)  ti — ti1)
= (|cost; —cost; 1|, t; —t;_1),
donde

cost; —cost; g s —5 <t<0

g(i,t) =
cost;y —cost; si 0<t< 73

Supongamos que existe t;_1,t; € P tal que, 0 € (t;_1,t;). Entonces

|(cost; — costi_1,t; —ti1)|, = sup{(cost; —cost;_1,t; —t;—1),(0,0)}
+sup {(cost;—1 — cost;, t;-1 —t;),(0,0)}
= (h(i,t),t; —tiz1)
= (|cost; —cost; 1|, t; —t;_1),

donde
cost; —cost;_y st t; < |ti—1]
h(i,t) = .
cost;_1 —cost; si t; > |t
Ast,
n n
Loup Z |f(t:) = f(tiz1)lo = sup Z (Jcost; —costi_q|,t; — ti-1)
€Plab] ;1 PePlab] ;1

= sup |cost; — cost;_q|,
PePla,b] <ZZ:1:

= <V_%% (cost,R), 7T) :

Por lo tanto, f es de variacion acotada con respecto al orden y

T

vy [_5’ 5] - (V_%g(COSt’R)’W> '
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2.3. En espacios de Hilbert

En estd subseccion analizaremos la descomposicion de Jordan para fun-
ciones fuertemente de variacion acotada con valores en un espacio de Hilbert.

Definicién 2.3.1. Sea 'H un espacio de Hilbert ordenado sobre Ry sea x
fijo en H. Diremos que x,y € H estin relacionados con respecto a xo, Yy
emplearemos la notacion

T ~xo y7

si (x —y,xo) = 0.

Se observa que la relacion anterior es de equivalencia, por lo que, para
cada zy € H, podemos dividir H en clases disjuntas.

Si zg es 0, se tiene que si cualesquiera dos elementos x,y € H estan
relacionados con respecto a 0, entonces la tinica clase de equivalencia es H.

Para cada o # 0 en H y a € (0, ||o||) denotemos

(2.3) Hoor = {x € H : (x,20) > |||}
Proposicién 2.3.2. H,, es un cono extendible distinto del trivial de H.

Demostracion. Sa hyg € X* definida como
(2.4) ho(z) = (z,x0) ,

Ya que xg # 0, y el funcional hg no es idénticamente cero. Veamos que
Haos €s un cono: es cerrado ya que si x € H,, ., entonces existe zg € Hayy
tal que si z,, — x y (z,,20) > allzg|| para todo n € N, por la continuidad
del producto interior se tiene que (x,zo) > a||z||. Six y y € Hayt, se tiene

ho(z +y) = ho(x) + ho(y) = allz]| + allyl] = a([z]| + lyl]) = ez +yl],
entonces x +y € Hyyr. Sizy —x € H,,, entonces
alz| < (=2, z) < —allz],

por lo tanto x = 0. También, si A > 0y © € H,,+, tenemos que (\z,zq) >
a||Az||. Por el Teorema 1.1.14, es claro que H,,+ es un cono extendible. [J

Se dice que f ~u, [fro1 — fro2) S1 para cada t € [a,b] se tiene

(f(t) = [foor(t) = fap2(t)] , o) = 0.
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Teorema 2.3.3. Sea H un espacio de Hilbert sobre R, para cada xo # 0 en
H, consideremos el cono extendible Hyyy. Si f @ [a,b] — H es una funcion
fuertemente de variacion acotada, entonces, existen fyo1, fue2 @ [a,b] — H
funciones crecientes tales que f ~z [fro1 — fro2) -

Demostracion. Tomamos hg € H* definido en (2.4). Por el Lema 2.1.3 hgo f :
[a,b] — R es de variacién acotada. Por lo tanto, existen g1, ¢ : [a,0] — R
crecientes tales que

(2.5) hoo [ = g1 — 9o
Definamos  f,,1 (t) = g||1a(;(t))||$20 Y fro2 (1) = Q‘TI(?”@O para cada t € [a,b]. Sean

t1,ts € [a,b] tales que t; < ty, como gy es creciente se tiene 0 < gy (t2)—g1 (t1),
entonces tenemos que

(91 (t2) — g1 (t1)] o
(e

fﬂﬁol (t2) - fxol (tl) = < on_,_.

Entonces f,,1 es una funcion creciente, de manera similar se demuestra que
fzo2 €s creciente.
Por otro lado, considerando que hgo f = g1 — go :

Sea t € [a,b] entonces (hgo f)(t) = (f(t), o)
G0

2 <$0,$0>
[0l

(Lol ool )

= (foor (t) = fao2 (t) ,70) -

Entonces, obtenemos

/ o [fxol - f$02] .
]

Por el Lema de Riesz y tomando zy € H asociado con el funcional hy,
tenemos el siguiente corolario.

Corolario 2.3.4. Sea H un espacio de Hilbert y sea hg € H*, existe un cono
extendible Hpy+, en H tal que si f : [a,b] — H es una funcion fuertemente de
variacion acotada, entonces fno1, fre2 : |a,b] — H son funciones crecientes

tal que, [~y [fro1 — fro2) -
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Observacion 2.3.5. Ya que g1 y go pueden ser Vi(hoo f,R) y V(hgo f,R) —
ho o f (1), respectivamente, entonces tenemos

(2.6) Jnot (t) = Vi (ho o f,R)z0
Y
froz (t) = (=ho o f) (t) + V(o o f,R)zq.

FEsto abre la posibilidad de definir a (2.6) como la funcion variacion de f con
respecto a x.

El Teorema 2.3.3 es una generalizaciéon del Teorema de descomposicion
de Jordan, ya que:

Observacion 2.3.6. El caso H =R. El cono H,
xo > 0, tiene la forma

. asociado a cada v € R,

[0,00) = Hpyr = {z€R:z10 > 0|2}

AST f ~py [foo1 — foo2] Ya que para cada t € [a,b] se tiene

(F(t) = [feor(t) = fao2()]) wo = O, entonces f(t) = fuq1(t) = faga(l).

Ejemplos 2.3.7. Sea [a,b] = [, 2], H=R* 7o = (1,1), y @ = 1 €

(O, \/5) . Se sigue que el cono asociado a Ty es

Hayr = {(xl,xg) ER?: 7y + a9 > \/x%—i—x%}

{(xl,xg) eR?: zy, 29 > 0}
= R2.

Por la observacion 2.1.4, la funcion f : [-%,%] — R? dada por f(t) =
(cost,t) es de variacion acotada de [—7, 5] a H, por lo tanto la funcion

(hoo f)(t) = (f(t),mo)

es de variacidn acotada de [-5,5] a R. Ya que

t
Vic(ho f;R) = / |1 — sinu|du

jus
2

jus
2

™
= t+cost+§,
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entonces g1 (t) =t +cost + 5 y g2 (t) = 5. Por lo tanto

fi(t) = <t+cost+g,t+cost+g>

N | —

1l/mm
t) == <_7 _> )
las cuales son funciones crecientes con respecto a Hz,+. Observamos que
efectivamente:

t+costt cost
2 2 72 2

(&) = [A@) = f2(0)), (1, 1)) = ((— ) (1,1)) =0,

por lo cual
(cost, t) ~a [f1 (£) = f2 (8]

Si tomamos en cuenta el cono Hy = {(x1,22) € R: 1,20 < 0}, es facil ver
que f1 no es creciente con respecto a este cono.

Lema 2.3.8. Sea (H,Hu,+) un espacio de Hilbert ordenado con un cono
Haor definido en  (2.3), con xg # 0, y sea ho (z) = (x,z0). Si [ es una
funcion creciente, entonces hgo f : [a,b] — R es creciente y satisface que

[~z (hoo f) (t)xo.

Demostracion. Ya que f es creciente, por el Teorema 2.1.7, f es fuertemente
de variaciéon acotada y por el Teorema 2.3.3 existen f,,1 ¥ fz,2 crecientes tal
que, f o [fxol - fxo2] - Ya que pOdemOS elegir

fxol (t) = Vat(ho o f7 R)LEO

fu2 () = [Vii(ho o f,R) — hg o [ (t)] o,
tenemos

[~y (hoo f)(t) zo.

Si t; < ty, entonces:

(ho o f) (t2) = (ho o f) (tr) = (f(t2) — f(tr), 20) = e[ f(t2) = f(t2)]| = 0,

por lo tanto hg o f es creciente. O
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Proposicién 2.3.9. Sea ‘H un espacio de Hilbert, sea H,,y, con xo # 0, el
cono extendible definido en (2.8). Existe [ : I — H fuertemente de variacion
acotada tal que, la unica posibilidad de satisfacer f ~., (f1 — f2), donde fi
y fa son crecientes, es que fi ~y, fo.

Demostracion. Sea x1 € H con xp # 0 tal que (zy,x9) = 0. Sea A : [a,b] — R
una funcion creciente y f(t) = A(t)x;. Entonces f es una funciéon fuerte-
mente de variacion acotada en H. Supongamos que existen fi, fo funciones
crecientes tal que f ~, [fi — f2]. Por Lema 2.3.8, tenemos

(2.7) J1(t) ~ao (hoo f1) (O)wo y  fa(t) ~ay (ho o f2) (t)0,

la cual es equivalente a

(fi(t),z0) = (ho o fi) (B)]lxoll?, i =1,2.
Asi:
0 = (f(t) = (fi(t) = fo(1)), w0)

(A)z1 — [(ho © f1) (t) = (ho © f2) ()] %0, Z0)
= [(hoo fi) (t) = (ho o f2) (t)] llol|*.

Por lo tanto: (hgo f1) (t) = (ho o f2) (t), para todo t € [a,b]. Por (2.7), con-
cluimos que

fl ~xo f2'

2.4. En espacios normados

En la secciéon 2.3 se demuestra que las funciones fuertemente de variacion
acotada con valores en un espacio de Hilbert se puede descomponer como
la diferencia de dos funciones crecientes. Pero ;qué ocurre en general en
cualquier espacio normado?, a continuacion damos algunos resultados sobre
espacios normados particulares.

Proposicion 2.4.1. Si (X, X,) es un espacio normado ordenado, donde
X, es un cono extendible, pero no generador, entonces existe al menos una
funcion fuertemente de variacion acotada f : [a,b] — X la cual no es la
diferencia de dos funciones crecientes.
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Demostracion. Sea xq € X tal que no pertenece a X, — X . Definamos
f:la,b] = X como

2xg, si T =b,
flz)=4¢ xo, si x=aqa,

0, st x€(ab).

Es claro que f es fuertemente de variacion acotada. Supongamos que
existen g, h : [a,b] — X funciones crecientes tales que

f=9-h

Notemos que

ro = f(b) — fla) = (9(b) — g(a)) — (h(b) — h(a)).

Esto es una contradiccion, ya que el término de la derecha pertenece a X, —
X, y por hipétesis xy no pertenece. O

El siguiente ejemplo muestra un espacio normado cuyo cono es extendible,
pero no generador.
Ejemplos 2.4.2.
Sean X =R? y X, = {(2,0) : © > 0}. X, es un cono extendible en R? y no

es generador.

En algunos casos podemos obtener la descomposicion de Jordan de fun-
ciones fuertemente de variacion acotada.

Teorema 2.4.3. Sea X = C([c,d],R) con la norma uniforme, y X, = {f €
C([e,d],R) = f(s) > 0, para cada s € [c,d]} un cono. Si T : [a,b] —
C([e,d],R) es fuertemente de variacion acotada, entonces existen dos fun-
ciones crecientes G, H : [a,b] — C([c,d],R) tales que T =G — H.

Demostracion. Sean T : [a,b] — C([c,d],R) fuertemente de variacion acotada
v fo: [¢,d] — R continua tal que || fo|] > 1.
Definamos G y H como

G(t) = VAT, X)foy H(t) = G(t) = T(t),
porloque T =G — H. Sia <t <ty <b, podemos escribir

G(tas) = VAT, X)fo
= VT, X)fo+ V2(T, X) fo
= G(tl)““/ttf(TvX)fO
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Esto implica que
G(ts) = G(t) = V2T, X) fo € Xy

Por lo tanto G es creciente.
Resta probar que H es creciente. Sean a < t; < ty < b.

H(ty) — H(t1) = (G(t2) — G(t1)) — (T'(t2) — T'(t1)).

Sea s € [c,d]. Entonces

(T'(t2) = T(t1))(s) (T'(t2) = T(t2))]]oo
Vi (T, X)

(Vi (T, X) fo) (s)-

IA N CIA

Por lo tanto
H(ty) — H(ty) € X,

]

Teorema 2.4.4. Sea (X, X ) un espacio normado ordenado, donde X, es
extendible y sea X = {s € X* | s(x) > 0, para todo x € X, }. Si f : [a,b] —
X* es fuertemente de variacion acotada, entonces existen g,h : [a,b] — X*
crecientes tales que f = g — h.

Demostracion. Por hipétesis existe z; € X* y ¢ > 0 tal que, para cada
T € X+,
||zl] < exg(z).

Definamos g, h : [a,b] — X* como
g9(t) = Vy (f. X")exg y h(t) = g(t) — f(1),
por lo que f=g—h. Sia <t <ty <b, podemos escribir

glt2) = V2 (f, XV)ey = V(S X )exg + Vi (f, X*)eag
= g(t) + Vi (f, X")exs.

Esto implica que
(2.8) 9(t2) — g(tr) = Vi2 (f, X")exs.

Como
V2 (f, X" )exg(z) >0

- )
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para todo x € X, entonces, por (2.8) se tiene que g(t2) — g(t1) € X7, es
decir g es creciente.
Resta probar que h es creciente. Sean a < t; < t5 < b. Entonces

h(t2) = h(ty) = Vi2(f, X¥)ag — (f(t2) = f(t)).

Sea x € X, entonces

(f(t2) = f(t)) () < [|f(t2) = fE) | x=[[z]] < [[f(t2) — [(t1)|[x-cap(z).
Asi
(f(t2) = fF(t)(2) < (V2 (f, X7)eap) ().
Por lo tanto
h(ty) — h(t1) € X7
Asi f=g—h. m
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Conclusiones

Los resultados principales de la tesis son los siguientes:

» Toda funcion fuertemente de variacion acotada con valores en un es-
pacio de Hilbert se representa como la diferencia de dos funciones cre-
cientes bajo una relacion de equivalencia (Teorema 2.3.3).

= Se demuestra que dado un espacio normado donde X, no es un cono
generador, la descomposicion de Jordan para funciones fuertemente de
variacion acotada no se satisface (Proposicion 2.4.1).

= La descomposicion de Jordan de funciones fuertemente de variaciéon
acotada con valores en el espacio de las funciones continuas (Teorema
2.4.3).

= La descomposicion de Jordan de funciones fuertemente de variaciéon
acotada con valores en el espacio dual (Teorema 2.4.4).

Ademas, en la seccion 2.2 se define el concepto de variacion acotada res-
pecto al orden para funciones con valores en un espacio de Riesz y se demues-
tra que cualquier funcién de variaciéon acotada respecto al orden se escribe
como la diferencia de dos funciones crecientes (Teorema 2.2.7).

Teniendo como base los resultados de este trabajo de tesis, algunos tra-
bajos futuros son:

= Estudio entre las teorias modernas de integracion y los resultados de la
tesis.

» Extender algunos teoremas clasicos del anélisis funcional con respecto
a la descomposicion de Jordan para funciones valuadas en espacios
normados, entre estos estudiar los teoremas de Helly.
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