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Introducción

Como bien dice el profesor Sam B. Nadler, Jr. uno no puede estudiar continuos
sin considerar tipos especiales de funciones [12, p. 277]. El estudio de ciertas clases
de funciones especiales entre continuos es una de las herramientas para atender par-
te de la teoría de los continuos. Recordemos que un continuo es un espacio métrico
compacto, conexo y no vacío. Nuestro tema de tesis pertenece a esta herramienta,
de hecho, nos dimos a la tarea de estudiar algunas clases de funciones continuas y
suprayectivas entre espacios métricos compactos, en particular, entre continuos; así
como analizar la relación que existe entre ellas. Por otro lado, también analizamos
algunas propiedades de (i) la composición de clases de funciones, (ii) las funcio-
nes hereditarias, (iii) las funciones locales, (iv) la propiedad de la composición de
funciones y (v) la propiedad de la composición factor. Cabe mencionar que nuestra
tesis está inspirada en algunas partes de la tesis doctoral de T. Ma¢kowiak, Funcio-
nes continuas entre continuos [9]. Note la importancia del estidio de las funciones
especiales en el libro de Teoría de los continuos de Nadler el Capítulo XIII está dedi-
cado a Tipos especiales de funciones; el Capítulo 5 del libro de Topología y sistemas
dinámicos III, atiende también este tema de funciones entre continuos [2]. Por otro
lado, la tesis de Franco Barragán [1] contiene un buen recuento de propiedades que
nos dan información acerca de los continuos usando funciones especiales entre ellos;
también en este tenor está el Capítulo 8, El intervalo cerrado, la circunferencia y
sus funciones continuas [3].

Especí�camente, en esta tesis estudiamos las relaciones que existen entre las
clases de funciones: abiertas O, atómicas A, monótonas M, con�uentes C, semicon-
�uentes SC, débilmente con�uentes DC, juntadoras J, atriódicas At, casi interiores
CI, ligeras, OM, MO, quasimonótonas QM , débilmente monótonas DM , pseudo-
con�uentes PC, homeomor�smos H, homeomor�smos locales, localmente con�uen-
tes y localmente débilmente con�uentes. Así como una gran variedad de ejemplos
de funciones, con los cuales probamos que se tiene alguna contención propia o que
no hay relación alguna entre ciertas clases de funciones. Casi todo el estudio que
presentamos acerca de las funciones está hecho entre espacios métricos compactos
y, algunos casos, entre continuos.

Nuestro trabajo está dividido en siete capítulos, en el primero de éstos presen-
tamos los conceptos y resultados básicos de la topología general y la teoría de los
continuos.

En el Capítulo 2, analizamos la relación que existe entre algunas clases de
funciones, por ejemplo, mostramos las contenciones siguientes: A ⊂M ⊂ C ⊂ SC ⊂
J; por otro lado, O ⊂ C ⊂ DC ⊂ At y SC ⊂ DC. Concluimos el capítulo con
una sección de ejemplos de funciones mostrando que cada una de las contenciones,
citadas previamente, son propias.
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También el Capítulo 3 está dedicado al análisis de las relaciones que existe
entre algunas clases de funciones. Aquí demostramos que O ⊂ CI = OM ⊂ C, por
otro lado, M ⊂ MO ⊂ OM y O ⊂ MO. Al �nal del capítulo damos la sección
de ejemplos de funciones donde mostramos que algunas de las contenciones son
propias.

Iniciamos el Capítulo 4 mostrando algunas propiedades de la composición de
clases de funciones, las cuales nos serán de utilidad para generar otras clases de
funciones. Dada una clase de funciones A decimos que una función continua y su-
prayectiva entre espacios métricos compactos, f : X → Y , es hereditariamente A si
para cualquier subcontinuoK de X se tiene que la función restricción f |K pertenece
a la clase A; denotamos por her(A) a la clase de las funciones hereditariamente A.
Por ejemplo, demostramos que si f ∈ her(A) entonces f ∈ A. Por otro lado, si B
es una clase de funciones y A ⊂ B, entonces her(A) ⊂ her(B). De este último he-
cho y los resultados pertinentes probamos que M ⊂ her(C) ⊂ her(DC) ⊂ her(At)
y A ⊂ her(M). Concluimos el capítulo con la sección de ejemplos de funciones
mostrando que alguna de las contenciones, citadas previamente, son propias.

En el Capítulo 5, dada una clase de funciones A, atendemos el concepto de que
una función pertenece a la clase local de A, esta clase de funciones la denotamos
por Loc(A); demostramos que A ⊂ Loc(A). Por otro lado, si B es una clase de
funciones y A ⊂ B, entonces Loc(A) ⊂ Loc(B). También atendemos los conceptos
de que una función es un homeomor�smo local, es localmente con�uente y localmente
débilmente con�uente. Respecto a estos conceptos probamos que: (i) una función f
es localmente con�uente si y sólo si f ∈ Loc(C); (ii) una función f es localmente
débilmente con�uente si y sólo si f ∈ Loc(DC); (iii) Loc(H) ⊂ O = Loc(O);
(iv) MO ⊂ Loc(MO) ⊂ OM = Loc(OM); (v) Loc(M) ⊂ MO y (vi) Loc(C) ⊂
Loc(SC) ⊂ Loc(DC). También, Al �nal del capítulo damos la sección de ejemplos de
funciones donde mostramos que algunas de las contenciones, citadas previamente,
son propias.

En el Capítulo 6, usando el concepto de continuo irreducible, demostramos las
siguientes contenciones de clases de funciones: (i) her(C) ⊂ QM ⊂ DM ; (ii) DC ⊂
PC; (iii) C ⊂ DM y (iv) Loc(M) ⊂ QM . Similarmente, concluimos el capítulo
con la sección de ejemplos de funciones mostrando que alguna de las contenciones,
citadas previamente, son propias.

Respecto al último capítulo, en la Sección 7.1 tenemos que dada una clase de
funciones A, decimos que A tiene la propiedad de la composición si para cuales-
quiera f, g ∈ A se cumple que g ◦ f ∈ A. Probamos que las siguientes clases de
funciones tienen la propiedad de la composición: H, A, O, M, C, DC, PC, OM , QM
y los homeomor�smos locales. Por otro lado, también probamos que si la clase A
tiene la propiedad de la composición, entonces la clase hereditariamente A, her(A),
tiene la propiedad de la composición. Como consecuencia de estos resultados obte-
nemos que las clases: her(H), her(A), her(O), her(M), her(C), her(DC), her(PC),
her(OM), her(QM) y la clase hereditariamente de los homeomor�smos locales, tie-
nen la propiedad de la composición. En la Sección 7.2 damos los ejemplos de que
algunas clases no tienen la propiedad de la composición. Concluimos nuestra tesis,
analizando el concepto de la propiedad de la composición factor, es decir, dada una
clase de funciones A, decimos que A tiene la propiedad de la composición factor
si para cada función f ∈ A que se pueda factorizar en dos funciones f = g ◦ h, se
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cumple que g ∈ A. En esta parte, demostramos que las clases de funciones H, O,
M, C, DC, PC, Loc(DC), Loc(C), QM , DM , J y OM tienen la propiedad de la
composición factor.



Capítulo 1

Preliminares

En este capítulo presentamos los conceptos y resultados básicos de topología
general y la teoría de continuos, los cuales utilizaremos en el desarrollo de la tesis.
Por ejemplo, demostramos el Teorema de reducción de Brouwer, el Teorema del
cable cortado y el Teorema de golpes en la frontera.

Si X es un espacio topológico y A ⊂ X, entonces intX(A), ClX(A) y FrX(A)
denotan el interior, la cerradura y la frontera de A en el espacio X, respectivamente;
cuando no haya confusión omitimos la referencia al espacio X. El diámero del
conjunto A lo denotamos por diám(A) y la cardinalidad por |A|. El complemento
de A en X se denota por X \A. Una vecindad de un punto x ∈ X es un subconjunto
V de X tal que x ∈ int(V) y una vecindad cerrada de x es un subconjunto V de X
cerrado tal que x ∈ int(V).

Sean X un espacio métrico, x ∈ X y ε > 0, denotamos por Bε(x) a la bola en
X con centro en el punto x y de radio ε; la bola cerrada con centro en x y radio ε
la denotamos por Bε(x).

Si f : X → Y es una función entre espacios topológicos y A ⊂ X, f |A denota
la restricción de f al subconjunto A.

Como es usual, R, N, R+ y R2 denotan el conjunto de los números reales, el
conjunto de los números naturales, el conjunto de los números reales positivos y el
espacio euclidiano de dimensión 2, respectivamente.

Los espacios considerados en esta tesis serán los espacios métricos compactos y
todas las funciones supondremos que son continuas y suprayectivas.

Para nosotros un continuo es un espacio métrico, compacto, conexo y no vacío.
Un continuo de Hausdor� es un espacio topológico Hausdor�, compacto, conexo
y no vacío. Un subcontinuo de un espacio es un subespacio el cual es un continuo.
Un continuo es no degenerado si contiene más de un punto.

1. Componentes y quasicomponentes conexas

Proposición 1.1. Sea X un espacio topológico, si C es un subconjunto conexo
de X y A es un conjunto abierto y cerrado de X tal que A∩C 6= ∅, entonces C ⊂ A.

Demostración. Supongamos que C * A, de este modo existe un punto y ∈ C
tal que y no está en A. Por lo que y ∈ X \ A y así (X \ A) ∩ C 6= ∅. Como A es
abierto , se tiene que X \ A es cerrado, así se tienen dos conjuntos cerrados en C,
A ∩C y (X \A) ∩C, que son ajenos, no vacíos y su unión es C, lo cual contradice
la conexidad de C. Por lo tanto C ⊂ A. �
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2 1. PRELIMINARES

Definición 1.2. Sean X un espacio topológico y un punto p ∈ X, de�nimos la
componente conexa de p en X, la cual denotamos por CX(p), como el conjunto
conexo más grande que contiene al punto p, es decir:

CX(p) =
⋃
{A ⊂ X | p ∈ A y A es conexo en X}.

Definición 1.3. Sean X un espacio topológico y un punto p ∈ X, de�nimos la
quasicomponente conexa de p en X, la cual denotamos por QX(p), como:

QX(p) =
⋂
{A ⊂ X | p ∈ A, A es abierto y cerrado en X}.

Debido a la forma en que está de�nida la componente conexa, CX(p), sien-
do este conjunto la unión de conjuntos conexos que tienen intersección no vacía,
pues p es un punto de esta intersección, por lo que la unión, CX(p), es cone-
xo, además ClX(CX(p)) es un conjunto conexo que contiene al punto p, por lo
que está contenido en CX(p). Así CX(p) ⊂ ClX(CX(p)) ⊂ CX(p), por lo tanto,
CX(p) = ClX(CX(p)), es decir CX(p) es cerrado.

Observación 1.4. Sean X un espacio topológico y un punto p ∈ X. Se tiene
que CX(p) es un conjunto conexo que contiene al punto p y es un conjunto cerrado
en X.

Por la de�nición de la quasicomponente, QX(p), dado que es la intersección de
conjuntos cerrados, se tiene que QX(p) es un conjunto cerrado y, cada uno de estos
conjuntos contiene al punto p, así p ∈ QX(p), de modo que QX(p) es no vacío.

Observación 1.5. Sean X un espacio topológico y un punto p ∈ X. Se tiene
que QX(p) es un conjunto cerrado en X que contiene a p.

Proposición 1.6. Sea X un espacio topológico. Para cada p ∈ X se tiene que,

CX(p) ⊂ QX(p).

Demostración. Sea A un subconjunto abierto y cerrado en X tal que p ∈ A.
Ahora como CX(p) es un conjunto conexo, y además p ∈ CX(p) ∩ A. Por

la Proposición 1.1, obtenemos que CX(p) ⊂ A. Note que esto ocurre para todo
conjunto abierto y cerrado que contenga al punto p, de modo que CX(p) ⊂

⋂
{A ⊂

X | p ∈ A, A es abierto y cerrado en X} = QX(p). Así CX(p) ⊂ QX(p). �

Ejemplo 1.7. No simpre ocurre que QX(p) ⊂ CX(p). Para esto, de�namos al
espacio X como

{p, q}
⋃

(∪n∈NLn)

donde p = (0, 1) ∈ R2, q = (0, 0) ∈ R2 y Ln = { 1
n} × [0, 1], para toda n ∈ N.

Consideremos los puntos pn = ( 1
n , 1), qn = ( 1

n , 0), para toda n ∈ N.
Vamos a probar que para el punto p ∈ X se tiene

Cx(p) ( QX(p).

Primero probaremos que CX(p) = {p}.
Para esto sea y ∈ X, tal que y = q o y ∈ Ln, para algún n ∈ N. Si y ∈ Ln para

algún n ∈ N. Consideremos el conjunto A = [(−∞,
1
n + 1

n+1

2 )×R] ∩X, el cual es un
conjunto abierto y cerrado en X que intersecta a CX(p), se sigue de la Proposición
1.1, que CX(p) ⊂ A. Así, y no está en CX(p). De modo que si CX(p) tiene otro
punto diferente de p, éste no puede ser elemento de Ln, para n ∈ N. Por lo que
tiene que ser q. Note que el conjunto {p, q} es disconexo, ya que si tomamos las
bolas abiertas, B1 y B2, con centro en p y q y radio 1

3 , respectivamente. Se tiene
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que B1∩{p, q} y B2∩{p, q} son dos abiertos ajenos, no vacíos, y su unión es {p, q},
por lo que B1 y B2 forman una disconexión del conjunto. Así, q no puede estar en
CX(p) y, por lo tanto, CX(p) = {p}.

Ahora veremos que {p, q} ⊂ QX(p). Para esto tomemos un conjunto abierto y
cerrado, A, que contiene al punto p. Note que la sucesión {pn}n∈N converge al punto
p y A es un abierto que lo contiene, por lo que existe un N ∈ N tal que pn ∈ A,
para cada n > N . Así A ∩ Ln 6= ∅ para n > N . Se sigue de la Proposición 1.1, al
ser A un conjunto abierto y cerrado, que Ln ⊂ A para n > N . Como qn ∈ Ln ⊂ A
para cada n > N . Además, la sucesón {qn}n∈N converge al punto q; por otro lado,
dado que A es cerrado se tiene que q ∈ A. Note que esto acurre para todo conjunto,
A, abierto y cerrado por lo que, {p, q} = QX(p) como se deseaba. Por lo tanto,
CX(p) ( QX(p).

Lema 1.8. Sean X un espacio topológico, compacto y {Aα}α∈Λ una familia de
conjuntos cerrados en X. Si U es un conjunto abierto en X con ∩α∈ΛAα ⊂ U,
entonces existen α1, ..., αn ∈ Λ tales que⋂n

i=1Aαi ⊂ U.

Demostración. Observemos primero que si
⋂
α∈ΛAα ⊂ U, entonces X \ U ⊂⋃

α∈Λ(X \Aα). De donde {X \Aα}α∈Λ es una cubierta abierta del compacto X \U.
Demodo que es posible hallar α1, ..., αn ∈ Λ tales que X \ U ⊂ni=1 (X \ Aαi

). De
donde ∩ni=1Aαi ⊂ U. �

Teorema 1.9. Si X es un espacio Hausdor� compacto, entoces para cada p ∈
X, se tiene que CX(p) = QX(p).

Demostración. Consideremos un punto p ∈ X. Por la Proposición 1.6 se tiene que
CX(p) ⊂ QX(p). Resta ver que QX(p) ⊂ CX(p). Para esto, sean K y H conjuntos
ajenos y cerrados en QX(p), tales que QX(p) = K ∪ H. Probaremos que K o H
es vacío. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que p ∈ H. Como K y H son
cerrados en QX(p), el cual es cerrado en X se tiene que K y H son cerrados en
X. Como X es Hausdor� compacto, [11, Teorema 2.4, p.198] tenemos que X es
un espacio normal, de modo que existen conjuntos abiertos y ajenos en X, U y V,
tales que H ⊂ U y K ⊂ V. Así QX(p) = K ∪H ⊂ U ∪ V. Por el Lema 1.1, existen
A1, ..., An, conjuntos abiertos y cerrados en X, cada uno de ellos contiene al punto
p, de manera que ⋂n

i=1Ai ⊂ U ∪ V.
Ahora, llamemos W = (

⋂n
i=1Ai) ∩ U. Se tiene que W es un abierto en X.

Como
⋂n
i=1Ai ⊂ U ∪ V y los conjuntos U y V son ajenos. Se tiene que W =

(
⋂n
i=1Ai) ∩ (X \ V). Note que

⋂n
i=1Ai es un conjunto cerrado en X y X \ V

es un cerrado, por lo que W es cerrado y contiene al punto p. En consecuencia
K ⊂ QX(p) ⊂W ⊂ U. Así K ⊂ U ∩ V = ∅, por lo que K = ∅. Se sigue que QX(p)
es un conjunto conexo en X que contiene al punto p, de modo que QX(p) ⊂ CX(p).

�

2. Propiedades de espacios topológicos

Recordamos en esta parte algunas propiedades de los espacios topológicos que
utilizaremos a lo largo de la tesis. Muchos de los resultados que exponemos fueron
tomados de los libros de Kuratowski [4] y [5]
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Teorema 1.10. (de reducción de Brouwer) Si X es un espacio segundo nume-
rable y A es una familia no vacía de subconjuntos cerrados de X, con la propiedad
de que para cada sucesión creciente, A1 ⊆ A2 ⊆ A3 ⊆ · · · , de elementos de A existe
un elemento, A, de A tal que, para cada n ∈ N, An ⊆ A. Entonces A tiene un
elemento maximal. Si A es una familia no vacía de subconjuntos cerrados de X,
con la propiedad de que para cada sucesión decreciente, A1 ⊇ A2 ⊇ A3 ⊇ · · · , de
elementos de A existe un elemento, A, de A tal que, para cada n ∈ N, An ⊇ A.
Entonces A tiene un elemento minimal.

Demostración. Fijemos un elemento A0 ∈ A y una base numerable para la topo-
logía de X, {Bn : n ∈ N}. Consideremos la subcolección A1 de la familia A de�nida
como sigue:

A1 = {A ∈ A : A0 ( A y A ∩B1 6= ∅}.
Si A1 es no vacía, entoces �jamos un elemento A1 ∈ A1. Si la colección A1 es

vacía, entonces de�nimos A1 = A0.
Análogamente tomemos la subcolección A2 de la familia A de�nida como sigue:

A2 = {A ∈ A : A1 ( A y A ∩B2 6= ∅}.

Si A2 es no vacía, entoces �jamos un elemento A2 ∈ A2. Si la colección A2 es
vacía, entonces de�nimos A2 = A1. Ahora, supongamos que se han determinado
n elementos de A, digamos A1, A2, ..., An, tales que A0 ⊂ A1 ⊂ A2 ⊂ · · · ⊂ An
y, si Ai−1 está contenido propiamente en Ai, entonces Ai ∩ Bi 6= ∅, para cada
i ∈ {1, 2, ..., n}, consideremos la subcolección An+1 de la familia A de�nida por:

An+1 = {A ∈ A : An ( A y A ∩Bn+1 6= ∅}.

Si An+1 es no vacía, entonces elijamos un elemento An+1 ∈ An+1. Si la colección
An+1 es vacía, entonces de�nimos An+1 = An. De este modo, inductivamente, se
ha determinado una sucesión creciente de elementos en A,

A0 ⊂ A1 ⊂ A2 ⊂ A3 ⊂ · · · ,
con la propiedad adicional de que, para cada n ∈ N, si An−1 está contenido propia-
mente en An, entonces

An ∩Bn 6= ∅.
Por hipótesis, existe un elemento A de A tal que, para cada n ∈ N, An ⊂ A.
Demostraremos que A es un elemento maximal en A. Para esto, supongamos,

lo contrario, es decir, supongamos que existe un elemento A′ en A que contiene
propiamente al conjunto A y �jemos un punto x ∈ A′ \ A. Se tiene que X \ A es
un conjunto abierto en X que contiene al punto x. Luego, existe m ∈ N tal que
x ∈ Bm ⊂ X \A.

Por otro lado, como Am ⊂ A y A ∩ Bm = ∅, se tiene que Am ∩ Bm = ∅.
Ahora, puesto que Am−1 ⊂ A y A está contenido propiamente en A′, se tiene que
Am−1 está contenido propiamente en A′. Además, como x ∈ A′ ∩Bm, se sigue que
A′ ∩ Bm 6= ∅. Luego, A′ es un elemento de la colección Am. Es decir, la colección
Am, que usamos para determinar al elemento Am de la sucesión construida, no es
vacía. Luego, el elemento Am está determinado de tal forma que Am ∩Bm 6= ∅. Lo
cual es una contradicción de modo que A es un elemento maximal en A.

Análogamente se puede probar que A tiene un elemento minimal. �



2. PROPIEDADES DE ESPACIOS TOPOLÓGICOS 5

Teorema 1.11. (del cable cortado) Sea X un espacio Hausdor� compacto.
Si K es una componente conexa de X y F es un conjunto cerrado en X tal que
F ∩K = ∅, entonces existe un conjunto abierto y cerrado en X, L, tal que K ⊂ L
y L ∩ F = ∅.

Demostración. Sean K una componente conexa de X y F un conjunto cerrado
de X tal que F ∩ K = ∅. Como K es una componente conexa de X, existe un
punto p de X tal que K = CX(p). Por el Teorema 1.9 tenemos que K = QX(p).
Note que K ⊂ X \ F y X \ F es abierto en X. Luego por el Lema 1.8, existen
conjuntos abiertos y cerrados en X, A1, ..., An, tales que p ∈ Ai, i ∈ {1, ..., n} y⋂n
i=1Ai ⊂ X \ F . De esta forma:

(
⋂n
i=1Ai) ∩ F = ∅ y K ⊂

⋂n
i=1Ai.

Así, basta de�nir a L como
⋂n
i=1Ai, para tener la conclusión del teorema. �

Teorema 1.12. (de golpes en la frontera) Sea X un continuo de Hausdor� y
U un subconjunto propio, abierto y no vacío de X. Si K es una componente de
ClX(U) entonces K ∩ FrX(U) 6= ∅.

Demostración. Sean U un subconjunto propio, abierto y no vacío de X y K una
componente de ClX(U). Supongamos que K∩FrX(U) = ∅. Se demostrará que U no
puede ser un subconjunto propio de X. Note que ClX(U) es un espacio Hausdor�
compacto. Además, FrX(U) es un conjunto cerrado en ClX(U) y ajeno de K. Se
sigue del Teorema del cable cortado que existe un conjunto, L, abierto y cerrado
en ClX(U), tal que K ⊂ L y L ∩ FrX(U) = ∅. Como L ⊂ ClX(U) = U ∪ FrX(U),
se tiene que L ⊂ U. De aquí que L es abierto en U, note que U es abierto en X,
se sigue que L es abierto en X. También ocurre que L es cerrado en X, pues L es
cerrado en ClX(U) el cual es cerrado en X. De esta forma L es abierto y cerrado
en X. Además, L 6= ∅, pues K ⊂ L, y como X es conexo, se sigue que L = X.
Finalmente como, L ⊂ U, se tiene que U = X. Lo cual es una contradicción. Por lo
tanto, K ∩ FrX(U) 6= ∅. �

Proposición 1.13. Sea {Xn}n∈N una sucesión de espacios métricos compactos
tal que Xn+1 ⊂ Xn, para cada n ∈ N y sea

X =
⋂
n∈NXn.

Si U es un conjunto abierto en X1 tal que X ⊂ U, entonces existe N ∈ N tal que si
n ≥ N entonces

Xn ⊂ U.

En particular, si Xn 6= ∅ para cada n ∈ N, entonces X 6= ∅ (y así compacto).

Demostración. Supongamos que existe un conjunto abierto U en X1 tal que
X ⊂ U y Xn * U, para cada n ∈ N. Tomemos un punto xn ∈ Xn \ U, para cada
n ∈ N. Como X1 \U es cerrado, y así compacto, para la sucesión {xn}n∈N ⊂ X1 \U
podemos encontrar una subsucesión {xnj

}j∈N que converge a un punto p ∈ X1 \U.
Como para cada j ∈ N, xnj

∈ Xm si nj ≥ m, entonces p ∈ Xn, para toda n ∈ N.
Así p ∈ X, lo cual contradice el hecho de que X ⊂ U, pues p ∈ X1 \ U.

Para la segunda parte de la demostración supongamos que X = ∅. Se tiene que
U = ∅ cumple que X ⊂ U, así por la parte anterior tenemos que existe N ∈ N tal
que Xn ⊂ U, para toda n ≥ N . De modo que Xn = ∅, para toda n ≥ N ; lo cual es
una contradicción. Por lo que X 6= ∅. �
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Teorema 1.14. Si {Xn}n∈N es una sucesión de continuos tal que Xn+1 ⊂ Xn,
para cada n ∈ N y sea

X =
⋂
n∈NXn.

Entonces X es un continuo.

Demostración. Por la Proposición 1.13, X es un espacio métrico compacto y no
vacío. Resta ver que X es conexo. Para esto supongamos lo contrario, es decir,
supongamos que existen A y B conjuntos cerrados, no vacíos y ajenos tales que
X = A ∪ B. Como X1 es un espacio normal, existen dos abiertos en X1, V y W,
ajenos tales que A ⊂ V y B ⊂W. Sea U = V∪W. Entonces por la Proposición 1.13
tenemos que Xn ⊂ U, para algún n ∈ N. Por lo tanto

Xn = (Xn ∩ V) ∪ (Xn ∩W).

Como A∪B = X ⊂ Xn y, dado que A∩X 6= ∅ y B∩X 6= ∅, tenemos que Xn∩V 6= ∅
y Xn ∩W 6= ∅. Por lo que V y W forman una disconexión para el continuo Xn lo
cual es una contradicción. Por lo tanto, X es conexo. �

Definición 1.15. Sean X un espacio topológico y A,B ⊂ X. Se dice que A y
B son conjuntos separados si

A ∩ ClX(B) = ∅ y ClX(A) ∩B = ∅.
Algunas veces también se dirá que A está separado de B.

Proposición 1.16. Sean X un espacio topológico y A,B,C ⊂ X. Si A está
separado de B y de C, entonces A está separado de B ∪ C.

Demostración. Tenemos que A∩ClX(B∪C) = (A∩ClX(B))∪(A∩ClX(C)) = ∅.
Por otro lado, ClX(A)∩ (B∪C) = (ClX(A)∩B)∪ (ClX(A)∩C) = ∅. Por lo tanto,
A y B ∪ C son conjuntos separados. �

Definición 1.17. Sea X un espacio topológico, decimos que X es disconexo
si existen A y B subconjuntos de X separados tales que A 6= ∅, B 6= ∅ y X = A∪B.
Si no existen dichos conjuntos, entonces decimos que X es conexo.

Teorema 1.18. (de descomposición) Sean X un espacio topológico conexo y
C ⊂ X conexo. Si M y N son dos conjuntos separados y no vacíos tales que
X \C = M ∪N , entonces los conjuntos C ∪M y C ∪N son conexos. Más aún, si
C es cerrado, entonces C ∪M y C ∪N también son cerrados.

Demostración. Supongamos que C ∪M no es conexo, es decir, C ∪M = A ∪B,
con A y B conjuntos separados. Probaremos que A = ∅ o B = ∅ . Como C es
conexo, sin pérdida de generalidad, supongamos que C ∩ B 6= ∅, luego C ⊂ B.
De modo que A ⊂ M . Como M y N son conjuntos separados, el conjunto A está
separado de N . Por la Proposición 1.16, A y N ∪B son conjuntos separados, pues A
está separado de B. De modo que X = (C ∪M)∪N = (A∪B)∪N = A∪ (B ∪N).
Por lo que X es la unión de dos conjuntos separados, a saber A y B ∪ N . Por lo
tanto, A = ∅ o B ∪N = ∅, es decir, A = ∅ o B = ∅.

Ahora, si suponemos que C es un conjunto cerrado, entonces

ClX(C ∪M) = [ClX(C) ∪ ClX(M)] ∩X = [C ∪ ClX(M)] ∩ [C ∪M ∪N ].
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Como N y M son conjuntos separados, se tiene que ClX(M)∩N = ∅, por lo tanto,
ClX(C ∪M) = C ∪M , es decir C ∪M es un conjunto cerrado.

Análogamente, se prueba que C ∪N es un conjunto conexo y cerrado. �

Corolario 1.19. Sea C un subcontinuo de un continuo X. Si M y N son dos
conjuntos separados y no vacíos tales que X \C = M ∪N , entonces C ∪M y C ∪N
son continuos.

Demostración. Por el Teorema 1.18 tenemos que C∪M y C∪N son subconjuntos
conexos y cerrados de X. Se sigue que C ∪M y C ∪N son compactos. Por lo tanto,
C ∪M y C ∪N son continuos. �

Definición 1.20. Sean X un continuo y p, q ∈ X. Se dice que X es irreducible
entre p y q si no existe subcontinuo propio Y , de X tal que p, q ∈ Y . Decimos que
X es irreducible si existen dos puntos tales que X es irreducible entre ellos.

Definición 1.21. Sean X un espacio topológico y A,B ⊂ X, se dice que X
es conexo entre A y B si no existen conjuntos abiertos, U y V, en X tales que
X = U ∪ V, A ⊂ U, B ⊂ V y U ∩ V = ∅.

Proposición 1.22. Si X es un continuo y p, q ∈ X, entonces X contiene un
subcontinuo que es irreducible entre p y q.

Demostración. Sean p, q ∈ X. Tomemos

H = {Y ⊂ X : Y es un subcontinuo con p, q ∈ Y },
la familia H no es vacía pues X ∈ H.

Ahora, tomemos una sucesión de elementos, {Hn}n∈N, de H tal que Hn+1 ⊂
Hn, para cada n ∈ N. Veamos que la sucesión {Hn}n∈N está acotada inferiormente
en H. Sea H0 =

⋂
n∈NHn. Como p, q ∈ Hn para cada n ∈ N, entonces p, q ∈ H0,

se sigue del Teorema 1.14 que H0 es un continuo. Por lo que H0 ∈ H y H0 ⊂ Hn,
para cada n ∈ N. De modo que la sucesión {Hn}n∈N está acotada inferiormente.
Por el Teorema de Reducción de Brouwer (Teorema 1.10), tenemos que H tiene un
elemento minimal, es decir, existe un elemento Z ∈ H tal que Z ⊂ H, para cada
H ∈ H.

Veamos que Z es irreducible entre los puntos p y q. Para esto supongamos
lo contrario, es decir, supongamos que Z tiene un subcontinuo propio, Z ′, tal que
p, q ∈ Z ′. Como Z ′ es compacto en Z, entonces Z ′ es compacto en X. Además, como
Z ′ es conexo en Z, entonces Z ′ es conexo en X, por lo que Z ∈ H y Z ′ ⊂ Z, lo
cual contradice que Z sea el elemento minimal de H. Por lo tanto Z es un continuo
irreducible entre los puntos p y q. �

Lema 1.23. Sean X y Y espacios métricos compactos. Una función f : X → Y
es continua si, y sólo si, siempre que una sucesión {xn}n∈N convergente en X tal
que la sucesión {f(xn)}n∈N es convergente en Y , entonces se tiene que

ĺım f(xn) = f(ĺımxn).

Demostración. La necesidad siempre se cumple puesX y Y son espacios métricos.
Para probar la su�ciencia supongamos que f : X → Y que no es continua, esto

es, existe un punto x0 ∈ X tal que f no es continua en x0. De esta manera podemos
hallar una sucesión {xn}n∈N cuyo límite en X es x0 pero
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ĺım f(xn) 6= f(x0).

De esta forma para algún ε0 > 0 se cumple que, dado cualquier n ∈ N es posible
hallar un M(n) ∈ N tal que M(n) > n y d(f(xM(n)

), f(x0)) ≥ ε0. Luego, podemos
de�nir recursivamente la función σ : N→ N como sigue:

Caso base, σ(1) = M(1),
paso recursivo σ(n+ 1) = M(σ(n)).

Para cada n ∈ N de�namos x′n = xσ(n). Obseve que σ(n+ 1) = M(σ(n)) > σ(n), así
que σ : N→ N es una función creciente, y por lo tanto {x′n}n∈N es una subsucesión
de {xn}n∈N. Además ocurre que para cada n ∈ N,

d(f(x′n), f(x0)) ≥ ε0.

Como Y es un espacio métrico compacto, la sucesión {x′n}n∈N admite una subsu-
cesión {x′′n}n∈N convergente en Y . Dado que

d(f(x′′n), f(x0)) ≥ ε0, para toda n ∈ N,
se tiene que

ĺım f(x′′n) 6= f(x0).

No obstante ĺımx′′n = x0, pues {x′′n}n∈N es una subsucesión de {xn}n∈N.
En resumen, se ha demostrado que si f : X → Y no es continua entonces existen

un punto x0 y una sucesión {x′′n}n∈N que converge a x0 en X, y cuya sucesión de
imágenes {f(x′′n)}n∈N converge en Y , pero ĺım f(x′′n) 6= f(x0), con lo cual termina
la prueba. �

Lema 1.24. Sea f : X → Y una función. Si A ⊂ X y B ⊂ Y se cumple que

f [A ∩ f−1(B)] = f(A) ∩B.
Más aún, si A1, A2, ..., An son subconjuntos de X entonces

f [f−1(
⋂n
k=1 f(Ak)) ∩Ai] =

⋂n
k=1 f(Ak),

para cada i ∈ {1, 2, ..., n}.

Demostración. Tomemos un punto y ∈ f(A) ∩ B, entonces existe x ∈ A tal que
f(x) = y, como f(x) = y ∈ B entonces x ∈ f−1(B), de modo que x ∈ A ∩ f−1(B).
Por lo que f(A) ∩B ⊂ f [A ∩ f−1(B)].
Como f [A ∩ f−1(B)] ⊂ f(A)

⋂
f(f−1(B)) ⊂ f(A) ∩B, tenemos que

f [A ∩ f−1(B)] = f(A) ∩B.
Sean A1, A2, ..., An subconjuntos de X, si tomamos B =

⋂n
k=1 f(Ak), por la parte

anterior de esta demostración tenemos que

f [Ai ∩ f−1(
⋂n
k=1 f(Ak))] = f(Ai) ∩ [

⋂n
k=1 f(Ak)] =

⋂n
k=1 f(Ak),

para cada i ∈ {1, 2, ..., n}. �

Teorema 1.25. (Weierstrass). Sea f : X → R una función continua. Si X es
un espacio compacto, entonces f es acotada y alcanza su máximo y su mínimo.

Demostración. Como f es continua y X es compacto, entonces f(X) es compacto
en R. Por lo que f(X) es un conjunto cerrado y acotado en R. Con lo cual se tiene
la conclusión. �

Corolario 1.26. Sean X un espacio métrico y A,B ⊂ X. Si A es compacto,
B es cerrado y A ∩B = ∅ entonces δ(A,B) > 0.



2. PROPIEDADES DE ESPACIOS TOPOLÓGICOS 9

Demostración. Recordemos que δ(A,B) = inf{d(x,B) : x ∈ A}. Como la fun-
ción f : A → R+ ∪ {0} de�nida por f(x) = d(x,B), para cada x ∈ A, es una
función continua de�nida de un espacio métrico compacto. Por el Teorema 1.25
existe un punto x0 ∈ A tal que f(x0) = d(x0, B) = δ(A,B). Si f(x0) = 0 enton-
ces x0 ∈ Cl(B) = B, dado que B es cerrado, obtenemos que x0 ∈ A ∩ B lo cual
contradice la hipótesis, por lo tanto, δ(A,B) > 0. �

Corolario 1.27. Sean X un espacio compacto y una familia de conjuntos
cerrados {Fα}α∈I ⊂ X tal que

⋂
α∈I Fα = ∅. Entonces existe ε > 0 (llamado

el coe�ciente de Lebesgue del sistema {Fα}α∈I) tal que para cada conjunto A de
diámetro menor a ε es ajeno de al menos uno de los conjuntos Fα .

Demostración. Como Fα es cerado para toda α ∈ I, entonces Eα = X \ Fα
es un conjunto abierto para cada α ∈ I. Note que

⋃
α∈I Eα =

⋃
α∈I X \ Fα =

X \ (
⋂
α∈I Fα) = X, de modo que {Eα}α∈I es una cubierta abierta de X. Por

lo que existen puntos α1, ..., αn ⊂ I tales que
⋃n
i=1Eαi

= X. De modo que ∅ =
X \ (

⋃n
i=1Eαi

) =
⋂n
i=1 Fαi

. Así existen α1, ..., αn ⊂ I tales que
⋂n
i=1 Fαi

= ∅.

Sea f : Fα1
× · · · × Fαn

→ R de�nida por

f((x1, ..., xn)) = máx {d(xi, xj) : xi ∈ Fαi , xj ∈ Fαj y j, i ∈ {1, ..., n} con i 6= j}.

Como f es una función continua de�nida en un espacio métrico compacto, entonces
por el Teorema 1.25, el conjunto f(Fα1

× · · · × Fαn
) es acotado. Llamemos ε a la

cota inferior de la función. Dado que
⋂n
i=1 Fαi

= ∅ por el Corolario 1.26 tenemos
que ε > 0. Sea A ⊂ X con diám(A) < ε.

Supongamos que A ∩ Fα 6= ∅ para cada α ∈ I. En particular, sea xi ∈ A ∩ Fαi

para cada i ∈ {1, ..., n}, entonces f(x1, ..., xn) ≥ ε lo cual contradice que diám(A) <
ε por lo que A ∩ Fα = ∅ para algún α ∈ I. �

Corolario 1.28. Sean X un espacio métrico y C una cubierta abierta. Enton-
ces existe ε > 0 tal que cada cubierta de X compuesta por conjuntos de diámetro
menor que ε es un re�namiento de C.

Demostración. Sea C = {Cn}α∈I una cubierta abierta de X. Llamemos

Dα = X \ Cα, para cada α ∈ I.
Note que Dα es cerrado en X, para cada α ∈ I, y

⋂
α∈I Dα = ∅.

Como
⋂
α∈I Dα = ∅ entonces existen α1, ..., αn ∈ I tales que

⋂n
i=1Dαi

= ∅.
Tomemos f : Fα1

× · · · × Fαn
→ R de�nida por

f((x1, ..., xn)) = máx {d(xi, xj) : xi ∈ Fαi
, xj ∈ Fαj

y j, i ∈ {1, ..., n} con i 6= j},

Como f es una función continua de�nida en un espacio métrico compacto, entonces
por el Teorema 1.25, el conjunto f(Fα1

× · · · × Fαn
) es acotado. Llamemos ε a la

cota inferior de la función. Así, por el Corolario 1.27, cada conjunto A de diámetro
menor a ε intersecta a al menos un Dα.

Sea {Eβ}β∈J una cubierta de X con diám(Eβ) < ε para cada β ∈ J , es decir
X ⊂

⋃
β∈J Eβ . Sea β ∈ J , veamos que Eβ ⊂ Cα para algún α ∈ I. Supongamos

por el contrario, es decir, Eβ * Cα para cada α ∈ I. Consideremos un punto
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xα ∈ Eβ ∩ (X \ Cα) = Eβ ∩Dα para cada α ∈ I. Así f((xα1
, ..., xαn

)) ≥ ε lo que
contradice que diám(A) < ε. �

3. Límites de conjuntos

En esta sección atendemos un tipo de convergencia de sucesiones de subcon-
juntos de un espacio métrico compacto. Así como algunas propiedades básidas para
entender nuestro estudio acerca de funciones especiales.

Definición 1.29. Sean X un espacio métrico compacto y {An}n∈N una suce-
sión de subconjuntos no vacíos de X. De�namos el límite superior (denotado por
ĺım sup) y el límite inferior (ĺım inf) de la sucesión {An}n∈N como:

ĺım inf An = {x ∈ X : para todo abierto U ⊂ X con x ∈ U, existe N ∈ N
tal que U ∩An 6= ∅, para cada n > N} y
ĺım supAn = {x ∈ X : para todo abierto U de X con x ∈ U, existe un
conjunto J ⊂ N in�nito, tal que U ∩An 6= ∅, para cada n ∈ J}.
Proposición 1.30. Sean X un espacio métrico compacto y {An}n∈N una su-

cesión de subconjuntos no vacíos de X. Se tiene lo siguiente:
(i) ĺım inf An ⊂ ĺım supAn;
(ii) ĺım supAn y ĺım inf An son subconjuntos cerrados de X;
(iii) ĺım supAn 6= ∅.

Demostración.

(i) Probemos que ĺım inf An ⊂ ĺım supAn. Para esto sea x ∈ ĺım inf An, entonces
para todo conjunto abierto U de X, existe N ∈ N tal que U ∩ An 6= ∅, para cada
n > N . Basta tomar J = N \ {1, 2, ..., N − 1}, por lo que x ∈ ĺım supAn, así
ĺım inf An ⊂ ĺım supAn.

(ii) Veamos que ĺım supAn = Cl(ĺım supAn). Sean x ∈ Cl(ĺım supAn) y U un
conjunto abierto en X tales que x ∈ U. Luego, (ĺım supAn) ∩ U 6= ∅. Tomemos un
punto y ∈ (ĺım supAn)∩U. De manera que existe un conjunto J ⊂ N in�nito tal que
U ∩An 6= ∅, para cada n ∈ J . Por lo que x ∈ ĺım supAn. Así que Cl(ĺım supAn) ⊂
ĺım supAn. Se sigue que ĺım supAn es cerrado en X. Análogamente se prueba que
ĺım inf An es un conjunto cerrado en X.

(iii) Para cada n ∈ N, sea xn ∈ An y consideremos la sucesión {xn}n∈N en X.
Como X es compacto, existe una subsucesión {x′m}m∈N de la sucesón {xn}n∈N tal
que ĺımx′m = x, para algún x ∈ X. Veamos que x ∈ ĺım supAn. Sea U un conjunto
abierto en X tal que x ∈ U. Como {x′m}m∈N converge a x, existe N ∈ N tal que
x′m ∈ U, para cada m > N . Puesto que x′m ∈ A′m , se tiene que A′m ∩ U 6= ∅, para
cada m > N. Sea J = {m : m > N}. Luego J ⊂ N, J es in�nito y A′m ∩ U 6= ∅,
para cada m ∈ J . Por lo tanto, x ∈ ĺım supAn. �

Observación 1.31. Dada una familia {An}n∈N de conjuntos cerrados. No
siempre ocurre que ĺım supAn ⊂ ĺım inf An.

Sea {An}n∈N la familia de subconjuntos de R dada por A2n = {1} y A2n−1 =
{−1} para cada n ∈ N. Tenemos que ĺım supAn = {−1, 1} pero ĺım inf An = ∅.

Veamos que 1 ∈ ĺım supAn. Sea U un conjunto abierto que contiene a 1. To-
memos el conjunto in�nito J = {2n : n ∈ N}. Tenemos que 1 ∈ U ∩ An, para cada



3. LÍMITES DE CONJUNTOS 11

n ∈ J . De modo que U ∩ An 6= ∅, para toda n ∈ J . Por lo que 1 ∈ ĺım supAn.
Análogamente podemos probar que −1 ∈ ĺım supAn.

Sea x ∈ R \ {−1, 1}. Tomemos la bola abierta con centro en x y radio r, Br(x),
donde r = mín{| x − 1 |, | x + 1 |}. Note que x ∈ Br(x) y −1, 1 /∈ Br(x). Por lo
que Br(x) ∩ An = ∅, para toda n ∈ N. De modo que x /∈ ĺım supAn. Por lo tanto
ĺım supAn = {−1, 1}.

Por la parte anterior tenemos, además, que x /∈ ĺım inf An para x ∈ R\{−1, 1}.
Veamos ahora que 1 /∈ ĺım inf An. Tomemos V = B1(1), V es un conjunto abierto
con 1 ∈ V. Note que para toda n ∈ N, si V ∩ An 6= ∅, entonces An+1 = {−1},
por lo que V ∩ An = ∅. Por lo que no existe N ∈ N tal que para toda n > N ,
V ∩ An 6= ∅. De modo que 1 /∈ ĺım inf An. De forma similar se puede probar que
−1 /∈ ĺım supAn. Por lo que ĺım inf An = ∅.

Proposición 1.32. Sean X y Y espacios métricos compactos. Una función
f : X → Y es continua si, y sólo si, para cada punto y ∈ Y , y toda sucesión
{yn}n∈N, contenida en Y , tal que ĺım yn = y se cumple que

ĺım sup f−1({yn}) ⊂ f−1({yn}).

Demostración. Primero veamos la necesidad, para esto supongamos que f : X →
Y es una función continua y sea x ∈ ĺım sup f−1({yn}), entonces existe una sucesión
{xn}n∈N contenida en X, tal que, para cada n ∈ N, se tiene que xn ∈ f−1(yn).
Luego, existe una subsucesión {xnj

}j∈N de {xn}n∈N tal que ĺımxnj
= x.

Como f : X → Y es continua, por el Lema 1.23, se tiene que ĺım f(xn) = f(x).
Note que {f(xnj

)}j∈N es una subsucesión de {f(xn)}n∈N y observe que para todo
n ∈ N, f(xn) = yn, por lo que {f(xnj )}j∈N es una subsucesión de {yn}n∈N. Como
ĺım yn = y, entonces ĺım f(xnj ) = y. De aquí que f(x) = y, es decir x ∈ f−1({y}).
Por lo que

ĺım sup f−1({yn}) ⊂ f−1({y}).
Ahora para la su�ciencia, tomemos un punto x0 ∈ X. Sea {xn}n∈N una sucesión

convergente a x0 tal que {f(xn)}n∈N converge a un punto y0 ∈ Y .
Como ĺım f(xn) = y0, entonces

ĺım sup f−1({f(xn)}) ⊂ f−1({yn})
esto es por hipótesis. Note que
x0 ∈ ĺım sup{xn} ⊂ ĺım sup f−1(f({xn})) = ĺım sup f−1({f(xn)}) ⊂ f−1({y0}).

Por lo tanto f(x0) = y0, y así f : X → Y es continua. �





Capítulo 2

Algunas funciones especiales entre espacios
métricos compactos

1. Algunas clases de funciones

En este capítulo vamos a de�nir la primera parte de las funciones especiales,
entre espacios métricos compactos, que se estudiarán más adelante y que servirán
a su vez para de�nir nuevas clases de funciones.

Definición 2.1. Sea f una función continua de un espacio topológico X sobre
un espacio topológico Y , decimos que f es:

(I) Un homeomor�smo si f es inyectiva y la funcion inversa f−1 es
continua.
(II) Abierta si f manda a cualquier conjunto abierto de X en un conjunto
abierto de Y .
(III) Atómica si para cualquier subcontinuo, K, de X tal que el conjunto
f(K) es no degenerado, entonces f−1(f(K)) = K.

Notación 2.2. Para el estudio posterior de estas funciones denotaremos por:

H a la clase de los homeomor�smos;
O a la clase de las funciones abiertas y
A es la clase de las funciones atómicas.

Las siguientes funciones en consideración han sido de�nidas por la propiedad
que satisface la imagen inversa de un continuo del codominio. Decimos que tal clase
de funciones está de�nida por el subcontinuo de la imagen.

Definición 2.3. Sea f una función continua y suprayectiva de un espacio
topológico X sobre un espacio topológico Y , decimos que f es:

13
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(IV) Monótona si para cualquier punto y ∈ Y , el conjunto f−1({y}) es
conexo.
(V) Con�uente si para cualquier subcontinuo, Q, de Y y cualquier com-
ponente, K, de f−1(Q) se tiene que f(K) = Q.
(VI) Semicon�uente si para cualquier subcontinuo, Q, de Y y para cua-
lesquiera dos componentes, C1 y C2, de f

−1(Q), se tiene que f(C1) ⊂ f(C2)
o f(C2) ⊂ f(C1).
(VII)Débilmente con�uente si para cualquier subcontinuo, Q, de Y exis-
te una componente, K, de f−1(Q) tal que f(K) = Q.
(VIII)Juntadora si para cualquier subcontinuo, Q, de Y y para cuales-
quiera dos componentes, C1 y C2, de f

−1(Q), se tiene que f(C1)∩f(C2) 6=
∅.
(IX)Atriódica si para cualquier subcontinuo, Q, de Y existen dos com-
ponentes, C1 y C2, de f

−1(Q) tal que f(C1) ∪ f(C2) = Q y para cual-
quier componente, C, de f−1(Q) se tiene que f(C) = Q, f(C) ⊂ f(C1) o
f(C) ⊂ f(C2).

Notación 2.4. Para el estudio posterior de estas funciones denotaremos por:

M a la clase de las funciones monótonas;
C a la clase de las funciones con�uentes;

SC a la clase de las funciones semicon�uentes;
DC a la clase de las funciones débilmente con�uentes;

J a la clase de las funciones juntadoras y
At a la clase de las funciones atriódicas.

De las de�niciones anteriores vemos que los homeomor�smos es la clase más
grande, respecto de la contención de conjuntos, de las funciones de�nidas en 2.1 y
2.3. En el resultado que sigue sólo vamos a atender el caso de las funciones abiertas
y atómicas.

Teorema 2.5. Sean X y Y espacios métricos compactos y f : X → Y una
función continua y suprayectiva. Si f es un homeomor�smo, entonces f es una
función abierta y atómica.

Demostración. Supongamos que f : X → Y es un homeomor�smo.
Veamos que f es abierta. Para esto sea V un conjunto abierto en X. Tenemos

que f(V) = (f−1)−1(V) y, como f−1 es continua por hipotesis, entonces f(V) es un
abierto en Y .

Ahora, probemos que f es atómica. Tomemos K un subcontinuo de X tal que
f(K) es no degenerado. Como f es un homeomor�smo, se tiene que f−1(f(K)) = K.

Por lo tanto, f es una función abierta y atómica. �

En lo que sigue de esta sección comparamos nuestras clases de funciones, ini-
ciamos este análisis probando que A ⊂M.

Teorema 2.6. Sea f : X → Y una función continua y suprayectiva entre
continuos. Si f es atómica, entonces f es monótona.

Demostración. Esta proposición se demostrará por contrarrecíproca. Suponga-
mos que f no es monótona, de modo que existe un punto y ∈ Y tal que f−1({y})
no es conexo. Por lo que podemos encontrar C1 y C2 dos conjuntos cerrados en
f−1({y}), no vacíos y ajenos tales que f−1({y}) = C1 ∪ C2. Como f es continua
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estonces, f−1({y}) es un conjunto cerrado en X, así C1 y C2 son cerrados en X.
Como X es métrico, en particular es normal, por lo que existen dos abiertos U y V

en X tales que C1 ⊂ U, C2 ⊂ V y U∩V = ∅. Sea D la componente de ClX(U) tal que
f−1({y})∩D 6= ∅ por el Teorema de Golpes en la Frontera, Teorema 1.12, tenemos
que D ∩ Fr(U) 6= ∅, por lo que f(D) es no degenerado. Note que y ∈ f(D), por lo
que f−1({y}) ⊂ f−1(f(D)) de modo que D ( f−1(f(D)), pues f−1({y})∩V 6= ∅ y
D ∩ V = ∅. Así que f no es atómica. �

Ahora, vamos a dar una caracterización de las funciones monótonas, con lo cual
vamos a probar que M ⊂ C.

Proposición 2.7. Sean X y Y dos espacios Hausdor� compactos, f : X → Y
una función continua y suprayectiva. Se tiene que f es monótona si, y sólo si, para
cada, K, subcontinuo de Y , f−1(K) es un subcontinuo de X.

Demostración. ⇒] Sea K un subcontinuo de Y . Claramente f−1(K) es compacto
en X. Así, resta ver que f−1(K) es conexo en X. Supongamos que no es así, es
decir, supongamos que existen F y G conjuntos cerrados en X, ajenos tales que
f−1(K) = F ∪G.

Observese que por la suprayectividad de f se tiene que K = f(F ) ∪ f(G),
además f(F ) y f(G) son cerrados en Y . Si y ∈ f(F ) ⊂ K, entonces f−1({y}) ⊂
f−1(K) = F ∪G. Por hipótesis, como f−1({y}) es conexo y f−1({y}) ∩ F 6= ∅, se
tiene que f−1({y}) ⊂ F . De modo que f−1({y})∩G = ∅. Luego y no está en f(G).
De aquí que f(F ) ∩ f(G) = ∅. Como K es conexo en Y , se sigue que f(F ) = ∅ o
f(G) = ∅, es decir, F = ∅ o G = ∅. Por lo tanto se concluye que f−1(K) es conexo.

⇐] Sea y ∈ Y tenemos que {y} es compacto y conexo, de modo que {y} es un
subcontinuo de Y , se sigue de la hipótesis que f−1({y}) es un subcontinuo de X y
por lo tanto, f−1({y}) conexo. Así f es monótona. �

Teorema 2.8. Sean X y Y espacios métricos compactos y f : X → Y una
función continua y suprayectiva. Si f es monótona, entonces f es con�uente.

Demostración. Sean Q un subcontinuo de Y y K una componente de f−1(Q).
Como f es monótona se sigue de la Proposición 2.7 que f−1(Q) es un continuo. En
particular f−1(Q) es conexo, por lo que K sólo puede ser f−1(Q), de modo que
f(K) = f(f−1(Q)) = Q. Con esto se tiene que f es con�uente. �

Teorema 2.9. Sean X y Y espacios métricos compactos y f : X → Y una
función continua y suprayectiva. Si f es con�uente, entonces f es semicon�uente.

Demostración. Sea Q un subcontinuo de Y y tomemos dos componentes, C1 y
C2, de f−1(Q). Como f es con�uente, tenemos que f(C1) = Q ⊂ Q = f(C2). Así
f(C1) ⊂ f(C2). Por lo que f es semicon�uente. �

Teorema 2.10. Sean X y Y espacios métricos compactos y f : X → Y una
función continua y suprayectiva. Si f es semicon�uente, entonces fes juntadora.

Demostración. Sea Q un subcontinuo de Y y tomemos dos componentes, C1

y C2, de f−1(Q). Como f es semicon�uente tenemos que f(C1) ⊂ f(C2) o bien
f(C2) ⊂ f(C1).

Si f(C1) ⊂ f(C2) entonces f(C1) ∩ f(C2) = f(C1) 6= ∅.
Análogamente, si f(C2) ⊂ f(C1) entonces f(C1) ∩ f(C2) = f(C2) 6= ∅.
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De modo que f es una función juntadora. �

Teorema 2.11. Sean X y Y espacios métricos compactos y f : X → Y una
función continua y suprayectiva. Si f es con�uente, entonces f es débilmente con-
�uente.

Demostración. Sea Q un subcontinuo de Y . Tomemos C una componente de
f−1(Q). Como f es con�uente tenemos que f(C) = Q. De modo que existe una
componente de f−1(Q), a saber C, tal que f(C) = Q, por lo que f es débilmente
con�uente. �

Teorema 2.12. Sean X y Y espacios métricos compactos y f : X → Y una
función continua y suprayectiva. Si f es semicon�uente, entonces fes débilmente
con�uente.

Demostración. Sea Q un subcontinuo arbitrario de Y . Veamos que existe una
componente, C, de f−1(Q) tal que f(C) = Q. Para esto, tomemos

H = {H ⊂ Y : H es un subcontinuo de Q y existe una componente, C,
de f−1(Q) tal que H ⊂ f(C)}.

Note que la familia H no es vacía, pues si tomamos y ∈ Q, entonces {y} ∈ H.
Ahora, si {Hn}n∈N es una sucesión de elementos deH tal queHn−1 ⊂ Hn, para cada
n ∈ N. Pongamos H0 = ClY (∪n∈NHn), tenemos que H0 ∈ H. De hecho, sea Cn la
componente de f−1(Q) tal que Hn ⊂ f(Cn). Dado que X es un espacio compacto,
se tiene que f−1(Q) es compacto y podemos encontrar una subsucesión convergente
{Cnj}j∈N de la sucesión {Cn}n∈N. De�namos K = ĺımCnj , como f(K) ⊂ Q y como
K es un subcontinuo, existe una componente C0 de f−1(Q) tal que k ⊂ C0. Por
la continuidad de f tenemos que H0 ⊂ f(K), y así, H0 ⊂ f(C0). esto signi�ca que
H0 ∈ H. se sigue del Teorema de reducción de Brouwer que H tiene un elemento
maximal, el cual denotaremos por R. Por la de�nición de H, tenemos que existe
C ⊂ f−1(Q) tal que R ⊂ f(C). Supongamos que f(C) 6= Q, es decir, que existe un
punto q ∈ Q \ f(C) y tomemos una componente C ′ de f−1(Q) tal que q ∈ f(C ′).
Como f es semicon�uente, tenemos que f(C) ⊂ f(C ′) \ {q}, lo cual contradice que
R sea el máximo. Así f(C) = Q. �

Teorema 2.13. Sean X y Y espacios métricos compactos y f : X → Y una
función continua y suprayectiva. Si f es débilmente con�uente, entonces f es atrió-
dica.

Demostración. Sea Q un subcontinuo de Y . Como f es débilmente con�uente
tenemos que existe una componente, K, de f−1(Q) tal que f(K) = Q. Conside-
remos C1 = K y C2 otra componente de f−1(Q). Tenemos que f(C1) ∪ f(C2) =
Q∪f(C2) = Q. Ahora, para cualquier otra componente, C, de f−1(Q) tenemos que
f(C) ⊂ Q = f(C1), por lo que f(C) ⊂ f(C1). Así f es atriódica. �

Concluimos esta sección con una equivalencia de las funciones abiertas y, algu-
nas propiedades que nos serán de utilidad para probar que O ⊂ C.

Proposición 2.14. Si f : X → Y es una función continua y suprayectiva entre
espacios métricos compactos, entonces f es abierta si, y sólo si, para cada sucesión,
{yn}n∈N, contenida en Y tal que ĺım yn = y, entonces

ĺım sup f−1({yn}) = f−1({y}).
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Demostración. Primero probaremos la su�ciencia. Sea U un conjunto abierto en
X y tomemos y ∈ ClY (Y \ f(U)). Como f es suprayectiva, entonces existe un
punto x ∈ X tal que f(x) = y. Se demostrará que x ∈ X \ U. Para esto elijamos
una sucesión, {yn}n∈N, contenida en Y \ f−1(U), tal que ĺım yn = y.

Note que por hipótesis x ∈ f−1({y}) = ĺım sup f−1({yn}), así que podemos
elegir una sucesión {xn}n∈N y una subsucesión de ésta, digamos {xnj

}j∈N, tal que
para cada n ∈ N,

xn ∈ f−1({yn}) y ĺımxnj
= x,

dado que, para cada n ∈ N, f(xn) = yn, y f−1({yn}) ∩ U = ∅, se tiene que
xnj
∈ X\U para toda j ∈ N. Como X\U es un conjunto cerrado en X y ĺımxnj

= x

se sigue que x ∈ X \U. Por lo tanto f−1({y})∩U 6= ∅, es decir, y ∈ Y \f(U). Por lo
tanto, Y \ f(U) es un conjunto cerrado en Y , lo cual implica que f es una función
abierta.

Ahora probaremos la necesidad. Para esto, sea y ∈ Y y {yn}n∈N una sucesión
contenida en Y tal que ĺım yn = y. Se demostrará que

ĺım f−1({yn}) = f−1({y}).
Por lo cual bastará veri�car que

f−1({y}) ⊂ ĺım inf f−1({yn}) y ĺım sup f−1({yn}) ⊂ f−1({y}).
Observe que como f es una función continua, por la Proposición 1.32 la segunda

contención se cumple.
Ahora, tomemos un punto x ∈ f−1({y}) y un conjunto abierto, U, en X tal

que x ∈ U. Como f es una función abierta, entonces f(U) es un conjunto abierto
en Y que contiene al punto f(x) = y. Dado que ĺım yn = y, se tiene que existe
N ∈ N tal que, para cada n > N , yn ∈ f(U), esto es, f−1({yn}) ∩ U 6= ∅. Por lo
tanto x ∈ ĺım inf f−1({yn}). Esto prueba que f−1({y}) ⊂ ĺım inf f−1({yn}) y así,
f−1({y}) = ĺım inf f−1({yn}). �

Definición 2.15. Sean X un espacio topológico, un punto x ∈ X y un número
cardinal α, decimos que el orden de x en X es menor o igual que α, denotado por
ord(x,X) ≤ α, si para cada conjunto abierto, U, en X con x ∈ U existe un conjunto
abierto, V, en X tal que x ∈ V ⊂ U y | Fr(V) |≤ α. Escribimos ord(x,X) = α para
indicar que ord(x,X) ≤ α y es falso que ord(x,X) ≤ β para todo número cardinal
β < α.

La siguiente proposición a�rma que las funciones abiertas no incrementan el
orden de los puntos.

Proposición 2.16. Sea f : X → Y una función continua y suprayectiva entre
espacios métricos compactos. Si f es una función abierta, entonces satisface que:
(a) Si U es un conjunto abierto en X, entonces FrY (f(U)) ⊂ f(FrX(U)).
(b) Para cada x ∈ X, se tiene que ord(f(x), Y ) ≤ ord(x,X).

Demostración.

(a) Sea U un conjunto abierto en X. Se tiene que FrX(U) = ClX(U)∩(X \U). Dado
que f es abierta, se tiene que f(U) es un conjunto abierto en Y . Así, FrY (f(U)) =
ClY (f(U)) ∩ (Y \ f(U)). Sea y ∈ FrY (f(U)), esto es y ∈ ClY (f(U)) ∩ (Y \ f(U)).
Como f es continua, entonces f(ClX(U)) ⊂ ClY (f(U)). Además, dado que f es
cerrada se obtiene que f(ClX(U)) = ClY (f(U)). Luego, existe un punto x ∈ ClX(U)
tal que f(x) = y. Note que x ∈ X \ U, pues si x ∈ U entonces f(x) ∈ f(U) y así
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y ∈ f(U), lo cual es una contradicción. De donde x ∈ ClX(U) ∩ (X \ U), es decir,
x ∈ FrX(U). Con lo cual y ∈ f(FrX(U)).

(b) Sean x ∈ X y α un número cardinal tal que ord(xX) = α. Sea U un
conjunto abierto en Y con f(x) ∈ U. Note que f−1(U) es un conjunto abierto
en X y x ∈ f−1(U). Luego, por hipótesis, existe un conjunto V abierto en X tal
que x ∈ V ⊂ f−1(U) y | FrX(V) |≤ α. Como f es abierta, f(V) es un conjunto
abierto en Y . Se tiene que f(x) ∈ f(V) ⊂ U. Ahora, por la parte (a) tenemos que
FrY (f(V)) ⊂ f(FrX(V)). De aquí se tiene que

| FrY (f(V)) | ≤ | f(FrX(V)) | ≤ | FrX(V) | ≤ α.

Por lo tanto ord(f(x), Y ) ≤ ord(x,X). �

Proposición 2.17. Sean X y Y espacios métricos compactos y f : X → Y
una función abierta. Si Z es un subconjunto no vacío de Y , entonces

f |f−1(Z): f
−1(Z)→ Z

es una función abierta.

Demostración. Sea f una función abierta y Z un subconjunto no vacío de Y ,
sabemos que f |f−1(Z): f

−1(Z) → Z es continua y suprayectiva. Resta ver que
manda conjuntos abiertos en conjuntos abiertos, para esto, sea W un conjunto
abierto de f−1(Z). Se tiene que existe un conjunto abierto U de X tal que W =
U ∩ f−1(Z).

Luego f |f−1(Z) (W) = f |f−1(Z) (U∩f−1(Z)) = f(U∩f−1(Z)) ⊂ f(U)∩Z. Por
otro lado, si y ∈ f(U)∩Z existe x en U tal que f(x) = y, manera que x ∈ U∩f−1(Z).
Es decir y ∈ f(U ∩ f−1(Z)) = f |f−1(Z) (W), por lo que f |f−1(Z) (W) = f(U) ∩ Z.
Como f es abierta, se sigue que f |f−1(Z) (W) es un conjunto abierto en Z. �

Teorema 2.18. Sean X y Y espacios métricos compactos y f : X → Y una
función continua y suprayectiva. Si f es abierta, entonces f es con�uente.

Demostración. Supongamos que la función f : X → Y no es con�uente, es
decir, existen un subcontinuo B de Y y una componente K de f−1(B) tales que
f(K) 6= B. Luego existe un punto b ∈ B \ f(K). Se sigue que K ∩ f−1({b}) = ∅.
Notemos que no existe un subconjunto conexo contenido en f−1(B) que intersecta
a f−1({b}) y K simultáneamente, ya que si D es un subconjunto conexo tal que
D ∩ f−1({b}) 6= ∅ y D ∩K 6= ∅ entonces K ∩ f−1({b}) 6= ∅, lo cual no puede ser.
Note que f−1({b}) y K son conjuntos cerrados en f−1(B).

Luego, por el Teorema del Cable Cortado (Teorema 1.11), se tiene que existe
un conjunto abierto y cerrado en f−1(B), G, tal que f−1({b}) ⊂ G y G ∩K = ∅.
Llamemos H al conjuntof−1(B) \ G. Tenemos que G y H son conjuntos cerrados
en f−1(B) tales que f−1(B) = G ∪H, K ⊂ G, f−1({b}) ⊂ H y G ∩H = ∅.

Como f(G) = B∩f(G), se tiene que f(G) es cerrado en B. Por otro lado, puesto
que G = (X \H)∩f−1(B), se sigue que G es abierto en f−1(B). Por la Proposición
2.17 se tiene que f |f−1(B) es una función abierta, por lo que f |f−1(B) (G) = f(G)
es un conjunto abierto en B.

Ahora si b es un elemento de f(G) entonces existe z ∈ G tal que f(z) = b, de
manera que z ∈ f−1(B) ⊂ H. Así z ∈ G ∩ H, lo cual es una contradicción pues
esta intersección es vacía. Se sigue que b ∈ B \ f(G), en consecuencia f(G) 6= B,
además f(G) 6= ∅.
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En resumen, tenemos un subconjunto f(G) de B el cual es abierto y cerrado
en B, f(G) 6= B y f(G) 6= ∅, lo cual contradice la conexidad de B, por lo tanto f
es con�uente. �

2. Ejemplos de funciones

Concluimos este capítulo, mediante ejemplos de funciones, mostrando que cada
una de las contenciones entre las clases de funciones son propias. De hecho iniciamos
esta sección mostrando, con los Ejemplos 2.19 y 2.20, que las clases de funciones
abiertas y monótonas no son comparables.

Ejemplo 2.19. De�namos f(x) =| x | para cada x ∈ [−1, 1] ⊂ R. La función
f es abierta pero no es monótona.

0 1-1

1

Figura 1

Veamos que f es abierta, para esto tomemos U un abierto básico para la topo-
logía de [−1, 1], estonces U es de la forma [−1, a), (b, 1] ó (c, d) con −1 < a ≤ 1,
−1 ≤ b < 1 y−1 ≤ c < d ≤ 1 y tenemos los siguientes casos:
Caso I. Si 0 ∈ U, entonces,

f(U) =

{
[0, 1] si U = [−1, a) ó (b, 1];

[0, e), donde e = máx{−c, d} si U = (c, d).
Los cuales son abiertos en [0, 1].

Caso II. Si 0 /∈ U, entonces

f(U) =


(−a, 1], si U = [−1, a);
(b, 1], si U = (b, 1];
(c, d), si U = (c, d)y 0 < c;

(−d,−c), si U = (c, d)y d < 0.

Los cuales son abiertos en [0, 1].
Por lo cual f es una función abierta. Por otro lado, si tomamos el punto 1 ∈ [0, 1],
su imagen inversa es el conjunto {−1, 1}, el cual no es conexo, así f no es monótona.

Ejemplo 2.20. Consideremos la función f : [0, 1]→ [0, 1
2 ] de�nida por

f(x) =

{
x, si 0 ≤ x ≤ 1

2 ;
1
2 , si 1

2 ≤ x ≤ 1.

Se tiene que f es una función monótona y no es abierta.
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0 1/2 1

1/2

Figura 2

Veamos que f es monótona, para esto tomemos un punto y ∈ [0, 1
2 ].

Si y ∈ [0, 1
2 ) tenemos que f−1({y}) = {y}, el cual es conexo.

Si y = 1
2 entonces f−1({y}) = [1

2 , 1] el cual es conexo.
Por lo que f es monótona.
Ahora si tomamos el conjunto U = ( 1

2 , 1] el cual es abierto en [0, 1], tenemos
que f(U) = { 1

2}, el cual no es un abierto en [0, 1
2 ]. Por lo que f no es abierta.

El siguiente ejemplo muestra que no toda función atómica es abierta.

Ejemplo 2.21. Sea S = {(x, sen( 2π
x )) : 0 < x 6 1} y tomemos X = ClR2(S).

De�namos la función f : X → [0, 1] dada por

f((x, y)) = x,

para cada (x, y) ∈ X. Se tiene que f es atómica pero no es abierta.

Figura 3

Veamos que f es atómica. Para esto sea Q un subcontinuo de X tal que f(Q)
es no degenerado. Note que Q puede ser de tres formas:

1. Q ⊂ S, es decir, Q = {(x, sen( 2π
x )) : x0 6 x 6 y0} para 0 < x0 6 y0 6 1.

2. Q ⊂ {0} × [−1, 1], es decir, Q = {0} × [a, b], con −1 6 a 6 b 6 1.
3. Q ∩ S 6= ∅ y Q ∩ ({0} × [−1, 1]) 6= ∅, y por la conexidad de Q, éste tiene la

forma ({0} × [−1, 1]) ∪ {(x, sen( 2π
x )) : 0 < x 6 x0}, con 0 < x0 6 1.

Observe que si Q es como en el segundo caso, entonces f(Q) ⊂ {0}, es decir
la imagen de Q bajo f es degenerado. Así, si Q es un subcontinuo de X tal que el
conjunto f(Q) es no degenerado entonces Q tiene que ser como en el caso 1 o como
en el caso 3.
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Supongamos que Q es como en el primer caso, entonces Q ⊂ S. Note que
f |S : S → (0, 1] es una función biyectiva, más aún f({0} × [−1, 1]) ⊂ {0}, es decir,
f({0} × [−1, 1]) ∩ f(S) = f({0} × [−1, 1]) ∩ (0, 1] = ∅, por lo que f−1(f(Q)) = Q
pues de no ser así se contradice la inyectividad de f |S .

Ahora, si Q es es como en el tercer caso, es decir Q = ({0} × [−1, 1]) ∪
{(x, sen( 2π

x )) : 0 < x 6 x0}, para algún 0 < x0 6 1. Entonces f(Q) = (0, x0]

y f−1(f(Q)) = f((0, x0]) = ({0} × [−1, 1]) ∪ {(x, sen( 2π
x )) : 0 < x 6 x0} = Q.

Así f−1(Q) = Q y, por lo tanto, f es atómica.

La función f no es abierta, pues si tomamos la sucesión { 1
n}n∈N ⊂ [0, 1], tene-

mos que ĺım 1
n = 0 y f−1({ 1

n}) ⊂ {(
1
n , 0)} por lo que ĺım f−1({ 1

n}) = ĺım( 1
n , 0) =

(0, 0), pero f−1({0}) = {0} × [−1, 1], de modo que ĺım f−1({ 1
n}) 6= f−1(ĺım({ 1

n}),
se sigue de la Proposición 2.14 que f no es abierta.

El siguiente ejemplo muestra que existen funciones monótonas que no son ató-
micas.

Ejemplo 2.22. Sean S = {(x, sen( 2π
x )) : 0 < x 6 1} y L = {0} × [−1, 2],

tomemos X = S ∪ L y de�namos f : X → [0, 1] dada por

f((x, y)) = x

para cada (x, y) ∈ X. Se tiene que f es monótona pero no es atómica.

Figura 4

Probaremos que f es monótona, sea x ∈ [0, 1] tenemos dos casos:
Caso 1, si x ∈ (0, 1] entonces f−1({x}) = {(x, 2π

x )}, el cual es conexo.
Caso 2, si x = 0 entonces f−1({x}) = {0} × [−1, 2] que es conexo.
Por lo que f es monótona. Ahora, si tomamos Q = {(x, sen( 2π

x )) : 0 < x 6
1} ∪ ({0} × [−1, 1]), tenemos que su imagen bajo f es [0, 1], el cual es un conjunto
no degenerado y f−1(f(Q)) = f−1([0, 1]) = X 6= Q, por lo que f no es atómica.

El siguiente ejemplo muestra que la clase de las funciones con�uentes es más
grande que la clase de las funciones abiertas.

Ejemplo 2.23. Sean S = {(x, sen( 2π
x )) : 0 < x 6 1}, I = {0} × [−1, 1]

y L = {0} × [−1, 2], tomemos X = S ∪ L, Y = A ∪ I y de�namos la función
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f : X → Y dada por

f((x, y)) =

{
(x, y), si y 6 1;

(x, 3− 2y), si y > 1.

Tenemos que f es con�uente pero no es abierta.

Veamos que f es con�uente, para esto sea Q un subcontinuo de Y , como vimos
en el Ejemplo 2.21, Q es de la forma
(1) Q ⊂ S, es decir, Q = {(x, sen( 2π

x )) : x0 6 x 6 y0} para 0 < x0 6 y0 6 1.
(2) Q ⊂ {0} × [−1, 1], es decir, Q = {0} × [a, b], con −1 6 a 6 b 6 1.
(3) Q∩S 6= ∅ y Q∩ ({0}× [−1, 1]) 6= ∅, y por la conexidad de Q, éste tiene la forma
({0} × [−1, 1]) ∪ {(x, sen( 2π

x )) : 0 < x 6 x0}, con 0 < x0 6 1.
Si Q es de la forma (1), dado que para cada (x, y) ∈ Q, 0 < x entonces

f−1(Q) = Q y f(Q) = Q.

Si Q es de la forma (2), tenemos dos casos:

Caso 1. Si Q = {0}× [a, 1] con −1 ≤ a ≤ 1 entonces f−1(Q) = {0}× [a, 3−a
2 ] y

f([a, 3−a
2 ]) = [a, 1] = Q.

Caso 2. Si Q = {0} × [a, b], con −1 ≤ a ≤ b < 1, entonces f−1(Q) = {0} ×
[a, b]∪{0}× [ 3−b

2 , 3−a
2 ], con f({0}× [a, b]) = {0}× [a, b] = Q y f({0}× [ 3−b

2 , 3−a
2 ]) =

{0} × [a, b] = Q.

Si Q es de la forma (3), entonces Q = ({0} × [−1, 1]) ∪ {(x, sen( 2π
x )) : 0 < x 6

x0} para algún x0 ∈ (0, 1], de modo que
f−1(Q) = ({0} × [−1, 2]) ∪ {(x, sen( 2π

x )) : 0 < x 6 x0} y f [({0} × [−1, 2]) ∪
{(x, sen( 2π

x )) : 0 < x 6 x0}] = ({0} × [−1, 1]) ∪ {(x, sen( 2π
x )) : 0 < x 6 x0} = Q.

Por lo que f es con�uente.

Ahora veamos que f no es abierta. Para esto consideremos la sucesión {( 1
n , 0)}n∈N ⊂

Y , tenemos que ĺım( 1
n , 0) = (0, 0) y f−1({( 1

n , 0)}) ⊂ {( 1
n , 0)}, así ĺım f−1({( 1

n , 0)}) =

ĺım( 1
n , 0) = (0, 0), pero f−1({(0, 0)}) = {(0, 0), ( 3

2 , 0)}, de modo que ĺım f−1({( 1
n , 0)}) 6=

f−1(ĺım({( 1
n , 0)}), se sigue de la Proposición 2.14 que f no es abierta.

El siguiente ejemplo muestra que hay funciones con�uentes que no son monó-
tonas.

Ejemplo 2.24. Sean S = {(x, sen( 2π
x )) : 0 < x 6 1}, I = {0} × [−1, 1] y

L = {0} × [−1, 2], tomemos X = S ∪ L, Y = A ∪ I y consideremos la función
f : X → Y como en el Ejemplo 2.23.
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Figura 5

Sabemos que f es con�uente. Probaremos que no es monótona, para ver esto,
tomemos x = (0,−1) tenemos que f−1({(0,−1)}) = {(0,−1), (0, 2)} que no es
conexo y por tanto f no es monótona.

El siguiente ejemplo muestra que la clase de funciones con�uentes está contenida
propiamente en la clase de funciones semicon�uentes y débilmente con�uentes.

Ejemplo 2.25. Sea f : [−1, 2]→ [0, 2] de�nida por

f(x) =| x |.
La función f es semicon�uente y débilmente con�uente pero no es con�uente.

0 2-1

2

Figura 6

Primero probemos que f es semicon�uente. Sea Q un subcontinuo arbitrario
de [0, 2], entonces Q es de la forma [a, b] con 0 ≤ a ≤ b ≤ 2, tenemos los siguientes
casos:

Caso 1. Si b ≤ 1 entonces
(i) f−1(Q) = [−b,−a] ∪ [a, b] si 0 < a, tenemos que f([−b,−a]) = [a, b] =

f([a, b]).
(ii) f−1(Q) = [−b, b] si a = 0, y f([−b, b]) = [0, b] = Q.

Caso 2. Si 1 ≤ a, entonces f−1(Q) = [a, b], con f([a, b]) = [a, b].

Caso 3. Si a < 1 < b, entonces f−1(Q) = [−1,−a] ∪ [a, b] y f([−1,−a]) =
[a, 1] ⊂ [a, b] = f([a, b]).

Por lo que f es semicon�uente.
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Veamos ahora que f es débilmente con�uente, para esto tomemos un subcon-
tinuo Q de [0, 2], de modo que Q = [a, b], con 0 ≤ a ≤ b ≤ 2.

Caso 1. Si 1 ∈ int(Q) , entonces f−1(Q) = [−1,−a]∪[a, b] y f([a, b]) = [a, b] = Q

Caso 2. Si 1 /∈ int(Q), entonces
(i) f−1(Q) = [−b,−a] ∪ [a, b], si b ≤ 1, con f([a, b]) = [a, b] = Q
(ii) f−1(Q) = [a, b], si 1 ≤ a, y f([a, b]) = [a, b] = Q.

Por lo tanto f es una función débilmente con�uente.

La función f no es con�uente, pues si tomamos Q = [ 1
2 ,

3
2 ] subcontinuo de [0, 2],

tenemos que f−1(Q) = [−1,− 1
2 ] ∪ [ 1

2 ,
3
2 ] y f([−1, 1

2 ]) = [1
2 , 1] 6= Q.

El siguente ejemplo muestra que existen funciones juntadoras que no son semi-
con�uentes.

Ejemplo 2.26. Consideremos la función f : [−1, 3]→ [1, 2], de�nida por

f(x) =

 −x, si x ∈ [−1, 0];
x, si x ∈ [0, 2];

4− x, si x ∈ [2, 3].

La función f es juntadora y no es semicon�uente.

0 3-1

2

1

Figura 7

Veamos que f es juntadora. Para esto, sea Q un subcontinuo de [0, 2], entonces
Q = [a, b] con 0 ≤ a ≤ b ≤ 2.

Caso 1. Si b < 1, entonces
(i) Si a = 0 entonces f−1(Q) = [−b, b] que es conexo. Si tomammos compo-

nentes K1 y K2, de f−1(Q), tenemos que f(K1) = [0, b] = f(K2), de modo que
f(K1) ∩ f(K2) 6= ∅.

(ii) Si a > 0 entonces f−1(Q) = [−b,−a] ∪ [a, b], con f([−b,−a]) = [a, b] =
f([a, b]). Luego f([−b,−a]) ∩ f([a, b]) 6= ∅.

Caso 2. Si b = 1, entonces
(i) Si a = 0 entonces f−1(Q) = [−1, 1] ∪ {3} con f([−1, 1]) = [0, 1] y f({3}) =

{1}, de modo que f([−1, 1]) ∩ f({3}) = {1} 6= ∅.
(ii) Si a > 0 entonces f−1(Q) = [−b,−a]∪ [a, b]∪{3}, con f([−b,−a]) = [a, b] =

f([a, b]) y f({3}) = {1}. Así para cada K1 y K2 componentes de f−1(Q). se tiene
que 1 ∈ f(K1) ∩ f(K2). Luego fK1

∩ f(K2) 6= ∅.
Caso 3. Si a > 1, entonces
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(i) Si b = 2 entonces f−1(Q) = [a, 4− a] que es conexo.
(ii) Si b < 2 entonces f−1(Q) = [a, b] ∪ [4 − b, 4 − a], con f([a, b]) = [a, b] y

f([4− b, 4− a]) = [a, b]. Luego f([a, b]) ∩ f([4− b, 4− a]) 6= ∅.

Caso 4. Si a = 1, entonces
(i) Si b = 2 entonces f−1(Q) = [1, 3] ∪ {−1} con f([1, 3]) = [1, 2] y f({−1}) =

{1}, de modo que f([1, 3]) ∩ f({−1}) = {1} 6= ∅.
(ii) Si b < 2 entonces f−1(Q) = [a, b] ∪ [4 − b, 4 − a] ∪ {−1}, con f([−1, a]) =

[a, b] = f([4− b, 4− a]) y f({−1}) = {1}. Así para cada K1 y K2 componentes de
f−1(Q). se tiene que 1 ∈ f(K1) ∩ f(K2). Luego fK1

∩ f(K2) 6= ∅.

Caso 5. Si a < 1 < b, entonces
(i) Si a = 0 y b < 2, entonces f−1(Q) = [−1, b]∪ [4− b, 3] con f([−1, b]) = [0, b],

f([4− b, 3]) = [1, b] y f([−1, b]) ∩ f([4− b, 3]) = [1, b] 6= ∅.
(ii) Si a > 0 y b = 2, entonces f−1(Q) = [−1,−a]∪[a, 3] con f([−1,−a]) = [a, 1],

f([a, 3]) = [a, 2] y f([−1,−a]) ∩ f([a, 3]) = [a, 1] 6= ∅.
(iii) Si 0 < a y b < 2 entonces f−1(Q) = [−1,−a] ∪ [a, b] ∪ [4 − b, 3], con

f([−1,−a]) = [a, 1], f([a, b]) = [a, b] y f([4 − b, 3]). De modo que para cada K1 y
K2, componentes de f−1(Q) se tiene que 1 ∈ f(K1) ∩ f(K2), se sigue que f(K1) ∩
f(K2) 6= ∅.

Por lo tanto f es juntadora.
Ahora, si consideramos el subcontinuo Q de [0, 2] como Q = [ 1

2 ,
3
2 ], tenemos que

f−1(Q) = [−1,− 1
2 ]∪[ 1

2 ,
3
2 ]∪[] 5

2 , 3]l Note que f([−1,− 1
2 ]) = [ 1

2 , 1] y f([ 5
2 , 3]) = [1, 1

3 ].
Además f([−1, 1

2 ]) * f([ 5
2 , 3]) y f([ 3

2 , 3]) * f([−1,− 1
2 ]). De modo que f no es

semicon�uente.
El siguiente ejemplo muestra que no toda función débilmente con�uente es

semicon�uente.

Ejemplo 2.27. Sea f : [−2, 2]→ [−1, 1] la función de�nida por:

f(x) =

{
− || x+ 1 | −1 |, si x ∈ [−2, 0];
|| 1− x | −1 |, si x ∈ [0, 2].

La función f es débilmente con�uente pero no es semicon�uente.

0 2-2

1

-1

Figura 8

Probemos primero que la función f es débilmente con�uente. Sea Q un sub-
continuo de [−1, 1]. De modo que Q es de la forma [a, b] con −1 ≤ a ≤ b ≤ 1, de
donde tenemos los siguientes casos:

Caso 1. Si 0 /∈ int(Q), entonces
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(i) Q = [a, b] con 0 ≤ a, de modo que f−1(Q) = [a, b]∪ [2− b, 2−a] y f([a, b]) =
[a, b] = Q.

(ii) Q = [a, b] con b ≤ 0 por lo que f−1(Q) = [a, b] ∪ [−2 − a,−2 − b] y
f([a, b]) = [a, b] = Q.

Caso 2. Si 0 ∈ int(Q), entonces Q = [a, b] con a < 0 < b teniendo así que
f−1(Q) = [a, b] ∪ [−2,−2− a] ∪ [2− b, 2] y f([a, b]) = [a, b] = Q.

Por lo tanto f es débilmente con�uente.

Ahora f no es semicon�uente ya que si tomamos Q = [− 1
2 ,

1
2 ], el conjunto

f−1(Q) = [−2,− 3
2 ] ∪ [− 1

2 , 12] ∪ [ 3
2 , 2] tiene dos componentes, C1 = [−2,− 3

2 ] y
C2 = [ 3

2 , 2], con f(C1) = [− 1
2 , 0], f(C2) = [0, 1

2 ] por lo que f(C2) * f(C1) y
f(C1) * f(C2).

Los siguientes ejemplos muestran que las clases de funciones triódicas y juntado-
ras no son comparables, es decir, existen funciones juntadoras que no son atriódicas
y hay funciones que son atriódicas y no juntadoras.

Ejemplo 2.28. Sean X = [0, 3], Y = ([−1, 1] × {0}) ∪ ({0} × [−1, 1]) ⊂ R2 y
f : X → Y la función de�nida por:

f(x) =



(2x− 1, 0), si x ∈ [0, 1
2 ];

(0, 2x− 1), si x ∈ [ 1
2 , 1],

(0, 3− 2x), si x ∈ [1, 3
2 ];

(2x− 3, 0), si x ∈ [ 3
2 , 2],

(5− 2x, 0), si x ∈ [2, 5
2 ];

(0, 5− 2x), si x ∈ [ 5
2 , 3].

La función f es juntadora pero no es atriódica.

0 3 -1 1

-1

1

f

Figura 9

Veamos que f es juntadora. Sea Q un subcontinuo de Y y llamemos K1 =
[−1, 0] × {0}, K2 = {0} × [0, 1], K3 = [0, 1] × {0} y K4 = {0} × [−1, 0], así que
Y = K1 ∪K2 ∪K3 ∪K4, por lo que tenemos los siguientes casos:

Caso 1. Si Q ⊂ Ki, para algún i ∈ {1, 2, 3, 4}, entonces
(i) Q = [a, b]× {0}, con −1 ≤ a ≤ b ≤ 0 si Q ⊂ K1, por lo que

f−1(Q) = [a+1
2 , b+1

2 ], si b < 0;
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f−1(Q) = [a+1
2 , 1

2 ]∪ { 3
2} ∪ {

5
2}, si b = 0, con f({ 3

2}) = f({ 5
2}) ⊂ {(0, 0)} ⊂

Q = f([a+1
2 , b+1

2 ]).

(ii) Q = {0} × [a, b], con 0 ≤ a ≤ b ≤ 1 si Q ⊂ K2, de modo que

f−1(Q) = [a+1
2 , 3−a

2 ], si b = 1 y a > 0;
f−1(Q) = [ 1

2 ,
3
2 ] ∪ { 5

2}, si b = 1 y a = 0, con f = ({ 5
2}) ⊂ {(0, 0)} ⊂ Q =

f( 1
2 ,

3
2 );

f−1(Q) = [a+1
2 , b+1

2 ] ∪ [ 3−b
2 , 3−a

2 ], si b < 1 y a > 0, con f([a+1
2 , b+1

2 ]) =

Q = f([ 3−b
2 , 3−a

2 ]);
f−1(Q) = [ 1

2 ,
b+1

2 ] ∪ [ 3−b
2 , 3

2 ] ∪ { 5
2} si b < 1 y a = 0 con f = ({ 5

2}) ⊂
{(0, 0)} ⊂ Q = f([ 1

2 ,
b+1

2 ]) = f([ 3−b
2 , 3

2 ]).

(iii) [a, b]× {0}, con 0 ≤ a ≤ b ≤ 1 si Q ⊂ K3, entonces

f−1(Q) = [a+3
2 , 5−a

2 ], si b = 1 y a > 0;
f−1(Q) = [ 3

2 ,
5
2 ] ∪ { 1

2}, si b = 1 y a = 0, con f = ({ 1
2}) ⊂ {(0, 0)} ⊂ Q =

f( 3
2 ,

5
2 );

f−1(Q) = [a+3
2 , b+3

2 ] ∪ [ 5−b
2 , 5−a

2 ], si b < 1 y a > 0, con f([a+3
2 , b+3

2 ]) =

Q = f([ 5−b
2 , 5−a

2 ]);
f−1(Q) = [ 3

2 ,
b+3

2 ] ∪ [ 5−b
2 , 5

2 ] ∪ { 1
2} si b < 1 y a = 0 con f = ({ 1

2}) ⊂
{(0, 0)} ⊂ Q = f([ 3

2 ,
b+3

2 ]) = f([ 5−b
2 , 5

2 ]).

(iv) Q = {0} × [a, b], con −1 ≤ a ≤ b ≤ 0 si Q ⊂ K2, de modo que

f−1(Q) = [5−b
2 , 5−a

2 ], si b < 0;
f−1(Q) = [5

2 ,
5−a

2 ]∪ {3
2} ∪ {

1
2}, si b = 0, con f({ 1

2}) = f({ 3
2}) ⊂ {(0, 0)} ⊂

Q = f([ 5
2 ,

5−a
2 ]).

Caso 2. Si Q ⊂ Ki∪Kj , tal que Q∩ (Ki \{(0, 0)}) 6= ∅ y Q∩ (Kj \{(0, 0)}) 6= ∅
para algún i, j ∈ {1, 2, 3, 4} con i 6= j, entonces
(i) Q = ([a, 0]× {0}) ∪ ({0} × [0, b]),con −1 ≤ a ≤ 0 y 0 ≤ b ≤ 1, si Q ⊂ K1 ∪K2,
por lo que

f−1(Q) = [a+1
2 , b+1

2 ] ∪ [ 3−b
2 , 3

2 ] ∪ { 5
2} si b < 1 con f({ 5

2}) = {(0, 0)} ⊂
f([ 3−b

2 , 3
2 ]) = {0} × [0, b] ⊂ Q = f([a, b+1

2 ]);
f−1(Q) = [a+1

2 , 3
2 ] ∪ { 5

2} si y b = 1, con f({ 5
2}) = {(0, 0)} ⊂ Q =

f([a+1
2 , 3

2 ]).

(ii) Q = ({0} × [0, a]) ∪ ([0, b]× {0}), con 0 ≤ a ≤ 1 y 0 ≤ b ≤ 1, si Q ⊂ K1 ∪K2,
por lo que

f−1(Q) = [1
2 ,

5
2 ], si a = 1 y b = 1;

f−1(Q) = [1
2 ,

b+3
2 ]∪[ 5−b

2 , 5
2 ], si a = 1 y b < 1, con f([ 5−b

2 , 5
2 ]) = [0, b]×{0} ⊂

Q = f([ 1
2 ,

b+3
2 ]);

f−1(Q) = [ 1
2 ,

a+1
2 ] ∪ [ 3−a

2 , 5
2 ], si a < 1 y b = 1, con f([ 1

2 ,
a+1

2 ]) = {0} ×
[0, a] ⊂ Q = f([ 3−a

2 , 5
2 ]);

f−1(Q) = [ 1
2 ,

a+1
2 ] ∪ [ 3−a

2 , b+3
2 ] ∪ [ 5−b

2 , 5
2 ], si a < 1 y b < 1, note que

f( 1
2 ) = 0, f( 3

2 ) = 0, f( 5
2 ) = 0 y 3

2 ∈ [ 3−a
2 , b+3

2 ], por lo que 0 ∈ ([ 1
2 ,

a+1
2 ]) ∩

([ 3−a
2 , b+3

2 ])∩ ([ 5−b
2 , 5

2 ]), de modo que cada vez que se intersecta la imagen
de dos componentes arbitrarias su intersección es no vacía.

(iii) Q = ([0, a]× {0}) ∪ ({0} × [b, 0]),con 0 ≤ a ≤ 1 y −1 ≤ b ≤ 0, si Q ⊂ K3 ∪K4,
por lo que
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f−1(Q) = [ 3
2 ,

a+3
2 ] ∪ [ 5−a

2 , 5−b
2 ] ∪ { 1

2} si a < 1 con f({ 1
2}) = {(0, 0)} ⊂

f([ 3
2 ,

a+3
2 ]) = [0, a]× {0} ⊂ Q = f([ 5−a

2 , 5−b
2 ]);

f−1(Q) = [3
2 ,

5−b
2 ], si y a = 1.

(iv) Q = ([a, 0]×{0})∪ ({0}× [b, 0]),con −1 ≤ a ≤ 0 y −1 ≤ b ≤ 0, si Q ⊂ K1∪K4,
por lo que f−1(Q) = [a+1

2 , 1
2 ]∪[ 5

2 ,
5−b

2 ]∪{ 3
2}, note que f( 1

2 ) = 0, f( 3
2 ) = 0, f( 5

2 ) = 0,
así que cada vez que intersectemos la imagen de dos componentes distintas, ésta
intersección no será vacía pues contendrá al 0.

(v) Q = [a, b]× {0}, con −1 ≤ a ≤ 0 ≤ b ≤ 1, si Q ⊂ K1 ∪K3, por lo que
f−1(Q) = [a+1

2 , 1
2 ] ∪ [ 3

2 ,
5
2 ], si b = 1, con f( 1

2 ) = 0 = f( 3
2 ), así que

f([a+1
2 , 1

2 ]) ∩ f([ 3
2 ,

5
2 ]) 6= ∅;

f−1(Q) = [a+1
2 , 1

2 ]∪[ 3
2 ,

3+b
2 ]∪[ 5−b

2 , 5
2 ], si b < 1, note que f( 1

2 ) = 0, f( 3
2 ) = 0,

f( 5
2 ) = 0, por lo que f([a+1

2 , 1
2 ]) ∩ f([ 3

2 ,
3+b

2 ]) ∩ f([ 5−b
2 , 5

2 ]) 6= ∅.
(vi) Q = {0} × [a, b] con 0 ≤ a ≤ 1 y −1 ≤ b ≤ 0, si Q ⊂ K2 ∪K4, por lo que

f−1(Q) = [ 1
2 ,

3
2 ] ∪ [ 5

2 ,
5−b

2 ], si a = 1, con f( 1
2 ) = 0 = f( 5

2 ), de modo que
f([ 1

2 ,
3
2 ]) ∩ f([ 5

2 ,
5−b

2 ]) 6= ∅;
f−1(Q) = [1

2 ,
a+1

2 ]∪[ 3+a
2 , 3

2 ]∪[ 5
2 ,

5−b
2 ], si a < 1, note que f( 1

2 ) = 0, f( 3
2 ) = 0,

f( 5
2 ) = 0, por lo que f([ 1

2 ,
a+1

2 ]) ∩ f([ 3+a
2 , 3

2 ]) ∩ f([ 5
2 ,

5−b
2 ]) 6= ∅.

Caso 3. Si Q ⊂ Ki∪Kj∪Kl, tal que Q∩(Ki\{(0, 0)}) 6= ∅, Q∩(Kj\{(0, 0)}) 6= ∅
y Q ∩ (Kl \ {(0, 0)} 6= ∅) para i, j, l ∈ {1, 2, 3, 4} con i 6= j,j 6= l y l 6= i entonces:

(i) Si Q ⊂ K1 ∪K2 ∪K3, es decir, Q = [a, c]× {0} ∪ {0} × [0, b], con −1 ≤ a ≤
0 ≤ c ≤ 1 y 0 ≤ b ≤ 1, entonces:

f−1(Q) = [a−1
2 , 5

2 ], si c = b = 1;
f−1(Q) = [a−1

2 , b+1
2 ] ∪ [ 3−b

2 , 5
2 ] si c = 1 y b < 1, con f( 1

2 ) = f( 5
2 ) = 0 y

1
2 ∈ [a−1

2 , b+1
2 ], por lo que f([a−1

2 , b+1
2 ]) ∩ f([ 3−b

2 , 5
2 ]) 6= ∅;

f−1(Q) = [a−1
2 , c+3

2 ] ∪ [ 5−c
2 , 5

2 ] si b = 1 y c < 1, con f( 3
2 ) = f( 5

2 ) = 0 y
3
2 ∈ [a−1

2 , c+3
2 ] , por lo que f([a−1

2 , c+3
2 ]) ∩ f([ 5−b

2 , 5
2 ]) 6= ∅;

f−1(Q) = [a−1
2 , b+1

2 ] ∪ [ 3−b
2

c+3
2 ] ∪ [ 5−c

2 , 5
2 ] si b < 1 y c < 1, con f( 1

2 ) =

f( 3
2 ) = f( 5

2 ) = 0, 1
2 ∈ [a−1

2 , b+1
2 ] y 3

2 ∈ [ 3−b
2

c+3
2 ], así que f([a−1

2 , b+1
2 ]) ∩

f([ 3−b
2

c+3
2 ]) ∩ f([ 5−c

2 , 5
2 ]) 6= ∅.

Algo análogo sucede cuando Q ⊂ K2 ∪K3 ∪K4.

(ii)Si Q ⊂ K1 ∪ K2 ∪ K4, es decir, Q = ([b, 0] × {0}) ∪ ({0} × [a, c]), con
−1 ≤ a ≤ 0 ≤ c ≤ 1 y 0 ≤ b ≤ 1, entonces:

f−1(Q) = [ b+1
2 , 3

2 ] ∪ [ 5
2 ,

5−a
2 ], si c = 1, con f( 3

2 ) = f( 5
2 ) = 0, por lo que

f([ b+1
2 , 3

2 ]) ∩ f([ 5
2 ,

5−a
2 ]) 6= ∅;

f−1(Q) = [ b+1
2 , c+1

2 ] ∪ [ 3−c
2 , 3

2 ] ∪ [ 5
2 ,

5−a
2 ], si c < 1, con f( 1

2 ) = f( 3
2 ) =

f( 5
2 ) = 0, es decir f([ b+1

2 , c+1
2 ]) ∩ f([ 3−c

2 , 3
2 ]) ∩ f([ 5

2 ,
5−a

2 ]) 6= ∅;
Análogamente si Q ⊂ K1 ∪K3 ∪K4.

Caso 4. SiQ = ([a, b]×{0})∪({0}×[c, d]), con−1 ≤ a ≤ b ≤ 1 y−1 ≤ c ≤ d ≤ 1,
entonces:

f−1(Q) = [a+1
2 , 5−c

2 ], si, b = d = 1.
f−1(Q) = [a+1

2 , b+3
2 ] ∪ [ 5−b

2 , 5−c
2 ], si d = 1 y b < 1, con f( 1

2 ) = f( 5
2 ) = 0,

1
2 ∈ [a+1

2 , b+3
2 ], 5

2 ∈ [ 5−b
2 , 5−c

2 ], es decir, f([a+1
2 , b+3

2 ]) ∩ f([ 5−b
2 , 5−c

2 ]) ∩
f([ 5

2 ,
5−a

2 ]) 6= ∅; Análogamente podemos probar cuando b = 1 y d < 1.
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f−1(Q) = [a+1
2 , d+1

2 ]∪ [ 3−d
2 , b+3

2 ]∪ [ 5−b
2 , 5−c

2 ], si d < 1 y b < 1, con f( 1
2 ) =

f( 3
2 ) = f( 5

2 ) = 0, 1
2 ∈ [a+1

2 , d+1
2 ], 3

2 ∈ [ 3−d
2 , b+3

2 ], 5
2 ∈ [ 5−b

2 , 5−c
2 ], es decir,

f([a+1
2 , d+1

2 ] ∩ [ 3−d
2 , b+3

2 ]) ∩ f([ 5−b
2 , 5−c

2 ]) ∩ f([ 5
2 ,

5−a
2 ]) 6= ∅.

Podemos concluir que cada vez que intersectemos la imagen de dos componentes
distintas de f−1(Q), esta intersección no es vacía, como se desea. Por lo tanto f es
juntadora.

Veamos ahora que f no es atriódica, para esto, sea
Q = ([− 1

2 ,
1
2 ]× {0}) ∪ ({0} × [− 1

2 ,
1
2 ]),

tenemos que f−1(Q) = [ 1
4 ,

3
4 ] ∪ [ 5

4 ,
7
4 ] ∪ [ 9

4 ,
11
4 ]. Llamemos C1 = [ 1

4 ,
3
4 ], C2 = [ 5

4 ,
7
4 ]

y C3 = [ 9
4 ,

11
4 ]. Note que f(C1) ∪ f(C2) = ([− 1

2 ,
1
2 ] × {0}) ∪ ({0} × [0, 1

2 ]) 6= Q,
f(C2) ∪ f(C3) = ([0, 1

2 ]× {0}) ∪ ({0} × [− 1
2 ,

1
2 ]) 6= Q y f(C1) ∪ f(C3) = ([− 1

2 ,
1
2 ]×

{0})∪ ({0}× [− 1
2 ,

1
2 ]) = Q, pero f(C2) = ({0}× [0, 1

2 ])∪ ([0, 1
2 ]×{0}) * ([− 1

2 , 0]×
{0}) ∪ ({0} × [0, 1

2 ]) = f(C1) y f(C2) * ([0, 1
2 ]× {0}) ∪ ({0} × [− 1

2 , 0]), por lo que
f no es atriódica.

Ejemplo 2.29. Consideremos f : [0, 6]→ [1, 5] de�nida por

f((x, y)) =

 1− x, si x ∈ [0, 1];
x, si x ∈ [1, 5];

10− x, si x ∈ [5, 6].

La función f es débilmente con�uente y atriódica pero no es juntadora.

0 6

4

1

Veamos que f es débilmente con�uente. Sea Q un subcontinuo de [1, 4], entonces
Q es de la forma [a, b], con 1 ≤ a ≤ b ≤ 4. Note que [a, b] ∈ f−1(Q). Sea K la
componente de f−1(Q) que contiene a [a, b], entonces [a, b] = f([a, b]) ⊂ f(K) ⊂ Q.
De modo que f(K) = [a, b]. Por lo tanto f es débilmente confluente. Luego, por el
Teorema 2.13 f es una función atriódica.

Consideremos el subcontinuo Q de [1, 4] como [ 3
2 ,

9
2 ]. De modo que f−1(Q) =

[0, 1
2 ]∪[ 3

2 ,
9
2 ]∪[ 11

2 , 6]. Note que f([0, 1
2 ]) = [ 3

2 , 2] y f([ 11
2 , 6]) = [4, 9

2 ]. Luego, f([0, 1
2 ])∩

f([ 11
2 , 6]) = ∅. Por lo tanto, f no es juntadora.





Capítulo 3

Otras funciones especiales entre espacios métricos
compactos

En este capítulo hacemos un análisis entre las clases de funciones monótonas,
abiertas, casi interiores, con�uentes, OM y MO, usando el concepto de funciones
ligeras.

1. Funciones casi interiores

Definición 3.1. Una función continua y suprayectiva entre espacios métricos
compactos, f : X → Y , es casi interior en el punto y ∈ Y , si para cada conjunto
abierto U de X tal que existe una componente, C, de f−1({y}) con C ⊂ U, se tiene
que y ∈ intY (f(U)). Decimos que f : X → Y es casi interior, si f es casi interior
en cada uno de los puntos de Y .

Teorema 3.2. Sea f : X → Y una función continua y suprayectiva entre
espacios métricos compactos, tenemos que

(i) si f es abierta, entonces f es casi interior.
(ii) si f es monótona, entonces f es casi interior.

Demostración. Sean y ∈ Y y U un conjunto abierto de X tal que existe una
componente, C, de f−1({y}) tal que C ⊂ U.

(i) Supongamos que f es abierta. Veamos que f es casi interior, notemos que
f(C) = f(y) y f(y) ∈ f(U) por lo que f(C) ⊂ f(U). Como f es abierta, tenemos
que f(U) = intY (f(U)), de donde f(C) ⊂ intY (f(U)), como se desea. Por lo tanto
f es casi interior.

(ii) Supongamos que f es monótona y sea y ∈ Y . Probaremos que f es casi
interior en el punto y. Para esto supondremos lo contrario, es decir, que existe un
conjunto abierto, V de X tal que cualquier componente C de f−1({y}) con C ⊂ V,
se tiene que y /∈ intY (f(V)). Así que y ∈ fr(f(V)), de modo que y ∈ fr(Y \ f(V)),
por lo que es posible encontrar una sucesión {yn}n∈N de elementos de Y \ f(V)
tal que ĺım yn = y. Como f es continua, por la Proposición 1.32, se tiene que
ĺım sup f−1({yn}) ⊂ f−1({y}). Además, puesto que f es monótona se tiene que
f−1({y}) es un conjunto conexo, sea C = f−1({y}). Esto es ĺım sup f−1({yn}) ⊂ C.

Ahora, como yn ∈ Y \ f(V) para cada n ∈ N, entonces f−1({yn}) ⊂ X \ V.
Dado que f es suprayectiva, entonces para cada n ∈ N tomemos xn ∈ X tal que
f(xn) = yn. Note que xn ∈ X\V el cual es un conjunto cerrado, y así compacto, por
lo que podemos encontrar {x′n}n∈N subsucesión convergente de {xn}n∈N. Sea x =
ĺımx′n. Como X \ V es cerrado entonces x ∈ X \ V, además x ∈ ĺım sup f−1({yn}).
Como f es monótona, entonces C = f−1({y}), por lo que x ∈ C ⊂ V lo cual es una
contradicción. Por lo tanto y ∈ intY (f(V)).
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Por lo que podemos concluir que f es casi interior en el punto y. Por lo tanto,
f es casi interior. �

Teorema 3.3. Sean f : X → Y una función continua y suprayectiva entre
espacios métricos compactos y y ∈ Y . La función f es casi interior en y, si y sólo
si, para cada sucesión, {yn}n∈N en Y tal que ĺım yn = y y para cada componente C
de f−1({y}), se tiene que ĺım sup f−1({yn}) ∩ C 6= ∅.

Demostración. Supongamos que f es casi interior en el punto y. Sean {yn}n∈N
una sucesión en Y tal que ĺım yn = y y C una componente de f−1({y}). Probaremos
que ĺım sup f−1({yn}) ∩ C 6= ∅.

Para esto, supongamos que ĺım sup f−1({yn})∩C = ∅. Por la Proposición 1.30
y la Observación 1.4 se tiene que ĺım sup f−1({yn}) y C son conjuntos cerrados y
no vacíos. Como X es un espacio métrico entonces es normal, por lo que podemos
encontrar dos abiertos, U y V, en X, tales que ĺım sup f−1({yn}) ⊂ V y C ⊂ U con
U ∩ V = ∅. De modo que V ∩ ClX(U) = ∅. Como ĺım sup f−1({yn}) ⊂ V entonces
ĺım sup f−1({yn}) ∩ ClX(U) = ∅.

Por otro lado, por hipótesis, y ∈ intY (f(U)). Así, puesto que ĺım yn = y, existe
N ∈ N, tal que para cada n > N , yn ∈ intY (f(U)) ⊂ f(U).

Ahora, para cada n ∈ N, �jemos xn ∈ U tal que f(xn) = yn. De donde, para ca-
da n ∈ N, xn ∈ f−1({yn})∩U. Luego existe una subsucesión {x′n}n∈N de {xn}n∈N,
tal que ĺımx′n = x para algún x ∈ ClX(U). Note que x ∈ ĺım sup f−1({yn}) y
x ∈ ClX(U), es decir, ĺım sup f−1({yn})∩ClX(U) 6= ∅, lo cual es una contradicción.
De manera que ĺım sup f−1({yn}) ∩ C 6= ∅.

Recíprocamente, supongamos que para cada sucesión {yn}n∈N en Y que conver-
ge a y y para cada componente C de f−1({yn}), se tiene que ĺım sup f−1(yn)∩C 6= ∅.
Sean C una componente de f−1({y}) y U un conjunto abierto en X tal que C ⊂ U.
Probaremos que y ∈ intY (f(U)), para esto supongamos que y /∈ intY (f(U)). Por
lo que y ∈ frY (f(U)) = frY (Y \ f(U)). Podemos considerar una sucesión {yn}n∈N
en Y \f(U) convergente a y. Por hipótesis, ĺım sup f−1({yn})∩C 6= ∅. Por un lado,
como f es suprayectiva, para cada n ∈ N tomemos xn ∈ X tal que f(xn) = yn. No-
temos que, para cada n ∈ N, xn ∈ X \U. Así, para cada n ∈ N, f−1({yn}) ⊂ X \U.
De manera que

(1) f−1({yn}) ∩ U = ∅, para cada n ∈ N.
Veamos que ĺım sup f−1({yn}) ⊂ X \ U. Sea x ∈ ĺım sup f−1({yn}), supon-

gamos que x ∈ U. Luego existe un subconjunto in�nito J de N tal que U ∩
f−1({yn}) 6= ∅, para cada n ∈ J ; lo cual contradice (1), de modo que x ∈ X \ U.
Por lo tanto ĺım sup f−1({yn}) ⊂ X \ U. Por otro lado, como C ⊂ U se tiene que
ĺım sup f−1({yn}) ∩ C = ∅, lo cual contradice la hipótesis. Por lo que podemos
concluir que y ∈ intY (f(U)). �

Del Teorema 3.3 tenemos la siguiente consecuencia.

Corolario 3.4. Una función f : X → Y entre espacios métricos compactos
es casi interior si, y sólo si, para cada y ∈ Y y para cada sucesión {yn}n∈N en Y
tal que ĺım yn = y, se tiene que ĺım sup f−1({yn}) ∩ C 6= ∅, para cada componente
C de f−1({y}).



1. FUNCIONES CASI INTERIORES 33

Definición 3.5. Una función f : X → Y continua y suprayectiva entre espa-
cios métricos compactos es una función ligera si para cada y ∈ Y , se tiene que el
conjunto f−1({y}) es totalmente disconexo.

El siguiente resultado nos muestra que el ser una función ligera se hereda a los
subespacios conexos.

Proposición 3.6. Si f : X → Y es una función ligera entre espacios métricos
compactos y A es un subespacio conexo de X, entonces la restricción

f |A: A→ f(A)

es también una función ligera.

Demostración. Sea g = f |A veamos que g es ligera, es claro que g es continua
y suprayectiva. Ahora, sean y ∈ f(A) y B un subconjunto conexo de g−1({y}).
Note que g−1({y}) = f−1({y})∩A. Luego B ⊂ f−1({y}). Como f es ligera y B es
conexo en A ⊂ X, entonces B es conexo en X. Se sigue que B es degenerado. Por
lo tanto g es ligera. �

La siguiente proposición prueba que la clase de las funciones ligeras es cerrada
bajo la composición de funciones. Este resultado debería formar parte de la Sección
7.1, sin embargo lo vamos a usar en este capítulo.

Proposición 3.7. Sean X, Y , Z espacios métricos compactos, f : X → Y y
g : Y → Z funciones continuas y suprayectivas. Si las funciones f y g son ligeras,
entonces la función g ◦ f : X → Z es ligera.

Demostración. Sean z ∈ Z y A un subconjunto de X conexo con A ⊂ (g ◦
f)−1({z}). Como (g ◦ f)−1({z}) = f−1(g−1(z)), se tiene que f(A) ⊂ g−1({z}).
Dado que g es ligera y f(A) ⊂ Y es conexo, tenemos que f(A) es degenerado, es
decir, existe y ∈ Y tal que f(A) = {y}. Como f es ligera, f−1(A) = f−1({y}) es
totalmente disconexo. Además, puesto que A ⊂ f−1(f(A)) = f−1({y}), se concluye
que A sólo puede tener un elemento. Por lo tanto, g ◦ f es una función ligera. �

Teorema 3.8. Si f : X → Y y g : Y → Z son funciones continuas y suprayec-
tivas entre espacios métricos tales que g es ligera y g ◦ f es casi interior, entonces
g es abierta.

Demostración. Sean U ⊂ Y un abierto y y ∈ U. Llamemos z al punto g(y) y
tomemos una componente, C, de f−1({y}). Note que C ⊂ (g ◦ f)−1({z}), sea C ′ la
componente de f−1 ◦ g−1({z}) que contiene a C. Tenemos que (g ◦ f)(C ′) = {z}.
Así que f(C ′) ⊂ g−1({z}), pero como g es una función ligera, entonces f(C ′) es un
conjunto degenerado, por lo que f(C ′) = {y}. Así C ′ ⊂ f−1({y}) ⊂ f−1(g−1({z})),
por lo que C ′ debe ser una componente de f−1({y}), en otras palabras tenemos
que C = C ′. Como

C ′ = C ⊂ f−1({y}) ⊂ f−1(U)

donde f−1(U) es un conjunto abierto y g ◦ f es casi interior, de modo que z ∈
int(g ◦ f(f−1(U))) = int(g(U)). Esto implica que g(U) ⊂ int(g(U)), es decir g(U)
es un abierto. Por lo tanto g es abierta. �

Con el resultado que sigue vamos a probar que las funciones casi interiores son
con�uentes y que las funciones casi interiores coinciden con las funciones OM . Para
una prueba de éste vea [12, Teorema 13.3, p.279].
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Teorema 3.9. (de factorización monótona ligera) Sean X y Y espacios mé-
tricos compactos. Si f : X → Y es una función continua y suprayectiva, entonces
existe un espacio métrico compacto Z y funciones g : X → Z y h : Z → Y tales
que f = h ◦ g con g monótona y h ligera.

La siguiente proposición prueba que la clase de las funciones con�uentes es
cerrada bajo la composición. También este resultado debería formar parte de la
Sección 7.1, sin embargo lo vamos a usar para probar que las funciones casi interior
son con�uentes.

Proposición 3.10. Sean X, Y y Z espacios métricos compactos. Si f : X → Y
y g : Y → Z son funciones con�uentes entonces g ◦ f es una función con�uente.

Demostración. Consideremos un subcontinuo, Q, de Z y K una componente
de (g ◦ f)−1({Q}). Veamos que g ◦ f(K) = Q. Sean C la componente de g−1(Q)
tal que f(K) ⊂ C y E la componente f−1(C) tal que K ⊂ E. Obsérvese que
K ⊂ E ⊂ f−1(C) ⊂ f−1(g−1(Q)), así K ⊂ E ⊂ f−1(g−1(Q)) ⊂ K, de modo que
E = K, pues K es una componente de (g ◦f)−1(Q). Ahora como g−1(Q) es cerrado
en Y , se sigue que C es un subcontinuo de Y y dado que f es con�uente, se tiene
que f(E) = C. Como g es con�uente y Q es un subcontinuo de Z se tiene que
Q = g(C) = g(f(E)), es decir g(f(K)) = g ◦ f(K) = Q, de esta manera tenemos
que g ◦ f es una función con�uente. �

Teorema 3.11. Sean X y Y espacios métricos compactos y f : X → Y una
función continua y suprayectiva. Si f es casi interior entonces f es con�uente.

Demostración. Como f es una función continua y suprayectiva entre espacios
métricos compactos, por el teorema de factorización monótona ligera (Teorema
3.9), existe un espacio métrico compacto, Z, y funciones g : X → Z y h : Z → Y
tales que g es monótona, h es ligera y f = h ◦ g. Como g es monótona, por el
Teorema 2.8 tenemos que g es con�uente. Aplicando el Teorema 3.8 obtenemos que
h es abierta. Por el Teorema 2.18, h es con�uente. Se sigue de la Proposición 3.10
que h ◦ g = f es con�uente. �

Similarmente, el resultado que sigue debería formar parte de la Sección 7.1, sin
embargo, lo utilizaremos para probar que las funciones casi interior coincide con las
funciones OM .

Proposición 3.12. Sean X, Y y Z espacios métricos compactos, f : X → Y
y g : Y → Z funciones continuas y suprayectivas. Si f y g son casi interiores,
entonces g ◦ f también lo es.

Demostración. Sean z ∈ Z y U un conjunto abierto de X que contiene a una
componente C de (g ◦ f)−1({z}). Note que C es cerrado en (g ◦ f)−1({z}), este
último es un cerrado en X, por lo que es compacto y así un continuo. Como f es
una función continua, entonces f(C) es un subcontinuo de Y , con g(f(C)) ⊂ {z},
de modo que f(C) ⊂ g−1({z}). Sea C ′ la componente de g−1({z}) que contiene a
f(C). Tenemos que

C ⊂ f−1(f(C)) ⊂ f−1(C ′) ⊂ f−1(g−1({z})) = (g ◦ f)−1({z}),
de modo que C es una componente de f−1(C ′). Por la Teorema 3.11 tenemos que
f es con�uente. Luego, se sigue que f(C) = C ′.

Ahora, sean y ∈ C ′ y x ∈ C tal que f(x) = y y, sea Cy la componente de
f−1({y}) que contiene a x. Así
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C ∩ Cy 6= ∅ y Cy ⊂ f−1({y}) ⊂ f−1(C ′),

de modo que Cy ⊂ C ⊂ U, como f es casi interior tenemos que y ∈ int(f(U)), para
cada y ∈ C ′, de modo que C ′ ⊂ int(f(U)). Ahora, como g es casi interior se tiene
que z ∈ int(g(int(f(U)))) ⊂ int(g ◦ f(U)). De donde z ∈ int(g ◦ f(U)) y, por lo
tanto, g ◦ f es casi interior. �

2. Funciones OM y MO

Definición 3.13. Una función continua y suprayectiva f entre espacios mé-
tricos compactos es una función OM si existen funciones g y h tales que f = h ◦ g
donde g es monótona y h es abierta.

Definición 3.14. Una función continua y suprayectiva f entre espacios mé-
tricos compactos es una función MO si existen funciones g y h tales que f = h ◦ g
donde g es abierta y h es monótona.

Una consecuencia inmediata de la de�nición es la siguiente.

Corolario 3.15. Sea f una función continua y suprayectiva. Las siguientes
condiciones son equivalentes:

(i) f es casi interior;
(ii) f es una función OM;
(iii) f se puede escribir como la composición f = h ◦ g de dos funciones
donde g es monótona y h es ligera y abierta.

Demostración.

(i)⇒ (iii)] Sean X y Y espacios métricos compactos y f : X → Y una función
casi interior. En particular f es una función continua y suprayectiva, así por el
Teorema 3.9 existe un espacio métrico compacto, Z, y funciones g y h tales que
g : X → Z, h : Z → Y y f = h ◦ g con g monótona y h ligera. Por el Teorema 3.8,
h es abierta, por lo que f se puede escribir como la composición f = h ◦ g con g
monótona y h abierta y ligera.

(iii)⇒ (ii)] Si f se puede escribir como la composición f = h◦g con g monótona
y h abierta y ligera, entonces f es una función OM .

(ii)⇒ (i)] Si f se puede escribir como la composición f = h◦g con g monótona
y h abierta. Como g es monótona por el Teorema 3.2 tenemos que g es casi interior.
Como h es abierta por el Teorema 3.2, h es casi interior. Se sigue de la Proposición
3.12 que h ◦ g = f es una función casi interior. �

Veamos que la clase de las funciones MO está contenida en la clase de las
funciones OM .

Teorema 3.16. Sea f una función continua y suprayectiva entre espacios mé-
tricos compactos. Si f es una función MO entonces es una función OM .

Demostración. Sea f una funciónMO, de modo que existen funciones g y h tales
que f = h ◦ g con g es abierta y h es monótona. Por el Teorema 3.2 las funciones
g y h son casi interiores. Ahora por la Proposicioón 3.12, h ◦ g = f es casi interior.
Se sigue del Corolario 3.15 que f es una función OM . �

Teorema 3.17. Sea f : X → Y una función continua y suprayectiva entre
espacios métricos compactos. Si f es monótona entonces f es una función MO.



36 3. OTRAS FUNCIONES ESPECIALES ENTRE ESPACIOS MÉTRICOS COMPACTOS

Demostración. Supongamos que f es monótona. Consideremos la función identi-
dad IX : X → X y denotemos g = IX . Es claro que g es un homeomor�smo y así una
función abierta. Ahora, para cada x ∈ X se tiene que (f ◦ g)(x) = f(g(x)) = f(x).
Así podemos concluir que f es una función MO. �

Teorema 3.18. Sea f : X → Y una función continua y suprayectiva entre
espacios métricos compactos. Si f es abierta entonces f es una función MO.

Demostración. Sea f una función abierta. Consideremos la función identidad
IY : Y → Y y denotemos g = IY . Es claro que g es un homeomor�smo y así una
función monótona. Ahora, para cada x ∈ X se tiene que (g◦f)(x) = g(f(x)) = f(x).
Así podemos concluir que f es una función MO. �

Teorema 3.19. Sea f una función continua y suprayectiva entre espacios mé-
tricos compactos. Si f es una función OM entonces f es con�uente.

Demostración. Como f es una función OM , por el Corolario 3.15, tenemos que
f es casi interior. Se sigue del Teorema 3.11 que f es con�uente. �

3. Ejemplos de funciones

En esta parte, mostramos que algunas contenciones entre las clases de funciones
son propias, con los ejemplos que siguen. Iniciamos con un ejemplo que muestra que
no toda función MO es una función monótona.

Ejemplo 3.20. Consideremos la función f : [−2, 2]→ [0, 1] ⊂ R, de�nida por:

f(x) =

{
| x | −1, si x ∈ [−2,−1] ∪ [1, 2];

0, si x ∈ [−1, 1].

Se tiene que f es una función MO y no es monótona.

0-2 2

1

Figura 1

Veamos que f es MO. Sean h : [−2, 2]→ [0, 2] y g : [0, 2]→ [0, 1] dadas por
h(x) =| x |, para cada x ∈ [−2, 2] y,

g(x) =

{
0, si x ∈ [0, 1];

x− 1, si x ∈ [1, 2].

No es difícil probar que h es abierta, g es monótona y f = g ◦ h. Por lo tanto, f
es una función MO. Por otro lado, si tomamos el punto 1 ∈ [−2, 2] se tiene que el
conjunto h−1({1}) = {−2, 2}, el cual no es conexo. Por lo cual f no es monótona.

El siguiente ejemplo muestra que hay funciones MO que no son abiertas.
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Ejemplo 3.21. Consideremos la función h como en el Ejemplo 3.20,

h(x) =

{
| x | −1, si x ∈ [−2,−1] ∪ [1, 2];

0, si x ∈ [−1, 1].

Se tiene que h es una función MO y no es abierta.

Sabemos que h es una función MO. Ahora, si tomamos el conjunto abierto
U = (− 1

2 ,
1
2 ), tenemos que h(U) = {0} el cual no es un conjunto abierto en [0, 1].

Por lo tanto h no es abierta.

El siguiente ejemplo muestra que la clase de las funciones OM contiene a la
clase de las funciones MO.

Ejemplo 3.22. Consideremos la función h : [0, 1]→ [0, 1], de�nida por:

h(x) =

 3x, si x ∈ [0, 1
3 ];

2− 3x, si x ∈ [ 1
3 ,

2
3 ];

0, si x ∈ [ 2
3 , 1].

Se tiene que h es una función OM y no es una función MO.

0 1

1

Figura 2

Consideremos las funciones f : [0, 1]→ [0, 1] y g : [0, 1]→ [0, 1] de�nidas por:

f(x) =

{
3
2x, si x ∈ [0, 2

3 ];
1, si x ∈ [ 2

3 , 1].

g(x) =

{
2x, si x ∈ [0, 1

2 ];
2− 2x, si x ∈ [ 1

2 , 1].
Claramente f es monótona, g es abierta y h = g ◦ f . Así h es una función OM .
Probaremos que h no es una función MO. Supongamos por el contrario, es decir,
supongamos que h es una función MO. Luego, es posible escribir a h como g0 ◦ f0,
donde f0 es abierta y g0 es monótona. Toda imagen abierta no degenerada, del
intervalo cerrado es un arco, ver [3, Teorema 3.2, p.193]. Por otro lado, por la
Proposición 2.8 tenemos que si y0 es un punto extremo de un arco, entonces f0(y0)
es un punto extremo. De aquí se sigue que A = f0([0, 1]) es un arco y b = f0(1) es
un punto extremo de A. Sea U = ( 2

3 , 1], como f0 es abierta, f0(U) es un conjunto
abierto en A y el conjunto V = f−1

0 (f(U)) es un conjunto abierto en [0, 1]. El punto
a = f0(0) es también un punto extremo de A con g0(a) = h(0) = h(1) = g0(b).
Como g0 es monótona, si a y b son los puntos extremos de A tendríamos que
A ⊂ g−1

0 (g0(a)). De donde

h([0, 1]) = g0(A) = g0(a) = h(0) = {0},
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lo cual no es posible, de este modo tenemos que a = b y
0 ∈ f−1

0 (b) = f−1
0 (f0(1)) ⊂ f−1

0 (f0(U)) = V.
Así que V es una vecindad de 0 en [0, 1] y, por la suprayectividad de f0

h(V) = g0 ◦ f0(f−1
0 (f0(U))) = g0 ◦ f0(U) = h(U) = {0}.

Pero esto no sucede pues h no es constante para alguna vecindad de 0. Por lo
tanto h no es una función MO.



Capítulo 4

Algunas clases de funciones generadas

Las clases de funciones que vamos a considerar en el resto de la tesis son clases
de funciones continuas y suprayectivas de�nidas entre espacios métricos compactos.

En este capítulo vamos a describir algunos métodos que son usados para generar
nuevas clases de funciones con las clases de funciones dadas en los Capítulos 2 y 3.

1. Composición de clases de funciones

Por supuesto que en la siguiente de�nición el dominio y codominio de las fun-
ciones en cuestión son espacios métricos compactos o en algunos casos continuos.

Definición 4.1. Sean A y B dos clases de funciones que contienen a la clase
de los homeomor�smos, de�nimos la comoposición de A y B, como:

A ◦B = {g ◦ f : g ∈ A, f ∈ B}.

Definición 4.2. Sean A y B dos clases de funciones que contienen a la clase
de los homeomor�smos, de�nimos y denotamos por

A ∪B = {f : f ∈ A o f ∈ B}.

De la De�nición 4.1 tenemos las siguientes consecuencias.

Proposición 4.3. Si A y B son dos clases de funciones que contienen a la
clase de los homeomor�smos. Entonces:
(i) A ⊂ A ◦B y
(ii) B ⊂ A ◦B.

Demostración. Primero probaremos el inciso (i). Sea f : X → Y una función
entre espacios métricos compactos tal que f ∈ A, entonces, la función identidad en
X, IX : X → X, es un homeomor�smo, por lo que IX ∈ B. Note que f = f ◦ IX ,
con f ∈ A e IX ∈ B. Luego, f = f ◦ IX ∈ A ◦B.

Ahora, demostraremos el inciso (ii). Sea f : X → Y una función entre espacios
métricos compactos tal que f ∈ B, entonces, la función identidad en Y , IY : Y → Y ,
es un homeomor�smo, de modo que IX ∈ A. Note que f = IY ◦ f , con IY ∈ A y
f ∈ B. Luego, f = IY ◦ f ∈ A ◦B. �

De la Proposición 4.3 tenemos los siguientes corolarios.

Corolario 4.4. Si A es una clase de funciones que contiene a la clase de los
homeomor�smos. Entonces

A ⊂ A ◦A.

Corolario 4.5. Si A y B son dos clases de funciones que contienen a la clase
de los homeomor�smos. Entonces

A ∪B ⊂ A ◦B.

39
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Proposición 4.6. Si A, B, C y D son clases de funciones que contienen a la
clase de los homeomor�smos con A ⊂ C y B ⊂ D. Entonces

A ◦B ⊂ C ◦D.

Demostración. Sea f ◦ g ∈ A ◦B, entonces f ∈ A, g ∈ B, como A ⊂ C y B ⊂ D
entonces f ∈ C y g ∈ D, por lo que f ◦ g ∈ C ◦D. Por lo tanto A ◦ B ⊂ C ◦D.

�

Proposición 4.7. Si A y B son clases de funciones que contienen a la clase
de los homeomor�smos tales que A ◦ (B ◦A) ⊂ B ◦A. Entonces A ◦B ⊂ B ◦A.

Demostración. Sean f : Y → Z y g : X → Y funciones entre espacios métricos
compactos tales que f ∈ A y g ∈ B. Consideremos IX : X → X la función
identidad la cual es un homeomor�smo, de donde IX ∈ A y g = g ◦ IX , de modo
que f ◦ g = f ◦ (g ◦ IX) así f ◦ (g ◦ IX) ∈ A ◦ (B ◦A). Por hipótesis, f ◦ g ∈ B ◦A
y así (A ◦B) ⊂ B ◦A. �

Proposición 4.8. Si A y B son clases de funciones que contienen a la clase
de los homeomor�smos tales que A◦A = A, B◦B = B y A◦B ⊂ B◦A. Entonces

(B ◦A) ◦ (B ◦A) = B ◦A.

Demostración. Sabemos por el Corolario 4.4 que B ◦ A ⊂ (B ◦ A) ◦ (B ◦ A).
Resta ver que (B◦A)◦ (B◦A) ⊂ B◦A, para esto notemos que (B◦A)◦ (B◦A) =
B ◦ (A ◦ B) ◦A ⊂ B ◦ (B ◦A) ◦A = (B ◦ B) ◦ (A ◦A) = B ◦A. Por lo tanto,
B ◦A = (B ◦A) ◦ (B ◦A). �

Proposición 4.9. Sean A y B clases de funciones que contienen a la clase de
los homeomor�smos. Si (B◦A)◦ (B◦A) = B◦A, entonces A◦ (B◦A) = B◦A =
(B ◦A) ◦B.

Demostración. Sabemos por la Proposición 4.3 (ii) que B ◦A ⊂ A ◦ (B ◦A) ⊂
(B ◦A) ◦ (B ◦A) = B ◦A, por lo que A ◦ (B ◦A) = B ◦A. Por otro lado, por la
Proposición 4.3, B ◦A ⊂ (B ◦A) ◦B y (B ◦A) ◦B ⊂ (B ◦A) ◦ (B ◦A) = B ◦A.
Por lo tanto, (B ◦A) ◦B = B ◦A. �

2. Algunas clases de funciones hereditarias

Definición 4.10. Sea A una clase arbitraria de funciones que contiene a la
clase de los homeomor�smos. Diremos que una función continua y suprayectiva
entre espacios métricos compactos, f : X → Y , es hereditariamente A sí para
cualquier subcontinuo, K, de X la función restricción f |K pertenece a la clase A.

Notación 4.11. Dada una clase A de funciones continuas y suprayectivas
denotaremos por her(A) a la clase de las funciones hereditariamente A.

Considerando por A a la clase de las funciones monótonas, con�uentes, débil-
mente con�uentes o atriódicas, se obtienen de esta manera la clase de funciones
hereditariamente monótona, hereditariamente con�uente, hereditariamente débil-
mente con�uente, hereditariamente atriódica, respectivamente.

Proposición 4.12. Sea A una clase de funciones que contiene a la clase de
los homeomor�smos. Si f : X → Y es una función continua y suprayectiva entre
continuos que es hereditariamente A, entonces f está en la clase A.
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Demostración. Sea f : X → Y una función continua y suprayectiva entre con-
tinuos la cual es hereditariamente A. Notar que f |X= f y X es un subcontinuo
de X, así por la de�nición de hereditariamente A se sigue que f |X pertenece a la
clase A, por lo que f ∈ A. �

Teorema 4.13. Sean A y B dos clases de funciones que contienen a la clase
de los homeomor�smos. Si A ⊂ B, entonces her(A) ⊂ her(B).

Demostración. Sea f : X → Y una función continua y suprayectiva entre espacios
métricos compactos la cual es hereditariamente A. Veamos que f es hereditaria-
mente B, para esto, tomemos un subcontinuo, K, de X. Por hipótesis, f ∈ her(A)
luego tenemos que f |K∈ A ⊂ B, por lo tanto f |K∈ B. De modo que f ∈ her(B).

�

Del Teorema 4.13 y de los Teoremas 2.8, 2.11 y 2.13 tenemos las siguientes
implicaciones:

Corolario 4.14. Sea f : X → Y una función continua y suprayectiva entre
espacios métricos compactos.
(i) Si f es hereditariamente monótona, entonces f es hereditariamente con�uente.
(ii) Si f es hereditariamente con�uente, entonces f es hereditariamente débilmente
con�uente.
(iii) Si f es hereditariamente débilmente con�uente, entonces f es hereditariamente
atriódica.

Teorema 4.15. Sean X y Y continuos. Una función f : X → Y continua y
suprayectiva es atómica si, y sólo si, f es hereditariamente atómica.

Demostración. Sea Q un subcontinuo de X. Veamos que f |Q es atómica. Para
esto sea K un subcontinuo de Q tal que f |Q (K) es no degenerado. Notemos que
K es un subcontinuo de X. Además, f |Q (K) = f(K), por lo cual f(K) es no
degenerado y como f es atómica, se tiene que f−1(f(K)) = K. Por otro lado, note
que

K ⊂ f |−1
Q (f |Q (K)) = f−1(f |Q (K)) = f−1(f(K)) = K,

así obtenemos que f |−1
Q (f |Q (K)) = K. Por lo tanto f |Q es atómica. En

consecuencia f es hereditariamente atómica.

El recíproco se deduce de la Proposición 4.12. �

Como consecuencia de los Teoremas 4.15 y 2.6 tenemos el siguiente.

Corolario 4.16. Sean X y Y continuos. Si f : X → Y es una función
atómica, entonces f es hereditariamente monótona.

3. Ejemplos de funciones

En esta parte, mostramos que algunas contenciones entre las clases de funciones
son propias, con los ejemplos que siguen. Iniciamos con un ejemplo que muestra que
la clase de las funciones monótonas no está contenida en la clase de las funciones
hereditariamente atriódicas, es decir, existen funciones como la siguiente.



42 4. ALGUNAS CLASES DE FUNCIONES GENERADAS

Ejemplo 4.17. Sea X = {(x, y) ∈ R2 : x ∈ {0, 1, 2}; y ∈ [0, 1]} ∪ {(x, y) ∈ R2 :
x ∈ [0, 2]; y ∈ {0, 1}}. Sea f : X → f(X) de�nida por

f((x, y)) =


(1, 1), si y = 1;
(x, y), si y = 0 o x = 1;
(x, x), si x = 0;

(2− y, y), si x = 2.

Se tiene que la función f es monótona y no es hereditariamente atriódica.

f(X)

Figura 1

Primero veamos que f es monótona. Sea un punto y ∈ f(X).
(i) Si y = (1, 1) entonces f−1({y}) = [0, 2]× {1}.
(ii) Si y 6= (1, 1) entonces | f−1({y}) |= 1.
Por lo que f−1({y}) es un conjunto conexo, y por lo tanto f ∈M.

La función f no es hereditariamente atriódica, para esto consideremos

Z = {(x, y) ∈ R2 : x ∈ {0, 1, 2}; y ∈ [0, 1]} ∪ {(x, y) ∈ R2 : x ∈ [0, 2]; y = 0}.

La función g = f |Z no es una función atriódica, pues para el continuo Q =
{(x, x) ∈ R2 : x ∈ [ 1

2 , 1]} ∪ {(1, y) ∈ R2 : y ∈ [ 1
2 , 1]} ∪ {(2− y, y) ∈ R2 : y ∈ [ 1

2 , 1]}.
Tenemos que g−1(Q) = ([ 1

2 , 1]× {0}) ∪ ([ 1
2 , 1]× {1}) ∪ ([ 1

2 , 1]× {2}). Denotemos a
las componentes de g−1(Q) por Ci = [ 1

2 , 1]× {i}, donde i ∈ {0, 1, 2}. Observe que

g(C0) ∪ g(C1) = {(x, x) ∈ R2 : x ∈ [ 1
2 , 1]} ∪ {(1, y) ∈ R2 : y ∈ [ 1

2 , 1]} 6= Q;

g(C0) ∪ g(C2) = {(x, x) ∈ R2 : x ∈ [ 1
2 , 1]} ∪ {(2− y, y) ∈ R2 : y ∈ [ 1

2 , 1]} 6= Q;

g(C1) ∪ g(C2) = {(1, y) ∈ R2 : y ∈ [ 1
2 , 1]} ∪ {(2− y, y) ∈ R2 : y ∈ [ 1

2 , 1]} 6= Q.

De aquí se sigue que g no es atriódica y, por lo tanto, f no es hereditariamente
atriódica.

El siguiente ejemplo muestra que no toda función abierta es hereditariamente
atriódica.

Ejemplo 4.18. Consideremos el continuo

X = {(x, y) : x ∈ {0, 1, 2, 3}, y ∈ [−1, 1]} ∪ {(x, y) : x ∈ [0, 3], y ∈ {−1, 1}}.

Sea la función f : R2 → R× (R+ ∪ {0}) dada por

f((x, y)) = (x, | y |).

Se tiene que la función f |X es abierta y no es hereditariamente atriódica.
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f |X

Figura 2

Probemos que f es abierta. Sea V un conjunto abierto básico de la topología
usual de R2. Supongamos que R2 tiene como base a la colección
{(x − ε, x + ε) × (y − ε, y + ε) : x, y ∈ R y ε > 0}. De este modo V es de la forma
(x0 − ε, x0 + ε) × (y0 − ε, y0 + ε), para algunos x0, y0 ∈ R y ε > 0. Tenemos los
siguientes casos:

Caso 1. Si (0, 0) /∈ V, entonces
(i) f(V) = V, si y0 ≥ 0. El cual es un abierto en la topología de R× (R+∪{0}).
(ii) f(V) = (x0−ε, x0 +ε)×(−y0−ε,−y0 +ε), si y0 < 0. El cual es un conjunto

abierto en R× (R+ ∪ {0}).
Caso 2. Si (0, 0) ∈ V, entonces
(i) f(V) = (x0−ε, x0 +ε)× (0, y0 +ε) , si y0 ≥ 0. El cual es un conjunto abierto

en R× (R+ ∪ {0}).
(ii) f(V) = (x0 − ε, x0 + ε) × (0,−y0 + ε) , si y0 < 0. El cual es un conjunto

abierto en R× (R+ ∪ {0}).
Por lo tanto, f es una función abierta. Luego, no es difícil convencerse que,

f |X es una función abierta.

Por otro lado, si tomamos
Q = {(x, y) : x ∈ {1, 2}, y ∈ [−1, 1]} ∪ ([0, 1]×{1})∪ ([2, 3]×{1})∪ ([1, 2]×{−1}).
Tenemos que Q es un subcontinuo de X y denotemos Y = ([0, 3] × {1}) ∪ ({1} ×
[0, 1]) ∪ ({2} × [0, 1]). Ahora, la función f |X |Q= f |Q: Q→ Y no es atriódica.

Consideremos el subcontinuo de Y , K = [ 1
2 ,

5
2 ]× {1}. Tenemos que

f |−1
Q (K) = ([1

2 , 1]× {1}) ∪ ([1, 2]× {−1}) ∪ ([2, 5
2 ]× {1}).

Denotemos a las componentes de f |−1
Q (K) por C1 = [ 1

2 , 1]×{1}, C2 = [1, 2]×{−1},
C3 = [2, 5

2 ] × {1}. Por lo que f(C1) ∪ f(C3) = C1 ∪ C3 6= Q, f(C1) ∪ f(C2) =

[ 1
2 , 2]× {1} 6= Q y f(C2) ∪ f(C3) = [1, 5

2 ]× {1} 6= Q.
Por lo tanto f |Q no es atriódica. En consecuencia f |X no es hereditariamente

atriódica.

El siguiente ejemplo nos muestra que no todo homeomor�smo local es un ho-
meomor�smo.

Ejemplo 4.19. Consideremos el plano cartesiano R2 en coordenadas polares.
Tomemos el círculo unitario S = {(r, φ) : r = 1, 0 ≤ φ ≤ 2π}. De�namos la función
f : S → S dada por f((r, φ)) = (r, 2φ), entonces f es un homeomor�smo local y no
es un homeomor�smo.

Note que f abierta y, para cada y ∈ S, | f−1({y}) |= 2. Así por el Teorema 5.12
se tiene que f es un homeomor�smo local. Por otro lado, como f no es inyectiva se
concluye que f no es un homeomor�smo.





Capítulo 5

Algunas clases de funciones locales

Definición 5.1. Sea A una una clase de funciones arbitraria y sea f : X → Y
una función continua y suprayectiva entre espacios métricos compactos. Decimos
que f está en la clase local de A, Loc(A), si para cualquier punto x ∈ X existe una
vecindad cerrada, V, de x en X, tal que f(V) es una vecindad cerrada de f(x) en
Y y la función restricción f |V pertenece a la clase A.

De la De�nición 5.1 tenemos las siguientes consecuencias.

Proposición 5.2. Si A es una clase de funciones continuas y suprayectivas,
siempre se cumple que A ⊂ Loc(A).

Demostración. Sean f : X → Y una función continua y suprayectiva entre
espacios métricos compactos tal que f ∈ A, y un punto x ∈ X, tenemos que X es
una vecindad cerrada de x y f(X) = Y es una vecindad cerrada de f(x). Ahora
f |X= f ∈ A, de modo que f ∈ Loc(A), por lo tanto A ∈ Loc(A). �

Proposición 5.3. Si A y B son clases de funciones continuas y suprayectivas
entre espacios métricos compactos tales que A ⊂ B, entonces Loc(A) ⊂ Loc(B).

Demostración. Sean f : X → Y una función continua y suprayectiva entre
espacios métricos compactos tal que f ∈ Loc(A) y un punto x ∈ X. Como f ∈
Loc(A) existe V vecindad cerrada de x en X tal que f(V) es una vecindad cerrada
de f(x) en Y tal que f |V∈ A. Así, V es una vecindad cerrada de x tal que f(V) es
una vecindad cerrada de f(x) y, como A ⊂ B, f |V∈ B. Por lo tanto f ∈ Loc(B).

�

Proposición 5.4. Si A es una clase de funciones continuas y suprayectivas
entre espacios métricos compactos, entonces Loc(A) = Loc(Loc(A)).

Demostración. ⊆] Por la Proposición 5.2 tenemos que A ⊂ Loc(A). Se sigue de
la Proposición 5.3 que Loc(A) ⊂ Loc(Loc(A)).

⊇] Sean f : X → Y una función continua y suprayectiva entre espacios métricos
compactos tal que f ∈ Loc(Loc(A)) y un punto x ∈ X. Luego existe una vecindad
cerrada, W, de x en X tal que f(W) es una vecindad cerrada de f(x) en Y tal que
f |W pertenece a la clase Loc(A). Como x ∈ W ⊂ X, entonces existe U vecindad
cerrada de x en W tal que f(U) es una vecindad cerrada de f(x) en f(W) tal que
f |W|U está en la clase A.

Note que U ⊂ W y U es un conjunto cerrado en W el cual es un conjunto
cerrado en X, de modo que U es una vecindad cerrada de x en X. Análogamente,
f(U) es una vecindad cerrada de f(x) en Y .

45
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Ahora, si tomamos V = U, tenemos que V es una vecindad cerrada de x en X
con f(V) vecindad cerrada de f(x) en Y y f |W|U∈ A. De aquí que f ∈ Loc(A).

Por lo tanto Loc(Loc(A)) ⊆ Loc(A). �

Definición 5.5. Se dice que una función, f : X → Y , continua y suprayectiva
entre espacios métricos compactos es un homeomor�smo local, si para cualquier
punto x ∈ X existe una vecindad abierta U de x en X tal que f(U) es una vecindad
abierta de f(x) en Y y la función restricción f |U: U→ f(U) es un homeomor�smo.

Definición 5.6. Se dice que una función, f : X → Y , continua y suprayectiva
entre espacios métricos compactos es localmente con�uente (respectivamente,
localmente débilmente con�uente) si para cualquier punto y ∈ Y existe una
vecindad cerrada F de y tal que la función restricción f |f−1(F ): f

−1(F ) → F es
una función con�uente (respectivamente, débilmente con�uente).

Recordemos que H denota la clase de los homeomor�smos.

Teorema 5.7. Una función f : X → Y continua y suprayectiva entre espacios
métricos compactos es un homeomor�smo local si, y sólo si, f ∈ Loc(H).

Demostración. ⇒] Supongamos que f es un homeomor�smo local y sea x un
punto arbitrario de X. Tomemos U una vecindad abierta de x en X tal que f(U) es
una vecindad abierta de f(x) en Y y f |U es un homeomor�smo. Sea V una vecindad
cerrada de x que esté contenida en U. Note que f |V es un homeomor�smo, como
el interior de V es un conjunto abierto de U y f |V es un homeomor�smo, entonces
f(int(V)) es un abierto en Y , pues f(U) es un conjunto abierto en Y . Luego, como
V es un conjunto compacto, entonces f(V) es un conjunto compacto, y así cerrado.
Se sigue que f(V) es una vecindad cerrada el punto f(x). Por lo tanto f ∈ Loc(H).

⇐] Supongamos que f ∈ Loc(H). Sean x un punto arbitrario de X y V una
vecindad cerrada de x en X tal que f(V) es una vecindad cerrada de f(x) en
Y y f |V es un homeomor�smo. Sea U′ un abierto en X que contenga a x y
U′ ⊂ V. Se tiene que f(U′) es un conjunto abierto de f(V) que contiene a f(x).
Como f(V) es una vecindad de f(x), podemos hallar un conjunto abierto W de
Y tal que f(x) ∈ W ⊂ f(U′). Tomemos U = U′ ∩ f−1(W). Los conjuntos U′ y
f−1(W) son abiertos de X, de modo que U es un conjunto abierto en X. Ahora
f(U) = f(U′ ∩ f−1(W)) = f(U′) ∩W = W por lo tanto f(U) es un abierto en Y .
Más aún, f |U es un homeomor�smo, ya que (f |V)−1 |W= (f |U)−1 y (f |V)−1 es
continua. Consecuentemente, f es un homeomor�smo local. �

Recordemos que C denota a la clase de las funciones con�uentes. Similarmente
podemos probar lo siguiente.

Teorema 5.8. Una función f : X → Y continua y suprayectiva entre espacios
métricos compactos es localmente con�uente si, y sólo si, f ∈ Loc(C).

Demostración. Supongamos que f es localmente con�uente y tomemos un punto
arbitrario x de X. Por hipótesis, existe una vecindad cerrada F de f(x) en Y tal
que f |f−1(F ) es con�uente. Así basta tomar V como f−1(F ). Tenemos que V es
una vecindad cerrada de x en X; note que f(V) = f(f−1(F )) = F es una vecindad
cerrada de f(x) en Y y f |V es con�uente. Por lo tanto f ∈ Loc(C).
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Recíprocamente, supongamos ahora que f ∈ Loc(C). Sea y un punto arbitrario
de Y . Por hipótesis, para cada x ∈ f−1({y}) existe una vecindad cerrada de x,
Ux, en X tal que f(Ux) es una vecindad cerrada de y en Y y f |Ux es con�uente.
Como f−1({y}) es compacto, pues es un conjunto cerrado en X. Existen puntos
x1, ..., xn ∈ f−1({y}) tales que f−1({y}) ⊂

⋃n
i=1 int(Uxi

) .

Sea F ′ =
⋂n
i=1 f(Uxi). El conjunto F

′ es una vecindad cerrada de y, ya que
es la intersección �nita de vecindades cerradas de y. Para cada m ∈ N, tomemos
Km = B 1

m
(y), así Km+1 ⊂ Km para toda m ∈ N y

⋂
m∈NKm = {y}, por lo que

f−1(Km+1) ⊂ f−1(Km), para toda m ∈ N y,

f−1({y}) = f−1(
⋂
m∈NKm) =

⋂
m∈N f

−1(Km).

Ya que Km es cerrado, entonces f−1(Km) es cerrado y así compacto, pues X es
compacto. Más aún, f−1(Km) es un espacio métrico, para cada m ∈ N. Así por la
Proposición 1.13, existe M ∈ N tal que f−1(Km) ⊂

⋃n
i=1 int(Uxi) para cada m ≥

M . Análogamente
⋂
m∈NKm = {y} ⊂ int(F ′), pues F ′ es una vecindad cerrada

de y. Luego existe M ′ ∈ N tal que Km ⊂ int(F ′) para cada m ≥ M ′. Llamemos
N =máx{M,M ′}, pongamos F = KN , tenemos que F es una vecindad de y, como
N ≥M ′, F ⊂ int(F ′) y, puesto que N ≥M , f−1(F ) = f−1(KN ) ⊂

⋃n
i=1 int(Uxi).

Probaremos que f |f−1(F ) es con�uente. Sea Q un subcontinuo arbitrario de F .
Tomemos K una componente arbitraria de f |−1

f−1(F ) (Q). Observe que Q ⊂ F ⊂⋂n
i=1 f(Uxi) de modo que existe un punto z de X tal que z ∈ K ∩ Uxi para algún

i ∈ {1, 2, ..., n}. Como f |Uxi
es con�uente, sea K ′ la componente de f |Uxi

(Q) que
contiene al punto z, se tiene que (f |Uxi

)(K ′) = Q. Pero z ∈ K ∩K ′ y K es una
componente de f |−1

f−1(F ) (Q) y así K ′ ⊂ K, de modo que f |f−1(F ) (K) = Q. Por
lo tanto f |f−1(F ) es con�uente. Por lo que podemos concluir que f es localmente
confuente. �

Recordemos que DC denota a la clase de las funciones débilmente con�uentes.
Similarmente podemos probar lo siguiente.

Teorema 5.9. Una función f : X → Y continua y suprayectiva entre espacios
métricos compactos es localmente débilmente con�uente si, y sólo si, f ∈ Loc(DC).

Demostración. Supongamos que f es localmente débilmente con�uente y to-
memos un punto arbitrario x de X. Por hipótesis, existe una vecindad cerrada
F de f(x) en Y tal que f |f−1(F ) es débilmente con�uente. Así basta tomar
V como f−1(F ). Tenemos que V es una vecindad cerrada de x en X; note que
f(V) = f(f−1(V)) = F es una vecindad cerrada de f(x) en Y y f |V es débilmente
con�uente. Por lo tanto f ∈ Loc(DC).

Recíprocamente, supongamos ahora que f ∈ Loc(DC). Sea y un punto arbitra-
rio de Y . Por hipótesis, para cada x ∈ f−1({y}) existe una vecindad cerrada de x,
Ux, en X tal que f(Ux) es una vecindad cerrada de y en Y y f |Ux

es débilmente
con�uente. Como f−1({y}) es compacto, existen puntos x1, ..., xn ∈ f−1({y}) tales
que f−1({y}) ⊂

⋃n
i=1 int(Uxi).

Sea F =
⋂n
i=1 f(Uxi

). El conjunto F es una vecindad cerrada de y ya que es la
interseción �nita de vecindades cerradas de y.
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Probaremos que f |f−1(F ) es débilmente con�uente. Sea Q un subcontinuo
arbitrario de F . Como Q ⊂

⋂n
i=1 f(Uxi), en particular Q está contenido en f(Ux1)

y f |Ux1
es débilmente con�uente, así existe C ′ componente de (f |f−1(F ))

−1(Q) tal
que f |Ux1

(C ′) = Q. Tomemos C la componente de f−1 |Ux1
(Q) que contiene a C ′,

por lo que Q = f |Ux1
(C ′) ⊂ f |f−1(F )⊂ Q, de modo que f |f−1(F ) es débilmente

con�uente. Por lo tanto f es localmente débilmente con�uente. �

Ahora estudiaremos las clases de funciones localmente monótonas y localmente
MO. Primero veamos la clase de funciones localmente abiertas. Recordemos que O
denota a la clase de las funciones abiertas.

Teorema 5.10. La clase O es la misma que la clase Loc(O).

Demostración. Primero por la Proposición 5.2 tenemos que O ⊂ Loc(O).
Ahora, sean f : X → Y una función continua y suprayectiva entre espacios

métricos compactos tal que f ∈ Loc(O) y U un conjunto abierto en X. Vamos a
probar que f(U) es un conjunto abierto en Y . Sea y ∈ f(U), tomemos x0 ∈ U tal que
f(x0) = y. Como f ∈ Loc(O) para el punto x0 existe V, vecindad cerrada de x0 en
X, tal que f(V) es una vecindad cerrada de y en Y y f |V∈ O. Dado que f(V) es una
vecindad de y, existe W1 conjunto abierto en Y , tal que y ∈W1 ⊂ f(V). Como V es
una vecindad de x0 podemos encontar W2 abierto en X tal que x0 ∈W2 ⊂ (V∩U).
Dado que f es una función continua f−1(W1) es un conjunto abierto en X. Sea
W = f−1(W1)∩W2. Note que W es una conjunto abierto en X tal que x0 ∈W ⊂ V.
De modo que

y ∈ f |V (W) = f(W) ⊂ f(f−1(W1)) ∩ f(W2) = W1 ∩ f(W2) ⊂ f(U).
Como f |V es abierta entonces f |V (W2) = f(W2) es un conjunto abierto en f(V),
de modo que existe W3 conjunto abierto en Y tal que f(W2) = W3 ∩ f(V). Así
W1 ∩ f(W2) = W1 ∩ (W3 ∩ f(V)) = W1 ∩W3, el cual es un conjunto abierto en
Y . Luego, f(W) es un conjunto abierto en Y con y ∈ f(W) y f(W) ⊂ f(U). Por lo
tanto f es abierta. �

Teorema 5.11. La clase Loc(H) está contenida en la clase O.

Demostración. Por la Proposición 2.5 tenemos que H ⊂ O. Se sigue de la Pro-
posición 5.3 y del Teorema 5.10, respectivamente, que Loc(H) ⊂ Loc(O) = O. Por
lo tanto Loc(H) ⊂ O. �

El siguiente teorema caracteriza a los homeomor�smos locales el cual tomamos
de [8, Teorema 4, p. 856]. Cabe mencionar que la demostración la completamos
usando algunas ideas del libro de Whynburn [13].

Teorema 5.12. Sea f una función continua y suprayectiva de un espacio Haus-
dor� compacto X a un continuo de Hausdor� Y , la función f es un homeomor�smo
local si, y sólo si f es abierta y existe un entero positivo n tal que, para cada y ∈ Y ,
| f−1({y}) |= n.

Demostración. ⇒] Sean y ∈ Y y U un conjunto abierto de Y que contiene al
punto y. Denotemos por | f−1({y}) |= n, con n ∈ N. Pues de lo contrario, es
decir, si f−1({y}) es un conjunto in�nito, dado que X es compacto, entonces existe
{xm}m∈N subsucesión de f−1({y}) convergente; sea x ∈ X tal que ĺımxm = x,
entonces para cada V vecindad cerrada de x, existe M ∈ N tal que xm ∈ V para
toda m ≥ M . Si tomamos k > m ≥ M , entonces f(xk) = y = f(xm) y xk, xm ∈ V
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de modo que la función f |V no es inyectiva, lo cual contradice el hecho de que
f sea un homeomor�smo local. Por lo tanto | f−1({y}) | es �nito. Supongamos
que f−1({y}) = {x1, ..., xn}. Como X es un espacio Hausdor�, es posible tomar
U1, ...,Un conjuntos abiertos en X y ajenos tales que xi ∈ Ui, f(Ui) es una vecindad
abierta de y en Y , tal que f |Ui

es un homeomor�smo, para cada i ∈ {1, ..., n}.

Tomemos Vy un conjunto abierto de Y tal que y ∈ Vy ⊂
⋂n
i=1 f(Ui) y f−1(Vy) ⊂⋃n

i=1 Ui. Sea z ∈ Vy, tenemos que

| f−1({z}) |≥ n, pues Vy ⊂
⋂n
i=1 f(Ui),

además

| f−1({z}) |≤ n, pues f−1(Vy) ⊂
⋃n
i=1 Ui,

de modo que

| f−1({z}) |= n, para cada z ∈ Vy.

Como Y es compacto existen puntos, y1, ..., yk, de Y tales que Y ⊂
⋃k
i=1 Vyi .

Dado que Y es un conjunto conexo entonces para cada Vyi con i ∈ {1, ..., k}, exite
j ∈ {1, ..., k} \ {i} tal que Vyi ∩ Vyj 6= ∅. Pues de lo contrario si Vyi ∩ Vyj = ∅ para
todo j ∈ {1, ..., k} \ {i}, entonces los conjuntos abiertos Vyi y

⋃k
j=1,j 6=i Vyj forman

una disconexión para el espacio Y , lo cual contradice el hecho de que Y es conexo.
Por lo tanto | f−1({y}) |= n, para cada y ∈ Y .

⇐] Sea x0 un punto de X y denotemos f−1(f(x0)) = {x0, x1, ..., xn−1}. Como
X es un espacio Hausdor� entonces para cada xi y xj , existen abiertos Ui,j , Uj,i
tales que xi ∈ Ui,j , xj ∈ Uj,i y Ui,j ∩ Uj,i = ∅, para cada i, j ∈ {0, 1, ..., n − 1} y
i 6= j. Tomemos Ui =

⋂n−1
j=0,j 6=i Ui,j , tenemos que xi ∈ Ui, pues xi ∈ Ui,j , para cada

j ∈ {0, 1, ..., n− 1} \ {i}, Más aún, Ui ∩Uj = ∅, para cada i, j ∈ {0, 1, ..., n− 1} con
i 6= j, pues Ui ⊂ Ui,j y Uj ⊂ Uj,i con Ui,j ∩ Uj,i = ∅.

Como f es una función abierta entonces el conjunto W =
⋂n−1
i=0 f(Ui) es un

abierto y f(x0) ∈ W. Entonces el conjunto Vi = f−1(W) ∩ Ui es un abierto,
para cada i ∈ {0, 1, ..., n − 1}. Por la continuidad de f , y xi ∈ Vi, para cada
i ∈ {0, 1, ..., n− 1}, pues xi ∈ f−1(W) y xi ∈ Ui. Por el Lema 1.24 tenemos que

f(Vi) = f(Ui ∩ f−1(W)) = f(Ui ∩ f−1(
⋂n−1
i=0 f(Ui))) = f(Ui) ∩ (

⋂n−1
i=0 f(Ui)) =⋂n−1

i=0 f(Ui) = W, para cada i ∈ {0, 1, ..., n− 1}.
Ahora, como Vi ∩ Vj = (f−1(W) ∩Ui) ∩ (f−1(W) ∩Uj) = f−1(W) ∩ (Ui ∩Uj) = ∅
para i 6= j y | f−1({y}) |= n, para cada y ∈ Y , tenemos que f |Vi es inyectiva,
para cada i ∈ {0, 1, ..., n − 1}. Así el conjunto V0 es una vecindad de x0 tal que
f(V0) = W es una vecindad abierta de f(x0) y f |V0

es un homeomor�smo. Por lo
tanto f es un homeomor�smo local.

Al igual que en las funciones abiertas, la clase de las funciones localmente OM
coincide con la clase de las funciones OM , lo cual demostraremos a continuación.

Teorema 5.13. La clase de las funciones OM es la misma que la clase de
funciones Loc(OM).

Demostración. La inclusión OM ⊂ Loc(OM) se tiene por la Proposición 5.2.
Vamos a probar que Loc(OM) ⊂ OM . Sea f : X → Y una función continua
y suprayectiva entre espacios métricos compactos tal que f ∈ Loc(OM). Por los
Corolarios 3.4 y 3.15 basta probar que para cada sucesión {yn}n∈N de puntos en
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Y con ĺım yn = y0, se tiene que el conjunto ĺım sup f−1({yn}) intersecta a cada
componente de f−1({y0}). Para esto sean C una componente arbitraria del conjunto
f−1({y0}) y x0 un punto de C tal que f(x0) = y0. Como f ∈ Loc(OM) es posible
hallar una vecindad cerrada, V, de x0 en X tal que f(V) es una vecindad cerrada
de y0 en Y y la restricción f |V es una función OM . Se sigue de los Corolarios 3.4
y 3.15 que (ĺım sup(f |V)−1({yn})) ∩ C 6= ∅, pero (ĺım sup(f |V)−1({yn})) ∩ C ⊂
(ĺım sup f−1({yn})) ∩ C. Así (ĺım sup f−1({yn})) ∩ C 6= ∅ como se desea. Por lo
tanto f ∈ OM . �

Como una consecuencia de los resultados previos tenemos el siguiente corolario.

Corolario 5.14. La clase de funciones MO está contenida en la clase de
funciones Loc(MO) la cual está contenida en la clase de funciones OM .

Demostración. Por el Teorema 3.16 tenemos que MO ⊂ OM . Se sigue de la
Proposición 5.3 que Loc(MO) ⊂ Loc(MO). De la Proposición 5.13, obtenemos
que Loc(OM) = OM . Por otro lado, por la Proposición 5.2 tenemos que MO ⊂
Loc(MO). Por lo tanto MO ⊂ Loc(MO) ⊂ OM . �

Las funciones localmente monótonas tienen la siguiente propiedad.

Teorema 5.15. Sea f : X → Y un función continua y suprayectiva entre
espacios métricos compactos. Si f es una función localmente monótona, entonces
es una función localmente MO y existe un entero positivo N tal que, para cada
y ∈ Y , el conjunto f−1({y}) tiene a lo más N componentes.

Demostración. Como f es una función locamente monótona por las Proposiciones
3.17 y 5.3 obtenemos que f es localmenteMO. Como f ∈ Loc(M) tenemos que para
cada punto y ∈ Y existen puntos x1, . . . , xny tales que existe Vi vecindad cerrada de
xi con f(Vi) vecindad cerrada del punto y, f |Vi

es una función monótona, para cada
i ∈ {1, ..., ny}, y f−1({y}) ⊂

⋃ny

i=1 int(Vi). Por lo tanto existe una vecindad cerrada
Vy de y tal que f−1(Vy) ⊂

⋃ny

i=1 int(Vi). Así para cada y
′ ∈ Vy el conjunto f−1({y′})

tiene a lo más ny componentes pues f−1({y′}) ⊂ f−1(V) ⊂
⋃ny

i=1 int(Vi). Dado que
Y es compacto existen y1, ..., ym elementos de Y tales que Y ⊂

⋃m
i=1 int(Vyi). Sea

N = máx{ny1 , .., nyn} tenemos que para toda y ∈ Y , el conjunto f−1({y}) tiene a
lo más N componentes. �

Ahora vamos a estudiar a las clases localmente con�uentes, localmente semi-
con�uentes y localmente débilmente con�uentes.

Como una consecuencia de la Proposición 5.3 tenemos las siguientes contencio-
nes.

Proposición 5.16. (i) La clase Loc(C) está contenida en la clase Loc(SC).
(ii) La clase Loc(SC) está contenida en la clase Loc(DC).

Demostración. (i) Por el Teorema 2.9, tenemos que la clase C está contenida en
la clase SC. Se sigue de la Proposición 5.3 que Loc(C) ⊂ Loc(SC).

(ii) Por el Teorema 2.12, tenemos que la clase SC está contenida en la clase
DC. Luego, por la Proposición 5.3 obtenemos que Loc(SC) ⊂ Loc(DC). �

En los resultados que siguen caracterizamos a las funciones localmente con-
�uentes y a las funciones localmente débilmente con�uentes.
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Teorema 5.17. Una función f : X → Y continua y suprayectiva entre espacios
métricos compactos es localmente con�uente si, y sólo si, existe un número ε > 0
tal que para cada continuo Q de diámetro menor que ε en Y y cada componente,
C, de f−1(Q) cumple que f(C) = Q.

Demostración. Supongamos que f es localmente con�uente, entonces para cada
y ∈ Y existe Fy vecindad cerrada de y tal que f |f−1(Fy) es con�uente. Como Y
es compacto entonces existen Fy1 , ..., Fyn cerrados tales que Y ⊂

⋃n
i=1 int(Fyi).

La familia C = {int(Fy1), ..., int(Fyn)} es una cubierta abierta de Y , se sigue del
Corolario 1.28 que existe un número ε > 0 tal que cada continuo Q de diámetro
menor que ε en Y está contenido en algún Fym , conm ∈ {1, ..., n}. Como f |f−1(Fym )

es con�uente, cada componente, C, de f−1(Q) = [f |f−1(Fy)]
−1(Q) cumple que

f(C) = f |f−1(Fy) (C) = Q.

Recíprocamente, supongamos que existe un número ε > 0 tal que para cada
continuo Q de diámetro menor que ε y cada componente de f−1(Q), C, satisface
que f(C) = Q. Sea y un punto arbitrario de Y . Pongamos V = B ε

2
(y). Claramente

V en una vecindad cerrada de y en Y y por hipótesis se tiene que f |f−1(V) es
con�uente. Por lo tanto f es localmente con�uente. �

Teorema 5.18. Una función f : X → Y continua y suprayectiva entre espa-
cios métricos compactos es localmente débilmente con�uente si, y sólo si, existe un
número ε > 0 tal que para cada continuo Q de diámetro menor que ε en Y existe
una componente, C, de f−1(Q) tal que f(C) = Q.

Demostración. La necesidad se demuestra similarmente como la necesidad del
Teorema 5.17.

Recíprocamente, supongamos que existe un número ε > 0 tal que para cada
continuo Q de diámetro menor que ε existe una componente de f−1(Q), C, tal que
f(C) = Q. Sea y un punto arbitrario de Y . Pongamos V = B ε

2
(y). Note que V

es una vecindad cerrada de y y por hipótesis se tiene que f |f−1(V) es débilmente
con�uente. Por lo tanto f es localmente débilmente con�uente. �

1. Ejemplos de funciones

Concluimos este capítulo con ejemplos de funciones que mustran que algunas de
las contenciones entre las clases de funciones son propias. El primero de estos ejem-
plos muestra que no siempre ocurre que si f ∈ O entonces f es un homeomor�smo
local.

Ejemplo 5.19. Sea f : [−1, 1]→ [0, 1] de�nida por

f(x) =| x |.
Se tiene que f es una función abierta y no es un homeomor�smo local.

En el Ejemplo 2.19 probamos que f es abierta. Veamos que f no es un homeo-
mor�smo local. Para esto consideremos el punto 0 ∈ [−1, 1] y una vecindad cerrada,
V, arbitraria de 0, entonces existe un intervalo abierto (a, b) de [−1, 1] tal que 0 ∈
(a, b) ⊂ V, así para el punto c = mı́n{−a2 ,

b
2} se tiene que f |V (c) = c = f |V (−c),

de modo que f |V no es inyectiva y, por lo tanto, f |V no es un homeomor�smo.
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El siguiente ejemplo muestra que no toda función OM es una función Loc(MO).

Ejemplo 5.20. Consideremos los subconjuntos de R2:
I = {(x, y) : 0 ≤ x ≤ 1, y = 0};
An = {(x, y) : x = 1

2n , 0 ≤ y ≤ 1
2n−1 }, para cada n ∈ N;

Bn = {(x, y) : x = 1
2n , 0 ≤ y ≤ 1

2n }, para cada n ∈ N.
Pongamos T = I

⋃
(
⋃
n∈NAn) y J = I

⋃
(
⋃
n∈NBn). De�namos las funciones f :

T → J y g : J → I, para cada (x, y) ∈ T y (x, y) ∈ J , respectivamente, como sigue

f((x, y)) =

{
(x, y), si y ≤ x,
(x, x), si x ≤ y,

y

g((x, y)) = (x− y, 0).

Se tiene que f es una función monótona, g es una función abierta y la función h
de�nida por h = g ◦ f es OM y no es una función localmente MO.

f

g

Figura 1

Veamos primero que f es una función monótona, para esto sea (x, y) ∈ J .

Caso 1. Si x = y, note que (x, y) ∈ Bn para algún n ∈ N. De modo que
f−1({(x, y)}) = { 1

2n } × [ 1
2n ,

1
2n−1 ] el cual es un conjunto conexo.

Caso 2. Si x < y entonces f−1({(x, y)}) = {(x, y)} que es conexo. Por lo tanto
f es monótona.

Mostraremos ahora que g es abierta. Sea U un conjunto abierto de J .

Caso 1. Si U ⊂ Bn para algún n ∈ N, entonces, tenemos los siguientes casos.

(i) U = { 1
2n }×(a, b) con 0 ≤ a < b ≤ 1

2n , de modo que g(U) = (1−b, 1−a)×{0}
el cual es un conjunto abierto en I.
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(ii) U = { 1
2n } × (a, 1

2n ] con 0 ≤ a < 1
2n . Luego g(U) = [0, 1 − a) × {0}, el cual

es un conjunto abierto en I.

(iii) U = { 1
2n } × (0, b] con 0 < b ≤ 1

2n . Por lo tanto g(U) = (1− b, 1]× {0} que
es un conjunto abierto en I.

Caso 2. Si U ⊂
⋃m
i=1Bni

para algúnm ∈ N, entonces U = U∩Bni
es un conjunto

abierto en J y, por el caso 1, g(Ui) es un abierto en I. Así g(U) = g(
⋃m
i=1 Ui) =⋃m

i=1 g(Ui). Por lo tanto f(U) es un conjunto abierto.

Caso 3. Si U ⊂ I entonces U∩Bn = ∅, para cada n ∈ N; pues de lo contrario, es
decir, si U ∩ Bn 6= ∅ para algún n ∈ N, entonces para el punto ( 1

2n , 0) existe r > 0

tal que Br(x0) ∩ J ⊂ I, pero el punto ( 1
2n ,

r
2 ) está en Br(x0) ∩ J y ( 1

2n , 0) /∈ I, lo
cual es una contradicción. Por lo tanto g(U) = U que es un abierto en I.

Caso 4. Si U ⊂ I ∪Bn para algún n ∈ N, entonces U = ((a, b)×{0})∪ ({ 1
2n }×

[0, c)) con 1
2n+1 ≤ a < 1

2n < b ≤ 1
2n−1 y 0 < c ≤ 1

2n . De modo que g(U) = (d, b)×{0},
con d = mín{a, 1

2n − c}, que es un conjunto abierto en I.
Por lo tanto g es una función abierta. Con todo h ∈ OM .

Ahora, probaremos que h no es una función localmenteMO. Supongamos por el
contrario, es decir, supongamos que la función h es localmente MO. En particular,
para el punto p = (0, 0) existe una vecindad cerrada, V, tal que h(V) es una vecindad
cerrada del punto h(p) y la función restricción h |V es una función OM . Por lo tanto,
existe una función monotona f1 y una función abierta g1 tales que h |V= f1◦g1. Por
la Proposición 2.16 sabemos que las funciones abiertas no aumentan los ordenes de
los puntos, tenemos que para An ⊂ V sucede alguno de los siguientes dos casos:

(i) g1(An) es un arco tal que g1(An) ∩ g1(I ∩ V) = {g( 1
2n )};

(ii) g1(An) ⊂ g1(I ∩ V) y g1(( 1
2n ,

1
2n−1 )) = g1(p).

En el caso (i) tendríamos una contradicción con la monótonia de f1, pues en
este caso el conjunto f−1

1 (p) tiene al menos dos componentes, una contenida en
g1(An) y otra contenida en g1(I ∩ V).

En el caso (ii), como f1 ◦ g1(( 1
2n ,

1
2n−1 )) = g1(p) y g1(( 1

2n ,
1

2n−1 )) 6= g1(p)
tenemos que existe un punto q 6= p en el arco I tal que h(q) = h(p) lo cual contradice
el hecho de que h |I es un homeomor�smo. Por lo tanto, h no es una función
localmente MO.

El siguiente ejemplo muestra que la clase de las funciones Loc(M) está contenida
propiamente en la clase de las funciones Loc(MO).

Ejemplo 5.21. Consideremos la función f : [−1, 1]→ [0, 1], de�nida por

f(x) =| x | para x ∈ [−1, 1].

Tenemos que la función f es localmente MO y no es localmente monótona.

Por el Ejemplo 2.19 tenemos que la función f es abierta. Por el Teorema 3.18
O ⊂MO y por la Proposición 5.2 sabemos que MO ⊂ Loc(MO). Por lo tanto f es
localmente MO. Por otro lado, f /∈ Loc(M). Ya que para el punto 0, si tomamos

la bola abierta con centro en 0 y radio r > 0 el punto r
2 ∈ Br(0) con f( r2 ) = r

2 y el
conjunto f−1({ r2}) = { r2 ,−

r
2} que no es conexo.
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El siguiente ejemplo muestra que existen funciones localmente monótonas que
no son monótonas y que no son homeomor�smos locales.

Ejemplo 5.22. Consideremos la función f : [−2, 2]→ [0, 1] de�nida por:

f(x) =

{
| x | −1, si x ∈ [−2,−1] ∪ [1, 2],

0, si x ∈ [−1, 1].

La función f es localmente monótona, pero no es monótona y no es un homeo-
mor�smo local.

Probaremos primero que f ∈ Loc(M). Para esto, sea x ∈ [−2, 2].
Caso 1. Si x ∈ [−2, 0), entonces V = [−2, 0] es una vecindad cerrada de x y f(V) =
[0, 1] es una vecindad cerrada de f(x). Veamos que f |V es monótona. Para esto,
sea y ∈ [0, 1].

(i) Si y ∈ (0, 1], entonces (f |V)−1({y}) = {y} que es conexo.

(ii) Si y = 0, entonces (f |V)−1({0}) = [−1, 0] que es conexo.
Por lo tanto f |V es monótona.

Caso 2. Si x ∈ [0, 2], entonces V = [−1, 2] es una vecindad cerrada de x con
f(V) = [0, 1] es una vecindad cerrada de f(x). Veamos que f |V es monótona. Para
esto, sea y ∈ [0, 1].

(i) Si y ∈ (0, 1], entonces (f |V)−1({y}) = {y} que es conexo.

(ii) Si y = 0, entonces (f |V)−1({0}) = [−1, 1] que es conexo.
Por lo tanto f |V es monótona.

Por otro lado, del Ejemplo 3.20 sabemos que f no es monótona. Resta ver que
f no es un homeomor�smo local. Esto es por que para el punto 0 si consideramos
la bola abierta con centro en 0 y radio r > 0, y tomamos el punto b = mín{ r2 ,

1
2},

tenemos que f(b) = 0 = f(−b); por lo que f no es inyectiva. De modo que no existe
una vecindad cerrada V del punto 0 tal que f |V sea un homeomor�smo.

El siguiente ejemplo muestra que existen funciones localmente semicon�uentes
que no son localmente con�uentes

Ejemplo 5.23. Sea f : [−1, 2]→ [0, 2] de�nida por

f(x) =| x |, para cada x ∈ [−1, 2].

Tenemos que la función f es localmente semicon�uente y no es localmente con-
�uente.

En el Ejemplo 2.25 se demostró que f es semicon�uente. Por la Proposición ??
(ii) tenemos que f ∈ Loc(SC). Resta ver que f no es localmente con�uente. Para
esto vamos a ver que en el punto 1 ∈ [−1, 2] no se satisface la condición. Ya que
si tomamos la bola cerrada de radio 1 > r > 0 y centrada en el punto 1, Br(1), el
intervalo V = [1 − r

2 , 1 + r
2 ] es un subcontinuo de Br(1) y K = [−1,−(1 − r

2 )] es
una componente de f−1(V) tal que f(K) = [1− r

2 , 1] 6= V. Por lo tanto f |V no es
con�uente. De modo que f no es localmente con�uente.

Similarmente existen funciones localmente débilmente con�uentes que no son
localmente semicon�uentes como la siguiente.
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Ejemplo 5.24. Consideremos al continuo X = L ∪ (
⋃
n∈N In) ∪ (

⋃
n∈N Jn).

donde
L = [−1, 1]× {0};
In = {(−x, 1−x

22n ) : x ∈ [0, 1]}, para toda n ∈ N;
Jn = {(x, 1−x

22n−1 ) : x ∈ [0, 1]}, para toda n ∈ N.
.

La función f : X → [−1, 1] de�nida por

f((x, y)) = x, para cada (x, y) ∈ X,

es localmente débilmente con�uente y no es localmente semicon�uente.

...

f

Figura 2

Veamos que f es débilmente con�uente, para esto sea Q un subcontinuo de
[−1, 1], entonces Q = [a, b] con −1 ≤ a ≤ b ≤ 1 y llamemos K a la componente
que contiene al conjunto A = [a, b]× {0}. Note que f(A) = [a, b] por lo que [a, b] =
f(A) ⊂ f(K) ⊂ Q, así f(K) = Q, con lo cual f es débilmente con�uente. Por la
Proposición ?? se tiene que f ∈ Loc(DC).

Ahora, si tomamos el punto (0, 0) ∈ X y una vecindad cerrada de x, V tal
que f(V) es una vecinad cerrada de 0, por lo que f(V) contiene un conjunto de
la forma Q = [a, b], con −1 < a < 0 < b < 1. Note que Q es un subcontinuo de
f(V). Llamemos K1 al segmento de recta que une al punto (a, a+1

2 ) con (0, 1
4 ) y K2

al segmento de recta que une a los puntos (0, 1
2 ) y (b, 1−b

2 ). Observe que K1 y K2

son componentes de f−1(Q), f(K1) = [a, 0] y f(K2) = [0, b]. Así f(K1) * f(K2) y
f(K2) * f(K1). Por lo tanto, f |V /∈ SC. Así, podemos concluir que f /∈ Loc(SC).

Las inclusiones en el Corolario 5.14 son propias pues la función f descrita en
el Ejemplo 3.22 es una función localmente MO pero no es una función MO.





Capítulo 6

Otras formas de generar clases de funciones

Como vimos en los capítulos anteriores se pueden de�nir algunas clases de fun-
ciones cuando consideramos los subcontinuos del codominio. Por lo que obtenemos
nuevas clases de funciones cuando tomamos a los subcontinuos de la imagen que
tienen interior no vacío, o los continuos irreducibles del codominio en lugar de todos
los subcontinuos de la imagen.

Definición 6.1. Sea f : X → Y una función continua y suprayectiva entre
espacios métricos compactos, decimos que f es:

(i) quasimonótona, si para cada subcontinuo Q de Y con interior no vacío,
el conjunto f−1(Q) tiene un número �nito de componentes y la imagen de cada una
de éstas bajo f es Q.

(ii) débilmente monótona, si para cada subcontinuo Q de Y con interior no
vacío, y cada componente de f−1(Q), C, cumple que f(C) = Q.

(iii) pseudocon�uente, si para cada subcontinuo irreducible Q de Y existe
una componente de f−1(Q), C, tal que f(C) = Q.

Notación 6.2. Para estudios posteriores denotaremos por:

QM a la clase de las funciones quasimonótonas.
DM a la clase de las funciones débilmente monótonas.

PC a las clase de las funciones pseudocon�uentes.

De la De�nición 6.1 tenemos las siguientes consecuencias.

Teorema 6.3. Sea f : X → Y una función continua y suprayectiva entre
espacios métricos compactos. Si f es quasimónotoma, entonces f es débilmente
monótona.

Demostración. Sean Q un subcontinuo de Y con interior no vacío y K una
componente de f−1(Q). Como f es quasimonótona entonces f(K) = Q. Por lo
tanto f es débilmente monótona. �

Teorema 6.4. Sea f : X → Y una función continua y suprayectiva entre es-
pacios métricos compactos. Si f es con�uente, entonces f es débilmente monótona.

Demostración. Sean Q un subcontinuo de Y con interior no vacío y K una
componente de f−1(Q). Como f es con�uente, entonces f(K) = Q. Por lo tanto f
es débilmente monótona. �

57
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Teorema 6.5. Sea f : X → Y una función continua y suprayectiva entre
espacios métricos compactos. Si f es débilmente con�uente, entonces f es pseudo-
con�uente.

Demostración. Sea Q un subcontinuo irreducible de Y . Como f es débilmente
con�uente, entonces existe K componente de f−1(Q), tal que f(K) = Q. Por lo
tanto f es pseudocon�uente. �

Teorema 6.6. Sea f : X → Y una función continua y suprayectiva entre
espacios métricos compactos. Si f ∈ Loc(M), entonces f es quasimonótona.

Demostración. Sea Q un subcontinuo de Y con interior no vacío. Como f ∈
Loc(M) entonces, por el Teorema 5.15, tenemos que f es una función localmente
MO. Se sigue de los Teoremas 3.16 y 3.19 que f es localmente con�uente. Por lo
que para cada K, componente de f−1(Q), se cumple que f(K) = Q. Más aún, por
este mismo Teorema 5.15, existe un entero positivo N tal que | f−1({y}) |≤ N para
cada y ∈ Y , de modo que f−1(Q) tiene a lo más N componentes. Por lo tanto f es
quasimonótona. �

El siguiente teorema caracteriza a las funciones pseudocon�uentes.

Teorema 6.7. Sea f : X → Y una función continua y suprayectiva entre
espacios métricos compactos. La función f es pseudocon�uente si, y sólo si, para
cada subcontinuo Q de Y se cumple que para cada par de puntos y, y′ ∈ Q existe
una componente, K, de f−1(Q), tal que y, y′ ∈ f(K).

Demostración.

⇒] Sean Q un subcontinuo de Y y y, y′ dos puntos distintos de Q. Por la Pro-
posición 1.22 existe K subcontinuo de Q, y así subcontinuo de Y , tal que K es
irreducible entre los puntos y y y′. Como f es pseudocon�uente, existe C compo-
nente de f−1(K) tal que f(C) = K. Como K ⊂ Q, sea C ′ la componente de f−1(Q)
que contiene a C, se tiene que y, y′ ∈ K ⊂ f(C ′) por lo tanto y, y′ ∈ f(C ′).

⇐] SeaQ un subcontinuo irreducible de Y , entonces existen dos puntos y, y′ ∈ Q
tales que Q es un continuo irreducible entre ellos. Como y, y′ ∈ Q por hipótesis
existe una componente de f−1(Q), K, tal que y, y′ ∈ f(K). Como f−1(Q) es un
conjunto cerrado en X, K es cerrado en X. De modo que K es un conjunto conexo
y compacto, y así un subcontinuo de X. Se tiene que f(K) es un continuo en Y que
contiene a los puntos y, y′. Note que, como Q es un continuo irreducible entre los
puntos y, y′ entonces Q ⊂ f(K). Luego, dado que K ⊂ f−1(Q) entonces f(K) ⊂ Q.
Se sigue que f(K) = Q. Por lo tanto, f es pseudocon�uente. �

Teorema 6.8. Sea f : X → Y una función continua y suprayectiva entre
continuos. Si f es hereditariamente con�uente entonces para cada subcontinuo, Q,
de Y con interior no vacío el conjunto f−1(Q) es conexo.

Más aún, si Q es un subcontinuo de Y y A y B son subcontinuos de Y tales
que Q = A∩B y los conjuntos f−1(A) y f−1(B) son conexos, entonces f−1(Q) es
conexo.

Demostración. Primero vamos a probar lo siguiente.

A�rmación. Si A y B son subcontinuos propios de Y tales que Y = A ∪ B,
entonces los conjuntos f−1(A) y f−1(B) son conexos.
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En efecto. Sea A′ una componente arbitraria de f−1(A). Como f es hereditaria-
mente con�uente, por el Corolario ??, f es con�uente, así tenemos que f(A′) = A.
Luego existe una componente B′ de f−1(B) tal que A′ ∩B′ 6= ∅ ya que A∩B 6= ∅.
Así f(A′) ∩B 6= ∅, entonces A′ ∩ f−1(B) 6= ∅.

Observación 1. f−1(A) ∩B′ = A′ ∩B′ = f−1(B) ∩A′.
Prueba de la Observación 1. Supongamos lo contrario, es decir, supongamos

que (f−1(A) ∩ B′) \ A′ 6= ∅, entonces existe una componente A′′ del conjunto
(f |A′∪B′)−1(A) contenida en B′. Como A\B 6= ∅ (pues A,B ( Y ), f(A′∪B′) = Y
y f(B′) = B. Lo cual contradice la con�uencia de f |A′∪B′ , ya que f(A′′) = f |A′∪B′
(A′′) 6= A. Similarmente se prueba que A′ ∩B′ = f−1(B) ∩A′.

De la Observación 1 podemos concluir lo siguiente.
Observación 2. Cada componente de f−1(A) intersecta exactamente a una

componente de f−1(B) y, cada componente de f−1(B) intersecta exactamente a
una componente de f−1(A).

Supongamos que f−1(A) no es conexo. De modo que f−1(A) = P ∪ R donde
P y R son conjuntos cerrados en X, no vacíos y ajenos. Pongamos:

P ′ = {K : K es una componente que f−1(B) y K ∩ P 6= ∅} y
R′ = {K : K es una componente que f−1(B) y K ∩R 6= ∅}.

Como f−1(A) ∩ P 6= ∅ entonces existe una componente, C, de f−1(A) tal que
C ⊂ P . Se sigue de la Observación 2 que existe una componente, K, de f−1(B) tal
que C ∩K 6= ∅, es decir, K ∩ P 6= ∅. De modo que P ′ 6= ∅. Análogamente se tiene
que R′ 6= ∅.

Observación 3. Si K es una componente de f−1(B) entonces se cumple sólo
una de las siguientes proposiciones.
(i) K ⊂ P ′.
(ii) K ⊂ R′.

En efecto, como K es una componente de f−1(B) por la Observación 2, existe
C componente de f−1(A) tal que K ∩ C 6= ∅. Note que C ⊂ P o C ⊂ R.

Vamos a probar que si C ⊂ P , entonces K ∩ P 6= ∅. Para esto probaremos que
K ∩R = ∅, supongamos por el contrario, es decir, supongamos que K ∩R 6= ∅. De
modo que existe C1 componente de f−1(A) tal que C1 ⊂ R y C1 ∩K 6= ∅. Como
K ∩ P 6= ∅, existe C2 componente de f−1(A) tal que C2 ⊂ P y C2 ∩K 6= ∅. Dado
que P y R forman una disconección de f−1(A) entonces C1 ∩C2 = ∅, de modo que
C1 y C2 son dos componentes distintas de f−1(A) con K ∩ C1 6= ∅ y C2 ∩K 6= ∅.
Lo cual contradice la Observación 2. Similarmente se demuestra que si C ⊂ R,
entonces K ∩R 6= ∅.

Lo cual prueba la Observación 3.

Observación 4. Los conjuntos P ′ y R′ son cerados en X.

Veamos que el conjunto P ′ es cerrado, para esto, tomemos x ∈ ClX(P ′), enton-
ces existe una sucesión de elementos de P ′, {xn}n∈N, tal que ĺımxn = x. Note que
f−1(B) es un conjunto cerrado en X y P ′ ⊂ f−1(B). De modo que x ∈ f−1(B).
Sea K la componente de f−1(B) tal que x ∈ K. Como K es una componente de
f−1(B) entonces existen conjuntos cerrados en f−1(B), W1 y W2, ajenos tales que
K ⊂ W1 y f−1(B) \ K ⊂ W2. Dado que f−1(B) es un conjunto cerrado en X,
entonces W1 y W2 son conjunos cerrados en X. Como X es un espacio métrico, y
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así un espacio normal, existen conjuntos abiertos en X, U1 y U2, ajenos tales que
W1 ⊂ U1 y W2 ⊂ U2. Luego, x ∈ K ⊂ U1. Como ĺımxn = x, existe N ∈ N tal que
xn ∈ U1, para cada n ≥ N . Note que U1∩f−1(B) = K, de modo que xn ∈ K, para
toda n ≥ N . Se sigue que K es la componente de xn en f−1(B), para cada n ≥ N .
Como xn ∈ P ′, para cada n ∈ N se tiene que K ⊂ P ′. Luego x ∈ P ′ y, por lo tanto,
P ′ es un conjunto cerrado. Análogamente, se puede probar que R′ es un conjunto
cerrado y con esto queda probada la Observación 4.

Ahora, de las Observaciones 4 y 3, se tiene que P ′ y R′ son conjuntos cerrados
y P ′ ∩ R′ = ∅, P ′ ∩ R = ∅ y P ∩ Q′ = ∅. De modo que podemos formar una
disconexión del conjunto X en dos conjuntos cerrados, ajenos y no vacíos, P ∪ P ′
y R ∪R′, lo que contradice la conexidad de X. Lo cual prueba la A�rmación.

Sea Q un subcontinuo de Y con interior no vacío. Tenemos los siguientes casos:

Caso 1. El conjunto Y \Q es conexo, entonces Y = ClY (Y \Q) ∪Q. Se sigue
de la A�rmación que f−1(Q) es conexo.

Caso 2. El conjunto Y \Q no es conexo. Se sigue del Corolario 1.19 que existen
subcontinuos propios A y B de Y tales que Y = A ∪ B y Q = A ∩ B. Por la
A�rmación, tenemos que los conjuntos f−1(A) y f−1(B) son conexos. Supongamos
que f−1(Q) no es conexo, entonces f−1(Q) = E ∪ F donde E y F son conjuntos
cerrados, ajenos y no vacíos en f−1(Q). Note que X \ F es abierto en X y E ⊂
X \ F . Como X es normal entonces existe un conjunto abierto U de X tal que
E ⊂ U ⊂ Cl(U) ⊂ X \F . Sea K una componente de f−1(B)∩Cl(U) que intersecta
a E. La componente K contiene puntos que no están en f−1(Q). Así

(2) F (K) \A 6= ∅.

Consideremos el continuo K ∪ f−1(A) y la función f |K∪f−1(A). El conjunto
C = [f |K∪f−1(A)]

−1(f(K)) está contenido en el conjunto f−1(B)∩(K∪f−1(A)) =

[f−1(B) ∩K] ∪ [f−1(B) ∩ f−1(A)] = K ∪Q = K ∪E ∪ F . Como (K ∪E) ∩ F 6= ∅
y f(E) = f(F ) = Q, por la con�uencia de f . Se tiene que el conjunto C tiene
una componente W contenida en F . Dado que f(F ) ⊂ A, y por (2), tenemos que
f(W ) = f |K∪f−1(A) (W ) 6= f(K). Se sigue que f |K∪f−1(A) no es con�uente,
lo cual contradice que f sea hereditariamente con�uente. Por lo tanto f−1(Q) es
conexo.

Por otro lado, sean Q un subcontinuo de Y con interior no vacío y A y B
subcontinuos de Y tales que Q = A ∩ B y los conjuntos f−1(A) y f−1(B) son
conexos. Con argumentos similares como en el Caso 2, se demuestra que f−1(Q) es
conexo. Así, el teorema queda demostrado. �

Del Teorema 6.8 tenemos la siguiente implicación.

Corolario 6.9. Sea f una función continua y suprayectiva entre continuos.
Si f es hereditariamente con�uente entonces f es quasimonótona.
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1. Ejemplos de funciones

En esta sección daremos algunos ejemplos que muestran que las contenciones
entre estas clases de funciones son estrictas.

Ejemplo 6.10. Consideremos el continuo X ⊂ R2 de�nido por

X = (
⋃∞
n=0 Ln),

donde
Ln = {(1− α, αn ) : α ∈ [0, 1]} para cada n ∈ N;
L0 = [0, 1]× {0}.

La función f : X → [0, 1] de�nida por

f((x, y)) = x,

es abierta, débilmente monótona y no es quasimonótona.

...

f

Primero veamos que f es débilmente monótona, para esto, sea Q un subcontinuo
de [0, 1], entonces Q es de la forma [a, b] con 0 ≤ a ≤ b ≤ 1.

Caso 1. Si b = 0, entonces

f−1(Q) = ([a, 1]× {0}) ∪ (
⋃
n∈N{(1− a,

(1−a)α
n )}) : α ∈ [0, 1],

el cual es un conjunto conexo.

Caso 2. Si b < 1, entonces f−1(Q) = ([a, b] × {0}) ∪ (
⋃
n∈NKn), donde Kn =

{(1+(α−1)b−aα, 1+(α−1)b−aα
n : α ∈ [0, 1]}, para toda n ∈ N. Note que f−1(Q) tiene

un núnero de componentes numerable, a saber, [a, b], {Kn}n∈N, f([a, b]) = [a, b] y
f(Cn) = [a, b], para toda n ∈ N.

Por lo tanto f es débilmente monótona.
Tenemos que f es una función abierta, pues la función proyección p : R2 → R

es abierta.

La función f no es quasimonótona pues si tomamos Q = [0, 1
2 ]×{0}, el conjunto

f−1(Q) tiene un número in�nito de componentes.

Ejemplo 6.11. Consideremos la función descrita en el Ejemplo 2.27,
f : [−2, 2]→ [−1, 1] de�nida por:

f(x) =

{
− || x+ 1 | −1 |, si x ∈ [−2, 0];
|| 1− x | −1 |, si x ∈ [0, 2],

f es hereditariamente débilmente con�uente y no es débilmente monótona.

Primero veamos que f es hereditariamente débilmente con�uente. Sea Q un
subcontinuo de [−1, 1], entonces f es de la forma [a, b] con −1 ≤ a ≤ b ≤ 1.
Probaremos que f |Q: Q → f(Q) es débilmente con�uente. Sea C un subcontinuo
de Q entonces C es de la forma [c, d] con a ≤ c ≤ d ≤ b.
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Caso 1. Si a ≤ −1 y 1 ≤ b. Note que [c, d] ⊂ f |−1
Q (C). Sea K la componente

de f |−1
Q (C) que contiene a [c, d] entonces [c, d] = f |Q ([c, d]) ⊂ f(K) ⊂ [c, d]. De

modo que f |Q (K) = C. Por lo tanto, f |Q es débilmente con�uente. Se sigue que
f es hereditariamente débilmente con�uente.

Caso 2. Si −2 ≤ a ≤ b ≤ −1, entonces f |−1
Q (C) = [1− b, 1− a] que es conexo.

Luego, f([1− b, 1− a]) = C.

Caso 3. Si −2 ≤ a ≤ −1 ≤ b < 1, tenemos que

(i) Si d > b entonces [−1−d,−1−c] ⊂ f |−1
Q (C). Consideremos la componente

de f |−1
Q (C), K, que contiene a [−1−d,−1−c] entonces [c, d] = f |Q ([−1−d,−1−

c]) ⊂ f(K) ⊂ [c, d]. De modo que f |Q (K) = C.

(ii) Si d = b entonces [c, d] ⊂ f |−1
Q (C). Sea K la componente de f |−1

Q (C)

que contiene a [c, d] entonces [c, d] = f |Q ([c, d]) ⊂ f(K) ⊂ [c, d]. De modo que
f |Q (K) = C.

(iii) Si d > f(a) entonces [c, d] ⊂ f |−1
Q (C). Consideremos la componente de

f |−1
Q (C), K, que contiene a [c, d] entonces [c, d] = f |Q ([c, d]) ⊂ f(K) ⊂ [c, d]. De

modo que f |Q (K) = C.

(iv) Si d = f(a) entonces [−1 − d,−1 − c] ⊂ f |−1
Q (C). Sea K la componente

de f |−1
Q (C) que contiene a [−1− d,−1− c] entonces [c, d] = f |Q ([c, d]) ⊂ f(K) ⊂

[c, d]. De modo que f |Q (K) = C.

Caso 4. Si a ≤ 1 ≤ b ≤ 2, tenemos que

(i) Si c < a entonces [2− d, 2− c] ⊂ f |−1
Q (C). Consideremos la componente de

f |−1
Q (C), K, que contiene a [2 − d, 2 − c] entonces [c, d] = f |Q ([2 − d, 2 − c]) ⊂

f(K) ⊂ [c, d]. De modo que f |Q (K) = C.

(ii) Si c = a entonces [c, d] ⊂ f |−1
Q (C). Sea K la componente de f |−1

Q (C)

que contiene a [c, d] entonces [c, d] = f |Q ([c, d]) ⊂ f(K) ⊂ [c, d]. De modo que
f |Q (K) = C.

(iii) Si c < f(b) entonces [c, d] ⊂ f |−1
Q (C). Consideremos la componente de

f |−1
Q (C), K, que contiene a [c, d] entonces [c, d] = f |Q ([c, d]) ⊂ f(K) ⊂ [c, d]. De

modo que f |Q (K) = C.

(iv) Si c = f(b) entonces [2 − d, 2 − c] ⊂ f |−1
Q (C). Sea K la componente de

f |−1
Q (C) que contiene a [2−d, 2−c] entonces [2−d, 2−c] = f |Q ([c, d]) ⊂ f(K) ⊂

[c, d]. De modo que f |Q (K) = C.

Caso 5 Si 1 ≤ a ≤ b ≤ c, entonces f |−1
Q (C) = [c, d]. Luego, f([c, d]) = [c, d].

Por lo que podemos concluir que f es débilmente con�uente.

Veamos que f no es débilmente monótona. Para esto note que el continuo Q =
[− 1

2 ,
1
2 ] tiene interior no vacío, de hecho int(Q) = (− 1

2 ,
1
2 ) y f−1(Q) = [−2,− 3

2 ] ∪
[− 1

2 ,
1
2 ]∪ [ 3

2 , 2], pero f([ 3
2 , 2]) = [0, 1

2 ] 6= Q, por lo que f no es débilmente monótona.
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Ejemplo 6.12. Sea T ⊂ R2 de�nido por T = ({0} × [0, 1]) ∪ ([−1, 1]× {0}), y
de�namos la función f : [0, 1]→ T como sigue

f(x) =



(−3x− 1
2 , 0), si x ∈ [0, 1

6 ];
(6x− 2, 0), si x ∈ [ 1

6 ,
2
6 ],

(0, 6x− 2), si x ∈ [ 2
6 ,

3
6 ];

(0,−6x+ 4), si x ∈ [ 3
6 ,

4
6 ],

(6x− 4, 0), si x ∈ [ 4
6 ,

5
6 ];

(−12x+ 11, 0), si x ∈ [ 5
6 , 1].

La función f es pseudocon�uente y no es débilmente monótona ni localmente dé-
bilmente con�uente.

Primero probaremos que f es pseudocon�uente. Para esto sea Q un continuo
irreducible de T entonces Q tiene la forma,

[a, b]× {0}, con −1 ≤ a ≤ b ≤ 1;
{0} × [a, b], con 0 ≤ a ≤ b ≤ 1;

([a, 0]× {0}) ∪ ({0} × [0, b]), con −1 ≤ a ≤ 0 ≤ b ≤ 1;
([0, a]× {0}) ∪ ({0} × [0, b]), con 0 ≤ a ≤ 1 y 0 ≤ b ≤ 1.

Si Q es de la forma [a, b]×{0} con −1 ≤ a ≤ b ≤ 1. El conjunto C = [ 11−a
12 , 11−b

12 ]

está contenido en f−1(Q). Note que f(C) = Q. Sea K la componente de f−1(Q)
que contiene a C, entonces Q ⊂ f(C) ⊂ f(K) ⊂ Q. Por lo tanto f(K) = Q.

Si Q es de la forma {0} × [a, b], con 0 ≤ a ≤ b ≤ 1. Consideremos el conjunto
C = [2+a

6 , 2+b
6 ]. Note que C es un subconjunto conexo de f−1(Q) con f(C) = Q.

Sea K la componente de f−1(Q) que contiene a C. Entonces f(K) = Q.

Si Q es de la forma ([a, 0] × {0}) ∪ ({0} × [0, b]), con −1 ≤ a ≤ 0 ≤ b ≤ 1,
entonces tenemos los siguientes casos:

Caso 1. Si a < 1
6 , consideremos el conjunto C = [−a+ 1

2

3 , 0] ∪ [0, 2+b
6 ], C está

contenido en f−1(Q) y f(C) = Q. Tomemos K la componente de f−1(Q) que
contiene a C. De modo que f(K) = Q.

Caso 2. Si a ≥ 1
6 , Tomemos el conjunto C = [−a+2

6 , 0] ∪ [0, 2+b
6 ]. Note que

C está contenido en f−1(Q) y f(C) = Q. Sea K la componente de f−1(Q) que
contiene al conjunto C. Luego f(K) = Q.

Si Q es de la forma ([0, a] × {0}) ∪ ({0} × [0, b]), con 0 ≤ a ≤ 1 y 0 ≤ b ≤ 1.
Consideremos el conjunto C = [ 4−b

6 , a−4
6 ]. Tenemos que C ⊂ f−1(Q) y f(C) = Q.

Tomemos K la componente de f−1(Q) que contiene a C. De modo que f(K) = Q.

Por lo tanto f es una función pseudocon�uente.

Veamos que f no es débilmente monótona. Sea Q = ([− 1
2 ,

1
2 ] × {0}) ∪ ({0} ×

[0, 1
2 ]) ⊂ T . Note que Q tiene interior no vacío, de hecho int(Q) = ((− 1

2 ,
1
2 ) ×

{0})∪ ({0}× [0, 1
2 )) . Tenemos que f−1(Q) = [1

6 ,
5
12 ]∪ [ 7

12 ,
3
4 ]∪ [ 7

8 ,
23
24 ] y f([ 7

8 ,
23
24 ]) =

[− 1
2 ,

1
2 ] × {0} 6= Q, por lo tanto f no es débilmente monótona; de hecho tampoco

es quasimonótona.

Probaremos ahora que f /∈ Loc(DC). Para esto consideremos el punto (0, 0) y
sea V una vecindad cerrada de (0, 0). Tenemos que g = f |f−1(V) no es con�uente.
Como V es una vecindad de (0, 0) existe ε > 0 tal que Bε((0, 0))∩ T ⊂ V, entonces
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sea U = B ε
2
((0, 0)) ∩ T , es decir U = ([− ε2 ,

ε
2 ] × {0}) ∪ ({0} × [0, ε2 ]). Luego, U es

un subcontinuo de V y g−1(U) = [4−ε
12 ,

4+ε
12 ] ∪ [ 8−ε

12 ,
8+ε
12 ] ∪ [ 22−ε

24 , 22+ε
24 ]. Note que

g([ 4−ε
12 ,

4+ε
12 ]) = ([− ε2 , 0]× {0}) ∪ ({0} × [0, ε2 ]) 6= Q,

g([ 8−ε
12 ,

8+ε
12 ]) = ([0− ε

2 ]× {0}) ∪ ({0} × [0, ε2 ]) 6= Q,

g([ 22−ε
24 , 22+ε

24 ]) = ([− ε2 ,
ε
2 ]× {0}) 6= Q.

De modo que g no es débilmente con�uente. Por lo tanto, f no es hereditaria-
mente débilmente con�uente.



Capítulo 7

Algunas propiedades de la composición de
funciones y factor

En este capítulo vamos a estudiar algunas propiedades de las clases de funciones
de�nidas anteriormente.

1. Propiedad de la composición de funciones

Definición 7.1. Sea A una clase de funciones arbitraria. Decimos que la clase
A tiene la propiedad de la composición si para cualesquiera dos funciones f , g ∈ A,
su composición g ◦ f también es un elemento de A.

Una consecuencia inmediata de la De�nición 7.1 es la siguiente.

Teorema 7.2. Las siguientes clases de funciones tiene la propiedad de la com-
posición:
(i) La clase de los homeomor�smos, H.
(ii) La clase de las funciones atómicas, A.
(iii) La clase de las funciones abiertas, O.
(iv) La clase de las funciones monótonas, M.

Demostración.

(i) Sean f : X → Y y g : Y → Z homeomor�smos entre espacios métricos compacto.
Veamos que g ◦ f es un homeomor�smo. Tomemos x1, x2 ∈ X arbitrarios con
x1 6= x2, como f es inyectiva entonces f(x1) 6= f(x2) y dado que g es inyectiva
entonces g(f(x1)) 6= g(f(x2)), por lo tanto g◦f es inyectiva, y así, g◦f es biyectiva.

Ahora como tanto f−1 : Y → X como g−1 : Z → Y son funciones continuas, se
sigue que f−1◦g−1 = [g◦f ]−1 es continua. Por lo tanto, g◦f es un homeomor�smo.

(ii) Sean f : X → Y y g : Y → Z funciones continuas y suprayectivas entre
espacios métricos compactos tales que f, g ∈ A. Veamos que g ◦ f ∈ A. Sea K un
subcontinuo de X tal que g ◦ f(K) es no degenerado. Como f es continua entonces
f(K) es un subcontinuo de Y con g(f(K)) no generado, dado que g es atómica
tenemos que g−1(g(f(K))) = f(K) y, ya que g es una función suprayectiva, f(K)
es no degenerado, se sigue de que f es atómica que f−1(f(K)) = K. Así que

K = f−1(f(K)) = f−1(g−1(g(f(K)))) = [g ◦ f ]−1(g ◦ f(K)).

Por lo tanto g ◦ f es atómica.

(iii) Sean f : X → Y y g : Y → Z funciones continuas y suprayectivas entre
espacios métricos compactos tales que f, g ∈ O. Veamos que g ◦ f es abierta, para
esto sea U un conjunto abierto en X. Como f es abierta entonces f(U) es un

65
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conjunto abierto en Y . Dado que g es abierta entonces g(f(U)) es un abierto en Z.
Por lo tanto, g ◦ f es una función abierta.

(iv) Sean f : X → Y y g : Y → Z funciones continuas y suprayectivas entre
espacios métricos compactos tales que f, g ∈ M. Veamos que g ◦ f ∈ M. Sea Q
un subcontinuo de Z, como g ∈ M se sigue de la proposición 2.7 g−1(Q) es un
subcontinuo de Y . Dado que f es monótona y por la Proposición 2.7 tenemos que
(g ◦f)−1(Q) = f−1(g−1(Q)) es un subcontinuo de X. Por lo tanto, g ◦f ∈M. �

Teorema 7.3. La clase de los homeomor�smos locales tiene la propiedad de la
composición.

Demostración. Sean f : X → Y y g : Y → Z funciones continuas y su-
prayectivas entre espacios métricos compactos tales que f, g ∈ Loc(H). Veamos
que g ◦ f ∈ Loc(H), para esto tomemos un punto arbitrario z ∈ Z. Como g es
un homeomor�smo local, entonces por el Teorema 5.12 existe N1 ∈ N tal que
| g−1({z}) |= N1. Tomemos y ∈ g−1({z}). Como f es un homemor�smo local,
existe N2 ∈ N tal que | f−1({y}) |= N2. Llamemos N = N1 · N2 tenemos que
| (g ◦ f)−1(z) |=| f−1(g−1({z})) |= N , para cada z ∈ Z. Note que como f y g
son homeomor�smos locales, por el Teorema 5.11 tenemos que f y g son funciones
abiertas. Se sigue del Teorema 7.2 (iii), que g ◦ f es abierta y, por el Teorema 5.12,
obtenemos que f ◦ g es un homeomor�smo local. �

Teorema 7.4. Las siguientes clases de funciones tienen la propiedad de la
composición:
(i) La clase de las funciones con�uentes, C.
(ii) La clase de las funciones débilmente con�uentes, DC.
(iii) La clase de las funciones pseudocon�uentes PC.

Demostración. (i) Se sigue de la Proposición 3.10.

(ii) Sean f : X → Y y g : Y → Z funciones continuas y suprayectivas entre
espacios métricos compactos tales que f, g ∈ DC. Veamos que g ◦ f es débilmente
con�uente. Sea Q un subcontinuo de Z. Como g ∈ DC, existe K componente de
g−1(Q) tal que g(K) = Q. Dado que g−1(Q) es un conjunto cerrado en Y y K un
conjunto cerrado en g−1(Q), se sigue que K es cerrado en Y y así un subcontinuo
en Y . Como f es débilmente con�uente, existe K ′ componente de f−1(K) tal que
f(K ′) = K. Note que K ′ ⊂ f−1(K) ⊂ f−1(g−1(Q)) = (g ◦ f)−1(Q). Sea C la
componente de (g ◦ f)−1(Q), que contiene a K ′, de modo que Q = g ◦ f(K ′) ⊂
g ◦ f(C) ⊂ Q. Luego g ◦ f(C) = Q. Por lo tanto, g ◦ f es débilmente con�uente.

(iii) Sean f : X → Y y g : Y → Z funciones continuas y suprayectivas entre
espacios métricos compactos tales que f, g ∈ PC. Veamos que g ◦ f es pseudocon-
�uente. Sean C un subcontinuo de Z y z, z′ dos puntos distintos en C. Como g es
una función pseudocon�uente entonces, por el Teorema 6.7, existe una componente
Q′, de g−1(C) tal que z, z′ ∈ g(Q′). Observe que Q′ es un subcontinuo de Y . Como
z, z′ ∈ g(Q′) sean y, y′ ∈ Q′ tales que g(y) = z y g(y′) = z′. Ya que f es una
función pseudocon�uente existe una componente Q′′ de f−1(Q′) que cumple que
y, y′ ∈ f(Q′′). Note que f(Q′′) ⊂ Q, de modo que g(f(Q′′)) ⊂ g(Q′) ⊂ C, por lo
tanto Q′′ ⊂ (g ◦ f)−1(C).
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Llamemos Q a la componente de (g ◦ f)−1(C) que contiene a Q′′, así y, y′ ∈
f(Q′′) ⊂ f(Q) y z = g(y), z′ = g(y′) ∈ g(f(Q′′)) ⊂ g(f(Q)). De modo que z, z′ ∈
g ◦ f(Q). Se sigue del Teorema 6.7 que g ◦ f ∈ PC. �

Teorema 7.5. Sea A una clase de funciones continuas y suprayectivas entre
espacios métricos compactos. Si A tiene la propiedad de la composición, entonces
la clase hereditariamente A también tiene la propiedad de la composición.

Demostración. Sean f : X → Y y g : Y → Z funciones continuas y suprayectivas
entre espacios métricos compactos tales que f y g están en la clase hereditariamente
A. Veamos que g ◦ f también es hereditariamente A. Tomemos Q un subcontinuo
de X, como f es continua, entonces f(Q) es un subcontinuo de Y . Dado que f y g
son hereditariamente A, tenemos que f |Q y g |f(Q) son elementos de A, de modo
que (g ◦ f) |Q= g |f(Q) ◦f |Q está en A. Por lo tanto g ◦ f es hereditariamente A.

�

Teorema 7.6. La clase de las funciones OM tiene la propiedad de la compo-
sición.

Demostración. Como la clase de funciones OM , por el Corolario 3.15, coincide
con la clase de las funciones casi interiores y esta última, por la Proposición 3.12,
tiene la propiedad de la composición. Se sigue que la clase OM tiene la propiedad
de la composición. �

Teorema 7.7. La clase de las funciones quasimonótonas, QM, tiene la pro-
piedad de la composición.

Demostración. Sean f : X → Y y g : Y → Z funciones continuas y suprayectivas
entre espacios métricos compactos tales que f, g ∈ QM y Q un subcontinuo arbi-
trario de Z con interior no vacío. Como g es quasimonótona, tenemos que g−1(Q)
tiene un número �nito de componentes, llamemos N al número de componentes, es
decir, sean C1, . . . , CN las componentes de g−1(Q). Note que g(Ci) = Q, para cada
i ∈ {1, ..., N}. Ahora, observe que int(Q) = int(g(Ci)), para cada i ∈ {1, ..., N}.
Tomemos z ∈ int(Q), entonces existe yi ∈ Ci tal que g(yi) = z. Como Ci es una
componente de g−1(Q) existen conjuntos abiertos, U′i y V′i, en Y tales que Ci ⊂ U′i
y
⋃N
j=1,j 6=i Ci ⊂ V′i. Por otro lado, dado que z ∈ int(Q) existe W conjunto abierto

en Z tal que z ∈ W ⊂ Q. Como g es una función continua entonces g−1(W) es un
conjunto abierto en X. Tomemos Ui = U′i∩f−1(Q), tenemos que Ui es un conjunto
abierto en Y y yi ∈ Ui ⊂ Ci. De modo que yi ∈ int(Ci), se sigue que Ci tiene
interior no vacío. Note que esto sucede para toda i ∈ {1, ..., N}. Por lo tanto Ci es
un subcontinuo de Y con interior no vacío, para cada i ∈ {1, ..., N}.

Ahora, ya que f es quasimonótona, para cada i ∈ {1, ..., N}, el conjunto f−1(Ci)
tiene un número �nito de componentes. Llamemos NCi

al número de componentes
de f−1(Ci). Note que cada K componente de f−1(Ci), f(K) = Ci, por lo que
(g ◦f(K)) = Q, así el conjunto (g ◦f)−1(Q) tiene un número �nito de componentes
y para cada una de éstas su imagen bajo g◦f es Q. De modo que g◦f es una función
quasimonótona. Por lo tanto, la clase QM tiene la propiedad de la composición. �

Corolario 7.8. Las siguientes clases de funciones tienen la propiedad de la
composición:
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(i) hereditariamente H.
(ii) hereditariamente A.
(iii) hereditariamente O.
(iv) hereditariamente M.
(v) hereditariamente C.
(vi) hereditariamente DC.
(vii) hereditariamente PC.
(viii) hereditariamente Loc(H).
(ix) hereditariamente OM.
(ix) hereditariamente QM.

Demostración. Se sigue de los Teoremas 7.2 y 7.3, 7.4 7.6, 7.7 y 7.5. �

2. Ejemplos de funciones que no satisfacen la propiedad de la

composición

En esta sección daremos algunos ejemplos de algunas clases de funciones que no
satisfacen la propiedad de la composición de funciones. Comenzando con el siguiente
ejemplo que muestra que la clase de las funciones MO no tiene la propiedad de la
composición.

Ejemplo 7.9. Sean f : [0, 1]→ [0, 1] de�nida por:

f(x) =

{
3
2x, si x ∈ [0, 2

3 ];
1, si x ∈ [ 2

3 , 1];

y g : [0, 1]→ [0, 1] de�nida por:

g(x) =

{
2x, si x ∈ [0, 1

2 ];
2− 2x, si x ∈ [ 1

2 , 1].

No es difícil convencerse de que la función f es monótona, así por el Teorema
3.17 tenemos que f es una función MO. Note que g es abierta y por el Teorema
3.18 tenemos que g es una función MO. Pongamos h = g ◦ f , por el Ejemplo 3.22,
sabemos que h no es una función MO.

El siguiente ejemplo muestra que la clase de las funciones localmente monótonas
no tiene la propiedad de la composición.

Ejemplo 7.10. Consideremos el continuo X ⊂ R2 con coordenadas polares,
de�nido por:

X = X1 ∪X2 ∪ S,
donde X1 = {(r, π2r sen( π

r−1 )) : 1 < r ≤ 2};
X2 = {(r, φ) : (r, φ− π) ∈ X1} y
S = {(1, φ) : 0 ≤ φ ≤ 2π}.
De�namos la función f : X → f(X) como sigue:

f((r, φ)) = (r, 2φ).

Consideremos la función cociente, g : f(X) → [0, 1], que identi�ca con el 0
a todos los puntos de S, es decir, g(x) = 0, para todo x ∈ S. Tenemos que las
funciones f y g son localmente monótonas y la función g ◦ f no es localmente
monótona.
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Note que f es abierta y para cada y ∈ f(X) el conjunto f−1({y}) tiene cardi-
nalidad 2, se sigue del Teorema 5.12 que f es un homeomor�smo local. Luego, por
la Proposición 5.2 f es localmente monótona.

Observe que g es una función monótona. Se sigue de la Proposicion 5.3 que g
es localmente monótona.

Veamos que g ◦ f no es localmente monótona, para esto tomemos el punto
(1, π2 ). Consideremos la sucesión {rn}n∈N dada por rn = 2n+3

2n+1 para cada n ∈
N. Tenemos que la sucesión {(r2n,

π
2r2n

sen( π
r2n−1 ))}n∈N converge al punto (1, π2 ).

Ahora, sea V una vecindad cerrada del punto (1, π2 ), de este modo existe r > 0
tal que Br((1, π2 )) ⊂ V, también existe N ∈ N tal que rn ∈ Br((1, π2 )), para cada
n > N . Consideremos n > N , note que f(rn) ∈ f(V), f(rn) 6= 0 y el conjunto
f−1(f(rn)) = {(r2n,

π
2r2n

sen( π
r2n−1 )), (r2n,

π
2r2n

sen( π
r2n−1 ) − π)} no es conexo. De

aquí se deduce que g ◦ f no es localmente monótona.

El siguiente elemplo nos muestra que la clase de las funciones débilmente mo-
nótonas no tiene la propiedad de la composición.

Ejemplo 7.11. Consideremos el continuo X ⊂ R2 de�nido por

X = I ∪ (
⋃∞
n=0 Ln),

donde I = {(1− t
2 ,−

t
2 ) : t ∈ [0, 1]};

L0 = [0, 1]× {0} y
Ln = {(1− t, tn ) : t ∈ [0, 1]}, para cada n ∈ N.
De�namos las funciones f : X →

⋃∞
n=0 Ln y g :

⋃∞
n=0 Ln → [0, 1] como sigue

f((x, y)) =

{
(x, y), si y ≥ 0;
(x, 0), si y ≤ 0

y

g((x, y)) = x.

Se tiene que las funciones f y g son débilmente monótonas y g ◦f no es débilmente
monótona.

f g

L0 L0

I

Primero veamos que f es quasimonótona. Para esto, sea Q un subcontinuo de⋃∞
n=0 Ln con interior no vacío.

Caso 1. Si Q ⊂
⋃
n∈N Ln, entonces f

−1(Q) = Q y f(Q) = Q.

Caso 2. Si Q ∩ L0 6= ∅ entonces, como int(Q) 6= ∅, existe n ∈ N tal que
Q∩Ln 6= ∅, pues si Q ⊂ L0 entonces int(Q) = ∅. Así el punto (1, 0) está contenido
en Q por la conexidad de Q. De modo que f−1(Q) tiene una sola componente, C,
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con f(C) = Q. De modo tanto f es quasimonótona. Se sigue del Teorema 6.3 que
f es débilmente monótona.

Ahora, sea p : R2 → R la función proyección en la primera coordenada. Tenemos
que p es una función abierta. Como p |X= f de modo que f es abiertta. Por el
Teorema 2.18 tenemos que g es con�uente y, �nalmente por el Teorema 6.4, g es
débilmente monótona.

Por otro lado, veamos que la función g ◦ f no es débilmente monótona. Para
esto consideremos el subcontinuo Q = [ 1

4 ,
3
4 ] del continuo [0, 1]. Note que int(Q) =

( 1
4 ,

3
4 ) 6= ∅. El conjunto C = {( 3−t

4 , −1−t
4 ) : t ∈ [0, 1]} es una componente de

(g ◦ f)−1(Q) y g ◦ f(C) = [ 1
2 ,

3
4 ] 6= Q. En consecuencia, g ◦ f no es débilmente

monótona.

El siguiente ejemplo nos muestra que las clases de las funciones SC y J no tienen
la propiedad de la composición.

Ejemplo 7.12. Consideremos el continuo X ⊂ R2 de�nido por

X = L ∪ (
⋃
n∈N In) ∪ (

⋃
n∈N Jn)

donde L = [−1, 1]× {0};
In = {(α+ 1−α

n , 1−α
n ) : α ∈ [0, 1]}, para cada n ∈ N;

Jn = {(−α− 1−α
n ,− 1−α

n ) : α ∈ [0, 1]}, para cada n ∈ N.

Las funciones f : X → L ∪ (
⋃∞
n=2 In) y g : L ∪ (

⋃∞
n=2 In)→ L de�nidas por:

f((x, y)) =

{
(x, y), si x ≥ 0;
(x, 0), si x ≤ 0.

y

g(x, y) = x

son semicon�uentes y juntadoras pero su composición g ◦ f no es semicon�uente y
no es juntadora.

g

f

Veamos que f es semicon�uente. Para esto consideremos un subcontinuo de
L ∪ (

⋃∞
n=2 In), digamos Q.

(I) Si Q ⊂ [−1, 0]× {0} entonces Q = [a, b]× {0} con −1 ≤ a ≤ b ≤ 0.

Caso 1. Si a = −1, entonces el conjunto C = f−1(Q) es conexo, con f(C) = Q.
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Caso 2. Si a 6= −1 y b = 0. Sea N el número natural tal que − 1
N < a ≤ − 1

N−1 .
Note que Jn ∩ f−1(Q) = ∅ si n ≤ N y Jn ∩ f−1(Q) 6= ∅ si n > N . Para cada n ∈ N,
sea Kn = f−1(Q) ∩ Jn. Observe que Kn es una componente de f−1(Q) para cada
n > N . Sean C1 y C2 dos componentes de f−1(Q), entonces

(i) Si C1 = Kn y C2 = Km, supongamos sin pérdida de generalidad que
n > m > N . Así

f(Cm) = [a,− 1
m ] ⊂ [a,− 1

n ] = f(C2).

(ii) Si C1 = Q y C2 = Cn, para algún n > N , entonces

f(Cn) = [a,− 1
n ] ⊂ Q = f(Q).

Caso 3. Si Q = [a, b] con −1 < a ≤ b < 0. Sean N,M ∈ N tales que − 1
N < a ≤

− 1
N−1 y − 1

M < b ≤ − 1
M−1 . Note que Jn ∩ f

−1(Q) = ∅ si n ≤ N y Jn ∩ f−1(Q) 6= ∅
si n > N . Tomemos Kn = f−1(Q) ∩ Jn. Observe que Kn es una componente de
f−1(Q), para cada n > N . Para cada n ∈ N, sea C1 y C2 dos componentes de
f−1(Q), entonces

(i) Si C1 = Kn y C2 = Km, supongamos sin pérdida de generalidad que n > m.
Así

f(Cm) ⊂ f(C2).

(ii) Si C1 = Q y C2 = Cn, entonces

f(Cn) ⊂ Q = f(Q).

(II) Si Q ⊂ ([0, 1]×{0})∪(
⋃∞
n=2 In). Entonces f−1(Q) = Q, pues f es inyectiva

en ([0, 1]× {0}) ∪ (
⋃∞
n=2 In). Luego f−1(Q) tiene una sola componente.

Por lo tanto, f es semicon�uente. Se sigue del Teorema 2.10 que f es juntadora.

Sea p : R2 → R la función proyección en la primera coordenada. Tenemos que p
es una función abierta y L ∪ (

⋃∞
n=2 In) es un subcontinuo de R2, no vacío, se sigue

de la Proposición ?? que g = f |L∪(
⋃∞

n=2 In) es una función abierta. Por el Teorema
2.18 tenemos que g es con�uente. Luego, por el Teorema 2.9 g es semicon�uente.
En consecuencia, por la Teorema 2.10, obtenemos que g es juntadora.

Veamos que g ◦ f no es semicon�uente. Para esto, consideremos el subconti-
nuo Q = [− 1

2 ,
1
2 ]. Tomemos C1 como el segmento que une al punto (− 1

4 ,−
1
4 ) con

(− 1
2 ,−

1
6 ) y C2 el segmento que une a los puntos ( 1

4 ,
1
4 ) y ( 1

2 ,
1
6 ). Note que C1 y C2

son componentes de (g ◦f)−1(Q), además g ◦f(C1) = [− 1
2 ,−

1
4 ] * [ 1

4 ,
1
2 ] = g ◦f(C2)

y g ◦f(C2) = [1
4 ,

1
2 ] * [− 1

2 ,−
1
4 ] = g ◦f(C1). Por lo tanto g ◦f no es semicon�uente.

Finalmente, note que para el continuo Q = [− 1
2 ,

1
2 ] se tiene que, g ◦ f(C1) =

[− 1
2 ,−

1
4 ] y g ◦ f(C2) = [1

4 ,
1
2 ]. De modo que g ◦ f((C1))∩ g ◦ f(C2) = ∅. De aquí se

sigue que g ◦ f no es juntadora.

El siguiente ejemplo nos muestra que la clase de las funciones hereditariamente
atriódicas no tiene la propiedad de la composición.

Ejemplo 7.13. Consideremos los continuos X, Y y Z de�nidos por
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X = ([−1, 0]× {−1}) ∪ ({0} × [−1, 1]) ∪ ([0, 3]× {1}),
Y = ([−1, 3]× {1}) ∪ ({0} × [0, 1]),
Z = ([−1, 1]× {1}) ∪ ({0} × [0, 1])

De�namos las funciones f : X → Y y g : Y → Z como

f((x, y)) = (x, | y |), para cada (x, y) ∈ X y

g((x, y)) =

{
(x, y), si x ≤ 1;

(2− x, 0), si x ≥ 1.

f

g

Se tiene que las funciones f y g son hereditariamente atriódicas y su composi-
ción g ◦ f no es atriódica.

Primero veamos que f es hereditariamente atriódica. Sea Q un subcontinuo de
X, probaremos que f |Q es atriódica.

Caso 1. Si Q ⊂ [−1, 0] × {−1}. Sea C un subcontinuo de f(Q), entonces C es
de la forma [a, b] × {1} con b ≤ 0. De modo que f |−1

Q (C) = [a, b] × {−1} que es
conexo.

Caso 2. Si Q ⊂ [0, 3] × {1}. Sea C un subcontinuo de f(Q), entonces C es de
la forma [a, b]× {1} con a ≥ 0. Por lo tanto f |−1

Q (C) = C que es conexo.

Caso 3. Si Q ⊂ {0} × [−1, 1], entonces Q es de la forma {0} × [a, b] con −1 ≤
a ≤ b ≤ 1. Tomemos C subcontinuo de f(Q), entonces C es de la forma {0}× [d, e].

(i) Si a ≤ d. Cosideremos la componente de f |−1
Q (C), K, que contiene a

{0} × [d, e] entonces
{0} × [d, e] = f |Q ({0} × [d, e]) ⊂ f |Q (K) ⊂ C,

de modo que f(K) = C.

(ii) Si a > d. Tomemos K la componente de f |−1
Q (C), que contiene a {0} ×

[−e,−d]. Luego
{0} × [d, e] = f |Q ({0} × [−e,−d]) ⊂ f |Q (K) ⊂ C,

de modo que f(K) = C.

Caso 4. Si Q ⊂ ([−1, 0] × {−1}) ∪ ({0} × [−1, 1]). Sea C un subcontinuo de
f(Q).
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(i) Si C = [d, e]× {1}, entonces f |−1
Q (C) = [d, e]× {−1}.

(ii) Si C = {0} × [e, d], tomemos la componente de f |−1
Q (C), K, que contiene

a {0} × [−e,−d]. entonces

{0} × [d, e] = f |Q ({0} × [−e,−d]) ⊂ f |Q (K) ⊂ C,
luego f(K) = C.

(iii) Si C = ([d, 0] × {1}) ∪ ({0} × [−1, e]), tomemos K la componente de
f |−1

Q (C), que contiene a ([d, 0]× {−1}) ∪ ({0} × [−1,−e]). Tenemos que

([d, 0]× {−1}) ∪ ({0} × [−1,−e]) = f |Q (([d, 0]× {−1}) ∪ ({0} × [−1,−e])) ⊂
f |Q (K) ⊂ C.

Se sigue que f(K) = C.

Caso 5. Si Q = ([0, d]×{1})∪ ({0}× [e, 1]) con 0 ≤ d ≤ 3 y −1 ≤ e ≤ 1. Sea C
un subcontinuo de f(Q). Tomemos la componente de f |−1

Q (C), K, que contiene a
C. Tenemos que

C = f |Q (C) ⊂ f |Q (K) ⊂ C.
De modo que f(K) = C.

Caso 6. Si Q = ([d, 0] × {−1}) ∪ ({0} × [−1, 1]) × ([0, e] × {1}) con −1 ≤ d <
0 < e ≤ 3. Consideremos un subcontinuo de f(Q), C. Note que f |−1

Q (C) tiene a
lo más dos componentes.

(i) Si C ⊂ [d, 0] × {1}, de modo que C = [f, 0] × {1} con d ≤ f , entonces
f |−1

Q (C) = [f, 0]× {−1}, que es conexo.

(ii) Si C ⊂ [0, e]× {1}, entonces f |−1
Q (C) = C el cual es conexo.

(iii) Si C ⊂ [l,m]× {1} con l < 0 < m, entonces f |−1
Q (C) = ([l, 0]× {−1}) ∪

([0,m]× {1}). Note que
f |Q ([l, 0]× {−1}) ∪ f |Q ([0,m]× {1}) = C.

(iv) Si C = {0} × [l,m] con 0 ≤ l ≤ m ≤ 1. Consideremos la componente de
f |−1

Q (C), K, que contiene a C. Tenemos que

C = f |Q (C) ⊂ f |Q (K) ⊂ C.
De modo que f(K) = C.

(v) Si C = ([l,m] × {1}) ∪ ({0} × [n, 1]), con l < 0 < m y n < 1. Note que
f |−1

Q (C) tiene a lo más dos componentes. Sean K1 la componente de f |−1
Q (C)

que contiene a ([l, 0]× {−1}) ∪ ({0} × [−1,−n]) y K2 la componente de f |−1
Q (C)

que contiene a ([0,m]× {1}) ∪ ({0} × [n, 1]), tenemos que
f |Q (K1) = ([l, 0]× {1}) ∪ ({0} × [n, 1]),
f |Q (K1) = ([0,m]× {1}) ∪ ({0} × [n, 1]) y
C = f |Q (K1) ∪ f |Q (K2).

Por lo que podemos concluir que f |Q es una función atriódica. Por lo tanto f
es hereditariamente atriódica.

Veamos ahora que g es hereditariamente atriódica. Sea Q un subcontinuo de
Y . Probaremos que g |Q es atriódica, para esto, sea C un subcontinuo de g(Q).

Caso 1. Si Q ⊂ ([−1, 1] × {1}) ∪ ({0}[0, 1]), entonces g |−1
Q (C) = C, que es

conexo.
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Caso 2. Si Q ⊂ [−1, 3] × {1} entonces Q es de la forma [a, b] × {1}, con −1 ≤
a ≤ b ≤ 3.

(i) Si a ≤ 1 entonces C = [l,m], de modo que g |−1
Q (C) = [2−m, 2− l]× {1}

que es conexo.

(ii) Si a < 1 < b, entonces C tiene la forma [l,m]× {0} ⊂ g(Q).

-Si 2−b > l, entonces consideremos la componente K de g |−1
Q (C) que contiene

a [l,m]×{1}, de modo que [l,m]×{1} = g |Q ([l,m]×{1}) ⊂ g |Q (K) ⊂ C. Luego,
g |Q (K) = C.

-Si 2−b = l. SeaK la componente de g |−1
Q (C) que contiene a [2−m, 2−l]×{1},

entonces [l,m] × {1} = g |Q ([2 −m, 2 − l] × {1}) ⊂ g |Q (K) ⊂ C. De modo que
g |Q (K) = C.

-Si a > l, tomemos la componente de g |−1
Q (C), K, que contiene a [2−m, 2−

l] × {1}, de modo que [l,m] × {1} = g |Q ([2 −m, 2 − l] × {1}) ⊂ g |Q (K) ⊂ C.
Luego, g |Q (K) = C.

-Si a = l. SeaK la componente de g |−1
Q (C) que contiene a [l,m]×{1}, de modo

que [l,m]× {1} = g |Q ([l,m]× {1}) ⊂ g |Q (K) ⊂ C. Se sigue que g |Q (K) = C.

Caso 3. Si Q es de la forma [a, b]× {1} ∪ {0} × [d, 1] con −1 ≤ a < 0 < b ≤ 1 y
0 ≤ b < 1, entonces

(i) Si C = [l,m]×{1} se puede probar con un argumento similar al del Caso 2
que existe una componente de g |−1

Q (C), K, tal que g |Q (K) = C.

(ii) Si C ⊂ {0}× [d, 1] entonces C es de la forma {0}× [l,m] con d ≤ l ≤ m ≤ 1
tomemos K la componete de g |−1

Q (C) que contiene a {0} × [l,m], de modo que
{0} × [l,m] = g |Q ({0} × [l,m]) ⊂ g |Q (K) ⊂ C. Luego, g |Q (K) = C.

(iii) Si C = ([l,m]× {1}) ∪ ({0} × [n, 1]) con l < 1 < m y n < 1, entonces

-Si a < l entonces tomemos la componente de g |−1
Q (C) que contiene a ([l,m]×

{1}) ∪ ({0} × [n, 1]) de modo que ([l,m] × {1}) ∪ ({0} × [n, 1]) = g |Q (([l,m] ×
{1}) ∪ ({0} × [n, 1])) ⊂ g |Q (K) ⊂ C. Se sigue que g |Q (K) = C.

-Si a = l note que g |−1
Q (C) tiene a lo más dos componentes. Pongamos

K1 la componente de g |−1
Q (C) que contiene a ([a,m] × {1}) ∪ ({0} × [n, 1]) y

K2 la componente de g |−1
Q (C) que contiene a ([2 −m, 2 − l] × {1}). Se tiene que

([a,m]×{1})∪({0}× [n, 1]) = g |Q (K1), [l,m]×{1} = g |Q (K2) y, g |Q (K1)∪g |Q
(K2).

Por lo tanto, g |Q es una función atriódica. Se sigue que g es hereditariamente
atriódica.

Ahora, si consideramos C subcontinuo de Z como ([− 1
2 ,

1
2 ]×{1})∪({0}×[ 1

2 , 1]),
tenemos que

(g ◦ f)−1(C) =
(([− 1

2 , 0]×{−1})∪ ({0}× [−1,− 1
2 ]))∪ (([0, 1

2 ]×{1})∪ ({0}× [ 1
2 , 1]))∪ ([ 3

2 ,
5
2 ]×{1}).

Pongamos K1 = ([− 1
2 , 0]×{−1})∪({0}× [−1,− 1

2 ]), K2 = ([0, 1
2 ]×{1})∪({0}×

[ 1
2 , 1]) y K3 = [ 3

2 ,
5
2 ]× {1}. Note que

(g ◦ f)(K1) = ([− 1
2 , 0]× {1}) ∪ ({0} × [ 1

2 , 1]) 6= C
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(g ◦ f)(K2) = ([0, 1
2 ]× {1}) ∪ ({0} × [ 1

2 , 1]) 6= C y

(g ◦ f)(K3) = [− 1
2 ,

1
2 ]× {1} 6= C.

Además g ◦ f(Ki)∪ g ◦ f(Kj), para i 6= j, i, j ∈ {1, 2, 3} y g ◦ f(Kl) * g ◦ f(Ki)
y g ◦ f(Kl) * g ◦ f(Kj) para l ∈ {1, 2, 3} \ {i, j}. De modo que g ◦ f no es atriódica.
Dado que X es un subcontinuo de X, se sigue que g ◦ f no es hereditariamente
atriódica.

3. Propiedad de la composición factor

Concluimos nuestro trabajo de tesis analizando el concepto de la propiedad
de la composición factor. Desde nuestro punto de vista es uno de los temas más
hermosos que tiene la teoría de los continuos. Las funciones que vamos a considerar
en la de�nición que sigue están de�nidas entre espacios métricos compactos.

Definición 7.14. Sea A una clase de funciones continuas y suprayectivas.
Decimos que la clase A tiene la propiedad de la composición factor, si para
cada función f : X → Y que pertenece a A tal que se puede factorizar en dos
funciones, es decir, existen h : X → Z y g : Z → Y continuas y suprayectivas tales
que f = g ◦ h, implica que g ∈ A.

En lo que resta de la tesis vamos a probar que las clases de las funciones H,
O, M, C, DC, PC, Loc(DC), Loc(C), QM, DM, J y OM tienen la propiedad de la
composición factor.

Teorema 7.15. La clase de los homeomor�smos, H, tiene la propiedad de la
composición factor.

Demostración. Sea f : X → Y un homeomor�smo entre espacios métricos com-
pactos. Supongamos que existen funciones, h : X → Z y g : Z → Y , continuas y
suprayectivas tales que f = g ◦ h. Veamos que g ∈ H.

Probaremos primero que g es inyectiva, supongamos que g no lo es, es decir,
que existen puntos distintos, z1 y z2, en Z tales que g(z1) = g(z2). Como h es
suprayectiva, entonces tomemos x1 y x2 en X tales que h(x1) = z1 y h(x2) = z2.
Luego, f(x1) = g ◦ h(x1) = g(z1) = g(z2) = g ◦ h(x2) = f(x2). De modo que
f(x1) = f(x2) lo cual no puede ser pues f es inyectiva. De este modo g es inyectiva.
Por lo tanto g es biyectiva. Análogamente se puede mostrar que h es biyectiva.
Resta ver que g−1 es continua. Note que f−1 = h−1 ◦ g−1 por lo cual h ◦ f−1 =
h ◦h−1 ◦ g−1 = g−1. Como h y f−1 son continuas, entonces g−1 es continua. Por lo
tanto g es un homeomor�smo. Por lo tanto, H tiene la propiedad de la composición
factor. �

Teorema 7.16. La clase de las funciones abiertas, O, tiene la propiedad de la
composición factor.

Demostración. Sea f : X → Y una función abierta entre espacios métricos
compactos. Supongamos que existen funciones, h : X → Z y g : Z → Y , continuas
y suprayectivas tales que f = g ◦ h. Veamos que g es abierta.

Sea U un conjunto abierto en Z, como h es continua se tiene que el conjunto
V = h−1(U) es abierto en X y, dado que h es suprayectiva se tiene que h(V) = U.
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Así g(U) = g(h(V)) = g ◦ h(V) = f(V) con V un abierto en X. Dado que f es una
función abierta se tiene que f(V) es un conjunto abierto en Y , es decir, g(U) es
abierto en Y . Por lo tanto g es abierta. �

Teorema 7.17. La clase de las funciones monótonas, M, tiene la propiedad
de la composición factor.

Demostración. Sea f : X → Y una función continua y suprayectiva entre espacios
métricos compactos monótona. Supongamos que existen, h : X → Z y g : Z → Y ,
funciones continuas y suprayectivas tales que f = g ◦ h. Probaremos que g es
monótona.

Consideremos un punto y ∈ Y , como f es monótona entonces f−1({y}) es un
conjunto conexo. Dado que h es continua tenemos que h(f−1({y})) es conexo en
Z. Veamos que h(f−1({y})) = g−1({y}).
⊆] Tomemos z ∈ h(f−1({y})), entonces existe x ∈ f−1({y}) tal que h(x) = z.

Ahora g(z) = g(h(x)) = g ◦ h(x) = f(x) = y. De donde z ∈ g−1({y}).
⊇] Sea z ∈ g−1({y}). Como h es suprayectiva existe x ∈ X tal que h(x) = z.

Ahora y = g(z) = g(h(x)) = f(x). De modo que x ∈ f−1({y}) y z = h(x), por lo
que z ∈ h(f−1({y})).

Se sigue que el conjunto g−1({y}) es conexo. Por lo cual g ∈M y, por lo tanto,
la clase M tiene la propiedad de la composición factor. �

Teorema 7.18. La clase de las funciones con�uentes, C, tiene la propiedad de
la composición factor.

Demostración. Sea f : X → Y una función con�uente entre espacios métricos
compactos. Supongamos que existen h : X → Z y g : Z → Y funciones continuas y
suprayectivas tales que f = g ◦ h. Probaremos que g es con�uente.

Sea Q un subcontinuo de Y y C una componente de g−1(Q). Consideremos
un punto z ∈ C, como h es suprayectiva entonces existe x ∈ X tal que h(x) = z,
como f(x) = g(h(x)) = g(z) ∈ Q, por lo que x ∈ f−1(Q). Sea C ′ la componente de
f−1(Q) que contiene al punto x. Dado que f es con�uente, Q = f(C ′) = g◦h(C ′) =
g(h(C ′)), de modo que h(C ′) ⊂ g−1(Q). Como C ′ es conexo y h(C ′)∩C 6= ∅, dado
que C es una componente de g−1(Q) entonces h(C ′) ⊂ C. Así, f(C ′) = g(h(C ′)) ⊂
g(C). Se sigue que g(C) = Q. Por lo tanto, g es con�uente. �

Teorema 7.19. La clase de las funciones débilmente con�uentes, DC, tiene la
propiedad de la composición factor.

Demostración. Sea f : X → Y una función débilmente con�uente entre espacios
métricos compactos. Supongamos que existen, h : X → Z y g : Z → Y , funciones
continuas y suprayectivas tales que f = g ◦ h. Probaremos que g ∈ DC.

Sea Q un subcontinuo de Y . Como f es débilmente con�uente existe C ′ com-
ponente f−1(Q) tal que f(C ′) = Q. Note que h(f−1(Q)) ⊂ g−1(Q). Consideremos
un punto z ∈ h(f−1(Q)) entonces existe x ∈ f−1(Q) tal que h(x) = z. Como
x ∈ f−1(Q), luego z = h(x) ∈ g−1(Q). Sea C la componente de g−1(Q) que contie-
ne al conjunto h(C ′), tenemos que
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Q = f(C ′) = g(h(C ′)) ⊂ g(C) ⊂ Q,
de aquí se sigue que g(C) = Q. Por lo tanto, g es débilmente con�uente. �

Teorema 7.20. La clase de las funciones pseudocon�uentes, PC, tiene la pro-
piedad de la composición factor.

Demostración. Sea f : X → Y una función pseudocon�uente entre espacios
métricos compactos. Supongamos que existen, h : X → Z y g : Z → Y , funciones
continuas y suprayectivas tales que f = g ◦ h. Probaremos que g ∈ PS.

Sean Q un subcontinuo irreducible de Y y y1, y2 ∈ Q. Como f es pseudocon-
�uente, por el Teorema 6.7 existe C ′ componente de f−1(Q) tal que y1, y2 ∈ f(C ′).
Como h(f−1(Q)) ⊂ g−1(Q) y h es continua, tomemos C la componente de g−1(Q)
que contiene a h(C ′). Se tiene que

y1, y2 ∈ f(C ′) = g(h(C ′)) ⊂ g(C),

por lo que y1, y2 ∈ g(C). Se sigue del Teorema 6.7 que g ∈ PC. �

Teorema 7.21. La clase de funciones localmente débilmente con�uentes, Loc(DC),
tiene la propiedad de la composición factor.

Demostración. Sea f : X → Z una función localmente débilmente con�uente
entre espacios métricos compactos. Supongamos que existen, h : X → Z y g : Z →
Y , funciones continuas y suprayectivas tales que f = g ◦ h. Probaremos que g es
localmente débilmente con�uente.

Consideremos un punto y ∈ Y y tomemos V vecindad cerrada del punto y tal
que f |f−1(V) es débilmente con�uente. Sea Q un continuo arbitrario contenido en
V. Entonces existe una componente K de f−1(V) tal que f(K) = Q. Más aún
h(K) es un continuo de Z contenido en alguna componente, C, de g−1(Q). Es
decir, Q = f(K) = g(h(K)) ⊂ g(C), y así g(C) = Q. Esto implica que la función
restricción g |g−1(V) es débilmente con�uente, es decir, g es localmente débilmente
con�uente. �

Teorema 7.22. La clase de las funciones localmente con�uentes, Loc(C), tiene
la propiedad de la composición factor.

Demostración. Sea f : X → Y una función localmente con�uente entre espacios
métricos compactos. Supongamos que existen, h : X → Z y g : Z → Y , funciones
continuas y suprayectivas tales que f = g ◦ g. Probaremos que g es localmente
con�uente.

Consideremos un punto y ∈ Y , por hipótesis existe V vecindad cerrada del
punto y tal que f |f−1(V) es con�uente. Como

f |f−1(V)= (g |g−1(V)) ◦ (h |f−1(V)),

se sigue del Teorema 7.18 que g |g−1(V) es con�uente. Por lo tanto, g es localmente
con�uente. �

Teorema 7.23. La clase de las funciones quasimonótonas, QM, tiene la pro-
piedad de la composición factor.
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Demostración. Sea f : X → Y una función quasimonótona entre espacios mé-
tricos compactos. Supongamos que existen, h : X → Z y g : Z → Y , funciones
continuas y suprayectivas tales que f = g ◦h. Probaremos que g es quasimonótona.

Sea Q un subcontinuo de Y con interior no vacío. Como f es quasimonótona,
entonces el conjunto f−1(Q) tiene un número �nito de componentes, llamemosle
N al número de componentes de f−1(Q). Note que el número de componentes de
g−1(Q) es menor o igual que N , pues h es continua. Sea C una componente de
g−1(Q) y tomemos z ∈ C. Como h es suprayectiva existe x ∈ X tal que h(x) = z.
Dado que g(h(x)) = g(z) ∈ Q, tenemos que x ∈ f−1(Q). Sea C ′ la componente
de f−1(Q) que contiene al punto x. Dado que C ′ es un conjunto conexo, entonces
h(C ′) es conexo. Más aún, como h(x) = z, h(C ′) ∩ C 6= ∅ y h(C ′) ⊂ g−1(Q), de
modo que h(C ′) ⊂ C. Así

Q = f(C ′) = g(h(C ′)) ⊂ g(C).
Luego g(C) = Q. Por lo tanto g es quasimonótona. �

Análogamente podemos probar lo siguiente.

Teorema 7.24. La clase de las funciones débilmente monótonas, DM, tiene
la propiedad de la composición factor.

Teorema 7.25. La clase de las funciones juntadoras, J, tiene la propiedad de
la composición factor.

Demostración. Sea f : X → Y una función juntadora entre espacios métricos
compactos. Supongamos que existen, h : X → Z y g : Z → Y , funciones continuas
y suprayectivas tales que f = g ◦ h. Probaremos que g es juntadora.

Sea Q un subcontinuo de Z. Tomemos C1 y C2 dos componentes de g−1(Q)
y z1 ∈ C1, z2 ∈ C2. Como h es suprayectiva existen x1, x2 ∈ f−1(Q) tales que
h(x1) = z1 y h(x2) = z2. Llamemos C ′1 y C ′2 a las componentes de f−1(Q) que
contienen a los puntos x1 y x2, respectivamente. Note que h(f−1(Q)) ⊂ g−1(Q) y
h(x1) y h(x2) están en componentes distintas, entonces C ′1 y C ′2 son componentes
distintas. Como f es un función juntadora se tiene que f(C ′1) ∩ f(C ′2) 6= ∅. Dado
que f(C ′1) ⊂ g(C1) y f(C ′2) ⊂ g(C2), se sigue que g(C1) ∩ g(C2) 6= ∅, por lo tanto
g es juntadora. �

Teorema 7.26. La clase de las funciones OM tiene la propiedad de la compo-
sición factor.

Demostración. Sea f : X → Y una función OM entre espacios métricos com-
pactos. Supongamos que existen, h : X → Z y g : Z → Y , funciones continuas y
suprayectivas tales que f = g ◦ h. Veamos que g es una función MO.

Sea {yn}n∈N una sucesión tal que ĺım yn = y para algún y ∈ Y , probaremos
que ĺım sup g−1({yn}) ∩ C 6= ∅ para toda C componente de g−1({y}). Note que
h(ĺım sup f−1({yn})) ⊂ ĺım sup g−1({yn}). Sean z ∈ h(ĺım sup f−1({yn})) y U un
conjunto abierto en Y que contiene al punto z, tomemos x ∈ ĺım sup f−1({yn})
tal que h(x) = z, como h es una función continua el conjunto h−1(U) es abierto
y contiene al punto x. Dado que x ∈ ĺım sup f−1({yn}) existe J ⊂ N tal que
h−1(U) ∩ f−1({yn}) 6= ∅, para cada n ∈ J . Como h(f−1({yn})) ⊂ g−1({yn}),
entonces U ∩ h(f−1({yn})) ⊂ U ∩ g−1({yn}), dado que h−1(U) ∩ f−1({yn}) 6=
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∅, para cada n ∈ J y h(h−1(U) ∩ f−1({yn})) ⊂ U ∩ h(f−1({yn})) se tiene que
U ∩ g−1({yn}) 6= ∅, para cada n ∈ J . Por lo tanto z ∈ ĺım sup g−1({yn}).

Sean C una componente de g−1({y}) y z ∈ C, como h es suprayectiva existe
x ∈ X tal que h(x) = z, además f(x) = g(z) = y, por lo que x ∈ f−1({y}).
Llamemos C ′ a la componente de f−1({y}) que contiene al punto x, como h es
continua h(C ′) es un conjunto conexo y h(C ′) ∩ C 6= ∅, por lo tanto, h(C ′) ⊂ C.
Dado que f es una función OM , entonces C ′ ∩ ĺım sup f−1(yn) 6= ∅. Note que
h(C ′ ∩ ĺım sup f−1(yn)) ⊂ h(C ′) ∩ h(ĺım sup f−1(yn)) ⊂ C ∩ ĺım sup g−1(yn), de
aquí se sigue que C ∩ ĺım sup g−1(yn) 6= ∅. Finalmente, por los Corolarios 3.4 y 3.15
obtenemos que g es una función OM . �

El lector se preguntará donde está la sección de Ejemplos de funciones que no
satisfacen la propiedad de la composición factor, esperamos que la ausencia de tal
sea una motivación para un estudio posterior, en nuestro caso ½así será!
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