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Introduccion

Como bien dice el profesor Sam B. Nadler, Jr. uno no puede estudiar continuos
sin considerar tipos especiales de funciones [12, p. 277]. El estudio de ciertas clases
de funciones especiales entre continuos es una de las herramientas para atender par-
te de la teoria de los continuos. Recordemos que un continuo es un espacio métrico
compacto, conexo y no vacio. Nuestro tema de tesis pertenece a esta herramienta,
de hecho, nos dimos a la tarea de estudiar algunas clases de funciones continuas y
suprayectivas entre espacios métricos compactos, en particular, entre continuos; asi
como analizar la relacion que existe entre ellas. Por otro lado, también analizamos
algunas propiedades de (i) la composiciéon de clases de funciones, (i¢) las funcio-
nes hereditarias, (7i7) las funciones locales, (iv) la propiedad de la composiciéon de
funciones y (v) la propiedad de la composicion factor. Cabe mencionar que nuestra
tesis estd inspirada en algunas partes de la tesis doctoral de T. Mackowiak, Funcio-
nes continuas entre continuos [9]. Note la importancia del estidio de las funciones
especiales en el libro de Teoria de los continuos de Nadler el Capitulo XIII esta dedi-
cado a Tipos especiales de funciones; el Capitulo 5 del libro de Topologia y sistemas
dindmicos III, atiende también este tema de funciones entre continuos [2]. Por otro
lado, la tesis de Franco Barragan [1] contiene un buen recuento de propiedades que
nos dan informacién acerca de los continuos usando funciones especiales entre ellos;
también en este tenor esta el Capitulo 8, El intervalo cerrado, la circunferencia y
sus funciones continuas [3].

Especificamente, en esta tesis estudiamos las relaciones que existen entre las
clases de funciones: abiertas O, atémicas A, mondtonas M, confluentes C, semicon-
fluentes SC, débilmente confluentes DC', juntadoras J, atriddicas At, casi interiores
CI, ligeras, OM, MO, quasimondtonas QM , débilmente mondtonas DM, pseudo-
confluentes PC, homeomorfismos H, homeomorfismos locales, localmente confluen-
tes y localmente débilmente confluentes. Asi como una gran variedad de ejemplos
de funciones, con los cuales probamos que se tiene alguna contencién propia o que
no hay relacién alguna entre ciertas clases de funciones. Casi todo el estudio que
presentamos acerca de las funciones estd hecho entre espacios métricos compactos
y, algunos casos, entre continuos.

Nuestro trabajo esta dividido en siete capitulos, en el primero de éstos presen-
tamos los conceptos y resultados bésicos de la topologia general y la teoria de los
continuos.

En el Capitulo 2, analizamos la relacion que existe entre algunas clases de
funciones, por ejemplo, mostramos las contenciones siguientes: A C M C € C 8C C
d; por otro lado, O C € C DC C Aty 8C C DC. Concluimos el capitulo con
una seccion de ejemplos de funciones mostrando que cada una de las contenciones,
citadas previamente, son propias.
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También el Capitulo 3 estd dedicado al andlisis de las relaciones que existe
entre algunas clases de funciones. Aqui demostramos que O C €I = OM C €, por
otro lado, M € MO C OM y O C MO. Al final del capitulo damos la secciéon
de ejemplos de funciones donde mostramos que algunas de las contenciones son
propias.

Iniciamos el Capitulo 4 mostrando algunas propiedades de la composicion de
clases de funciones, las cuales nos serdn de utilidad para generar otras clases de
funciones. Dada una clase de funciones A decimos que una funcién continua y su-
prayectiva entre espacios métricos compactos, f : X — Y, es hereditariamente A si
para cualquier subcontinuo K de X se tiene que la funcion restriccion f|x pertenece
a la clase A; denotamos por her(A) a la clase de las funciones hereditariamente A.
Por ejemplo, demostramos que si f € her(A) entonces f € A. Por otro lado, si B
es una clase de funciones y A C B, entonces her(A) C her(B). De este ultimo he-
cho y los resultados pertinentes probamos que M C her(C) C her(DC) C her(At)
y A C her(M). Concluimos el capitulo con la seccion de ejemplos de funciones
mostrando que alguna de las contenciones, citadas previamente, son propias.

En el Capitulo 5, dada una clase de funciones A, atendemos el concepto de que
una funcién pertenece a la clase local de A, esta clase de funciones la denotamos
por Loc(A); demostramos que A C Loc(A). Por otro lado, si B es una clase de
funciones y A C B, entonces Loc(A) C Loc(B). También atendemos los conceptos
de que una funcién es un homeomorfismo local, es localmente confluentey localmente
débilmente confluente. Respecto a estos conceptos probamos que: (i) una funcion f
es localmente confluente si y solo si f € Loc(C); (i) una funcién f es localmente
débilmente confluente si y solo si f € Loc(DC); (iii) Loc(H) C O = Loc(O);
(tv) MO C Loc(MO) C OM = Loc(OM); (v) Loc(M) € MO y (vi) Loc(C) C
Loc(8C) C Loc(DC). También, Al final del capitulo damos la seccion de ejemplos de
funciones donde mostramos que algunas de las contenciones, citadas previamente,
son propias.

En el Capitulo 6, usando el concepto de continuo irreducible, demostramos las
siguientes contenciones de clases de funciones: (i) her(C) C QM C DM, (i1) DC C
PC; (iit) € € DM y (iv) Loc(M) C QM. Similarmente, concluimos el capitulo
con la seccion de ejemplos de funciones mostrando que alguna de las contenciones,
citadas previamente, son propias.

Respecto al dltimo capitulo, en la Seccién 7.1 tenemos que dada una clase de
funciones A, decimos que A tiene la propiedad de la composicion si para cuales-
quiera f,g € A se cumple que go f € A. Probamos que las siguientes clases de
funciones tienen la propiedad de la composicion: H, A, O, M, €, DC, PC, OM, QM
y los homeomorfismos locales. Por otro lado, también probamos que si la clase A
tiene la propiedad de la composicion, entonces la clase hereditariamente A, her(A),
tiene la propiedad de la composicién. Como consecuencia de estos resultados obte-
nemos que las clases: her(H), her(A), her(0), her(M), her(C), her(DC), her(PC),
her(OM), her(QM) y la clase hereditariamente de los homeomorfismos locales, tie-
nen la propiedad de la composiciéon. En la Seccién 7.2 damos los ejemplos de que
algunas clases no tienen la propiedad de la composicién. Concluimos nuestra tesis,
analizando el concepto de la propiedad de la composiciéon factor, es decir, dada una
clase de funciones A, decimos que A tiene la propiedad de la composicion factor
si para cada funcién f € A que se pueda factorizar en dos funciones f = g o h, se
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cumple que g € A. En esta parte, demostramos que las clases de funciones H, O,
M, €, DC, PC, Loc(DC), Loc(C), QM, DM, J y OM tienen la propiedad de la
composicion factor.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo presentamos los conceptos y resultados bésicos de topologia
general y la teoria de continuos, los cuales utilizaremos en el desarrollo de la tesis.
Por ejemplo, demostramos el Teorema de reducciéon de Brouwer, el Teorema del
cable cortado y el Teorema de golpes en la frontera.

Si X es un espacio topolégico y A C X, entonces intx(A), Clx(A) y Frx(A)
denotan el interior, la cerradura y la frontera de A en el espacio X, respectivamente;
cuando no haya confusiéon omitimos la referencia al espacio X. El didmero del
conjunto A lo denotamos por diam(A) y la cardinalidad por |A|. El complemento
de A en X se denota por X \ A. Una vecindad de un punto = € X es un subconjunto
V de X tal que = € int(V) y una vecindad cerrada de x es un subconjunto V de X
cerrado tal que = € int(V).

Sean X un espacio métrico, z € X y ¢ > 0, denotamos por B.(x) a la bola en
X con centro en el punto z y de radio ¢; la bola cerrada con centro en x y radio &
la denotamos por B.(x).

Si f: X — Y es una funcién entre espacios topologicos y A C X, f|a denota
la restriccién de f al subconjunto A.

Como es usual, R, N, Rt y R? denotan el conjunto de los ntimeros reales, el
conjunto de los nimeros naturales, el conjunto de los nimeros reales positivos y el
espacio euclidiano de dimensién 2, respectivamente.

Los espacios considerados en esta tesis serén los espacios métricos compactos y
todas las funciones supondremos que son continuas y suprayectivas.

Para nosotros un continuo es un espacio métrico, compacto, conexo y no vacio.
Un continuo de Hausdorff es un espacio topologico Hausdorff, compacto, conexo
y no vacio. Un subcontinuo de un espacio es un subespacio el cual es un continuo.
Un continuo es no degenerado si contiene més de un punto.

1. Componentes y quasicomponentes conexas

PROPOSICION 1.1. Sea X un espacio topoldgico, si C es un subconjunto conexo
de X y A es un conjunto abierto y cerrado de X tal que ANC # 0, entonces C C A.

DEMOSTRACION. Supongamos que C' ¢ A, de este modo existe un punto y € C
tal que y no estd en A. Porlo que y € X \ Ay asi (X \ A)NC # 0. Como A es
abierto , se tiene que X \ A es cerrado, asi se tienen dos conjuntos cerrados en C,
ANCy (X\A)NC, que son ajenos, no vacios y su union es C, lo cual contradice
la conexidad de C. Por lo tanto C' C A. O
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DEFINICION 1.2. Sean X un espacio topoldgico y un punto p € X, definimos la
componente conexa de p en X, la cual denotamos por Cx(p), como el conjunto
conexo mds grande que contiene al punto p, es decir:

Cx(p)=U{AC X |pe Ay A esconexo en X}.

DEFINICION 1.3. Sean X un espacio topoldgico y un punto p € X, definimos la
quasicomponente conexa de p en X, la cual denotamos por Qx(p), como:

QRQx(p)=({ACX |pe€ A, A es abierto y cerrado en X}.

Debido a la forma en que estd definida la componente conexa, Cx(p), sien-
do este conjunto la unién de conjuntos conexos que tienen interseccién no vacia,
pues p es un punto de esta interseccion, por lo que la unién, Cx(p), es cone-
x0, ademéas Clx(Cx(p)) es un conjunto conexo que contiene al punto p, por lo
que esta contenido en Cx(p). Asi Cx(p) C Clx(Cx(p)) C Cx(p), por lo tanto,
Cx(p) = Clx(Cx(p)), es decir Cx(p) es cerrado.

OBSERVACION 1.4. Sean X un espacio topoldgico y un punto p € X. Se tiene
que Cx (p) es un conjunto conexo que contiene al punto p y es un conjunto cerrado
en X.

Por la definicién de la quasicomponente, @ x (p), dado que es la interseccion de
conjuntos cerrados, se tiene que @ x (p) es un conjunto cerrado y, cada uno de estos
conjuntos contiene al punto p, asi p € Qx(p), de modo que Qx(p) es no vacio.

OBSERVACION 1.5. Sean X un espacio topoldgico y un punto p € X. Se tiene
que Qx (p) es un conjunto cerrado en X que contiene a p.

PROPOSICION 1.6. Sea X un espacio topolégico. Para cada p € X se tiene que,
Cx(p) € Qx(p).

DEMOSTRACION. Sea A un subconjunto abierto y cerrado en X tal que p € A.
Ahora como Cx(p) es un conjunto conexo, y ademas p € Cx(p) N A. Por
la Proposiciéon 1.1, obtenemos que Cx(p) C A. Note que esto ocurre para todo
conjunto abierto y cerrado que contenga al punto p, de modo que Cx(p) C ({A C
X | p€ A, Aesabiertoy cerrado en X} = Qx(p). Asi Cx(p) C Qx(p). O

EjeEmpLO 1.7. No simpre ocurre que Qx(p) C Cx(p). Para esto, definamos al
espacto X como

{p,a} U(UnenLn)
donde p = (0,1) € R?, ¢ = (0,0) € R? y L,, = {1} x [0,1], para toda n € N.
Consideremos los puntos p, = (%, 1), ¢ = (%,O), para toda n € N.
Vamos a probar que para el punto p € X se tiene

Ce(p) € Qx(p)-

Primero probaremos que Cx (p) = {p}.
Para estosea y € X, tal que y =q oy € L,, para algin n € N. Si y € L,, para
1 1

algin n € N. Consideremos el conjunto A = [(—o0, @) x R] N X, el cual es un
conjunto abierto y cerrado en X que intersecta a Cx(p), se sigue de la Proposicion
1.1, que Cx(p) C A. Asi, y no estd en Cx(p). De modo que si Cx(p) tiene otro
punto diferente de p, éste no puede ser elemento de L,,, para n € N. Por lo que
tiene que ser ¢g. Note que el conjunto {p,q} es disconexo, ya que si tomamos las
bolas abiertas, By y Ba, con centro en p y ¢ y radio %, respectivamente. Se tiene



2. PROPIEDADES DE ESPACIOS TOPOLOGICOS 3

que B1N{p,q} y BaN{p, q} son dos abiertos ajenos, no vacios, y su union es {p, ¢},
por lo que By y By forman una disconexién del conjunto. Asi, ¢ no puede estar en

Cx(p) y, por lo tanto, Cx (p) = {p}.

Ahora veremos que {p,q} C Qx(p). Para esto tomemos un conjunto abierto y
cerrado, A, que contiene al punto p. Note que la sucesion {p,, }nen converge al punto
py A es un abierto que lo contiene, por lo que existe un N € N tal que p, € A,
para cada n > N. Asi AN L, # () para n > N. Se sigue de la Proposicion 1.1, al
ser A un conjunto abierto y cerrado, que L, C A paran > N. Como ¢, € L,, C A
para cada n > N. Ademaés, la suceson {g¢, }nen converge al punto ¢; por otro lado,
dado que A es cerrado se tiene que ¢ € A. Note que esto acurre para todo conjunto,
A, abierto y cerrado por lo que, {p,q} = Qx(p) como se deseaba. Por lo tanto,

Cx(p) & Qx(p)-

LEMA 1.8. Sean X un espacio topoldgico, compacto y {Aq}taca una familia de
conjuntos cerrados en X. Si U es un conjunto abierto en X con NgepAa C U,
entonces existen o, ...,a, € A tales que

ﬂ?:l AOlz cUu.

DEMOSTRACION. Observemos primero que si (1,5 Ao C U, entonces X \ U C
Uaea(X\Ay). De donde { X \ An}aen es una cubierta abierta del compacto X \ U.
Demodo que es posible hallar o, ...,a, € A tales que X \ U C; (X \ Ag,). De
donde NI, A,, C U. O

TEOREMA 1.9. Si X es un espacio Hausdorff compacto, entoces para cada p €
X, se tiene que Cx(p) = Qx(p).

DEMOSTRACION. Consideremos un punto p € X. Por la Proposicién 1.6 se tiene que
Cx(p) C Qx(p). Resta ver que Qx(p) C Cx(p). Para esto, sean K y H conjuntos
ajenos y cerrados en Qx(p), tales que Qx(p) = K U H. Probaremos que K o H
es vacio. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que p € H. Como K y H son
cerrados en Qx(p), el cual es cerrado en X se tiene que K y H son cerrados en
X. Como X es Hausdorff compacto, [11, Teorema 2.4, p.198] tenemos que X es
un espacio normal, de modo que existen conjuntos abiertos y ajenos en X, Uy V,
tales que HC Uy K CV. Asi Qx(p) = KUH C UUV. Por el Lema 1.1, existen
Ay, ..., A, conjuntos abiertos y cerrados en X, cada uno de ellos contiene al punto
p, de manera que
m?:l A, CUUYV.

Ahora, llamemos W = (N, 4;) N U. Se tiene que W es un abierto en X.
Como N, 4; C UUV y los conjuntos U y V son ajenos. Se tiene que W =
(Nizy A;) N (X \ V). Note que i, A; es un conjunto cerrado en X y X \ V
es un cerrado, por lo que W es cerrado y contiene al punto p. En consecuencia
KcCcQx(p) CWCU Asi K cUNV =0, por lo que K = ). Se sigue que Qx(p)
es un conjunto conexo en X que contiene al punto p, de modo que Qx (p) C Cx(p).

|

2. Propiedades de espacios topoldgicos

Recordamos en esta parte algunas propiedades de los espacios topolégicos que
utilizaremos a lo largo de la tesis. Muchos de los resultados que exponemos fueron
tomados de los libros de Kuratowski [4] y [5]



4 1. PRELIMINARES

TEOREMA 1.10. (de reduccion de Brouwer) Si X es un espacio sequndo nurmne-
rable y A es una familia no vacia de subconjuntos cerrados de X, con la propiedad
de que para cada sucesion creciente, Ay C Ay C A3 C .-, de elementos de A existe
un elemento, A, de A tal que, para cada n € N, A, C A. Entonces A tiene un
elemento mazimal. Si A es una familia no vacia de subconjuntos cerrados de X,
con la propiedad de que para cada sucesion decreciente, Ay O Ay D A3 D -+, de
elementos de A existe un elemento, A, de A tal que, para cada n € N, A, DO A.
Entonces A tiene un elemento minimal.

DEMOSTRACION. Fijemos un elemento Ag € A y una base numerable para la topo-
logia de X, {B,, : n € N}. Consideremos la subcoleccion A; de la familia A definida
como sigue:

Alz{AE.A:AogAyAﬂB17é@}.
Si A, es no vacia, entoces fijamos un elemento A; € A;. Si la coleccion A; es

vacia, entonces definimos A; = Ap.
Analogamente tomemos la subcoleccion As de la familia A definida como sigue:

Azz{AE.AAlgAyAﬂBQ#@}

Si A es no vacia, entoces fijamos un elemento Ay € As. Si la coleccion As es
vacia, entonces definimos As = A;. Ahora, supongamos que se han determinado
n elementos de A, digamos A;, As, ..., A,, tales que 49 C A1 C A C --- C A,
y, si A;_1 estd contenido propiamente en A;, entonces A; N B; # (), para cada
1€ {1,2,...,n}, consideremos la subcoleccion A, de la familia A definida por:

Aps1={A€A: A, CAy AN By # 0}

Si A, 41 es no vacia, entonces elijamos un elemento A, 11 € A, 1. Si la coleccion
An+1 es vacia, entonces definimos 4,11 = A,. De este modo, inductivamente, se
ha determinado una sucesiéon creciente de elementos en A,

A0CA1CA2CA3C"',

con la propiedad adicional de que, para cada n € N, si A,,_1 esta contenido propia-
mente en A,,, entonces

A, N B, # 0.

Por hipétesis, existe un elemento A de A tal que, para cadan € N, A,, C A.

Demostraremos que A es un elemento maximal en A. Para esto, supongamos,
lo contrario, es decir, supongamos que existe un elemento A’ en A que contiene
propiamente al conjunto A y fijemos un punto z € A’ \ A. Se tiene que X \ A es
un conjunto abierto en X que contiene al punto x. Luego, existe m € N tal que
x € By C X\ A

Por otro lado, como A,, C Ay AN B,, = 0, se tiene que A,, N B, = 0.
Ahora, puesto que A,,_1 C Ay A esta contenido propiamente en A’, se tiene que
A,,_1 esta contenido propiamente en A’. Ademas, como z € A’ N B,,, se sigue que
A’ N B, # 0. Luego, A’ es un elemento de la coleccion A,,. Es decir, la coleccion
Am, que usamos para determinar al elemento A,, de la sucesién construida, no es
vacia. Luego, el elemento A,, esta determinado de tal forma que A,, N By, # 0. Lo
cual es una contradiccion de modo que A es un elemento maximal en A.

Analogamente se puede probar que A tiene un elemento minimal. O



2. PROPIEDADES DE ESPACIOS TOPOLOGICOS 5

TEOREMA 1.11. (del cable cortado) Sea X wun espacio Hausdorff compacto.
Si K es una componente conexa de X y F es un conjunto cerrado en X tal que
FNK =10, entonces existe un conjunto abierto y cerrado en X, L, tal que K C L
y LNF = (.

DEMOSTRACION. Sean K una componente conexa de X y F un conjunto cerrado
de X tal que F N K = (. Como K es una componente conexa de X, existe un
punto p de X tal que K = Cx(p). Por el Teorema 1.9 tenemos que K = Qx(p).
Note que K € X \ F'y X \ F es abierto en X. Luego por el Lema 1.8, existen
conjuntos abiertos y cerrados en X, Aj,..., A, tales que p € A;, i € {1,....,n}y
Ni_; Ai C X \ F. De esta forma:

(Nis  A)NF =0y K C N A
Asi, basta definir a L como (;_, A;, para tener la conclusién del teorema. O

TEOREMA 1.12. (de golpes en la frontera) Sea X un continuo de Hausdorff y
U un subconjunto propio, abierto y no vacio de X. Si K es una componente de
Clx(U) entonces K N Frx (W) # 0.

DEMOSTRACION. Sean U un subconjunto propio, abierto y no vacio de X y K una
componente de Clx (U). Supongamos que KN Frx(U) = (. Se demostrara que U no
puede ser un subconjunto propio de X. Note que Clx(U) es un espacio Hausdorff
compacto. Ademas, Frx(U) es un conjunto cerrado en Clx(U) y ajeno de K. Se
sigue del Teorema del cable cortado que existe un conjunto, L, abierto y cerrado
en Clx(U), tal que K C Ly LN Frx(U) =0. Como L C Clx(U) =UU Frx(U),
se tiene que L C U. De aqui que L es abierto en U, note que U es abierto en X,
se sigue que L es abierto en X. También ocurre que L es cerrado en X, pues L es
cerrado en Clx(U) el cual es cerrado en X. De esta forma L es abierto y cerrado
en X. Ademas, L # (), pues K C L, y como X es conexo, se sigue que L = X.
Finalmente como, L C U, se tiene que U = X. Lo cual es una contradiccién. Por lo
tanto, K N Frx(U) # 0. O

PROPOSICION 1.13. Sea {X,, }nen una sucesidn de espacios métricos compactos
tal que X, 11 C X, para cada n € N y sea

X =Npen Xn-
Si U es un conjunto abierto en X, tal que X C U, entonces existe N € N tal que si
n > N entonces

X, C U
En particular, si X, # 0 para cada n € N, entonces X # 0 (y asi compacto).

DEMOSTRACION. Supongamos que existe un conjunto abierto U en X; tal que
X CcUy X, € U, para cada n € N. Tomemos un punto z, € X,, \ U, para cada
n € N. Como X; \ U es cerrado, y asi compacto, para la sucesion {z, }neny € X1\ U
podemos encontrar una subsucesion {z,, }jen que converge a un punto p € X \ U.
Como para cada j € N, z,,; € X,;, si n; > m, entonces p € X,,, para toda n € N.
Asi p € X, lo cual contradice el hecho de que X C U, pues p € X7 \ U.

Para la segunda parte de la demostracion supongamos que X = (). Se tiene que
U = () cumple que X C U, asi por la parte anterior tenemos que existe N € N tal
que X,, C U, para toda n > N. De modo que X,, = (), para toda n > N; lo cual es
una contradiccion. Por lo que X # (. O
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TEOREMA 1.14. Si {X, }nen es una sucesion de continuos tal que X,+1 C X,
para cada n € N y sea

X = ﬂneN X,.
FEntonces X es un continuo.

DEMOSTRACION. Por la Proposicién 1.13, X es un espacio métrico compacto y no
vacio. Resta ver que X es conexo. Para esto supongamos lo contrario, es decir,
supongamos que existen A y B conjuntos cerrados, no vacios y ajenos tales que
X = AU B. Como X es un espacio normal, existen dos abiertos en X1, V. y W,
ajenos tales que A C Vy B C W. Sea U = VUW. Entonces por la Proposicion 1.13
tenemos que X,, C U, para algin n € N. Por lo tanto

Xn =X, NV)U (X, NW).
Como AUB = X C X,, y,dado que ANX # 0y BNX # (), tenemos que X,,NV # ()

y X MW #£ . Por lo que V y W forman una disconexion para el continuo X, lo
cual es una contradiccién. Por lo tanto, X es conexo. 0

DEFINICION 1.15. Sean X un espacio topologico y A, B C X. Se dice que A y
B son conjuntos separados si

AnClx(B) :(Z) Y ClX(A) NB= @

Algunas veces también se dird que A estd separado de B.

PROPOSICION 1.16. Sean X wun espacio topoldgico y A,B,C C X. Si A estd
separado de B y de C, entonces A estd separado de B U C.

DEMOSTRACION. Tenemos que ANClx(BUC) = (ANClx(B))U(ANCix(C)) = 0.
Por otro lado, Clx (A)N(BUC) = (Clx(A)NB)U(Cix(A)NC) = 0. Por lo tanto,
Ay BUC son conjuntos separados. O

DEFINICION 1.17. Sea X un espacio topoldgico, decimos que X es disconezxo
si existen A y B subconjuntos de X separados tales que A# 0, B#0 yX = AUB.
Si no existen dichos conjuntos, entonces decimos que X es conexo.

TEOREMA 1.18. (de descomposicion) Sean X un espacio topoldgico conezo y
C C X conexo. Si M y N son dos conjuntos separados y no vacios tales que
X\ C =MUN, entonces los conjuntos CUM y CUN son conexos. Mds ain, si
C es cerrado, entonces C UM y C'UN también son cerrados.

DEMOSTRACION. Supongamos que C'U M no es conexo, es decir, CUM = AU B,
con A y B conjuntos separados. Probaremos que A = ) o B = () . Como C es
conexo, sin pérdida de generalidad, supongamos que C N B # (), luego C C B.
De modo que A C M. Como M y N son conjuntos separados, el conjunto A esta
separado de N. Por la Proposicién 1.16, A y N UB son conjuntos separados, pues A
esta separado de B. De modo que X = (CUM)UN = (AUB)UN = AU(BUN).
Por lo que X es la unién de dos conjuntos separados, a saber A y BU N. Por lo
tanto, A=0 o0 BUN =0, es decir, A=0 o B=0.

Ahora, si suponemos que C' es un conjunto cerrado, entonces
Clx(CUM) =[Clx(CYUCIx(M)INX =[CUClx(M)]Nn[C UM U N].
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Como N y M son conjuntos separados, se tiene que Cly (M)NN = (), por lo tanto,
Clx(CUM)=CUM, es decir C UM es un conjunto cerrado.
Analogamente, se prueba que C U N es un conjunto conexo y cerrado. (]

COROLARIO 1.19. Sea C' un subcontinuo de un continuo X. Si M y N son dos
conjuntos separados y no vacios tales que X \C = MUN, entonces CUM y CUN
son continuos.

DEMOSTRACION. Por el Teorema 1.18 tenemos que CUM y CUN son subconjuntos
conexos y cerrados de X. Se sigue que CUM y C'UN son compactos. Por lo tanto,
CUM y CUN son continuos. O

DEFINICION 1.20. Sean X un continuo y p,q € X. Se dice que X es irreducible
entre p y q si no existe subcontinuo propio Y, de X tal que p,q € Y. Decimos que
X es wrreducible si existen dos puntos tales que X es irreducible entre ellos.

DEFINICION 1.21. Sean X un espacio topoldgico y A, B C X, se dice que X
es conexo entre A y B si no existen conjuntos abiertos, W y V, en X tales que
X=UUV,ACcU, BCcVyuUnV=40.

PROPOSICION 1.22. Si X es un continuo y p,q € X, entonces X contiene un
subcontinuo que es irreducible entre p y q.

DEMOSTRACION. Sean p,q € X. Tomemos
H ={Y C X : Yes un subcontinuo con p,q € Y},
la familia H no es vacia pues X € H.

Ahora, tomemos una sucesion de elementos, {H,, }nen, de H tal que H,11 C
H,, para cada n € N. Veamos que la sucesion {H,, } ey esté acotada inferiormente
en H. Sea Hy = (), ey Hn- Como p,q € H,, para cada n € N, entonces p,q € Hy,
se sigue del Teorema 1.14 que Hj es un continuo. Por lo que Hy € H y Hy C H,,
para cada n € N. De modo que la sucesion {H,},cn esta acotada inferiormente.
Por el Teorema de Reduccion de Brouwer (Teorema 1.10), tenemos que H tiene un
elemento minimal, es decir, existe un elemento Z € H tal que Z C H, para cada
H e 3.

Veamos que Z es irreducible entre los puntos p y ¢. Para esto supongamos
lo contrario, es decir, supongamos que Z tiene un subcontinuo propio, Z’, tal que
p,q € Z'. Como Z' es compacto en Z, entonces Z’ es compacto en X. Ademads, como
7' es conexo en Z, entonces Z' es conexo en X, por loque Z € Hy Z' C Z, lo
cual contradice que Z sea el elemento minimal de JH. Por lo tanto Z es un continuo
irreducible entre los puntos p y q. O

LEMA 1.23. Sean X y Y espacios métricos compactos. Una funcion f : X — Y
es continua si, y sélo si, siempre que una sucesion {x, }nen convergente en X tal
que la sucesion {f(xz,)}nen es convergente en'Y, entonces se tiene que

lim f(z,,) = f(limx,).

DEMOSTRACION. La necesidad siempre se cumple pues X y Y son espacios métricos.

Para probar la suficiencia supongamos que f : X — Y que no es continua, esto
es, existe un punto zy € X tal que f no es continua en xy. De esta manera podemos
hallar una sucesion {z, },en cuyo limite en X es xy pero
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lim f(zn) # f(20)-

De esta forma para algin g9 > 0 se cumple que, dado cualquier n € N es posible
hallar un M, € N tal que M,y > ny d(f(zm,,), f(z0)) > €0. Luego, podemos
definir recursivamente la funciéon o : N — N como sigue:

= Caso base, o(1) = M(y),

= paso recursivo o(n 4 1) = M)
Para cada n € N definamos ], = (). Obseve que o(n+1) = M(5(n)) > o(n), ast
que o : N — N es una funcion creciente, y por lo tanto {z/, },cn es una subsucesion
de {2, }nen. Ademas ocurre que para cada n € N,

d(f(x7,), f(wo)) = €0

Como Y es un espacio métrico compacto, la sucesion z! neN admite una subsu-
) nJjne
cesion {x;{}neN convergente en Y. Dado que

d(f (2, f(xg)) > o, paratodan €N,

n

se tiene que

lim f(z7,) # f(zo).-
No obstante lim 2! = xq, pues {z!/ },,en es una subsucesion de {z, }nen.

En resumen, se ha demostrado que si f : X — Y no es continua entonces existen
un punto zo y una sucesion {x!'},en que converge a xg en X, y cuya sucesion de
iméagenes {f(z!))}nen converge en Y, pero lim f(x!) # f(xo), con lo cual termina
la prueba. ([l

LEMA 1.24. Sea f: X — Y wuna funcion. Si AC X y BCY se cumple que
JIAN F~1(B)] = f(4) N B,
Mds ain, si A1, Ao, ..., A, son subconjuntos de X entonces
FUFH Moy F(AR)) MA] = Mz f(Ar),

para cada i € {1,2,...,n}.

DEMOSTRACION. Tomemos un punto y € f(A) N B, entonces existe x € A tal que

f(z) =y, como f(z) =y € B entonces z € f~1(B), de modo que z € AN f~1(B).

Por lo que f(A)N B C fl[AN f~1(B)].

Como f[AN f~YB)] c f(ANf(f1(B)) C f(A)N B, tenemos que
fIANfH(B)] = f(A) N B.

Sean Aj, As, ..., A, subconjuntos de X, si tomamos B = (,_, f(Ax), por la parte

anterior de esta demostracién tenemos que

SO FH (Mozy FAR] = F(A) NNz f(AR)] = M=y f(AR),
para cada i € {1,2,...,n}. O

TEOREMA 1.25. (Weierstrass). Sea f : X — R una funcidn continua. Si X es
un espacio compacto, entonces f es acotada y alcanza su mdximo y su minimo.

DEMOSTRACION. Como f es continua y X es compacto, entonces f(X) es compacto
en R. Por lo que f(X) es un conjunto cerrado y acotado en R. Con lo cual se tiene
la conclusién. g

COROLARIO 1.26. Sean X un espacio métrico y A, B C X. Si A es compacto,
B es cerrado y AN B = () entonces 6(A, B) > 0.
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DEMOSTRACION. Recordemos que §(4, B) = inf{d(x,B) : x € A}. Como la fun-
cion f : A — R* U {0} definida por f(z) = d(x, B), para cada x € A, es una
funcién continua definida de un espacio métrico compacto. Por el Teorema 1.25
existe un punto zo € A tal que f(zo) = d(zo, B) = 6(A, B). Si f(z9) = 0 enton-
ces g € Cl(B) = B, dado que B es cerrado, obtenemos que zy € AN B lo cual
contradice la hipétesis, por lo tanto, §(A4, B) > 0. O

COROLARIO 1.27. Sean X un espacio compacto y una familia de conjuntos
cerrados {Fo}aer C X tal que (\,c; Fo = 0. Entonces existe ¢ > 0 (llamado
el coeficiente de Lebesgue del sistema {Fy}acr) tal que para cada conjunto A de
didmetro menor a € es ajeno de al menos uno de los conjuntos Fy, .

DEMOSTRACION. Como F,, es cerado para toda o € I, entonces E, = X \ F,
es un conjunto abierto para cada a € I. Note que J,c; Bo = Uye; X \ Fo =
X\ (Naer Fa) = X, de modo que {E,}aer es una cubierta abierta de X. Por
lo que existen puntos ag,...,a, C I tales que U?Zl E,, = X. De modo que §) =

X\ (UL, Ea,) =Ny Fu,. Asi existen aq, ..., a;, C I tales que (I, Fo, = 0.

Sea f: Fy, x---x F, — R definida por
J((x1, . 2n)) = méx {d(zs,2;) 1 2y € Fy, 05 € Foy y jyi € {1,...,n} con i # j}.

Como f es una funciéon continua definida en un espacio métrico compacto, entonces
por el Teorema 1.25, el conjunto f(F,, X -+ X F, ) es acotado. Llamemos ¢ a la
cota inferior de la funcion. Dado que (;_, F,,, = 0 por el Corolario 1.26 tenemos
que € > 0. Sea A C X con diam(A) < e.

Supongamos que A N F, # () para cada a € I. En particular, sea z; € AN F,,
para cada i € {1,...,n}, entonces f(z1,...,x,) > € lo cual contradice que diam(A) <
e por lo que AN F, = () para algin « € 1. O

COROLARIO 1.28. Sean X un espacio métrico y C una cubierta abierta. Enton-
ces existe € > 0 tal que cada cubierta de X compuesta por conjuntos de didmetro
menor que £ es un refinamiento de C.

DEMOSTRACION. Sea C = {C},}ner una cubierta abierta de X. Llamemos

D, = X\ C,, para cada « € I.
Note que D, es cerrado en X, para cada o € I,y (),c; Do = 0.

Como (,e; Do = 0 entonces existen o, ..., € I tales que (), Do, = 0.
Tomemos f: Fy,, X --- x F,, — R definida por

f((z1, .y 2n)) = max {d(zs, ;) s x5 € Fo x5 € Foy y jyi € {1,...,n} con i # j},

Como f es una funciéon continua definida en un espacio métrico compacto, entonces
por el Teorema 1.25, el conjunto f(F,, X -+ X F, ) es acotado. Llamemos ¢ a la
cota inferior de la funcién. Asi, por el Corolario 1.27, cada conjunto A de didmetro
menor a ¢ intersecta a al menos un D,,.

Sea {Es}ges una cubierta de X con didm(Eg) < ¢ para cada § € J, es decir
X C UﬁeJ Eg. Sea 8 € J, veamos que Eg C C, para algin o € I. Supongamos
por el contrario, es decir, Es ¢ C, para cada o € I. Consideremos un punto
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zo € EgN (X \ Cy) = EgN D, para cada a € I. Asi f((zay, -, Ta,)) > € lo que
contradice que diam(A) < e. O

3. Limites de conjuntos

En esta seccién atendemos un tipo de convergencia de sucesiones de subcon-
juntos de un espacio métrico compacto. Asi como algunas propiedades basidas para
entender nuestro estudio acerca de funciones especiales.

DEFINICION 1.29. Sean X un espacio métrico compacto y {Ap}nen una suce-
sion de subconjuntos no vacios de X. Definamos el limite superior (denotado por
limsup) y el limite inferior (liminf) de la sucesion {A,}nen como:

liminf A,, = {z € X : para todo abierto W C X con x € U, existe N € N
tal que UN A,, # 0, para cadan > N} y

limsup A, = {z € X : para todo abierto U de X con x € U, existe un
conjunto J C N infinito, tal que UN A,, # 0, para cada n € J}.

PROPOSICION 1.30. Sean X un espacio métrico compacto y {A,}nen una su-
cesion de subconjuntos no vacios de X. Se tiene lo siguiente:

(i) liminf A, C limsup A,,;

(#1) imsup A,, y liminf A,, son subconjuntos cerrados de X ;

(#11) limsup A,, # 0.

DEMOSTRACION.

(i) Probemos que lim inf A,, C limsup A,,. Para esto sea « € liminf A,,, entonces
para todo conjunto abierto U de X, existe N € N tal que U N A,, # 0, para cada
n > N. Basta tomar J = N\ {1,2,..., N — 1}, por lo que = € limsup A4, asi
liminf A,, C limsup 4,,.

(ii) Veamos que limsup A4,, = Cl(limsup A,). Sean z € Ci(limsup 4,,) y U un
conjunto abierto en X tales que = € U. Luego, (limsup A,) N'U # . Tomemos un
punto y € (limsup A, )NU. De manera que existe un conjunto J C N infinito tal que
UN A, #0, para cada n € J. Por lo que = € limsup A,,. Asi que Cl(limsup 4,,) C
limsup A,,. Se sigue que limsup A,, es cerrado en X. Analogamente se prueba que
liminf A,, es un conjunto cerrado en X.

(iii) Para cada n € N, sea z,, € A,, y consideremos la sucesion {z, },en en X.
Como X es compacto, existe una subsucesion {z],}men de la suceson {z,}nen tal
que lim !, = z, para algin « € X. Veamos que z € limsup A,,. Sea U un conjunto
abierto en X tal que z € U. Como {z),}men converge a z, existe N € N tal que
al, € U, para cada m > N. Puesto que 2}, € A | se tiene que A, NU # (), para
cada m > N. Sea J = {m : m > N}. Luego J C N, J es infinito y A, N U # 0,
para cada m € J. Por lo tanto, z € limsup A,,. O

OBSERVACION 1.31. Dada una familia {A,}neny de conjuntos cerrados. No
siempre ocurre que limsup A,, C liminf A,,.

Sea {A; }nen la familia de subconjuntos de R dada por Ag, = {1} y Agp—1 =
{-1} para cada n € N. Tenemos que limsup A,, = {—1,1} pero liminf A4, = .

Veamos que 1 € limsup A,,. Sea U un conjunto abierto que contiene a 1. To-
memos el conjunto infinito J = {2n : n € N}. Tenemos que 1 € UN A, para cada
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n € J. De modo que UN A, # 0, para toda n € J. Por lo que 1 € limsup A,.
Anéalogamente podemos probar que —1 € limsup A4,,.

Sea z € R\ {—1,1}. Tomemos la bola abierta con centro en z y radio r, B, (z),
donde r = min{| z — 1 |,| z + 1 |}. Note que = € B,(z) y —1,1 ¢ B,.(z). Por lo
que B,(x)N A, = 0, para toda n € N. De modo que = ¢ limsup 4,,. Por lo tanto
limsup A,, = {-1,1}.

Por la parte anterior tenemos, ademas, que x ¢ liminf A,, para z € R\ {—1,1}.
Veamos ahora que 1 ¢ liminf A,,. Tomemos V = B;(1), V es un conjunto abierto
con 1 € V. Note que para toda n € N, si VN A, # 0, entonces A, = {—1},
por lo que VN A, = (. Por lo que no existe N € N tal que para toda n > N,
VN A, # 0. De modo que 1 ¢ liminf A,. De forma similar se puede probar que
—1 ¢ limsup A,,. Por lo que liminf A4,, = 0.

PROPOSICION 1.32. Sean X y Y espacios métricos compactos. Una funcion
f X — Y es continua si, y solo si, para cada punto y € Y, y toda sucesion
{Yn}nen, contenida en'Y, tal que limy,, =y se cumple que

limsup f~' ({yn}) € F ({yn})-

DEMOSTRACION. Primero veamos la necesidad, para esto supongamos que f : X —
Y es una funcion continua y sea x € limsup f~*({y,}), entonces existe una sucesién
{Zn}nen contenida en X, tal que, para cada n € N, se tiene que z, € f~1(yn).
Luego, existe una subsucesion {x,; }jen de {zy }nen tal que limz,; = =.

Como f: X — Y es continua, por el Lema 1.23, se tiene que lim f(x,) = f(x).
Note que {f(zn,)};jen es una subsucesion de {f(z,)}nen y observe que para todo
n €N, f(xn) = yn, por lo que {f(xn,)} en es una subsucesion de {yn}nen. Como
lim y,, = y, entonces lim f(z,,) = y. De aqui que f(z) = y, es decir x € F1{y}).
Por lo que

limsup £~ ({yn}) € f({y})-
Ahora para la suficiencia, tomemos un punto zg € X. Sea {z,, }nen una sucesion
convergente a g tal que {f(z,)}nen converge a un punto yo € Y.
Como lim f(x,) = yo, entonces

lmsup f~H({f(zn)}) € f7 {yn})

esto es por hipétesis. Note que

xo € limsup{z,} C limsup f~1(f({z,})) = limsup f 1 ({f(z.)}) € F{yo}).
Por lo tanto f(xg) = yo, y asi f : X — Y es continua. O






Capitulo 2

Algunas funciones especiales entre espacios
métricos compactos

1. Algunas clases de funciones

En este capitulo vamos a definir la primera parte de las funciones especiales,
entre espacios métricos compactos, que se estudiaran mas adelante y que serviran

a su vez para definir nuevas clases de funciones.

DEFINICION 2.1. Sea f una funcion continua de un espacio topolégico X sobre

un espacio topologico Y, decimos que f es:
(I) Un homeomorfismo si f es inyectiva y la funcion inversa f~! es

continua.
(II) Abierta si f manda a cualquier conjunto abierto de X en un conjunto

abierto de Y .
(II1) Atémica si para cualquier subcontinuo, K, de X tal que el conjunto

f(K) es no degenerado, entonces f~1(f(K)) = K.

NOTACION 2.2. Para el estudio posterior de estas funciones denotaremos por:

H a la clase de los homeomorfismos;
O a la clase de las funciones abiertas y
A es la clase de las funciones atémicas.

Las siguientes funciones en consideraciéon han sido definidas por la propiedad
que satisface la imagen inversa de un continuo del codominio. Decimos que tal clase
de funciones esta definida por el subcontinuo de la imagen.

DEFINICION 2.3. Sea f wuna funcion continua y suprayectiva de un espacio
topoldgico X sobre un espacio topoldgico Y, decimos que [ es:

13
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(IV) Monétona si para cualquier punto y € Y, el conjunto f~1({y}) es
conezo.

(V) Confluente si para cualquier subcontinuo, Q, de Y y cualquier com-
ponente, K, de f~(Q) se tiene que f(K) = Q.

(VI) Semiconfluente si para cualquier subcontinuo, Q, de Y y para cua-
lesquiera dos componentes, C1 y Co, de f~1(Q), se tiene que f(C1) C f(Cs)
o f(C2) C f(Ch).

(VII) Débilmente confluente si para cualquier subcontinuo, @), de' Y exis-
te una componente, K, de f~1(Q) tal que f(K) = Q.

(VIII)Juntadora si para cualquier subcontinuo, Q, de Y y para cuales-
quiera dos componentes, C; y Ca, de f~1(Q), se tiene que f(C1)N f(Cy) #
0.

(IX)Atriodica si para cualquier subcontinuo, Q, de Y existen dos com-
ponentes, Cy y Cy, de f~1(Q) tal que f(C1) U f(C2) = Q y para cual-
quier componente, C, de f~1(Q) se tiene que f(C) = Q, f(C) C f(C1) o
f(C) C f(Cy).

NOTACION 2.4. Para el estudio posterior de estas funciones denotaremos por:

M a la clase de las funciones mondtonas;
C a la clase de las funciones confluentes;
8C a la clase de las funciones semiconfluentes;
DC a la clase de las funciones débilmente confluentes;
d a la clase de las funciones juntadoras y
At a la clase de las funciones atriddicas.

De las definiciones anteriores vemos que los homeomorfismos es la clase mas
grande, respecto de la contencién de conjuntos, de las funciones definidas en 2.1 y
2.3. En el resultado que sigue sélo vamos a atender el caso de las funciones abiertas
y atémicas.

TEOREMA 2.5. Sean X y Y espacios métricos compactos y f : X — Y una
funcion continua y suprayectiva. Si f es un homeomorfismo, entonces f es una
funcién abierta y atémica.

DEMOSTRACION. Supongamos que f : X — Y es un homeomorfismo.

Veamos que f es abierta. Para esto sea V un conjunto abierto en X. Tenemos
que f(V) = (f~1)~%(V) y, como f~! es continua por hipotesis, entonces f(V) es un
abierto en Y.

Ahora, probemos que f es atémica. Tomemos K un subcontinuo de X tal que
f(K) es no degenerado. Como f es un homeomorfismo, se tiene que f~1(f(K)) = K.

Por lo tanto, f es una funcién abierta y atémica. O

En lo que sigue de esta secciéon comparamos nuestras clases de funciones, ini-
ciamos este analisis probando que A C M.

TEOREMA 2.6. Sea f : X — Y wuna funcion continua y suprayectiva entre
continuos. Si f es atomica, entonces f es mondtona.

DEMOSTRACION. Esta proposicién se demostrard por contrarreciproca. Suponga-
mos que f no es monétona, de modo que existe un punto y € Y tal que f~1({y})
no es conexo. Por lo que podemos encontrar C; y C5 dos conjuntos cerrados en
f~'({y}), no vacios y ajenos tales que f~1({y}) = C; U Cy. Como f es continua
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estonces, f~1({y}) es un conjunto cerrado en X, asi C; y Co son cerrados en X.
Como X es métrico, en particular es normal, por lo que existen dos abiertos U y V
en X tales que C1 C U, Cy C Vy UNV = (). Sea D la componente de Clx (U) tal que
F~Y{y})N D # 0 por el Teorema de Golpes en la Frontera, Teorema 1.12, tenemos
que DN Fr(U) # 0, por lo que f(D) es no degenerado. Note que y € f(D), por lo
que f~'({y}) C f~1(f(D)) de modo que D C f~1(f(D)), pues f'({y})NV# 0Dy
DNV =10{. Asi que f no es atomica. O

Ahora, vamos a dar una caracterizacion de las funciones monétonas, con lo cual
vamos a probar que M C C.

PROPOSICION 2.7. Sean X y Y dos espacios Hausdorff compactos, f: X =Y
una funcion continua y suprayectiva. Se tiene que f es mondtona si, y sélo si, para
cada, K, subcontinuo de Y, f~1(K) es un subcontinuo de X.

DEMOSTRACION. =] Sea K un subcontinuo de Y. Claramente f~!(K) es compacto
en X. Asi, resta ver que f~1(K) es conexo en X. Supongamos que no es asi, es
decir, supongamos que existen F'y G conjuntos cerrados en X, ajenos tales que
fYK)=FUQG.

Observese que por la suprayectividad de f se tiene que K = f(F) U f(G),
ademas f(F) y f(G) son cerrados en Y. Si y € f(F) C K, entonces f~'({y}) C
f71(K) = FUG. Por hipétesis, como f~1({y}) es conexo y f~1({y}) N F # 0, se
tiene que f~!({y}) C F. De modo que f~1({y}) NG = (). Luego y no esta en f(Q).
De aqui que f(F)N f(G) = 0. Como K es conexo en Y, se sigue que f(F) =0 o
f(G) =0, es decir, F = () o G = (). Por lo tanto se concluye que f~*(K) es conexo.

<] Sea y € Y tenemos que {y} es compacto y conexo, de modo que {y} es un
subcontinuo de Y, se sigue de la hipotesis que f~1({y}) es un subcontinuo de X y
por lo tanto, f~!({y}) conexo. Asi f es mon6tona. O

TEOREMA 2.8. Sean X y Y espacios métricos compactos y f : X — Y una
funcion continua y suprayectiva. Si f es mondtona, entonces f es confluente.

DEMOSTRACION. Sean @ un subcontinuo de Y y K una componente de f~1(Q).
Como f es monodtona se sigue de la Proposicién 2.7 que f~1(Q) es un continuo. En
particular f~1(Q) es conexo, por lo que K s6lo puede ser f~1(Q), de modo que
f(K) = f(f~4Q)) = Q. Con esto se tiene que f es confluente. a

TEOREMA 2.9. Sean X y Y espacios métricos compactos y f : X — Y una
funcion continua y suprayectiva. Si f es confluente, entonces f es semiconfluente.

DEMOSTRACION. Sea  un subcontinuo de Y y tomemos dos componentes, Cy y
Cs, de f71(Q). Como f es confluente, tenemos que f(C;) = Q C Q = f(Cy). Asi
f(C1) C f(Cs). Por lo que f es semiconfluente. O

TEOREMA 2.10. Sean X y Y espacios métricos compactos y f : X — Y una
funcion continua y suprayectiva. Si f es semiconfluente, entonces fes juntadora.

DEMOSTRACION. Sea @ un subcontinuo de Y y tomemos dos componentes, Cy
y Oy, de f~1(Q). Como f es semiconfluente tenemos que f(C;) C f(Ca) o bien
f(C2) C f(Ch).

Si f(C1) C f(Cs) entonces f(C1) N f(C2) = f(C1) # 0.

Analogamente, si f(Cy) C f(C1) entonces f(Cy) N f(C2) = f(Cy) # 0.
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De modo que f es una funcién juntadora. O

TEOREMA 2.11. Sean X y Y espacios métricos compactos y f : X — Y una
funcion continua y suprayectiva. Si f es confluente, entonces f es débilmente con-
fluente.

DEMOSTRACION. Sea ) un subcontinuo de Y. Tomemos C' una componente de
f71Q). Como f es confluente tenemos que f(C) = Q. De modo que existe una
componente de f~1(Q), a saber C, tal que f(C) = @, por lo que f es débilmente
confluente. O

TEOREMA 2.12. Sean X y Y espacios métricos compactos y f : X — Y una
funcion continua y suprayectiva. Si f es semiconfluente, entonces fes débilmente
confluente.

DEMOSTRACION. Sea @ un subcontinuo arbitrario de Y. Veamos que existe una
componente, C, de f~1(Q) tal que f(C) = Q. Para esto, tomemos

H ={H CY : H es un subcontinuo de @ y existe una componente, C,
de f~1(Q) tal que H C f(CO)}.

Note que la familia J no es vacia, pues si tomamos y € @, entonces {y} € .
Ahora, si { Hy, }nen es una sucesion de elementos de H tal que H,,—; C H,, para cada
n € N. Pongamos Hy = Cly (UpenH,,), tenemos que Hy € H. De hecho, sea C), la
componente de f~1(Q) tal que H,, C f(C,). Dado que X es un espacio compacto,
se tiene que f~1(Q) es compacto y podemos encontrar una subsucesion convergente
{Ch, }jen de la sucesion {C, }nen. Definamos K = lim Cy,;, como f(K) C Q y como
K es un subcontinuo, existe una componente Cy de f~1(Q) tal que k C Cy. Por
la continuidad de f tenemos que Hy C f(K), y asi, Hy C f(Cy). esto significa que
Hy € 3. se sigue del Teorema de reduccién de Brouwer que H tiene un elemento
maximal, el cual denotaremos por R. Por la definicién de H, tenemos que existe
C C f~4Q) tal que R C f(C). Supongamos que f(C) # @Q, es decir, que existe un
punto ¢ € Q \ f(C) y tomemos una componente C’ de f~1(Q) tal que ¢ € f(C").
Como f es semiconfluente, tenemos que f(C) C f(C")\ {q}, lo cual contradice que
R sea el méaximo. Asi f(C) = Q. O

TEOREMA 2.13. Sean X y Y espacios métricos compactos y f : X — Y una
funcion continua y suprayectiva. Si f es débilmente confluente, entonces f es atrio-
dica.

DEMOSTRACION. Sea @ un subcontinuo de Y. Como f es débilmente confluente
tenemos que existe una componente, K, de f~1(Q) tal que f(K) = Q. Conside-
remos C; = K y Cs otra componente de f~1(Q). Tenemos que f(C1)U f(Cs) =
QU f(Cy) = Q. Ahora, para cualquier otra componente, C, de f~1(Q) tenemos que
f(C) c Q= f(C1), porlo que f(C) C f(Ch). Asi f es atriddica. O

Concluimos esta seccién con una equivalencia de las funciones abiertas y, algu-
nas propiedades que nos seran de utilidad para probar que O C C.

PROPOSICION 2.14. Si f : X — Y es una funcion continua y suprayectiva entre
espacios métricos compactos, entonces f es abierta si, y solo si, para cada sucesion,
{Yn}nen, contenida en'Y tal que limy, =y, entonces

limsup f~ ({yn}) = f~ ({y})-
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DEMOSTRACION. Primero probaremos la suficiencia. Sea U un conjunto abierto en
X y tomemos y € Cly (Y \ f(U)). Como f es suprayectiva, entonces existe un
punto z € X tal que f(z) = y. Se demostrard que x € X \ U. Para esto elijamos
una sucesion, {y, }nen, contenida en Y\ f~1(U), tal que limy,, = y.

Note que por hipétesis z € f~1({y}) = limsup f~1({yn}), asi que podemos
elegir una sucesion {x, }nen y una subsucesion de ésta, digamos {z,, }jen, tal que
para cada n € N,

Tn € fﬁl({yn}) y hlmxnj =,
dado que, para cada n € N, f(z,) = yn, v f{yn}) NU = 0, se tiene que
Ty, € X\Uparatoda j € N. Como X \U es un conjunto cerrado en X y limz,,; = x
se sigue que z € X \ U. Por lo tanto f~1({y})NU # 0, es decir, y € Y\ f(U). Por lo
tanto, Y\ f(U) es un conjunto cerrado en Y, lo cual implica que f es una funcién
abierta.

Ahora probaremos la necesidad. Para esto, sea y € Y y {y, }nen una sucesion
contenida en Y tal que limy,, = y. Se demostrard que

tim £~ ({yn}) = 7 ({w})-

Por lo cual bastara verificar que

S {y}) < liminf f~'({yn}) y lmsup = ({y.}) C F ({y}h).

Observe que como f es una funcién continua, por la Proposicion 1.32 la segunda
contencion se cumple.

Ahora, tomemos un punto x € f~!({y}) y un conjunto abierto, U, en X tal
que x € U. Como f es una funcién abierta, entonces f(U) es un conjunto abierto
en Y que contiene al punto f(x) = y. Dado que limy, = y, se tiene que existe
N € N tal que, para cada n > N, y, € f(U), esto es, f~1({y.}) NU # 0. Por lo
tanto z € liminf f~1({y,}). Esto prueba que f~1({y}) C liminf f~1({y,}) y asf,
£ 1 ({w}) = timinf £ ({ya}). O

DEFINICION 2.15. Sean X un espacio topoldgico, un punto x € X y un nimero
cardinal o, decimos que el orden de x en X es menor o igual que o, denotado por
ord(z, X) < «, si para cada conjunto abierto, U, en X con x € U existe un conjunto
abierto, V, en X tal que x € V C U y | Fr(V) |< a. Escribimos ord(z, X) = « para
indicar que ord(z, X) < a y es falso que ord(x, X) < 8 para todo nimero cardinal
B < a.

La siguiente proposicién afirma que las funciones abiertas no incrementan el
orden de los puntos.

PROPOSICION 2.16. Sea f : X — Y wuna funcidn continua y suprayectiva entre
espacios métricos compactos. Si f es una funcion abierta, entonces satisface que:
(a) Si U es un conjunto abierto en X, entonces Fry (f(U)) C f(Frx(U)).

(b) Para cada x € X, se tiene que ord(f(x),Y) < ord(z, X).

DEMOSTRACION.

(a) Sea U un conjunto abierto en X. Se tiene que Frx(U) = Clx(U)N(X\U). Dado
que f es abierta, se tiene que f(U) es un conjunto abierto en Y. Asi, Fry (f(U)) =
Cly (f(W) N (Y \ f(W)). Sea y € Fry (f(U)), esto es y € Cly (f(U)) N (Y'\ f(U)).
Como f es continua, entonces f(Clx(U)) C Cly(f(U)). Ademés, dado que f es
cerrada se obtiene que f(Clx(U)) = Cly (f(U)). Luego, existe un punto z € Clx (U)
tal que f(z) = y. Note que z € X \ U, pues si x € U entonces f(z) € f(U) y asi
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y € f(U), lo cual es una contradiccion. De donde z € Clx(U) N (X \ U), es decir,
x € Frx(U). Con lo cual y € f(Frx(U)).

(b) Sean x € X y a un ndmero cardinal tal que ord(zx X) = a. Sea U un
conjunto abierto en Y con f(x) € U. Note que f~'(U) es un conjunto abierto
en X y x € f~1(U). Luego, por hip6tesis, existe un conjunto V abierto en X tal
que x €V C f7HU) y | Frx(V) |< a. Como f es abierta, f(V) es un conjunto
abierto en Y. Se tiene que f(z) € f(V) C U. Ahora, por la parte (a) tenemos que
Fry(f(V)) C f(Frx(V)). De aqui se tiene que

| Ery(fOV) | < [ f(Frx(V) [ <[ Frx(V) | < a.
Por lo tanto ord(f(z),Y) < ord(z, X). O

PROPOSICION 2.17. Sean X y Y espacios métricos compactos y f : X — Y
una funcion abierta. Si Z es un subconjunto no vacio de Y, entonces

v 71(2) = 2
es una funcion abierta.

DEMOSTRACION. Sea f una funcién abierta y Z un subconjunto no vacio de Y,
sabemos que f |f71(Z): f~YZ) — Z es continua y suprayectiva. Resta ver que
manda conjuntos abiertos en conjuntos abiertos, para esto, sea W un conjunto
abierto de f~1(Z). Se tiene que existe un conjunto abierto U de X tal que W =
un f=42).

Luego f ;-1 (z) (W) = f |1z (UNF1(2)) = FUNF1(Z)) € FU)NZ. Por
otro lado, si y € f(U)NZ existe z en U tal que f(x) = y, manera que x € UNf~1(Z).
Es decir y € f(UN f71(Z)) = [ |y-1(2) (W), por lo que f |f-1(z) (W) = f(U)N Z.
Como f es abierta, se sigue que f [s-1(z) (W) es un conjunto abierto en Z. O

TEOREMA 2.18. Sean X y Y espacios métricos compactos y f : X — Y una
funcion continua y suprayectiva. Si f es abierta, entonces f es confluente.

DEMOSTRACION. Supongamos que la funcién f : X — Y no es confluente, es
decir, existen un subcontinuo B de Y y una componente K de f~!(B) tales que
f(K) # B. Luego existe un punto b € B\ f(K). Se sigue que K N f~1({b}) = 0.
Notemos que no existe un subconjunto conexo contenido en f~!(B) que intersecta
a f~1({b}) y K simultaneamente, ya que si D es un subconjunto conexo tal que
DN f71({b}) #0y DN K # 0 entonces K N f~1({b}) # 0, lo cual no puede ser.
Note que f~1({b}) y K son conjuntos cerrados en f~1(B).

Luego, por el Teorema del Cable Cortado (Teorema 1.11), se tiene que existe
un conjunto abierto y cerrado en f~1(B), G, tal que f~1({b}) C Gy GN K = 0.
Llamemos H al conjuntof~!(B) \ G. Tenemos que Gy H son conjuntos cerrados
en f~1(B) tales que f~1(B)=GUH, KCG, f/*({b}) CHyGNH =1.

Como f(G) = BNf(G), se tiene que f(G) es cerrado en B. Por otro lado, puesto
que G = (X \ H)N f~1(B), se sigue que G es abierto en f~!(B). Por la Proposicién
2.17 se tiene que f |f-1(p) es una funcion abierta, por lo que f |f-1(py (G) = f(G)
es un conjunto abierto en B.

Ahora si b es un elemento de f(G) entonces existe z € G tal que f(z) = b, de
manera que z € f~1(B) C H. Asi z € GN H, lo cual es una contradiccién pues
esta interseccion es vacia. Se sigue que b € B\ f(G), en consecuencia f(G) # B,

ademas f(G) # 0.
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En resumen, tenemos un subconjunto f(G) de B el cual es abierto y cerrado
en B, f(G) # By f(G) # 0, lo cual contradice la conexidad de B, por lo tanto f
es confluente. O

2. Ejemplos de funciones

Concluimos este capitulo, mediante ejemplos de funciones, mostrando que cada
una de las contenciones entre las clases de funciones son propias. De hecho iniciamos
esta seccion mostrando, con los Ejemplos 2.19 y 2.20, que las clases de funciones
abiertas y monétonas no son comparables.

EJEMPLO 2.19. Definamos f(z) =| « | para cada z € [-1,1] C R. La funcién
f es abierta pero mo es mondtona.

-1 0 1

Ficura 1

Veamos que f es abierta, para esto tomemos U un abierto basico para la topo-
logia de [—1,1], estonces U es de la forma [—1,a), (b,1] 6 (¢,d) con —1 < a < 1,
—1<b<1ly—-1<c<d<1y tenemos los siguientes casos:

Caso I. Si 0 € U, entonces,

_ [0,1] ilU=I[-1,a)06 (b1];
Fw) = { [0,e), donde e = max{—c, d} i sil = (c, 2)

Los cuales son abiertos en [0, 1].
Caso II. Si 0 ¢ U, entonces

(—a, 1], siU=[-1,a);
_ (0,1], si U = (b,1];
FW) = (¢,d), silU=(c,d)y0<c
(=d,—c), sil=(c,d)yd<D0.

Los cuales son abiertos en [0, 1].
Por lo cual f es una funcién abierta. Por otro lado, si tomamos el punto 1 € [0, 1],
su imagen inversa es el conjunto {—1, 1}, el cual no es conexo, asi f no es monoétona.

EJEMPLO 2.20. Consideremos la funcion f : [0,1] — [0, 3] definida por

Se tiene que f es una funcion mondtona y no es abierta.
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11/2

Ficura 2

Veamos que f es mondtona, para esto tomemos un punto y € [0, %}

Siy € [0,3) tenemos que f~!({y}) = {y}, el cual es conexo.

Siy =1 entonces f~1({y}) = [%,1] el cual es conexo.

Por lo que f es mon6tona.

Ahora si tomamos el conjunto U = (%,
que f(U) = {1}, el cual no es un abierto en [0

1] el cual es abierto en [0,1], tenemos
, ] Por lo que f no es abierta.
El siguiente ejemplo muestra que no toda funcién atémica es abierta.

EjemMpLO 2.21. Sea S = {(z,sen(32)) : 0 < = < 1} y tomemos X = Clg2(S).
Definamos la funcion f : X — [0,1] dada por

f((z,y) = =,

para cada (x,y) € X. Se tiene que f es atdmica pero no es abierta.

EEEga——

0 1

FiGura 3

Veamos que f es atomica. Para esto sea @ un subcontinuo de X tal que f(Q)
es no degenerado. Note que @ puede ser de tres formas:

1. Q C S, es decir, Q = {(z,sen(28)) 1 zo < & < yo} para 0 < zo < yo < 1.
2. Q C {0} x [-1,1], es decir, @ = {0} x [a,b], con —1 <a<b< 1L
3. QNS #Dy QN ({0} x[-1,1]) # 0, y por la conexidad de Q, éste tiene la
forma ({0} x [-1,1]) U {(z,sen(3X)) : 0 < z < 2o}, con 0 < zp < 1.
Observe que si @ es como en el segundo caso, entonces f(Q) C {0}, es decir
la imagen de @ bajo f es degenerado. Asi, si ) es un subcontinuo de X tal que el
conjunto f(Q) es no degenerado entonces () tiene que ser como en el caso 1 o como

en el caso 3.
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Supongamos que @ es como en el primer caso, entonces @ C S. Note que
fls:S — (0,1] es una funcién biyectiva, mas aun f({0} x [—1,1]) C {0}, es decir,
FHO} x [=1,1]) N £(S) = f({0} x [~1,1]) N (0,1] = B, por lo que f~(f(Q)) = Q
pues de no ser asi se contradice la inyectividad de f |g.

Ahora, si @ es es como en el tercer caso, es decir @ = ({0} x [-1,1]) U
{(z, sen(Q;r)) : 0 < x < mp}, para algin 0 < o < 1. Entonces f(Q) = (0, zg]
v FHA@)) = F((0, o)) = ({0} x [~1,1]) U {(w, sen(25)) : 0 < & < w0} = Q.

Asi f71(Q) = Q y, por lo tanto, f es atémica.

La funcién f no es abierta, pues si tomamos la sucesién {},en C [0,1], tene-
mos que lim = =0y f~*({1}) c {(£,0)} por lo que lim f~'({1}) = lim(%,0) =
(0,0), pero f~1({0}) = {0} x [~1,1], de modo que lim f~*({;;}) # f~"(im({}}),

se sigue de la Proposicién 2.14 que f no es abierta.
El siguiente ejemplo muestra que existen funciones monétonas que no son até-
micas.

EJEMPLO 2.22. Sean S = {(z,sen(38)) : 0 < = < 1} y L = {0} x [-1,2],
tomemos X = SU L y definamos [ : X — [0,1] dada por

f((zy) ==

para cada (x,y) € X. Se tiene que f es mondtona pero no es atémica.

Ficura 4

Probaremos que f es monotona, sea z € [0, 1] tenemos dos casos:
Caso 1, si z € (0,1] entonces f~'({z}) = {(z, %)}, el cual es conexo.
Caso 2, si # = 0 entonces f~({z}) = {0} x [~1,2] que es conexo.
Por lo que f es monétona. Ahora, si tomamos @ = {(z,sen(%8)) : 0 < z <
1} U ({0} x [-1,1]), tenemos que su imagen bajo f es [0, 1], el cual es un conjunto
no degenerado y f~1(f(Q)) = f~1([0,1]) = X # @, por lo que f no es atémica.

El siguiente ejemplo muestra que la clase de las funciones confluentes es més
grande que la clase de las funciones abiertas.

EJEMPLO 2.23. Sean S = {(x,sen(%r)) 0

< 1), I = {0} x [=1,1]
y L = {0} x [-1,2], tomemos X = SUL 1

<z
AU I y definamos la funcion
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f: X =Y dada por

f«am>_{(%gf%m Sy<;

sty = 1.

Tenemos que f es confluente pero no es abierta.

Veamos que f es confluente, para esto sea ) un subcontinuo de Y, como vimos
en el Ejemplo 2.21, Q es de la forma
(1) QcCs, esdec1r Q= {(z,sen(%)) : 2y < x < yo} para 0 < 29 < yo < 1.
(2) @ C {0} x [-1, 1] es decir, @ = {0} X [a,b], con —1 < a < b < 1.
3) QNS ;é 0y Qﬂ ({0} x [ ,1]) # 0, y por la conexidad de @Q, éste tiene la forma
({0} x [-1,1)) U {(z, sen(3E )) 0<z <}, con0<ap< 1.
Si @ es de la forma ( ), dado que para cada (x,y) € @, 0 < z entonces

R =Qvy f(Q) =Q.
Si @Q es de la forma (2), tenemos dos casos:

Caso 1. Si Q = {0} x [a,1] con —1 < a < 1 entonces f~1(Q) = {0} x [a, 35%] ¥
f(la,%3%]) = [a,1] = Q.

Caso 2. = {0} x [a,b], con —1 < a < b < 1, entonces f~1(Q) = {0} x
[a, b]U{0} x [77 354], con f({0} x [a,0]) = {0} x [a,0] = Q y F({0} x [33%, 25%]) =
{0} x [a,0] = Q.

Si Q es de la forma (3), entonces @ = ({0} x [—1,1]) U {(z, sen(3)) : 0 <z <
Zo} para algin zo € (0, 1], de modo que

FHQ) = ({0} x [-1,2)) U {(,sen(3F)) : 0 < = < wo} y fI{O} x [-1, ])U
{(z, sen(25)) 10 < & < a0}] = ({0} x [~1,1]) U {(z, sen(25)) 10 < & < 20} = Q

Por lo que f es confluente.

Ahora veamos que f no es abierta. Para esto consideremos la sucesion {(+,0)} ¢
Y, tenemos que lim(+,0) = (0,0) y f~*({(£,0)}) C {(£,0)}, asi h'mffl({(%,O)})
hm(n,O) = (0,0), pero f~*({(0,0)}) = {(0,0), (2,0)}, de modo que lim f~({(%,0)}) #
f7H(m({(£,0)}), se sigue de la Proposicién 2.14 que f no es abierta.

El siguiente ejemplo muestra que hay funciones confluentes que no son moné-
tonas.

EJEMPLO 2.24. Sean S = {(z,sen(%)) : <1}, I ={0} x[-1,1] ¢y
L = {0} x [-1,2], tomemos X = SUL, Y = A U I y consideremos la funcwn
f: X =Y como en el Ejemplo 2.23.
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—>

Ficura 5

Sabemos que f es confluente. Probaremos que no es monétona, para ver esto,
tomemos x = (0,—1) tenemos que f~1({(0,—1)}) = {(0,-1),(0,2)} que no es
conexo y por tanto f no es mondtona.

El siguiente ejemplo muestra que la clase de funciones confluentes esté contenida
propiamente en la clase de funciones semiconfluentes y débilmente confluentes.

EJEMPLO 2.25. Sea f:[—1,2] — [0,2] definida por
flz) =]z |.

La funcion f es semiconfluente y débilmente confluente pero no es confluente.

| |
-1 0 2

FI1GURA 6

Primero probemos que f es semiconfluente. Sea ) un subcontinuo arbitrario
de [0, 2], entonces Q es de la forma [a,b] con 0 < a < b < 2, tenemos los siguientes
Casos:

Caso 1. Si b < 1 entonces

(i) f7YQ) = [-b,—a] U [a,b] si 0 < a, tenemos que f([-b,—a]) = [a,b] =
F(la. b))’ |

(11) f_l(Q) = [_b7 b] Sl a= 07 y f([_bv b]) = [O7b] = Q

Caso 2. Si 1 < a, entonces f~1(Q) = [a,b], con f([a,b]) = [a,b].

Caso 3. Si a < 1 < b, entonces f~1(Q) = [~1,—a] U [a,b] v f([-1,—a]) =
[a,1] C [a,b] = f([a,b]).
Por lo que f es semiconfluente.
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Veamos ahora que f es débilmente confluente, para esto tomemos un subcon-
tinuo @ de [0, 2], de modo que @ = [a,b], con 0 < a <b < 2.

Caso 1.Si 1 € int(Q) , entonces f~H(Q) = [~1, —a]U[a,b] y f([a,b]) = [a,b] = Q

Caso 2. Si 1 ¢ int(Q), entonces
() F7HQ) = [~b,—a] U fa,b], si b < 1, con f([a,b]) = [0,5] = Q
(i) F7HQ) = a,b], si 1 < a, y f([a,b]) = [a,5] = Q.

Por lo tanto f es una funcién débilmente confluente.

La funcién f no es confluente, pues si tomamos Q = [%, %] subcontinuo de [0, 2],

tenemos que f~1(Q) = [~1, 4 U5, 2] y F(1-1.2) = [1.1] £ Q.
El siguente ejemplo muestra que existen funciones juntadoras que no son semi-
confluentes.

EJEMPLO 2.26. Consideremos la funcion f:[—1,3] — [1,2], definida por
-z, size€[-1,0];

x, six € [0,2];

4—x, size](2,3]

fz) =

La funcion f es juntadora y no es semiconfluente.

FiGUurA 7

Veamos que f es juntadora. Para esto, sea ) un subcontinuo de [0, 2], entonces
Q=la,b]con0<a<b<2

Caso 1. Si b < 1, entonces

(i) Si a = 0 entonces f~1(Q) = [~b,b] que es conexo. Si tomammos compo-
nentes K; y Ko, de f~1(Q), tenemos que f(K;) = [0,b] = f(K3), de modo que
F(K) O F(5) 7 0.

(ii) Si a > 0 entonces f~*(Q) = [~b, —a] U [a,b], con f([-b,—a]) = [a,b] =

f(la,b]). Luego f([—b, —a]) N f([a,b]) # 0.

Caso 2. Si b = 1, entonces

(i) Si a = 0 entonces f~1(Q) = [~1,1JU {3} con f([-1,1]) =[0,1] y f({3}) =
{1}, de modo que f([—1,1]) N f({3}) = {1} £ 0.

(i4) Sia > 0 entonces f~1(Q) = [~b, —a]U[a,b]U{3}, con f([~b, —a]) = [a,b] =
f([a,0]) y f({3}) = {1}. Asi para cada K; y K> componentes de f~1(Q). se tiene
que 1 € f(K1) N f(K2). Luego fk, N f(K2) # 0.

Caso 3. Si a > 1, entonces
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(i) Si b = 2 entonces f~1(Q) = [a,4 — a] que es conexo.

(ii) Si b < 2 entonces f~1(Q) = [a,b] U [4 — b,4 — a], con f([a,b]) = [a,b] ¥
F([4— b,4— a]) = [a,B]. Luego f([a,b]) N £([4 — b,4 — a]) £ D.

Caso 4. Si a = 1, entonces

(i) i b = 2 entonces f~1(Q) = [1,3] U {~1} con £([1,3]) = [1.2] y F({—1}) =
{1}, de modo que f([1,3]) N f({—1}) = {1} #0.

(ii) Si b < 2 entonces f~1(Q) = [a,b] U[4 — b,4 — a] U {—1}, con f([-1,a]) =
[a,b] = f([4—b,4—a]) y f({—1}) = {1}. Asi para cada K; y Ky componentes de
F7HQ). se tiene que 1 € f(K1) N f(K2). Luego fr, N f(K2) # 0.

Caso 5. Si a < 1 < b, entonces

(1))Sia=0yb<2, entoncesf HQ ):[ 1,b]U[4—10,3] con f([—1,b]) =0,b],
F(i4—6,3) = (1, 6] y f([~1,B]) N f([4 ~ b,3]) = [1,0] # 0.

(#4) Sia >0y b =2 entoncesf HQ) = [-1,—a]U[a, 3] con f([-1,—a]) = [a, 1],
f(a,3]) = [a,2] y f([-1,=a]) N f([a,3]) = [a,1] # 0.

(iii) S1 0 < a y b < 2 entonces f~1(Q) = [~1,—a] U [a,b] U [4 — b, 3], con
F(-1, ~a)) = [a.1]; f([a,b)) = [a,b] y (4 - b,3]). De modo que para cada K, y
K, componentes de f~1(Q) se tiene que 1 € f(K;) N f(K>), se sigue que f(K;)N
f(K2) # 0.

Por lo tanto f es juntadora.

Ahora, si consideramos el subcontinuo @ de [O, 2] como Q = [% %} tenemos que

71Q) =~ 1—f] [;3] [] ]lNotequef([ %]) [1 1y £((3,3) = [1, 5]-
Ademasﬂf D¢ f(2,3]) vy £([2.,3) € f(-1, . De modo que f no es
semicon uente

El siguiente ejemplo muestra que no toda funcién débilmente confluente es
semiconfluente.

EJjempLO 2.27. Sea f:[-2,2] — [-1,1] la funcién definida por:

= lz+1]|-1], size[-2,0]
f(f”){ |1—=z|-1], sizel0,2.

La funcion f es débilmente confluente pero mo es semiconfluente.

FiGUuRrA 8

Probemos primero que la funciéon f es débilmente confluente. Sea @ un sub-
continuo de [—1,1]. De modo que @ es de la forma [a,b] con —1 < a < b <1, de
donde tenemos los siguientes casos:

Caso 1. Si 0 ¢ int(Q), entonces
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(i) Q = [a,b] con 0 < a, de modo que f~1(Q) = [a,b]U[2—0,2—a] y f([a,b]) =
[a,b] = Q.

(ii) @ = [a,b] con b < 0 por lo que f~1Q) = [a,b] U[-2 —a,—2 —b] ¥y
f(la;b]) = [a,b] = Q.

Caso 2. Si 0 € int(Q), entonces @ = [a,b] con a < 0 < b teniendo asi que
fHQ) =la, ) U[-2,-2—a]U[2=b,2] y f([a,b]) = [a,b] = Q.

Por lo tanto f es débilmente confluente.

Ahora f no es semiconfluente ya que si tomamos Q = [—%, %], el conjunto
f7HQ) = [-2,-3] U [-3,12] U [2,2] tiene dos componentes, C; = [-2,—3] y
Cy = [%v2]7 con f(Cl) = [_%70}7 f(CQ) = [Oa %] por lo que f(c2) ,¢_ f(cl) y

f(C1) & f(Ca).
Los siguientes ejemplos muestran que las clases de funciones tridédicas y juntado-

ras no son comparables, es decir, existen funciones juntadoras que no son atriédicas
y hay funciones que son atriédicas y no juntadoras.

EJEMPLO 2.28. Sean X =[0,3], Y = ([-1,1] x {0}) U ({0} x [-1,1]) C R?* y
f: X =Y la funcién definida por:

N

.~

ot N jw o= O
QO NIUT PO IO = N[
'z

(
(

flz) = (22 —3,0), siz€
( ;

N

B -

La funcion f es juntadora pero mo es atriddica.

Ficura 9

Veamos que f es juntadora. Sea ) un subcontinuo de Y y llamemos K; =
[-1,0] x {0}, K> = {0} x [0,1], K3 = [0,1] x {0} y K4 = {0} x [-1,0], asi que
Y = K1 UKy U K3 U Ky, por lo que tenemos los siguientes casos:

Caso 1. Si Q C K;, para algun 7 € {1,2,3,4}, entonces
(i) @ = [a,b] x {0}, con —1 <a <b<0siQ C Ky, por lo que

 fHQ) = [2EL, ML si b < 0
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Caso 2. Si Q C K; UK, tal que QN (K;\{(0,0)}) #0y QN (K;\{(0,0)}) #0
para algun i,5 € {1,2,3,4} con i # j, entonces
(1) @ = ([a,0] x {0}) U ({0} x [0,0]),con =1 <a<0yO0<b<1,siQ C KUKy,
por lo que

= HQ) = [ HN U U {3} sib < 1con f({3}) = {(0,0)} C
F([352.3) = {0} x [0,0] € Q@ = f([a, “£*]);
= Q) = [ 3Uu{3}siy b =1, con f({3}) = {(0,0)} € Q =
F(l55 3D
(il) @ = ({0} x [0,a]) U ([0,b] x {0}),con0<a<1y0<b<1,siQC KUKy,
por lo que
. f_l(Q):[%7g]vSia:1yb:17
» fHQ) =[5, 53U[352, 2], sia =1y b < 1, con f([352, 3]) = [0,b] x {0} C
Q= f([3, %)
- fﬁl(Q) = [%v anrl] U [%a?%]a sia<ly b= 1, con f([%aaTH]) = {0} X
[0,a] € Q = (252, 3]);
» FHQ) = [%7“74'1] U [3;“,}’73] U [57_}’,%], sia < 1yb < 1, note que
f(3)=0, f(3) =0, f(3) =0y § € [>3%, *5%], por lo que 0 € ([3, “F*]) N
(352, 23] N ([2352, 5]), de modo que cada vez que se intersecta la imagen
de dos componentes arbitrarias su interseccién es no vacia.

€
(i) @ = ([0,a] x {0}) U ({0} x [b,0]),con0<a<ly-1<b<0,sQC KUKy,
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= Q) =[5, IV P T U {3 }Sla < 1con f({3}) = {(0,0)} €
fG3. 2D =100 a]X{O}CQ F(P5%, 53%);

= Q) =3, ] siya=1

(iv) Q = ([a, O] {0} U ({0} x [b, 0])con —1<a<0y 1<b§0, si @ C K1 UKy,

por lo que f~ (Q) = [agla é]u[gv P ]U{ } note que f( ) =0, f(%) =0, f(%) =

asi que cada vez que intersectemos la imagen de dos componentes distintas, ésta

interseccion no seréd vacia pues contendra al 0.

(v) @ =1a,b] x {0}, con -1 <a<0<b<1,siQ C K;UKsjs, por lo que
= Q) = [ 5] U3,3], i b = 1, con f(3) = 0 = f(3), asi que
Fs DN £(5,80) # 6
= f7HQ) =[5, 51U[5, HHPU[P32, 5], sib < 1, note que f(3) = 0, f(3) =
f(3) =0, porlo que f([%4+, 3]) N f([3, 3+b])ﬂf([52b73])#@
(vi) @ = {0} x [a,b] con 0 < a 1<b<0, s Q C KoUKy, por lo que
=1, con f(%) =0= f(g), de modo que

u fﬁl(Q) = [%v a—é—l]U[Ta7 %]U[gv 5Tb} sia < 1, note que f(z) 0 f(%) =0,
f(3) =0, por lo que f([3, i])ﬂf([i”;“,é]) F(5, 552 #
Caso 3. 51 Q C K;UK;UK, tal que QN(K;\{(0,0)}) # 0, Q ﬂ( ]\{(0 0)}) #
y QN (K \ {(0,0)} # 0) para i,5,1 € {1,2,3,4} con i # j,j # 1 y | # i entonces:
(i) Si Q C K1 UKy U K3, es decir, Q = [a,c] x {0} U{0} x [0,b], con —1 < a <
0<c<1y0<b<1,entonces:

- Q=[5 ) sie=b=1:

= fHQ) = [45E U B Sl sie=1yb <1, con f(3)=f(3) =0y
3 € [%54, 552, por lo que f([%5%, YA N F(1252, 3)) # 0

« F7HQ) = agl,c;r?’] U [55672] sib=1yc<1,con f(%) = f(g) =0y
3 e 251, 53], por lo que f([%5%, <52]) N f([552, 3]) # 0

= Q) = [ B U BRI UGS 5] sib < 1yce <1, con (3) =
fE) =13 = ,%e[%,%]y%e[%’”;?’],amquef([ LY N
FEFE R N f([554, 5)) # 0.

Algo analogo sucede cuando @ C Ky U K3 U Kjy.

(ii)Si @ C K1 U K3 U Ky, es decir, @ = ([b,0] x {0}) U ({0} x [a,c]), con
71<a<0<c§1y0<b<1 entonces:
% 524] si ¢ = 1, con f(%) = f(%) = 0, por lo que

I
~

N o

() =

-f*@izﬁyfﬂuu*,aué5ymmc<1cmf@>
bl e 3) 1 £((3, 552]) # By

Anélogamente si Q C KiUK;3 U K4.

Caso4.S51Q = ([a,b]x{0})U({0}x[c,d]),con —1 <a<b<ly-1<ec¢<d<1,
entonces:

= fHQ) =22, 554, si, b=d = 1.

 fHQ) = [ M3 U B2, 554, sid =1y b <1, con f(3)=f(3) =0,
L oc (4103 5 ¢ [35h ey s decir, (25, B3) N f([55E, 35])
f([%, 254]) # 0; Anéalogamente podemos probar cuando b=1y d <1
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. fHQ) = (4L, U [%,%’3] U [551’, €] sid<1yb<1,con f(3)=
J(3) = 1) =0, e [ . § € [354, 13, § € (52 55¢), s decin,
PO, AT A 354 B8] 0 (1352, 550 0 £(3, 552)) # 0.

Podemos concluir que cada vez que intersectemos la imagen de dos componentes
distintas de f~1(Q), esta interseccién no es vacia, como se desea. Por lo tanto f es
juntadora.

Veamos ahora que f no es atridédica, para esto, sea

Q:([_§7§] {0}) ({0} [2’2])

tenemos que f~1(Q) = [, 3] U[§, 71 U [], ). Llamemos Cy = [}, 3], C2 = 3, 7]

v Cs = [§, 4], Note que f(C) U f(C2) = ([=4, 5] x {0}) U ({0} x [0, 1)) # @,

F(C2) U f(C3) = ([0, 5] x {0}) U ({0} x [~3, %]hé yf(Cl)Uf( Cs) = ([~3, 3] %

{opu (({0} [~ %%D Q, pero f(Ca) = ({0} x [0, 5]) U ([0, {0}) Z ([-3,0] x
0

{0}) U ({0} x [0,3]) = F(C1) ¥ f(C2) £ ([0,3] x {O}) U ({0} x [*% 1), por lo que

f no es atriédica.

EjempLO 2.29. Consideremos f : [0,6] — [1,5] definida por

1—z, sizel01];
f((z,y) = x,  siwell,B];
10—z, sixze€5,6].
La funcion f es débilmente confluente y atriddica pero mo es juntadora.

4 —

1 —

0 6

Veamos que f es débilmente confluente. Sea @ un subcontinuo de [1, 4], entonces
Q es de la forma [a,b], con 1 < a < b < 4. Note que [a,b] € f~1(Q). Sea K la
componente de f~1(Q) que contiene a [a, b], entonces [a,b] = f([a,b]) C f(K) C Q.
De modo que f(K) = [a,b]. Por lo tanto f es débilmente confluente. Luego, por el
Teorema 2.13 f es una funcién atriddica.

) =

Consideremos el subcontinuo @ de [1 4] como [2, 2]. De modo que f~1(Q
6]) = [4, 3] Luego, f([0, 3])N

0, 1U[3, 31014, 6]. Note aue f([0, 1)) = 3,21y f([,

f([il 6]) = 0. Por lo tanto, f no es juntadora.






Capitulo 3

Otras funciones especiales entre espacios métricos
compactos

En este capitulo hacemos un analisis entre las clases de funciones monoétonas,
abiertas, casi interiores, confluentes, OM y MO, usando el concepto de funciones
ligeras.

1. Funciones casi interiores

DEFINICION 3.1. Una funcidn continua y suprayectiva entre espacios métricos
compactos, f: X — Y, es cast interior en el punto y € Y, si para cada conjunto
abierto U de X tal que existe una componente, C, de f~*({y}) con C C U, se tiene
que y € inty (f(U)). Decimos que f : X — Y es casi interior, si f es casi interior
en cada uno de los puntos de Y .

TEOREMA 3.2. Sea f : X — Y wuna funcion continua y suprayectiva entre

espacios métricos compactos, tenemos que
(i) si f es abierta, entonces [ es casi interior.

(i) si f es mondtona, entonces [ es casi interior.

DEMOSTRACION. Sean y € Y y U un conjunto abierto de X tal que existe una
componente, C, de f~1({y}) tal que C C U.

(i) Supongamos que f es abierta. Veamos que f es casi interior, notemos que
f(C)=fly)y fly) € f(U) por lo que f(C) C f(U). Como f es abierta, tenemos
que f(U) =inty (f(U)), de donde f(C) C inty (f(U)), como se desea. Por lo tanto
f es casi interior.

(ii) Supongamos que f es monétona y sea y € Y. Probaremos que f es casi
interior en el punto y. Para esto supondremos lo contrario, es decir, que existe un
conjunto abierto, V de X tal que cualquier componente C' de f~({y}) con C C V,
se tiene que y ¢ inty (f(V)). Asi que y € fr(f(V)), de modo que y € fr(Y \ f(V)),
por lo que es posible encontrar una sucesion {y,},en de elementos de Y\ f(V)
tal que limy, = y. Como f es continua, por la Proposicion 1.32, se tiene que
lmsup f~*({yn}) € f~'({y}). Ademés, puesto que f es monodtona se tiene que
F~1({y}) es un conjunto conexo, sea C' = f~({y}). Esto es limsup f~*({y,}) C C.

Ahora, como y,, € Y \ f(V) para cada n € N, entonces f~'({y,}) € X \ V.
Dado que f es suprayectiva, entonces para cada n € N tomemos z,, € X tal que
f(zn) = yn. Note que z,, € X\V el cual es un conjunto cerrado, y asi compacto, por
lo que podemos encontrar {x},},en subsucesion convergente de {x, }nen. Sea z =
limz/,. Como X \ V es cerrado entonces x € X \ V, ademas z € limsup f~({yn}).
Como f es monodtona, entonces C' = f~1({y}), por lo que x € C C V lo cual es una
contradiccion. Por lo tanto y € inty (f(V)).

31
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Por lo que podemos concluir que f es casi interior en el punto y. Por lo tanto,
f es casi interior. ([

TEOREMA 3.3. Sean f : X — Y wuna funcion continua y suprayectiva entre
espacios métricos compactos y y € Y. La funcion f es casi interior en y, si y sélo
si, para cada sucesion, {yn}nen en'Y tal que limy,, = y y para cada componente C

de f~1({y}), se tiene que limsup f~*({y,}) N C # 0.

DEMOSTRACION. Supongamos que f es casi interior en el punto y. Sean {y, }nen
una sucesion en Y tal que limy,, = y y C una componente de f~!({y}). Probaremos

que limsup f~1({y,}) N C # 0.

Para esto, supongamos que limsup f~({y,}) NC = . Por la Proposicién 1.30
y la Observacién 1.4 se tiene que limsup f~*({y,}) y C son conjuntos cerrados y
no vacios. Como X es un espacio métrico entonces es normal, por lo que podemos
encontrar dos abiertos, Uy V, en X, tales que limsup f~'({y,}) CVy C C U con
UNYV = 0. De modo que VN Clx(U) = ). Como limsup f~!({y,}) C V entonces
limsup f~*({y,}) N Clx (W) = 0.

Por otro lado, por hipotesis, y € inty (f(U)). Asi, puesto que lim y,, = y, existe
N €N, tal que para cada n > N, y, € inty (f(U)) C f(U).

Ahora, para cada n € N, fijemos z,, € U tal que f(x,) = y,. De donde, para ca-
dan €N, z, € f71({yn}) NU. Luego existe una subsucesion {z/, },en de {xn }nen,
tal que limz), = x para algin = € Clx(U). Note que = € limsup f~'({yn}) v
x € Clx (W), es decir, limsup f~*({y,}) NClx (W) # 0, lo cual es una contradiccion.
De manera que limsup f~!({y,}) N C # 0.

Reciprocamente, supongamos que para cada sucesion {y, }nen en Y que conver-
ge ayy para cada componente C de f~!({y,}), se tiene que lim sup f~(y,,)NC # 0.
Sean C una componente de f~!({y}) y U un conjunto abierto en X tal que C' C U.
Probaremos que y € inty (f(U)), para esto supongamos que y ¢ inty (f(U)). Por
loque y € fry(f(UW) = fry (Y \ f(U)). Podemos considerar una sucesion {y, }nen
en Y\ f(U) convergente a y. Por hipétesis, limsup f~!({y,}) N C # (. Por un lado,
como f es suprayectiva, para cada n € N tomemos z,, € X tal que f(z,) = yn. No-
temos que, para cadan € N, z,, € X \ U. Asi, paracadan € N, f~1({y,}) € X\ U.
De manera que

(1) F*{yn}) NU =0, para cada n € N.

Veamos que lfmsup f~1({y,}) € X \ U. Sea = € limsup f~'({y,}), supon-
gamos que x € U. Luego existe un subconjunto infinito J de N tal que U N
F~t{yn}) # 0, para cada n € J; lo cual contradice (1), de modo que z € X \ U.
Por lo tanto limsup f~1({y,}) € X \ U. Por otro lado, como C C U se tiene que
limsup f~*({y,}) N C = 0, lo cual contradice la hipétesis. Por lo que podemos
concluir que y € inty (f(U)). O

Del Teorema 3.3 tenemos la siguiente consecuencia.
COROLARIO 3.4. Una funcion f : X — Y entre espacios métricos compactos

es casi interior si, y sélo si, para cada y € Y y para cada sucesion {y,}neny en'Y
tal que limy, = vy, se tiene que limsup f~1({y,}) N C # 0, para cada componente

C de f~1({y}).
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DEFINICION 3.5. Una funcion f : X — Y continua y suprayectiva entre espa-
cios métricos compactos es una funcion ligera si para cada y € Y, se tiene que el
conjunto f~1({y}) es totalmente disconexo.

El siguiente resultado nos muestra que el ser una funcién ligera se hereda a los
subespacios conexos.

PROPOSICION 3.6. Si f : X — Y es una funcion ligera entre espacios métricos
compactos y A es un subespacio conexo de X, entonces la restriccion

[lar A= f(A)

es también una funcion ligera.

DEMOSTRACION. Sea g = f |4 veamos que g es ligera, es claro que g es continua
y suprayectiva. Ahora, sean y € f(A) y B un subconjunto conexo de g~ ({y}).
Note que g7 '({y}) = f~1({y}) N A. Luego B C f~'({y}). Como f es ligera y B es
conexo en A C X, entonces B es conexo en X. Se sigue que B es degenerado. Por
lo tanto g es ligera. (]

La siguiente proposiciéon prueba que la clase de las funciones ligeras es cerrada
bajo la composiciéon de funciones. Este resultado deberia formar parte de la Seccion
7.1, sin embargo lo vamos a usar en este capitulo.

PROPOSICION 3.7. Sean X, Y, Z espacios métricos compactos, f : X — Y y
g:Y — Z funciones continuas y suprayectivas. Si las funciones f y g son ligeras,
entonces la funcion go f : X — Z es ligera.

DEMOSTRACION. Sean z € Z y A un subconjunto de X conexo con A C (g o
)7({=}). Como (g0 )1 ({z}) = f(g71(2)), se tiene que f(4) C g~1({z}).
Dado que g es ligeray f(A) C Y es conexo, tenemos que f(A) es degenerado, es
decir, existe y € Y tal que f(A) = {y}. Como f es ligera, f~1(A) = f~1({y}) es
totalmente disconexo. Ademés, puesto que A C f~1(f(4)) = f~1({y}), se concluye
que A s6lo puede tener un elemento. Por lo tanto, go f es una funcién ligera. [

TEOREMA 3.8. Si f: X =Y yg:Y — Z son funciones continuas y suprayec-
tivas entre espacios métricos tales que g es ligera y g o f es casi interior, entonces
g es abierta.

DEMOSTRACION. Sean U C Y un abierto y y € U. Llamemos z al punto g(y) y
tomemos una componente, C, de f~1({y}). Note que C C (go f)~1({2}), sea C’ la
componente de f~ o g71({z}) que contiene a C. Tenemos que (g o f)(C’) = {z}.
Asf que f(C") C g~({z}), pero como g es una funcion ligera, entonces f(C’) es un
conjunto degenerado, por lo que f(C") = {y}. Asi C’ C f~*({y}) € f~(g 1 ({z})),
por lo que €’ debe ser una componente de f~!({y}), en otras palabras tenemos
que C' = C’. Como
C'=Cc f{yhcri

donde f~1(U) es un conjunto abierto y g o f es casi interior, de modo que z €
int(go f(f~1(W))) = int(g(U)). Esto implica que g(U) C int(g(U)), es decir g(U)
es un abierto. Por lo tanto g es abierta. O

Con el resultado que sigue vamos a probar que las funciones casi interiores son

confluentes y que las funciones casi interiores coinciden con las funciones OM. Para
una prueba de éste vea [12, Teorema 13.3, p.279].



34 3. OTRAS FUNCIONES ESPECIALES ENTRE ESPACIOS METRICOS COMPACTOS

TEOREMA 3.9. (de factorizacion mondtona ligera) Sean X y Y espacios mé-
tricos compactos. Si f : X — Y es una funcion continua y suprayectiva, entonces
existe un espacio métrico compacto Z y funciones g : X — Z yh : Z — 'Y tales
que f = hog con g mondtona y h ligera.

La siguiente proposicién prueba que la clase de las funciones confluentes es
cerrada bajo la composicion. También este resultado deberia formar parte de la
Seccién 7.1, sin embargo lo vamos a usar para probar que las funciones casi interior
son confluentes.

PROPOSICION 3.10. Sean X, Y y Z espacios métricos compactos. Si f : X — Y
yg:Y — Z son funciones confluentes entonces g o f es una funcion confluente.

DEMOSTRACION. Consideremos un subcontinuo, @), de Z y K una componente
de (go f)"1({Q}). Veamos que g o f(K) = Q. Sean C la componente de g~1(Q)
tal que f(K) C C y E la componente f~!(C) tal que K C E. Obsérvese que
KCcEcCf5C)c f~Y g Y(Q)),asi K c EC f~(¢71(Q)) C K, de modo que
E = K, pues K es una componente de (go f)~(Q). Ahora como g~*(Q) es cerrado
en Y, se sigue que C es un subcontinuo de Y y dado que f es confluente, se tiene
que f(E) = C. Como g es confluente y () es un subcontinuo de Z se tiene que
Q = g(C) = g(f(E)), es decir g(f(K)) = go f(K) = Q, de esta manera tenemos
que g o f es una funcién confluente. |

TEOREMA 3.11. Sean X y Y espacios métricos compactos y f : X — Y una
funcion continua y suprayectiva. Si f es casi interior entonces f es confluente.

DEMOSTRACION. Como f es una funciéon continua y suprayectiva entre espacios
métricos compactos, por el teorema de factorizacion mondtona ligera (Teorema
3.9), existe un espacio métrico compacto, Z, y funciones g : X - Zy h:Z —Y
tales que g es monoétona, h es ligera y f = hog. Como g es monétona, por el
Teorema 2.8 tenemos que g es confluente. Aplicando el Teorema 3.8 obtenemos que
h es abierta. Por el Teorema 2.18, h es confluente. Se sigue de la Proposiciéon 3.10
que h o g = f es confluente. O

Similarmente, el resultado que sigue deberia formar parte de la Seccién 7.1, sin
embargo, lo utilizaremos para probar que las funciones casi interior coincide con las
funciones OM.

PROPOSICION 3.12. Sean X, Y y Z espacios métricos compactos, f: X =Y
yg:Y — Z funciones continuas y suprayectivas. Si f y g son casi interiores,
entonces g o [ también lo es.

DEMOSTRACION. Sean z € Z y U un conjunto abierto de X que contiene a una
componente C' de (g o f)~1({z}). Note que C es cerrado en (g o f)~({z}), este
ultimo es un cerrado en X, por lo que es compacto y asi un continuo. Como f es
una funcién continua, entonces f(C) es un subcontinuo de Y, con g(f(C)) C {z},
de modo que f(C) C g=*({z}). Sea C’ la componente de g~*({z}) que contiene a
f(C). Tenemos que

CCf @) cf i) cf g () =(go ) {z}),
de modo que C' es una componente de f~1(C’). Por la Teorema 3.11 tenemos que
f es confluente. Luego, se sigue que f(C) = C".
Ahora, sean y € C' y z € C tal que f(z) = y y, sea C, la componente de
f~'({y}) que contiene a x. Asi
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CnCy#0y CyC fH({y}) C f7HC),
de modo que C,, C C' C U, como f es casi interior tenemos que y € int(f(U)), para
cada y € C’, de modo que C" C int(f(U)). Ahora, como g es casi interior se tiene
que z € int(g(int(f(U)))) C int(go f(U)). De donde z € int(go f(U)) y, por lo
tanto, g o f es casi interior. a

2. Funciones OM y MO

DEFINICION 3.13. Una funcion continua y suprayectiva f entre espacios mé-
tricos compactos es una funcion OM si existen funciones g y h tales que f = hog
donde g es mondtona y h es abierta.

DEFINICION 3.14. Una funcion continua y suprayectiva f entre espacios mé-
tricos compactos es una funcion MO si existen funciones g y h tales que f = hog
donde g es abierta y h es mondtona.

Una consecuencia inmediata de la definiciéon es la siguiente.

COROLARIO 3.15. Sea f una funcidn continua y suprayectiva. Las siguientes
condiciones son equivalentes:

(i) f es casi interior;

(ii) f es una funcion OM;

(iii) f se puede escribir como la composicion f = ho g de dos funciones

donde g es mondtona y h es ligera y abierta.

DEMOSTRACION.

(i) = (i17)] Sean X y Y espacios métricos compactos y f : X — Y una funciéon
casi interior. En particular f es una funcién continua y suprayectiva, asi por el
Teorema 3.9 existe un espacio métrico compacto, Z, y funciones g y h tales que
g:X—>Z, h:Z—=Yyf=hogcon g mondtonay h ligera. Por el Teorema 3.8,
h es abierta, por lo que f se puede escribir como la composicién f = ho g con g
mondtona y h abierta y ligera.

(7i1) = (it)] Si f se puede escribir como la composicién f = hog con g monétona
y h abierta y ligera, entonces f es una funcion OM.

(7) = (4)] Si f se puede escribir como la composicién f = hog con g monétona
y h abierta. Como g es mondtona por el Teorema 3.2 tenemos que g es casi interior.
Como h es abierta por el Teorema 3.2, h es casi interior. Se sigue de la Proposicion
3.12 que ho g = f es una funcién casi interior. O

Veamos que la clase de las funciones MO esta contenida en la clase de las
funciones OM.

TEOREMA 3.16. Sea f una funcién continua y suprayectiva entre espacios mé-
tricos compactos. Si f es una funcion MO entonces es una funcion OM .

DEMOSTRACION. Sea f una funciéon MO, de modo que existen funciones g y h tales
que f = hog con g es abierta y h es mono6tona. Por el Teorema 3.2 las funciones
gy h son casi interiores. Ahora por la Proposicioon 3.12, ho g = f es casi interior.
Se sigue del Corolario 3.15 que f es una funcién OM. O

TEOREMA 3.17. Sea f : X — Y una funcidn continua y suprayectiva entre
espacios métricos compactos. Si f es mondtona entonces f es una funcion MO.
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DEMOSTRACION. Supongamos que f es monétona. Consideremos la funcién identi-
dad I'x : X — X y denotemos g = Ix. Es claro que g es un homeomorfismo y asi una
funcion abierta. Ahora, para cada x € X se tiene que (f o g)(x) = f(g(z)) = f(z).
Asi podemos concluir que f es una funcion MO. O

TEOREMA 3.18. Sea f : X — Y una funcidn continua y suprayectiva entre
espacios métricos compactos. Si f es abierta entonces f es una funcion MO.

DEMOSTRACION. Sea f una funcion abierta. Consideremos la funcién identidad
Iy 1Y — Y y denotemos g = Iy. Es claro que g es un homeomorfismo y asi una
funciéon monotona. Ahora, para cada z € X se tiene que (gof)(z) = g(f(x)) = f(z).
Asi podemos concluir que f es una funcion MO. a

TEOREMA 3.19. Sea f una funcién continua y suprayectiva entre espacios mé-
tricos compactos. Si f es una funcion OM entonces f es confluente.

DEMOSTRACION. Como f es una funcién OM, por el Corolario 3.15, tenemos que
f es casi interior. Se sigue del Teorema 3.11 que f es confluente. O

3. Ejemplos de funciones

En esta parte, mostramos que algunas contenciones entre las clases de funciones
son propias, con los ejemplos que siguen. Iniciamos con un ejemplo que muestra que
no toda funciéon MO es una funcién monotona.

EJEmMPLO 3.20. Consideremos la funcion f : [-2,2] — [0,1] C R, definida por:

Jl=z|-1, size[-2,-1UIL2];
ﬂ@_{ 0, size[-1,1].

Se tiene que [ es una funcion MO y no es mondtona.

-2 0 2

FiGgura 1

Veamos que f es MO. Sean h: [-2,2] — [0,2] y g : [0,2] — [0, 1] dadas por
h(z) =| x |, para cada = € [-2,2] ¥,

() = 0, si z € [0,1];
IE = w—1, sizell,2].

No es dificil probar que h es abierta, g es monétona y f = g o h. Por lo tanto, f
es una funcién MO. Por otro lado, si tomamos el punto 1 € [—2,2] se tiene que el
conjunto h=*({1}) = {—2,2}, el cual no es conexo. Por lo cual f no es monétona.

El siguiente ejemplo muestra que hay funciones MO que no son abiertas.
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EJemMprLO 3.21. Consideremos la funcion h como en el Ejemplo 3.20,
f x| -1, sixze[-2,-1U][L,2);
hiz) = { 0, six e [—1,1].
Se tiene que h es una funcion MO y no es abierta.

Sabemos que h es una funciéon MO. Ahora, si tomamos el conjunto abierto

U = (—1,3), tenemos que h(U) = {0} el cual no es un conjunto abierto en [0,1].

Por lo tanto h no es abierta.

El siguiente ejemplo muestra que la clase de las funciones OM contiene a la
clase de las funciones MO.

EJEMPLO 3.22. Consideremos la funcién h : [0,1] — [0, 1], definida por:

3z, siz € |0, %},
hiz)=< 2—-3z, siz€ [%, £l
O, st x € [g,l]

Se tiene que h es una funcion OM y no es una funcion MO.

Ficura 2

Consideremos las funciones f : [0,1] — [0,1] y g : [0, 1] — [0, 1] definidas por:
3

f(x){ Sz, sizel0,3];

1, sizel3 1.

B 2z, sizel0,l];
g(x) = { 22, size [%,21].
Claramente f es monotona, g es abierta 'y h = go f. Asi h es una funcion OM.
Probaremos que h no es una funciéon M O. Supongamos por el contrario, es decir,
supongamos que h es una funcion MO. Luego, es posible escribir a A como gg o fo,
donde fy es abierta y go es monotona. Toda imagen abierta no degenerada, del
intervalo cerrado es un arco, ver [3, Teorema 3.2, p.193]. Por otro lado, por la
Proposicion 2.8 tenemos que si i es un punto extremo de un arco, entonces fo(yo)
es un punto extremo. De aqui se sigue que A = f,([0,1]) es un arco y b = fo(1) es
un punto extremo de A. Sea U = (%, 1], como fy es abierta, fo(U) es un conjunto
abierto en A y el conjunto V = fo_l(f(U)) es un conjunto abierto en [0, 1]. El punto
a = fo(0) es también un punto extremo de A con go(a) = h(0) = h(1) = go(b).
Como ¢gp es monoétona, si @ y b son los puntos extremos de A tendriamos que
A C g5 (g0(a)). De donde

h(10,1]) = go(A) = go(a) = h(0) = {0},
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lo cual no es posible, de este modo tenemos que a =b y
0€ fo'(b) = fo ' (fo(1) C fo ' (fo(W)) = V.
Asi que V es una vecindad de 0 en [0, 1] y, por la suprayectividad de fy
h(V) = go o folfg ' (fo(W))) = go o fo(W) = h(U) = {0}.
Pero esto no sucede pues i no es constante para alguna vecindad de 0. Por lo
tanto h no es una funciéon MO.



Capitulo 4

Algunas clases de funciones generadas

Las clases de funciones que vamos a considerar en el resto de la tesis son clases
de funciones continuas y suprayectivas definidas entre espacios métricos compactos.
En este capitulo vamos a describir algunos métodos que son usados para generar
nuevas clases de funciones con las clases de funciones dadas en los Capitulos 2 y 3.

1. Composiciéon de clases de funciones

Por supuesto que en la siguiente definicién el dominio y codominio de las fun-
ciones en cuestién son espacios métricos compactos o en algunos casos continuos.

DEFINICION 4.1. Sean A y B dos clases de funciones que contienen a la clase
de los homeomorfismos, definimos la comoposicion de A y B, como:

AoB ={gof:g€A, feB}.

DEFINICION 4.2. Sean A y B dos clases de funciones que contienen a la clase
de los homeomorfismos, definimos y denotamos por

AUB={f:feA o feB}
De la Definicién 4.1 tenemos las siguientes consecuencias.

PRrROPOSICION 4.3. Si A y B son dos clases de funciones que contienen a la
clase de los homeomorfismos. Entonces:
(i) ACAoBy
(ii)) B C AoB.

DEMOSTRACION. Primero probaremos el inciso (i). Sea f : X — Y una funcion
entre espacios métricos compactos tal que f € A, entonces, la funcién identidad en
X, Ix : X — X, es un homeomorfismo, por lo que Ix € B. Note que f = fo Iy,
con feAelx € B. Luego, f=folx € AoB.

Ahora, demostraremos el inciso (i¢). Sea f : X — Y una funcién entre espacios
métricos compactos tal que f € B, entonces, la funciéon identidaden Y, Iy : Y — Y,
es un homeomorfismo, de modo que I'x € A. Note que f = Iy o f,con Iy € Ay
feB. Luego, f=IyofeAoB. O

De la Proposicién 4.3 tenemos los siguientes corolarios.

COROLARIO 4.4. Si A es una clase de funciones que contiene a la clase de los
homeomorfismos. Entonces

ACAo0A.

COROLARIO 4.5. Si A y B son dos clases de funciones que contienen a la clase
de los homeomorfismos. Entonces

AUB CAoB.

39
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PROPOSICION 4.6. Si A, B, C y D son clases de funciones que contienen a la
clase de los homeomorfismos con A C C y B C D. Entonces

AoBcCCoD.

DEMOSTRACION. Sea fog € AoB, entonces f€ A,ge B,como ACCyBCD
entonces f € Cy g € D, por lo que fog € CoD. Por lo tanto AoB C CoD.
O

PROPOSICION 4.7. Si A y B son clases de funciones que contienen a la clase
de los homeomorfismos tales que A o (Bo A) C Bo A. Entonces AoB C Bo A.

DEMOSTRACION. Sean f:Y — Z y g: X — Y funciones entre espacios métricos
compactos tales que f € Ay g € B. Consideremos Ix : X — X la funcién
identidad la cual es un homeomorfismo, de donde Ix € A'y g = g o Ix, de modo
que fog=fo(golx)asi fo(golx)€ Ao(BoA). Por hipotesis, foge Bo A
y asi (AoB) C BoA. O

PROPOSICION 4.8. Si A y B son clases de funciones que contienen a la clase
de los homeomorfismos tales que AcA = A, BoB=B y AoB C BoA. Entonces

(BoA)o(BoA)=BoA.

DEMOSTRACION. Sabemos por el Corolario 4.4 que Bo A C (Bo A)o (Bo A).
Resta ver que (BoA)o(BoA) C Bo A, para esto notemos que (BoA)o(BoA) =
Bo(AoB)oACBo(BoA)oA =(BoB)o(AoA)=DBoA. Por lo tanto,
BoA=(BoA)o(BoA). O

PROPOSICION 4.9. Sean A y B clases de funciones que contienen a la clase de
los homeomorfismos. Si (BoA)o(BoA) =BoA, entonces Ao(BoA) =BoA =
(Bo A)oB.

DEMOSTRACION. Sabemos por la Proposicion 4.3 (ii) que BoA C Ao (Bo A) C
(BoA)o(BoA)=BoA, porloque Ao(BoA)=DBoA. Por otro lado, por la
Proposicion 4.3, BoA C (BoA)oBy (BoA)oBC (BoA)o(BoA)=BoA.
Por lo tanto, (Bo A)o B =Bo A. O

2. Algunas clases de funciones hereditarias

DEFINICION 4.10. Sea A wuna clase arbitraria de funciones que contiene a la
clase de los homeomorfismos. Diremos que una funcion continua y suprayectiva
entre espacios métricos compactos, f : X — Y, es hereditariamente A si para
cualquier subcontinuo, K, de X la funcion restriccion f |k pertenece a la clase A.

NOTACION 4.11. Dada una clase A de funciones continuas y suprayectivas
denotaremos por her(A) a la clase de las funciones hereditariamente A.

Considerando por A a la clase de las funciones monoétonas, confluentes, débil-
mente confluentes o atriddicas, se obtienen de esta manera la clase de funciones
hereditariamente monoétona, hereditariamente confluente, hereditariamente débil-
mente confluente, hereditariamente atriédica, respectivamente.

PROPOSICION 4.12. Sea A wuna clase de funciones que contiene a la clase de
los homeomorfismos. Si f : X — Y es una funcién continua y suprayectiva entre
continuos que es hereditariamente A, entonces [ estd en la clase A.
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DEMOSTRACION. Sea f : X — Y una funcién continua y suprayectiva entre con-
tinuos la cual es hereditariamente A. Notar que f |x= f y X es un subcontinuo
de X, asi por la definicién de hereditariamente A se sigue que f |x pertenece a la
clase A, por lo que f € A. O

TEOREMA 4.13. Sean A y B dos clases de funciones que contienen a la clase
de los homeomorfismos. Si A C B, entonces her(A) C her(B).

DEMOSTRACION. Sea f : X — Y una funcién continua y suprayectiva entre espacios
métricos compactos la cual es hereditariamente A. Veamos que f es hereditaria-
mente B, para esto, tomemos un subcontinuo, K, de X. Por hipétesis, f € her(A)
luego tenemos que f |k€ A C B, por lo tanto f |x€ B. De modo que f € her(B).

|

Del Teorema 4.13 y de los Teoremas 2.8, 2.11 y 2.13 tenemos las siguientes
implicaciones:

COROLARIO 4.14. Sea f : X — Y wuna funcion continua y suprayectiva entre
espactos métricos compactos.
(1) Si f es hereditariamente mondtona, entonces f es hereditariamente confluente.
(ii) Si f es hereditariamente confluente, entonces f es hereditariamente débilmente
confluente.
(#i1) Si f es hereditariamente débilmente confluente, entonces f es hereditariamente
atriodica.

TEOREMA 4.15. Sean X y Y continuos. Una funcion f : X — Y continua y
suprayectiva es atomica si, y solo si, [ es hereditariamente atdomica.

DEMOSTRACION. Sea @ un subcontinuo de X. Veamos que f |g es atomica. Para
esto sea K un subcontinuo de @ tal que f | (K) es no degenerado. Notemos que
K es un subcontinuo de X. Ademas, f |o (K) = f(K), por lo cual f(K) es no
degenerado y como f es atoémica, se tiene que f~!(f(K)) = K. Por otro lado, note
que

K cflg (fle (K)=f"'(flq (K)) = f(f(K)) =K,

asi obtenemos que f |521 (f lg (K)) = K. Por lo tanto f | es atémica. En
consecuencia f es hereditariamente atémica.

El reciproco se deduce de la Proposiciéon 4.12. ([
Como consecuencia de los Teoremas 4.15 y 2.6 tenemos el siguiente.

COROLARIO 4.16. Sean X y Y continuos. Si f : X — Y es una funcidn
atomica, entonces [ es hereditariamente mondtona.

3. Ejemplos de funciones

En esta parte, mostramos que algunas contenciones entre las clases de funciones
son propias, con los ejemplos que siguen. Iniciamos con un ejemplo que muestra que
la clase de las funciones monétonas no esté contenida en la clase de las funciones
hereditariamente atriodicas, es decir, existen funciones como la siguiente.
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EJEMPLO 4.17. Sea X = {(x,y) € R? : x € {0,1,2};y € [0,1]} U {(x,y) € R?:
)

x €[0,2);y € {0,1}}. Sea f: X — f(X) definida por
(1,1), siy=1;
_ (x,y), siy=0o0x=1;
H(@.y)) = (z,z), st x =0;
(27yay)’ six =2,

Se tiene que la funcion f es mondtona y no es hereditariamente atriddica.

£(X)

—

FiGgura 1

Primero veamos que f es mono6tona. Sea un punto y € f(X).

(i) Si y = (1,1) entonces f~1({y}) = [0,2] x {1}.

(ii) Si y # (1,1) entonces | f~1({y}) |= 1.

Por lo que f~1({y}) es un conjunto conexo, y por lo tanto f € M.

La funcién f no es hereditariamente atriddica, para esto consideremos
Z ={(x,y) €R?*: 2 €{0,1,2};y € [0,1]} U{(z,y) € R* : 2 € [0,2];y = 0}.

La funciéon ¢ = f |z no es una funcion atriodica, pues para el continuo Q =
{(z,2) eR?:z e [5,1]}U{(L,y) eR*:y € [5,1]} U{(2—y,y) e R?: y € [3,1]}.
Tenemos que g~ (Q) = ([3,1] x {0}) U ([3,1] x {1}) U ([3,1] x {2}). Denotemos a
las componentes de g~*(Q) por C; = [3,1] x {i}, donde i € {0,1,2}. Observe que

9(Co)Ug(Cr) = {(z,x) eR?* 1z € [5,1]}U{(1,y) e R* 1y € [5,1]} # Q;
9(Co)Ug(Ca) = {(z,2) e R? :z € [5,1]}U{(2—y,y) eR?:y € [, 1]} # Q;
g(C1Ug(Co) ={(L,y) eR? 1y € [5, 1} U{(2—y,y) e R* 1y € [5,1]} # Q.

De aqui se sigue que g no es atridédica y, por lo tanto, f no es hereditariamente
atriddica.

El siguiente ejemplo muestra que no toda funcién abierta es hereditariamente
atriodica.

EjEMPLO 4.18. Consideremos el continuo
X =A{(z,y):x€{0,1,2,3},y € [-1,1]} U{(z,y) : x € [0,3],y € {—1,1}}.
Sea la funcion f:R? — R x (RT U{0}) dada por
f(z,9) = ([ y ]).

Se tiene que la funcion f |x es abierta y no es hereditariamente atriddica.
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= [ T T 1

Ficura 2

Probemos que f es abierta. Sea V un conjunto abierto bésico de la topologia
usual de R2. Supongamos que R? tiene como base a la coleccién
{(zx—c,x+e)x(y—c,y+e):z,y € Rye >0} Deeste modoV es de la forma
(xo — e,20 +€) X (yo — &,y0 + €), para algunos xg,yo € R y € > 0. Tenemos los
siguientes casos:

Caso 1. Si (0,0) ¢ V, entonces

(i) f(V) =V, siyp > 0. El cual es un abierto en la topologia de R x (R* U{0}).

(il) f(V) = (zo—e,z0+¢€) X (—yo—€, —yo+€), si yo < 0. El cual es un conjunto
abierto en R x (RT U {0}).

Caso 2. Si (0,0) € V, entonces

(i) f(V) = (xzo—e,z0+¢) % (0,y0+¢) , siyo > 0. El cual es un conjunto abierto
en R x (RT U {0}).

(i) f(V) = (xo —e,20 +¢€) X (0,—yo +¢€) , si yo < 0. El cual es un conjunto
abierto en R x (RT U{0}).

Por lo tanto, f es una funcién abierta. Luego, no es dificil convencerse que,
f |x es una funcion abierta.

Por otro lado, si tomamos
Q=A{(z,y):ze{l,2},y € [-LAFU([0,1] x {11 U ([2,3] x {1}) U([1,2] x {-1}).
Tenemos que @ es un subcontinuo de X y denotemos Y = (]0,3] x {1}) U ({1} x
[0,1]) U ({2} x [0,1]). Ahora, la funcién f |x|g= f |g: @ — Y no es atriodica.

Consideremos el subcontinuo de Y, K = [1, 2] x {1}. Tenemos que

flgt () = (3,1 x 1) U (1,2 x {-1}) U ([2, 3] x {1}).

Denotemos a las componentes de f |él (K) por Cy = [1,1]x{1}, Co = [1,2] x {—1},
03 = [2, g} X {1} Por lo que f(Cl) U f(Cg) =C1 U 03 7é Q, f(Cl) U f(CQ) =
3.2 x {1} #£Qy F(C)UF(Cs) =[1,5] x {1} # Q.

Por lo tanto f |g no es atriédica. En consecuencia f |x no es hereditariamente
atriddica.

El siguiente ejemplo nos muestra que no todo homeomorfismo local es un ho-
meomorfismo.

EJEMPLO 4.19. Consideremos el plano cartesiano R? en coordenadas polares.
Tomemos el circulo unitario S = {(r,¢) : r = 1,0 < ¢ < 27}. Definamos la funcidn
f:8 = S dada por f((r,9)) = (r,2¢), entonces f es un homeomorfismo local y no
es un homeomorfismo.

Note que f abierta y, para caday € S, | f~1({y}) |= 2. Asi por el Teorema 5.12
se tiene que f es un homeomorfismo local. Por otro lado, como f no es inyectiva se
concluye que f no es un homeomorfismo.






Capitulo 5

Algunas clases de funciones locales

DEFINICION 5.1. Sea A una una clase de funciones arbitraria y sea f : X — Y
una funcion continua y suprayectiva entre espacios métricos compactos. Decimos
que f estd en la clase local de A, Loc(A), si para cualquier punto x € X existe una
vecindad cerrada, V, de x en X, tal que f(V) es una vecindad cerrada de f(z) en
Y y la funcion restriccion f |y pertenece a la clase A.

De la Definicién 5.1 tenemos las siguientes consecuencias.

PROPOSICION 5.2. Si A es una clase de funciones continuas y suprayectivas,
siempre se cumple que A C Loc(A).

DEMOSTRACION. Sean f : X — Y una funcién continua y suprayectiva entre
espacios métricos compactos tal que f € A, y un punto z € X, tenemos que X es
una vecindad cerrada de x y f(X) = Y es una vecindad cerrada de f(z). Ahora
flx=f€ A, de modo que f € Loc(A), por lo tanto A € Loc(A). O

PROPOSICION 5.3. Si A y B son clases de funciones continuas y suprayectivas
entre espacios métricos compactos tales que A C B, entonces Loc(A) C Loc(B).

DEMOSTRACION. Sean f : X — Y una funcién continua y suprayectiva entre
espacios meétricos compactos tal que f € Loc(A) y un punto = € X. Como f €
Loc(A) existe V vecindad cerrada de = en X tal que f(V) es una vecindad cerrada
de f(x) en Y tal que f |v€ A. Asi, V es una vecindad cerrada de z tal que f(V) es
una vecindad cerrada de f(x) y, como A C B, f |v€ B. Por lo tanto f € Loc(B).

U

PROPOSICION 5.4. Si A es una clase de funciones continuas y suprayectivas
entre espacios métricos compactos, entonces Loc(A) = Loc(Loc(A)).

DEMOSTRACION. C] Por la Proposicion 5.2 tenemos que A C Loc(A). Se sigue de
la Proposicion 5.3 que Loc(A) C Loc(Loc(A)).

D] Sean f : X — Y una funcion continua y suprayectiva entre espacios métricos
compactos tal que f € Loc(Loc(A)) y un punto x € X. Luego existe una vecindad
cerrada, W, de z en X tal que f(W) es una vecindad cerrada de f(z) en Y tal que
f |w pertenece a la clase Loc(A). Como z € W C X, entonces existe U vecindad
cerrada de x en W tal que f(U) es una vecindad cerrada de f(z) en f(W) tal que
f lwlu esta en la clase A.

Note que U € W y U es un conjunto cerrado en W el cual es un conjunto
cerrado en X, de modo que U es una vecindad cerrada de z en X. Analogamente,
f(U) es una vecindad cerrada de f(z) en Y.

45
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Ahora, si tomamos V = U, tenemos que V es una vecindad cerrada de x en X
con f(V) vecindad cerrada de f(z) en Y y f |w|u€ A. De aqui que f € Loc(A).
Por lo tanto Loc(Loc(A)) C Loc(A). O

DEFINICION 5.5. Se dice que una funcion, f : X — Y, continua y suprayectiva
entre espacios métricos compactos es un homeomorfismo local, si para cualquier
punto x € X existe una vecindad abierta U de x en X tal que f(U) es una vecindad
abierta de f(z) en'Y y la funcion restriccion f |1 : U — f(U) es un homeomorfismo.

DEFINICION 5.6. Se dice que una funcion, f : X — Y, continua y suprayectiva
entre espacios métricos compactos es localmente confluente (respectivamente,
localmente débilmente confluente) si para cualquier punto y € Y existe una
vecindad cerrada F de y tal que la funcion restriccion f |;-1(p): fTUF) = F es
una funcidn confluente (respectivamente, débilmente confluente).

Recordemos que H denota la clase de los homeomorfismos.

TEOREMA 5.7. Una funcion f: X — Y continua y suprayectiva entre espacios
métricos compactos es un homeomorfismo local si, y sdlo si, f € Loc(FH).

DEMOSTRACION. =] Supongamos que f es un homeomorfismo local y sea x un
punto arbitrario de X. Tomemos U una vecindad abierta de x en X tal que f(U) es
una vecindad abierta de f(z) en Yy f |y es un homeomorfismo. Sea V una vecindad
cerrada de = que esté contenida en U. Note que f |y es un homeomorfismo, como
el interior de V es un conjunto abierto de U y f |v es un homeomorfismo, entonces
f(int(V)) es un abierto en Y, pues f(U) es un conjunto abierto en Y. Luego, como
V es un conjunto compacto, entonces f(V) es un conjunto compacto, y asi cerrado.
Se sigue que f(V) es una vecindad cerrada el punto f(x). Por lo tanto f € Loc(H).

<] Supongamos que f € Loc(H). Sean x un punto arbitrario de X y V una
vecindad cerrada de z en X tal que f(V) es una vecindad cerrada de f(z) en
Y y f |v es un homeomorfismo. Sea U’ un abierto en X que contenga a z y
W C V. Se tiene que f(U') es un conjunto abierto de f(V) que contiene a f(x).
Como f(V) es una vecindad de f(x), podemos hallar un conjunto abierto W de
Y tal que f(z) € W C f(W). Tomemos U = W N f~1(W). Los conjuntos U y
f~1(W) son abiertos de X, de modo que U es un conjunto abierto en X. Ahora
fW) = fU N fLW)) = f(W)NW =W por lo tanto f(U) es un abierto en Y.
Més atin, f |y es un homeomorfismo, ya que (f |v)™* |w= (f )"ty (f |v) "' es
continua. Consecuentemente, f es un homeomorfismo local.

Recordemos que € denota a la clase de las funciones confluentes. Similarmente
podemos probar lo siguiente.

TEOREMA 5.8. Una funcion f: X — Y continua y suprayectiva entre espacios
métricos compactos es localmente confluente si, y sdlo si, f € Loc(C).

DEMOSTRACION. Supongamos que f es localmente confluente y tomemos un punto
arbitrario  de X. Por hipotesis, existe una vecindad cerrada F' de f(z) en Y tal
que f |f-1(py es confluente. Asi basta tomar V como f~Y(F). Tenemos que V es
una vecindad cerrada de z en X; note que f(V) = f(f~1(F)) = F es una vecindad
cerrada de f(z) en Y y f |v es confluente. Por lo tanto f € Loc(C).
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Reciprocamente, supongamos ahora que f € Loc(€). Sea y un punto arbitrario
de Y. Por hipotesis, para cada = € f~1({y}) existe una vecindad cerrada de =,
U,, en X tal que f(U,) es una vecindad cerrada de y en Y y f |y, es confluente.
Como f~1({y}) es compacto, pues es un conjunto cerrado en X. Existen puntos

T1, . tn € FH({y}) tales que f71({y}) C Ui, int(Uy,) -

Sea F' = (i, f(Us,). El conjunto F’ es una vecindad cerrada de y, ya que
es la interseccién finita de vecindades cerradas de y. Para cada m € N, tomemos
Ky = B (y), ast K1 C Ky, para toda m € Ny (), .y K = {y}, por lo que

fﬁl(Km,—i-";) - fﬁl(Km)) para todam € N Y,
FHW) = Nen Km) = Minery [ (EKom).-

Ya que K,, es cerrado, entonces f~1(K,,) es cerrado y asf compacto, pues X es
compacto. Més atin, f~!(K,,) es un espacio métrico, para cada m € N. Asi por la
Proposicién 1.13, existe M € N tal que f~1(K,,) C U;_, int(U,,) para cada m >
M. Analogamente (1, oy Ky = {y} C int(F’), pues F’ es una vecindad cerrada
de y. Luego existe M’ € N tal que K,,, C int(F’) para cada m > M’. Llamemos
N =max{M, M'}, pongamos F = K, tenemos que F es una vecindad de y, como
N > M', F C int(F') y, puesto que N > M, f~Y(F) = f~(Kny) C U, int(Us,).

Probaremos que f |¢-1(p) es confluente. Sea @ un subcontinuo arbitrario de F.
Tomemos K una componente arbitraria de f |1111(F) (Q). Observe que Q C F C
Ni_, f(Uy,) de modo que existe un punto z de X tal que z € K N'U,, para algin
i€{1,2,...,n}. Como f |y, es confluente, sea K’ la componente de f |y, (Q) que
contiene al punto z, se tiene que (f |u,, )(K') = Q. Pero z€ KNK'y K es una
componente de f |]7,11(F) (Q) y asi K' C K, de modo que f |¢-1(py (K) = Q. Por
lo tanto f [z-1(p) es confluente. Por lo que podemos concluir que f es localmente
confuente. O

Recordemos que DC denota a la clase de las funciones débilmente confluentes.
Similarmente podemos probar lo siguiente.

TEOREMA 5.9. Una funcion f: X — Y continua y suprayectiva entre espacios
métricos compactos es localmente débilmente confluente si, y sélo si, f € Loc(DC).

DEMOSTRACION. Supongamos que f es localmente débilmente confluente y to-
memos un punto arbitrario x de X. Por hipoétesis, existe una vecindad cerrada
F de f(x) en Y tal que f |f-1(p) es débilmente confluente. Asi basta tomar
V como f~(F). Tenemos que V es una vecindad cerrada de x en X; note que
f(V) = f(f~1(V)) = F es una vecindad cerrada de f(z) en Y y f |y es débilmente
confluente. Por lo tanto f € Loc(DC).

Reciprocamente, supongamos ahora que f € Loc(DC). Sea y un punto arbitra-
rio de Y. Por hipétesis, para cada = € f~1({y}) existe una vecindad cerrada de z,
U,, en X tal que f(U,) es una vecindad cerrada de y en Y y f |y, es débilmente
confluente. Como f~1({y}) es compacto, existen puntos z1, ..., z, € f~1({y}) tales
que f1({y}) € Ur, int(Ls,).

Sea F' = (N, f(Us,). El conjunto F es una vecindad cerrada de y ya que es la
intersecion finita de vecindades cerradas de y.
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Probaremos que f |;-1(p) es débilmente confluente. Sea @ un subcontinuo
arbitrario de F. Como Q C ;—, f(Us,), en particular @ esta contenido en f(U,,)
y [ |u,, es débilmente confluente, asi existe C’ componente de (f [7-1(#)) " (Q) tal
que f |y,, (C") = Q. Tomemos C' la componente de ! [y, (Q) que contiene a C’,
por lo que Q = f |u,, (C') C f |17 C Q, de modo que f |s-1(p) es débilmente
confluente. Por lo tanto f es localmente débilmente confluente. O

Ahora estudiaremos las clases de funciones localmente monotonas y localmente
MO. Primero veamos la clase de funciones localmente abiertas. Recordemos que O
denota a la clase de las funciones abiertas.

TEOREMA 5.10. La clase O es la misma que la clase Loc(O).

DEMOSTRACION. Primero por la Proposicion 5.2 tenemos que O C Loc(0).

Ahora, sean f : X — Y una funcion continua y suprayectiva entre espacios
métricos compactos tal que f € Loc(O) y U un conjunto abierto en X. Vamos a
probar que f(U) es un conjunto abierto en Y. Sea y € f(U), tomemos zo € U tal que
f(xo) =y. Como f € Loc(O) para el punto xz( existe V, vecindad cerrada de xy en
X, tal que f(V) es una vecindad cerradadeyen Yy f |v€ O. Dado que f(V) es una
vecindad de y, existe Wy conjunto abierto en Y, tal que y € Wy C f(V). Como V es
una vecindad de xy podemos encontar W abierto en X tal que zg € Wo C (VNU).
Dado que f es una funcién continua f~'(W;) es un conjunto abierto en X. Sea
W = f~1(W;)N'W,. Note que W es una conjunto abierto en X tal que xo € W C V.
De modo que

y € flv (W)= Ff(W) C f(f7H (W) N fF(Wa) = Wi N f(W2) C f(U).
Como f |y es abierta entonces f |y (Wa) = f(W3) es un conjunto abierto en f(V),
de modo que existe W3 conjunto abierto en Y tal que f(Ws) = W3 N f(V). Asi
Wi N f(Wa) = Wi N (Wsn £(V)) = Wy N'Ws, el cual es un conjunto abierto en
Y. Luego, f(W) es un conjunto abierto en Y con y € f(W) y f(W) C f(U). Por lo
tanto f es abierta. |

TEOREMA 5.11. La clase Loc(H) estd contenida en la clase O.

DEMOSTRACION. Por la Proposicion 2.5 tenemos que H C O. Se sigue de la Pro-
posicion 5.3 y del Teorema 5.10, respectivamente, que Loc(H) C Loc(0Q) = O. Por
lo tanto Loc(H) C O. O

El siguiente teorema caracteriza a los homeomorfismos locales el cual tomamos
de [8, Teorema 4, p. 856]. Cabe mencionar que la demostracion la completamos
usando algunas ideas del libro de Whynburn [13].

TEOREMA 5.12. Sea f una funcion continua y suprayectiva de un espacio Haus-
dorff compacto X a un continuo de HausdorffY , la funcion f es un homeomorfismo
local si, y solo si [ es abierta y existe un entero positivo n tal que, para caday € Y,

[ {wh) I=n.

DEMOSTRACION. =] Sean y € Y y U un conjunto abierto de Y que contiene al
punto y. Denotemos por | f~'({y}) |= n, con n € N. Pues de lo contrario, es
decir, si f~*({y}) es un conjunto infinito, dado que X es compacto, entonces existe
{Zm }men subsucesion de f~1({y}) convergente; sea z € X tal que limz,, = =,
entonces para cada V vecindad cerrada de x, existe M € N tal que z,, € V para
toda m > M. Si tomamos k > m > M, entonces f(zr) =y = f(xm) y Tk, Tm €V



5. ALGUNAS CLASES DE FUNCIONES LOCALES 49

de modo que la funcién f |y no es inyectiva, lo cual contradice el hecho de que
/ sea un homeomorfismo local. Por lo tanto | f~!({y}) | es finito. Supongamos
que f1({y}) = {71, ...,z,}. Como X es un espacio Hausdorff, es posible tomar
Uy, ..., U,, conjuntos abiertos en X y ajenos tales que z; € U;, f(U;) es una vecindad
abierta de y en Y, tal que f |y, es un homeomorfismo, para cada i € {1,...,n}.

Tomemos V,, un conjunto abiertode Y tal quey € V,, € (N, f(W;)y f~*(V,) C
Ui, U;. Sea z € V,;, tenemos que

| F7H({z}) [= n, pues Yy € iy f(W),

ademas

| F71({z}) < n, pues f~1(V,) Cc U, Wi,
de modo que
| f7'({z}) |=n, para cada z € V,,.

Como Y es compacto existen puntos, yi,...,yx, de Y tales que Y C Ule Vy,-
Dado que Y es un conjunto conexo entonces para cada V,, con i € {1,...,k}, exite
Je{l,....k}\ {3} tal que V,, NV, # 0. Pues de lo contrario si V,, NV, = 0 para

todo j € {1,...,k} \ {i}, entonces los conjuntos abiertos V,, y U?ZLJ# V,,; forman
una disconexién para el espacio Y, lo cual contradice el hecho de que Y es conexo.
Por lo tanto | f~1({y}) |= n, para cada y € Y.

<] Sea z¢ un punto de X y denotemos f~1(f(x¢)) = {zo, 1, ..., Zn_1}. Como
X es un espacio Hausdorff entonces para cada x; y z;, existen abiertos U; j;, U; ;
tales que z; € U; j, z; € U;; vy Wi ; NU;; = 0, para cada 4,5 € {0,1,....,n — 1} y
1 # 7. Tomemos U; = ﬂ?:_&#i U;,;, tenemos que x; € U;, pues z; € U; j, para cada
j€{0,1,...,n—1}\ {i}, Mas aan, U; NU; = 0, para cada ¢,j € {0,1,...,n—1} con
7 75 7, pues U; C um y uj' C UM con uw N uj‘,i =0.

Como f es una funcién abierta entonces el conjunto W = ﬂ?;ol f(U;) es un
abierto y f(zo) € W. Entonces el conjunto V; = f~1(W) N U; es un abierto,
para cada i € {0,1,...,n — 1}. Por la continuidad de f, y z; € V;, para cada
i€{0,1,...,n—1}, pues z; € f~1(W) y z; € U;. Por el Lema 1.24 tenemos que

FOVi) = FW A f7HOW) = F(W 0 F7HES F(W))) = FOW) N (NS, f(W) =
ﬂ;:ol f(U;) =W, para cada i € {0,1,...,n — 1}.
Ahora, como V; NV, = (f7'W)NU) N (f1W)NU;) = fFEW) N (U NU;) =0
parai # jy | f7'({y}) |= n, para cada y € Y, tenemos que f |y, es inyectiva,
para cada i € {0,1,...,n — 1}. Asi el conjunto Vy es una vecindad de z( tal que
f(Vo) =W es una vecindad abierta de f(zo) y f |v, es un homeomorfismo. Por lo
tanto f es un homeomorfismo local.

Al igual que en las funciones abiertas, la clase de las funciones localmente O M
coincide con la clase de las funciones OM, lo cual demostraremos a continuacion.

TEOREMA 5.13. La clase de las funciones OM es la misma que la clase de
funciones Loc(OM).

DEMOSTRACION. La inclusion OM C Loc(OM) se tiene por la Proposicion 5.2.
Vamos a probar que Loc(OM) C OM. Sea f : X — Y una funcién continua
y suprayectiva entre espacios métricos compactos tal que f € Loc(OM). Por los
Corolarios 3.4 y 3.15 basta probar que para cada sucesion {y, }nen de puntos en
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Y con limy, = yo, se tiene que el conjunto limsup f~*({y,}) intersecta a cada
componente de f~1({yo}). Para esto sean C una componente arbitraria del conjunto
F'{wo}) ¥y 2o un punto de C tal que f(xq) = yo. Como f € Loc(OM) es posible
hallar una vecindad cerrada, V, de 29 en X tal que f(V) es una vecindad cerrada
de yp en Y y la restriccion f |y es una funcion OM. Se sigue de los Corolarios 3.4
y 3.15 que (limsup(f |v)~"({yn})) N C # 0, pero (msup(f [v)~"({y.})) N C C
(imsup f ({yn})) N C. Asi (imsup f~*({y,})) N C # O como se desea. Por lo
tanto f € OM. (]

Como una consecuencia de los resultados previos tenemos el siguiente corolario.

COROLARIO 5.14. La clase de funciones MO estd contenida en la clase de
funciones Loc(MO) la cual estd contenida en la clase de funciones OM.

DEMOSTRACION. Por el Teorema 3.16 tenemos que MO C OM. Se sigue de la
Proposicion 5.3 que Loc(MO) C Loc(MO). De la Proposicion 5.13, obtenemos
que Loc(OM) = OM. Por otro lado, por la Proposicién 5.2 tenemos que MO C
Loc(MO). Por lo tanto MO C Loc(MO) C OM. O

Las funciones localmente monétonas tienen la siguiente propiedad.

TEOREMA 5.15. Sea f : X — Y wun funcion continua y suprayectiva entre
espacios métricos compactos. Si f es una funcion localmente mondtona, entonces
es una funcion localmente MO y eziste un entero positivo N tal que, para cada
y €Y, el conjunto f~1({y}) tiene a lo mds N componentes.

DEMOSTRACION. Como f es una funcién locamente monétona por las Proposiciones
3.17 y 5.3 obtenemos que f es localmente M O. Como f € Loc(M) tenemos que para
cada punto y € Y existen puntos x1, ..., z,, tales que existe V; vecindad cerrada de
x; con f(V;) vecindad cerrada del punto y, f |y, es una funcién mondétona, para cada
i€{l,...,ny},y f1{y}) C U2y int(V;). Por lo tanto existe una vecindad cerrada
V, deytal que f=1(V,) C Ui, int(V;). Asi paracaday’ € V, el conjunto f~1({y'})
tiene a lo mas n, componentes pues f~1({y'}) C f~1(V) c U}, int(V;). Dado que
Y es compacto existen yi, ..., Y, elementos de Y tales que Y C |J[, int(Vy,). Sea
N = maz{n,,,..,n,, } tenemos que para toda y € Y, el conjunto f~!({y}) tiene a
lo mas N componentes. ([

Ahora vamos a estudiar a las clases localmente confluentes, localmente semi-
confluentes y localmente débilmente confluentes.

Como una consecuencia de la Proposicién 5.3 tenemos las siguientes contencio-
nes.

PROPOSICION 5.16. (i) La clase Loc(C) estd contenida en la clase Loc(SC).
(#3) La clase Loc(SC) estd contenida en la clase Loc(DC).

DEMOSTRACION. (i) Por el Teorema 2.9, tenemos que la clase C estd contenida en
la clase S8C. Se sigue de la Proposicion 5.3 que Loc(€) C Loc(8C).

(7) Por el Teorema 2.12, tenemos que la clase SC estd contenida en la clase
DE. Luego, por la Proposicion 5.3 obtenemos que Loc(SC) C Loc(DE). O

En los resultados que siguen caracterizamos a las funciones localmente con-
fluentes y a las funciones localmente débilmente confluentes.
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TEOREMA 5.17. Una funcion f : X — Y continua y suprayectiva entre espacios
métricos compactos es localmente confluente si, y sélo si, existe un nuimero ¢ > 0
tal que para cada continuo ) de didmetro menor que € en 'Y y cada componente,

C, de f~1Q) cumple que f(C) = Q.

DEMOSTRACION. Supongamos que f es localmente confluente, entonces para cada
y € Y existe F, vecindad cerrada de y tal que f |f-1(p,) es confluente. Como Y
es compacto entonces existen Fy ..., F, cerrados tales que Y C [J_, int(Fy,).
La familia C = {int(F),), ..., int(F,, )} es una cubierta abierta de Y, se sigue del
Corolario 1.28 que existe un namero ¢ > 0 tal que cada continuo @ de didmetro
menor que € en Y estd contenido en algtin F, , conm € {1,...,n}. Como f |f-1(F,
es confluente, cada componente, C, de f~1(Q) = [f |f71(Fy)]*1(Q) cumple que

f(C)=flr,) (C)=Q.

Reciprocamente, supongamos que existe un ntmero € > 0 tal que para cada
continuo @ de didmetro menor que € y cada componente de f~1(Q), C, satisface
que f(C) = Q. Sea y un punto arbitrario de Y. Pongamos V = B¢ (y). Claramente
V en una vecindad cerrada de y en Y y por hipétesis se tiene que f |f-1(y) es

confluente. Por lo tanto f es localmente confluente.

TEOREMA 5.18. Una funcion f : X — Y continua y suprayectiva entre espa-
cios métricos compactos es localmente débilmente confluente si, y sdlo si, existe un
numero € > 0 tal que para cada continuo Q@ de didmetro menor que € en Y existe
una componente, C, de f~1(Q) tal que f(C) = Q.

DEMOSTRACION. La necesidad se demuestra similarmente como la necesidad del
Teorema 5.17.

Reciprocamente, supongamos que existe un nimero ¢ > 0 tal que para cada
continuo @ de didmetro menor que € existe una componente de f~(Q), C, tal que
f(C) = Q. Sea y un punto arbitrario de Y. Pongamos V = Bc(y). Note que V
es una vecindad cerrada de y y por hipotesis se tiene que f [z-1(y) es débilmente
confluente. Por lo tanto f es localmente débilmente confluente. O

1. Ejemplos de funciones

Concluimos este capitulo con ejemplos de funciones que mustran que algunas de
las contenciones entre las clases de funciones son propias. El primero de estos ejem-
plos muestra que no siempre ocurre que si f € O entonces f es un homeomorfismo
local.

EjeEmPLO 5.19. Sea f:[-1,1] — [0,1] definida por
flx) =[x ].

Se tiene que f es una funcion abierta y no es un homeomorfismo local.

En el Ejemplo 2.19 probamos que f es abierta. Veamos que f no es un homeo-
morfismo local. Para esto consideremos el punto 0 € [—1, 1] y una vecindad cerrada,

V, arbitraria de 0, entonces existe un intervalo abierto (a,b) de [—1,1] tal que 0 €
(a,b) C V, asi para el punto ¢ = min{—%, 2} se tiene que f |y (c) =c= f |v (—¢),

de modo que f |y no es inyectiva y, por lo tanto, f |y no es un homeomorfismo.
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El siguiente ejemplo muestra que no toda funcion OM es una funcién Loc(MO).

EJEMPLO 5.20. Consideremos los subconjuntos de R?:
I={(z,y):0<z<1,y=0};
A, ={(z,y) 2= 5, 0<y < 5=}, para cada n € N;
B, ={(z,y) 1z = 2%, 0<y< 2%}, para cada n € N.
Pongamos T' = T U(U,en An) ¥ J = T U(U, en Bn)- Definamos las funciones f :
T—Jyg:J—1, para cada (xz,y) € T y (z,y) € J, respectivamente, como sigue

f((z,y)) = { (x,y), siy<uw,

(:’Uix)} SZ‘/L. S y’

9((z,y)) = (z — y,0).
Se tiene que f es una funcion mondtona, g es una funcion abierta y la funcion h
definida por h = go f es OM y no es una funcion localmente MO.

]
|

%

FiGgura 1

Veamos primero que f es una funcién monotona, para esto sea (z,y) € J.

Caso 1. Si x = y, note que (x,y) € B, para algin n € N. De modo que
1 {(z,9)}) = {55} X [+, 35=] €l cual es un conjunto conexo.

Caso 2. Si x < y entonces f~'({(z,y)}) = {(x,y)} que es conexo. Por lo tanto
f es monotona.

Mostraremos ahora que g es abierta. Sea U un conjunto abierto de J.
Caso 1. Si U C B, para algin n € N, entonces, tenemos los siguientes casos.

(i) U= {5}x(a,b) con0 < a <b< 5, demodo que g(U) = (1—b,1—a)x {0}
el cual es un conjunto abierto en I.
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(i) U = {5} x (@, 5] con 0 < a < 5. Luego g(U) = [0,1 — a) x {0}, el cual
es un conjunto abierto en I.

(iii) U = {55} x (0,4] con 0 < b < 5. Por lo tanto g(U) = (1 — b,1] x {0} que
es un conjunto abierto en I.

Caso 2. SiU C |J;", By, paraalgin m € N, entonces U = UNB,,, es un conjunto
abierto en J y, por el caso 1, g(U;) es un abierto en I Asi g(U) = g(U~, W;) =
Ui~ 9(U;). Por lo tanto f(U ) es un conjunto abierto.

Caso 3. Si U C I entonces UN B,, = (), para cada n € N; pues de lo contrario, es
decir, si UN B,, # 0 para algin n € N, entonces para el punto (2n ,0) existe r > 0
tal que B, (zo) NJ C I, pero el punto (5, %) estd en B,(z9) N J y (5,0) ¢ I, lo
cual es una contradiccion. Por lo tanto g(U) = U que es un abierto en I.

Caso 4. Si Ucirlu Bn para algfm n €N, entonces U= ((a,b) x {0}) U ({3} x
[0,¢)) con it < a < 57 <b< 577y 0 < ¢ < 37. Demodo que g(U) = (d,b)x{0},
con d = min{a, 5 5w c}, que es un conjunto abierto en I.

Por lo tanto g es una funcion abierta. Con todo h € OM.

Ahora, probaremos que h no es una funciéon localmente M O. Supongamos por el
contrario, es decir, supongamos que la funcién h es localmente M O. En particular,
para el punto p = (0, 0) existe una vecindad cerrada, V, tal que h(V) es una vecindad
cerrada del punto h(p) y la funcion restriccion b |y es una funcion OM. Por lo tanto,
existe una funcién monotona f; y una funcion abierta g; tales que h |y= f10g;. Por
la Proposicién 2.16 sabemos que las funciones abiertas no aumentan los ordenes de
los puntos, tenemos que para A, C V sucede alguno de los siguientes dos casos:

(i) g1(Ay) es un arco tal que g1(A4,) Ngi(INV) = {g(5)};
(i) 91(An) C (I NV) y g1((35, 35=7)) = 91(p)-

En el caso (i) tendriamos una contradiccién con la mondtonia de fi, pues en
este caso el conjunto f; L(p) tiene al menos dos componentes, una contenida en
g1(A,) v otra contenida en g, (I N'V).

En el caso (ii), como fi o gi((gr, 52=1)) = 91(p) ¥ 91((5rs 52=1)) # 91(p)
tenemos que existe un punto g # p en el arco I tal que h(q) = h(p) lo cual contradice
el hecho de que h |; es un homeomorfismo. Por lo tanto, h no es una funcion
localmente MO.

El siguiente ejemplo muestra que la clase de las funciones Loc(M) esta contenida
propiamente en la clase de las funciones Loc(MO).
EJEMPLO 5.21. Consideremos la funcién f : [—1,1] — [0, 1], definida por
f(z) =| z | para xz € [-1,1].
Tenemos que la funcion [ es localmente MO y no es localmente mondtona.
Por el Ejemplo 2.19 tenemos que la funcién f es abierta. Por el Teorema 3.18

O C MO y por la Proposicion 5.2 sabemos que MO C Loc(MO). Por lo tanto f es
localmente MO. Por otro lado, f ¢ Loc(M). Ya que para el punto 0, si tomamos

la bola abierta con centro en 0y radio r > 0 el punto § € B,.(0) con f(5) =5 y el
conjunto f~1({%}) = {5, —%} que no es conexo.
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El siguiente ejemplo muestra que existen funciones localmente mondtonas que
no son monoétonas y que no son homeomorfismos locales.

EJEMPLO 5.22. Consideremos la funcién f : [—2,2] — [0,1] definida por:

[ |x| -1, size[-2,-1U[L,2],
f(m)_{ 0, size[~1,1].

La funcion f es localmente mondtona, pero no es mondtona y no es un homeo-
morfismo local.

Probaremos primero que f € Loc(M). Para esto, sea x € [—2,2].
Caso 1. Si z € [-2,0), entonces V = [—2,0] es una vecindad cerrada de z y f(V) =
[0,1] es una vecindad cerrada de f(z). Veamos que f |y es mondtona. Para esto,
sea y € [0,1].

(i) Si y € (0,1], entonces (f |v)"*({y}) = {y} que es conexo.

(ii) Si y = 0, entonces (f |v)~1({0}) = [-1,0] que es conexo.
Por lo tanto f |y es mono6tona.

Caso 2. Si z € [0,2], entonces V = [—1,2] es una vecindad cerrada de z con
f(V) =10,1] es una vecindad cerrada de f(z). Veamos que f |y es mondtona. Para
esto, sea y € [0, 1].

(i) Siy € (0,1], entonces (f |v)"*({y}) = {y} que es conexo.

(ii) Si y = 0, entonces (f |v)~1({0}) = [~1, 1] que es conexo.
Por lo tanto f |y es mondtona.

Por otro lado, del Ejemplo 3.20 sabemos que f no es mondtona. Resta ver que
f no es un homeomorfismo local. Esto es por que para el punto 0 si consideramos
la bola abierta con centro en 0 y radio > 0, y tomamos el punto b = min{z, %},
tenemos que f(b) = 0 = f(—b); por lo que f no es inyectiva. De modo que no existe
una vecindad cerrada V del punto 0 tal que f |y sea un homeomorfismo.

El siguiente ejemplo muestra que existen funciones localmente semiconfluentes
que no son localmente confluentes

EJEMPLO 5.23. Sea f:[—1,2] — [0,2] definida por
f(z)=|z|, para cada x € [-1,2].
Tenemos que la funcion f es localmente semiconfluente y no es localmente con-
fluente.

En el Ejemplo 2.25 se demostrd que f es semiconfluente. Por la Proposicién 77
(#i) tenemos que f € Loc(8C). Resta ver que f no es localmente confluente. Para
esto vamos a ver que en el punto 1 € [—1,2] no se satisface la condicién. Ya que
si tomamos la bola cerrada de radio 1 > r > 0 y centrada en el punto 1, B,(1), el
intervalo V = [1 — £,1 + Z] es un subcontinuo de B,(1) y K = [-1,—(1 — )] es
una componente de f~(V) tal que f(K) = [1—%,1] # V. Por lo tanto f |y no es
confluente. De modo que f no es localmente confluente.

Similarmente existen funciones localmente débilmente confluentes que no son
localmente semiconfluentes como la siguiente.
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EJEMPLO 5.24. Consideremos al continuo X = LU (U,enIn) U (Upen In)-
donde
L= [_1a ]-] X {0}}
I, ={(-z,5%3%) : x € [0,1]}, para toda n € N;
Jn = {(z, 5522 ) : x € [0,1]}, para toda n € N.

La funcion f : X — [—1,1] definida por
f(z,y)) =z, para cada (z,y) € X,
es localmente débilmente confluente y no es localmente semiconfluente.

Lo,

Ficura 2

Veamos que f es débilmente confluente, para esto sea () un subcontinuo de
[—1,1], entonces Q = [a,b] con —1 < a < b < 1 y llamemos K a la componente
que contiene al conjunto A = [a, b] x {0}. Note que f(A) = [a, b] por lo que [a,b] =
f(A) C f(K) C Q, asi f(K) = Q, con lo cual f es débilmente confluente. Por la
Proposicion ?? se tiene que f € Loc(DC).

Ahora, si tomamos el punto (0,0) € X y una vecindad cerrada de z, V tal
que f(V) es una vecinad cerrada de 0, por lo que f(V) contiene un conjunto de
la forma Q = [a,b], con —1 < a < 0 < b < 1. Note que @ es un subcontinuo de
f(V). Llamemos K7 al segmento de recta que une al punto (a, “$+) con (0, §) y K>
al segmento de recta que une a los puntos (0, %) y (b, 174’) Observe que K7 y Ko
son componentes de f~1(Q), f(K1) = [a,0] y F(K2) = [0,b]. Asi f(K1) & F(K2) v
f(K3) € f(K1). Por lo tanto, f |v¢ SC. Asi, podemos concluir que f ¢ Loc(8C).

Las inclusiones en el Corolario 5.14 son propias pues la funcion f descrita en
el Ejemplo 3.22 es una funciéon localmente MO pero no es una funcion MO.






Capitulo 6

Otras formas de generar clases de funciones

Como vimos en los capitulos anteriores se pueden definir algunas clases de fun-
ciones cuando consideramos los subcontinuos del codominio. Por lo que obtenemos
nuevas clases de funciones cuando tomamos a los subcontinuos de la imagen que
tienen interior no vacio, o los continuos irreducibles del codominio en lugar de todos
los subcontinuos de la imagen.

DEFINICION 6.1. Sea f : X — Y wuna funcidn continua y suprayectiva entre
espacios métricos compactos, decimos que f es:

(i) quasimondtona, si para cada subcontinuo Q de Y con interior no vacio,
el conjunto f~1(Q) tiene un mimero finito de componentes y la imagen de cada una
de éstas bajo f es Q.

(i1) débilmente mondtona, si para cada subcontinuo Q de'Y con interior no
vacio, y cada componente de f~1(Q), C, cumple que f(C) = Q.

(i11) pseudoconfluente, si para cada subcontinuo irreducible Q de Y existe
una componente de f~1(Q), C, tal que f(C) = Q.

NOTACION 6.2. Para estudios posteriores denotaremos por:

OM a la clase de las funciones quasimondtonas.
DM a la clase de las funciones débilmente mondtonas.
PC a las clase de las funciones pseudoconfluentes.

De la Definicion 6.1 tenemos las siguientes consecuencias.

TEOREMA 6.3. Sea f : X — Y wuna funcién continua y suprayectiva entre
espacios métricos compactos. Si f es quasimonotoma, entonces f es débilmente
mondtona.

DEMOSTRACION. Sean () un subcontinuo de Y con interior no vacio y K una
componente de f~1(Q). Como f es quasimonétona entonces f(K) = Q. Por lo
tanto f es débilmente mondtona. O

TEOREMA 6.4. Sea f: X — Y una funcion continua y suprayectiva entre es-
pacios métricos compactos. Si [ es confluente, entonces f es débilmente mondtona.

DEMOSTRACION. Sean () un subcontinuo de Y con interior no vacio y K una
componente de f~1(Q). Como f es confluente, entonces f(K) = Q. Por lo tanto f
es débilmente mondtona. O

57
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TEOREMA 6.5. Sea f : X — Y wuna funcion continua y suprayectiva entre
espacios métricos compactos. Si f es débilmente confluente, entonces f es pseudo-
confluente.

DEMOSTRACION. Sea ) un subcontinuo irreducible de Y. Como f es débilmente
confluente, entonces existe K componente de f~1(Q), tal que f(K) = Q. Por lo
tanto f es pseudoconfluente. |

TEOREMA 6.6. Sea f : X — Y wuna funcidn continua y suprayectiva entre
espacios métricos compactos. Si f € Loc(M), entonces f es quasimondtona.

DEMOSTRACION. Sea @ un subcontinuo de Y con interior no vacio. Como f €
Loc(M) entonces, por el Teorema 5.15, tenemos que f es una funcién localmente
MO. Se sigue de los Teoremas 3.16 y 3.19 que f es localmente confluente. Por lo
que para cada K, componente de f~1(Q), se cumple que f(K) = Q. Més aitin, por
este mismo Teorema 5.15, existe un entero positivo N tal que | f~*({y}) |[< N para
cada y € Y, de modo que f~1(Q) tiene a lo més N componentes. Por lo tanto f es
quasimondtona. [l

El siguiente teorema caracteriza a las funciones pseudoconfluentes.

TEOREMA 6.7. Sea f : X — Y wuna funcion continua y suprayectiva entre
espacios métricos compactos. La funcion f es pseudoconfluente si, y sélo si, para
cada subcontinuo QQ de 'Y se cumple que para cada par de puntos y,y € Q existe
una componente, K, de f~1(Q), tal que y,y' € f(K).

DEMOSTRACION.

=] Sean @ un subcontinuo de Y y y,y’ dos puntos distintos de Q. Por la Pro-
posicién 1.22 existe K subcontinuo de @, y asi subcontinuo de Y, tal que K es
irreducible entre los puntos y y 4. Como f es pseudoconfluente, existe C' compo-
nente de f~1(K) tal que f(C) = K. Como K C Q, sea C' la componente de f~1(Q)
que contiene a C| se tiene que y,y’ € K C f(C’) por lo tanto y,y’" € f(C").

<] Sea @ un subcontinuo irreducible de Y, entonces existen dos puntos y, 3’ € Q
tales que @ es un continuo irreducible entre ellos. Como ¥,y € @ por hipotesis
existe una componente de f~1(Q), K, tal que y,3 € f(K). Como f~(Q) es un
conjunto cerrado en X, K es cerrado en X. De modo que K es un conjunto conexo
y compacto, y asi un subcontinuo de X. Se tiene que f(K) es un continuo en Y que
contiene a los puntos ¥,3y’. Note que, como ) es un continuo irreducible entre los
puntos y,y’ entonces Q C f(K). Luego, dado que K C f~1(Q) entonces f(K) C Q.
Se sigue que f(K) = Q. Por lo tanto, f es pseudoconfluente. O

TEOREMA 6.8. Sea f : X — Y wuna funcién continua y suprayectiva entre
continuos. Si [ es hereditariamente confluente entonces para cada subcontinuo, @,
de Y con interior no vacio el conjunto f~1(Q) es conezo.

Mads ain, si Q es un subcontinuo de Y y A y B son subcontinuos de Y tales
que Q = AN B y los conjuntos f~1(A) y f~1(B) son conezos, entonces f~1(Q) es
conezro.

DEMOSTRACION. Primero vamos a probar lo siguiente.

Afirmacién. Si A y B son subcontinuos propios de Y tales que Y = AU B,
entonces los conjuntos f~1(A4) y f~1(B) son conexos.
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En efecto. Sea A’ una componente arbitraria de f~!(A). Como f es hereditaria-
mente confluente, por el Corolario ??, f es confluente, asi tenemos que f(A’) = A.
Luego existe una componente B’ de f~1(B) tal que A’'N B’ # () ya que AN B # ().
Asi f(A") N B # 0, entonces A’ N f~1(B) # 0.

Observacién 1. f~LH(A)NB' =A'NB' =fY(B)NA

Prueba de la Observacion 1. Supongamos lo contrario, es decir, supongamos
que (f~1(A) N B’)\ A" # 0, entonces existe una componente A” del conjunto
(f laru’) "(A) contenida en B’. Como A\ B # () (pues A, B CY), f(A/UB') =Y
y f(B’) = B. Lo cual contradice la confluencia de f |ayp/, ya que f(A”) = f |aup
(A") # A. Similarmente se prueba que A'N B’ = f~1(B)N A’.

De la Observaciéon 1 podemos concluir lo siguiente.

Observacién 2. Cada componente de f~!(A) intersecta exactamente a una
componente de f~!(B) y, cada componente de f~!(B) intersecta exactamente a
una componente de f~1(A).

Supongamos que f~!(A) no es conexo. De modo que f~*(A) = P U R donde

P y R son conjuntos cerrados en X, no vacios y ajenos. Pongamos:

P"={K : K es una componente que f~*(B)y KNP # 0}y

R' = {K : K es una componente que f~*(B) y K N R # 0}.
Como f~1(A) N P # () entonces existe una componente, C, de f~1(A) tal que
C C P. Se sigue de la Observacion 2 que existe una componente, K, de f~1(B) tal
que CN K # 0, es decir, K N P # (. De modo que P’ # (). Analogamente se tiene
que R/ # 0.

Observacién 3. Si K es una componente de f~!(B) entonces se cumple sélo
una de las siguientes proposiciones.
(i) K C P.
(15) K C R.

En efecto, como K es una componente de f~!(B) por la Observacion 2, existe
C componente de f~1(A) tal que K N C # (). Note que C C P o C C R.

Vamos a probar que si C C P, entonces K N P # (). Para esto probaremos que
K N R = (), supongamos por el contrario, es decir, supongamos que K N R # (). De
modo que existe C; componente de f~(A) tal que C; C Ry C; N K # . Como
KNP # (), existe Cy componente de f~1(A) tal que Co C Py Cy N K # (). Dado
que Py R forman una disconecciéon de f~1(A) entonces C; N Cy = (), de modo que
C1 y Oy son dos componentes distintas de f~*(A) con KNCy # 0y ConN K # (.
Lo cual contradice la Observacién 2. Similarmente se demuestra que si C' C R,
entonces K N R # ().

Lo cual prueba la Observacion 3.

Observacion 4. Los conjuntos P’ y R’ son cerados en X.

Veamos que el conjunto P’ es cerrado, para esto, tomemos = € Clx (P'), enton-
ces existe una sucesion de elementos de P, {z,, }nen, tal que lim z,, = z. Note que
f71(B) es un conjunto cerrado en X y P’ C f~1(B). De modo que = € f~1(B).
Sea K la componente de f~!(B) tal que # € K. Como K es una componente de
f~1(B) entonces existen conjuntos cerrados en f~1(B), Wi y Wa, ajenos tales que
K c Wy f74(B)\ K C W,. Dado que f~!(B) es un conjunto cerrado en X,
entonces W1 y Wy son conjunos cerrados en X. Como X es un espacio métrico, y
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asi un espacio normal, existen conjuntos abiertos en X, U; y Us, ajenos tales que
Wi C Uy y Wy C Us. Luego, z € K C U;. Como lim x,, = x, existe N € N tal que
r, € Uy, para cada n > N. Note que U; N f~(B) = K, de modo que x,, € K, para
todan > N. Se sigue que K es la componente de x,, en f~!(B), para cadan > N.
Como z,, € P/, para cada n € N se tiene que K C P’. Luego x € P’ y, por lo tanto,
P’ es un conjunto cerrado. Analogamente, se puede probar que R’ es un conjunto
cerrado y con esto queda probada la Observacion 4.

Ahora, de las Observaciones 4 y 3, se tiene que P’ y R’ son conjuntos cerrados
yPNR =0, PNR =0y PNQ = (. De modo que podemos formar una
disconexion del conjunto X en dos conjuntos cerrados, ajenos y no vacios, P U P’
y RUR’, lo que contradice la conexidad de X. Lo cual prueba la Afirmacion.

Sea @ un subcontinuo de Y con interior no vacio. Tenemos los siguientes casos:

Caso 1. El conjunto Y \ @ es conexo, entonces Y = Cly (Y \ Q) U Q. Se sigue
de la Afirmacién que f~1(Q) es conexo.

Caso 2. El conjunto Y\ @ no es conexo. Se sigue del Corolario 1.19 que existen
subcontinuos propios A y B de Y talesque Y = AUBy Q = AN B. Por la
Afirmacién, tenemos que los conjuntos f~1(A) y f~!(B) son conexos. Supongamos
que f~1(Q) no es conexo, entonces f~1(Q) = FUF donde E y F son conjuntos
cerrados, ajenos y no vacios en f~1(Q). Note que X \ F es abierto en X y E C
X \ F. Como X es normal entonces existe un conjunto abierto U de X tal que
ECUcCCl(U) C X\F.Sea K una componente de f~1(B)NCI(U) que intersecta
a E. La componente K contiene puntos que no estan en f~1(Q). Asi

(2) F(K)\ A#0.

Consideremos el continuo K U f~*(A) y la funcion f |xyp—1(4)- El conjunto
C = [f |kus-1(4))  (f(K)) esta contenido en el conjunto f~H(B)N(KUf~1(A)) =
[fTAB)NKJU[fYB)NfH(A)]=KUQ=KUEUF.Como (KUE)NF #0
y f(E) = f(F) = @Q, por la confluencia de f. Se tiene que el conjunto C tiene
una componente W contenida en F'. Dado que f(F) C A, y por (2), tenemos que
JTW) = f |kug-1a) (W) # f(K). Se sigue que f |gyus-1(4) no es confluente,
lo cual contradice que f sea hereditariamente confluente. Por lo tanto f~1(Q) es
conexo.

Por otro lado, sean () un subcontinuo de Y con interior no vacio y A y B
subcontinuos de Y tales que Q@ = AN B y los conjuntos f~*(A) y f~1(B) son
conexos. Con argumentos similares como en el Caso 2, se demuestra que f~1(Q) es
conexo. Asi, el teorema queda demostrado. [

Del Teorema 6.8 tenemos la siguiente implicacién.

COROLARIO 6.9. Sea f una funcion continua y suprayectiva entre continuos.
Si f es hereditariamente confluente entonces [ es quasimondtona.
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1. Ejemplos de funciones

En esta seccion daremos algunos ejemplos que muestran que las contenciones
entre estas clases de funciones son estrictas.

EJEMPLO 6.10. Consideremos el continuo X C R? definido por
X = (UnZo Ln),
donde
L,={1-a%):ac(0,1]} para cada n € N;
Lo =10,1] x {0}.
La funcion f : X — [0,1] definida por
f((z,y) ==,

es abierta, débilmente mondtona y no es quasimondtona.

A

Primero veamos que f es débilmente monétona, para esto, sea @ un subcontinuo
de [0, 1], entonces @ es de la forma [a,b] con 0 < a < b < 1.

Caso 1. Si b = 0, entonces

F7UQ) = ([0, 1] x {0) U (Upen {1 — a, 524}t a € [0,1],

el cual es un conjunto conexo.

Caso 2. Si b < 1, entonces f~1(Q) = ([a,b] x {0}) U (U,,en Kn), donde K,, =
{(1+(a—1)b—aa, M :a € [0,1]}, paratodan € N. Note que f~1(Q) tiene
un ntnero de componentes numerable, a saber, [a,b], {K,}nen, f([a,D]) = [a,b] ¥
f(Cy) = [a,b], para toda n € N.

Por lo tanto f es débilmente monotona.

Tenemos que f es una funcién abierta, pues la funcién proyeccién p : R? — R
es abierta.

La funcién f no es quasimonétona pues si tomamos @ = [0, 1] x {0}, el conjunto
f71(Q) tiene un ntimero infinito de componentes.

EJEMPLO 6.11. Consideremos la funcion descrita en el Ejemplo 2.27,
f:1-2,2] = [-1,1] definida por:
| = z+1]-1]|, size][-2,0];
f(x)—{ I1-z|-1]|, sizel02],
f es hereditariamente débilmente confluente y no es débilmente mondtona.

Primero veamos que f es hereditariamente débilmente confluente. Sea ) un
subcontinuo de [—1,1], entonces f es de la forma [a,b] con —1 < a < b < 1.
Probaremos que f |g: Q@ — f(Q) es débilmente confluente. Sea C' un subcontinuo
de @ entonces C es de la forma [¢,d] con a < ¢ < d < b.
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Caso 1. Sia < -1y 1<b. Note que [¢,d] C f [21 (C). Sea K la componente
de f |51 (C) que contiene a [c, d] entonces [¢,d] = f |g ([¢,d]) C f(K) C [c,d]. De
modo que f | (K) = C. Por lo tanto, f |g es débilmente confluente. Se sigue que
f es hereditariamente débilmente confluente.

Caso 2. Si —2 < a < b < —1, entonces f |51 (C) =[1—-b,1—a] que es conexo.
Luego, f([1 —b,1—a]) =C.

Caso 3. Si —2 <a < —1<b <1, tenemos que

(¢) Sid > bentonces [-1—d,—1—c] C f |Egl (C). Consideremos la componente
de f |EZ1 (C), K, que contiene a [—1—d, —1—¢] entonces [¢,d] = f | ([-1—d,—1—
c]) C f(K) C e, d]. De modo que f | (K) = C.

(#4) Si d = b entonces [¢,d] C f |Z21 (C). Sea K la componente de f |51 (@)
que contiene a [c,d] entonces [c,d] = f |g ([e,d]) C f(K) C [c,d]. De modo que
flo (K)=C.

(#4i) Si d > f(a) entonces [c,d] C f |c_21 (C). Consideremos la componente de
f |521 (C), K, que contiene a [c,d] entonces [¢,d] = f |q ([¢,d]) C f(K) C [c,d]. De
modo que f |o (K) =C.

(v) Si d = f(a) entonces [-1 —d,~1 —c] C f |4

1

(
de f |521 (C) que contiene a [—1 —d, —1 — ¢] entonces |[c, d]
[¢,d]. De modo que f | (K)=C.

(). Sea K la componente

fla (e,d)) € f(K) C

Caso 4. Sia<1<b<2, tenemos que

(i) Sic < a entonces 2—d,2—c] C f |51 (C). Consideremos la componente de
f |c_21 (@), K, que contiene a [2 —d,2 — ¢] entonces [¢,d] = f |g (2—d,2—¢]) C
f(K) C [e,d]. De modo que f |g (K) =C.
(#1) Si ¢ = a entonces [c,d] C f \51 (C). Sea K la componente de f |51 (@)
que contiene a [¢,d] entonces [¢,d] = f |o ([¢,d]) C f(K) C [e,d]. De modo que
fle (K)=C.

(7i) Si ¢ < f(b) entonces [¢,d] C f |Z?1 (C). Consideremos la componente de
f |51 (C), K, que contiene a [c, d] entonces [c,d] = f |g ([e,d]) C f(K) C [c,d]. De
modo que f |g (K) =C.

(iv) Si ¢ = f(b) entonces [2 —d,2—¢] C f [21 (C). Sea K la componente de
f |51 (C) que contiene a [2—d,2—c] entonces 2—d,2—c] = f |g ([¢,d]) C f(K) C
[c,d]. De modo que f |g (K)=C.

Caso 5 Si 1 <a<b<c, entonces f \51 (C) = [¢,d]. Luego, f([e,d]) = [c,d].

Por lo que podemos concluir que f es débilmente confluente.

Veamos que f no es débilmente mondtona. Para esto note que el continuo Q =
[—3. 3] tiene interior no vacio, de hecho int(Q) = (—3,3) vy f~1(Q) = [-2,-3]U
[—2,2]U[2,2], pero f([2,2]) = [0, 3] # Q, por lo que f no es débilmente monétona.
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EJEMPLO 6.12. Sea T' C R? definido por T = ({0} x [0,1]) U ([-1,1] x {0}), v
definamos la funcidn f :[0,1] — T como sigue

(=3z—3,0), size€

(62 —2,0), stz €

_ (0,62 —2), stz €
) = (0,—6x+4), size
(62 —4,0), stz €
(=122 4+ 11,0), siz €|

La funcion f es pseudoconfluente y no es débilmente mondtona ni localmente dé-
bilmente confluente.

N

.-

-

N

O TON O WD NS = O
— O U O | Lo [N =
N <

Primero probaremos que f es pseudoconfluente. Para esto sea ) un continuo
irreducible de T" entonces @ tiene la forma,

[a,b] x {0}, con —1 <a<b< 1

{0} x [a, b], con0<a<b< 1
(la,0] x {0}) U ({0} x [0,b]), con—-1<a<0<b<
([0,a] x {0}) U ({0} x [0,8]), con0<a<1lyO0<b<I.

SiQ es dela forma [a, b] x {0} con —1 < a < b < 1. El conjunto C = [, 10T
estd contenido en f~1(Q). Note que f(C) = Q. Sea K la componente de f~1(Q)

que contiene a C, entonces Q) C f(C) C f(K) C Q. Por lo tanto f(K) = Q.

Si @ es de la forma {0} x [a,b], con 0 < a < b < 1. Consideremos el conjunto
C = [2e, 2] Note que C es un subconjunto conexo de f~1(Q) con f(C) = Q.
Sea K la componente de f~1(Q) que contiene a C. Entonces f(K) = Q.

Si @ es de la forma ([a,0] x {0}) U ({0} x [0,8]), con =1 < a <0 <b <1,
entonces tenemos los siguientes casos:

Caso 1. Si a < £, consideremos el conjunto C' = [— a§%70] U [0, ZEb], C esté
contenido en f~1(Q) y f(C) = Q. Tomemos K la componente de f~(Q) que

contiene a C. De modo que f(K) = Q.

Caso 2. Si a > %, Tomemos el conjunto C' = [—%F2,0] U [0, 2£2]. Note que
C esta contenido en f~1(Q) y f(C) = Q. Sea K la componente de f~(Q) que

contiene al conjunto C. Luego f(K) = Q.

Si @ es de la forma ([0,a] x {0}) U ({0} x [0,8]),con0<a<1y0<b<l1.
Consideremos el conjunto C' = [%, 2241, Tenemos que C C f~HQ) y f(C) = Q.
Tomemos K la componente de f~1(Q) que contiene a C. De modo que f(K) = Q.

Por lo tanto f es una funcién pseudoconfluente.

Veamos que f no es débilmente monétona. Sea Q = ([—3, 1] x {0}) U ({0} x
[0,1]) C T. Note que Q tiene interior no vacio, de hecho int(Q) = ((—3,3) x
{0}) ({0} x [0, 3)) - Tenemos que f~1(Q) = [ 152]U[1727 VIS By F(5. 5] =
[—3, 4] x {0} # Q, por lo tanto f no es débilmente mondétona; de hecho tampoco
es quasimondtona.

Probaremos ahora que f ¢ Loc(DC). Para esto consideremos el punto (0,0) y
sea V una vecindad cerrada de (0,0). Tenemos que g = f |;-1(y) no es confluente.
Como V es una vecindad de (0,0) existe € > 0 tal que B.((0,0)) NT C V, entonces
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seaU:WﬁT es decir U = ([-35, 5] x {0}) U ({0} x [0, §]). Luego, U es
un subcontinuo de V' y g~ (U) = [452, He] U [B52, B2 U [2272, 224€]. Note que

9(%55 55 = (=5, 0 x {0}) U ({0} x [0, 5]) # @,

915z 557D = (0= 5] x {0}) U ({0} x [0, 5]) # @,

9(13555, 58] = (-5, 5] < {0h) £ @.

De modo que g no es débilmente confluente. Por lo tanto, f no es hereditaria-

mente débilmente confluente.



Capitulo 7

Algunas propiedades de la composicién de
funciones y factor

En este capitulo vamos a estudiar algunas propiedades de las clases de funciones
definidas anteriormente.

1. Propiedad de la composicién de funciones

DEFINICION 7.1. Sea A una clase de funciones arbitraria. Decimos que la clase
A tiene la propiedad de la composicion si para cualesquiera dos funciones f, g € A,
su composicion g o [ también es un elemento de A.

Una consecuencia inmediata de la Definicién 7.1 es la siguiente.

TEOREMA 7.2. Las siguientes clases de funciones tiene la propiedad de la com-
posicion:
(i) La clase de los homeomorfismos, .
(#3) La clase de las funciones atdmicas, A.
(#i1) La clase de las funciones abiertas, O.
(iv) La clase de las funciones mondtonas, M.

DEMOSTRACION.

(i)Sean f : X - Y yg:Y — Z homeomorfismos entre espacios métricos compacto.
Veamos que g o f es un homeomorfismo. Tomemos 1,25 € X arbitrarios con
x1 # x9, como f es inyectiva entonces f(x1) # f(x2) y dado que g es inyectiva
entonces g(f(z1)) # g(f(xz2)), por lo tanto go f es inyectiva, y asi, go f es biyectiva.

Ahora como tanto f~: Y — X como g~!: Z — Y son funciones continuas, se
sigue que f~log™! = [go f]~! es continua. Por lo tanto, go f es un homeomorfismo.

(ii) Sean f : X - Y y g : Y — Z funciones continuas y suprayectivas entre
espacios métricos compactos tales que f,g € A. Veamos que go f € A. Sea K un
subcontinuo de X tal que go f(K) es no degenerado. Como f es continua entonces
f(K) es un subcontinuo de Y con g(f(K)) no generado, dado que g es atémica
tenemos que g~ (g(f(K))) = f(K) y, ya que g es una funciéon suprayectiva, f(K)
es no degenerado, se sigue de que f es atomica que f~1(f(K)) = K. Asi que

K =7 (f(K)) = f~H g (9(f(K)))) = [g o f]7 (g 0 f(K)).

Por lo tanto g o f es atémica.

(731) Sean f : X - Y y g : Y — Z funciones continuas y suprayectivas entre
espacios métricos compactos tales que f,g € O. Veamos que g o f es abierta, para
esto sea U un conjunto abierto en X. Como f es abierta entonces f(U) es un

65
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conjunto abierto en Y. Dado que g es abierta entonces g(f(U)) es un abierto en Z.
Por lo tanto, g o f es una funcién abierta.

(iv) Sean f: X - Y y g : Y — Z funciones continuas y suprayectivas entre
espacios métricos compactos tales que f,g € M. Veamos que go f € M. Sea Q
un subcontinuo de Z, como g € M se sigue de la proposicion 2.7 ¢~ 1(Q) es un
subcontinuo de Y. Dado que f es mono6tona y por la Proposicion 2.7 tenemos que
(go £)~HQ) = f (g7 1(Q)) es un subcontinuo de X. Por lo tanto, go f € M. [

TEOREMA 7.3. La clase de los homeomorfismos locales tiene la propiedad de la
COMPOSICLON.

DEMOSTRACION. Sean f : X — Y y g : Y — Z funciones continuas y su-
prayectivas entre espacios métricos compactos tales que f,g € Loc(H). Veamos
que g o f € Loc(H), para esto tomemos un punto arbitrario z € Z. Como g es
un homeomorfismo local, entonces por el Teorema 5.12 existe N; € N tal que
| g71({z}) |= N;. Tomemos y € g~'({z}). Como f es un homemorfismo local,
existe No € N tal que | f~'({y}) |= Na. Llamemos N = N; - Ny tenemos que
| (9o /)71(2) =] f~Hg™ ({=})) |= N, para cada = € Z. Note que como f y g
son homeomorfismos locales, por el Teorema 5.11 tenemos que f y ¢ son funciones
abiertas. Se sigue del Teorema 7.2 (iii), que g o f es abierta y, por el Teorema 5.12,
obtenemos que f o g es un homeomorfismo local. O

TEOREMA 7.4. Las siguientes clases de funciones tienen la propiedad de la
COMPOSICION:
(1) La clase de las funciones confluentes, C.
(ii) La clase de las funciones débilmente confluentes, DC.
(#i1) La clase de las funciones pseudoconfluentes PC.

DEMOSTRACION. (i) Se sigue de la Proposicion 3.10.

(i4) Sean f : X - Y y g:Y — Z funciones continuas y suprayectivas entre
espacios métricos compactos tales que f,g € DC. Veamos que g o f es débilmente
confluente. Sea () un subcontinuo de Z. Como g € DC, existe K componente de
g7 1(Q) tal que g(K) = Q. Dado que g~'(Q) es un conjunto cerrado en Y y K un
conjunto cerrado en g~1(Q), se sigue que K es cerrado en Y y asi un subcontinuo
en Y. Como f es débilmente confluente, existe K’ componente de f~!(K) tal que
f(K') = K. Note que K’ C f~Y(K) C f~1g 1(Q)) = (9o f)"(Q)- Sea C la
componente de (g o f)~1(Q), que contiene a K’, de modo que Q = go f(K') C
go f(C) C Q. Luego go f(C) = Q. Por lo tanto, g o f es débilmente confluente.

(73i) Sean f : X - Y y g: Y — Z funciones continuas y suprayectivas entre
espacios métricos compactos tales que f,g € PC. Veamos que g o f es pseudocon-
fluente. Sean C' un subcontinuo de Z y z, 2z’ dos puntos distintos en C'. Como g es
una funcion pseudoconfluente entonces, por el Teorema 6.7, existe una componente
Q', de g71(0) tal que 2,2’ € g(Q'). Observe que Q' es un subcontinuo de Y. Como
2,2 € g(Q') sean y,y’ € Q' tales que g(y) = 2z y g(y/) = 2. Ya que f es una
funcion pseudoconfluente existe una componente Q” de f~1(Q’) que cumple que
y,y" € f(Q"). Note que f(Q") C @, de modo que g(f(Q")) C g(Q") C C, por lo
tanto Q" C (go f)~(O).
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Llamemos @ a la componente de (g o f)~1(C) que contiene a Q”, asi y,y €

fQ") cfQ)yz=ygy),z =g(y) € g(f(Q")) C g(f(Q)). De modo que 2,2z’ €
go f(Q). Se sigue del Teorema 6.7 que go f € PC. O

TEOREMA 7.5. Sea A una clase de funciones continuas y suprayectivas entre
espacios métricos compactos. Si A tiene la propiedad de la composicion, entonces
la clase hereditariamente A también tiene la propiedad de la composicion.

DEMOSTRACION. Sean f: X — Y yg:Y — Z funciones continuas y suprayectivas
entre espacios métricos compactos tales que f y g estan en la clase hereditariamente
A. Veamos que g o f también es hereditariamente A. Tomemos  un subcontinuo
de X, como f es continua, entonces f(Q) es un subcontinuo de Y. Dado que f y g
son hereditariamente A, tenemos que f [q ¥ g |f(@) son elementos de A, de modo
que (go f) o= g ) of |q estd en A. Por lo tanto g o f es hereditariamente A.

|

TEOREMA 7.6. La clase de las funciones OM tiene la propiedad de la compo-
sicLom.
DEMOSTRACION. Como la clase de funciones OM, por el Corolario 3.15, coincide
con la clase de las funciones casi interiores y esta tltima, por la Proposiciéon 3.12,

tiene la propiedad de la composicion. Se sigue que la clase OM tiene la propiedad
de la composicién. O

TEOREMA 7.7. La clase de las funciones quasimondtonas, QM, tiene la pro-
piedad de la composicion.

DEMOSTRACION. Sean f: X — Y y g:Y — Z funciones continuas y suprayectivas
entre espacios métricos compactos tales que f,g € QM y @ un subcontinuo arbi-
trario de Z con interior no vacio. Como g es quasimonétona, tenemos que ¢~ *(Q)
tiene un ntmero finito de componentes, llamemos N al nimero de componentes, es
decir, sean C1, . ..,Cy las componentes de g~1(Q). Note que g(C;) = Q, para cada
i € {1,...,N}. Ahora, observe que int(Q) = int(g(C;)), para cada i € {1,..., N}.
Tomemos z € int(Q), entonces existe y; € C; tal que g(y;) = z. Como C; es una
componente de g~!(Q) existen conjuntos abiertos, U, y Vi, en Y tales que C; C U,
y U;-V:L#Z- C; C V;. Por otro lado, dado que z € int(Q) existe W conjunto abierto
en Z tal que z € W C Q. Como g es una funcién continua entonces g~ (W) es un
conjunto abierto en X. Tomemos U; = U, N f~1(Q), tenemos que U; es un conjunto
abierto en Y y y; € U; C C;. De modo que y; € int(C;), se sigue que C; tiene
interior no vacio. Note que esto sucede para toda i € {1, ..., N}. Por lo tanto C; es
un subcontinuo de Y con interior no vacio, para cada i € {1,..., N}.

Ahora, ya que f es quasimonoétona, para cada i € {1,..., N}, el conjunto f~1(C;)
tiene un numero finito de componentes. Llamemos N¢, al nimero de componentes
de f71(C;). Note que cada K componente de f~1(C;), f(K) = C;, por lo que
(go f(K)) = Q, asi el conjunto (go f)~*(Q) tiene un niimero finito de componentes
y para cada una de éstas su imagen bajo go f es Q. De modo que go f es una funcién
quasimonoétona. Por lo tanto, la clase QM tiene la propiedad de la composiciéon. [

COROLARIO 7.8. Las siguientes clases de funciones tienen la propiedad de la
cOmposicion:
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1) hereditariamente .
1) hereditariamente A.

(

(i

(#i1) hereditariamente O.

(iv) hereditariamente M.

(v) hereditariamente C.

(vi) hereditariamente DC.

(vii) hereditariamente PC.
(viii) hereditariamente Loc(H).
(iz) hereditariamente OM.

(

ix) hereditariamente QM.

DEMOSTRACION. Se sigue de los Teoremas 7.2y 7.3, 7.4 7.6, 7.7 y 7.5. O

2. Ejemplos de funciones que no satisfacen la propiedad de la
composiciéon

En esta seccion daremos algunos ejemplos de algunas clases de funciones que no
satisfacen la propiedad de la composicién de funciones. Comenzando con el siguiente
ejemplo que muestra que la clase de las funciones MO no tiene la propiedad de la
composicion.

EJEMPLO 7.9. Sean f :[0,1] — [0,1] definida por:

(@) = { %lx, stz €[0,2];

six € [2,1];
y ¢g:[0,1] — [0,1] definida por:

_ 2z, stz €[0,1];
9(z) = { 22z, sizelll].

No es dificil convencerse de que la funcién f es mondétona, asi por el Teorema
3.17 tenemos que f es una funciéon MO. Note que g es abierta y por el Teorema
3.18 tenemos que g es una funciéon MO. Pongamos h = g o f, por el Ejemplo 3.22,
sabemos que h no es una funcion MO.

El siguiente ejemplo muestra que la clase de las funciones localmente mondétonas
no tiene la propiedad de la composicién.

EJEMPLO 7.10. Consideremos el continuo X C R? con coordenadas polares,
definido por:
X=XUXoUS§S,
donde X1 = {(r, g-sen(-5)) : 1 <r < 2};
Xo = {(T’(b) : (7”7¢—7T) € Xl} )
S={(1,¢4):0<¢ <27}
Definamos la funcion f: X — f(X) como sigue:

f((r,9)) = (r,29).

Consideremos la funcion cociente, g : f(X) — [0,1], que identifica con el 0
a todos los puntos de S, es decir, g(x) = 0, para todo x € S. Tenemos que las
funciones f y g son localmente mondtonas y la funcion g o f no es localmente
mondotona.
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Note que f es abierta y para cada y € f(X) el conjunto f~!({y}) tiene cardi-
nalidad 2, se sigue del Teorema 5.12 que f es un homeomorfismo local. Luego, por
la Proposiciéon 5.2 f es localmente mondétona.

Observe que g es una funcién mondtona. Se sigue de la Proposicion 5.3 que g
es localmente mondtona.

Veamos que g o f no es localmente mono6tona, para esto tomemos el punto
(1,%). Consideremos la sucesion {r,}nen dada por r, = 3242 para cada n €
N. Tenemos que la sucesion {(r2,, 5;—sen(;;"=7)) tnen converge al punto (1, 3).
Ahora, sea V una vecindad cerrada del punto (1, %), de este modo existe 7 > 0
tal que B,.((1,%)) C V, también existe N € N tal que r, € B,((1, %)), para cada
n > N. Consideremos n > N, note que f(r,) € f(V), f(rn) # 0y el conjunto
Y f(rn) = {(ron, ﬁsen(ﬁ)), (ron, %%sen(m:_l) — )} no es conexo. De
aqui se deduce que g o f no es localmente monétona.

El siguiente elemplo nos muestra que la clase de las funciones débilmente mo-
noétonas no tiene la propiedad de la composicion.
EJEMPLO 7.11. Consideremos el continuo X C R? definido por
X=TUU,~gLn),
donde I ={(1—-%£,—-%):t€[0,1]};
Lo = [0,1] x {0} y
L,={(1—-¢2%):te0,1]}, para cada n € N.
Definamos las funciones f : X — U, o Ln y 9: Up—q Ln — [0,1] como sigue

ren={ G5 2

9((z,y)) = .

Se tiene que las funciones f y g son débilmente mondtonas y go f no es débilmente
mondtona.

g

— >

Lg Lo

Primero veamos que f es quasimonétona. Para esto, sea () un subcontinuo de
UZOZO L,, con interior no vacio.

Caso 1. Si Q C U, ey L, entonces f~1(Q) =Qy f(Q) = Q.

Caso 2. Si QN Ly # B entonces, como int(Q) # 0, existe n € N tal que
QNL, #0, pues si Q C Ly entonces int(Q) = 0. Asi el punto (1,0) esta contenido
en @ por la conexidad de Q. De modo que f~1(Q) tiene una sola componente, C,
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con f(C) = Q. De modo tanto f es quasimondtona. Se sigue del Teorema 6.3 que
f es débilmente mondtona.

Ahora, sea p : R? — R la funcién proyeccién en la primera coordenada. Tenemos
que p es una funcién abierta. Como p |x= f de modo que f es abiertta. Por el
Teorema 2.18 tenemos que g es confluente y, finalmente por el Teorema 6.4, g es
débilmente mondétona.

Por otro lado, veamos que la funcién g o f no es débilmente monétona. Para
esto consideremos el subcontinuo @ = [%, 2] del continuo [0, 1]. Note que int(Q) =
(1,3) 7& (. El conjunto C' = {(%, =1=t) . t € [0,1]} es una componente de
(go /)1 Q) y go f(C) = [5 Z] # @. En consecuencia, g o f no es débilmente
monétona.

El siguiente ejemplo nos muestra que las clases de las funciones SC y J no tienen
la propiedad de la composicién.

EJEMPLO 7.12. Consideremos el continuo X C R? definido por

X = L U (UnEN In) U (UnEN Jn)
donde L = [—1, 1] x {0};
I, ={(a+ 12,122 1 0 € [0,1]}, para cada n € N;
In ={(— P Ert —1=ay . €10,1]}, para cada n € N.

n ’ n

Las funciones f: X — LU (U, — s In) yg: LU(U,~, In) = L definidas por:

s ={ 5o wrzy

g(z,y) ==
son semiconfluentes y juntadoras pero su composicion go f no es semiconfluente y

no es juntadora.
& = §

Veamos que f es semiconfluente. Para esto consideremos un subcontinuo de
LU (U, I,), digamos Q.
(I) Si Q C [-1,0] x {0} entonces Q = [a,b] x {0} con —1 < a <b<0.

Caso 1. Si a = —1, entonces el conjunto C' = f~1(Q) es conexo, con f(C) = Q.
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Caso 2. Sia# —1y b=0.Sea N el nimero natural tal que —% < a < —ﬁ

Note que J,Nf~HQ)=0sin< Ny J,Nf Q) #0sin> N. Para cadan € N,
sea K,, = f~1(Q) N J,. Observe que K, es una componente de f~1(Q) para cada
n > N. Sean C; y Cy dos componentes de f~1(Q), entonces

(1) Si C; = K, y Cy = K,,, supongamos sin pérdida de generalidad que
n>m > N. Asi

f(Cm) = [a” _%] - [a7_%] = f(OQ)

(13) Si C; = Q y Cy = C,,, para algin n > N, entonces
f(Cn) =la,—3] CQ = f(Q)

Caso 3. Si Q = [a, b]c0n71<a<b<0 SeanN,MENtalesquef%<a§

5V —a <b< —5A.Noteque J,Nf7H(Q)=0sin< Ny J,NfHQ)#0
si n > N. Tomemos K = f~1(Q) N J,. Observe que K,, es una componente de
f~YQ), para cada n > N. Para cada n € N, sea C; y C> dos componentes de
F71(Q), entonces

(i) Si Ch = K, y Cy = K,,,, supongamos sin pérdida de generalidad que n > m.
Asi

f(Cm) C f(Co).

(i4) Si C1 = Q y Cy = C,,, entonces
f(Cr) C Q= f(Q).

(IT)SiQ c ([0,1] x {0}) (U~ ) Entonces f~1(Q) = @, pues f es inyectiva
n ([0,1] x {0}) U (Up—y In)- Luego f~YQ) tiene una sola componente.
Por lo tanto, f es semlconﬂuente. Se sigue del Teorema 2.10 que f es juntadora.

Sea p : R? — R la funcién proyeccién en la primera coordenada. Tenemos que p
es una funcion abierta y LU (U;—, I,) es un subcontinuo de R?, no vacio, se sigue
de la Proposicién 77 que g = f ‘LU(UZO=2 1,) es una funcion abierta. Por el Teorema
2.18 tenemos que g es confluente. Luego, por el Teorema 2.9 g es semiconfluente.
En consecuencia, por la Teorema 2.10, obtenemos que g es juntadora.

Veamos que g o f no es semiconfluente. Para esto, consideremos el subconti-
nuo @ = [—1,1]. Tomemos C; como el segmento que une al punto (—31,—1) con
(—%, - ) y Cs el segmento que une a los puntos (4, 4) y (27 6) Note que C; y Cy

son componentes de (go f)~1(Q), ademés go f(C1) =[5, —2] € [}, 3] = go f(Cs)

y gof(Ca) =[4,31 € [-%,—%] = go f(C1). Por lo tanto go f no es semiconfluente.
Finalmente, note que para el continuo Q = [f%, 5] se tiene que, g o f(Cy) =

[—3.—1] v go f(C2) = [4, 3]. De modo que go f((C1)) Ngo f(Cz) = 0. De aqui se
sigue que g o f no es juntadora.

El siguiente ejemplo nos muestra que la clase de las funciones hereditariamente
atriddicas no tiene la propiedad de la composicién.

Eijempro 7.13. Consideremos los continuos X, Y y Z definidos por
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X = ([-1,0] x {=1}) U ({0} x [-1,1]) U ([0,3] x {1}),
Y = ([-1,3] x {1}) U ({0} x [0,1]),
Z = ([-1,1] x {1}) u ({0} x [0,1])
Definamos las funciones f: X =Y yg:Y — Z como

f((z,y)) = (z,| y |), para cada .(x,y) €EXy
9((,y)) ={ (z(f’g?b), Zﬁ;

% ‘

-

Se tiene que las funciones f y g son hereditariamente atriddicas y su composi-
cion go [ no es atriddica.

Primero veamos que f es hereditariamente atriddica. Sea () un subcontinuo de
X, probaremos que f |g es atriddica.

Caso 1. Si Q C [-1,0] x {—1}. Sea C un subcontinuo de f(Q), entonces C' es
de la forma [a,b] x {1} con b < 0. De modo que f |651 (C) = la,b] x {1} que es
conexo.

Caso 2. Si Q C [0,3] x {1}. Sea C un subcontinuo de f(Q), entonces C' es de
la forma [a,b] x {1} con a > 0. Por lo tanto f |51 (C) = C que es conexo.

Caso 3. Si @ C {0} x [-1,1], entonces @ es de la forma {0} x [a,b] con —1 <
a < b < 1. Tomemos C subcontinuo de f(Q), entonces C es de la forma {0} x [d, €].

(1) Si @ < d. Cosideremos la componente de f |é1 (C), K, que contiene a

{0} x [d, €] entonces
{0} x [d,e] = f lo ({0} x [d,e]) C [ | (K) C C,

de modo que f(K)=C.

(i4) Si a > d. Tomemos K la componente de f |51 (C), que contiene a {0} x
[—e, —d]. Luego

{0} x[d,e] = f lg ({0} x [=e, =d]) C f | (K) C C,

de modo que f(K)=C.

Caso 4. Si @ C ([-1,0] x {—1}) U ({0} x [-1,1]). Sea C un subcontinuo de
f@).
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(1) Si C = [d, e] x {1}, entonces f |él (C) =1d,e] x {—1}.

(74) Si C = {0} x e, d], tomemos la componente de f |Z?1 (C), K, que contiene
a {0} x [—e, —d]. entonces

{0} x[d,e] = f lg ({0} x [=e, =d]) C f | (K) C C,

luego f(K) =C.

(i) Si C = ([d,0] x {1}) U ({0} x [—1,e]), tomemos K la componente de
f |E21 (C), que contiene a ([d,0] x {—1}) U ({0} x [-1, —e]). Tenemos que

([d,0] x {=1}) U ({0} x [=1, —e]) = [ [ (([d, 0] x {=1}) U ({0} x [-1, —e])) C
flo (K)cC.

Se sigue que f(K) =C.

Caso 5. SiQ = ([0,d] x {1})U({0} x[e,1]) con 0 <d <3y —-1<e<1. SeaC
un subcontinuo de f(Q). Tomemos la componente de f | c_gl (C), K, que contiene a
C. Tenemos que

C=flo(©)C flg(K)cC.
De modo que f(K) = C.

Caso 6. Si Q = ([d,0] x {-1}) U ({0} x [-1,
0 < e < 3. Consideremos un subcontinuo de f(
lo mas dos componentes.

(1) Si C C [d,0] x {1}, de modo que C = [f,0] x {1} con d < f, entonces
f |él (C) =[f,0] x {—1}, que es conexo.

(#) Si C C [0,¢€] x {1}, entonces f |c_91 (C) = C el cual es conexo.
(1i) Si C C [I,m] x {1} con I < 0 < m, entonces f |(51 (€)= ([I,0] x {-1}H U
([0,m] x {1}). Note que
flo ([L,0] x{=1}) U flq ([0,m] x {1}) = C.

(iv) Si C = {0} x [I,m] con 0 <1 < m < 1. Consideremos la componente de
f |E21 (C), K, que contiene a C. Tenemos que

C=Flo(O)CfloK)cC.

1]) x ([0,¢e] x {1}) con —1 < d <
), C. Note que f |51 (C) tiene a

De modo que f(K) = C.

(v) Si C = ([I,m] x {1}) U ({0} x [n,1]), con ] < 0 < m y n < 1. Note que
f |Z21 (C) tiene a lo mas dos componentes. Sean K; la componente de f \(51 (@)
que contiene a ([1,0] x {~1}) U ({0} x [~1, ~n]) y K» la componente de f |5 (C)
que contiene a ([0,m] x {1}) U ({0} x [n, 1]), tenemos que
Flo (K1) = ([, 0] x {1}) U ({0} x [n,1]),
flo (K1) = ([0,m] x {1}) U ({0} x [n,1]) ¥
C=flo(EK)Uflq (K)

Por lo que podemos concluir que f |g es una funcién atriodica. Por lo tanto f
es hereditariamente atriodica.

Veamos ahora que g es hereditariamente atriddica. Sea ¢ un subcontinuo de
Y. Probaremos que g |¢ es atriddica, para esto, sea C' un subcontinuo de g(Q).

Caso 1. Si @ C ([-1,1] x {1}) U ({0}]0,1]), entonces g |51 (C) = C, que es

conexo.



74 7. ALGUNAS PROPIEDADES DE LA COMPOSICION DE FUNCIONES Y FACTOR

Caso 2. Si @ C [-1,3] x {1} entonces @ es de la forma [a,b] x {1}, con —1 <
a<b<3.

(i) Si a < 1 entonces C = [I,m], de modo que g \51 (C)=[2-m,2-1] x {1}
que es conexo.

(#) Sia <1 < b, entonces C tiene la forma [I,m] x {0} C g(Q).

-Si 2—b > [, entonces consideremos la componente K de g \ ! () que contiene

a [l,m] x {1}, de modo que [I,m] x {1} =g |o ([[,m] x{1}) C g \Q EK) C C. Luego,
9l (K)=C.

-Si2—b = 1. Sea K la componente de g |él (C) que contiene a [2—m, 2—1] x {1},
entonces [I,m] x {1} =g |g (2—m,2—1] x {1}) C g |o (K) C C. De modo que
9l (K)=C.

-Si a > [, tomemos la componente de g |él (C), K, que contiene a [2 —m,2 —
[] x {1}, de modo que [I,m] x {1} = g |@ (2 =m,2 =] x {1}) C g |¢ (K) C C.
Luego, g |g (K) =C.

-Si @ = I. Sea K la componente de g |é1 (C) que contiene a [I, m] x {1}, de modo
que [Lm] x {1} = g |g ([Lm] x {1}) C g lq (K) C C. Se sigue que g | (K) = C.

Caso 3. Si @ es de la forma [a,b] x {1} U{0} x[d,1] con -1 <a<0<b<1ly
0 < b < 1, entonces

(i) Si C = [l,m] x {1} se puede probar con un argumento similar al del Caso 2
que existe una componente de g |Egl (C), K, tal que g |g (K)=C.

(i7) Si C C {0} x [d, 1] entonces C' es de la forma {0} x [l,m] cond <1 <m <1
tomemos K la componete de g |g)1 (C) que contiene a {0} x [I,m], de modo que
{0} x [l,m] = g lo ({0} x [[,m]) C g lq (K) C C. Luego, g |q (K) = C.

(#4i) Si C = ([I,m] x {1}) U ({0} x [n,1]) conl <1 < m y n < 1, entonces

-Si a < I entonces tomemos la componente de g \51 (C) que contiene a ([, m] x
{1}) U ({0} x [n,1]) de modo que ([I,m] x {1}) U ({0} x [n,1]) = g |q (([l,m] x
{1}) U ({0} x [n,1])) C g |g (K) C C. Se sigue que g |g (K) = C.

-Si @ = I note que g |51 (C) tiene a lo mas dos componentes. Pongamos
K la componente de g \él (C) que contiene a ([a,m] x {1}) U ({0} x [n,1]) ¥
K5 la componente de g |51 (C) que contiene a ([2 —m,2 —[] x {1}). Se tiene que
([a,m]x {11 U ({0} x [n,1]) = g |@ (K1), [[,m] x{1} = g |¢ (K2) v, 9 [@ (K1)Ug |@
(K2).

Por lo tanto, g | es una funcion atriédica. Se sigue que g es hereditariamente
atriddica.

Ahora, si consideramos C subcontinuo de Z como ([—3, ] x {1})U({0} x [3,1]),
tenemos que

(go f)~HO) =
(=3, 00 x {=1H U ({0} x [-1, =5 U ([0, 5] x {1} U {0} x [5, 1) U([3, 5] x {1}).
Pongamos K = ([—3, 0] x {=1})U({0} x[-1, —3]), K2 = ([0, 5] x {1})U
1)y K3 =1[3,5] x {1} Note que
(9o [)(K1) = ([-3,0] x {1}) U ({0} x [5,1]) #C

)
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(9o f)(E2) = ([0,3] x {1HU{0} x [5, 1) #Cy

(g0 f)(K3) = [-5.,3] x {1} # C.

Ademas go f(K;) Ugo f(K;), para i £ j, i,j € {1,2,3} y go f(K) & go f(K:)
y go f(Ki) € go f(K;) paral € {1,2,3}\ {i,7}. De modo que go f no es atriodica.
Dado que X es un subcontinuo de X, se sigue que g o f no es hereditariamente
atriddica.

f
f

)
1
2

3. Propiedad de la composicion factor

Concluimos nuestro trabajo de tesis analizando el concepto de la propiedad
de la composicion factor. Desde nuestro punto de vista es uno de los temas mas
hermosos que tiene la teoria de los continuos. Las funciones que vamos a considerar
en la definiciéon que sigue estan definidas entre espacios métricos compactos.

DEFINICION 7.14. Sea A wuna clase de funciones continuas y suprayectivas.
Decimos que la clase A tiene la propiedad de la composicion factor, si para
cada funcion f : X — Y que pertenece a A tal que se puede factorizar en dos
funciones, es decir, existen h : X — Z yg: Z — Y continuas y suprayectivas tales
que f = goh, implica que g € A.

En lo que resta de la tesis vamos a probar que las clases de las funciones X,
0, M, €, DC, PC, Loc(DC), Loc(C), QM, DM, J y OM tienen la propiedad de la
composicion factor.

TEOREMA 7.15. La clase de los homeomorfismos, J, tiene la propiedad de la
composicion factor.

DEMOSTRACION. Sea f: X — Y un homeomorfismo entre espacios métricos com-
pactos. Supongamos que existen funciones, h : X — Zy g : Z — Y, continuas y
suprayectivas tales que f = g o h. Veamos que g € H.

Probaremos primero que g es inyectiva, supongamos que g no lo es, es decir,
que existen puntos distintos, z; y 2o, en Z tales que g(z1) = g(z2). Como h es
suprayectiva, entonces tomemos 1 y z2 en X tales que h(z1) = 21 y h(x2) = 29.
Luego, f(z1) = go h(z1) = g(z1) = g(22) = g o h(z2) = f(z2). De modo que
f(z1) = f(z2) lo cual no puede ser pues f es inyectiva. De este modo g es inyectiva.
Por lo tanto g es biyectiva. Andlogamente se puede mostrar que h es biyectiva.
Resta ver que g~ ' es continua. Note que f~' = h™'og~! por lo cual ho f~1 =
hoh™log™ =g~ ! Como h y f~! son continuas, entonces g~' es continua. Por lo
tanto g es un homeomorfismo. Por lo tanto, H tiene la propiedad de la composicién
factor. O

TEOREMA 7.16. La clase de las funciones abiertas, O, tiene la propiedad de la
composicion factor.

DEMOSTRACION. Sea f : X — Y una funcién abierta entre espacios métricos
compactos. Supongamos que existen funciones, h : X - Z y g : Z — Y, continuas
y suprayectivas tales que f = g o h. Veamos que g es abierta.

Sea U un conjunto abierto en Z, como h es continua se tiene que el conjunto
V = h~}(U) es abierto en X y, dado que h es suprayectiva se tiene que h(V) = U.
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Asi g(U) = g(h(V)) = go h(V) = f(V) con V un abierto en X. Dado que f es una
funcion abierta se tiene que f(V) es un conjunto abierto en Y, es decir, g(U) es
abierto en Y. Por lo tanto g es abierta. O

TEOREMA 7.17. La clase de las funciones mondtonas, M, tiene la propiedad
de la composicion factor.

DEMOSTRACION. Sea f : X — Y una funcién continua y suprayectiva entre espacios
métricos compactos mondtona. Supongamos que existen, h: X - Zyg: Z =Y,
funciones continuas y suprayectivas tales que f = g o h. Probaremos que g es
monotona.

Consideremos un punto y € Y, como f es monétona entonces f~1({y}) es un
conjunto conexo. Dado que h es continua tenemos que h(f~'({y})) es conexo en

Z. Veamos que h(f~*({y})) = g7 ({y})-

C] Tomemos 2z € h(f~1({y})), entonces existe € f~1({y}) tal que h(z) = z.
Ahora g(z) = g(h(z)) = go h(z) = f(x) = y. De donde z € g~ ({y}).

D] Sea z € g~ ({y}). Como h es suprayectiva existe x € X tal que h(z) = z.
Ahora y = g(z) = g(h(x)) = f(z). De modo que z € f~*({y}) y z = h(z), por lo
que z € h(f~ ({y}))-

Se sigue que el conjunto g~!({y}) es conexo. Por lo cual g € M y, por lo tanto,
la clase M tiene la propiedad de la composicion factor. O

TEOREMA 7.18. La clase de las funciones confluentes, C, tiene la propiedad de
la composicion factor.

DEMOSTRACION. Sea f : X — Y una funcién confluente entre espacios métricos
compactos. Supongamos que existen h: X — Zy g: Z — Y funciones continuas y
suprayectivas tales que f = g o h. Probaremos que g es confluente.

Sea @ un subcontinuo de Y y C una componente de g~1(Q). Consideremos
un punto z € C, como h es suprayectiva entonces existe € X tal que h(z) = z,
como f(z) = g(h(z)) = g(z) € Q, por lo que z € f~1(Q). Sea C’ la componente de
F71(Q) que contiene al punto x. Dado que f es confluente, Q = f(C’") = goh(C') =
g(h(C")), de modo que h(C") C g~1(Q). Como C’ es conexo y h(C’)NC # 0, dado
que C' es una componente de g~1(Q) entonces h(C’) C C. Asi, f(C") = g(h(C")) C
g(C). Se sigue que g(C) = Q. Por lo tanto, g es confluente. O

TEOREMA 7.19. La clase de las funciones débilmente confluentes, DC, tiene la
propiedad de la composicion factor.

DEMOSTRACION. Sea f: X — Y una funcién débilmente confluente entre espacios
métricos compactos. Supongamos que existen, h: X — Z y g : Z — Y, funciones
continuas y suprayectivas tales que f = g o h. Probaremos que g € DC.

Sea @ un subcontinuo de Y. Como f es débilmente confluente existe C’ com-
ponente f~1(Q) tal que f(C’) = Q. Note que h(f~*(Q)) C g~*(Q). Consideremos
un punto z € h(f~1(Q)) entonces existe x € f~1(Q) tal que h(x) = z. Como
z € f7HQ), luego z = h(z) € g7 1(Q). Sea C la componente de g~1(Q) que contie-
ne al conjunto h(C"), tenemos que
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Q= f(C") =g(h(C") Cg(C) CQ,
de aqui se sigue que g(C) = Q. Por lo tanto, g es débilmente confluente. O

TEOREMA 7.20. La clase de las funciones pseudoconfluentes, PC, tiene la pro-
piedad de la composicion factor.

DEMOSTRACION. Sea f : X — Y una funcién pseudoconfluente entre espacios
métricos compactos. Supongamos que existen, h: X — Z y g: Z — Y, funciones
continuas y suprayectivas tales que f = g o h. Probaremos que g € PS.

Sean @ un subcontinuo irreducible de Y y y1,y2 € Q. Como f es pseudocon-
fluente, por el Teorema 6.7 existe C’ componente de f~(Q) tal que y1,y2 € f(C’).
Como h(f~1(Q)) C g71(Q) y h es continua, tomemos C' la componente de g~1(Q)
que countiene a h(C"). Se tiene que

y1, 92 € f(C') = g(h(C")) C g(O),
por lo que y1,y2 € g(C). Se sigue del Teorema 6.7 que g € PC. O

TEOREMA 7.21. La clase de funciones localmente débilmente confluentes, Loc(DC),
tiene la propiedad de la composicion factor.

DEMOSTRACION. Sea f : X — Z una funcién localmente débilmente confluente
entre espacios métricos compactos. Supongamos que existen, h: X - Zy g: Z —
Y, funciones continuas y suprayectivas tales que f = g o h. Probaremos que g es
localmente débilmente confluente.

Consideremos un punto y € Y y tomemos V vecindad cerrada del punto y tal
que f [z-1(y) es débilmente confluente. Sea @ un continuo arbitrario contenido en
V. Entonces existe una componente K de f~1(V) tal que f(K) = Q. Més atin
h(K) es un continuo de Z contenido en alguna componente, C, de ¢g~1(Q). Es
decir, Q = f(K) = g(h(K)) C g(C), y asi g(C) = Q. Esto implica que la funcién
restriccion g |,-1(y) es débilmente confluente, es decir, g es localmente débilmente
confluente. O

TEOREMA 7.22. La clase de las funciones localmente confluentes, Loc(C), tiene
la propiedad de la composicion factor.

DEMOSTRACION. Sea f: X — Y una funcion localmente confluente entre espacios
métricos compactos. Supongamos que existen, h: X — Zy g : Z — Y, funciones
continuas y suprayectivas tales que f = g o g. Probaremos que g es localmente
confluente.

Consideremos un punto y € Y, por hipétesis existe V vecindad cerrada del
punto y tal que f |s-1(v) es confluente. Como
Fliron= @ lgrm) o (b -1 w),
se sigue del Teorema 7.18 que g |,-1(v) es confluente. Por lo tanto, g es localmente
confluente. a

TEOREMA 7.23. La clase de las funciones quasimondtonas, QM, tiene la pro-
piedad de la composicion factor.
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DEMOSTRACION. Sea f : X — Y una funcién quasimonétona entre espacios mé-
tricos compactos. Supongamos que existen, h : X — Z y g : Z — Y, funciones
continuas y suprayectivas tales que f = go h. Probaremos que g es quasimonotona.

Sea @ un subcontinuo de Y con interior no vacio. Como f es quasimonétona,
entonces el conjunto f~1(Q) tiene un nimero finito de componentes, llamemosle
N al niimero de componentes de f~(Q). Note que el niimero de componentes de
97 1(Q) es menor o igual que N, pues h es continua. Sea C' una componente de
g~ 1(Q) y tomemos z € C. Como h es suprayectiva existe € X tal que h(x) = 2.
Dado que g(h(z)) = g(2) € Q, tenemos que # € f~(Q). Sea C’ la componente
de f~1(Q) que contiene al punto z. Dado que C’ es un conjunto conexo, entonces
h(C") es conexo. Més atin, como h(z) = z, h(C')NC # 0y h(C") C g71Q), de
modo que h(C") C C. Asi

Q= f(C") =g(h(C")) C g(C).
Luego ¢(C) = Q. Por lo tanto g es quasimondétona. O

Analogamente podemos probar lo siguiente.

TEOREMA 7.24. La clase de las funciones débilmente mondtonas, DM, tiene
la propiedad de la composicion factor.

TEOREMA 7.25. La clase de las funciones juntadoras, J, tiene la propiedad de
la composicion factor.

DEMOSTRACION. Sea f : X — Y una funcién juntadora entre espacios métricos
compactos. Supongamos que existen, h: X — Zy g: Z — Y, funciones continuas
y suprayectivas tales que f = g o h. Probaremos que g es juntadora.

Sea @ un subcontinuo de Z. Tomemos C; y Cy dos componentes de g~1(Q)
y 21 € C1, z2 € Cy. Como h es suprayectiva existen x1, o € f~1(Q) tales que
h(z1) = 2z1 v h(z2) = 22. Llamemos C} y C} a las componentes de f~1(Q) que
contienen a los puntos x; y x2, respectivamente. Note que h(f~1(Q)) C g7 1(Q) y
h(z1) y h(z2) estan en componentes distintas, entonces Cf y C) son componentes
distintas. Como f es un funcién juntadora se tiene que f(C7) N f(C%) # 0. Dado
que f(C1) C g(C1) y f(C) C g(Ca), se sigue que g(C1) N g(Ca) # B, por lo tanto
g es juntadora. (I

TEOREMA 7.26. La clase de las funciones OM tiene la propiedad de la compo-
sicion factor.

DEMOSTRACION. Sea f : X — Y una funciéon OM entre espacios métricos com-
pactos. Supongamos que existen, h : X — Z y g : Z — Y, funciones continuas y
suprayectivas tales que f = g o h. Veamos que ¢ es una funcién MO.

Sea {Yn}nen una sucesion tal que limy, = y para algin y € Y, probaremos
que limsup ¢~ *({y,}) N C # 0 para toda C' componente de g~ ({y}). Note que
h(limsup f~'({y,})) C limsup g~' ({yx}). Sean z € h(limsup f~'({yn})) y U un
conjunto abierto en Y que contiene al punto z, tomemos x € limsup f~*({y,})
tal que h(x) = 2z, como h es una funcién continua el conjunto h=!(U) es abierto
y contiene al punto z. Dado que x € limsup f~'({y,}) existe J C N tal que
W) N~ ({ga}) # 0, para cada n € J. Como A(F({y}) < g~ ({yn}),
entonces U N A(f1({yn})) € UN g~ ({yn}), dado que A=Y (W) N f~1({yn}) #
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0, para cada n € J y h(h=2 (W) N f~1{yn})) € UNA(f({yn})) se tiene que
UNg~t({yn}) # 0, para cada n € J. Por lo tanto z € limsup g~ ({yn}).

Sean C una componente de g~'({y}) y z € C, como h es suprayectiva existe
r € X tal que h(z) = z, ademas f(x) = g(2) = y, por lo que z € f~1({y}).
Llamemos C’ a la componente de f~({y}) que contiene al punto z, como h es
continua h(C") es un conjunto conexo y h(C’) N C # @, por lo tanto, h(C') C C.
Dado que f es una funcion OM, entonces C’ N limsup f~'(y,) # 0. Note que
h(C' Nlimsup f~Y(y,)) € K(C") N h(limsup f~1(y,)) € C Nlimsup g~ '(y,), de
aqui se sigue que CNlimsup g~ !(y,,) # 0. Finalmente, por los Corolarios 3.4 y 3.15
obtenemos que g es una funciéon OM. O

El lector se preguntara donde esta la seccion de Ejemplos de funciones que no
satisfacen la propiedad de la composicion factor, esperamos que la ausencia de tal
sea una motivaciéon para un estudio posterior, en nuestro caso jasi serd!
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