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Resumen

En el presente trabajo usamos una transformacion de punto definida en el espacio de con-
figuraciones extendido para mostrar que, tanto en el formalismo clasico como en el cuantico,
la evolucion de una particula bajo la influencia de un campo gravitacional constante puede
relacionarse con la evolucion del oscilador armoénico. Es decir, en el régimen de la mecanica clasica,
demostramos que esta transformacion de punto nos permite establecer la conexién en los forma-
lismos Newtoniano, Lagrangiano, Hamilton-Jacobi y Hamiltoniano. En el régimen de la mecanica
cuéntica, la transformacion de punto determina una relacion entre las funciones de onda, que son
soluciones a las correspondientes ecuaciones de Schrédinger. Ademas, mediante el enfoque del
potencial cuéntico de la mecanica cuantica, demostramos que la transformaciéon de punto clésica,
de manera natural, induce una transformaciéon de punto cuéntica en el correspondiente espacio
de configuraciones cuéntico extendido, que determina la conexién entre las correspondientes
trayectorias de Madelung-Bohm. Encontramos que la transformacion de punto cuantica tiene la
misma forma funcional que la clésica, aunque las trayectorias cuanticas o de Madelung-Bohm son
en general, totalmente diferentes de las clasicas.

Palabras clave: Transformacién de punto, Mecanica clasica, Mecanica cuéntica, Potencial
cuantico, Trayectorias de Madelung-Bohm.
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Introduccion

En el desarrollo de teorias fisicas para describir las leyes de la naturaleza, las conexiones entre
dos problemas fisicos aparentemente diferentes han jugado un papel importante. Por ejemplo,
Newton se percatéd que la fuerza que hace que la manzana caiga hacia la Tierra, es la misma fuerza
que hace que la luna orbite alrededor de la Tierra. De esta manera, él reconocié la naturaleza
universal de la interaccion gravitacional. En el presente trabajo, mediante una transformacion
de punto definida en el espacio de configuraciones extendido, presentamos una conexién entre
la particula unidimensional que evoluciona en un campo gravitacional uniforme y el oscilador
armoénico unidimensional.

En las formulaciones Newtoniana, Lagrangiana y Hamiltoniana de la mecanica clésica, el con-
cepto de trayectoria es fundamental. En estas formulaciones cada trayectoria esta totalmente de-
terminada por las condiciones iniciales. De este modo, para una particula evolucionando en una
dimension, bajo una interacciéon dada, estas formulaciones asocian a cada particula una familia de
trayectorias, en el espacio-tiempo, caracterizadas por dos parametros reales, su posiciéon y momento
iniciales. Por otro lado, en la teoria de Hamilton-Jacobi nos interesa calcular una denominada inte-
gral completa, la cual da la solucién general a las ecuaciones de Hamilton. Un punto clave es que una
integral completa a la ecuacion de Hamilton-Jacobi, para un sistema Hamiltoniano con un grado
de libertad, es una familia uniparamétrica de soluciones, cada soluciéon determina un subconjunto
particular de trayectorias. Es decir, en la teoria de Hamilton-Jacobi todas las trayectorias deter-
minadas por la solucién general a las ecuaciones de Hamilton estdn organizadas en subconjuntos
tales que cada subconjunto determina una solucién particular de la ecuaciéon de Hamilton-Jacobi
perteneciente a la integral completa. En la mecéanica clasica, la teoria de Hamilton-Jacobi es solo
un método para calcular la solucion general a las ecuaciones de Hamilton para un sistema mecanico
dado [1].

En la formulacion ortodoxa de la mecanica cuantica cualquier propiedad fisica de un sistema
cuéntico dado se codifica en la funcién de onda compleja, solucion a la correspondiente ecuacion
de Schrédinger. La evoluciéon de la particula cuantica es determinada una vez dada la funcién
de onda a un tiempo dado; esto es, todas las propiedades fisicas de la particula a nivel cuantico
estan determinadas tanto por la amplitud como por la fase de la funcion de onda compleja. Es
importante destacar que a partir de ciertas soluciones a la ecuacion de Schrédinger, para un sistema
cuantico con una contraparte clasica, como para la particula libre o el oscilador armoénico, es posible
determinar un subconjunto de trayectorias clasicas y de este modo una solucién particular a la
correspondiente ecuacion de Hamilton-Jacobi clasica |2]|. Esto a su vez significa, que dos integrales
completas a la ecuacién de Hamilton-Jacobi para un sistema Hamiltoniano clasico dado, las cuales
dan el mismo conjunto de trayectorias clasicas, a nivel cuantico podrian estar asociadas con dos
sistemas cuénticos con propiedades fisicas totalmente diferentes.

En el enfoque del potencial cuantico de la mecéanica cuantica, cualquier solucion a la ecuaciéon
de Schrédinger, para una particula bajo un potencial clasico dado, hay asociada una familia de
trayectorias cuéanticas, que corresponden a las curvas integrales de la densidad de corriente de
probabilidad, que definen una solucién particular a la llamada ecuaciéon de Hamilton-Jacobi cuan-
tica |3H5]. En este enfoque, la funcion de onda se reescribe en su forma polar y cuando se sustituye
en la ecuacion de Schrodinger la parte imaginaria de la ecuacion resultante da la evolucion de la
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e Introduccion

amplitud de la funcién de onda, lo que establece la conservacion de la probabilidad, mientras la
parte real da una ecuacién que es conocida como la ecuaciéon de Hamilton-Jacobi cuantica, la cual
describe la evolucion de la particula cuantica. En esta formulacion, las trayectorias cuanticas deter-
minadas por una soluciéon dada de la ecuacion de Schrédinger, se ajustan a una solucién particular
de la ecuaciéon de Hamilton-Jacobi cuantica. Esa solucién particular se obtiene al requerir que el
momento de la particula cuantica esté dado por el gradiente de la fase de la funcién compleja y de
este modo las trayectorias cuanticas resultan ser las curvas integrales de la densidad de corriente
de probabilidad.

En este trabajo, siguiendo los procedimientos usados en [6,8], introducimos una transformacion
de punto en el espacio de configuraciones extendido que da la relacién, en los marcos clésico y
cuéntico, entre una particula en un campo gravitacional uniforme y el oscilador armonico.

La organizacion del presente trabajo es la siguiente: En el capitulo 1 presentamos la relaciéon
en la formulaciéon Newtoniana, Lagrangiana, Hamilton-Jacobi y Hamiltoniana. En el capitulo
2, presentamos la relacién en el marco de la mecanica cuantica. Esto es, primero mostramos
que la ecuacién de Schrodinger para una particula bajo la influencia de un campo gravitacional
constante se transforma en la ecuaciéon de Schrédinger para un oscilador armoénico. Finalmente, en
el capitulo 3 y utilizando el enfoque del potencial cuéntico para la mecanica cuantica, presentamos
la relacién entre las trayectorias de Madelung-Bohm para estos problemas.



Capitulo 1

Relacion en los formalismos de la
Mecanica clasica

Si (X, T) son coordenadas locales en el espacio de configuraciones extendido de una particula
bajo la influencia de un campo gravitacional constante y (x,t) son coordenadas locales en el espacio
de configuraciones extendido para el oscilador armoénico, en esta seccién mostramos que en los
enfoques: Newtoniano, Lagrangiano, Hamilton-Jacobi, y Hamiltoniano de la mecéanica clasica la
transformaciéon de punto dada por

gtan? (wt) _ tan (wt)

X(z,t) = xsec(wt) — T(x,t) = —— 1.1
(1) = wsec (wt) - LD (e, = SR (1)
donde w y g son dos constantes, establece la conexién entre los dos problemas. El jacobiano para

esta transformacion de coordenadas equivale a

A(X,T)

TP

= sec3(wt). (1.2)
Esto significa que el mapeo (1.1)) no corresponde a una transformacion de coordenadas cuando
T
t:2—(2n+1), n € 7. (1.3)

W

De este modo, si J # 0, entonces la transformacion de coordenadas inversa puede escribirse de la
siguiente manera

2X + gT? arctan (wT
i7 HX,T) = #
2v1 + T?w? w
Observe que cuando g tiende a cero, la particula bajo la influencia de un campo gravitacional
constante se reduce a una particula libre y la transformacion de coordenadas da la relaciéon entre

una particula libre y el oscilador armonico recientemente estudiada por Torres del Castillo [6]; es
decir

2(X,T) = (1.4)

tan(wt
X(z,t) = xzsec(wt), T(x,t) = y (1.5)
w
Por otra parte, cuando w tiende a cero, ahora el oscilador arménico se reduce a una particula libre
y asi la transformaciéon de coordenadas establece la conexién entre una particula en un campo
gravitacional constante y la particula libre recientemente estudiada por Silva-Ortigoza et al. |10,

correspondiente a



Relacién en los formalismos de la Mecanica clasica

X(z,t) =x — gﬁ, T(z,t) =t. (1.6)
Finalmente, cuando g y w tienden a cero la transformacion se reduce a la transformacion identidad;

es decir

X(z,t) =z, T(x,t) =t. (1.7)

Es decir, las ecuaciones en dan una familia de transformaciones de punto de dos parametros
(g,w), tales que la transformacion identidad es uno de sus miembros. Por lo tanto, la transformacion
de punto dada por la Ec. (1.1) nos permite estudiar la particula libre, el oscilador arménico y una
particula en un campo gravitacional constante de manera unificada.

Observe que, la evolucion de una particula en un campo gravitacional uniforme dada por

X(T) = Xo + VoT — gT% (1.8)

donde Xy y Vy corresponden a la posicién y velocidad al tiempo ¢ = 0 y g es la magnitud de
la aceleracion debida a la gravedad, es mapeada bajo la transformacion (1.1)) a la evolucion del
oscilador armoénico dada por

z(t) = Xo cos(wt) + % sin(wt). (1.9)

Es decir, las condiciones iniciales del oscilador armoénico son iguales a las condiciones iniciales de
una particula en un campo gravitacional uniforme. Ahora, presentamos un par de ejemplos para
poder entender como actuia esta transformaciéon de punto y su inversa:

Ejemplo 1. Supongamos que para el caso de una particula en un campo gravitacional uniforme,
con g = 9.8 m/s?, las condiciones iniciales estdn dadas por Xg = 1 m y Vg = 10 m/s, entonces la
posicién en funcién del tiempo corresponde a

X,(T) =1+ 10T — 4.9T2 (1.10)

En la Fig. se muestra en el espacio de configuraciones extendido con coordenadas locales
(X,T), la grafica para esta trayectoria. De la Ec. , hallamos que la particula alcanza su
altura maxima dada por h = 6.1 m cuando T = 1.02 s, y finalmente el tiempo que le toma al subir
y caer de vuelta a Xg es de 2.04 s.

Por otra parte, de la Ec. (1.10) definida en el intervalo temporal T' € [0,2.04 5|, es mapeada
bajo la transformacion de pu a

x1(t) = cos(wt) + 2—0 sin(wt), (1.11)

en el intervalo ¢ € [0, arctan(2.04w)/w], donde la frecuencia angular, w, esta determinada por las
constantes k y m. Esta ecuacion corresponde a la evoluciéon de un oscilador armoénico, en particu-
lar, podemos pensar en un resorte ideal con constante de restitucion k, colocado horizontalmente,
donde su extremo izquierdo se encuentra fijo, mientras que en el extremo libre se conecta la par-
ticula de masa m. Tomando a la posicién de equilibrio en = 0 y la direccién positiva hacia la
derecha, entonces las condiciones iniciales para esta particula son Xg = 1m y Vo = 10 m/s. En
la Fig. , se muestran en el espacio de configuraciones extendido para el oscilador armoénico
algunas trayectorias generadas por la Ec. para distintos valores de w. Observe que, dado que
el periodo del oscilador arménico esta relacionado con la frecuencia angular de la forma

r==, (1.12)




Relacién en los formalismos de la Mecanica clasica

entonces, si w aumenta, significa que el sistema completa sus oscilaciones méas rapido y por lo tanto,
el periodo de la oscilacién disminuye.
Por otra parte, recordemos que la amplitud viene dada por

Ve

)
w2

a=1\/X2+ (1.13)

lo cual también implica que, si el valor de w aumenta, entonces la amplitud disminuye, tal como
se puede apreciar en la Fig. (L.1b)).

16

14+
w=0.5rad/s
12+

w=1rad/s
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(a) En el espacio de configuraciones extendido
para la particula en un campo gravitacional uni-
forme se muestra la grafica de la trayectoria da-
dapor X1(T) = 1+10T—4.9T?, para el intervalo
de tiempo T € [0,2.04 s].

(b) En el espacio de configuraciones extendido
para el oscilador armoénico se muestran algunas
trayectorias generadas por z1(t) = cos(wt) +
10sin(wt)/w, para distintos valores de w, donde
t € [0, arctan(2.04w)/w]. Las curvas azules ilus-

tran la porcién de cada curva que se obtiene me-
diante la transformacion de punto aplicada
a la trayectoria X1 (7). Las porciones restantes
de las curvas, en diferentes colores, representan
la evoluciéon del oscilador arménico mas alla del
intervalo temporal.

Figura 1.1: Graficas del Ejemplo 1

Ejemplo 2. Supongamos que un resorte con constante de restitucién k se monta horizontal-
mente con su extremo izquierdo fijo. Se conecta una particula de masa m al extremo libre, de esta
forma, consideramos a la posicion de equilibrio en el origen (x = 0) y a la direcciéon positiva hacia
la derecha. Al tiempo t = 0, tenemos que Xg = 0.10 m y Vy = 0. Ademés, si suponemos que no
hay friccion, y que la masa y la constante k son tales que w = 1 rad/s, entonces la evolucion de la
particula esta dada por

x2(t) = 0.10 cos(t), (1.14)

cuya grafica en el espacio de configuraciones extendido para el oscilador armonico esté representada
en la Fig. (1.2a)). De la Ec. (1.14]) vemos que la amplitud para esta oscilacion es @ = 0.10 m. Por otra
parte, se encuentra que el periodo y la frecuencia son 7 = 27 s y f = 1/27 Hz, respectivamente.




Relacién en los formalismos de la Mecanica clasica
1.1 Relacion en el formalismo Newtoniano

Ahora bien, al aplicar la transformacion de punto inversa , encontramos que esto no es
posible en los puntos (z,t) donde t = /2 s,37/2 3,57/2 s, ..., ya que la transformacion no esta
definida en esos instantes. Por ello, elegiremos a la parte de la curva que se mapea mediante
la transformacion inversa tinicamente sobre el intervalo ¢ € [0,7/2 s) (Fig. (1.2a))). Por lo
tanto, la trayectoria en dicho intervalo, es mapeada a

X,(T) = 0.10 — gTQ, (1.15)
donde T € [0, +00). La expresion anterior corresponde a la trayectoria en el espacio de configura-
ciones extendido de una particula en un campo gravitacional uniforme (Fig. )

Por lo tanto, la aplicacion de las Ecs. en cada punto (z,t) en t € [0,7/2 s), es valida y
localmente invertible, y la coordenada temporal T'(t) = tan(t) toma valores en el intervalo [0, +00).
Mientras que la coordenada espacial X5(T') = 0.10 — g7 /2 toma valores en el rango (—o0, 0.10 m).

Una pregunta natural es la siguiente: ;Qué pasa si ahora elegimos a la parte de la curva
que se mapea mediante las Ecs. sobre el intervalo t € (7/2 s,37/2 s)? La respuesta es que,
en las coordenadas (X,T), la trayectoria en este intervalo corresponde a la curva , donde
T € (—o0,+00). Esto se debe a que, cuando la variable ¢ se acerca al valor de w/2 s por la derecha,
t — (m/2s)", entonces T — —oo, para t = 7 s ocurre que 7' = 0 y finalmente, cuando t se
acerca al valor de 37/2 s por la izquierda, t — (37/2 s)~, entonces T — +oco. Es asi que, para la
coordenada espacial X (T') = 0.10— gT?/2, vemos que cuando T' — —oc o T — 400, la coordenada
X tiende a menos infinito, mientras que para T' = 0, entonces X = 0.10 m. Si tomamos el intervalo
t € (37/2 s,5m/2 s), nuevamente obtendremos la trayectoria (1.15) para T € (—oo,+00). De
hecho, si escogemos la parte de la trayectoria del oscilador armc’)n que se mapea mediante
la transformacién sobre cualquier intervalo de tiempo donde cos(t) # 0, encontraremos que
la trayectoria correspondiente en el espacio de configuraciones extendido para una particula en un
campo gravitacional uniforme esta dada por la Ec. para el intervalo temporal T' € (—o0, +00).

Es decir, para la trayectoria , cuando g = 0 la evolucién corresponde a una particula
que en todo instante de tiempo se encuentra en reposo. Por otra parte, si g > 0, la evolucién se
asocia a una particula la cual, cuando T" — —oo es lanzada desde —oo con una rapidez ascendente
infinita. El objeto frena mientras asciende, alcanzando su punto més alto a 0.10 m arriba del origen
de coordenadas en el instante 7" = 0, donde su velocidad es cero. Después de T' = 0, la particula
comienza su descenso y ganando rapidez, por lo que cuando T' — 400, el cuerpo regresa hacia
—oo con una rapidez descendente infinita. Este comportamiento no es un efecto fisico del sistema
gravitacional, sino que es consecuencia de la forma funcional de la transformacion de punto (1.1)),
ya que esta presenta singularidades en los instantes del oscilador armoénico dados por la Ec.

Notese que, para el caso general, las Ecs. se aplican a los puntos (z,t) de manera local
en intervalos donde cos(wt) # 0. En cada uno de estos casos, la transformacion temporal T'(t) =
tan(wt)/w varia continuamente desde —oo hasta +o0o. Y por lo tanto, la coordenada espacial X (T')
diverge hacia —oo cuando 7" — —oco 0 T' — +00.

1.1. Relaciéon en el formalismo Newtoniano

En el formalismo Newtoniano tenemos que la evolucion de una particula de masa m en un
campo gravitacional constante y la del oscilador armoénico estan dadas, respectivamente, por

d>X d*x 9

donde fmgX' es la fuerza gravitacional constante que actia sobre la particula y —mw?zd es la

fuerza de Hooke. De las Ecs. (|1.1]), encontramos que los diferenciales dX y dT', estan dados por




Relacién en los formalismos de la Mecanica clasica

1.1 Relacion en el formalismo Newtoniano

0.1+
E o
M
—-0.11
0 z P 3z 2 Sx 3x
2 2 2

t [s]

(a) En el espacio de configuraciones extendido
para el oscilador armonico se muestra la gréfica
de la trayectoria dada por z2(t) = 0.10cos(t)
en color rojo. Mientras que la parte que se
mapea mediante la transformacion se en-
cuentra en color azul para el intervalo temporal
te[0,m/2s).

g=

g=0.1 m/s?

g=1m/s?

g=9.8 m/s?

-1 0 1 2 3 4‘$ 5

T [s]
(b) En el espacio de configuraciones extendido
de una particula en un campo gravitacional uni-
forme se muestran algunas trayectorias dadas
por Xo(T) = 0.10 — gT?/2, para distintos va-
lores de g. Cada curva corresponde al mapeo
de la parte resaltada en azul de la trayectoria
z2(t) mostrada en la Fig. Cabe sefialar
que la gréafica es incompleta, ya que conforme
T se aproxima al extremo derecho del intervalo
de transformacion, este diverge, 7' — 400, y en
consecuencia, Xo(T') tiende a —oo, por lo tanto
la trayectoria real se prolonga fuera del rango
mostrado.

Figura 1.2: Graficas del Ejemplo 2

oX  OX
dx = 9+
T

= sec (wt)dx + {wx tan (wt) sec (wt) — % tan (wt) sec? (wt) }dt
= sec (wt)dx + {i tan (wt) sec (wt)[w?x — gsec (wt)] }dt,

T

dT = adt = sec? (wt)dt,
entonces
dX  sec(wt) dr  tan(wt)sec(wt), o dt
Dt S Tl S/ S _ =
dT sec? (wt) dt wsec? (wt) e = gsec (wi)] dt
1 dx  tan(wt)
"~ sec (wt) dt + w sec(wt) e = gsec(wh)]

d
= cos (wt)d—f + wzsin (wt) — 9 tan (wt).
w

Por otra parte, la derivada segunda de la Ec. (1.19) esta dada por

(1.17)

(1.18)

(1.19)




Relacién en los formalismos de la Mecanica clasica
1.2 Relacion en el formalismo Lagrangiano

22X d (dX
S 2 (22, 1.2
ar? ~ dT <dT> (1.20)

Ahora desarrollamos el diferencial de la derivada total (1.19))

g (X 29 (XN g 9 (AN e O (AXN L
ar) = ox \ar ) T 9 \ar )T o \ar
= wsinfwt)dT + cos (wt)dE fw/sin,éaﬂ‘jﬂEJr [w? cos(wt) — gsec? (wt)] (1.21)
= cos(wt)d <(Z> + [w?z cos(wt) — gsec? (wt)] dt.

Por lo tanto, de la Ec. (1.20]), se obtiene que

d’X  cos(wt) d (dx) 5 cos (wt) sec? (wt)

dT? ~ sec? (wt) dt \ dt ¥ ec? (wt) Tsec? (wt)
. d? .
= cos® (wt)w;t +w?zcos® (wt) — g (1.22)
d2
= cos® (wt) [dtj + wa] -g.
Finalmente,
d*X 3 d*x 9 1 [d%x 9
WJrg:cos (wt) {dt2+w x]—J[C%Qan :c} (1.23)

De este modo, si X(T) es una solucion a la segunda ley de Newton para una particula de masa m
bajo la influencia de un campo gravitacional constante, entonces z(t) es una solucion a la ecuacion
de la segunda ley Newton del oscilador arménico.

1.2. Relacién en el formalismo Lagrangiano

Una Lagrangiana que describe la evolucion de una particula de masa m en un campo gravita-
cional constante esta dada por

2
L = % (fj{) — mgX. (1.24)

Sustituyendo las Ecs. (1.1 y la derivada (1.19)) en la Lagrangiana (1.24]), se obtiene que
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LY = {cos (wt)% {w:z: sin (wt) — 9 tan (wt)} }2 —mg [1’ sec (wt) — 2’% tan? (wt)}

w
d 2 d
|:COS < ) + 2wz sin (wt) cos (wt) d:: - Eg sin (wt)d—f + w?z? sin? (wt)
mg* 2
— 2gx sin (wt) tan (wt) —|— = tan (wt)| — mgaz sec (wt) + el tan® (wt)
w
d d d 22
_% cos? (wt) ((Z;) + mwa sin (wt) cos (wt)d—j - % sin (Wt)di; + mw2 i
mw2x2 mg*
- cos? (wt) — mga sin (wt) tan (wt) + ol tan? (wt) — mgzx sec (wt)
d d 2,.2
= cos? { < > + mwz tan (wt)d—i - % tan (wt) sec (wt)d—j + mw2 T sec? (wt)
W22 mg?
5~ mgx tan? (wt) sec (wt) + — tan? (wt) sec? (wt) — mgzx sec? (wt)}
w
2 2,.2
_ cos? m(dr)T mwte [ _m9 ] dz
= cos (wt){ [ 5 ( dt) 5 + |mwz tan (wt) " tan (wt) sec (wt) g7
mw?x? mg>
+ [ 5 sec? (wt) — mgx tan? (wt) sec (wt) + — tan? (wt) sec? (wt) — mga sec® (wt)} .
w

(1.25)

Por otra parte, de la Ec. (1.18) vemos que dt/dT = cos?(wt). Entonces, la Ec. (1.25) se puede

escribir en la siguiente manera

2,2

LYWdT =L@ dt + {mwx tan (wt) — 9 tan (wt) sec (wt)] dx + [mw sec? (wt)

w
(1.26)
2 mg® 2 3
— mgz tan® (wt) sec (wt) + —- tan” (wt) sec” (wt) — mgx sec (wt)} dt,
w
donde
dz\®  mw?z?

OIS e N 1.27
2 (dt) 2 (1.27)

es la Lagrangiana natural que describe la evolucion del oscilador armoénico. Ahora definimos una
funcion F(z,t) tal que

oF oF

donde
F
aa— = mwaz tan (wt) — 9 tan (wt) sec (wt), (1.29)
x w
2,.2 2
%—1; = mo.; T sec? (wt) — mgx tan? (wt) sec (wt) + % tan? (wt) sec? (wt) — mgx sec® (wt). (1.30)
w

Para determinar esta funcion, ahora integramos a la Ec. (1.29) con respecto de z
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/ (gi) dr = / {mthan (wt) — ™9 tan (wt) sec (wt)] dx, (1.31)

w

entonces

mwz? mgx

F= tan (wt) —

tan (wt) sec (wt) + h(t), (1.32)

donde h es una funcién por determinar que depende del tiempo. Para determinarla, derivamos la
ecuacion propuesta para F' (1.32) con respecto del tiempo

OF 222 dh
e mw2 T sec? (wt) — mgz [sec? (wt) sec (wt) + tan (wt) tan (wt) sec (wt)] + o
1.33
mw?z? 3 9 dh (1.33)
=5 sec (wt) — mgx sec® (wt) — mgx tan” (wt) sec (wt) + e
comparando las Ecs. (1.30)) y (1.33) obtenemos que
dh 2
== "ZTQQ tan? (wt) sec? (wt), (1.34)
separamos variables e integramos
mg* 2 2
/dh = —Q/tan (wt) sec” (wt)dt. (1.35)
w

Para resolver la integral del lado derecho de la ecuacion ([1.35), hacemos un cambio de variable de
la forma u = tan (wt), entonces

2 2,3
- mg 2 o mg-u

donde D es una constante de integracion. Sustituyendo el cambio de variable realizado y suponiendo
que la constante D es igual a cero, entonces la funcién h esta dada por

2

h(t) = % tan® (wt). (1.37)
Finalmente, la funcion F' corresponde a
mww? mgx mg*
F(z,t) = 5 tan (wt) — tan (wt) sec (wt) + 35 tan® (wt)
w
2
= {%xQ + % tan? (wt) — %x sec (wt)} tan (wt) (1.38)
= {%zf + % [% tan? (wt) — x sec (wt)} } tan (wt).
Esto significa, que la Ec. (1.26) se puede escribir en la siguiente forma
LYWdT = L@ dt + dF. (1.39)

De esta manera, se establece la relaciéon en el formalismo Lagrangiano.
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1.3. Relaciéon en el formalismo de Hamilton-Jacobi

En el formalismo de Hamilton-Jacobi, la evolucién de la particula bajo la influencia de un campo
gravitacional constante y la del oscilador armoénico se obtienen resolviendo las correspondientes
ecuaciones de Hamilton-Jacobi dadas por

1 (956> 25 1 (0S@N\?  mw? 95«
— X = — = 0. 1.4
2m(8X>+m tor =0 2m(5‘x> > T (1.40)
De la Ec. (1.39)) tenemos que
S9) = / LWdT = / L@ adt + / dF = S@ 4+ F, (1.41)
v(9) ¥(w) ¥(w)

donde v(g) y v(w) son curvas en los espacios de configuraciones extendidos, con coordenadas locales
(X,T) y (z,t), respectivamente, relacionadas por la transformacion de coordenadas . Por lo
tanto, si S (X, T) es una solucion a la ecuacion de Hamilton-Jacobi para la particula en un campo
gravitacional constante, entonces mediante la transformacién de coordenadas se determina
una solucion S«) (z,t) a la ecuacion de Hamilton-Jacobi para el oscilador arménico dada por

SW(X,T) =S (x,t) + F(x,1), (1.42)

donde F'(z,t) viene dada por la Ec. (1.38). Por ejemplo, utilizando la solucién general de la ecuacion
de Lagrange para una particula en un campo gravitacional constante dada por la Ec. (1.8)), observe
que, si X1 = X(T1), con Ty > 0, entonces

X, = Xo+ VoTy — ng, (1.43)
al despejar Vj de esta expresion, obtenemos que

X, - X,
=220y I (1.44)
Ty

Ahora, sustituimos la Ec. (1.44)) en la solucion general de la ecuacion de movimiento para una
particula bajo un campo gravitacional constante ([1.8]), entonces también se puede escribir en la
forma equivalente

Vo

[\

X1 — Xo
T
es decir, en este caso las condiciones iniciales estan dadas por las posiciones Xg y X7 de la particula
al tiempo cero y 73.
Derivando a la expresion anterior respecto de T', obtenemos que

X:X0+( >T+g(T1T—T2), (1.45)

X X, — X,

g
ey, (1.46)

ahora desarrollamos su cuadrado

dx\? [X1-Xo g 2
(m) —{n%m‘”)
X, — X0\ X1 —Xo 9° 2
- (&L 20 = ) (Ty - 2T) + 2 (T, — 2T 1.47
( - )-l—g( ) (- 2m) + Zmi - om) (1.47)
X;— Xo\? 29(X; — X 2
= (=== +g(X1on)fMTJrg—(TfleTlTJﬂlTQ).
T T 4
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Sustituyendo las Ecs. (1.45]) y (1.47) en la Lagrangiana natural para una particula bajo un campo
gravitacional constante ([1.24]), entonces

Xi— X0\’ 29(X; — X 2
o210 +g(X1 — Xo) — MT—F &(Tf — ATy T + 4T?)
2 T T 4
(1.48)
X - X
g | Xo+ (2220 Y — 1))
T 2

Ahora, calculamos la accion de la Lagrangiana ([1.48)) para una configuracion del sistema mecénico
dada al tiempo cero hasta una configuraciéon dada al tiempo 77, entonces

n o dx\?
5(9)(X0,X1,0,T1):/ L(g)dT:/ [rg (dT) —mgX |dT, (1.49)
0 0
entonces
S@:/Tl ml(Xi=Xo\", oy WX Xo),
s 12 T A T
2 X1 — X
+ %(Tl2 —4T1T+4T2)] — mg {Xo + <1T°) T+ g(TlT - T2)} }dT
1
Cm[(X1- X0\ 29(X1 = Xo) T% | ¢° (10
2|:<T1> Ty + g(X1 — Xo)Th T7+Z T
T2 T3 X =X \T?  g(,.T% T}
—4T17+4? —mg XOT1+ T 7+§ T17—?
m [ (X — Xo)? 2 4
-z [< L 0) +M—M+Z<Tf—ﬂf+3:ﬁfﬂ
1 g (1.5 1,4
— Xoh+ - (X1 —Xo)Th += | =17 — =T,
mg{oﬁrz(l 0)1+2(21 31)]
(X = X0)? | T g g g1}
=m |: 5T, -+ Y gXOT1 2X1T1 + 2X0T1 12 s
entonces

(1.50)

Xo—X1)? gXo+X)TW ¢*T
S (X, X1,0,Ty) = ( — —Z2 10
(Xo, X1,0,T1) = m [ T, 2 24
Este resultado establece que, a la particula bajo la influencia de un campo gravitacional uniforme
en el espacio, al evolucionar entre los puntos Xy y X; en el intervalo de tiempo [0, T;] tiene asociado
un namero real dado por la Ec. (1.50). Ahora reemplazamos X; por X y 77 por T', de esta forma

obtenemos que

_ 2 23
y puesto que
9%809) ) 2(Xo—X) ¢T m
IX0X, ~ 9X {m [QT - 2} } =770 (1.52)

concluimos que la Ec. (1.51)) es una integral completa de la ecuaciéon de Hamilton-Jacobi para una
particula bajo la accién de un campo gravitacional constante.

10
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Por otra parte, podemos hallar una integral completa para la ecuacién de Hamilton-Jacobi del

oscilador armonico al sustituir las Ecs. (1.38]) y (1.51)) en la relaciéon (|1.42]). Entonces

Sw) —gle) _ p
—ml|¥ 9 2 2
=m| 5 cot(wt) (XO — zsec(wt) + %2 tan (wt))
% tan® (wt
- % tan(wt) (Xo + x sec(wt) — ;ﬁ tan (wt)) — g;ilwgw)}
2 2
_ T an (wt) + MIL ¢ an (wt) sec (wt) — 7;1793 tan® (wt)
w

2
=m {(;)Xg cot(wt) — wXox csc(wt) + % cot(wt) sec? (wt) — Iy tan(wt) sec(wt)
w

2 2

+ 397 an®(w )} - mc;x tan (wt) + miac tan (wt) sec (wt) — % tan® (wt)
{ } X§ cos(wt) — 2Xoz + 2” sec(wt) — 2 tan(wt) sin(wt)]
{2sm — } X§ cos(wt) — 2Xox + x% sec(wt)(1 — sin®(wt))]

por lo tanto

mw

s 30 = {0

} [(X§ + 2?) cos(wt) — 2Xoz] . (1.53)

La cual es una integral completa de la ecuacién de Hamilton-Jacobi para el oscilador arménico,
determinada por la solucion (1.51)). Véase que se cumple lo siguiente

925« 9 mw mw
920Xy O {{M(m)} [2Xp cos(wt) - 2961} =~ smn 7 ° (1.54)

De esta forma hemos establecido la conexion en el formalismo de Hamilton-Jacobi.

1.4. Relaciéon en el formalismo Hamiltoniano

Dado que los momentos generalizados definidos por las funciones Lagrangianas ((1.24)) y (1.27)
estan dados por

oL@ . oL
= - = X =
ax " P="0i
entonces, de la Ec. (1.19)) tenemos que la ley de transformaciéon para los momentos P y p inducida

por la transformacion coordenada (|1.1)) se puede escribir de la siguiente manera

= mi, (1.55)

P(z,p,t) = pcos(wt) + mwz sin(wt) — g tan(wt). (1.56)
w

Ademaés, los Hamiltonianos naturales correspondientes, determinados por la transformacion de
Legendre a partir de las funciones Lagrangianas (1.24) y (1.27)), estan dados por

2,2

2
o = 2 ax gl - P me
2m 2m 2

respectivamente. Ademaés, las correspondientes ecuaciones de Hamilton estdn dadas por

(1.57)

11
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dX OH® dP HH@)

T 9P dar -~ ax (1.58)
dﬁ B OH @) d£ B _aH(w) a 59)
dt  0Op dt Ox '

Ahora bien, que las ecuaciones de Hamilton determinadas por H9 y aquellas determinadas por
H®) estén relacionadas por la transformacion de coordenadas li significa que

PdX — HYOdT = pde — Hdt + dF (z,t), (1.60)
es una identidad cuando los momentos estan relacionados por la Ec. (1.56). Puesto que
oX aX oT OF oF
X = “dp+ T="" F="—dz+— 1.61
d o dx + 5 dt, d 5 dt, d e dx + 5 dt, (1.61)
entonces las Ecs. (1.60) y (1.61) implican que
0X OF oT 0X OF
=pP——-—, HW=pgW_— _pZ— 4 1.62
or 0z’ or ot o (1.62)

Estas ecuaciones dan la relacion entre (X,P,T,H9), (z,p,t, H®)) y F. En el presente caso,
utilizando las Ecs. (L.1)), (1.38)), (1.56) y (1.57), un célculo directo muestra que son identidades
(Apéndice . De esta manera hemos establecido la relacion en el formalismo hamiltoniano.

12



Capitulo 2

Ecuaciéon de Schrodinger

2.1. La relacion en el marco de la Mecanica cuantica

En esta seccion mostramos que si U(X,T') es una solucion de la ecuacion de Schrodinger para
una particula de masa m bajo la influencia de un campo gravitacional constante; esto es,

h? 0% ov
XV =ih— 2.1
“omoxz ™ or 21)
mediante la transformacion de coordenadas (1.1, se determina una solucion ¢ (z,t) a la ecuacion
de Schrédinger para el oscilador armoénico
h? 0%  mw?a? oY
——— 4+ ——¢ =ih—. 2.2
2m Jz? + 2 p=i ot (2:2)
Para este propésito, guiados por la relacion (1.42), proponemos

U(X,T) = flz, el 7 (. b), (2.3)

donde f(x,t) es una funciéon por determinar. Con ayuda de la regla de la cadena y de la transfor-
macion de coordenadas ([1.1)) obtenemos que

0 _ 0w 0D
X 90X dr 9X ot
1 o

= T (24)
= Cos(wt)2
B oz’
0 o oo
oT OT 9z = OT ot
1 4g
- |¥ 1+ tan2(wt) — (22
4(1 + tan?(wt)) | w tan(wt)/1 + tan®(wt) ( x sec(wt)
1 +tan wt) Oz 14 tan®(wt) Ot
1 |4 _gplm@tsecwt) ] 0 1D
 4sec?(wt) {w tan(w) sec(wt) — 4wz sec(wt Ox * sec?(wt) Ot

)
= {% sin(wt) — wa sin(wt) cos(wt)} % + cos® (Wt)%-
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Por lo que al sustituir la transformacion (1.1]) y las Ecs. (2.4)) y (2.5) en la ecuacion de Schrédinger
para una particula bajo la influencia de un campo gravitacional uniforme (2.1)), encontramos que

h2 2 2

— 5, o (wt)ﬁ + mgz sec(wt)¥ — % tan? (wt) ¥

=ih [f sin(wt) — wx sin(wt) cos(wt)} g—i + ihcos?(wt) ov

ot

eliminando el factor cos?(wt) de todos los términos de la expresion anterior, entonces

h? 9%w mg?

_mg”. 2 2
T o 92 + mgax sec® (wt) ¥ 502 tan®(wt) sec” (wt)¥ 26)
=ih [— tan(wt) sec(wt) — wax tan(wt)] ov + ha—w
Oz ot

Ahora, sustituimos la relaciéon propuesta (2.3) en la Ec. (2.6)). Para ello, resultan de utilidad las

siguientes derivadas
ov af oy i, OF
o ( ?/J+f* hflbam) ) (2.7)

PU [0 of v o2 9 9
aﬁ:“[axé 2 af w+f¢+( A w)a

aF v (2.8)
ov E of o i, OF
w_. ( v 1% +hf¢at), (29)
sustituyendo las derivadas anteriores en la Ec. , obtenemos que
>’f of oy 321/) of o O*F
R )T
fz/J (8F> } + mgx f1 sec® (wt) — m—g2f1/) tan?(wt) sec?(wt)

(2.10)

=ih [a tan(wt) sec(wt) — wax tan(wt)} (afz/; + faiw ;f¢g)
i, O
( Lyt g% hwaf).

Para desarrollar la expresion anterior, nos seran de utilidad las siguientes derivadas parciales de la
funcion F(z,t) (1.38))

oF mg
g = W tan(wt) — — tan(wt) sec(wt), (2.11)
0*F

14
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aF\? 2
() = (mwx tan(wt) — ng tan(wt) sec(wt))
Ox w
- (2.13)
= m2w?2? tan®(wt) — 2m2gx tan®(wt) sec(wt) + tan?(wt) sec?(wt),
OF  mw?x® mg® 9 3 9
B = g sec (wt) + s tan®(wt) sec*(wt) — mgx sec® (wt) — mgx tan” (wt) sec(wt). (2.14)

Por lo tanto,

h? o 0 B2 9?
(—w+ 2% — ih w)f {lf +2—a—x£

ih o il
+ ihof mwz tan(wt) — M9 o sec(wt) | + —fmw tan(wt)
m Ox 2m
sec? (wt)
mg® . > ihg
— fmgasec*(wl) + o/t sec”(wt) + | — ¢ sec(wt)

2

—wz tan(wt)} % + fm {g tan? sec? (wt) —W

- —f [mQ 22 wt) — 2m2gx sec(wt)

(2.15)
—&—/z/t—arl)’(ﬂf] + zh W—&—W
K% Of On
M_W}Mmaxax
O g 00 g
+ zhf— wx tan . an(wt) sec(wt)} zhf% wx tan " an(wt) Sec(wt)}
R 92f af ih of
{2m 92 + thwz tan(wt) == D + Efwtan(wt) —wzr tan(wt)%
of h% of Oy
T }¢ S 0z 9
De la expresion anterior se deduce que
h? Of On
om 9z 0x 0, (2.16)
h* 0% f of of .. of
%ﬁ + ihwx tan(wt)a— + fw tan(wt) — wx tan(wt)a— +i hé)t 0. (2.17)

De la Ec. encontramos que la funcion f solo puede depender del tiempo, es decir, f = f(t).
Ahora, de la Ec. (2.17), se obtiene
df

ffw tan(wt) + i =0, (2.18)

la expresion anterior es una ecuacion diferencial de primer orden separable. Al separar las variables
e integrar, tenemos que
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f =+/cos(wt). (2.19)

Finalmente, la relacion propuesta (2.3)) queda explicitamente dada por
(X, T) = /cos(wt)e! " # y(z, t)
= y/cos(wt) exp{ %xz tan(wt) + % tan(wt) % tan?(wt) (2.20)
- xsec(wt)} }w(z, t).
Luego, usando las Ecs. (1.1)), (1.38)), (2.4), (2.5) y (2.20), un calculo directo (apéndice [B)) muestra

que la ecuacion de Schrédinger (2.1) implica el siguiente resultado

2 52 2 92 2.2
h? 0*v ov h? 0%  mwx 81/)}. (2.21)

~9m 52 +mgXV —ih— cosg(wt)ef{— + Y —ih—
m

oT 2m Ox? 2 ot
Por lo tanto, si ¥ es una solucion de la Ec. (2.1)), entonces 1 dada por la Ec. (2.20]) sera una solucion
a la Ec. (2.2), siempre y cuando cos(wt) # 0. Ademaés, a partir de la Ec. (2.20) tenemos los dos
resultados importantes siguientes. Primero

(oo} (oo} o0
/ (X, T)2dX = / cos(wt) |t (z, )| 2dX = / (. 1) 2da, (2.22)
— 00 — 00 —00

lo que implica que ¥(X,T) estd normalizada si y solo si ¥(x,t) estd normalizada. Segundo, este
resultado también implica que la probabilidad |¥(X,T)|?dX de encontrar una particula de masa
m bajo la accion de un campo gravitacional constante al tiempo T entre X y X + dX es igual a
la probabilidad |1(z,t)|?dz de encontrar una particula de masa m bajo una interaccién dada por
la ley de Hooke al tiempo t entre x y = + dx.

2.2. Estados estacionarios del oscilador armoénico

Vemos que la ecuacion de Schrédinger para el oscilador arménico 7 dado que el potencial
es independiente del tiempo, se puede resolver mediante el método de separaciéon de variables,
por lo que suponemos que ¥(x,t) = M(xz)N(t). Al sustituir esta expresion en la ecuacion de
Schrédinger , esta se descompone en dos ecuaciones diferenciales ordinarias: una ecuaciéon que
depende solo de z, y otra que depende solo de t. Resolviendo la ecuacién temporal se encuentra
que N(t) = e Et/hPor otra parte, la otra ecuacion se conoce como ecuacion de Schrédinger
independiente del tiempo para el oscilador arménico, la cual se puede resolver mediante un método
algebraico usando los operadores de escalera a-, o buscando la soluciéon como una serie de potencias.
Esta ecuacion diferencial que involucra la coordenada espacial x, admite una coleccion infinita de
soluciones {M,,(x)}, cada una con su energia permitida correspondiente {E,}. De esta forma, se
encuentra que las soluciones separables estan dadas por [9]

mwyT o1 [ mw mw o 1Bt B

donde H,,(\/mw/hz) denota al polinomio de Hermite de orden n y

E, = <n + ;) hw, (2.24)
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es la energia asociada a cada estado. Las soluciones (2.23) se conocen como los estados esta-
cionarios del oscilador arménico, ya que sus densidades de probabilidad correspondientes son
independientes del tiempo. Alternativamente, introduciendo la variable adimensional

_jnw

estas soluciones se pueden escribir en la siguiente forma

mwy\i 1 £ 1
bn(€,1) = (E) o In(€) e {—2 — it (n n 2) } . n=0,1,2,.., (2.26)
y los polinomios de Hermite estan dados por la féormula de Rodrigues
nee (A" ¢
H,(&) =(-1)"e € e s . (2.27)

Observe que la funcion de onda del n-ésimo estado estacionario del oscilador armoénico, ¥, (x,t),
esta representada en el espacio de las posiciones. Por otra parte, la funciéon de onda del n-ésimo
estado estacionario del oscilador armoénico en el espacio de los momentos, ¢, (p,t), estd dada por
la transformada de Fourier de la funcion v, (z,t). Estas funciones de onda han sido calculadas en
la literatura y estan dadas por [11]

1 \* 1 2 1
on(p,t) = (ﬂhmw) \/WHn(u)exp{—Q — twt <n+2>}, n=20,1,2,..., (2.28)
donde

(2.29)

"= hmw

Un calculo directo muestra que los valores esperados asociados a la posicién y el momento para el
n-ésimo estado estacionario, estan dados por

(x)n =0, (2.30)
@)= (n+3) 7 (21
(p)n =0, (2.32)
)0 = <n + ;) hmw. (2.33)

Por otra parte, los valores esperados para la energia cinética, la energia potencial y la energia total
estan dados por

(K)§) = (n + ;) % (2.34)
(V)@ = <n + ;) % (2.35)
(H)@) = (n + ;) fiw. (2.36)
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Mientras que el promedio de la fuerza es cero; es decir

av\
(-2 2 1)

La deduccion de estas expresiones se encuentra en el apéndice [C] Los valores esperados representan
el promedio de los resultados que se obtendrian si se realizara una medicién de una observable varias
veces, preparando el sistema en el mismo estado inicial cada vez. De estos resultados, notamos que
se cumple el teorema de Ehrenfest

- @)
(Phn = o 2l Hpn _ <—dv> : (2.38)

dt ’ dt dx

es decir, los valores esperados obedecen a las leyes cldsicas del movimiento.
Por otra parte, observe que la desviacién estandar en x es

V) - m 2:39)

S sy (n + ;) . (2.40)

Al tomar el producto de estas dos desviaciones estdndar comprobamos que se satisface el principio
de incertidumbre para el n-ésimo estado estacionario

y la desviacién estandar en p es

1 h
znOpn — 5 hZ g 2.41
Tonm = (n+ 5 ) 1= 5 (2.41)

Observe que el estado base del oscilador armoénico (n = 0) tiene la incertidumbre minima, ya que
O0z00p0 = 5/2

Puesto que la region clasicamente permitida estd dada por —/2E/mw? < x < /2F/mw?,
entonces para el estado v, la probabilidad de encontrar a la particula en esta region, P, (C), esta
dada por

2n+

2nn|\/> V2n+1
Por otra parte, la probabilidad de hallar a la particula fuera de la region clasicamente permitida,

P, (NC), es

P.(C) = H2()e <" de. (2.42)

P,(NC) =1— P,(C). (2.43)

Ahora bien, la region clasicamente permitida para los momentos corresponde a —v2mE < p <
v2mE. Por lo tanto, para el estado ¢,,, las probabilidades de hallar a la particula en esta region,
P, (M), o fuera de esta, P,(NM), estan dadas por

V2n+1 R
PA(M) = 5 / o HR (2.44)
Po(NM) =1— P,(M), (2.45)

respectivamente. De estos resultados, se tiene que la probabilidad de encontrar a la particula en
una posiciéon dentro de la regién clasicamente permitida coincide con la probabilidad de que su
momento se encuentre también dentro de la region clasicamente permitida
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P,(C) = P,(M), (2.46)

y por lo tanto, las probabilidades complementarias también son iguales

P,(NC) = P,(NM). (2.47)

A continuaciéon aplicamos nuestros resultados generales a los casos: n = 0,1, 10.
Ejemplo 3. Para n =0, la Ec. (2.23) se reduce a

mw\ 1 mw 1wt
vole.t) = (7)° eXp{_%xQ - 2}'

que corresponde al estado fundamental del oscilador armoénico cuantico. Por otra parte, la funcion
de onda para este estado en el espacio de los momentos es

1
1 4 P2 wt
t) = — - — 7. 2.4
Bo(p. 1) (Whmw) exp{ e 2} (2.48)
Los valores esperados son
h hmw
= B = — = = —. 2.4
(z)o =0, (=)o 2y’ (p)o =0, (r*)o 5 (2.49)

De estos, se obtienen las desviaciones estandar

| R [ hmw
Ox0 — m, Op0 = T (250)

Estas cantidades cuantifican la dispersion de los resultados de medicion respecto a los valores
esperados (x)g y (p)o, respectivamente. En este estado, las distribuciones de probabilidad para
Vv ¢o son gaussianas. En la Fig. se muestra la densidad de probabilidad de 1y en términos de
&, las lineas discontinuas azules indican el valor esperado de la posicién y las naranjas delimitan
las tres primeras desviaciones estandar. Para una distribucién gaussiana, en el intervalo de una
desviacion estandar se encuentra aproximadamente 0.6827 de la probabilidad total. Al considerar
dos desviaciones estdndar, la probabilidad aumenta a 0.9545, y dentro de tres desviaciones estandar
se incluye alrededor de 0.9973. Una representacion anédloga de la densidad de probabilidad para
¢ en funcion de p se muestra en la Fig. , con resultados equivalentes en el espacio de los
momentos.

Finalmente, las probabilidades de hallar la particula en la regiéon clasicamente permitida y no
permitida resultan ser

Py(C) = 0.8427, Py(NC) =0.1573, (2.51)
respectivamente, donde los limites de la region clasicamente permitida estan indicados mediante

lineas punteadas verdes en ambas graficas.

Ejemplo 4. De la Ec. (2.23), para n = 1, se obtiene el primer estado excitado del oscilador
armoénico

PN

mw\i [2mw mw 13wt
P1(x,t) = (ﬁ) 5T exp {xz - } . (2.52)

Mientras que la funcién de onda en el espacio de los momentos es

1
B 1 T /2 p? 13wt
¢1(p:1) = (ﬂ'hmw) hmw? &P {2hmw 2 } ' (2:53)
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Figura 2.1: Graficas del Ejemplo 3. De izquierda a derecha, se muestran las graficas de |¢(£)|* vy
|po(2)]?. En cada figura, se muestra la densidad de probabilidad como una curva roja, mientras que
en el fondo en escala de grises corresponde a la evolucién temporal de la misma, donde las regiones
més claras representan areas de alta probabilidad. En ambas representaciones, se incluyen lineas
discontinuas: la azul indica el valor esperado de la posicion o el momento ({({)o = 0 o (u)o = 0),
las naranjas marcan las tres primeras desviaciones estandar y las verdes los limites clasicos. Notese
que ambas graficas corresponden a distribuciones Gaussianas centradas en el origen. En las graficas
que se presentan en las Figs. y las lineas punteadas tienen el mismo significado que se
les ha dado en estas graficas.

| 2

Los valores esperados son

Wh=0, (2% =

T 9w’ <p>1 =0, <p2>1 = : (2'54)

Con las correspondientes desviaciones estandar

[ 3h [ Shimw
Or1 — %, Op1 = T (255)

En la Fig. se muestra la grafica de |1 (€)|?, las lineas discontinuas tienen el mismo signi-
ficado que en las graficas del Ejemplo 3. Para esta distribucion, aproximadamente 0.6084 de la
probabilidad total se concentra dentro de la primera desviacion estandar, 0.9926 dentro de las dos
desviaciones y 0.9999 dentro de las tres desviaciones. Por otra parte, para la grafica de |¢q(u)|?
mostrada en la Fig. , proporciona resultados equivalentes en el espacio de los momentos.

Finalmente, las probabilidades de encontrar a la particula en la region clasicamente permitida
y no permitida son, respectivamente,

Py(C) = 0.8884, Pi(NC) = 0.1116. (2.56)

Ejemplo 5. Para n = 10, la Ec. (2.23]) corresponde al decimo estado excitado del oscilador armo-
nico, dada por
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lw1(§)]
|¢1(u) |2
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Figura 2.2: Graficas del Ejemplo 4. De izquierda a derecha, se muestran las graficas de |41 ()] y
|¢1(1)]?. En ambas graficas, se observa que la distribuciéon es simétrica en el origen, cuenta con
dos méaximos, y la dispersion aumenta con respecto al estado fundamental.

mw\ 1 1 mw 121wt
1) = (—) ——H - - . 2.57
ot t) = (%2) ' i Hia(e) e { e — 252 | (2:57)
Por otro lado, la funcién de onda en el espacio de los momentos es
1
1 4 1 1 121wt
t) = H - 2 - . 2.58
¢10(p,t) (whmw) 210(101) 10(#) exp{ 2hmwp 9 } ( )
Los valores esperados correspondientes son
21h 21hmw
2 2
— - = = 2.
(z)10 =0, (@ =5~ (p)10 =0, (p™)10 5 (2.59)

Por otra parte, las desviaciones estandar estan dadas por

21h 21hmw
0210 = \[ 5 Tp10 =\ T (2.60)

En la Fig. se muestra la grafica de [119(€)|?. Para esta distribucién, se encuentra que aproxi-
madamente 0.5260 de la probabilidad total se encuentra dentro de la primera desviacién estandar,
el 0.9999 dentro de las dos primeras desviaciones y aproximadamente toda la probabilidad total
dentro de las tres desviaciones.

Observe que, las probabilidades de encontrar a la particula en la regiéon clasicamente permitida
y no permitida son, respectivamente,

P1o(C) = 0.9398, P1o(NC) = 0.0602. (2.61)

Como puede notar, cuando n tiende a infinito en los estados estacionarios del oscilador arménico,
la probabilidad de hallar a la particula en la regién clasicamente permitida tiende a 1. Es decir,
para n — oo, recuperamos el comportamiento clasico del oscilador arménico.
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03

0.2

lw10(§)]?
I$10(1) | ®

0.1

0

-30¢ -20¢ _ Af21-0¢ 0 or Af21 20¢ 3o¢

(a) (b)

Figura 2.3: Graficas del Ejemplo 5. De izquierda a derecha, se muestran las graficas de [119(€)|? y
|#10(1)|?. En ambas graficas, se observa que la distribucién es simétrica en el origen, cuenta con
once méaximos, y la dispersion aumenta con respecto al estado fundamental y al primer estado
excitado.

2.3. Solucién a la ecuacién de Schrodinger para una particu-
la sometida a un campo gravitacional constante deter-
minada por el n-ésimo estado estacionario del oscilador
armoénico

A partir de la expresion del n-ésimo estado estacionario del oscilador armoénico y la rela-
cion entre las funciones W y , podemos hallar una expresiéon que sea solucién a la ecuaciéon
de Schrodinger para una particula bajo un campo gravitacional constante . Al sustituir la Ec.
(2.23) en el lado derecho de la Ec. , obtenemos que

U, =cos? (wt) exp {“;;sz tan(wt) + % tan(wt) {35}2 tan?(wt) — sec(wt)} }

mw\1 1 [ mw mw o . 1
mw\ 1 1 mw 1 mwz? .
= (T) WHn (ﬁm) cos? (wt) exp{ o7 (itan(wt) — 1)

+ 209 tanon)[oL tan? ) — sec(ot)| it (n+ 7).

(2.62)

3w? 2
Por otra parte, a partir de las ecuaciones de la transformaciéon de punto inversa (1.4]) se obtiene

tan(wt) = tan(arctan(wT)) = wT, (2.63)

cos(wt) = cos(arctan(wT)) = (1 + w2T2)_%, (2.64)
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sec(wt) = sec(arctan(wT)) = (1 + wQTQ)%. (2.65)
Al sustituir la transformacion inversa (1.4)) y los resultados (2.63)- (2.65)) en la expresion (2.62)),

tenemos que

mw\i 1 mw 2X + gT? 9o 1
U, (X, T)=—) —H, |/ ———F—=——| (1 T)" %
%) <7Th) oz {\/ h 2\/1+T2w2]( W)
) 1 mw (2X + gT?%)?
X exp{ ) <n + 2) arctan(wT)} exp{%w(sz 1)

img, [, 2X + gT? > S 1]}
y G 92 (2RI ) (g 272
h {3 (2\/1—|—w2T2 ( )

mwyi 1 mw 2X + ¢gT? (2.66)
4 1
= — 7HTL - I 1 2T2 — =
(wh) 2nn! {\/ h 2\/1—|—T2w2]( FwT)
; 2X + gT?)?
X exp {—in arctan(wT') — % arctan(wT)} exp{—m

imgT gT?
— X+=]7.
h ( "o >}

Puesto que
1+ iwT = /1 + w2T2e! 2retan(@T) (2.67)
entonces
(1 + in)—% _ (1 + W2T2)—ie—%’ arctam(wT)7 (268)
e—in arctan(wT’) _ ( 1 —i_lsz . ) = (W) : . (269)
(1+iwT)z (1 — iwT)? L +iwT

Usando las Ecs. (2.68) y (2.69), entonces la Ec. (2.66]) se puede escribir en la siguiente manera

vorm = () L L (L) [ e X
e wh/ ol VT4 iwT \ 1+ iwT " h oI+ 7202 (2.70)

mw(2X + gT?)?  imgT gT?
— — X+ = =0,1,2,...
XeXp{ Sh(l + i) 1 ) PE0hS

Esta expresion es una funciéon de onda para una particula sometida a un campo gravitacional
constante determinada por el n-ésimo estado estacionario del oscilador armoénico.

Cabe senalar que la funciéon de onda no es estacionaria, ya que su densidad de probabi-
lidad depende explicitamente del tiempo

11 1
U, (X, T 2:(—7”“)277
|V, (X, T ) o By

2.71
w2 | fme 2X + gT? ox - mw(2X + gT?)? (2.71)
"WVh avir e TP (1 +w?T?)

Si evaluamos a la Ec. (2.70) al tiempo 7' = 0 vemos que
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U, (X,0) = (%)7 \/%Hn [\/?X] exp{—mgf}. (2.72)

Es decir, la Ec. (2.70)) es la funcion de onda de la particula bajo un campo gravitacional constante
cuya condiciéon inicial es la Ec. . Observe que esta funciéon de onda inicial coincide con la
parte espacial del n-ésimo estado estacionario del oscilador armoénico.

Por otro lado, de la Ec. , cuando n = 0 y g = 0 entonces obtenemos una solucién de la
ecuacion de Schrodinger para una particula libre relacionada al estado fundamental del oscilador
armonico, recientemente estudiada por Torres del Castillo [6]

mw\ 1 mwX?
vox. 1) = (Meyt Ll mweAt L .
o(X,T) (ﬂ) «/1+ineXp{ 25(1+in)} (2.73)

Ahora bien, para una particula en el estado V¥,,, se encuentra que los valores esperados para la
posicion y el momento estan dados por

(X)n = —gTz, (2.74)

(X2, = (n + ;) 71(1;7”2%2) - QZQT“, (2.75)
(P)n = —mgT, (2.76)

(P?), = (n + ;) hmw +m?g*T?. (2.77)

Mientras que los valores esperados de la energia cinética, la energia potencial y la energia total
corresponden a

1\ Aiw  mg?
K)9) = - ) =4 =712 2.
w9 = (n+3) 5 + "1 2.78)
2
<V>§f’):f7m2g 77, (2.79)
1\ hw
(H)9 = <”+ 2> o (2.80)
Por otro lado
dV (9)

Nuevamente, una deduccion rigurosa de estas expresiones se puede hallar en el apéndice[D] A partir
de estos resultados, vemos que se cumple el teorema de Ehrenfest, ya que

(9)
(P), = md<X>" AUP)n = < dV> . (2.82)

dT ' dT dX

n

Notese que las desviaciones estandar para X y P son

oxn =V (X%, —(X)2 = \/(n—i— 1) w, (2.83)

2 mw
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o0 = VP = (7 = (n+ 5 ) o 250

respectivamente. Vemos que el producto de ox,, v op, €s

1 h
OXnOpPn = <n + 2) V14 T?w? > 3 (2.85)

Esto esta de acuerdo con el principio de incertidumbre, como seria de esperarse. En este caso, la
incertidumbre minima ocurre cuando n = 0 al tiempo T = 0.

Es importante senalar que los valores esperados para la posicién y el momento dados por las
Ecs. para una particula en un campo gravitacional uniforme, bajo las transformaciones

1.1) y (1.56)), estan determinados por los valores esperados de la posicién y el momento (2.30)-
2.33|) para los estados estacionarios del oscilador armoénico de la siguiente manera

g tan?(wt) 9o
(X)n = (z)p sec(wt) — o —§T 7 (2.86)
24,04
(X2)n = (2®)n sec®(wt) — %(m)ntanQ(wt) sec(wt) + %4(“”5)’
w w
< 1) A14+T%?) ¢, (2.87)
=\ntg)——7+571",
2 mw 4
(P)n = (p)n cos(wt) + mw(x), sin(wt) — % tan(wt) = —mgT, (2.88)
(P?), =(p* 2 202 (%), sin? mg®
n =(p°)n cos®(wt) + m w?(x*),, sin”(wt) + — tan?(wt)
+ 2mW<I’>n<p>n Sln(b&)t) COS(wt) — 2&<p>n Sln(wt) o 2m29<x>n Sln(wt) tan(wt)
w
O A I N AN U R (2:59)
e mrmEn e G T

1
= (n + 2) himw + m2g*T2.

Para graficar la densidad de probabilidad para un estado dado, resulta conveniente introducir los
siguientes cambios de variables

ma3¢ ha hB
X = T = 0 = —— = 2.90
Lol n g m%c%’ w mx%’ ( )

con lo cual la funcion de onda (2.70) se reescribe en términos de las variables adimensionales v y ¢

o (2 | 1-iB¢\ ?

VBQ2v + al?) BRv +al?)? a2
x Hp, [MW] exp {_W —iaC <y+ 6) } )

(2.91)

donde los parametros adimensionales o y § estan relacionados con los valores de g y w, respecti-
vamente. A continuacién, aplicamos estos resultados generales a los casos: n = 0,1, 10.
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Ejemplo 6. Para n = 0, la Ec. (2.70) se reduce a

mw\ i 1 mw(2X + gT?)?  imgT gT?
Uo(X,T) = (—) — {— , - x4+ } 2.92
oKD =\T5) AT PV sha £ wl) h RIS (2:92)
Los valores esperados son
92 2 M1+Tw) g%
X)o=—-2T XYy=—"—=+4+=T 2.
(X)o =212, I (2.93)
R
(Po = —mgT, (P?)y = % + m2g*T2. (2.93b)
Con las correspondientes desviaciones estandar
(1 + T2w? mwh
Oxo0 = M1+ T7) ), opo =14/ —(—- (2.94)
2mw 2

En las Figs. (2.4) se muestran algunas graficas de la densidad de probabilidad para este estado.

‘ 2

Figura 2.4: Graficas del Ejemplo 6. Se muestran las graficas para [¥o(v, ()| conzg =1y 8= 1.
En estas representaciones, las regiones mas claras indican una mayor probabilidad de hallar a la
particula. Las lineas discontinuas azules sefialan la evolucion del valor esperado de la posicion (v)g
para: (a) particula libre, dada por @ = 0, (b) una particula en un campo gravitacional uniforme con
a =1y (c) a=10. En las graficas que se presentan en las Figs. y las lineas punteadas
tienen el mismo significado que se les ha dado en estas graficas.

Ejemplo 7. Para n = 1, de la Ec. (2.70) se encuentra que

mw\1 [mw 2X +¢T? V1 —iwT
ﬁ) 2h 1+ T2w2 1+iwT (2.95)
" exp{_mw(QX +gT?)? _imgT (X N gTQ)}

8h(1 + iwT) h 6

\Ill(XvT):<

Los valores esperados para este estado cuantico son
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30(1 4 T2w?) g2

(X) = —%TQ, (X?), = % + ‘%T“, (2.96a)
3h

(P); = —mgT, (P = S T, (2.96b)

De estos, se obtienen las desviaciones estandar

3h(1 4 T2w? 3mwh
ox1 = \/¥, op1 =1/ . (2.97)
2mw 2

Nuevamente, puede observar algunas graficas para la densidad de probabilidad de ¥, en las

Figs. (2.5)).

4] 6 . — — 3
4 2
2
2 1
> 0 PR o' > 0
, [l A o
-2 4
-4 -2
N "
-4 5= -6 " r— r— -3
-2 -1 0 1 2 -3 -2 -1 0 1 2 3
¢ 4

(a) (b) (c)

Figura 2.5: Graficas del Ejemplo 7. Se muestran las graficas para |[¥;(v,()|> con 2o =1y 8 =1,
para: (a) a =0, (b) a =1y (c) o= 10.

Ejemplo 8. Para n = 10, de la Ec. (2.70)) vemos que

\Iflo(x,if):(%)i 1 1 (1in>5

wh/ /2100101 V1 +iwT \1+iwT (2.98)
mw 2X + gT? mw(2X + gT?)?  imgT gT? '
X Hig || 5 —F——= exp{— , - x4+ 92 }
h 2414 T2w? 8h(1 + wT) h 6
Los valores esperados son
Yoo oy 21n(1 + T?w?) i "
<X>10 = 2T s <X >10 = —Qmw + 4 T ; (299&)
21k
(P)1o = —mygT, (P?)10 = 2mw +m2g*T?. (2.99b)
Por lo que las desviaciones estandar son
21h(1 + T2w? 21hmw
0X10 = —( o ), op1o = 9 . (2.100)

En las Figs. (2.6, se muestran algunas graficas de la densidad de probabilidad para ¥qg.
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constante determinada por el n-ésimo estado estacionario del oscilador armoénico

\J

A

2

6 -4 -2 o0
4

(a)

Figura 2.6: Graficas del Ejemplo 8. Se muestran las gréficas para |[¥1o(v,()[> conxg =1y B =1,
para: (a) « =0, (b) a =1y (¢) a = 10.
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Capitulo 3

Formulacion de Bohm de la
Mecanica cuantica

3.1. Formulacion de Bohm

Dado que la funcion de onda ¥(7,t) es una funcién compleja, podemos escribirla en su forma
polar. Es decir

V(7 1) = /p(F 0)er ST, (3.1)
donde /p y S son funciones reales asociadas a su amplitud y fase, respectivamente. Por otra parte,
la ecuacion de Schrodinger en tres dimensiones esta dada por

OU(7,t)
ot

Sustituyendo la funciéon de onda (3.1) en la Ec. (3.2), entonces la ecuacién de Schrodinger se
reescribe en la siguiente forma

_%VQ\IJ(W) + V(P)U(7,t) = ih (3.2)

h2 1 h2 3 1 1 1 aS 1
P VPt o p 2 (V) 5 —p2 (VS)? + Vp? + —2p2
4m 8m 2m ot (3.3)
. h % 2 h _% FL _% 8p o '

La ecuacion anterior es una expresion compleja de la forma x — iy = 0. Para que se cumpla dicha
ecuacion, se concluye que x = 0 y y = 0. Por lo tanto

i, B “$(Vo) + ——pH (VS +V L (3.4)
am” P 8m? P om’ P al T '
h 1, R 1 h _10p
_ . - = =0. .5
SPEVES + 5 p 2 (VS) (Vo) + 5p 250 =0 (3.5)
Al multiplicar la Ec. (3.4]) por p’% y reescribir el resultado, se obtiene que

oS
i
la cual, formalmente es la ecuaciéon de Hamilton-Jacobi para una particula de masa m bajo la
interaccion dada por el potencial clasico V', y el potencial cuantico Q, definido por:

%(vsf +Vro+ S =, (3.6)
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3.2 La relacion entre las trayectorias de Madelung-Bohm.

W2 V2. /p

2m \/p

La Ec. (3.6) se conoce cominmente como la ecuaciéon de Hamilton-Jacobi cuantica, a partir
de la cual se encuentran las trayectorias de Madelung-Bohm, las cuales estan determinadas
por la condicién de que su momento cuantico es igual al gradiente de la fase; es decir

(3.7)

p=VS. (3.8)
Por otra parte, de la Ec. 1) al multiplicarla por Qp% /R y reescribiendo, se obtiene que

dp

VT4 =0 (3.9)

La ecuacién anterior es una ecuacién de continuidad que expresa la conservacion local de la pro-
babilidad, donde

J

Sl=

VS, (3.10)

se define como la densidad de corriente de probabilidad.

3.2. La relacion entre las trayectorias de Madelung-Bohm.

Para obtener la relacion entre las trayectorias de Madelung-Bohm para una particula en un
campo gravitacional constante con las del oscilador armoénico reescribimos las funciones de onda
U y ¢ en su forma polar; esto es

U(X,T) = \/p@ (X, T)etS "D gz, ) = /p@ (@, )et S @D, (3.11)

donde p9(X,T),SW(X,T),p)(x,t), S (x,t) son funciones reales. Las trayectorias de
Madelung-Bohm determinadas por estas funciones de onda estdn dadas por todos los puntos en
los espacios de configuraciones extendidos, con coordenadas locales (X,T) y (z,t), tales que |3}4]

diX B 959 dj B 98 (w)
ar T ox 0 @t T Tor

(3.12)

respectivamente. Observe que estas trayectorias son las curvas integrales de las densidades de
corriente de probabilidad correspondientes definidas por

Ly _ P9 059 ) _ P aS@

=— = ——. 1
m 0X '’ m Oz (3.13)
Ahora, a partir de las Ecs. (2.20) y (3.11) tenemos que
P9 (X, T) = cos(wt)p™) (z, 1), (3.14)
SW(X,T) =S (x,t) + F(x,1). (3.15)

Por lo tanto, a partir de las Ecs. (2.4), (3.12)-(3.15)), encontramos que las densidades de corriente
de probabilidad estéan relacionadas de la siguiente manera
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Jo _ PO IS

m 0X
_ 1 cos(wt)p) i[S(“’) + F)
m 0X
W) 9
— cos2(wt) " L g L B
cos” (wt) - ax[S + F]
(w) §§w) W) gF
— cog? P oz
= cos”(wt) { m Oz * m 633}
@ gF
— cos(wt) | g@ L P98 |
cos” (wt) {J + o
Por lo tanto
@) g[S« + F) @ oF
©) = cos?(wt)2— =g PI ) os?
J cos”(wt) — 5 [J + ax} cos” (wt), (3.16)
donde
OF mg
By = MW tan (wt) — W tan (wt) sec (wt). (3.17)

Y, la relacion entre las correspondientes trayectorias de Madelung-Bohm es determinada por

ax 9S5)
AT T ox
0
= — [§w)
X [S') + F]
= cos(wt)%[S(‘”) + F]
_ , 28w oF (3.18)
= cos(wt) [ o + (‘)x}

d
= m cos(wt) L; + wz tan(wt) — % tan(wt) sec(wt)]

dx

= m cos(wt) { o [wx - %sec(wt)} tan(wt)} .

En la altima igualdad hemos utilizado la expresion para F' dada en la Ec. (1.38)). Aplicando el
método de separaciéon de variables, e integrando

/dX = / {Cos(wt)% + [wx sin(wt) — %tan(wt)} }CZT7

dado que la transformacion de coordenadas para el tiempo estéd dada por

T— tani}wt)’ (3.19)

entonces
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3.3 El potencial cuantico y las trayectorias de Madelung-Bohm para el n-ésimo estado
estacionario del oscilador armonico.

X

/ {cos wt [wx sin(wt) — %tan(wt)} } sec?(wt)dt

dt + /wx tan(wt) sec(wt)dt — / % tan(wt) sec(wt)dt

2
:W—i— {x sec(wt) — [ se dtdt] - g% +C,

donde C' es una constante de integracion. Si X (0) = Xy, z(0) = zg, y Xo = zo entonces C = 0.
Por lo tanto, si X(7T') es una curva integral de la densidad de corriente de probabilidad para una
particula bajo un campo gravitacional constante, entonces x(t) esta dado por

gtan?(wt)

w2
es una curva integral de la densidad de corriente de probabilidad para el oscilador armoénico. Este
resultado implica que la transformacion de punto , también mapea una curva integral de, J(9),
la densidad de corriente de probabilidad para una particula bajo un campo gravitacional constante
en una curva integral de, J), la densidad de corriente de probabilidad para el oscilador arménico.
De esta manera, vemos que la transformaciéon de punto clasica , de forma natural, induce una
transformacion (que llamaremos transformacion de punto cuantica) que da la relacion entre las
correspondientes trayectorias de Madelung-Bohm de los dos sistemas cuanticos.

X = xsec(wt) — (3.20)

3.3. El potencial cuantico y las trayectorias de Madelung-
Bohm para el n-ésimo estado estacionario del oscilador
armonico.

Comparando la funciéon de onda del n-ésimo estado estacionario del oscilador armoénico (2.26))
con su correspondiente forma polar (3.11)), encontramos que la amplitud y la fase estan dadas por

52
2

pS) = AnH, (€) e T, (3.21)

n

SW — _pt—=_ (n + ;) fuwt, (3.22)

donde la variable £ esta definida por la Ec. (2.25)) y ademés
mw\i 1
A, = (7) . 3.23
mh V27n! ( )

Un calculo directo muestra que la expresion del potencial cuéntico para los estados estacionarios
del oscilador armoénico es

1 1
QW (&) = (n T 2§2> hw, (3.24)
o equivalentemente
(w) 1 L 2 2 (w) (w)
Q) (x) = n+g hw—imwx =E -V, (3.25)

Se puede ver una deduccién de este resultado en el apéndice[E] Observe que los ceros del potencial
cuantico ng‘)) estan dados por
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T, =+ M) (3.26)
mw

0 en términos de &

£n = V20 + 1. (3.27)

3 : 3 : .
2 ] 2 ]
1 - 1 ]

1
J1

3o 13 0r —
= D
4 1t 4
il —2t il
-3 I I I I I
3 -3 -2 -1 0 1 2 3
£ &
(a) (b)
15
10 )
S_ -
= O ]
<
—5¢ i
—10F ]
— 5 | 1 | | |
215 -10 -5 0 5 10 15
¢
(c)

Figura 3.1: Graficas del potencial cuantico en funcién de £ para algunos estados estacionarios del
oscilador armoénico, con iw = 1. En cada gréfica, los puntos rojos indican los ceros del potencial
para: (a) n =0, & = £1, (b) n =1, & = £V/3, (c) n = 10, &9 = £v/21.

En las Fig. (3.1) se muestran las graficas correspondientes a los ceros del potencial cuantico para
algunos estados estacionarios del oscilador arménico.
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Ahora bien, las trayectorias de Madelung Bohm para el n-ésimo estado estacionario del oscilador
armonico estan dadas por

dr  9sY¥ o 1
e 201 Y] o 535

Esto significa que la particula cuantica descrita por los estados estacionarios del oscilador armoénico
cuéntico, mediante el formalismo de Bohm, tiene momento lineal cero. Es decir, la particula esta
en reposo. Por lo tanto, en este caso las trayectorias cuanticas estan dadas por

z(t) = Xo, (3.29)

donde X denota la posicién inicial de la particula cuantica, la cual puede tomar cualquier valor real.
Este resultado, claramente es diferente a la descripcion clasica de un oscilador armoénico con energia
igual a uno de los valores del espectro de energia para el oscilador armoénico cuantico. Observe que
las trayectorias cudnticas de cualquier estado estacionario estdn dadas por la Ec. (3.29).

4 T T
2
X0=3 m
_— X0=2 m
E 0 —_ Xo:l m
# _ Xo=0 m
Xo:—l m
—_— X0=—2 m
-2 Xy=—3 m
-4 I 1 1
-4 -2 0 2 4

t[s]

Figura 3.2: En el espacio de configuraciones cuéntico extendido para el oscilador arménico se mues-
tran algunas trayectorias de Madelung-Bohm asociadas a los estados estacionarios para algunos
valores de Xj.

Observe que z(t) (3.29) es una curva integral de la densidad de corriente de probabilidad para
el n-ésimo estado estacionario del oscilador arménico dada por

J@ =o. (3.30)
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3.4. Las trayectorias de Madelung-Bohm para una particula
en un campo gravitacional uniforme asociadas con el n-
ésimo estado estacionario del oscilador arménico.

La amplitud y la fase de la funcién de onda para una particula en un campo gravitacional
constante determinadas por el n-ésimo estado estacionario del oscilador armoénico (2.23) estan
dadas por

TN
- () on] )

(mw)i 1 1 I mw 2X + ¢gT? . mw(2X + gT?)?
= — —_— X s ———
) el 1+ 12t "WV R Vi ez P (1 + T2w?) [

(3.31)
S =8¢+ F
=— <n + ;) hwt + mwa? tan (wt) — mar . .o (wt) sec (wt) + ;”ng tan® (wt)
o <n " ;> Rarctan(uT) + mo;T {512()1(: 1€2T:2))2] (3.32)
(v ot BT

Ahora bien, sustituyendo la Ec. (3.29) en la transformacion de punto cuantica (3.20)), obtenemos
que

X(T) = Xov/1 + T2w? — gTZ, (3.33)

la cual es la trayectoria de Madelung-Bohm para una particula en un campo gravitacional uni-
forme determinada por la trayectoria cuantica de los estados estacionarios del oscilador arménico.
Observe que el valor esperado de la posicion para una particula bajo un campo gravitacional
constante, coincide con una trayectoria de Madelung-Bohm, la cual aparece en color azul en las
graficas de la Fig. .

Notese que X (T') @ es una curva integral de la densidad de corriente de probabilidad JT(Lg )
dada por

S0 — (@)% 1 1 (2X 4 gT*)w*T T
"\ wh/ 2nml T T202 | 2(1 4 T2w?)

(3.34)
2 [mw 2X +gT? ox ~mw(2X +gT?)?
X Fn ho2v/1 + T2w? P 4h(1+ T?w?) |~
Finalmente, se encuentra que la trayectoria clasica para una particula en un campo gravitacional
uniforme esti contenida en la Ec. cuando Xy = 0.
De esta manera, se ha establecido la conexiéon entre las trayectorias de Madelung-Bohm de

los estados estacionarios del oscilador arménico con las trayectorias de Madelung-Bohm para la
particula en un campo gravitacional constante.
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20 — Xp=3m
20— x)=2m ]
— Xp=1m
10— Xp=3 m 1 — X(p=0m
10+ 7
— Xp=2m — Xo=—-1m
S X(]=1 m —_— Xo:—z m
E — Xp=0m E 0 X==-3 1
w — Xu:—l m ~
—_— X0=—2 m
Xo=—3m —10t |
-10} |
—20t |
-20 \ ‘ ‘
=20 -10 0 10 20 =20 -10 0 10 20
T[s] TIs]
(a) (b)
15 4 '
o X0=3 m —_ X0=3 m
_— Xo=2 m
10+ 3
—_— onl m 4
—_— Xo:ﬂ m
S Xp=-1m ]
—_ Xo=—2 m —
E L= . . 'E' 7
g 0 Xu 3 m [~
—50 1
—10} 1
=15 ! I
=15 -10 -5 0 5 10 15 2

T[s] T[s]

(c) (d)

Figura 3.3: En el espacio de configuraciones cuéantico extendido para una particula en un campo
gravitacional uniforme se grafican algunas trayectorias de Madelung-Bohm determinadas por los
estados estacionarios del oscilador armoénico, para distintas posiciones Xy, con w = 1 y distintos
valores de g: (a) g =0, (b) g =0.5m/s?, (c) g=1m/s*y (d) g = 9.8 m/s>.
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Conclusion

En este trabajo, siguiendo las referencias [6,/7], hemos introducido una transformacion de punto
(1.1) para estudiar de manera unificada, tres sistemas fisicos fundamentales: una particula libre,
una particula bajo un campo gravitacional constante y el oscilador arménico. De este modo, en la
primera parte hemos establecido la relacion en los formalismos de la mecénica clasica de: Newton,
Lagrange, Hamilton-Jacobi, y Hamilton.

En la segunda parte, mostramos que la misma transformacion de punto permite establecer una
conexion entre las ecuaciones de Schrédinger correspondientes. En particular, a partir de la funcion
de onda del n-ésimo estado estacionario del oscilador armoénico

(. t) = (%)7 \/%Hn(g) exp {T;L;jzz —iwt <n + ;) } : (3.35)

y mediante la relacion (2.20), encontramos una funcién de onda que describe una particula en un
campo gravitacional uniforme, dada por

\1/ (XT)_(@)i 1 1 1—iwl\ #
TN ah ) o I +iwT \ 1+ T

mw 2X + ¢gT? mw(2X + gT?)?  imgT gT?
X Hy [\ ——F—==|expq — . - X + )
h 241+ T2w? 8h(1 + iwT) h 6

Por otra parte, los valores esperados del n-ésimo estado estacionario del oscilador armoénico estan
dados por

(3.36)

(xn) =0, (x2) = (n + 1) N (3.37)

2 ) mw’

{pn) =0, (p) = (n + ;) hmw. (3.38)

Estos resultados se relacionan con los valores esperados correspondientes a una particula sometida
a un campo gravitacional uniforme mediante la transformacion de coordenadas (1.1) y momentos

(1.56]), obteniéndose que

g 1\ h(1+T%w?) g¢*
<X>n = —§T27 <X2>n = (n + 2> % + ZT4’ (339)
1
(P)n = —mgT, (P?),, = (n + 2) hmw + m*g*T?. (3.40)

Ademaés, usando el punto de vista del potencial cuantico de la mecanica cuantica, mostramos que la
transformacién de punto clasica, de forma natural, induce una transformaciéon de punto cuantica
en el espacio de configuraciones cuéntico extendido correspondiente, que determina la conexion

37



Formulacion de Bohm de la Mecanica cuantica
3.4 Las trayectorias de Madelung-Bohm para una particula en un campo gravitacional uniforme
asociadas con el n-ésimo estado estacionario del oscilador armonico.

entre las trayectorias de Madelung-Bohm correspondientes. Esto permitié que con base en las
trayectorias de Madelung-Bohm de los estados estacionarios del oscilador arménico

z(t) = X, (3.41)

determinar las correspondientes trayectorias de Madelung-Bohm de una particula en un campo
gravitacional constante

1
X(T) = XoV/1 + T2w? — 5gTQ. (3.42)

Observe que, aunque la forma de la transformacion de punto cuéntica es la misma que en el caso
clasico, las trayectorias cuanticas pueden diferir significativamente de las clasicas, revelando la
influencia del potencial cuantico en la dindmica.

De este modo, nuestro trabajo muestra como una transformacion de punto adecuada puede
revelar profundas conexiones entre sistemas fisicos aparentemente distintos, tanto en el marco
clasico como en el cuantico.
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Apéndice A

Demostracion de identidades en el
formalismo Hamiltoniano

Utilizando las Ecs. (1.1)), (1.38]), (1.56)), v (1.57) en las Ecs. (1.62)) se puede demostrar que estas
altimas son identidades.

09X OF

P="0r o

= |pcos(wt) + mwz sin(wt) — gm tan(wt)} sec(wt)
w

— mwz tan(wt) + ng tan(wt) sec(wt)
w
: gm
=p cos(wt) sec(wt) +W— — ta sec(wt)
— mwatan(or) + I ta sec(wt)
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0T 0X | OF

(w) — (g _pZ 27
A =05 = Par+ %5
P2 oT 0X oF
=G X} P

:{ ﬁ [(p cos(wt) + mwz sin(wt)) — % tan(wt)} ’
+ myg {1: sec(wt) — 2’? tan? (wt)} } sec?(wt)

- [p cos(wt) + mwx sin(wt) — % tan(wt)} [wx tan(wt) sec(wt)

mw2x2

g tan(wt) sec? (wt)} + sec?(wt) — mgx tan?(wt) sec(wt)
w

mg* 2 2 3
+ —5 tan®(wt) sec” (wt) — mgx sec” (wt)
w

2,2

1
_{ 2—p2 cos? (wt) 4+ wapsin(wt) cos(wt) + MY T in? (wt) — gp sin(wt)
m w

— mgx tan(wt) sin(wt) + mgz sec(wt)} sec?(wt) — wrp tan(wt) (A.2)
+ gp tan(wt) sec(wt) — mw?z? tan?(wt) 4+ mgx tan? (wt) sec(wt)
w

mw21‘2

sec?(wt) — mgzx sec® (wt)

p? mw?z? g 5
= + wrptan(ot) + 5 tan®(wt) — =ptan sec(wt) — mgx sec(wt)
m

+ mgasec™(Wl) — wrptan(wt) + gp tan cc(wt) — mw?2? tan? (wt)

2,.2

+ mgx tan sec(wt) + mo.; T sec? (wt) — mgasec*(wl)
2 2,.2
zg—m mw2 * (sec?(wt) — tan?(wt))
P mw?a?
- 2m 2
—H W
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Apéndice B

Relacion entre las ecuaciones de
Schrodinger para una particula en un
campo gravitacional uniforme y para
el oscilador armoénico

En este apéndice mostramos paso a paso la derivacion de la Ec. (2.21)). Para ello, sustituimos

las Ecs. (1.1), (1.38), (2.4), (2.5) y (2.20), en la ecuacion de Schrédinger para una particula bajo la

influencia de un campo gravitacional uniforme (2.1)). Observe que, resulta conveniente desarrollar
las siguientes derivadas

%\)I/( = cos(wt)%(\/cos(wt)e%w)

= %( t %_‘_Ewai " (B.l)
=cos?(wt) | oo+ oy Jen,
v _o (ov
0X? 09X \0X
3 o [(0y i OFY\ ir
= cos(wt) cos (wt)% {(&c + hwax) e }
i s O i OPF 2009 9F 1  (9F\?
S i ol o i (ax>
iF 5 62¢ ) 2 61/) mg
=eh cos? (wt) {8902 + %mm/J tan(wt) + 7 9 (mwx tan(wt) — ~ tan(wt) bec(wt))
Y 2 2 2 2 2 2 . m292 2 2
— 2 (M tan®(wt) — 2m*gx tan® (wt) sec(wt) + 2 tan®(wt) sec”(wt)
iE s 0% imw 2imwx oY 2img oY
=e * cos? (wt) {8:@4_ - P tan(wt) + - tan(wt)% -~ tan(wt) bec(wt)a
2,22 2 2.2
_m ;_;’2 T tan®(wt) + QW;QquJtanz(wt) sec(wt) — 050 tan? (wt) secQ(wt)}
(B.2)
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oY = [f} sin(wt) — wz sin(wt) cos(wt)] % ( cos(wt)e TF¢> + Cosz(wt)g (\/me%d})

oT :
= [fj sin(wt) — wa sin(wt) cos(wt)] (gﬁ h¢ &r) T cos? (wt)
+ e cos? (wt) [—;w sin(wt) cos™ 2 (wt) + cos? (wt) %f n %w cost (wt) cf;};}
N [z sinwt) —wesin(wt) COS(“”L)] [gf + %w <mw:c tan(wt)

iF

9 tan(wt) sec(wt))} e cos
w

mb—A

(wt) + e cos®(wt) [;)z/) sin(wt) cos™? (wt)

2.2

sec?(wt) — mgx tan? (wt) sec(wt)

+ cos? (wt)%f + %1/} cos? (wt) (mw

mg* 2 2 3
+ —5- tan®(wt) sec”(wt) — mgz sec” (wt)
w

—e't { Li sin(wt) cos? (wt) — wa sin(wt) cos? (wt)} {gﬁ + mex?/J tan(wt)

— @ -1 78 1 2 2 aj me2$2 %
e ¥ tan(wt) cos (wt)}+[ 2wsm(wt) cos2 (w )Jrcos (wt) ot + o 1 cos? (wt)

- Wr;igx ¥ tan?(wt) cos? (wt) 2(wt) cos? (wt) — zrr;ig;v Ycos™? (wt)} }
. 1 . . 2
ef{g sin(wt) cos? (wt)g—w + IMIT ) sin cos” 2 (wt) — g in2 cos™ 2 (wt)
w
2,.2 :
— wz sin(wt) cos? (wt)g—w - ch;; * ¥ sin®(wt) cos? (wt) + zrr;igxw sin?(wt) cos ™2 (wt)
x
w 3 5 o imw?z? 1
- 51/} sin(wt) cos? (wt) + cos (wt)a + o 1 cos? (wt)
_ 9T in? cos” 2 (wt) + MG ) i cos™ 2 (wt) — W;ngq/) cosé(wt)}
_ i s g oy oy oY imw?a?
=e'h cos (wt){w tan(wt) sec(wt)a + 5t wx tan(wt) — o + Vsec?(wt)
. 2 2 .
- ch}; z Y tan®(wt) — ! gxw sec(wt) — %7,!1 tan(wt)}.

Al sustituir las derivadas (B.2)), (B.3)) en la Ec. (2.1) vemos que
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gravitacional uniforme y para el oscilador arménico

2712 % + mgXW¥ Zh%
=-— %e h cos? (wt){ ?;15 + ﬂ¢t n(wt) + 2 tan(wt)g—qi
_ 2;739 tan(wt) sec(wt)%’ - mQWQ$2wtan 2(wt) + 2”;22 b tan? (wt) sec(wt)
- Zfi’; o tan? (wt) scc2(wt)} n {mgx sec(wt) — %gj tanQ(wt)} cos® (wt)et
— ihe'™ cos? (wt) {z tan(wt) sec(wt)g—w + %i} — wx tan(wt)g—f + zm;u:bacZ ¥ sec? (wt)
— %d} tan?(wt) — Z‘mgngsec(wt) — fw tan(wt)}

i h2 (92 i hw
ZBTF COSg(wt){—max:f _%W— Zh(.L)ZZ? (JJt - + e tan (.dt
mw2x2 mg 2 B.4
+ 1 tan? (wt) — mgxp tan®( (wt) sec(wt) + —wt se (B.4)

C
+ mgat) sec® (wt) —2—2¢t sec? (wt —M_ iy
Oz
+W+ wsec (wt) — mw?z*y) tan?(wt)
Oz 2
1hw
— mgaxp sec(wt) +/Z/1#«t’af(w/t)},

2 52 2,2
=e'" cos? (wt){;mg;f + mo.; v Ytan?(wt) + sec?(wt)] — mw?z%y tan®(wt)

_ i + mgap[— tan?(wt) sec(wt) + sec® (wt) — sec(wt)]}

ot
o 9 a2 2.2
—F cost (@) -5 T8+ et + T e G - iny
+ mgzp[— sec? sec (Wt)]}

Por lo tanto

2 52y W . 2 92 2
_%2X2+mgX\I/ zhazehcos2(wt){ h 8¢ me”s 6¢}
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Apéndice C

Valores esperados para el n-ésimo
estado estacionario del oscilador
armonico

Buscamos determinar los valores esperados para el n-ésimo estado estacionario del oscilador
armoénico. Para ello, mediante el uso del operador de escalera

(Fip + mwz), (C.1)

reescribimos los operadores de posiciéon y de momento en términos de G4+ como

o=\ gl ), p:u/h’;“’(m—a,). (C.2)

También utilizamos la ortonormalidad de estos estados estacionarios

Ademaés, tenemos las siguientes dos propiedades

GGt = Ny, G ythy = (n+ 1), (C.4)

Es asi que, los valores esperados asociados a la posicién y el momento para estos estados son

@[ Z P apade

h > * (A N

:\/;/_Oo Ynlay +a-)ynde s
h o0

:\/;/_OO (Bnt1¥;Vns1 + Br_1itby—1)dz

=0,
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Valores esperados para el n-ésimo estado estacionario del oscilador armoénico

(22} — / " e ade

=z | VAl i i s
h o0

~2mw /_ ., [Bri2¥itn iz + nnthn + (n + 1)Upthn + Bp_o¥ithn oldz  (C.6)
h

:%(n +n+1)

(1N ok
o (n + 2) mw’
<p>n :‘/_ ¢Zﬁ¢nd$

h ° C.7
=iy "5 [ il - appde (1)
-0,

<p2>n = [ d):; A27/)ndx

=

_ hmw /OO Vil(ay)? —ara —a_ay + (a)*ndr

hmw

= _T / [B7L+2¢:wn+2 - mﬁﬂbn - (Tl + 1)1#21% + Bn—2¢:wn—2]d$ (08)

I
:—%(—n—n—l)

1
= (n + 2) hmew.

Por otra parte, los valores esperados de la energfa cinética, la energia potencial, la energia total, y
la fuerza, son

(K)@) = % = (n + ;) % (C.9)
(V)@ = % = (n—|— ;) % (C.10)
(E) = (K + () = (45 ) o (©11)
<—‘Cll‘;>j) = —mw? /_O; Wk xip,dr = 0. (C.12)
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Apéndice D

Valores esperados de una particula
en un campo gravitacional uniforme
determinados por los estados
estacionarios del oscilador armoénico

Para una  particula cuéntica en el estado U, (2.70), mediante las
Ecs. (1.1)), (1.17)), (2.4)), (2.20), (2.22) y los valores esperados para los estados estacionarios
del oscilador arménico dados por (C.5)-(C.11)), se encuentra que los valores esperados para la

posicién y el momento son

(X)p = / U X0, dX

= /00 cos(wt)r [m sec(wt) — 2’# tan2(wt)} Yy sec(wt)dx

= sec(wt) /70C Py xppdr — % tan? (wt) /700 Yrppda (D.1)

= 7% tan?(wt)
= 7QT2,
2
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Valores esperados de una particula en un campo gravitacional uniforme
determinados por los estados estacionarios del oscilador arménico

oo
(X%, :/ U X2, dX

— 00

= /oo cos(wt)ir [m sec(wt) — 2’? tan? (wt)] ’ Yy, sec(wt)dz

— 00

] 2
:/ vy {:z:2 sec?(wt) — % tan?(wt) sec(wt)z + fﬁ tan4(wt)} Yndz

— 00

=sec?(wt) /00 U, de — % tan?(wt) sec(wt) /00 Py xppde (D.2)

2 e’}
+ fﬁ tan (wt) /_Do Yribpde

1\ & 2
= (n + ) — sec?(wt) + g tan® (wt)
mw

2 4t
1\ A(l + T2w? 2

(o L PO T 9
2 mw 4

= /00 COSQ(wt)e_%w;: [—iha (eigwn)] sec(wt)dx

oo ox
= cos(wt) /OO (0 <—iha$in) dx + cos(wt) /OO w;a—iwndx (D.3)

= cos(wt) /00 (1 [mw:z: tan(wt) — % tan(wt) sec(wt)} Yndz

= mw sin(wt)/ Y x,dr — ng tan(wt)/ Y, dr
oo w oo

mg
=—% t
an(wt)

= _mgT7
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Valores esperados de una particula en un campo gravitacional uniforme
determinados por los estados estacionarios del oscilador arménico

:/700 cos(wt)e™ # 1) [hQ COSQ(wt)% (e h %,ﬂ sec(wt)dx
o, ir (P i OPF
=Cosg(wt){/_ooe m by, {—ﬁ% h ( o2 + ﬁﬁiﬁn

i20F 0y, 1 [OF\?
+h8:cax_h?<8) %ﬂd“"}
:cosQ(wt){/Zw < h23 wn) h/ 7%8 2¢nd$
o O, oF
w2 [ () o [ ei(5 ) bt

= cos? (wt){ (n + ;) hmw — ihmw tan(wt) / PYrppdr

o (o)
+ m?w? tan? (wt) / ¥k a2, dr — 2m? g tan® (wt) sec(wt) / Pl axpde
—0o0 — 00

2.2
m-g
T2

_ QZ)w tan(wt) sec(wt) /OO (7 (—ihaawx") daz}

— 0o

1
:c052(wt){ (n + 2) himw — ihmw tan(wt) + m?w? tan?(wt) (n + ;) N

mw

m22
+ 2

ih
tan?(wt) sec?(wt) + 2mw tan(wt) % }
m?g° 2 2
—— tan”(wt) sec” (wt)

:cosz(wt){ (n 4 ;) hmw(l + tan?(wt)] +
—WJFM}

292
(n + ) hmw + tan?(wt)

= (n + 2) fimw 4+ m2g>T>.

Por otro lado, los valores esperados de la energia cinética, la energia potencial, la energia total, y
la fuerza estan dados por

(K)© = <§2” - <n + ;) % + 517, (D.5)

V) = mo(x), = -2 o
(P = w0 + 1P = (n+ ) 5 (D7)
< Z;/(>n mg/o:o\Il*\Il dX = —myg (D.8)




Valores esperados de una particula en un campo gravitacional uniforme
determinados por los estados estacionarios del oscilador arménico

Adicionalmente, se encuentra que

h U ,dX = - cos(wt)e*%ﬂ;;"n \/Me%wn sec(wt)dx
/ [ I |

— 00

= /OO cos(wt)ipy, ¥y, sec(wt)dx

_ / " fnda

= 5mn .

(D.9)

Es decir, las soluciones a la ecuaciéon de Schrédinger para una particula en un campo gravitacional
uniforme determinadas por los estados estacionarios del oscilador armonico (2.70), forman una
base ortonormal.
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Apéndice E

Potencial cuantico del n-ésimo estado
estacionario del oscilador armonico

A partir de la amplitud 4/ ,05{”) dada por la Ec. (3.21]) es posible hallar el potencial cuantico
para los estados estacionarios del oscilador armoénico. De la definicion de ¢ (2.25) y mediante la

regla de la cadena se encuentra que
0 o€ 0 mw 0
— ===/ —=. E.1
dr  Ox 0& h 0& (E.1)

Ademaés, para los polinomios de Hermite, se cumple que

H,(§) = 26H,,(€) — 2nH, (). (E.2)
Usando las Ecs. (E.1)) y (E.2)), se encuentra que el laplaciano de la Ec. (3.21)) es

2,/ W)
w2/, — d dmp;
mew 424/ pi?

ho dez
() £ o]
(%) 2 e % 0% | (E:3)
= A, (M) 5 [ H(€) ~ EHAE) + EHA(E) + HL(E) — EHL(6)
= A (B2) e % [~ Hale) — 26 HL(E) + EH() + HL(€)]
= A, (52) €% [€H(O) ~ Hal©) — 208, (6)]
=4, (52) =T HL(€) [ — 20— 1].

Sustituyendo las Ecs. (3.21)) y (E.3) en la expresion para el potencial cuantico (3.7) se encuentra
que

o1



Potencial cuantico del n-ésimo estado estacionario del oscilador armoénico

72 A (1) e Ho(€) [ — 20 — 1]
52

2m A Hy(&)e™ 7

Por lo tanto, el potencial cuantico para el n-ésimo estado estacionario del oscilador armoénico es

— e 21

(W) — _ o
QL =3

1
(@) — - 2e2) hw
o (n—|—2 25)
= n—f—} hw—lmwaQ (E-4)
2 2
—E,(L“)—V(“’)
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