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Resumen

En esta tesis doctoral describimos por primera vez la evolución en el tiempo de los experimentos

de Stern-Gerlach consecutivos y encontramos su estado �nal al resolver la ecuación de Schrödinger

asociada al sistema. El estado �nal de los experimentos consecutivos presenta enredamiento entre

sus grados de libertad, una propiedad cuántica de gran importancia cuya presencia en el sistema

nos hizo decidir ahondar en el estudio de las correlaciones cuánticas presentes en el experimento. De

esta manera, proponemos una descripción cuantitativa de las correlaciones en el experimento por

medio del operador de Wigner y de esta forma evaluamos la existencia de correlaciones cuánticas y

no localidad por medio de varias desigualdades de Bell, resultando en la violación de varias de estas

desigualdades. Así, demostramos la existencia de no localidad y enredamiento en los experimentos

de Stern-Gerlach consecutivos.

Esta tesis se divide de la siguiente forma, en la Introducción presentamos el panorama general

de estudio de los experimentos consecutivos, además mostramos nuestras razones para realizar este

trabajo. En el Capítulo 1 hablamos acerca de los antecedentes históricos del Experimento de Stern-

Gerlach y de los experimentos consecutivos y su impacto en el estudio y desarrollo de la Física. En

el Capítulo 2 desarrollamos nuestra descripción de la evolución en el tiempo de nuestro sistema,

hacemos esta tarea tomando la ecuación de Schrödinger asociada a cada uno de los experimentos

de Stern-Gerlach y tomando un estado inicial que es un producto entre los grados de libertad de

espín y posición. Luego, en el Capítulo 3, desarrollamos la teoría del estudio de las correlaciones

cuánticas en nuestro sistema hasta llegar a la veri�cación de varias desigualdades tipo Bell y además

demostramos la existencia de steering en los experimentos consecutivos, otra importante propiedad

cuántica. Finalmente, en la parte de Conclusiones Finales presentamos nuestros resultados de una

forma condensada.
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Introducción

Las ciencias tienen diferentes objetos de estudio que, dependiendo de su naturaleza, poseen una

diferencia en el enfoque de la descripción de los mismos. Una de las formas de describir y obtener

información acerca de los objetos de estudio es la experimentación. Experimentar nos permite

conocer y reconocer virtudes y propiedades de algo.

En particular, en las ciencias exactas, como lo es la Física, la experimentación nos lleva a

demostrar y comprobar fenómenos o principios que hemos colocado como hipótesis o inclusive

tomar el experimento como punto de partida para realizar una descripción cuantitativa de algún

fenómeno. En el área de la Física existen experimentos muy importantes que han ayudado al

entendimiento de la naturaleza y su comportamiento, no dejando atrás, por supuesto, la teoría que

modela y veri�ca la descripción del fenómeno.

De manera muy particular podemos mencionar al Experimento de Stern-Gerlach (ESG) como

uno de los más importantes en la historia de la ciencia, a causa de que el mundo microscópico pudo

entenderse de una mejor manera gracias a su realización. Además, se debe mencionar aquí que a

casí cien años de la realización del ESG sería una muy buena idea ponernos a re�exionar acerca de

las implicaciones cientí�cas y �losó�cas que el ESG ha tenido a lo largo de la historia, una empresa

que nosotros llevamos a cabo en este trabajo de tesis.

El ESG es importante para la Física, en particular para la mecánica cuántica, este experimento

consiste en un rayo de partículas de plata que sale de un horno y luego pasa por una rendija que

selecciona la dirección de las partículas, para luego atravesar un campo magnético inhomogéneo,

�nalmente una pantalla es colocada para poder observar lo que ha sucedido con el rayo luego de

la interacción con el campo[1�8]. Un esquema del experimento se muestra en la Figura 1.

El ESG fue creado con la idea original de comprobar la cuantización espacial de los campos

eléctrico y magnético descrita en la antigua teoría cuántica de Debye y Sommerfeld (1916) [8],

teoría que fue una generalización de la de Bohr de 1913[8, 9]. Es gracias al ESG que el espín para

partículas fue descubierto, además con este experimento se logró entender mejor el concepto de

medición en mecánica cuántica.

A principios de los años 20 del siglo XX poco se sabía acerca de lo que hoy se conoce como

espín o momento angular de espín, y por consiguiente, de la cuantización de éste. En el año 1922

[1, 2, 9�11], Otto Stern y Walther Gerlach publicaron su famoso trabajo acerca de la con�rmación

de la existencia de una nueva propiedad de la materia, que años después se conocería como espín, el

cual valió el Premio Nobel de Física del año de 1943[9]. No sólo el ESG ha tenido un gran impacto

en la mecánica cuántica y en las bases de ésta, sino también está íntimamente ligado al proceso

de medición, que a lo largo de la historia de la humanidad ha sido un tema recurrente en la vida

1
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Figura 1: Esquema del ESG, se puede observar el rayo de partículas pasando a través del imán.

diaria y académica.

El ESG es considerado por muchos como un simple modelo de introducción a la teoría cuántica,

que nos ayuda a entender mejor los conceptos de: grado de libertad, partícula, interacción y espín

[6, 7]. Por esta razón deseamos hacer énfasis en que el ESG tiene en sí mismo un mecanismo más

complicado comparado con el que generalmente se le asocia, por ejemplo, una forma de obtener

estados enredados. De este modo, hemos estudiado previamente al ESG de una forma cuántica [12]

y hemos visto que el estado obtenido al salir del imán es un estado enredado entre la posición y el

espín. Nuestro tratamiento cuántico no fue el primero en realizarse pues existen algunos artículos

donde se habla y se encuentra que el ESG es un sistema que crea enredamiento[13�17], pero nuestra

descripción es la primera en donde se toma en cuenta por completo el Hamiltoniano del ESG y de

esta forma se resuelve por primera vez la ecuación de Schrödinger del sistema[12, 18, 19].

La importancia del ESG ha dado lugar al estudio de diferentes con�guraciones de imanes, por

ejemplo, el arreglo de experimentos de Stern Gerlach consecutivos (ESGC)[6�9] ha sido estudiado

desde hace tiempo, pero hasta la fecha no existe ningún tratamiento cuántico de los ESGC en la

literatura, por lo que nos hemos dado a la tarea de describirlos usando como base nuestro estudio

cuántico previo del ESG [12].

El tratamiento semiclásico de los ESGC es comunmente utilizado en libros como una forma de

visualizar la no conmutatividad de los operadores de espín [4�7, 20, 21], pero se deja en segundo

plano la dinámica del experimento, que es descrita cualitativamente.

Los ESGC forman un sistema más complejo que el ESG, pues en nuestro caso estudiamos tres

imanes colocados uno tras otro y como es de esperar, el número de variables del sistema es alto.

Por esta razón el enredamiento que podrían presentar los ESGC sería entre más grados de libertad

(GDL), por lo que cuanti�carlo no sería una tarea sencilla. Por otro lado, el número de GDL que

presenta el sistema da lugar a correlaciones cuánticas [22] que, al igual que el enredamiento, son

características de los ESGC dignas de estudio.
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Capítulo 1

Antecedentes Históricos

1.1. El ESG: Antecedentes

El ESG fue realizado en el año de 1922 en Frankfurt am Main, Alemania por Otto Stern y
Walther Gerlach [1, 2, 8�10](Ver Figura1.1). Este es un experimento fundamental para la Física
debido a que mostró la existencia de una nueva propiedad de las partículas, el espín. El espín,
o momento angular intrínseco, es un concepto físico que fue propuesto en el año de 1925 por
Uhlenbeck, Goudsmit[11] e independientemente por Kronig[23] para explicar el comportamiento
de las partículas presentes en el ESG, es decir, en presencia de un campo magnético inhomogéneo.

Figura 1.1: Placa que conmemora la realización del experimento por Otto Stern y Walther Gerlach
en el 80 aniversario de su elaboración(2002). Esta placa se colocó en la universidad de Frankfurt,
frente al mismo edi�cio donde el ESG fue efectuado [9].
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CAPÍTULO 1. ANTECEDENTES HISTÓRICOS
1.2. LOS EXPERIMENTOS DE STERN GERLACH CONSECUTIVOS: ANTECEDENTES

El ESG fue concebido originalmente como una forma de probar la teoría cuántica ideada por
Debye y Sommerfeld en 1916[8] que estaba basada en la teoría de Bohr de 1913 [8, 9], es decir en
el modelo atómico de Bohr (Ver por ejemplo [21]).

El ESG es un buen ejemplo de lo que es un experimento correcto basado en una teoría
incorrecta[8, 9], pues el concepto de espín que hizo evidente el experimento, no fue propuesto
formalmente hasta tres años después por Uhlenbeck y Goudsmit [11, 24, 25] y propuesto informal-
mente en correspondencia por Kronig[23].

Uno de los principales antecedentes modernos que podemos encontrar en la literatura es el
artículo de Platt de 1992 [13] en el que se muestra una forma diferente de describir el ESG. En este
artículo se resuelve la dinámica del experimento utilizando el Hamiltoniano completo del sistema
y resolviendo la ecuación de Schrödinger en espinores, aunque no obtiene las funciones de onda del
sistema.

Muchos trabajos siguieron los pasos de Platt tratando de resolver la dinámica del experimento
e incluso proponiendo formalmente al ESG como un sistema que naturalmente crea enredamiento
[14]. Uno de los primeros trabajos en proponer una función de onda para el ESG fue el de Patil
[26] de 1998 en el que utiliza el método de propagadores para resolver la dinámica del sistema
con integrales de Green. Otro trabajo interesante en donde se propone una función de onda en
espinores para el experimento es el de Díaz Bulnes y Oliveira [27] de 2001 en el que construyen la
función de onda del ESG utilizando las funciones de Airy [28] para la partícula libre.

Existen otros trabajos posteriores en los que se concentra el esfuerzo de estudio en la resolución
de la ecuación de Schrödinger con diferentes métodos para el ESG tales como el trabajo de Roston
et. al. [16] de 2005 donde se resuelve una solución particular de la ecuación en espinores, además
este es el primer artículo en el que se describe el enredamiento del ESG. En 2007 otro importante
trabajo es el de Home et. al. [17] donde de igual manera resuelven un caso particular de la ecuación
de Schrödinger bajo métodos desconocidos, adicionalmente estudian la superposición entre las
funciones de onda asociadas a cada espinor. Por otro lado, un trabajo digno de mención es el de
Hsu et. al. de 2011 [29] donde se construyen propagadores para obtener el comportamiento en el
tiempo del experimento. Finalmente, como último antecedente de la descripción cuántica del ESG,
se encuentra nuestro trabajo acerca de la solución de la Ecuación de Schrödinger para el ESG del
2017 [12] utilizando el Método de Factorización del operador de evolución (MFOE).

1.2. Los experimentos de Stern Gerlach Consecutivos: Ante-

cedentes

Los Experimentos de Stern Gerlach consecutivos (ESGC) fueron una extensión del original para
poder estudiar más a fondo la cuantización espacial. Hasta dónde sabemos la primera persona en
proponer un arreglo de experimentos de Stern Gerlach consecutivos fue Werner Heisenberg en 1927
[30], dónde propone colocar 2 imanes puestos de forma consecutiva.

Otro importante antecedente de los experimentos consecutivos se encuentra en un par de cartas
de Albert Einstein, la primera sin fecha a Otto Stern, en la que propone una con�guración de dos
imanes colocados uno tras otro con polos opuestos, en la parte de arriba de la Figura(1.2) se puede
ver el dibujo hecho por Einstein adjunto a la carta; la segunda carta fue enviada a Paul Ehrenfest
en 1928, en la parte de abajo de la Figura(1.2) se observa otro dibujo por parte de Einstein enviado
en esta segunda carta donde propone un esquema de experimentos consecutivos.

Años más tarde se comenzó a formular, de una manera más seria, la posibilidad y utilidad de
estudiar sistemas utilizando con�guraciones de imánes colocados uno tras otro[31]. No fue hasta
1932 que un trabajo experimental con imanes consecutivos fue realizado por Stern y Phipps[32].
Con este sistema es posible calcular el momento mágnetico de haces de partículas [32�34]. En este
experimento se colocan varios imanes uno tras otro, un esquema del experimento se puede ver en
la Figura(1.3)

4



CAPÍTULO 1. ANTECEDENTES HISTÓRICOS
1.2. LOS EXPERIMENTOS DE STERN GERLACH CONSECUTIVOS: ANTECEDENTES

Figura 1.2: Dibujos de Albert Einstein. En la parte de arriba se encuentra el dibujo adjunto a la
carta a Stern sin fecha(US-BL, BANC MSS 85/96 c; Is-AEA 71 120), en la parte de abajo está
el dibujo contenido en la carta a Paul Eherenfest del 28 de Enero de 1928(US-BL, BANC MSS
85/96 c; Is-AEA 10-173). En ambos dibujos se pueden ver esquemas con dos imanes colocados
consecutivamente con polos opuestos[8].

Figura 1.3: Esquema del experimento de Phipps-Stern[8, 32].

Este trabajo de Phipps y Stern tuvo ciertas repercusiones tales como los estudios de Gütinger[31]
y Rosen[35] que buscaban mejorar la base teórica del experimento y también mejorarlo con el �n
de poder medir más e�cazmente los momentos mágneticos de diversas partículas. Tomando estos
trabajos como base, Rabi logró mejorar el método para poder medir los momentos magnéticos
en haces de partículas[36, 37]. El método de Rabi consiste en colocar tres imanes consecutivos,
el primero con campo inhomogéneo, el segundo con un campo oscilatorio y el tercero con un
campo inhomogéneo pero en dirección opuesta al primero. Este trabajo es considerado como la
base de lo que es el método de Resonancia Mágnetica Nuclear(RMN) [33, 36�39]. Rabi tuvo una
gran in�uencia por parte de Stern, debido a que estuvo en una estancia de trabajo con este en
Hamburgo en 1927[40], aunque corta, dicha estancia tuvo un gran impacto en la vida cient�fica de
Rabi[8, 40].

Con la llegada del experimento de Rabi y sus muy valiosas aplicaciones tecnológicas, el ESG
causó menos interés en ser estudiado pues el experimento de Rabi era mucho más e�ciente en el
cálculo de momentos magnéticos[33, 37]

Años más adelante, en 1964, Feynmann en sus conocidas Lectures on Physics[5] propuso y utilizó

5



CAPÍTULO 1. ANTECEDENTES HISTÓRICOS
1.2. LOS EXPERIMENTOS DE STERN GERLACH CONSECUTIVOS: ANTECEDENTES

Figura 1.4: Esquema del experimento de Rabi et. al. [37]. Podemos observar que consiste de tres
imanes, el primero, A, que produce un campo inhomogéneo hacía abajo, el segundo imán, B , que
produce un campo en la dirección opuesta a A, en la parte de enmedio podemos ver una sección
C donde existe un campo magnético homogéneo y un campo oscilante perpendicular al campo
homogéneo y S una rendija que actúa como colimador.

diferentes arreglos de experimentos de Stern-Gerlach para mostrar como se deberían comportar
las partículas con una cierta diversidad de espines. El estudio de Feynman es semiclásico y utiliza
trayectorias clásicas para describir cuantitativamente los arreglos que propone. Véase Figura 1.5
Es clara la utilidad pedagógica de los experimentos de Stern Gerlach consecutivos de Feynman,
pues incluso varias décadas después existen libros de Mecánica Cuántica que poseen diagramas
inspirados en los de Feynman[6, 7, 41, 42]. Feynmann, es tal vez el primero en estandarizar el
estudio semiclásico del ESG y generalizarlo a experimentos consecutivos.

Figura 1.5: Esquema de dos aparatos de Stern Gerlach consecutivos para el caso de un rayo de
partículas de espín 1. Podemos observar que dos de las trayectorias del primer experimento son blo-
quedas mientras que la trayectoria superior atraviesa un segundo experimento. Imagen reproducida
de [5].

Es de importancia, al igual que el libro de Feynmann, el libro escrito por Julian Schwinger que
fue publicado postmortem en el año 2001[43] tomando las notas que había reunido a lo largo de los
años, pues es sabido que él tenía la intención de escribir un libro de mecánica cuántica desde los
años 50, pero nunca encontró el momento adecuado para hacerlo [43]. En este libro se comienza el
estudio de la mecánica cuántica con el proceso de medición y con el experimento de Stern Gerlach.
Es relevante mencionar que Schwinger hace un estudio semiclásico de dos experimentos de Stern
Gerlach consecutivos, mateniendo uno �jo mientras el otro rota sobre el eje horizontal de 0 a 180◦.
Véase Figura 1.6.
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CAPÍTULO 1. ANTECEDENTES HISTÓRICOS
1.2. LOS EXPERIMENTOS DE STERN GERLACH CONSECUTIVOS: ANTECEDENTES

Figura 1.6: Experimentos de Stern Gerlach de Schwinger, m.m. es el momento magnético (mag-
netic moment). El promedio de momentos magnéticos es el promedio ponderado de dos posibles
resultados, +1 y −1, dicho promedio es la fracción de un largo número de átomos en el rayo supe-
rior e inferior. Como en θ = 90◦, existen momentos magnéticos positivos y negativos por igual, el
promedio es cero. Este esquema es utilizado para estudiar la probabilidad de mediciones sucesivas,
ya que el ESG es considerado como un aparato de medición. Imagen reproducida de [43].

Tal vez la más célebre de todas las descripciones acerca de experimentos de Stern Gerlach
consecutivos es la propuesta por Sakurai en su renombrado libro de Mécanica Cuántica, "Mo-
dern Quantum Mechanics" de 1985 [6] que explica el comportamiento de tres con�guraciones de
experimentos consecutivos. Estas con�guraciones aparecen en la Figura 1.7. Los tres arreglos de
experimentos consecutivos toman en cuenta partículas de espín 1/2 como en el experimento ori-
ginal y tratan de describir el comportamiento cuantitativo de tres diferentes situaciones en las
que se bloquea cierta trayectoria asociada a un espín en una dirección dada. Esta descripción es
utilizada como una introducción al libro y de aquí se "deducen" más propiedades de la mecánica
cuántica que se discuten a lo largo del libro. Es innegable la in�uencia que este libro ha tenido
en la enseñanza de la física a nivel mundial y la idea de que el ESG está completamente descrito
está arraigada en muchos círculos académicos [12]. Afortunadamente las descripciones cuánticas
del ESG comenzaron a surgir con el paso de los años, pero a pesar de esto no encontramos una
descripción cuántica de los experimentos consecutivos hasta esta, nuestra nueva propuesta.
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1.2. LOS EXPERIMENTOS DE STERN GERLACH CONSECUTIVOS: ANTECEDENTES

Figura 1.7: Tres con�guraciones de ESG consecutivos, en la parte (a) se colocan dos imanes uno
tras otro, cuya inhomogeneidad se encuentra en dirección z. Se tapa uno de los componentes del
rayo, el cual se asocia al espín abajo en dirección z; al salir del segundo imán solamente existe el
rayo asociado con el espín arriba. En la parte (b) se puede ver un experimento similar al primero
solamente que el segundo experimento se coloca en dirección x, al igual que el primero, se tapa la
componente de espín hacia abajo en z, luego se observa como salen dos trayectorias de espín del
experimento en x, no importando que la componente abajo en z haya sido bloqueda. Finalmente,
en (c) un tercer experimento en dirección z se agrega a la con�guración (b), se observa que de
este último salen nuevamente dos trayectorias de espín en z a pesar de que la componente de
espín abajo fue bloqueada anteriormente. Por lo que se deduce que no podemos conocer Sx y Sz
simultáneamente, es decir que [Sx, Sz] 6= 0.
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Capítulo 2

Tratamiento Cuántico de los
experimentos de Stern Gerlach
consecutivos

En este capítulo describiremos la dinámica de los ESGC utilizando la ecuación de Schrödinger
y resolviendola utilizando el MFOE, un método que hemos utilizado previamente en el estudio del
experimento de Stern Gerlach unitario[12], y que además ha sido usado anteriormente para mostrar
el comportamiento en el tiempo del oscilador armónico cuántico entre otros sistemas [44�46]. Para
dar comienzo a nuestra descripción de los ESGC primero establezcamos un diagrama del sistema.

Como se puede observar en el diagrama (Figura 2.1), nuestro sistema está conformado por
tres experimentos de Stern Gerlach colocados consecutivamente. El primero de ellos con el campo
magnético alineado en la dirección z, el segundo en dirección x y el tercero, igual que el primero,
en dirección z. Como podemos apreciar, cada uno de estos ESG, está asociado a un hamiltoniano
Ĥi, i = 1, 2, 3 y por lo tanto un operador de evolución, Ûi, i = 1, 2, 3. Utilizamos el MFOE para
cada uno de los aparatos, de una forma similar a la realizada para el ESG unitario[12].

2.1. Tres Experimentos de Stern Gerlach Consecutivos

Consideremos el sistema que se encuentra en la Figura(2.1), que consta de tres experimentos de
Stern Gerlach colocados consecutivamente. El primero y el último están orientados en la dirección

Figura 2.1: Arreglo de ESGC considerado. Después del primer ESG un estado superpuesto con dos
posibles resultados es producido, ψ1, del cual bloqueamos uno de estos componentes, seleccionando
el estado ψ+ para entrar al segundo ESG.
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2.1. TRES EXPERIMENTOS DE STERN GERLACH CONSECUTIVOS

z, donde el campo inhomogéneo está directamente en la dirección z y, por lo tanto, actúa sobre la
componente z del espín, y el segundo está orientado en dirección x, actuando sobre la componente
x del espín. Después del primer ESG seleccionamos solamente la componente de espín arriba en z
del rayo para que entre al segundo ESG, bloqueando o colocando el segundo aparato de tal forma
que esta es la única componente que puede entrar en la región del campo magnético inhomogéneo.
Esto efectivamente destruye la superposición de los eigenestados de espin z [47]. Calcularemos las
siguientes evoluciones en cada ESG aplicando un operador de evolución factorizado sobre un estado
inicial con la forma de una superposición de espín, como se hizo en [12].

Para obtener la evolución completa de nuestro sistema, primero tomemos un rayo de partículas
moviéndose en dirección y y hacemos que el rayo pase a través del primer ESG una vez que fue
colimado, este primer experimento tiene un campo magnético inhomogéneo B1 = −bx̂� + (B1 +

b1z)k̂. La componente x de este campo magnético es usualmente considerada despreciable debido
a que el momento magnético precesa rápidamente alrededor de esta dirección del campo[15�17].
De esta manera el Hamiltoniano efectivo de este ESG está dado por

Ĥ1 =
−~2

2m
∇2 + µc(σ ·B1), (2.1)

donde µc = ge~/(4m), con g el radio giromagnético, m la masa del electrón y e la carga eléctrica
unitaria, y σ es el vector de las matrices de Pauli.

Se encuentra que el sistema que sale de este ESG es un estado enredado entre la posición en z
y el espín en z. Luego, seleccionamos la componente del rayo con espín positivo en z, y la hacemos
pasar a través del segundo ESG. En esta ocasión usamos un ESG orientado en la dirección x, y
después de consideraciones similares tenemos que su hamiltoniano efectivo está dado por

Ĥ2 =
−~2

2m
∇2 + µc(σ ·B2), (2.2)

con el campo magnético inhomogéneo B2 = (B2 + b2x)̂�. Finalmente, hacemos pasar al estado
saliente a través de un ESG orientado nuevamente en la dirección z. Para este ESG,

Ĥ3 =
−~2

2m
∇2 + µc(σ ·B3), (2.3)

con B3 = (B3 + b3z)k̂. Ahora aplicaremos las evoluciones dadas por estos tres hamiltonianos
consecutivamente al estado inicial.

Queremos considerar un estado inicial completamente cuántico. Como fue realizado en [12], uti-
lizamos un producto entre los GDL internos y externos, es decir, el espín y la posición. Para el espín
consideramos un estado general superpuesto, α|↑z〉+ β|↓z〉, con α y β amplitudes de probabilidad
para cada estado, y para la posición tomamos un paquete de ondas Gaussiano normalizado,

ψ0 =
1

(2πσ2
0)

3
4

exp

(
− r2

4σ2
0

+ ik · r
)
, (2.4)

donde σ0 es el ancho inicial del paquete de ondas, k es el vector de onda y r la posición. En este
caso tenemos que el rayo viaja en la dirección y positiva, entonces el estado inicial es

|ψ(0)〉 =
1

(2πσ2
0)

3
4

exp

(
− r2

4σ2
0

+ ikyy

)
(α|↑z〉+ β|↓z〉) . (2.5)

Cuando pasa a través del primer ESG orientado en la dirección z, tenemos que el estado evolu-
ciona por medio del operador de evolución, cuya factorización está determinada por el hamiltoniano
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en la Ec.(2.1) [12, 46]:

Û1(t) = exp

(
− it

~
Ĥ1

)
= exp

(
−1

6
κ

)
exp

[
− it

2m~
(
p2x + p2y

)]
× exp

[
− itµc

~
(B1 + b1z)σz

]
exp

(
it2µcb

2m~
pzσz

)
exp

(
− it

2m~
p2z

)
,

(2.6)

donde κ = (it2µ2
cb

2)/(m~), para detalles sobre la factorización vea [12].

Si el rayo sale del ESG al tiempo t = τ1, el estado emergente es

|ψ1(τ1)〉 = exp

(
−1

6
κ1

)[
σ0

(2π)
1
2

] 3
2 (

σ2
0 +

iτ1~
2m

)− 3
2

exp(−σ2
0k

2
y) exp

[
−x

2 + (y − 2iσ2
0ky)2

4
(
σ2
0 + iτ1~

2m

) ]

×

{
exp

[
− iτ1µc

~
(B1 + b1z)

]
exp

[
−
(
z +

τ21µcb1
2m

)2
1

4
(
σ2
0 + iτ1~

2m

)]α|↑z〉
+ exp

[
iτ1µc
~

(B1 + b1z)

]
exp

[
−
(
z − τ21µcb1

2m

)2
1

4
(
σ2
0 + iτ1~

2m

)]β|↓z〉} ,
(2.7)

aquí κ1 = (iτ21µ
2
cb

2)/(m~). De aquí es fácil ver que los GDL de la posición en z y el espín en z
están enredados. Cuando medimos (por ejemplo, usando una pantalla) un valor de la posición en z
correspondiente a z+ τ21µcb1/(2m) (z− τ21µcb1/(2m)) tenemos que el estado de espín es |↑z〉 (|↓z〉)
[48, 49]. Este resultado nos llevaría a dos puntos en la pantalla, correspondiendo a cada valor de
z. Para el estado resultante de la evolución en este ESG unitario veasé la discusión en [12].

Ahora, seleccionamos solamente la parte con espín arriba en z, dada por

|ψ+(τ1)〉 = exp

(
−1

6
κ1

)[
σ0

(2π)
1
2

] 3
2 (

σ2
0 +

iτ1~
2m

)− 3
2

exp(−σ2
0k

2
y) exp

[
−x

2 + (y − 2iσ2
0ky)2

4
(
σ2
0 + iτ1~

2m

) ]

× exp

[
− iτ1µc

~
(B1 + b1z)

]
exp

[
−
(
z +

τ21µcb1
2m

)2
1

4
(
σ2
0 + iτ1~

2m

)] |↑z〉,
(2.8)

porque α→ 1, y hacemos pasarlo a través del segundo ESG, que está orientado en la dirección x.
Podemos factorizar el operador de evolución correspondiente a Ĥ2 de la Ec.(2.2), similarmente a
lo hecho en [12, 46]. Luego, el operador que hace evolucionar al estado es ahora dado por

Û2(t) = exp

(
−1

6
κ

)
exp

[
− it

2m~
(
p2y + p2z

)]
exp

[
− itµc

~
(B2 + b2x)σx

]
× exp

(
it2µcb2
2m~

pxσx

)
exp

(
− it

2m~
p2x

)
.

(2.9)

Con el �n de aplicar este operador al estado en la Ec.(2.8), necesitamos expresar los eigenestados
de espín en z como una superposición de eigenestados de espín en la dirección x. Esto se hace de esta
forma pues σx y σz no conmutan, y por lo tanto no tienen los mismos eigenvectores, permitiéndonos
escribir a los eigenestados de uno como una descomposición espectral en la base de eigenestados
del otro. Tenemos |↑z〉 = 1√

2
(|↑x〉+ |↓x〉). Así el estado saliente de este ESG después del tiempo
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τ2 (en este punto tenemos T2 = τ1 + τ2, el tiempo transcurrido total) es

|ψ2(T2)〉 = Ûx(τ2)|ψ+(τ1)〉

= A2 exp

[
− y2d + z2d

4
(
σ2
0 + iT2~

2m

)]

×

{
exp

[
− iτ2µc

~
(B2 + b2x)

]
exp

[
−
(
x+

τ22µcb2
2m

)2
1

4
(
σ2
0 + iT2~

2m

)] |↑x〉
+ exp

[
iτ2µc
~

(B2 + b2x)

]
exp

[
−
(
x− τ22µcb2

2m

)2
1

4
(
σ2
0 + iT2~

2m

)] |↓x〉} ,
(2.10)

donde

A2 =
1√
2

[
σ0

(2π)
1
2

] 3
2

exp

[
−1

6
(κ1 + κ2)

]
exp

(
−σ2

0k
2
y

)
exp

(
− iτ1µc

~
B1

)

× exp

{
1

4
(
σ2
0 + iτ1~

2m

) [τ21µcb1
2m

+
2iτ1µcb1

~

(
σ2
0 +

iτ1~
2m

)]2}

× exp

[
− 1

4
(
σ2
0 + iτ1~

2m

) (τ21µcb1
2m

)2
] [
σ2
0 +

i(τ1 + τ2)~
2m

]− 3
2

,

(2.11)

κ2 = (iτ22µ
2
c
b2)/(m~), y

yd = y − 2iσ2
0ky (2.12)

zd = z +

[
τ21µcb1

2m
+

iτ1µcb1
~

2

(
σ2
0 +

iτ1~
2m

)]
. (2.13)

Como era esperado, después de atravesar el ESG en la dirección x el rayo tiene sus GDL de
la posición x y el espín en x enredados. Correspondientemente, cuando colocaramos una pantalla
deberíamos tener dos puntos alrededor de donde los átomos se concentran, ahora separados en la
dirección x. En este caso ambos puntos que aparecen en la pantalla deberían tener una posición
en z dada por la traslación zd, esto es porque nosotros seleccionamos solamente la componente del
estado con zd y espín arriba para que entre al segundo ESG.

Finalmente, el rayo atraviesa un ESG en la dirección z otra vez, esta ocasión con la evolución
determinada por el hamiltoniano H3. Ahora el operador

Û3(t) = exp

(
−1

6
κ

)
exp

[
− it

2m~
(
p2x + p2y

)]
× exp

[
− itµc

~
(B3 + b3z)σz

]
exp

(
it2µcb

2m~
pzσz

)
exp

(
− it

2m~
p2z

)
,

(2.14)

es el operador de evolución que hace que el estado evolucione durante un tiempo τ3. El tiempo
total de evolución hasta este punto es T3 = τ1 + τ2 + τ3. Como antes, necesitamos escribir los
eigenestados de espín en x en términos de los de espín en z, esto está dado por las siguientes
expresiones: |↑x〉 = 1√

2
|↑z〉+ 1√

2
|↓z〉 y |↓x〉 = 1√

2
|↑z〉 − 1√

2
|↓z〉. Con esto, aplicando la Ec.(2.14) al

estado de la Ec.(2.10), tenemos que el estado saliente de este último ESG está dado por
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|ψ3(T3)〉 = A3 exp

[
− y2d

4(σ2
0 + iT3~/(2m))

](
exp

[
− iτ3µc

~
(B3 + b3z)

]

× exp

−
(
zd +

τ2
3µcb3
2m

)2
4(σ2

0 + iT3~
2m )

{exp

(
−iτ2µcB2

~

)
exp

[
− xd

2
1

4(σ2
0 + i~T3

2m )

]

+ exp

(
iτ2µcB2

~

)
exp

[
− xd

2
2

4(σ2
0 + i~T3

2m )

]}
|↑z〉

+ exp

[
iτ3µc
~

(B3 + b3z)

]
exp

−
(
zd − τ2

3µcb3
2m

)2
4(σ2

0 + iT3~/2m)


×

{
exp

(
− iτ2µcB2

~

)
exp

[
− x2d1

4(σ2
0 + i~T3

2m )

]

− exp

(
iτ2µcB2

~

)
exp

[
− x2d2

4(σ2
0 + i~T3

2m )

]}
|↓z〉

)
,

(2.15)

con

A3 =
1

2
exp

[
−1

6
(κ1 + κ2 + κ3)

] [
σ0

(2π)
1
2

] 3
2 (

σ2
0 +

iT3~
2m

)− 3
2

exp
(
−σ2

0k
2
y

)
exp

(
− iτ1µc

~
B1

)

× exp

[
− 1

4
(
σ2
0 + iτ1~

2m

) (τ21µcb1
2m

)2
]

exp

[
− 1

4(σ2
0 + iT2~

2m )

(
τ22µcb2

2m

)2
]

× exp

{
1

4
(
σ2
0 + iτ1~

2m

) [τ21µcb1
2m

+
2iτ1µcb1

~

(
σ2
0 +

iτ1~
2m

)]2}

× exp

{
1

4(σ2
0 + iT2~

2m )

[
τ22µcb2

2m
− 2iτ2µcb2

~

(
σ2
0 +

iT2~
2m

)]2}
,

(2.16)

κ3 = (iτ23µ
2
c
b2)/(2m), y

xd1,d2 = x±
[
τ22µcb2

2m
+

iτ2µcb2
~

2

(
σ2
0 +

i~T2
2m

)]
. (2.17)

La Ec.(2.15) nos da el estado �nal después de la evolución completa a través de este arreglo de
ESG consecutivos.

Al pasar a través del último ESG ha sido creado enredamiento híbrido entre los GDL de espín
y la posición en z, manteniéndose el enredamiento con la posición en x presente en el estado de la
Ec.(2.10). De este modo tenemos que el estado de la Ec.(2.15) presenta enredamiento híbrido entre
los GDL de las dos posiciones, en dirección x y z, y el GDL de espín. Notemos que el valor de la
posición en z de cada componente de espín ha sufrido más cambios después de pasar a través del
segundo ESG orientado en dirección z. Esto crearía, como se espera, cuatro puntos en una pantalla
colocada después de este arreglo por la concentración de las partículas incidentes, dependiendo de
los valores posibles de las coordenadas x y z, que aparecen en la Ec.(2.15). Véase Sección 3.6 más
adelante para observar este efecto.
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2.2. Arreglo alternativo de ESGC

Con el �n de estudiar con mayor facilidad las propiedades cuánticas de los experimentos conse-
cutivos, proponemos un arreglo alternativo que nos hará tener menos constantes y por tal motivo
facilitará los cálculos que nos interesan para poder estudiar las correlaciones presentes en el sistema.

La con�guración de experimentos consecutivos que hemos expuesto en la anterior sección es
general y por lo tanto la cantidad de constantes implicadas en la evolución del sistema es grande,
por lo que ahora nos �jaremos en un sistema reducido de experimentos consecutivos que hasta
cierto punto presenta cualidades similares al que ya hemos descrito.

Como podemos observar en la Figura(2.2), esta con�guración de experimentos consta de dos
experimentos principales, que corresponden directamente a los dos últimos de nuestra primera
con�guración, Figura(2.1).

Figura 2.2: Esquema de los experimentos consecutivos modi�cados.

El estado entrante al ESG en dirección x es un estado previamente seleccionado (preparado) por
otro ESG y cuya principal característica es que es un estado con espín hacia arriba que podemos
escribir como sigue[12]:

|ψ〉m =
1

(2πσ2
0)

3
4

exp

(
− (x2 + y2 + z2)

4σ2
0

+ ikyy

)
|↑z〉. (2.18)

La evolución del experimento de Stern Gerlach ya ha sido previamente descrita en [12] y por lo
tanto es sabido que si nuestro estado inicial es un paquete de ondas gausiano multiplicado por el
GDL de espín, este paquete de ondas se ensancha al pasar del tiempo y se traslada en dirección z
dependiendo de la componente del espín gracias a la interacción con el campo inhomogéneo, como
se puede apreciar en la Ec.(2.7). Al escribir la Ec.(2.18) estamos considerando un paquete de ondas
general con un ancho �nal de σ0 y tomando las posición z de tal estado como nuestro origen y no
el directamente producido por la interacción de un ESG como se presenta en la Ec.(2.7). De esta
forma, al realizar la consideración de la Ec.(2.18) tenemos un estado simpli�cado que, por lo tanto,
contiene menos constantes. La Ec.(2.18) es la equivalente a la Ec.(2.8).
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Ahora vamos a estudiar la evolución de los ESGC modi�cados usando el arreglo que aparece en
la Figura(2.2). Tenemos que el operador de evolución asociado al ESG en dirección x es (Ec.(2.9),
una vez que está factorizado)

Û2(t) = exp

(
−1

6
κ

)
exp

[
− it

2m~
(
p2y + p2z

)]
exp

[
− itµc

~
(B2 + b2x)σx

]
× exp

(
it2µcb2
2m~

pxσx

)
exp

(
− it

2m~
p2x

)
.

(2.19)

Al aplicar Û2(t) a |ψ〉m obtenemos que,

Û2(t)|ψ〉m = |ψm(τ2)〉

=
1√
2

exp

(
−1

6
κ2

)
σ

3
2
0

(
σ2
0 +

i~τ2
2m

)− 3
4


[

(2π)
1
2

(
σ2
0 +

i~τ2
2m

) 1
2

]− 1
2


3

× exp(−k2yσ2
0) exp

{
−[(y − 2ikyσ

2
0)2 + z2]

4(σ2
0 + i~τ2

2m )

}

×

{
exp

[
− iτ2µc

~
(B2 + b2x)

]
exp

[
−(x+

τ2
2µcb2
2m )2

4(σ2
0 + i~τ2

2m )

]
|↑x〉

+ exp

[
iτ2µc
~

(B2 + b2x)

]
exp

[
−(x− τ2

2µcb2
2m )2

4(σ2
0 + i~τ2

2m )

]
|↓x〉

}
,

(2.20)

donde |↑z〉 = 1√
2
(|↑x〉+ |↓x〉). Ahora, siguiendo con nuestra descripción, apliquemos el operador de

evolución asociado al último ESG, que se encuentra en dirección z, al estado de la Ec.(2.20). Este
operador está dado por(Ec.(2.14), una vez que está factorizado)

Û3(t) = exp

(
−1

6
κ

)
exp

[
− it

2m~
(
p2x + p2y

)]
× exp

[
− itµc

~
(B3 + b3z)σz

]
exp

(
it2µcb

2m~
pzσz

)
exp

(
− it

2m~
p2z

)
.

(2.21)
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Entonces obtenemos

Û3(t)|ψm(τ2)〉 = |ψm(τ3)〉

= A′3 × exp

 −(y − 2ikyσ
2
0)2

4
[
σ2
0 + i~(τ2+τ3)

2m

]


×

exp

[
− iτ3µc

~
(B3 + b3z)

]
exp


−
(
z +

τ2
3µcb3
2m

)2
4[σ2

0 + i~(τ2+τ3)
2m ]


×

exp

{
− iτ2µc

~
B2

}
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
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−
[
x− τ2

2µcb2
2m − 2i τ2µcb2

~ (σ2
0 + i~τ2
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 ,

(2.22)

con

A′3 = exp

(
−κ2 − κ3

6

)
1

2

[
σ0

(2π)
1
2

] 3
2
(
σ2
0 +

i~
2m

(τ2 + τ3)

)− 3
2

× exp
(
−k2yσ2

0

)
exp

(
iτ2
~
µcb2 ·

τ22µcb2
2m

)
exp

[
−
(
τ2µcb2

~

)2(
σ2
0 +

i~τ2
2m

)]
.

(2.23)

Como podemos apreciar, la Ec.(2.22) tiene la misma forma que la Ec.(2.15), por lo que presenta
enredamiento entre las variables de posición en x, z y espín. Con este resultado obtenemos un
estado con menos constantes que nos permitirá poder realizar cálculos posteriores de una manera
más e�ciente.
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2.3. Conclusiones

En este capítulo hemos obtenido la evolución en el tiempo de los ESGC utilizando el MFOE
para resolver las ecuaciones de Schrödinger asociadas a cada ESG particular. Además realizamos
el estudio de la dinámica de un experimento modi�cado que tiene una comportamiento equivalente
al experimento completo. Este experimento modi�cado nos permitirá estudiar de una forma más
e�ciente las propiedades cuánticas que tiene nuestro modelo debido a que menos constantes se ven
involucradas.

Encontramos que el estado �nal de los ESGC, Ec. (2.15) y Ec. (2.22), es una superposición de
eigen-estados de espín, de la misma forma observada en el estado saliente de un solo ESG [12, 18],
y por consiguiente no representa un estado siguiendo una trayectoria de�nida a la pantalla. Este
estado presenta enredamiento híbrido entre los GDL de posición y el GDL de espín [50], lo cual es
congruente con el conocido efecto del ESG, la separación de espines. La presencia de la variable
z en este estado enredado atestigua la no conmutatividad entre los diferentes operadores de espín
para las diferentes orientaciones espaciales, esto está en concordancia con las observaciones que
presenta el argumento semiclásico para el experimento pensado [5, 6, 15]. También encontramos
un interesante efecto para la con�guración propuesta aquí en la presencia de enredamiento también
con el GDL de posición en la coordenada x. Es decir que a primera vista existe enredamiento entre
tres GDL del experimento.
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Capítulo 3

Correlaciones y Enredamiento de los
experimentos consecutivos

En el presente capítulo se mostrará el estudio de características cuánticas de los ESGC tales
como las correlaciones cuánticas existentes en el experimento y el enredamiento del estado �nal
del sistema.

El estudio de correlaciones cuánticas ha sido estudiado por diversos autores y se ha llegado
a la conclusión de que estas correlaciones dan lugar a fenómenos como la no localidad cuántica.
En nuestro caso hemos estudiado la no localidad del ESG unitario [19] y hemos comprobado que
exhibe un comportamiento no local. Utilizando el mismo método para los ESGC ahora deseamos
estudiar las correlaciones cuánticas de este sistema.

Ahora, una vez que hemos descrito el arreglo modi�cado de los ESGC, nos gustaría estudiar
las correlaciones presentes en el estado de la Ec.(2.22) del capítulo anterior. Para realizar esta
empresa, primero nos gustaría establecer las bases del estudio de las correlaciones cuánticas en un
sistema.

3.1. Correlaciones Cuánticas

El concepto de correlación viene de estadística y nos dice que si tenemos un sistema con dos o
más partes, el conocimiento del comportamiento de una de estas partes nos puede ayudar a conocer
como se comporta alguna otra de las partes del sistema.

En teoría de probabilidad[51] la correlación entre dos variables, digamos A y B, se expresa
como sigue

ρ(A,B) =
E [(A− E [A]) (B − E [B])]

√
σAσB

=
E [AB]− E [A]E [B]

√
σAσB

, (3.1)

donde σA = E
[
A2
]
−(E [A])

2 y σB = E
[
B2
]
−(E [B])

2 son las varianzas de A y B respectivamente,
con E denotando el valor esperado.

Es posible probar que la correlación de la Ec. (3.1) cumple que −1 ≤ ρ(A,B) ≤ 1. La correlación
es una medida de la linealidad entre A y B, si tenemos un valor positivo para la correlación entonces
esto nos dice que B tiende a incrementar cuando A lo hace, en cambio para un valor negativo de
la correlación la variable B tiende a disminuir a la vez que A incrementa; en el caso en que la
correlación fuera cero, esto nos diría que las variables están no correlacionadas. De esta manera
vemos que el concepto de correlación tiene su origen en la estadística y su utilización solamente
tiene sentido en un contexto relacionado.

En Física es conocido que existen diferencias entre correlaciones clásicas y correlaciones cuán-
ticas. Si bien uno puede hablar de correlaciones en sistemas clásicos, las correlaciones en sistemas
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cuánticos se desenvuelven de una forma más natural debido a que la teoría cuántica es fundacional-
mente probabilística. Hemos de hacer una diferenciación aquí pues las correlaciones clásicas pueden
entenderse como aquellas que existen en sistemas clásicos o más bien sistemas que son descritos de
una forma clásica y de manera similar para las correlaciones cuánticas. Otra forma de entender las
correlaciones es que podemos llamar correlaciones clásicas a aquellas correlaciones que pueden ser
encontradas en sistemas descritos de forma clásica y cuántica y correlaciones cuánticas a aquellas
que se encuentran exclusivamente en sistemas descritos con el formalismo cuántico.

En nuestro análisis haremos un estudio de las correlaciones existentes en los experimentos
consecutivos sin conocer de antemano de que clase son, es decir, si estas corelaciones son exclu-
sivamente cuánticas. La violación o no violación de las desigualdades de Bell[52�57] nos dará a
conocer la naturaleza de estas correlaciones, ya que si existe alguna violación podremos decir que
hay correlaciones exclusivamente cuánticas.

De manera general las correlaciones en mecánica cuántica pueden escribirse como probabilidades
condicionales de la forma

P (a b|A B) , (3.2)

donde estamos suponiendo un sistema que consta de dos partes. La Ec.(3.2) nos dice que tan
frecuentemente los resultados a y b son obtenidos en dos sistemas separados al realizar las me-
diciones A y B sobre tales sistemas. Esto es un caso simpli�cado de los llamados experimentos
tipo-Bell (Bell-type experiments) considerados por John S. Bell en su trabajo fundacional [52]
acerca de la no localidad en mecánica cuántica que está directamente relacionado con la paradoja
de Einstein-Podolski-Rosen(EPR)[58]. Como podemos ver, las correlaciones en mecánica cuántica
están directamente relacionadas con la estadística en la medición de sistemas.

3.1.1. No localidad y realismo

La paradoja EPR[58] dio lugar al estudio de John S. Bell y su famosas desigualdades [52].
Bell quería averiguar si la mecánica cuántica era realmente una teoría completa y que describía
adecuadamente lo que pasa en la naturaleza pues la paradoja EPR pone en duda la completez de
la teoría. Esta paradoja propone un experimento pensado en donde dos partículas enredadas se
separan y luego se realiza una medición sobre una de ellas donde de inmediato se conoce el estado
de la otra partícula y concluyendo que es imposible que algo así pueda suceder a un sistema que
se encuentra separado de otro, lo que en inglés se conoce como "spooky action at distance". La
conclusión de EPR es que la teoría cuántica está incompleta y propone una solución por medio de
añadir variables extra a la descripción estadística del experimento, las que se conocen hoy en día
como variables ocultas[52, 57, 58].

Supongamos que la correlación de la Ec.(3.2) para dos sistemas depende de más variables que
tienen que ver con la dinámica previa a las mediciónes A y B. En particular esta descripción al
depender de más variables puede dar una descripción más precisa del resultado a y similarmente
para el resultado de la medición B, b, además podemos suponer que ninguno de los procesos de
medición de las partes tiene in�uencia sobre el otro y por lo tanto podemos escribir la Ec. (3.2)
como

P (a b|A B) =
∑
λ

p(λ)P1 (a|A, λ)P2 (b|B, λ) , (3.3)

con λ = (λ1, λ2, λ3, ..λn) y p(λ) una distribución de probabilidad bien de�nida.
La Ec.(3.3) se conoce como la condición de localidad [57] y cualquier correlación que pueda

descomponerse de esta forma es local y cualquier correlación que no pueda descomponerse de esta
forma se considera no local. Esta es la base del trabajo de Bell y sus desigualdades.

Bell demostró que cualquier teoría que viole las desigualdades que propuso es no local, es decir
que alguna acción realizada sobre una partícula A tiene in�uencia en otra partícula B alejada de
la partícula A.

Dos conceptos muy importantes en el desarrollo de las desigualdades de Bell son los siguientes:
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1. Principio de no-señalización (No-signalling principle). Cualquier transmisión de información
debe ser llevada por un soporte físico, abandonando al emisor luego de que el mensaje es
elegido [57].

2. Principio de causalidad local. "Las causas directas (y efectos) de eventos que se encuentran
cercanos, e incluso las causas indirectas (y efectos) no pueden ir más allá de lo permitido por
la velocidad de la luz". John S. Bell [57, 59].

El principio de no señalización también es parte fundamental de otros estudios tales como la no
clonación de estados cuánticos y la discriminación de estados cuánticos [57, 60]. El principio de
causalidad local asegura una cota superior a la velocidad de cualquier comunicación haciendo al
estudio de las correlaciones compatible con la teoría de la relatividad especial.

Otro concepto importante en el experimento pensado de EPR es el realismo, que se entiende
como que los resultados de una medición son predeterminados, una aseveración que suena coherente
en mecánica clásica pero que en mecánica cuántica no es válida, eso ha sido estudiado a fondo por
Kochen y Specker cuyo resultado más importante es el teorema de Kochen-Specher[61] que nos
dice que los observables no tienen valores predeterminados antes de la medición, es decir, antes del
colapso de la función de onda.

Ambigüedades experimentales (Experimental loopholes)

Una parte importante en la descripción de la no localidad son las que se conocen como ambigüe-
dades experimentales dentro del estudio de las desigualdades de Bell. Estas ambigüedades surgen
debido a la comprobación de las desigualdades al tratar de realizar experimentos reales, los cuales
se encuentran sujetos a las limitaciones tecnológicas. Todas las desigualdades de Bell presentan al
menos una de las siguientes ambigüedades [57],

1. La ambigüedad de la localidad (The locality loophole). Debe existir separación espacio-
temporal entre los eventos de medición para poder garantizar la ausencia de algún tipo
de comunicación entre los aparatos de medición. Esto pone fuertes restricciones en el tiempo
en que se realizan las mediciones, en su duración y en la distancia que las separa.

2. La ambigüedad de la detección (The detection loophole) La probabilidad de que las mediciones
den resultados no debe ser muy baja. Es posible que esto suceda debido a que el sistema se
pierda en el camino, entonces existe la posibilidad de descartar los eventos no detectados
permitiendo a un modelo local (de variables ocultas) reproducir las correlaciones. [57].

3.1.2. Ejemplo de una desigualdad de tipo Bell

Para poder vislumbrar de alguna forma el papel de las correlaciones en las desigualdades tipo
Bell, proponemos el siguiente ejemplo ilustrativo.

Supongamos que tenemos un sistema enredado de la forma

|ζ〉 = |0〉1|1〉2 + |1〉1|0〉2, (3.4)

donde el subíndice 1 indica que el estado pertenece al sistema 1 y el subíndice 2 se re�ere al sistema
2. Cada uno de los sistemas tiene dos estados posibles |0〉 y |1〉.

Tenemos que la desigualdad de Bell para dos sistemas discretos es la desigualdad CHSH [53]y
se puede escribir como:

BQCHSH = E00 + E01 + E10 − E11 ≤ 2 (3.5)

donde EAB = P (a = b|AB)−P (a 6= b|AB) se de�ne como la correlación entre los resultados de la
medición de dos personas [57] , dígamos Alice y Bob, en lugares separados al realizar mediciones
sobre el sistema 2 de A y B respectivamente. Para esto tenemos que suponer que Alice y Bob

21



CAPÍTULO 3. CORRELACIONES Y ENREDAMIENTO DE LOS
EXPERIMENTOS CONSECUTIVOS

3.1. CORRELACIONES CUÁNTICAS

reciben una parte del sistema de la Ec. (3.4) en sus respectivas localizaciones. Desglocemos cada
caso de las correlaciones EAB para este ejemplo,

E00 = P (a = b|00)− P (a 6= b|00) ,

E01 = P (a = b|01)− P (a 6= b|01) ,

E10 = P (a = b|10)− P (a 6= b|10) ,

E11 = P (a = b|11)− P (a 6= b|11) .

(3.6)

Por ejemplo, tomemos el caso particular de E01. Tenemos que E01 es igual a la probabilidad de
que Alice y Bob midan 0 y 1 y obtengan el mismo resultado menos la probabilidad de que Alice y
Bob midan 0 y 1 y obtengan diferentes resultados, como puede notarse de este caso particular esto
nos dice si existen correlaciones entre las dos mediciones para uno de los cuatro casos posibles en
este ejemplo. De esta forma se podría obtener o no una violación de la desigualdad (3.5) revisando
los resultados de las mediciones de Alice y Bob para cada caso de la Ec. (3.6).

3.1.3. Localidad y contextualidad

Un elemento muy importante en nuestro estudio es el tratamiento de las correlaciones cuán-
ticas, en particular la no localidad, que ya hemos tratado en la anterior subsección. Durante la
realización de este trabajo hemos efectuado una intensa revisión de la bibliografía relacionada con
el tema y nos hemos encontrado que existe una muy dura discusión para determinar que clase
de correlaciones pueden existir en elementos cuánticos que solamente representan un sistema y
aquellos que representan más de un sistema [62�65].

De esta forma, en la literatura se denominan dos clases de enredamiento que se de�nen de
acuerdo al número de sistemas o partículas involucradas, el Enredamiento de una sola partícula,
que es aquel donde se presenta enredamiento entre dos o más de los grados de libertad de un
solo sistema, y el Enredamiento multi-partícula, que es aquel en donde dos o más sistemas se
encuentran enredados [62, 63]. Ambos tipos de enredamiento tienen propiedades diferentes que han
sido ampliamente estudiadas [55, 56, 62�64, 66�70], en particular la violación de las desigualdades
de Bell ha sido un tema importante para esta clase de sistemas. Por un lado, se a�rma en la
literatura que para sistemas donde solamente se halla enredamiento entre sus grados de libertad,
la violación de las desigualdades de Bell no tiene el mismo signi�cado que para sistemas donde hay
enredamiento entre varios sistemas y que estos sistemas son no contextuales en lugar de no locales
[62] debido a que un elemento importante de las desigualdaes de Bell es que exista separación
espacial entre los sistemas tomados en cuenta y por lo tanto es imposible que en sistemas con
enredamiento de sus grados de libertad se presente tal hecho. Por otro lado, existe otro grupo
de cientí�cos que a�rman que la no localidad puede existir incluso en sistemas que presentan
enredamiento de una sola partícula [63�65].

La contextualidad tiene que ver directamente con el Teorema de Kochen-Specker [61], si alguna
de las desigualdades de Bell se viola para el caso de varios grados de libertad de un solo sistema
entonces podemos decir que los observables que representan las propiedades del sistema no tienen
valores predeterminados, es decir que no dependen de los valores de otras propiedades del sistema
antes de la medición. El concepto de perturbación en mecánica cuántica tiene mucho que ver en el
estudio de la contextualidad [60, 71]

Ahora reescribamos aquí el estado inicial de nuestro sistema, los ESGC,

|ψ(0)〉 =
1

(2πσ2
0)

3
4

exp

(
− r2

4σ2
0

+ ikyy

)
(α|↑z〉+ β|↓z〉) . (3.7)

Como podemos observar de esta ecuación, en nuestro modelo estamos considerando solamente
grados de libertad de una sola partícula pues nuestro estado inicial está representando el estado
de una sola partícula. Este hecho podría implicar que nuestro estudio de las correlaciones de los
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experimentos consecutivos solamente tiene que ver con la no contextualidad. Desde nuestro punto
de vista el ESG y los experimentos consecutivos presentan no localidad debido a la muy conocida
distinguibilidad de estados de espín por la que el experimento es conocido [2, 72], (Ver sección 3.6
más adelante) además de que nuestra postura es apoyada por varios trabajos donde se demuestra no
localidad entre grados de libertad de una sola partícula [63�65]. La distinguibilidad es un concepto
muy importante en mecánica cuántica que inclusive hemos estudiado a fondo previamente [60], este
concepto se encuentra bien de�nido en la literatura y es dependiente de los aparatos de medición
[60].

La discusión que existe acerca de que no es posible la existencia de no localidad en sistemas
con enredamiento entre sus propios grados de libertad podría detenerse si agregamos el concepto
de distinguibilidad a las consideraciones iniciales del estudio de las desigualdades de Bell, es decir,
tratar de mejorar la de�nición en la ambigüedad de la localidad (the locality loophole), pues el
concepto de separación espacial que se utiliza en su deducción es ambiguo, además es importante
mencionar que se ha encontrado una estrecha relación entre el princio de incertidumbre y la no
localidad [67], un hecho que podría relacionar aún más naturalmente la distinguibilidad con la no
localidad [60]. Hasta donde sabemos esta propuesta no ha sido estudiada pero ni ha sido realmente
tomada en cuenta directamente para la deducción de las desigualdades de Bell o su de�nición.

Ahora discutiremos otra propiedad del ESG y los ESGC que además de ser interesante apoya
nuestra aseveración de que existe no localidad en los experimentos consecutivos.

3.1.4. Steering

El steering es una propiedad que fue introducida por Schrödinger en su carta de respuesta a
Einstein donde este último mostraba la paradoja EPR[58, 65]. Resumidamente el steering trata de
un sistema enredado con dos partes alejadas espacialmente. Al realizar una medición de una de las
partes, es decir, al colapsar la función de onda de una de estas, la medición dirige el estado de la
otra parte del sistema, lo que signi�ca que al medir una de las partes del sistema el estado de la
otra queda determinado.

En particular podemos realizar un demostración heurística de que los ESGC poseen está pro-
piedad con el siguiente experimento pensado que está inspirado en el experimento pensado del ESG
unitario [65].

Supongamos el arreglo de los experimentos modi�cados, donde solamente tenemos dos aparatos
de Stern-Gerlach, esta con�guración aparece en la Figura 3.1 (Tomada de [73]). Ahora debemos
asumir que es posible realizar mediciones de espín del tipo sí o no. De tal manera tenemos a dos
personas, Alice que se encuentra en la ciudad de Tokyo, y Bob, que se halla en la ciudad de París,
podemos estar seguros de que entre esas dos personas existe una separación espacial considerable.
Así, supongamos que Alice puede controlar una con�guración de ESGC que está completametne
automatizada y se encuentra en algún lugar adecuado, Alice puede encenderla o apagarla y además
enviar una o varias partículas como ella deseé. Primero supongamos que Alice es capaz y quiere
veri�car la propiedad |↓z〉 de la función de onda y ella encuentra −~/2. Recordemos de la Ec. (2.22)
que el estado �nal de los ESGC puede escribirse como |ψm(τ3)〉 = |ψ+〉|↑z〉+ |ψ−〉|↓z〉, por lo tanto
Alice colapsaría la función a |ψ−〉|↓z〉 en Tokyo. Por otro lado si ella no detectara nada, entonces
la función colapsaría a |ψ+〉|↑z〉 en París. Este efecto puede ser explicado en términos de las cajas
de Einstein (Ver una explicación más amplia de este efecto en [65]).

Sin embargo, si Alice decidiera medir en una base diferente, por ejemplo, σ̂x, para determinar
las posibilidades debemos reescribir el estado �nal en términos del espín en x de la siguiente forma

|ψm(τ3)〉 = {|ψ+〉+ |ψ−〉} |↑x〉+ {|ψ+〉 − |ψ−〉} |↓x〉 (3.8)

entonces, las siguientes situaciones pueden ocurrir:

i) Si ella desea medir el espín abajo en la base de σ̂x y obtiene −~/2, entonces la función de
onda debería colapsar a {|ψ+〉 − |ψ−〉} |↓x〉.
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ii) Si ella veri�ca el espín arriba en la base de σ̂x y obtiene ~/2, entonces la función de onda
colapsaría a {|ψ+〉+ |ψ−〉} |↑x〉.

De esta manera, concluimos que el estado de Bob es dirigido dependiendo de la clase de observable
que Alice decide medir, con�rmando que los ESGC presentan el fenómeno de steering. Como puede
verse en la Figura 3.1 una situación más rica, comparada con el experimento ESG usual, sale a
la luz, debido a que en el caso de los experimentos consecutivos pueden participar hasta cuatro
personas para tomar en cuenta todas las posibilidades. Por ejemplo, si el Amigo 2 (Friend 2) de
Alice en una localización diferente desea veri�car el espín hacía arriba en x y no obtiene nada en su
medición, entonces la función de onda colapsará al estado {|ψ+〉 − |ψ−〉} |↓x〉. Esto es equivalente
a Alice midiendo el espín abajo en x y obtener −~/2 y es también equivalente a la medición del
espín abajo en x de otro amigo, llamado Amigo 1 (Friend 1), que obtiene −~/2, ambos amigos
colapsarán las función de onda a {|ψ+〉 − |ψ−〉} |↓x〉, es decir, la misma función obtenida por el
Amigo 2 midiendo el espín arriba en x obteniendo nada.

      

Bob Paris

Oven

SGE-z

Classical

communication

between 

Alice and


Bob

Classical communication which allow 

Alice to turn on the SGE

Friend 1

z

SGE-x x

Friend 2
Alice 
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Figura 3.1: Esquema del experimento pensado para la demostración de que existe steering en los
experimentos consecutivos. El horno aparece en rojo, en violeta está el ESG en dirección x, en
azul se encuentra el ESG en dirección z, los puntos verdes y rojos representan los posibles estados
de la función de onda. Recuerde que no podemos de�nir trayectorias como tal para el estado
del experimento. Alice puede comunicarse con Bob usando un canal clásico que aparece en color
magenta. Además Alice controla totalmente los experimentos consecutivos a través de un canal
clásico de color amarillo, teniendo la posibilidad de enviar uno ó N átomos.

Al mostrar con este experimento que los ESGC poseén la propiedad de steering estamos mos-
trando que es posible, al menos teóricamente, que dos partes del sistema puedan separarse espa-
cialmente, esto respalda nuestra aseveración de que los experimentos consecutivos presentan no
localidad. La realización de este experimento es posible teóricamente y se encuentra sustentado
en la visible separación de los estados de espín en la función de onda, hecho que se mostrará más
claramente en la Sección 3.6.

Detección de steering

En los últimos años se ha estudiado la relación que existe entre el steering y el principio
de incertidumbre e inclusive se ha de�nido un criterio basado en un principio de incertidumbre
entrópico para detectar steering [74�76]. Los primeros estudios de desigualdades de steering se
remontan a 1989 [74], donde se propuso por primera vez una desigualdad de steering basada en
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el principio de incertidumbre, a pesar de que en esa época el steering aún no se había de�nido
propiamente.

La idea principal para detectar steering con el principio de incertidumbre es que si es posible
obtener información más de lo que permite el principio de incertidumbre a través de una medición
de las partes del sistema entonces existe steering. Cabe mencionar aquí que es teóricamente posible
utilizar este criterio para nuestro caso de estudio y de esta forma demostrar de manera formal la
existencia de steering en los experimentos consecutivos. Esto podría desarrollarse en un trabajo
posterior al de esta tesis relacionando nuestra propuesta de principio de incertidumbre para la
perturbación en la medición [60, 71].

3.1.5. Discusión

Las correlaciones cuánticas son un tema de estudio que actualmente se encuentra en desarrollo.
A pesar de que las correlaciones se han estudiado desde hace varias décadas aún existen nuevos
conceptos y descubrimientos en el tema. El enredamiento, el steering, la no contextualidad y la no
localidad son ahora recursos valiosos para realizar tareas no clásicas en información y como tales
han sido cada vez más perfeccionados sus protocolos y experimentos [54�57, 62, 63, 68, 70, 74, 77].
El primer trabajo que demostró una jerarquía entre estas propiedades fue el de Wiseman et. al
del 2007 [78], donde se demostró que la no localidad es un subconjunto propio del steering y este,
a su vez, es subconjunto propio del enredamiento. Por otro lado varios son los trabajos que han
demostrado que la no localidad es un subconjunto de la no contextualidad [62, 79, 80] por lo que
la no localidad se considera como un caso especial de la no contextualidad.

3.2. Función de Correlación para los ESGC modi�cados

Ahora que ya hemos revisado los conceptos necesarios para poder entender las correlaciones
cuánticas comenzaremos con el estudio de las correlaciones para los experimentos consecutivos.

Proponemos que la función de correlación para un sistema tripartita, con un GDL discreto de
espín y dos continuos puede escribirse como

C(x, px, z, pz, θ) = 〈Φ|Ŵ (x, px, z, pz)σ̂(θ)|Φ〉, (3.9)

esta es la función de correlación generalizada de Banaszek-Wódkiewicz (BW) [81], con

Ŵ (x, px, z, pz) =

∫ ∞
−∞

dqxdqz|x−
1

2
qx, z −

1

2
qz〉 exp[−i(pzqz + pxqx)/~]〈x+

1

2
qx, z +

1

2
qz|, (3.10)

el operador de Wigner generalizado, originalmente de�nido por Ben-Benjamin et. al. [82], para las
coordenadas x y z con sus respectivos momentos px y pz; σ̂(θ) es el operador de Pauli para una
dirección θ arbitraria en el plano. Vemos que esta de�nición del operador de Wigner se encuentra en
términos del operador paridad, lo que quiere decir que parte el espacio en dos partes en x y en dos
partes en z, por lo que lo hace ideal como nuestro operador para poder observar el comportamiento
de las correlaciones en los ESGC.

De este modo, podemos calcular la función de correlación para el estado de la Ec.(2.22), para
esto escribamos el estado de la siguiente forma

|ψm(τ3)〉 = |ψ+〉|↑z〉+ |ψ−〉|↓z〉, (3.11)
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en donde de�nimos

|ψ±〉 = M exp
(
∓i
√

2k33τ3z0

)
exp

{
−
(
Z ±

{√
2k33τ

2
3 + i2

√
2k33τ3 [1 + i (τ2 + τ3)]

})2
4 [1 + i (τ2 + τ3)]

}

×

(
exp

(
−i
√

2k32τ2x0

)
exp

{
−
[
X +

√
2k32τ

2
2 + i2

√
2k32τ2 (1 + iτ2)

]2
4 [1 + i (τ2 + τ3)]

}

± exp
(
i
√

2k32τ2x0

)
exp

{
−
[
X −

√
2k32τ

2
2 − i2

√
2k32τ2 (1 + iτ2)

]2
4 [1 + i (τ2 + τ3)]

})
,

(3.12)

con M el factor de normalización

M = exp

(
−κ2 − κ3

6

)
1

2

[
σ0

(2π)
1
2

] 3
2
(
σ2
0 +

i~
2m

(t2 + t3)

)− 3
2

× exp
(
−k2yσ2

0

)
× exp

[
−
(
t2µcb2

~

)2

σ2
0

]

× exp

[
−
(
t3µcb3

~

)2(
σ2
0 +

i~t2
2m

)]
exp

 −(y − 2ikyσ
2
0)2

4
[
σ2
0 + i~(t2+t3)

2m

]
 ,

(3.13)

La Ec.(3.12) es adimensional gracias a las siguientes de�niciones

τ2,3 =
~t2,3
2mσ2

0

, k2,3 =
√

2σ0

(
mµcb2,3

2~2

)1/3

,

x0 =
B2

σ0b2
, z0 =

B3

σ0b3
, (3.14)

Z =
z

σ0
, X =

x

σ0
.

Las de�niciones de la Ec. (3.14) hacen a todas las variables adimensionales y nuestros resultados
comparables con aquellos de otros trabajos que estudian el enredamiento en el ESG [16, 50].

3.2.1. Deducción de la función de correlación para los ESGC

Para poder calcular la función de correlación de la Ec. (3.9) necesitamos hacer las siguientes
consideraciones.

De�namos nuestro sistema de referencia de manera similar al de nuestro experimento que
aparece en la Figura 2.1 y de�namos un vector unitario, con dirección arbitraria y tridimensional
de la siguiente forma

n̂ = Sin(θ)Cos(φ)̂�+ Sin(θ)Sin(φ)̂�+ Cos(θ)k̂ (3.15)

Un esquema de este vector aparece en la Figura 3.2.
Es fácilmente demostrable que n̂ toma la forma de la Ec. (3.15) en función de los ángulos θ y

φ. Ahora escribamos el vector de las matrices de Pauli en coordenadas rectangulares,

σ̂ = σx �̂+ σy �̂+ σzk̂, (3.16)

entonces tomamos

σ̂(θ) = σ̂ · n̂ = Sin(θ)Cos(φ)σx + Sin(θ)Sin(φ)σy + Cos(θ)σz, (3.17)
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Figura 3.2: Esquema del vector n̂.

la proyección del vector de Pauli sobre una dirección arbitraria, y de esta manera, con la Ec. (3.17),
podemos tomarlo como el observable de nuestro sistema para el espín.

Ahora podemos construir nuestro observable completo para nuestro sistema como

Ŵ (x, px, z, pz)σ̂(θ), (3.18)

de la forma en que aparece en la Ec. (3.9).

Ahora podemos calcular la función de correlación de la Ec. (3.9) para nuestro estado �nal de
la Ec. (3.11) de la siguiente forma

C(X,Px, Z, Pz, θ) = 〈ψm(τ3)|Ŵ (X,Px, Z, Pz)σ̂(θ)|ψm(τ3)〉
= 〈ψ+|Ŵ (X,Px, Z, Pz)|ψ+〉〈↑z|σ̂(θ)|↑z〉+ 〈ψ+|Ŵ (X,Px, Z, Pz)|ψ−〉〈↑z|σ̂(θ)|↓z〉
+ 〈ψ−|Ŵ (X,Px, Z, Pz)|ψ+〉〈↓z|σ̂(θ)|↑z〉+ 〈ψ−|Ŵ (X,Px, Z, Pz)|ψ−〉〈↓z|σ̂(θ)|↓z〉.

(3.19)

Luego de una serie de cálculos podemos escribir la función de correlación como

C(X,Px, Z, Pz, θ) =
(
〈ψ+|Ŵ (X,Px, Z, Pz)|ψ+〉 − 〈ψ−|Ŵ (X,Px, Z, Pz)|ψ−〉

)
Cos(θ)

+
(
〈ψ+|Ŵ (X,Px, Z, Pz)|ψ−〉+ 〈ψ−|Ŵ (X,Px, Z, Pz)|ψ+〉

)
Sin(θ)(Cos(φ)− iSin(φ)).

(3.20)

Ahora consideremos que φ = 0, el caso en que solamente nos interesan las correlaciones sobre el
plano X − Z. Tenemos �nalmente que la función de correlación que nos interesa es de la forma

C(X,Px, Z, Pz, θ) =
(
〈ψ+|Ŵ (X,Px, Z, Pz)|ψ+〉 − 〈ψ−|Ŵ (X,Px, Z, Pz)|ψ−〉

)
Cos(θ)

+
(
〈ψ+|Ŵ (X,Px, Z, Pz)|ψ−〉+ 〈ψ−|Ŵ (X,Px, Z, Pz)|ψ+〉

)
Sin(θ),

(3.21)

la cual es posible calcular analíticamente utilizando el operador de Wigner que proponemos en la
Ec. (3.10).
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3.3. No localidad de los experimentos de Stern Gerlach con-

secutivos

El estudio de las correlaciones cuánticas en sistemas cuánticos está estrechamente relacionado
con tareas no clásicas [12, 15�19, 22, 50, 54�56, 66, 81, 83�85] que abren el camino a importantes
aplicaciones. Nosotros cuanti�camos las correlaciones cuánticas de los ESGC con una función de
correlación para sistemas híbridos con espín que ya ha sido probada para estados bipartitas [19, 22].
De esta forma para poder detectar no localidad necesitamos veri�car desigualdades de tipo Bell
aplicadas a nuestro sistema de tal forma que podamos estudiar las correlaciones entre partes de
nuestro sistema, ya sea por pares o tercias.

3.3.1. Resultados

Nuestra descripción cuántica de los experimentos nos permite profundizar en las características
cuánticas del sistema, de esta forma, estudiamos las correlaciones cuánticas presentes por medio
de la desigualdad CHSH, de Bell-Klyshko-Mermin y de Svetlichny. Es importante mencionar que
la violación de estas desigualdades demuestra la no localidad y la existencia de enredamiento, es
decir que se consideran una forma de certi�car la existencia de enredamiento en un sistema sin
depender de un aparato de medición [54�57, 66, 86, 87]. En particular las desigualdad CHSH [53] y
la de Bell-Klyshko-Mermin [88, 89] detectan correlaciones por pares a pesar de que esta última sea
utilizada en sistemas de más dimensiones, la desigualdad de Svetlichny [86] detecta correlaciones
entre tres sistemas.

Desigualdad CHSH

De la Ecs. (3.9), (3.11), (3.12), (3.21) llegamos a que la función de correlación de los ESGC
tiene la siguiente forma

C(X,Px, Z, Pz, θ) = exp[ω′z(Z,Pz) + ω′x(X,Px)]

×

[
4Cos(θ)

(
exp[ωz]

{
exp[ωx]Cosh[dx(X,Px)]Sinh[dz(Z,Pz)]

+ exp[−ωx]Cos[δx(X,Px)]Cosh[dz(Z,Pz)]
})

+ 4Sin(θ)

(
exp[−ωz]

{
exp[ωx]Sinh[dx(X,Px)]Cos[δz(Z,Pz)]

+ exp[−ωx]Sin[δx(X,Px)]Sin[δz(Z,Pz)]
})]

,

(3.22)

hasta un factor de normalización. Las funciones ω′z(Z,Pz), ω
′
x(X,Px), ωz, ωx, dz(Z,Pz), dx(X,Px),

δz(Z,Pz) and δx(X,Px) son funciones reales dadas por las siguientes de�niciones

ω′z(Z,Pz) =
1

4
[
1 + (τ2 + τ3)

2
] [− (τ2 + τ3)

2 (
Z2 + 2k63τ

4
3

)]
− 2k63τ

2
3

[
1 + (τ2 + τ3)

2
]

+ 2k63τ
3
3 (τ2 + τ3)− 2

[
1 + (τ2 + τ3)

2
]
P 2
z −

1

4
Z2 + 2PzZ (τ2 + τ3)

− 1

4
[
1 + (τ2 + τ3)

2
] (Z2 + 2k63τ

4
3

)
− 4k63τ

2
3 ,

(3.23)
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ω′x(X,Px) =
1

4
[
1 + (τ2 + τ3)

2
](− (τ2 + τ3)

2 (
X2 + 2k62τ

4
2

)
− 8k62τ

2
2

[
4
(
1 + τ22

)2 − 2τ23
(
1− τ22

)
+ 4τ2τ3

(
1 + τ22
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+ 8k62τ
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x −
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(3.24)

ωz = −1

2
k63τ

4
3 − 2k63τ

2
3

[
1 + (τ2 + τ3)

2
]

+ 2 (τ2 + τ3) k63τ
3
3 , (3.25)

ωx = −1

2
k62τ

4
2 − 2k62τ

2
2 , (3.26)

dz(Z,Pz) =
1

4
[
1 + (τ2 + τ3)

2
] [−2

√
2k33τ

2
3 (τ2 + τ3)

2
Z
]

+
√

2k33τ3 (τ2 + τ3)Z

− 1√
2
k33τ

2
3Z +

√
2k33τ3 (τ2 + τ3)Z − 1
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2
3Z
]
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−4
√

2k33τ3 + (τ2 + τ3)
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2
√

2k33τ
2
3 − 4

√
2k33τ3 (τ2 + τ3)
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(3.27)

dx(X,Px) =
1

4
[
1 + (τ2 + τ3)

2
]

×
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−2
√

2k32τ
2
2 (τ2 + τ3)

2
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√
2k32τ2X
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√
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√
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(3.28)

δz(Z,Pz) = −Pz2
√

2k33τ
2
3 + 2

√
2k33τ3Z + 2

√
2k33τ3z0, (3.29)

δx(X,Px) =
1

4
[
1 + (τ2 + τ3)

2
] {2
√

2k32τ2X
[
2− 2 (τ2 + τ3)

2
+ 4τ2 (τ2 + τ3)
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+
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2
] {−4

√
2k32τ2X [2 + 2τ2 (τ2 + τ3)]
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+ 2
√

2k32τ2x0.

(3.30)

Tenemos las de�niciones adimensionales extra dadas por

Px =
pxσ0
~

, Pz =
pzσ0
~

. (3.31)
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La desigualdad CHSH [22, 53, 54, 66] que usamos para veri�car la existencia de no localidad entre
el par Z-θ es como sigue

−2 ≤BCHSH = C(X,Px, Z, Pz, θ) +C(X,Px, Z, Pz, θ
′)

+C(X,Px, Z
′, Pz, θ)−C(X,Px, Z

′, Pz, θ
′) ≤ 2.

(3.32)

Para estudiar la no localidad entre Z y θ necesitamos �jar las demás variables, en este caso X, Px,
Pz, Z ′ and θ′. La nomenclatura de variables primadas y no primadas viene de la construcción de
las desigualdades tipo Bell, dándole el signi�cado a estas varibles como mediciones realizadas por
distintas personas. (Véase ejemplo en Sección 3.1.2). Esta consideración se aplicará en cada una
de las desigualdades siguientes.

La grá�ca de la función de correlación para este caso aparece en la Figura 3.3 para los valores
de los parámetros �jos X = 0.1, Px = 0.129, Pz = 0.049, τ2 = 6.8, τ3 = 2.6, k2 = 0.3, k3 = 0.3,
x0 = 4 y z0 = 4. La función de Bell para este caso, BCHSH , se puede ver en la Figura 3.4 para las
cantidades primadas Z ′ = 2.4 y θ′ = π

5 . Reportamos una violación de la desigualdad CHSH para
el par Z,θ por un mínimo valor de BCHSH de (negativo) -2.62405. Encontrando este mínimo para
los valores Z = 0.43 y θ ≈ 2

3π.

Figura 3.3: Función de correlación para el par Z-θ tomando las cantidades �jas como X = 0.1,
Px = 0.129, Pz = 0.049, τ2 = 6.8, τ3 = 2.6, k2 = 0.3, k3 = 0.3, x0 = 4 y z0 = 4.

Para poder observar más ampliamente el comportamiento de la función de Bell para este caso,
hemos evaluado diversos valores de las constantes que aparecen en la Tabla 3.1. Además, para
darnos una mejor idea de como evoluciona en el tiempo la función de Bell, BCHSH , hemos colocado
una serie de grá�cas donde se puede observar como se modi�ca la función de correlación y BCHSH
para un tiempo �jo para τ2 y variando el tiempo τ3 de 0 a 9, esto se puede ver en la Figura 3.5.

Adicionalmente hemos veri�cado la violación de otros pares de variables para este caso, es decir
la desigualdad CHSH para los pares de variables X-θ y X-Z. En estos casos hemos encontrado
también violación de la desigualdad CHSH.

Para el caso del par X-Z, obtenemos la máxima violación de BCHSH = 2.036 para los valores
Px = 0.095, Pz = 0.053, θ = π/5, τ2 = 2.8, τ3 = 5, k2 = 0.3, k3 = 0.3, x0 = 4, z0 = 4, X ′ = 0.18 y
Z ′ = 1.6. El máximo se alcanza para los valores de X = 0.844 y Z = 3.234.

En el caso del par de variables X-θ encontramos una máxima violación de BCHSH = −2.53132
para las cantidades Px = 0.76, Pz = 0.0019, Z = 0.1, τ2 = 4, τ3 = 0.1, k2 = 0.3, k3 = 0.3, x0 = 4,
z0 = 4, X ′ = −0.128 y θ′ ≈ π/16. Para este caso el máximo se logra para los valores no primados
X = 1.41 y θ ≈ π/6.
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Figura 3.4: Grá�ca de BCHSH para las cantidades primadas Z ′ = 2.4 y θ′ = π
5 . Encontramos un

mínimo de −2.62405 para esta función, de esta manera, existe una violación para la desigualdad
(3.32) por una cantidad de 0.62405, es decir, alrededor del 75 % de la máxima cantidad de violación,
∼ 0.8284, dada por la cota Cirel'son[54, 66, 90].

No. BCHSH X Px Pz Z ′ θ′ τ2 τ3 k2 k3 x0 z0
1. -2.58865 0.1 0.1298 0.04963 2.2 π/5 6.8 2.6 0.3 0.3 4 4
2. -2.6103 0.1 0.1298 0.04963 2.3 π/5 6.8 2.6 0.3 0.3 4 4
3. -2.62405 0.1 0.1298 0.04963 2.4 π/5 6.8 2.6 0.3 0.3 4 4
4. -2.62844 0.1 0.1298 0.04963 2.5 π/5 6.8 2.6 0.3 0.3 4 4
5. -2.62252 0.1 0.1298 0.04963 2.6 π/5 6.8 2.6 0.3 0.3 4 4
6. -2.60597 0.1 0.1298 0.04963 2.7 π/5 6.8 2.6 0.3 0.3 4 4

7. -1.80902 0.1 0.190919 0.190919 2.5 π/5 10 10 0.3 0.3 4 4
8. -1.80902 0.1 0.286378 0.286373 2.5 π/5 15 15 0.3 0.3 4 4
9. 1.15923 0.1 0.381838 0.381838 2.5 π/5 20 20 0.3 0.3 4 4
10. ≈ 0 0.1 1.90919 1.90919 2.5 π/5 100 100 0.3 0.3 4 4

11. -2.01543 0.1 0.04963 0.04963 2.5 π/5 2.6 2.6 0.3 0.3 4 4
12. -2.01798 0.1 0.053457 0.04963 2.5 π/5 2.8 2.6 0.3 0.3 4 4
13. -2.02211 0.1 0.061094 0.04963 2.5 π/5 3.2 2.6 0.3 0.3 4 4
14. -2.02787 0.1 0.076367 0.04963 2.5 π/5 4 2.6 0.3 0.3 4 4
15. -2.01176 0.1 0.095459 0.04963 2.5 π/5 5 2.6 0.3 0.3 4 4

16. 1.49842 0.1 0.04963 0.129825 2.5 π/5 2.6 6.8 0.3 0.3 4 4
17. 1.55986 0.1 0.04963 0.129825 2.1 π/5 2.6 6.8 0.3 0.3 4 4
18. 1.56884 0.1 0.04963 0.129825 2.1 π/2 2.6 6.8 0.3 0.3 4 4

Tabla 3.1: Valores para BCHSH para varios valores de los parámetros para el caso Z-θ. Podemos
observar diversos valores para las constantes, note que para tiempos grandes BCHSH tiende a 0.
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1)

2)

3)

4)

5)

6)

Figura 3.5: Grá�cas de la función de correlación para el par Z-θ (columna izquierda) y de su
correspondiente función de Bell, BCHSH (columna derecha), para diversos tiempos τ3. Para todos
los casos de esta �gura, X = 0.1, Px = 0.129, Pz = 0.049, τ2 = 6.8, k2 = 0.3, k3 = 0.3, x0 = 4,
z0 = 4, Z ′ = 2.4 y θ′ = π

5 . Para el caso 1) tenemos τ3 = 0, para el caso 2) τ3 = 1, para 3)
τ3 = 3, para 4) τ3 = 5, para 5) τ3 = 7 y para 6) τ3 = 9. Vemos como la función de correlación
se va separando en varias partes conforme aumenta τ3, mientras que BCHSH mantiene una forma
parecida en la mayoría de los tiempos hasta el caso 6) donde se observa una serie de mínimos muy
marcados.
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Desigualdad de Bell-Klyshko-Mermin

Nuestro tratamiento para el estudio de correlaciones y el número de GDL en el sistema nos
permite evaluar no localidad bipartita entre tres partes del sistema, el caso de mayor interés es el
de la triada X-Z-θ. La desigualdad de Bell-Klyshko-Mermin que usamos para este propósito es la
siguiente [54, 66, 88, 89]:

−2 ≤ BBKM = C(X,Px, Z, Pz, θ
′) +C(X,Px, Z

′, Pz, θ)

+C(X ′, Px, Z, Pz, θ)−C(X ′, Px, Z
′, Pz, θ

′) ≤ 2.
(3.33)

En este caso necesitamos �jar las variables Px, Pz, X ′, Z ′ y θ′. La veri�cación de la Ec. (3.33) puede
ser llevada a cabo solo numéricamente y no es posible visualizar ninguna grá�ca de BBKM debido
al número de GDL en la desigualdad de Bell-Klyshko-Mermin. Nuestro estudio de la desigualdad de
la Ec. (3.33) nos da como valor máximo para BBKM la cantidad 2.43257 con X = 0.815, Z = 1.546
y θ ≈ π/4, demostrando la violación de la desigualdad (3.33) para las cantidades �jas Px = 0.051,
Pz = 0.089, X ′ = 0.83, Z ′ = 3.3 y θ′ = π

2 , τ2 = 2.7, τ3 = 4.7, k2 = 0.3, k3 = 0.3, x0 = 4 y z0 = 4.
Una tabla para varios valores de las contantes muestran un esbozo del comportamiento de

BBKM , véase Tabla 3.2.

No. BBKM Px Pz X ′ Z ′ θ′ τ2 τ3 k2 k3 x0 z0
1. -2.01495 0.0515481 0.039598 0.83 1.5 9π/10 2.7 7 0.3 0.2 4 4
2. -1.98623 0.0515481 0.039598 0.83 1.5 4π/10 2.7 7 0.3 0.2 4 4
3. 2.01033 0.0515481 0.039598 0.83 1.75 4π/10 2.7 7 0.3 0.2 4 4
4. 2.0196 0.0515481 0.039598 0.95 1.75 4π/10 2.7 7 0.3 0.2 4 4
5. 2.03421 0.0515481 0.039598 0.95 1.75 π − (π/13) 2.7 7 0.3 0.2 4 4

6. 2.42815 0.0515481 0.0897319 0.95 3.3 π/2 2.7 7 0.3 0.3 4 4
7. 2.43168 0.0515481 0.0897319 0.89 3.3 π/2 2.7 7 0.3 0.3 4 4
8. 2.43257 0.0515481 0.0897319 0.85 3.3 π/2 2.7 7 0.3 0.3 4 4
9. 1.76862 0.0954594 0.0954594 0.85 3.3 π/2 5 5 0.3 0.3 4 4
10. -1 0.190919 0.190919 0.85 3.3 π/2 10 10 0.3 0.3 4 4
11. ≈ 0 0.190919 0.954594 0.85 3.3 π/2 10 50 0.3 0.3 4 4

Tabla 3.2: Valores para BBKM para varios valores de los parámetros para el caso X-Z-θ. Vemos
que para tiempos grandes BBKM se hace cada vez más pequeña.
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Desigualdad de Svetlichny

Nuestro tercer análisis de no localidad está dado por la desigualdad de Svetlichny [55, 86, 87]
para X, Z y θ. Recordemos que esta desigualdad detecta correlaciones reales entre tres sistemas.
La desigualdad de Svetlichny está dada por

−4 ≤ BS = C(X,Px, Z, Pz, θ) +C(X,Px, Z, Pz, θ
′)

+C(X,Px, Z
′, Pz, θ)−C(X,Px, Z

′, Pz, θ
′) +C(X ′, Px, Z, Pz, θ)

−C(X ′, Px, Z, Pz, θ
′)−C(X ′, Px, Z

′, Pz, θ)−C(X ′, Px, Z
′, Pz, θ

′) ≤ 4,

(3.34)

�jando Px, Pz, X ′, Z ′ y θ′. Nuestro estudio exhaustivo de la desigualdad de la Ec. (3.34) nos
permite reportar la no violación de la desigualdad de Svetlichny para nuestro sistema. Obtenemos
el máximo de BS / 4 para las cantidades �jas Px = 0.043, Pz = 0.066, X ′ = 0.52, Z ′ = 1.49 y
θ′ = π

5 , τ2 = 2.3, τ3 = 3.5, k2 = 0.3, k3 = 0.3, x0 = 4.5 y z0 = 5.2.
Sin embargo, hemos veri�cado nuestro sistema con dos versiones débiles de la desigualdad de

Svetlichny, la primera dada por la referencia [55],

BSV 1 =−C(X,Px, Z, Pz, θ) +C(X,Px, Z
′, Pz, θ)

+C(X ′, Px, Z, Pz, θ) +C(X ′, Px, Z
′, Pz, θ) +C(X,Px, Z, Pz, θ

′)

+C(X,Px, Z
′, Pz, θ

′) +C(X ′, Px, Z, Pz, θ
′)−C(X ′, Px, Z

′, Pz, θ
′) ≤ 4,

(3.35)

y la segunda dada por la desigualdad 185 en la referencia [56],

BSV 2 =−C(X,Px, Z, Pz, θ)−C(X,Px, Z
′, Pz, θ)

+C(X ′, Px, Z, Pz, θ)−C(X ′, Px, Z
′, Pz, θ)−C(X,Px, Z, Pz, θ

′)

+C(X,Px, Z
′, Pz, θ

′)−C(X ′, Px, Z, Pz, θ
′)−C(X ′, Px, Z

′, Pz, θ
′) ≤ 4.

(3.36)

En ambos casos, para BSV 1 y BSV 2, no encontramos ninguna violación para una gran variedad
de casos para diferentes valores. Este resultado está en concordancia con el máximo hallado en la
desigualdad de Bell-Klyshko-Mermin, Ec. (3.33), porque la máxima violación no es más grande
que 2

√
2 para nuestro caso [54, 91].
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3.4. Metodología para el cálculo numérico de las funciones

de Bell

El cálculo numérico de las funciones de Bell para cada una de las desigualdades de la Sección
3.3 se llevó a cabo utilizando maximizaciones y minimizaciones numéricas en Mathematica. El
programa creado para tal �n se ve esquematizado en el siguiente código

τ2 = 2.7

τ3 = 4.7

k2 = 0.3

k3 = 0.3

z0 = 4

x0 = 4

C(X,Px, Z, Pz, θ)

Px = (1/
√
2) ∗ k32 ∗ t2

Pz = (1/
√
2) ∗ k33 ∗ t3

Maximo = Maximize[C(X,Px, Z, Pz, θ), {X,Z, θ}]
Minimo = Minimize[C(X,Px, Z, Pz, θ), {X,Z, θ}]

M0 = Abs[NMaxV alue[{C(X,Px, Z, Pz, θ), −35 ≤ X ≤ 35, −35 ≤ Z ≤ 35, −12 ∗ π ≤ θ ≤ 12 ∗ π}]]
M1 = Abs[NMaxV alue[{C(X,Px, Z, Pz, θ), −35 ≤ X ≤ −30, −35 ≤ Z ≤ −30, −12 ∗ π ≤ θ ≤ 12 ∗ π}]]
M2 = Abs[NMinV alue[{C(X,Px, Z, Pz, θ), −35 ≤ x ≤ −30, −35 ≤ z ≤ −30, −12 ∗ π ≤ θ ≤ 12 ∗ π}]]
·
·
·

M(n− 1) = Abs[NMaxV alue[{C(X,Px, Z, Pz, θ), 30 ≤ X ≤ −35, 30 ≤ Z ≤ 35, −12 ∗ π ≤ θ ≤ 12 ∗ π}]]
Mn = Abs[NMinV alue[{C(X,Px, Z, Pz, θ), 30 ≤ X ≤ −35, 30 ≤ Z ≤ 35, −12 ∗ π ≤ θ ≤ 12 ∗ π}]]

N = Max[Maximo, Minimo, M0, M1, M2, ..., Mn]

BBKM/N

V 01 = Maximize[BBKM/N, θ), {X,Z, θ}]
V 02 = Minimo = Minimize[BBKM/N, {X,Z, θ}]

V 0 = Abs[NMaxV alue[BBKM/N, −35 ≤ X ≤ 35, −35 ≤ Z ≤ 35, −12 ∗ π ≤ θ ≤ 12 ∗ π}]]
V 1 = Abs[NMaxV alue[BBKM/N, −35 ≤ X ≤ −30, −35 ≤ Z ≤ −30, −12 ∗ π ≤ θ ≤ 12 ∗ π}]]
V 2 = Abs[NMinV alue[BBKM/N, −35 ≤ x ≤ −30, −35 ≤ z ≤ −30, −12 ∗ π ≤ θ ≤ 12 ∗ π}]]
·
·
·

V (n− 1) = Abs[NMaxV alue[BBKM/N, 30 ≤ X ≤ −35, 30 ≤ Z ≤ 35, −12 ∗ π ≤ θ ≤ 12 ∗ π}]]
V n = Abs[NMinV alue[BBKM/N, 30 ≤ X ≤ −35, 30 ≤ Z ≤ 35, −12 ∗ π ≤ θ ≤ 12 ∗ π}]]

BellMax = Max[V 01, V 02, V 0, V 1, V 2, ..., V n]

Como podemos apreciar en el esquema de arriba primero de�nimos las constantes que no formarán
parte de la maximización como lo son los tiempos, τ2 y τ3, las constantes k2, k3, z0 y x0, luego de
eso de�nimos la función de correlación para cada caso. Los momentos también son constantes, en
particular utilizamos el hecho de que P2,3

∼= (1/
√

2) ∗ k32,3 ∗ t2,3 [15].
Luego de esto realizamos maximizaciones y minimizaciones en intervalos para normalizar nu-
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méricamente la función de correlación y después tomamos los valores absolutos de estos máximos
y mínimos y tomamos el mayor de ellos que llamamos N.

El siguiente paso es escribir la función de Bell para cada caso particular y dividimos sobre N.
Finalmente maximizamos y minimizamos la función de Bell normalizada para veri�car si se

viola la desigualdad para cada caso.
Una cuestión importante acerca de nuestro cálculo numérico es que nos fue imposible normalizar

la función de correlación analíticamente a pesar de que nuestro estado �nal, Ec.(3.11), se encuentra
normalizado. Pensamos que este fenómeno se debe a que el operador de Wigner, Ec. (3.10), al
realizar el mapeo de cambio al espacio fase invalida la normalización de nuestro estado en el
espacio de posiciones. Realizamos esfuerzos para poder normalizar la función de correlación con
integrales de la forma ∫ ∞

−∞
C(X,Px, Z, Pz, θ)dV, (3.37)

donde dV es un diferencial de una o más variables de la función de correlación. Como se puede
observar este tipo de integrales son en su forma más general quíntuples, por lo que calcularlas
analíticamente es difícil o imposible. Esta es la principal razón por la que en nuestros cálculos
optamos por una normalización numérica.

Otra cuestión importante que resaltar es que los valores utilizados para las constantes son valores
aproximados a los reales del experimento [15, 16], los tiempos τ2,3, momentos PX,Z , la intensidad
del campo inhomogéneo y homogéneo con las constantes k2,, k3 y x0, z0 respectivamente. Esto
hace a nuestro trabajo comparable con resultados experimentales que pudieran llevarse a cabo.

3.5. Relación entre correlaciones y enredamiento en los

ESGC

El enredamiento en el ESG ha sido ampliamente estudiado en años recientes, por ejemplo
puede ver [16, 17, 50]. Uno de los principales objetivos de estas descripciones del enredamiento es
la cuanti�cación del mismo por medio de medidas de enredamiento ya sea en sistemas discretos,
continuos o híbridos.

Nuestro tratamiento de las correlaciones cuánticas es directamente equiparable con el estudio
del enredamiento del ESG por Roston et. al.[16] y Piceno Martínez et. al. [50], debido a que
mantenemos la misma descripción cuántica del ESG de [50] y la misma dependendencia temporal
en la función de correlación, Ec. (3.22), y el enredamiento de [16, 50].

Para el caso de la desigualdad de CHSH, la máxima violación encontrada en la desigualdad
de la Ec. (3.32) es alcanzada para τ2 = 6.8, τ3 = 2.6, k2 = 0.3, k3 = 0.3. Para los valores del
tiempo adimensional τ2 = 6.8 con k2 = 0.3, el máximo enredamiento entre X y θ es casi alcanzado
después del primer ESG, mientras que para τ3 = 2.6 con k3 = 0.3, el enredamiento sería pequeño;
ver Figura 3.6. Por lo tanto, no hay una relación aparente entre el enredamiento y la existencia
de máxima no localidad, la única cosa que podemos asegurar es que en presencia de máximas
correlaciones cuánticas existe enredamiento.

Reportamos la no violación de la desigualdad de CHSH de los ESGC para tiempos, τ2,3 donde
el enredamiento es máximo, por ejemplo τ2,3 = 10 para k2,3 = 0.3, ver Tabla 3.1 y Figura 3.7, un
resultado contraintuitivo a primera vista pero que concuerda con estudios previos de la no localidad
con máximo enredamiento [92, 93], donde se prueba que estados máximamente enredados no violan
desigualdades de tipo Bell.

Esperamos que para el caso con más GDL involucrados, el enredamiento en los ESGC tendrá un
comportamiento similar al ESG original, está es una expectativa razonable. De esta forma, también
reportamos la no violación de la desigualdad de Bell-Klyshko-Mermin y de las desigualdades de
Svetlichny cuando τ2,3 →∞, es decir, en estos casos, anticipamos la falta de correlaciones cuánticas
cuando el enredamiento multipartita en aquellos casos es máximo.
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Figura 3.6: Entropía de enredamiento (E) del ESG para varios valores de k para el tiempo τ . En
los ESGC, tenemos k2,3 y τ2,3, que son equivalentes a estas constantes sin numerar. De esta forma
podemos directamente comparar el comportamiento temporal de las correlaciones cuánticas y el
enredamiento en los ESGC dependiendo del parámetro k. Grá�ca replicada de [50].

Figura 3.7: Grá�ca de la función de correlación para el par Z-θ (izquierda) y para su correspondiente
función de Bell, BCHSH (derecha), para los valores que corresponden a X = 0.1, Px = 0.190919,
Pz = 0.190919, Z ′ = 2.5, θ′ = π/5, τ2 = 10, τ3 = 10, k2 = 0.3, k3 = 0.3, x0 = 4 y z0 = 4
que corresponden al número 7 en la Tabla 3.1. Podemos ver de estas grá�cas como la función de
correlación y la de Bell son más pequeñas, comparadas con otros tiempos menores, debido a que
existe máximo enredamiento en el sistema.
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3.6. Distribución de probabilidad para los ESGCM

En esta sección mostraremos la distribución de probabilidad de los experimentos modi�cados,
cuyo estado �nal escrito de la forma adimensional aparece en la Ec.(3.11), y veremos su compor-
tamiento en el tiempo.

La densidad de probabilidad para este caso está dada como,

〈ψm(τ3)|ψm(τ3)〉 = |M |2 exp

 −1

4
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)2)] (3.39)

Las Ecs. (3.38) y (3.39) toman en cuenta solamente la evolución del sistema en el plano X-Z.
Vemos en la Figura 3.8 la evolución temporal de la distribución de probabilidad para el plano

X-Z. Se observa que al pasar a través del segundo experimento de Stern-Gerlach las dos primeras
áreas de probabilidad de hallar a las partículas se parten en dos para �nalmente obtener cuatro áreas
donde podremos encontrar a las párticulas si colocáramos una pantalla al �nal del experimento.
Esta división es debida al espín intrínseco de las partículas.

En la Figura 3.9 se pueden ver dos distribuciones de probabilidad pertenecientes a los momentos
donde se hallaron las máximas violaciones de las desigualdades de la Sección 3.3, a diferencia de
las distribuciones mostradas en la Figura 3.8 en estas no es posible observar dos distribuciones
separadas de párticulas por su espín, en su lugar solamente aparece un área circular relativamente
uniforme.
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1) 2) 3)

4) 5) 6)

7) 8) 9)

Figura 3.8: Grá�cas de la densidad de probabilidad de los experimentos consecutivos de Stern-
Gerlach modi�cados, Ec.(3.38), para las constantes k2 = 0.7, k3 = 0.7, x0 = 4 y σ0 = 1. En la
imagen 1) se observa la probabilidad al tiempo τ2 = 4 y τ3 = 2.6, en las posteriores imágenes,
de la 2) a la 9), se va aumentando el tiempo τ3 en intervalos de 0.4 hasta el tiempo τ3 = 6.4. El
tiempo τ3 aparece en la parte de arriba de cada imagen. Vemos que conforme pasa el sistema a
través del segundo experimento este actua de una manera en que la probabilidad de encontrar a
las partículas al salir se distribuye en cuatro diferentes regiones.

El cálculo y representación grá�ca de la distribución de probabilidad de los experimentos con-
secutivos apoya la idea de que el experimento pensado acerca del steering, subsección 3.1.4, es
correcto debido a la separación de la distribución de probabilidad en la Figura 3.8, esto hace mu-
cho más robusta nuestra aseveración de que existe no localidad y no solamente no contextualidad
en los experimentos consecutivos. Por otro lado la falta de una separación como la que aparece
en la Figura 3.8 en la Figura 3.9 nos hace invocar nuevamente el concepto de distinguibilidad de
estados, pues precisamente esta falta de separación podría considerarse ambigua para este caso,
debido a que estamos encontrando que la distribución de probabilidad donde se halla violación po-
seé una cierta área, que bien podríamos considerar de antemano dividida por un plano transversal
y adjudicar el medio círculo de arriba al espín arriba y la mitad de abajo al espín abajo, acción que
teóricamente realiza de una manera natural nuestra propuesta de operador de Wigner, Ec. (3.10).
En otro orden de ideas, podría intentarse utilizar el estado de máxima no localidad que hemos
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1) 2)

Figura 3.9: 1) Distribución de probabilidad para las constantes k2 = 0.3, k3 = 0.3, x0 = 4 y
σ0 = 1 al tiempo τ2 = 6.8 y τ3 = 2.6 que corresponde al momento donde la máxima violación de la
desigualdad CHSH fue hallada, veáse Fig 3.4. 2) Distribución de probabilidad para las constantes
k2 = 0.3, k3 = 0.3, x0 = 4 y σ0 = 1 al tiempo τ2 = 2.7 y τ3 = 4.7 que corresponde al momento
donde la máxima violación de la desigualdad de Bell-Klyshko-Mermin fue encontrada.

encontrado y evolucionarlo en el vacío para que este presente una distinguibilidad mayor, debido
al ensanchamiento de los paquetes de onda asociados al espín no incrementando su enredamiento
como se observa en el modelo que hemos descrito, y de esta forma veri�car las desigualdades de
tipo Bell en estados con mayor distinguibilidad. Tal vez nos sea posible explorar esta idea en un
trabajo posterior.

3.7. Conclusiones

En este capítulo hemos estudiado la no localidad de los ESGC. Hemos dado un repaso a temas y
conceptos imprescindibles para poder entender la no localidad cuántica de una forma general y así
poderla estudiar particularmente en nuestro sistema. Una discusión que existe actualmente es que
no es posible encontrar no localidad en sistemas que tienen enredamiento entre sus propios GDL.
Nosotros, con el apoyo de esta descripción y de varios otros trabajos, consideramos que el ESG y
los ESGC son no locales. Además hemos demostrado que estos poseen la propiedad de steering.

Hemos encontrado violación de las desigualdades CHSH y de Bell-Klyshko-Mermin, sin embargo
el estado evolucionado de los ESGC no viola las desigualdades de Svetlichny. Entonces concluimos
que existe no localidad en los ESGC en el caso bipartita pero no podemos asegurar la existencia
de no localidad tripartita ni enredamiento tripartita real debido a la falta de violación de las
desigualdades de Svetlichny [54, 55, 57, 87, 91]. Este resultado no implica que una violación de la
desigualdad de Svetlichny no puede existir para los ESGC pero no podemos proveer una prueba
de la violación de tal desigualdad.

El resultado sorprendente del ESG con la separación espacial de los espines está también pre-
sente en la evolución de los ESGC, donde nuestra descripción del estado evolucionado indica la
presencia de enredamiento entre espín y posición. Además de corroborar esto al realizar el cálculo
de la distribución de probabilidad de los ESGC. El carácter cuántico de los ESGC cobra impor-
tancia cuando se prueba que las correlaciones entre posición y espín son no locales, y por lo tanto,
naturalmente no clásico. Las correlaciones cuánticas del estado híbrido tripartita de los ESGC
fueron exitosamente caracterizadas mediante una generalización de la función de correlación BW.
La función propuesta dicotomiza los GDL espaciales usando el operador de paridad y combina esta
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descripción con la usual para variables discretas [22]. Con estos resultados, los ESGC presentan un
caso importante de no localidad híbrida.

Más aún, fue encontrado que la violación de la desigualdad CHSH para el par correlacionado
Z-θ, Z siendo la dirección de la última separación dada por el ESG, tiene un máximo valor de
2.62. Esta es una sustancial y considerable violación, apreciablemente cerca al máximo valor para
la violación de la desigualdad CHSH para dos sistemas de 2

√
2 [90]. También, una muy buena

violación para este tipo de operadores de Bell [84, 85].
Por otro lado, la violación máxima de la desigualdad de Bell-Klyshko-Mermin encontrada para

el estado de los ESGC es 2.43 para la tercia X-Z-θ. Esto prueba la no localidad tripartita de
los ESGC, pero esta desigualdad detecta de igual forma la no localidad bipartita entre múltiples
correlaciones entre pares. La violación encontrada es en este caso lejana al máximo posible de 4
para la desigualdad tripartita [54].

La no violación de las desigualdades de Svetlichny indica que no hay presencia de no localidad
tripartita real ni enredamiento tripartita real en los experimentos consecutivos. Esto signi�ca que
el enredamiento y la no localidad tripartitas del experimento podría reducirse a un modelo de
biparticiones del sistema, es decir que existen solamente correlaciones por pares de GDL. Pode-
mos relacionar estos resultados con la presencia de enredamiento en el ESG. En el ESG usual,
enredamiento híbrido se crea, tan pronto como existe interacción entre el haz de partículas y el
campo inhomogéneo, incrementando con el tiempo de evolución con el campo hasta alcanzar el
enredamiento máximo posible [16, 50]. En el punto de máximo enredamiento la distribución de
probabilidad del ESG unitario se separa en dos secciones. Probamos que este fenómeno también
sucede en los ESGC. Sin embargo, en la con�guración completa no localidad biparita no ha sido
encontrada para parámetros de la evolución de los ESGC en los que esperamos enredamiento máxi-
mo. No localidad tripartita en la forma de una violación de la desigualdad de Bell-Klyshko-Mermin
no es encontrada tampoco para parámetros que darían enredamiento máximo. Este resultado está
de acuerdo con estudios previos donde se muestra que sistemas con enredamiento máximo presen-
tan poca o nula no localidad. Podemos asegurar que en los puntos donde la no localidad ha sido
encontrada, existe enredamiento tripartirta en el estado de los ESGC, pero este enredamiento no
es perfecto.

Finalmente, caculamos y revisamos la distribución de probabilidad de los experimentos conse-
cutivos y encontramos que la famosa separación de espines está presente para nuestra función de
onda de nuestro estado �nal evolucionado. La separación de nuestra función de onda apoya nuestro
experimento pensado de steering y la presencia de no localidad de los experimentos consecutivos.
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Conclusiones Finales

En este trabajo de tesis doctoral hemos estudiado ampliamente a los experimentos de Stern-

Gerlach consecutivos. Revisamos su dinámica en el tiempo utilizando un método que, hasta donde

sabemos, no se había utilizado para describirlos. Tal dinámica nos indica que este sistema poseé

enredamiento entre sus GDL de posición y espín. Más aún, nos dedicamos a describir otras ca-

racterísticas cuánticas de este sistema, encontrando que los ESGC son un sistema no local, con

presencia de steering, además, certi�camos la exstencia de enredamiento bipartita entre sus GDL.

Para realizar tales tareas tuvimos que resolver la Ecuación de Schrödinger para cada uno de los

experimentos consecutivos, obteniendo por primera vez la dinámica de este sistema de una manera

completamente cuántica y así sentando las bases para estudios posteriores que tengan que ver con

el ESG teórica o experimentalmente. Para poder estudiar las correlaciones presentes en el experi-

mento propusimos una generalización de la función de correlación para el ESG unitario y usamos

esta función como principal elemento en el estudio de desigualdades de tipo Bell, en las cuales

encontramos violaciones que indican la presencia de no localidad y enredamiento. Estos resulta-

dos concuerdan con trabajos anteriores de no localidad cuántica y respaldan nuestra propuesta de

función de correlación, de esta forma podemos decir que la función de correlación que propusimos

puede ser utilizada en otros sistemas para el estudio de correlaciones cuánticas e incluso esperamos

que en algún punto en el futuro existan trabajos experimentales que comprueben nuestro modelo.

El repaso de los antecedentes históricos relacionados con este trabajo nos amplió el panorama de

posibilidades de estudio de nuestro sistema, además de mostrarnos como los ESGC han sido estu-

diados desde su concepción hasta nuestros días. El ESG es uno de los experimentos fundamentales

de la Física y es debido darle un reconocimiento a casi 100 años de su realización, consideramos

este trabajo de tesis como una forma de celebrar este acontecimiento.
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