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Resumen

En esta tesis doctoral describimos por primera vez la evolucion en el tiempo de los experimentos
de Stern-Gerlach consecutivos y encontramos su estado final al resolver la ecuacién de Schrodinger
asociada al sistema. El estado final de los experimentos consecutivos presenta enredamiento entre
sus grados de libertad, una propiedad cuantica de gran importancia cuya presencia en el sistema
nos hizo decidir ahondar en el estudio de las correlaciones cuanticas presentes en el experimento. De
esta manera, proponemos una descripcién cuantitativa de las correlaciones en el experimento por
medio del operador de Wigner y de esta forma evaluamos la existencia de correlaciones cuanticas y
no localidad por medio de varias desigualdades de Bell, resultando en la violacién de varias de estas
desigualdades. Asi, demostramos la existencia de no localidad y enredamiento en los experimentos
de Stern-Gerlach consecutivos.

Esta tesis se divide de la siguiente forma, en la [[ntroduccién] presentamos el panorama general
de estudio de los experimentos consecutivos, ademas mostramos nuestras razones para realizar este
trabajo. En el Capitulo [T hablamos acerca de los antecedentes historicos del Experimento de Stern-
Gerlach y de los experimentos consecutivos y su impacto en el estudio y desarrollo de la Fisica. En
el Capitulo [2| desarrollamos nuestra descripcién de la evolucién en el tiempo de nuestro sistema,
hacemos esta tarea tomando la ecuaciéon de Schrédinger asociada a cada uno de los experimentos
de Stern-Gerlach y tomando un estado inicial que es un producto entre los grados de libertad de
espin y posicion. Luego, en el Capitulo [3] desarrollamos la teoria del estudio de las correlaciones
cuanticas en nuestro sistema hasta llegar a la verificacion de varias desigualdades tipo Bell y ademaés

demostramos la existencia de steering en los experimentos consecutivos, otra importante propiedad

cuantica. Finalmente, en la parte de[Conclusiones Finales| presentamos nuestros resultados de una

forma condensada.
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Introduccion

Las ciencias tienen diferentes objetos de estudio que, dependiendo de su naturaleza, poseen una
diferencia en el enfoque de la descripcion de los mismos. Una de las formas de describir y obtener
informacién acerca de los objetos de estudio es la experimentacion. Experimentar nos permite
conocer y reconocer virtudes y propiedades de algo.

En particular, en las ciencias exactas, como lo es la Fisica, la experimentacién nos lleva a
demostrar y comprobar fenémenos o principios que hemos colocado como hipétesis o inclusive
tomar el experimento como punto de partida para realizar una descripcién cuantitativa de algin
fenémeno. En el area de la Fisica existen experimentos muy importantes que han ayudado al
entendimiento de la naturaleza y su comportamiento, no dejando atras, por supuesto, la teoria que
modela y verifica la descripcion del fenémeno.

De manera muy particular podemos mencionar al Experimento de Stern-Gerlach (ESG) como
uno de los mas importantes en la historia de la ciencia, a causa de que el mundo microscépico pudo
entenderse de una mejor manera gracias a su realizacién. Ademas, se debe mencionar aqui que a
casi cien anos de la realizaciéon del ESG seria una muy buena idea ponernos a reflexionar acerca de
las implicaciones cientificas y filoséficas que el ESG ha tenido a lo largo de la historia, una empresa
que nosotros llevamos a cabo en este trabajo de tesis.

El ESG es importante para la Fisica, en particular para la mecénica cuantica, este experimento
consiste en un rayo de particulas de plata que sale de un horno y luego pasa por una rendija que
selecciona la direccién de las particulas, para luego atravesar un campo magnético inhomogéneo,
finalmente una pantalla es colocada para poder observar lo que ha sucedido con el rayo luego de
la interaccion con el campo[IH8]. Un esquema del experimento se muestra en la Figura

El ESG fue creado con la idea original de comprobar la cuantizacion espacial de los campos
eléctrico y magnético descrita en la antigua teoria cuéntica de Debye y Sommerfeld (1916) [],
teoria que fue una generalizacion de la de Bohr de 1913[8, []. Es gracias al ESG que el espin para
particulas fue descubierto, ademas con este experimento se logrd entender mejor el concepto de
medicién en mecénica cuéntica.

A principios de los anos 20 del siglo XX poco se sabia acerca de lo que hoy se conoce como
espin o momento angular de espin, y por consiguiente, de la cuantizacion de éste. En el ano 1922
[T, 2, OHTT], Otto Stern y Walther Gerlach publicaron su famoso trabajo acerca de la confirmacién
de la existencia de una nueva propiedad de la materia, que anos después se conoceria como espin, el
cual vali6 el Premio Nobel de Fisica del aflo de 1943[9]. No s6lo el ESG ha tenido un gran impacto
en la mecanica cudntica y en las bases de ésta, sino también estd intimamente ligado al proceso

de medicién, que a lo largo de la historia de la humanidad ha sido un tema recurrente en la vida
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Figura 1: Esquema del ESG, se puede observar el rayo de particulas pasando a través del imén.

diaria y académica.

El ESG es considerado por muchos como un simple modelo de introduccion a la teoria cuéntica,
que nos ayuda a entender mejor los conceptos de: grado de libertad, particula, interaccién y espin
[6l [7]. Por esta razon deseamos hacer énfasis en que el ESG tiene en si mismo un mecanismo mas
complicado comparado con el que generalmente se le asocia, por ejemplo, una forma de obtener
estados enredados. De este modo, hemos estudiado previamente al ESG de una forma cuéntica [12]
y hemos visto que el estado obtenido al salir del imén es un estado enredado entre la posicién y el
espin. Nuestro tratamiento cudntico no fue el primero en realizarse pues existen algunos articulos
donde se habla y se encuentra que el ESG es un sistema que crea enredamiento[I3HI7], pero nuestra
descripcion es la primera en donde se toma en cuenta por completo el Hamiltoniano del ESG y de
esta forma se resuelve por primera vez la ecuacion de Schrodinger del sistema[12] 18] 19].

La importancia del ESG ha dado lugar al estudio de diferentes configuraciones de imanes, por
ejemplo, el arreglo de experimentos de Stern Gerlach consecutivos (ESGC)[6HI] ha sido estudiado
desde hace tiempo, pero hasta la fecha no existe ningin tratamiento cuantico de los ESGC en la
literatura, por lo que nos hemos dado a la tarea de describirlos usando como base nuestro estudio
cuantico previo del ESG [12].

El tratamiento semiclésico de los ESGC es comunmente utilizado en libros como una forma de
visualizar la no conmutatividad de los operadores de espin [4H7, 20, 2], pero se deja en segundo
plano la dindmica del experimento, que es descrita cualitativamente.

Los ESGC forman un sistema més complejo que el ESG, pues en nuestro caso estudiamos tres
imanes colocados uno tras otro y como es de esperar, el nimero de variables del sistema es alto.
Por esta razon el enredamiento que podrian presentar los ESGC seria entre mas grados de libertad
(GDL), por lo que cuantificarlo no seria una tarea sencilla. Por otro lado, el nimero de GDL que
presenta el sistema da lugar a correlaciones cuanticas [22] que, al igual que el enredamiento, son
caracteristicas de los ESGC dignas de estudio.




Capitulo 1

Antecedentes Historicos

1.1. El ESG: Antecedentes

El ESG fue realizado en el ano de 1922 en Frankfurt am Main, Alemania por Otto Stern y
Walther Gerlach [T} 2, BHIO|(Ver Figurdl.I). Este es un experimento fundamental para la Fisica
debido a que mostré la existencia de una nueva propiedad de las particulas, el espin. El espin,
o momento angular intrinseco, es un concepto fisico que fue propuesto en el afo de 1925 por
Uhlenbeck, Goudsmit[II] e independientemente por Kronig[23] para explicar el comportamiento
de las particulas presentes en el ESG, es decir, en presencia de un campo magnético inhomogéneo.

Figura 1.1: Placa que conmemora la realizacién del experimento por Otto Stern y Walther Gerlach
en el 80 aniversario de su elaboracion(2002). Esta placa se colocod en la universidad de Frankfurt,
frente al mismo edificio donde el ESG fue efectuado [9].
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El ESG fue concebido originalmente como una forma de probar la teoria cudntica ideada por
Debye y Sommerfeld en 19168 que estaba basada en la teoria de Bohr de 1913 [, 9], es decir en
el modelo atémico de Bohr (Ver por ejemplo [21]).

El ESG es un buen ejemplo de lo que es un experimento correcto basado en una teoria
incorrecta[8|, @], pues el concepto de espin que hizo evidente el experimento, no fue propuesto
formalmente hasta tres afos después por Uhlenbeck y Goudsmit [11], 24} [25] y propuesto informal-
mente en correspondencia por Kronig[23].

Uno de los principales antecedentes modernos que podemos encontrar en la literatura es el
articulo de Platt de 1992 [I3] en el que se muestra una forma diferente de describir el ESG. En este
articulo se resuelve la dindmica del experimento utilizando el Hamiltoniano completo del sistema
y resolviendo la ecuacién de Schrodinger en espinores, aunque no obtiene las funciones de onda del
sistema.

Muchos trabajos siguieron los pasos de Platt tratando de resolver la dindmica del experimento
e incluso proponiendo formalmente al ESG como un sistema que naturalmente crea enredamiento
[14]. Uno de los primeros trabajos en proponer una funciéon de onda para el ESG fue el de Patil
[26] de 1998 en el que utiliza el método de propagadores para resolver la dindmica del sistema
con integrales de Green. Otro trabajo interesante en donde se propone una funcién de onda en
espinores para el experimento es el de Diaz Bulnes y Oliveira [27] de 2001 en el que construyen la
funciéon de onda del ESG utilizando las funciones de Airy [28] para la particula libre.

Existen otros trabajos posteriores en los que se concentra el esfuerzo de estudio en la resoluciéon
de la ecuacion de Schrédinger con diferentes métodos para el ESG tales como el trabajo de Roston
et. al. [I6] de 2005 donde se resuelve una solucién particular de la ecuacién en espinores, ademés
este es el primer articulo en el que se describe el enredamiento del ESG. En 2007 otro importante
trabajo es el de Home et. al. [I7] donde de igual manera resuelven un caso particular de la ecuacion
de Schrodinger bajo métodos desconocidos, adicionalmente estudian la superposicién entre las
funciones de onda asociadas a cada espinor. Por otro lado, un trabajo digno de mencién es el de
Hsu et. al. de 2011 [29] donde se construyen propagadores para obtener el comportamiento en el
tiempo del experimento. Finalmente, como ltimo antecedente de la descripcion cuantica del ESG,
se encuentra nuestro trabajo acerca de la solucién de la Ecuacion de Schrodinger para el ESG del
2017 [12] utilizando el Método de Factorizaciéon del operador de evolucion (MFOE).

1.2. Los experimentos de Stern Gerlach Consecutivos: Ante-
cedentes

Los Experimentos de Stern Gerlach consecutivos (ESGC) fueron una extension del original para
poder estudiar mas a fondo la cuantizacién espacial. Hasta donde sabemos la primera persona en
proponer un arreglo de experimentos de Stern Gerlach consecutivos fue Werner Heisenberg en 1927
[30], dénde propone colocar 2 imanes puestos de forma consecutiva.

Otro importante antecedente de los experimentos consecutivos se encuentra en un par de cartas
de Albert Einstein, la primera sin fecha a Otto Stern, en la que propone una configuraciéon de dos
imanes colocados uno tras otro con polos opuestos, en la parte de arriba de la Figura se puede
ver el dibujo hecho por Einstein adjunto a la carta; la segunda carta fue enviada a Paul Ehrenfest
en 1928, en la parte de abajo de la Figura se observa otro dibujo por parte de Einstein enviado
en esta segunda carta donde propone un esquema de experimentos consecutivos.

Anos mas tarde se comenzo6 a formular, de una manera mas seria, la posibilidad y utilidad de
estudiar sistemas utilizando configuraciones de iménes colocados uno tras otro[3I]. No fue hasta
1932 que un trabajo experimental con imanes consecutivos fue realizado por Stern y Phipps[32].
Con este sistema es posible calcular el momento mégnetico de haces de particulas [32H34]. En este
experimento se colocan varios imanes uno tras otro, un esquema del experimento se puede ver en

la Figura(1.3])
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Figura 1.2: Dibujos de Albert Einstein. En la parte de arriba se encuentra el dibujo adjunto a la
carta a Stern sin fecha(US-BL, BANC MSS 85/96 c; Is-AEA 71 120), en la parte de abajo esta
el dibujo contenido en la carta a Paul Eherenfest del 28 de Enero de 1928(US-BL, BANC MSS
85/96 c; Is-AEA 10-173). En ambos dibujos se pueden ver esquemas con dos imanes colocados

consecutivamente con polos opuestos|d].
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Figura 1.3: Esquema del experimento de Phipps-Stern[8}, [32].

Este trabajo de Phipps y Stern tuvo ciertas repercusiones tales como los estudios de Giitinger[31]
y Rosen[35] que buscaban mejorar la base tedrica del experimento y también mejorarlo con el fin
de poder medir més eficazmente los momentos magneticos de diversas particulas. Tomando estos
trabajos como base, Rabi logr6 mejorar el método para poder medir los momentos magnéticos
en haces de particulas[36, 37]. El método de Rabi consiste en colocar tres imanes consecutivos,
el primero con campo inhomogéneo, el segundo con un campo oscilatorio y el tercero con un
campo inhomogéneo pero en direcciéon opuesta al primero. Este trabajo es considerado como la
base de lo que es el método de Resonancia Mégnetica Nuclear(RMN) [33], 36H39]. Rabi tuvo una
gran influencia por parte de Stern, debido a que estuvo en una estancia de trabajo con este en
Hamburgo en 1927[40], aunque corta, dicha estancia tuvo un gran impacto en la vida cientfica de
Rabilg], 40].

Con la llegada del experimento de Rabi y sus muy valiosas aplicaciones tecnologicas, el ESG
caus6 menos interés en ser estudiado pues el experimento de Rabi era mucho maés eficiente en el
célculo de momentos magnéticos[33], [37]

Afios més adelante, en 1964, Feynmann en sus conocidas Lectures on Physics|5] propuso y utilizo
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Figura 1.4: Esquema del experimento de Rabi et. al. [37]. Podemos observar que consiste de tres
imanes, el primero, A, que produce un campo inhomogéneo hacia abajo, el segundo iméan, B | que
produce un campo en la direccién opuesta a A, en la parte de enmedio podemos ver una seccion
C donde existe un campo magnético homogéneo y un campo oscilante perpendicular al campo
homogéneo y S una rendija que actia como colimador.

diferentes arreglos de experimentos de Stern-Gerlach para mostrar como se deberian comportar
las particulas con una cierta diversidad de espines. El estudio de Feynman es semiclasico y utiliza
trayectorias clasicas para describir cuantitativamente los arreglos que propone. Véase Figura |1.5
Es clara la utilidad pedagogica de los experimentos de Stern Gerlach consecutivos de Feynman,
pues incluso varias décadas después existen libros de Mecanica Cuantica que poseen diagramas
inspirados en los de Feynmanl6] [7, [41], 42]. Feynmann, es tal vez el primero en estandarizar el
estudio semiclésico del ESG y generalizarlo a experimentos consecutivos.

Figura 1.5: Esquema de dos aparatos de Stern Gerlach consecutivos para el caso de un rayo de
particulas de espin 1. Podemos observar que dos de las trayectorias del primer experimento son blo-
quedas mientras que la trayectoria superior atraviesa un segundo experimento. Imagen reproducida
de [3].

Es de importancia, al igual que el libro de Feynmann, el libro escrito por Julian Schwinger que
fue publicado postmortem en el ano 2001[43] tomando las notas que habia reunido a lo largo de los
anos, pues es sabido que él tenia la intencién de escribir un libro de mecénica cuantica desde los
afos 50, pero nunca encontré el momento adecuado para hacerlo [43]. En este libro se comienza el
estudio de la mecéanica cudntica con el proceso de medicién y con el experimento de Stern Gerlach.
Es relevante mencionar que Schwinger hace un estudio semiclasico de dos experimentos de Stern
Gerlach consecutivos, mateniendo uno fijo mientras el otro rota sobre el eje horizontal de 0 a 180°.
Véase Figura [1.6
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N

0=0° |_| all +m.m. +1
A4

f=90° — |_| 50% +m.m., 50% —m.m. 0
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# = 180° |_| all —m.m. -1

Figura 1.6: Experimentos de Stern Gerlach de Schwinger, m.m. es el momento magnético (mag-
netic moment). El promedio de momentos magnéticos es el promedio ponderado de dos posibles
resultados, +1 y —1, dicho promedio es la fraccién de un largo nimero de dtomos en el rayo supe-
rior e inferior. Como en 6 = 90°, existen momentos magnéticos positivos y negativos por igual, el
promedio es cero. Este esquema es utilizado para estudiar la probabilidad de mediciones sucesivas,
ya que el ESG es considerado como un aparato de medicion. Imagen reproducida de [43)].

Tal vez la més célebre de todas las descripciones acerca de experimentos de Stern Gerlach
consecutivos es la propuesta por Sakurai en su renombrado libro de Mécanica Cuéantica, "Mo-
dern Quantum Mechanics" de 1985 [6] que explica el comportamiento de tres configuraciones de
experimentos consecutivos. Estas configuraciones aparecen en la Figura Los tres arreglos de
experimentos consecutivos toman en cuenta particulas de espin 1/2 como en el experimento ori-
ginal y tratan de describir el comportamiento cuantitativo de tres diferentes situaciones en las
que se bloquea cierta trayectoria asociada a un espin en una direccién dada. Esta descripciéon es
utilizada como una introduccion al libro y de aqui se "deducen" mas propiedades de la mecanica
cuantica que se discuten a lo largo del libro. Es innegable la influencia que este libro ha tenido
en la ensenanza de la fisica a nivel mundial y la idea de que el ESG esta completamente descrito
estd arraigada en muchos circulos académicos [12]. Afortunadamente las descripciones cuanticas
del ESG comenzaron a surgir con el paso de los anos, pero a pesar de esto no encontramos una
descripcién cuantica de los experimentos consecutivos hasta esta, nuestra nueva propuesta.
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Figura 1.7: Tres configuraciones de ESG consecutivos, en la parte (a) se colocan dos imanes uno
tras otro, cuya inhomogeneidad se encuentra en direccién z. Se tapa uno de los componentes del
rayo, el cual se asocia al espin abajo en direccién z; al salir del segundo imén solamente existe el
rayo asociado con el espin arriba. En la parte (b) se puede ver un experimento similar al primero
solamente que el segundo experimento se coloca en direccién z, al igual que el primero, se tapa la
componente de espin hacia abajo en z, luego se observa como salen dos trayectorias de espin del
experimento en z, no importando que la componente abajo en z haya sido bloqueda. Finalmente,
en (c) un tercer experimento en direccién z se agrega a la configuracion (b), se observa que de
este ultimo salen nuevamente dos trayectorias de espin en z a pesar de que la componente de
espin abajo fue bloqueada anteriormente. Por lo que se deduce que no podemos conocer S, y S,
simultaneamente, es decir que [S,, S.] # 0.




Capitulo 2

Tratamiento Cuantico de los
experimentos de Stern Gerlach
consecutivos

En este capitulo describiremos la dinamica de los ESGC utilizando la ecuacién de Schrodinger
y resolviendola utilizando el MFOE, un método que hemos utilizado previamente en el estudio del
experimento de Stern Gerlach unitario[12], y que ademas ha sido usado anteriormente para mostrar
el comportamiento en el tiempo del oscilador armonico cuantico entre otros sistemas [44H46]. Para
dar comienzo a nuestra descripciéon de los ESGC primero establezcamos un diagrama del sistema.

Como se puede observar en el diagrama (Figura , nuestro sistema estd conformado por
tres experimentos de Stern Gerlach colocados consecutivamente. El primero de ellos con el campo
magnético alineado en la direccién z, el segundo en direccién x y el tercero, igual que el primero,
en direccién z. Como podemos apreciar, cada uno de estos ESG, esta asociado a un hamiltoniano
ﬁi,i = 1,2,3 y por lo tanto un operador de evolucién, Ui,i = 1,2, 3. Utilizamos el MFOE para
cada uno de los aparatos, de una forma similar a la realizada para el ESG unitario[12].

2.1. Tres Experimentos de Stern Gerlach Consecutivos

Consideremos el sistema que se encuentra en la Figura(2.1), que consta de tres experimentos de
Stern Gerlach colocados consecutivamente. El primero y el ultimo estén orientados en la direccion

z
z y
* z X z
H % | A | KA | %A%
Oven ]—) ~ T) ~ — ~ —_—
H U, ) U, U,

Figura 2.1: Arreglo de ESGC considerado. Después del primer ESG un estado superpuesto con dos
posibles resultados es producido, 11, del cual bloqueamos uno de estos componentes, seleccionando
el estado 14 para entrar al segundo ESG.
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z, donde el campo inhomogéneo esta directamente en la direccién z y, por lo tanto, actta sobre la
componente z del espin, y el segundo estd orientado en direcciéon x, actuando sobre la componente
z del espin. Después del primer ESG seleccionamos solamente la componente de espin arriba en z
del rayo para que entre al segundo ESG, bloqueando o colocando el segundo aparato de tal forma
que esta es la tinica componente que puede entrar en la regién del campo magnético inhomogéneo.
Esto efectivamente destruye la superposicion de los eigenestados de espin z [47]. Calcularemos las
siguientes evoluciones en cada ESG aplicando un operador de evolucién factorizado sobre un estado
inicial con la forma de una superposicién de espin, como se hizo en [12].

Para obtener la evolucién completa de nuestro sistema, primero tomemos un rayo de particulas
moviéndose en direccién y y hacemos que el rayo pase a través del primer ESG una vez que fue
colimado, este primer experimento tiene un campo magnético inhomogéneo B; = —bxi + (By +
b1z)k. La componente x de este campo magnético es usualmente considerada despreciable debido
a que el momento magnético precesa rapidamente alrededor de esta direccion del campo[15HI7].
De esta manera el Hamiltoniano efectivo de este ESG esta dado por

N
Hy=—V°+ pc(o- B1), 2.1
1 om ,Uc( 1) ( )
donde p. = geh/(4m), con g el radio giromagnético, m la masa del electron y e la carga eléctrica
unitaria, y o es el vector de las matrices de Pauli.

Se encuentra que el sistema que sale de este ESG es un estado enredado entre la posicion en z

y el espin en z. Luego, seleccionamos la componente del rayo con espin positivo en z, y la hacemos
pasar a través del segundo ESG. En esta ocasién usamos un ESG orientado en la direccién z, y
después de consideraciones similares tenemos que su hamiltoniano efectivo estd dado por

. —h2_,

HQ = %V +‘LLC(0' . BQ), (22)
con el campo magnético inhomogéneo By = (B + bex)i. Finalmente, hacemos pasar al estado
saliente a través de un ESG orientado nuevamente en la direccion z. Para este ESG,

R —h?

H3 = —V? + (o - Bs), (2.3)
2m

con B3 = (Bs + bgz)lAc. Ahora aplicaremos las evoluciones dadas por estos tres hamiltonianos

consecutivamente al estado inicial.

Queremos considerar un estado inicial completamente cuantico. Como fue realizado en [12], uti-
lizamos un producto entre los GDL internos y externos, es decir, el espin y la posicion. Para el espin
consideramos un estado general superpuesto, a|t,) + 5].), con a y 8 amplitudes de probabilidad
para cada estado, y para la posicién tomamos un paquete de ondas Gaussiano normalizado,

Yo = 12)3 exp <—T2 + ik - r) , (2.4)

2
4o

donde o es el ancho inicial del paquete de ondas, k es el vector de onda y r la posiciéon. En este
caso tenemos que el rayo viaja en la direccién y positiva, entonces el estado inicial es

1 r2
B0} = g o (—403 n lkyy) (alt.) + BIL.Y). (2.5)

(2mod

Cuando pasa a través del primer ESG orientado en la direccién z, tenemos que el estado evolu-
ciona por medio del operador de evolucion, cuya factorizacion esta determinada por el hamiltoniano

10
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en la Ec.(2.1) [12] 46]:

it
/1) exp [_2mh (pi —l—pz)} (2.6)
e

i it b it
X exp [— ) (B + b12) Uz:l exp (275;11&@) exp <—2mhp§) ;

donde k = (it?2b?)/(mh), para detalles sobre la factorizacion vea [12].

Si el rayo sale del ESG al tiempo t = 71, el estado emergente es

3

ia(r) =exp (g ) [(;)] (o + 500 ) " expl-oiid)exo

2® + (y — 2iogk,)*
4 (o5 + 5

iT1 e T2 110b 2 1
oo [ oo | (s D) g o
0 2m
. 9 2
iy e T{ peby 1
B — — -
—I—exp[ 3 ( 1+b1z)} exp[ (z o ) 4(08+127717:L)] 6|\Lz>}a

(2.7)

aqui k1 = (itfu2b?)/(mh). De aqui es facil ver que los GDL de la posicién en z y el espin en z
estan enredados. Cuando medimos (por ejemplo, usando una pantalla) un valor de la posicion en z
correspondiente a z + 72ucb1/(2m) (2 — 7 b1 /(2m)) tenemos que el estado de espin es [1.) (|4.))
[48], [49]. Este resultado nos llevaria a dos puntos en la pantalla, correspondiendo a cada valor de
z. Para el estado resultante de la evolucion en este ESG unitario veasé la discusion en [12].

Ahora, seleccionamos solamente la parte con espin arriba en z, dada por
3 B\
ago < 2 171 2792
T o + > exp(—ogk:) exp
(2m)? ] 2m ’

1T e 712/‘(:171 ? 1
X exp |: h (Bl + blz):| €xXp | — (Z + > 4 ( ) H\z>7

2 it h
2m oy + St

(1)) = exp (—é)

a® + (y — 2iogk,)?
1o+ )

(2.8)

porque o — 1, y hacemos pasarlo a través del segundo ESG, que esté orientado en la direccién z.
Podemos factorizar el operador de evoluciéon correspondiente a Ho de la Ec.(2.2), similarmente a
lo hecho en [12] 46]. Luego, el operador que hace evolucionar al estado es ahora dado por

N 1
Us(t) = exp (611) exp { 5
e it ebo A
P\ T Peow ) P omne ) -

Con el fin de aplicar este operador al estado en la Ec., necesitamos expresar los eigenestados
de espin en z como una superposiciéon de eigenestados de espin en la direccién z. Esto se hace de esta
forma pues o, y 0, no conmutan, y por lo tanto no tienen los mismos eigenvectores, permitiéndonos
escribir a los eigenestados de uno como una descomposicién espectral en la base de eigenestados
del otro. Tenemos [1.) = % (Ite) + Ha))- Asi el estado saliente de este ESG después del tiempo

(p2 + pi)} exp [”}‘_:C (Bg + box) am] .

11



CAPITULO 2. TRATAMIENTO CUANTICO DE LOS EXPERIMENTOS DE
STERN GERLACH CONSECUTIVOS
2.1. TRES EXPERIMENTOS DE STERN GERLACH CONSECUTIVOS

7o (en este punto tenemos To = 71 + 72, el tiempo transcurrido total) es

[Y2(T2)) = Us(72)tb4 (1))

2 2
Ya T Za
=Agexp | ——4—FH2—
’ [ 4(op + IQT;”)]
. 2 2 2.10)
1724l 75 ficbo 1 (
— B b — i z
X {exp [ 7 (B2 + 21’)] exp l (JC + o > 2 (08 n lsznh)] [T2)
. 2 2
1T2 e . b Heba 1
+ exp [ 7 (B2 + b2x):| eXp [ (:U m ) 4 (O_g T 1g’fnh)‘| ix)} )

donde

3

| : 1 .
4y L [ ao' ] exp [—G(Hl + 52)] exp (—ogk,) exp (_171;(: Bl>
1 Tipebr  2impeby (5 imh ’
irh 2.11
XeXp{4(gg+i;1nh)[ om + 3 oy + 2@m ( )

2
1 7'12,ucb1)
X ex — T
p[ 4<aa+1;;,7>< 2m

Ky = (ir312b?)/(mh), y

ya =y — 2iogk, (2.12)
2 . .
Tipebr  iTipebr 5 imh
= 2 —_— . 2.1
= Z+[ 2m + h (00+2m (2.13)

Como era esperado, después de atravesar el ESG en la direccién z el rayo tiene sus GDL de
la posicién z y el espin en x enredados. Correspondientemente, cuando colocaramos una pantalla
deberiamos tener dos puntos alrededor de donde los atomos se concentran, ahora separados en la
direccién z. En este caso ambos puntos que aparecen en la pantalla deberian tener una posicién
en z dada por la traslacién z4, esto es porque nosotros seleccionamos solamente la componente del
estado con zy y espin arriba para que entre al segundo ESG.

Finalmente, el rayo atraviesa un ESG en la direccién z otra vez, esta ocasion con la evolucion
determinada por el hamiltoniano H3. Ahora el operador

R 1 it
Us(t) = exp <—6/$> exp [_mei (pi +p§)}

it e, it?eb it
X exp [— ’/; (Bs + b32) az} exp (271;71]?202) exp (—mpi) ,

(2.14)

es el operador de evolucién que hace que el estado evolucione durante un tiempo 73. El tiempo
total de evoluciéon hasta este punto es T3 = 71 + 2 + 73. Como antes, necesitamos escribir los
eigenestados de espin en x en términos de los de espin en z, esto estd dado por las siguientes
expresiones: [T,) = %HZ} + %NJ V [z) = %\TQ — %HQ Con esto, aplicando la Ec. al
estado de la Ec.(2.10), tenemos que el estado saliente de este tltimo ESG esta dado por

12
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) = o050 |~ | (e | )

2+ bt ) ~ 2
d 2m _1T2/,LCB2 Tdq
XEXP | == mny | YEXP| ———F— | €xp —W

4(cd + %) h + Ly

0 2m
iTQ/LCBQ B xd%
o (7 )e"pl 4(03#%)”'“

2m

(2.15)

. (Zd . T§2ucb3)
1T3 ¢ m
+ exp [ 5 (B3 + bgz)} exp T 402 + iT5h/2m)
0

iTQ/,LCBQ 1'31
X {exp <_ 7h )GXP [_4(02 + ith)
0

iTou.B x?
— exp (2712) exp [4(03":‘%%) } |¢z>> ;

con

3 3
1 1 o |’ iT5h\ "2 im
o=l o] [ 2] (5 2) o oo (5

1 n%h)z 1 (@ucbz)Q
X ex — - ex — -
' [ 1(og + ) ( 2m P Ao+ 2 U om
1 7'12/1(3[)1 2i7’1/.tcb1 ( 2 iTlh>:|2
X ex - + o5+ —
p{4(rf%+$)[ 2m R\ 2m

. . 2
1 T3y 2iTopiche 5 1Th
- eXp{4(ag + Ik { 2m o\ o ’

2m

N

(2.16)

Ky = (i3 u2b?)/(2m), y

Bpucba | inapichs, ( 2 mﬂ)] ' (2.17)

=x+
Tar,d2 =% {Qm h 70 2m

La Ec. nos da el estado final después de la evolucién completa a través de este arreglo de
ESG consecutivos.

Al pasar a través del altimo ESG ha sido creado enredamiento hibrido entre los GDL de espin
y la posicién en z, manteniéndose el enredamiento con la posicién en x presente en el estado de la
Ec.. De este modo tenemos que el estado de la Ec. presenta enredamiento hibrido entre
los GDL de las dos posiciones, en direccion x y z, y el GDL de espin. Notemos que el valor de la
posicién en z de cada componente de espin ha sufrido més cambios después de pasar a través del
segundo ESG orientado en direcciéon z. Esto crearia, como se espera, cuatro puntos en una pantalla
colocada después de este arreglo por la concentracién de las particulas incidentes, dependiendo de
los valores posibles de las coordenadas x y z, que aparecen en la Ec.. Véase Seccion mas
adelante para observar este efecto.

13



CAPITULO 2. TRATAMIENTO CUANTICO DE LOS EXPERIMENTOS DE
STERN GERLACH CONSECUTIVOS
2.2. ARREGLO ALTERNATIVO DE ESGC

2.2. Arreglo alternativo de ESGC

Con el fin de estudiar con mayor facilidad las propiedades cuanticas de los experimentos conse-
cutivos, proponemos un arreglo alternativo que nos haré tener menos constantes y por tal motivo
facilitara los calculos que nos interesan para poder estudiar las correlaciones presentes en el sistema.

La configuracién de experimentos consecutivos que hemos expuesto en la anterior seccién es
general y por lo tanto la cantidad de constantes implicadas en la evolucién del sistema es grande,
por lo que ahora nos fijaremos en un sistema reducido de experimentos consecutivos que hasta
cierto punto presenta cualidades similares al que ya hemos descrito.

Como podemos observar en la Figura, esta configuracion de experimentos consta de dos
experimentos principales, que corresponden directamente a los dos ultimos de nuestra primera

configuracion, Figura(2.1)).
X <

W [ g, 4 | W)

Ua(t) Us(t)

Figura 2.2: Esquema de los experimentos consecutivos modificados.

El estado entrante al ESG en direccién x es un estado previamente seleccionado (preparado) por
otro ESG y cuya principal caracteristica es que es un estado con espin hacia arriba que podemos
escribir como sigue[12]:

1 ( (22 4+ y? + 22)
exp| ———5—"
40§

= m X + 1k'yy> I12). (2.18)
La evolucion del experimento de Stern Gerlach ya ha sido previamente descrita en [12] y por lo
tanto es sabido que si nuestro estado inicial es un paquete de ondas gausiano multiplicado por el
GDL de espin, este paquete de ondas se ensancha al pasar del tiempo y se traslada en direccién z
dependiendo de la componente del espin gracias a la interaccién con el campo inhomogéneo, como
se puede apreciar en la Ec.. Al escribir la Ec. estamos considerando un paquete de ondas
general con un ancho final de o y tomando las posicion z de tal estado como nuestro origen y no
el directamente producido por la interacciéon de un ESG como se presenta en la Ec.. De esta
forma, al realizar la consideracion de la Ec. tenemos un estado simplificado que, por lo tanto,
contiene menos constantes. La Ec.(2.18) es la equivalente a la Ec.(2.8).
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Ahora vamos a estudiar la evoluciéon de los ESGC modificados usando el arreglo que aparece en
la Figura([2.2)). Tenemos que el operador de evolucién asociado al ESG en direccion z es (Ec.(2.9),
una vez que esta factorizado)

. it ittt
Us(t) = exp (—Ii) exp {—m (pi —i—pi)} exp [— i/; (Ba + box) 0y
(2.19)

Al aplicar Us(t) a [¢)),, obtenemos que,

Ug(t)‘w>m = |wm(7—2)>

3 1
1 1 3 iﬁTQ Ta 1 ihTQ 2
Y <6“2) % <"3 + 2m> l@”)z <"3 + 2m> 1

—[(y — 2iky05)* + 2°]
4(0f + 572)

2m

(2.20)

X exp(—kiag) exp {

—(I—i— T§2ltcb2)2
4(0f + B2 ) =)

2m

X {exp [— szhMc (Bs + b2$)i| exp

7ot ()’
+ exp 3 (B2 + bax) | exp W ) ¢ s

donde [t1.) = %(Hw) + |[4=))- Ahora, siguiendo con nuestra descripcion, apliquemos el operador de

evolucion asociado al tltimo ESG, que se encuentra en direccion z, al estado de la Ec.(2.20)). Este
operador esta dado por(Ec.(2.14), una vez que esta factorizado)

. 1 it
Us(t) = exp (—6,%) exp [_QmFL (pi —l—pz)}

it it? j1.b it
X exp [—1 gc (B3 + b32) O'Z:| exp (1275% pzaz> exp (— 2rlnhp§) .

(2.21)
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Entonces obtenemos
Us (8)[¢om (72)) = [tbm (73))
—(y — 21]@08)2
4 |:o_8 + ih(7'2+7'3)i|

= A} X exp

2m

T21:b 2
— (=

4[0_8 + iﬁ(‘l’2+7’3)]

2m

x | exp {—m’ffc(Bg + b32):| exp

Fuch  To e ; 2
_ {x—F Ty Heb2 +2172L;L(,b2 (0,8+ m‘rg)

iTQ,uC 2m om
X | expq— BQ} exp _
- of + P32
T pcba sTopeba (2 | iRTo 2
T2t ~ o g o (0f + 4]
+ exp{ N 2} exp 107 + ) 12) (2.22)
- ~(=- A)z
1T3 e om
Bz +b B .
+ exp [ N (Bs + 32)} exp T %]
TRicbs | oiapebs (2 | ihiryy|”
{ iTQMc - |:‘T + 227 + QIQTC(O'O + Tm,z):|
X | expq — BQ} exp .
h 4[0_8 + 1h(7'227:7-3)]
, 2
i p B [x - % - 21%?51)2(‘7(2) + %)]
— exp CBQ} exp i )|
& tlof + P32
con
1 3 ih -3
—h2 T K3 09 i
AL = - 2, 1
3 exp( 6 ) 9 {(2@;} <00+2m(7'2+7'3)> o
2.23

iT 72 11cb Tofbeb 2 ihT:
X exp (—kaag) exp (;ucb2 . 22"; 2) exp [_ ( 2/h 2) (0’8 + 2m2>] .

Como podemos apreciar, la Ec. tiene la misma forma que la Ec., por lo que presenta
enredamiento entre las variables de posicion en z, z y espin. Con este resultado obtenemos un
estado con menos constantes que nos permitird poder realizar calculos posteriores de una manera
mas eficiente.
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2.3. Conclusiones

En este capitulo hemos obtenido la evolucion en el tiempo de los ESGC utilizando el MFOE
para resolver las ecuaciones de Schrodinger asociadas a cada ESG particular. Ademaés realizamos
el estudio de la dindmica de un experimento modificado que tiene una comportamiento equivalente
al experimento completo. Este experimento modificado nos permitird estudiar de una forma maés
eficiente las propiedades cuanticas que tiene nuestro modelo debido a que menos constantes se ven
involucradas.

Encontramos que el estado final de los ESGC, Ec. y Ec. (2:22), es una superposicién de
eigen-estados de espin, de la misma forma observada en el estado saliente de un solo ESG [12 18],
y por consiguiente no representa un estado siguiendo una trayectoria definida a la pantalla. Este
estado presenta enredamiento hibrido entre los GDL de posicién y el GDL de espin [50], lo cual es
congruente con el conocido efecto del ESG, la separacion de espines. La presencia de la variable
z en este estado enredado atestigua la no conmutatividad entre los diferentes operadores de espin
para las diferentes orientaciones espaciales, esto estd en concordancia con las observaciones que
presenta el argumento semiclésico para el experimento pensado [5l, [6, [I5]. También encontramos
un interesante efecto para la configuracion propuesta aqui en la presencia de enredamiento también
con el GDL de posicién en la coordenada x. Es decir que a primera vista existe enredamiento entre
tres GDL del experimento.
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Capitulo 3

Correlaciones y Enredamiento de los
experimentos consecutivos

En el presente capitulo se mostraré el estudio de caracteristicas cuanticas de los ESGC tales
como las correlaciones cuanticas existentes en el experimento y el enredamiento del estado final
del sistema.

El estudio de correlaciones cuanticas ha sido estudiado por diversos autores y se ha llegado
a la conclusion de que estas correlaciones dan lugar a fenémenos como la no localidad cuantica.
En nuestro caso hemos estudiado la no localidad del ESG unitario [19] y hemos comprobado que
exhibe un comportamiento no local. Utilizando el mismo método para los ESGC ahora deseamos
estudiar las correlaciones cuanticas de este sistema.

Ahora, una vez que hemos descrito el arreglo modificado de los ESGC, nos gustaria estudiar
las correlaciones presentes en el estado de la Ec. del capitulo anterior. Para realizar esta
empresa, primero nos gustaria establecer las bases del estudio de las correlaciones cuanticas en un
sistema.

3.1. Correlaciones Cuanticas

El concepto de correlaciéon viene de estadistica y nos dice que si tenemos un sistema con dos o
més partes, el conocimiento del comportamiento de una de estas partes nos puede ayudar a conocer
como se comporta alguna otra de las partes del sistema.

En teoria de probabilidad[51] la correlacién entre dos variables, digamos A y B, se expresa
como sigue

sap_ EMA-ELA)(B-E(B)] _E(AB]- B E(B) -
VOAOB VOAOB
donde oy = E [A%]—(E [A)yop=FE [B?]—(E [B])? son las varianzas de A y B respectivamente,
con E denotando el valor esperado.

Es posible probar que la correlacién de la Ec. cumple que —1 < p(A4, B) < 1. La correlacion
es una medida de la linealidad entre A y B, si tenemos un valor positivo para la correlacién entonces
esto nos dice que B tiende a incrementar cuando A lo hace, en cambio para un valor negativo de
la correlacion la variable B tiende a disminuir a la vez que A incrementa; en el caso en que la
correlacion fuera cero, esto nos diria que las variables estan no correlacionadas. De esta manera
vemos que el concepto de correlaciéon tiene su origen en la estadistica y su utilizaciéon solamente
tiene sentido en un contexto relacionado.

En Fisica es conocido que existen diferencias entre correlaciones clasicas y correlaciones cuan-
ticas. Si bien uno puede hablar de correlaciones en sistemas clasicos, las correlaciones en sistemas
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cuénticos se desenvuelven de una forma mas natural debido a que la teoria cuantica es fundacional-
mente probabilistica. Hemos de hacer una diferenciacién aqui pues las correlaciones clasicas pueden
entenderse como aquellas que existen en sistemas clasicos o0 méas bien sistemas que son descritos de
una forma clasica y de manera similar para las correlaciones cudnticas. Otra forma de entender las
correlaciones es que podemos llamar correlaciones clasicas a aquellas correlaciones que pueden ser
encontradas en sistemas descritos de forma clasica y cuantica y correlaciones cuénticas a aquellas
que se encuentran exclusivamente en sistemas descritos con el formalismo cuéntico.

En nuestro anélisis haremos un estudio de las correlaciones existentes en los experimentos
consecutivos sin conocer de antemano de que clase son, es decir, si estas corelaciones son exclu-
sivamente cudnticas. La violacion o no violacién de las desigualdades de Bell[52H57] nos daréa a
conocer la naturaleza de estas correlaciones, ya que si existe alguna violacién podremos decir que
hay correlaciones exclusivamente cudnticas.

De manera general las correlaciones en mecénica cuantica pueden escribirse como probabilidades
condicionales de la forma

P(a blA B), (3.2)

donde estamos suponiendo un sistema que consta de dos partes. La Ec. nos dice que tan
frecuentemente los resultados a y b son obtenidos en dos sistemas separados al realizar las me-
diciones A y B sobre tales sistemas. Esto es un caso simplificado de los llamados experimentos
tipo-Bell (Bell-type experiments) considerados por John S. Bell en su trabajo fundacional [52]
acerca de la no localidad en mecéanica cuantica que esta directamente relacionado con la paradoja
de Einstein-Podolski-Rosen(EPR)[58]. Como podemos ver, las correlaciones en mecanica cuantica
estan directamente relacionadas con la estadistica en la medicién de sistemas.

3.1.1. No localidad y realismo

La paradoja EPR[58] dio lugar al estudio de John S. Bell y su famosas desigualdades [52].
Bell queria averiguar si la mecanica cuantica era realmente una teoria completa y que describia
adecuadamente lo que pasa en la naturaleza pues la paradoja EPR pone en duda la completez de
la teoria. Esta paradoja propone un experimento pensado en donde dos particulas enredadas se
separan y luego se realiza una medicién sobre una de ellas donde de inmediato se conoce el estado
de la otra particula y concluyendo que es imposible que algo asi pueda suceder a un sistema que
se encuentra separado de otro, lo que en inglés se conoce como "spooky action at distance". La
conclusién de EPR es que la teoria cuantica estd incompleta y propone una solucién por medio de
anadir variables extra a la descripcién estadistica del experimento, las que se conocen hoy en dia
como variables ocultas[52, 57, 58].

Supongamos que la correlacion de la Ec. para dos sistemas depende de mas variables que
tienen que ver con la dindmica previa a las mediciones A y B. En particular esta descripcion al
depender de mas variables puede dar una descripciéon mas precisa del resultado a y similarmente
para el resultado de la medicién B, b, ademés podemos suponer que ninguno de los procesos de
medicién de las partes tiene influencia sobre el otro y por lo tanto podemos escribir la Ec. (3.2)
como

P(ablA B) =Y _p(A\)Pi(alA,\) Py (b B, )), (3.3)
A
con A = (A1, A2, Az, .. A, ) ¥ p(A) una distribucion de probabilidad bien definida.

La Ec. se conoce como la condicion de localidad [57] y cualquier correlacion que pueda
descomponerse de esta forma es local y cualquier correlaciéon que no pueda descomponerse de esta
forma se considera no local. Esta es la base del trabajo de Bell y sus desigualdades.

Bell demostré que cualquier teoria que viole las desigualdades que propuso es no local, es decir
que alguna accién realizada sobre una particula A tiene influencia en otra particula B alejada de
la particula A.

Dos conceptos muy importantes en el desarrollo de las desigualdades de Bell son los siguientes:
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1. Principio de no-senalizacion (No-signalling principle). Cualquier transmision de informacion
debe ser llevada por un soporte fisico, abandonando al emisor luego de que el mensaje es
elegido [57].

2. Principio de causalidad local. "Las causas directas (y efectos) de eventos que se encuentran
cercanos, € incluso las causas indirectas (y efectos) no pueden ir més alla de lo permitido por
la velocidad de la luz". John S. Bell [57, (9].

El principio de no senalizacién también es parte fundamental de otros estudios tales como la no
clonaciéon de estados cuénticos y la discriminacion de estados cuanticos [57, 60]. El principio de
causalidad local asegura una cota superior a la velocidad de cualquier comunicacién haciendo al
estudio de las correlaciones compatible con la teoria de la relatividad especial.

Otro concepto importante en el experimento pensado de EPR es el realismo, que se entiende
como que los resultados de una medicién son predeterminados, una aseveracién que suena coherente
en mecanica clasica pero que en mecanica cudntica no es valida, eso ha sido estudiado a fondo por
Kochen y Specker cuyo resultado mas importante es el teorema de Kochen-Specher[61] que nos
dice que los observables no tienen valores predeterminados antes de la medicién, es decir, antes del
colapso de la funcién de onda.

Ambigiiedades experimentales (Experimental loopholes)

Una parte importante en la descripcién de la no localidad son las que se conocen como ambigiie-
dades experimentales dentro del estudio de las desigualdades de Bell. Estas ambigiiedades surgen
debido a la comprobacion de las desigualdades al tratar de realizar experimentos reales, los cuales
se encuentran sujetos a las limitaciones tecnoldgicas. Todas las desigualdades de Bell presentan al
menos una de las siguientes ambigiiedades [57],

1. La ambigiiedad de la localidad (The locality loophole). Debe existir separaciéon espacio-
temporal entre los eventos de medicién para poder garantizar la ausencia de algin tipo
de comunicacién entre los aparatos de medicién. Esto pone fuertes restricciones en el tiempo
en que se realizan las mediciones, en su duracién y en la distancia que las separa.

2. La ambigiiedad de la deteccion (The detection loophole) La probabilidad de que las mediciones
den resultados no debe ser muy baja. Es posible que esto suceda debido a que el sistema se
pierda en el camino, entonces existe la posibilidad de descartar los eventos no detectados
permitiendo a un modelo local (de variables ocultas) reproducir las correlaciones. [57].

3.1.2. Ejemplo de una desigualdad de tipo Bell

Para poder vislumbrar de alguna forma el papel de las correlaciones en las desigualdades tipo
Bell, proponemos el siguiente ejemplo ilustrativo.
Supongamos que tenemos un sistema enredado de la forma

IC) = 10)1]1)2 + |1)1]0)2, (3.4)

donde el subindice 1 indica que el estado pertenece al sistema 1 y el subindice 2 se refiere al sistema
2. Cada uno de los sistemas tiene dos estados posibles |0) y |1).
Tenemos que la desigualdad de Bell para dos sistemas discretos es la desigualdad CHSH [53]y
se puede escribir como:
BQcusu = Eoo + Eo1 + E10 — E11 <2 (3.5)

donde Eap = P (a =b|AB) — P (a # b|AB) se define como la correlacion entre los resultados de la
medicion de dos personas [57] , digamos Alice y Bob, en lugares separados al realizar mediciones
sobre el sistema 2 de A y B respectivamente. Para esto tenemos que suponer que Alice y Bob
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reciben una parte del sistema de la Ec. (3.4) en sus respectivas localizaciones. Desglocemos cada
caso de las correlaciones F4p para este ejemplo,

Eyo = P (a = b|00) — P (a # b|00),
Eo1 = P (a = b|01) — P (a # b|01), .
E19 = P (a =1b|10) — P (a # b/10),
E11 =P (a=0b[11) — P(a #b|11).

Por ejemplo, tomemos el caso particular de Fy;. Tenemos que Ey; es igual a la probabilidad de
que Alice y Bob midan 0 y 1 y obtengan el mismo resultado menos la probabilidad de que Alice y
Bob midan 0 y 1 y obtengan diferentes resultados, como puede notarse de este caso particular esto
nos dice si existen correlaciones entre las dos mediciones para uno de los cuatro casos posibles en
este ejemplo. De esta forma se podria obtener o no una violacién de la desigualdad revisando
los resultados de las mediciones de Alice y Bob para cada caso de la Ec. .

3.1.3. Localidad y contextualidad

Un elemento muy importante en nuestro estudio es el tratamiento de las correlaciones cuén-
ticas, en particular la no localidad, que ya hemos tratado en la anterior subseccién. Durante la
realizacion de este trabajo hemos efectuado una intensa revision de la bibliografia relacionada con
el tema y nos hemos encontrado que existe una muy dura discusién para determinar que clase
de correlaciones pueden existir en elementos cuanticos que solamente representan un sistema y
aquellos que representan més de un sistema [62H65].

De esta forma, en la literatura se denominan dos clases de enredamiento que se definen de
acuerdo al numero de sistemas o particulas involucradas, el Enredamiento de una sola particula,
que es aquel donde se presenta enredamiento entre dos o mas de los grados de libertad de un
solo sistema, y el Enredamiento multi-particula, que es aquel en donde dos o més sistemas se
encuentran enredados [62] 63]. Ambos tipos de enredamiento tienen propiedades diferentes que han
sido ampliamente estudiadas [55], (56|, [62H64, [66-70], en particular la violacion de las desigualdades
de Bell ha sido un tema importante para esta clase de sistemas. Por un lado, se afirma en la
literatura que para sistemas donde solamente se halla enredamiento entre sus grados de libertad,
la violacion de las desigualdades de Bell no tiene el mismo significado que para sistemas donde hay
enredamiento entre varios sistemas y que estos sistemas son no contextuales en lugar de no locales
[62] debido a que un elemento importante de las desigualdaes de Bell es que exista separacion
espacial entre los sistemas tomados en cuenta y por lo tanto es imposible que en sistemas con
enredamiento de sus grados de libertad se presente tal hecho. Por otro lado, existe otro grupo
de cientificos que afirman que la no localidad puede existir incluso en sistemas que presentan
enredamiento de una sola particula [63H65].

La contextualidad tiene que ver directamente con el Teorema de Kochen-Specker [61], si alguna
de las desigualdades de Bell se viola para el caso de varios grados de libertad de un solo sistema
entonces podemos decir que los observables que representan las propiedades del sistema no tienen
valores predeterminados, es decir que no dependen de los valores de otras propiedades del sistema
antes de la medicién. El concepto de perturbaciéon en mecénica cuantica tiene mucho que ver en el
estudio de la contextualidad [60] [71]

Ahora reescribamos aqui el estado inicial de nuestro sistema, los ESGC,

1 r2
[50) = ooy o (—403 n ky) (alt.) + BIL.)). (3.7)

(2mod

Como podemos observar de esta ecuacion, en nuestro modelo estamos considerando solamente
grados de libertad de una sola particula pues nuestro estado inicial esta representando el estado
de una sola particula. Este hecho podria implicar que nuestro estudio de las correlaciones de los
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experimentos consecutivos solamente tiene que ver con la no contextualidad. Desde nuestro punto
de vista el ESG y los experimentos consecutivos presentan no localidad debido a la muy conocida
distinguibilidad de estados de espin por la que el experimento es conocido [2, [72], (Ver secciéon
mas adelante) ademéas de que nuestra postura es apoyada por varios trabajos donde se demuestra no
localidad entre grados de libertad de una sola particula [63H65]. La distinguibilidad es un concepto
muy importante en mecénica cuantica que inclusive hemos estudiado a fondo previamente [60], este
concepto se encuentra bien definido en la literatura y es dependiente de los aparatos de medicion
[60].

La discusion que existe acerca de que no es posible la existencia de no localidad en sistemas
con enredamiento entre sus propios grados de libertad podria detenerse si agregamos el concepto
de distinguibilidad a las consideraciones iniciales del estudio de las desigualdades de Bell, es decir,
tratar de mejorar la definicién en la ambigiiedad de la localidad (the locality loophole), pues el
concepto de separacion espacial que se utiliza en su deduccién es ambiguo, ademés es importante
mencionar que se ha encontrado una estrecha relaciéon entre el princio de incertidumbre y la no
localidad [67], un hecho que podria relacionar ain mas naturalmente la distinguibilidad con la no
localidad [60]. Hasta donde sabemos esta propuesta no ha sido estudiada pero ni ha sido realmente
tomada en cuenta directamente para la deduccién de las desigualdades de Bell o su definicién.

Ahora discutiremos otra propiedad del ESG y los ESGC que ademéas de ser interesante apoya
nuestra aseveracién de que existe no localidad en los experimentos consecutivos.

3.1.4. Steering

El steering es una propiedad que fue introducida por Schriodinger en su carta de respuesta a
Einstein donde este ultimo mostraba la paradoja EPR[58] 65]. Resumidamente el steering trata de
un sistema enredado con dos partes alejadas espacialmente. Al realizar una medicion de una de las
partes, es decir, al colapsar la funcién de onda de una de estas, la medicion dirige el estado de la
otra parte del sistema, lo que significa que al medir una de las partes del sistema el estado de la
otra queda determinado.

En particular podemos realizar un demostracién heuristica de que los ESGC poseen esta pro-
piedad con el siguiente experimento pensado que esta inspirado en el experimento pensado del ESG
unitario [65].

Supongamos el arreglo de los experimentos modificados, donde solamente tenemos dos aparatos
de Stern-Gerlach, esta configuracién aparece en la Figura (Tomada de [73]). Ahora debemos
asumir que es posible realizar mediciones de espin del tipo s7 0o no. De tal manera tenemos a dos
personas, Alice que se encuentra en la ciudad de Tokyo, y Bob, que se halla en la ciudad de Paris,
podemos estar seguros de que entre esas dos personas existe una separacion espacial considerable.
Asi, supongamos que Alice puede controlar una configuracion de ESGC que estd completametne
automatizada y se encuentra en algin lugar adecuado, Alice puede encenderla o apagarla y ademés
enviar una o varias particulas como ella deseé. Primero supongamos que Alice es capaz y quiere
verificar la propiedad |} ,) de la funcién de onda y ella encuentra —h/2. Recordemos de la Ec.
que el estado final de los ESGC puede escribirse como |¢),,(73)) = |¥4)[T2) + [¥-)|-), por lo tanto
Alice colapsaria la funcién a |[¢)_)|].) en Tokyo. Por otro lado si ella no detectara nada, entonces
la funcion colapsaria a |14 )|1.) en Paris. Este efecto puede ser explicado en términos de las cajas
de Finstein (Ver una explicacion mas amplia de este efecto en [65]).

Sin embargo, si Alice decidiera medir en una base diferente, por ejemplo, ¢,, para determinar
las posibilidades debemos reescribir el estado final en términos del espin en x de la siguiente forma

[V (73)) = {[¢4) + [0)} Te) +{lo4) — 1Y)} Na) (3.8)
entonces, las siguientes situaciones pueden ocurrir:

i) Si ella desea medir el espin abajo en la base de ¢, y obtiene —%/2, entonces la funciéon de
onda deberia colapsar a {|14+) — |¢_)} |a).
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ii) Si ella verifica el espin arriba en la base de o, y obtiene //2, entonces la funcién de onda
colapsaria a {|¢4) + [¥-)} [12)-

De esta manera, concluimos que el estado de Bob es dirigido dependiendo de la clase de observable
que Alice decide medir, confirmando que los ESGC presentan el fendmeno de steering. Como puede
verse en la Figura [3.1] una situacién maés rica, comparada con el experimento ESG usual, sale a
la luz, debido a que en el caso de los experimentos consecutivos pueden participar hasta cuatro
personas para tomar en cuenta todas las posibilidades. Por ejemplo, si el Amigo 2 (Friend 2) de
Alice en una localizacion diferente desea verificar el espin hacia arriba en z y no obtiene nada en su
medicion, entonces la funcion de onda colapsara al estado {|¢4) — |¥—)} [{z). Esto es equivalente
a Alice midiendo el espin abajo en = y obtener —//2 y es también equivalente a la mediciéon del
espin abajo en x de otro amigo, llamado Amigo 1 (Friend 1), que obtiene —//2, ambos amigos
colapsaréan las funcion de onda a {|11) — [¥_)} |[{.), es decir, la misma funcién obtenida por el
Amigo 2 midiendo el espin arriba en x obteniendo nada.

2 Bob Paris

Classical
communication
between
Alice and

Bob

X

Friend 2

Classical communication which allow
Alice to turn on the SGE

Figura 3.1: Esquema del experimento pensado para la demostraciéon de que existe steering en los
experimentos consecutivos. El horno aparece en rojo, en violeta estd el ESG en direccién x, en
azul se encuentra el ESG en direccion z, los puntos verdes y rojos representan los posibles estados
de la funcién de onda. Recuerde que no podemos definir trayectorias como tal para el estado
del experimento. Alice puede comunicarse con Bob usando un canal clasico que aparece en color
magenta. Ademés Alice controla totalmente los experimentos consecutivos a través de un canal
clasico de color amarillo, teniendo la posibilidad de enviar uno 6 N atomos.

Al mostrar con este experimento que los ESGC poseén la propiedad de steering estamos mos-
trando que es posible, al menos tedricamente, que dos partes del sistema puedan separarse espa-
cialmente, esto respalda nuestra aseveracién de que los experimentos consecutivos presentan no
localidad. La realizacién de este experimento es posible teéricamente y se encuentra sustentado
en la visible separacion de los estados de espin en la funcién de onda, hecho que se mostrara mas
claramente en la Seccion [3.61

Deteccion de steering

En los ultimos anos se ha estudiado la relacién que existe entre el steering y el principio
de incertidumbre e inclusive se ha definido un criterio basado en un principio de incertidumbre
entropico para detectar steering [(4H76]. Los primeros estudios de desigualdades de steering se
remontan a 1989 [74], donde se propuso por primera vez una desigualdad de steering basada en
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el principio de incertidumbre, a pesar de que en esa época el steering ain no se habia definido
propiamente.

La idea principal para detectar steering con el principio de incertidumbre es que si es posible
obtener informacion més de lo que permite el principio de incertidumbre a través de una medicion
de las partes del sistema entonces existe steering. Cabe mencionar aqui que es tedéricamente posible
utilizar este criterio para nuestro caso de estudio y de esta forma demostrar de manera formal la
existencia de steering en los experimentos consecutivos. Esto podria desarrollarse en un trabajo
posterior al de esta tesis relacionando nuestra propuesta de principio de incertidumbre para la
perturbacion en la medicion [60, [71].

3.1.5. Discusion

Las correlaciones cudnticas son un tema de estudio que actualmente se encuentra en desarrollo.
A pesar de que las correlaciones se han estudiado desde hace varias décadas atn existen nuevos
conceptos y descubrimientos en el tema. El enredamiento, el steering, la no contextualidad y la no
localidad son ahora recursos valiosos para realizar tareas no clasicas en informacién y como tales
han sido cada vez més perfeccionados sus protocolos y experimentos [54H57, (62, 63, 68, [70, [74], [77].
El primer trabajo que demostrd una jerarquia entre estas propiedades fue el de Wiseman et. al
del 2007 [78], donde se demostré que la no localidad es un subconjunto propio del steering y este,
a su vez, es subconjunto propio del enredamiento. Por otro lado varios son los trabajos que han
demostrado que la no localidad es un subconjunto de la no contextualidad [62 [79, [80] por lo que
la no localidad se considera como un caso especial de la no contextualidad.

3.2. Funcién de Correlaciéon para los ESGC modificados

Ahora que ya hemos revisado los conceptos necesarios para poder entender las correlaciones
cuanticas comenzaremos con el estudio de las correlaciones para los experimentos consecutivos.

Proponemos que la funcion de correlacion para un sistema tripartita, con un GDL discreto de
espin y dos continuos puede escribirse como

C(x,ps, 2,02, 0) = (P|W (2, s, 2,p2)6(0)|®), (3.9)
esta es la funcion de correlacion generalizada de Banaszek-Wodkiewicz (BW) [81], con

o0 1 1 _ 1 1
W(x,pe,2,02) = / dq.dq. |z — 50wr %~ 5q2> exp|—i(p-q- + Pads)/h(x + 34w % + 5‘].2‘7 (3.10)

el operador de Wigner generalizado, originalmente definido por Ben-Benjamin et. al. [82], para las
coordenadas = y z con sus respectivos momentos p, y p,; 6(0) es el operador de Pauli para una
direccion 0 arbitraria en el plano. Vemos que esta definicion del operador de Wigner se encuentra en
términos del operador paridad, lo que quiere decir que parte el espacio en dos partes en x y en dos
partes en z, por lo que lo hace ideal como nuestro operador para poder observar el comportamiento
de las correlaciones en los ESGC.

De este modo, podemos calcular la funcién de correlaciéon para el estado de la Ec.(2.22)), para
esto escribamos el estado de la siguiente forma

[Ym(73)) = |3)[12) + ) L2), (3.11)
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en donde definimos

(Z + {\/§k§’T§ +92v/2k3 73 [1 + i (12 + 7'3)]})2 }

|9h+) = M exp (:Fi\/ﬁk§7'320> P {_ 4L+ (2 + 7))

312414 379 1To 2
(o] )

X — V2k372 — i2V2k3 1, (1 + im)]
+ exp (i\@kgszo) exp{[ VkiTs — 12V 2hira (1 +i72) }) ;

4[1+i(7’2 +T3)}

con M el factor de normalizacién

3

—K2 — K3 1 ago B 2 ih

M = — —_—
exp ( 5 ) 5 [(2@;] (Uo + o (ta + t3)>

topichs |
X exp (—k:;ag) X exp [_ (2”02> ol

_3
2

h (3.13)
2 . . 272
tapichs 5 ihity —(y — 2iky0()
e l ( h ) (UO T om )| P 2 | ih(tatts) |
4 9% + 2m
La Ec.(3.12) es adimensional gracias a las siguientes definiciones
hta 3 mipcba 3 1/3
0 — — 2 ko2 =V2 >
72,3 ngga 2,3 \[00 ( "2 ’
B B
.13():72, 2?():737 (314)
0'0b2 JObB
0o 0o

Las definiciones de la Ec. (3.14) hacen a todas las variables adimensionales y nuestros resultados
comparables con aquellos de otros trabajos que estudian el enredamiento en el ESG [16} 50].

3.2.1. Deduccién de la funcién de correlacién para los ESGC

Para poder calcular la funcién de correlaciéon de la Ec. necesitamos hacer las siguientes
consideraciones.

Definamos nuestro sistema de referencia de manera similar al de nuestro experimento que
aparece en la Figura[2.1]y definamos un vector unitario, con direccion arbitraria y tridimensional
de la siguiente forma

i = Sin(0)Cos(¢)i+ Sin(0)Sin(¢)j + Cos(0)k (3.15)

Un esquema de este vector aparece en la Figura [3.2
Es facilmente demostrable que 7 toma la forma de la Ec. (3.15)) en funcién de los dngulos 6 y
¢. Ahora escribamos el vector de las matrices de Pauli en coordenadas rectangulares,

& = 0,i+ oyj + 0.k, (3.16)

entonces tomamos

6(0) =6 -n = Sin(§)Cos(¢)o, + Sin(8)Sin(¢)o, + Cos(8)o, (3.17)
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z

X

Figura 3.2: Esquema del vector 7.

la proyeccion del vector de Pauli sobre una direccion arbitraria, y de esta manera, con la Ec. (3.17)),
podemos tomarlo como el observable de nuestro sistema para el espin.

Ahora podemos construir nuestro observable completo para nuestro sistema como

W(:Z?,px,z,pz)é'(e), (3.18)

de la forma en que aparece en la Ec. (3.9).

Ahora podemos calcular la funcion de correlacion de la Ec. (3.9) para nuestro estado final de
la Ec. (3.11) de la siguiente forma

C(X,P,,Z,P.,0) = <wm(73)|W(Xa Py, Z, P.)6(0)|¥m(73))
= (V4 |W(X, Py, Z, Po) by ) (12|6(0) [12) + (i [W(X, P, Z, P,) [ ) (1216 (0)] L) (3.19)
+ (W [W (X, Po, Z, P.) | ) (Le 16 (0) [12) + (W— [W(X, Py, Z, P.)[0-) (L2]6(0)| L)

Luego de una serie de céalculos podemos escribir la funcién de correlacién como
C(X, Py, 2P, 0) = (04 W (X, Pay Z, P)liby) = (- W (X, Py, Z,P)[-) ) Cos(0) 520
3.20

Ahora consideremos que ¢ = 0, el caso en que solamente nos interesan las correlaciones sobre el
plano X — Z. Tenemos finalmente que la funcién de correlacién que nos interesa es de la forma

C(X, P, 2,P.,0) = (04 [W(X. Po, Z, P)ths) = (- [W(X, Py, Z, P.)|-)) Cos(6) .
(W X, P Z P)J-) + (5[ W (X, Pr Z, Po)J4) ) Sin(6), |

la cual es posible calcular analiticamente utilizando el operador de Wigner que proponemos en la

Ec. (B.10).
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3.3. No localidad de los experimentos de Stern Gerlach con-
secutivos

El estudio de las correlaciones cuanticas en sistemas cudnticos estd estrechamente relacionado
con tareas no cléasicas [12}, [15H19, 22}, 50, [54H56, 66, [RT), B3H85] que abren el camino a importantes
aplicaciones. Nosotros cuantificamos las correlaciones cuanticas de los ESGC con una funcién de
correlacion para sistemas hibridos con espin que ya ha sido probada para estados bipartitas [19] 22].
De esta forma para poder detectar no localidad necesitamos verificar desigualdades de tipo Bell
aplicadas a nuestro sistema de tal forma que podamos estudiar las correlaciones entre partes de
nuestro sistema, ya sea por pares o tercias.

3.3.1. Resultados

Nuestra descripcion cuéntica de los experimentos nos permite profundizar en las caracteristicas
cuénticas del sistema, de esta forma, estudiamos las correlaciones cuanticas presentes por medio
de la desigualdad CHSH, de Bell-Klyshko-Mermin y de Svetlichny. Es importante mencionar que
la violacion de estas desigualdades demuestra la no localidad y la existencia de enredamiento, es
decir que se consideran una forma de certificar la existencia de enredamiento en un sistema sin
depender de un aparato de medicion [54H57] 66} [86, [87]. En particular las desigualdad CHSH [53] y
la de Bell-Klyshko-Mermin [88],[89] detectan correlaciones por pares a pesar de que esta tltima sea
utilizada en sistemas de mas dimensiones, la desigualdad de Svetlichny [86] detecta correlaciones
entre tres sistemas.

Desigualdad CHSH

De la Ecs. (3.9), (3.11)), (3.12), (3.21) llegamos a que la funcion de correlacion de los ESGC
tiene la siguiente forma

C(X,P.,Z,P,,0) = explw.(Z,P,) + w.,(X, P,)]

X

4Cos(0) ( explw,] { explw;|Coshld, (X, P;)]Sinh[d.(Z, P,)]

+ exp[—w;|Cos[d. (X, P;)|Cosh[d.(Z, PZ”}) (3.22)

+ 4Sin(0) (exp[—wz]{ explwg|Sinh[d, (X, P,)|Cos[d.(Z, P,)]

)

+ exp|—w,]Sin[d, (X, P,)]Sin[d.(Z, P,)] }>

hasta un factor de normalizacion. Las funciones w’.(Z, P,), w! (X, Py), W, Wy, d-(Z, P.), d+(X, Py),
0,(Z, P,) and 0, (X, P,) son funciones reales dadas por las siguientes definiciones

1
(2, P.) = o7 |- (2 ) (224 2k57d)] - 2873 1+ (4 7))
4 |:1+(7'2+T3) ]
1
+2kST3 (o + 73) — 2 [1 ¥ (r2+ 73)2} P! = 122+ 2P.Z (ry + 1) (3.23)

1
— 5 (Z2—|—2kzg7'§) —4k§7'§,
4|:1—|—(7'2+T3) }
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1+ (le +75)°] (= (2t m) (X7 + 28573)

wi (X, P,) =

— 8K§7E [4 (14 78)" - 278 (1 - 73) + 4mars (14 75)
+ 8kST3 {4 (To 4+ 73) — 279 {1 — (2 + 7'3)2} } ) (3.24)

1
_ 9 [1 + (o + 73)2} P} = 2 X* 42X P, (rs +75)

1
_ {X2 + 2k3724 - 8/{57’22 [2 (1 + 7'22) + 47’273] 16/@%7237'3},

4 [1 + (12 + 73)2}

1
w, = —§k§r§ — 2k§73 {1 + (2 + 7'3)2} +2 (12 +73) K73, (3:25)

1
Wy = —§kg’7'§ — 2kS73, (3.26)

1
4 [1 + (12 + 7'3)2}
1

V2

+ P, {—4\/§k§’73 + (12 + 73) {2\/5/{%7’5 — 4\/§k§’73 (12 + 7'3)} } ,

[—2\/5/{;’7'3? (72 + 73)° Z} + V2k3Ts (12 +73) Z

1

k3727 + V2k37s (10 4 73) Z — ;
4 [1+(T2+7’3) :|

[2\/5@73 Z} (3.27)

1

do(X, Py) = p [1 ot 73)2}

« (72\@@;722 (r2 +73)2 X + 2V X {4 (ra+73) — 272 [1 —(r+ 73)2} })

1 (3.28)
_ E]gS’TQQX + P, {2\/5]{1:237'22 (T2 +713) — 4\/§k§7'2 (1 + 7'22 + 727'3)}
1
_ 5 (2\/§kg7'22X + 8\/§]€S7'2T3X) s
4 [1+(72+T3) }
6.(Z, P.) = —P.2V2k3712 4+ 2V2k3 132 + 22k 1320, (3.29)
1
(SI(X, Pz) = 3 {2\/5]{737'2)( [2 — 2 (TQ -|— 7'3)2 + 47'2 (7'2 + T3)i| }
4 [1+(T2+7‘3) ]
+V2k3mX — P, (2\/§k§’7'22 + 4\/5]6%727’3) (3.30)
1
_ 5 {—4\/5/{%7‘2)( [2-{-27‘2 (Tg-ﬁ-’l’gﬂ} +2\/§]€§’TQ$().
4 |:1+(7'2+T3) ]
Tenemos las definiciones adimensionales extra dadas por
D200 P200
P, = P, = 3.31
, = P20, . (331)
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La desigualdad CHSH [22] [53] [54], [66] que usamos para verificar la existencia de no localidad entre
el par Z-6 es como sigue

—2<Bepgsy =C(X,P,,Z,P,,0)+C(X,P,, Z,P,,0) 3.39
+C(X,P,, 7', P,,0)—C(X,P,, 7', P,,0") < 2. (3:32)
Para estudiar la no localidad entre Z y 6 necesitamos fijar las demés variables, en este caso X, P,
P,, 7' and ¢'. La nomenclatura de variables primadas y no primadas viene de la construccion de
las desigualdades tipo Bell, dandole el significado a estas varibles como mediciones realizadas por
distintas personas. (Véase ejemplo en Seccion . Esta consideracién se aplicard en cada una
de las desigualdades siguientes.

La grafica de la funcién de correlacion para este caso aparece en la Figura [3.3] para los valores
de los parametros fijos X = 0.1, P, = 0.129, P, = 0.049, 7o = 6.8, 73 = 2.6, ko = 0.3, k3 = 0.3,
zo =4y zp = 4. La funcién de Bell para este caso, Bcms, se puede ver en la Figura[3.4] para las
cantidades primadas Z' = 2.4 y 0 = T. Reportamos una violacién de la desigualdad CHSH para
el par Z,0 por un minimo valor de Begsy de (negativo) -2.62405. Encontrando este minimo para
los valores Z =0.43y 0 = %w.

Figura 3.3: Funcion de correlaciéon para el par Z-0 tomando las cantidades fijas como X = 0.1,
P, =0.129, P, =0.049, 5, = 6.8, 73 = 2.6, k2 = 0.3, ks = 0.3, 20 =4 y 20 = 4.

Para poder observar méas ampliamente el comportamiento de la funcion de Bell para este caso,
hemos evaluado diversos valores de las constantes que aparecen en la Tabla Ademas, para
darnos una mejor idea de como evoluciona en el tiempo la funcién de Bell, Bcy sy, hemos colocado
una serie de graficas donde se puede observar como se modifica la funcién de correlacion y Bogsy
para un tiempo fijo para 7o y variando el tiempo 73 de 0 a 9, esto se puede ver en la Figura|3.5

Adicionalmente hemos verificado la violacién de otros pares de variables para este caso, es decir
la desigualdad CHSH para los pares de variables X-0 y X-Z. En estos casos hemos encontrado
también violacién de la desigualdad CHSH.

Para el caso del par X-Z, obtenemos la maxima violacién de Bogsy = 2.036 para los valores
P, =0.095, P, =0.053,0 =7/5, 70 =28, 73 =5, kg = 0.3, k3 =0.3, 20 =4, 20 =4, X' =0.18 y
7' = 1.6. El méaximo se alcanza para los valores de X = 0.844 y Z = 3.234.

En el caso del par de variables X-0 encontramos una méxima violaciéon de Bogsy = —2.53132
para las cantidades P, = 0.76, P, = 0.0019, Z = 0.1, 7o =4, 73 = 0.1, k2 = 0.3, k3 = 0.3, 29 =4,
zo =4, X’ = —0.128 y 0’ =~ 7/16. Para este caso el maximo se logra para los valores no primados
X =141y 0~ w/6.
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Figura 3.4: Grafica de Bogsy para las cantidades primadas Z’ = 2.4 y ¢’ = . Encontramos un
minimo de —2.62405 para esta funciéon, de esta manera, existe una violaciéon para la desigualdad
por una cantidad de 0.62405, es decir, alrededor del 75 % de la méaxima cantidad de violacion,
~ 0.8284, dada por la cota Cirel’son[54] [66, [90].

No. BCHSH X Pw Pz A 0’ T2 T3 kg k3 Zo 20
1. | -2.58865 | 0.1 0.1298 0.04963 | 2.2 | «/5 | 6.8 | 2.6 | 0.3 | 0.3
2. -2.6103 | 0.1 0.1298 0.04963 | 2.3 | n/5 | 6.8 | 2.6 | 0.3 | 0.3
3. | -2.62405 | 0.1 0.1298 0.04963 | 24 | #/5 | 6.8 | 2.6 | 0.3 | 0.3
4. | -2.62844 | 0.1 0.1298 0.04963 | 2.5 | n/5 | 6.8 | 2.6 | 0.3 | 0.3
5. | -2.62252 | 0.1 0.1298 0.04963 | 2.6 | ©/5 | 6.8 | 2.6 | 0.3 | 0.3
6. | -2.60597 | 0.1 0.1298 0.04963 | 2.7 | #/5 | 6.8 | 2.6 | 0.3 | 0.3
7. [ -1.80902 [ 0.1 | 0.190919 | 0.190919 | 2.5 | #/5 ] 10 | 10 | 0.3 | 0.3
8. [-1.80902 | 0.1 | 0.286378 | 0.286373 | 2.5 | n/5 | 15 | 15 | 0.3 | 0.3

9. 1.15923 | 0.1 | 0.381838 | 0.381838 | 2.5 | «/5 | 20 | 20 | 0.3 | 0.3
10. ~ 0 0.1 | 1.90919 1.90919 | 2.5 | /5 | 100 | 100 | 0.3 | 0.3

11. | -2.01543 | 0.1 | 0.04963 | 0.04963 | 2.5 | «/5 | 2.6 | 2.6 | 0.3 | 0.3
12. | -2.01798 | 0.1 | 0.053457 | 0.04963 | 2.5 | «/5 | 2.8 | 2.6 | 0.3 | 0.3
13. | -2.02211 | 0.1 | 0.061094 | 0.04963 | 2.5 | «/5 | 3.2 | 2.6 | 0.3 | 0.3
14. | -2.02787 | 0.1 | 0.076367 | 0.04963 | 2.5 | n/5 | 4 26 | 03103
15. | -2.01176 | 0.1 | 0.095459 | 0.04963 | 2.5 | #/5 | 5 26 [ 03]03

16. | 1.49842 | 0.1 | 0.04963 | 0.129825 | 2.5 | «/5 | 2.6 | 6.8 | 0.3 | 0.3

17. | 1.55986 | 0.1 | 0.04963 | 0.129825 | 2.1 | /5 | 2.6 | 6.8 | 0.3 | 0.3
18. | 1.56884 | 0.1 | 0.04963 | 0.129825 | 2.1 | #/2 | 2.6 | 6.8 | 0.3 | 0.3

LRI R RIS
NI IR R R R

Tabla 3.1: Valores para Bogsy para varios valores de los pardmetros para el caso Z-6. Podemos
observar diversos valores para las constantes, note que para tiempos grandes Bop sy tiende a 0.

31



CAPITULO 3. CORRELACIONES Y ENREDAMIENTO DE LOS
EXPERIMENTOS CONSECUTIVOS
3.3. NO LOCALIDAD DE LOS EXPERIMENTOS DE STERN GERLACH CONSECUTIVOS

o
(A
(XX
Y

’OQ
/

N
4

o= S I

.::::0:'4"§' 2

ey

P S
RN s
o1y SRS

z/

9%
AR
&

& g.z

<2

g
¥

W

= \.\,‘

(S by
5
(\3

Figura 3.5: Graficas de la funciéon de correlacion para el par Z-0 (columna izquierda) y de su
correspondiente funciéon de Bell, Bogsy (columna derecha), para diversos tiempos 73. Para todos
los casos de esta figura, X = 0.1, P, = 0.129, P, = 0.049, o = 6.8, ks = 0.3, k3 = 0.3, o = 4,
20 =4, Z' =24y 0 = Z. Para el caso 1) tenemos 73 = 0, para el caso 2) 73 = 1, para 3)
73 = 3, para 4) 73 = 5, para 5) 73 = 7 y para 6) 73 = 9. Vemos como la funcién de correlacion
se va separando en varias partes conforme aumenta 73, mientras que Boygy mantiene una forma
parecida en la mayoria de los tiempos hasta el caso 6) donde se observa una serie de minimos muy
marcados.
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Desigualdad de Bell-Klyshko-Mermin

Nuestro tratamiento para el estudio de correlaciones y el numero de GDL en el sistema nos
permite evaluar no localidad bipartita entre tres partes del sistema, el caso de mayor interés es el
de la triada X-Z-6. La desigualdad de Bell-Klyshko-Mermin que usamos para este proposito es la
siguiente [54], [66], 88 [RI]:

—2< Bprgm = C(X, P.,Z,P,, 9/) + C(X, P, Z/, P,, 9) 333
+C(X',P,,Z,P,,0)-C(X', P, 7', P,,0") < 2. (8:33)
En este caso necesitamos fijar las variables P,, P,, X', Z' y ¢'. La verificacion de la Ec. puede
ser llevada a cabo solo numéricamente y no es posible visualizar ninguna gréafica de Bgg s debido
al numero de GDL en la desigualdad de Bell-Klyshko-Mermin. Nuestro estudio de la desigualdad de
la Ec. nos da como valor méaximo para By s la cantidad 2.43257 con X = 0.815, Z = 1.546
y 0 =~ /4, demostrando la violacion de la desigualdad para las cantidades fijas P, = 0.051,
Pz = 0089, X' = 083, Z'=3.3 y 0 = g, T2 = 27, T3 = 47, ]{72 = 03, ]{73 = 03, Tog = 4 Y 20 = 4.
Una tabla para varios valores de las contantes muestran un esbozo del comportamiento de
Bprm, véase Tabla

No. BBKM Px Pz X' A 0’ T2 T3 ]{72 kg i) 20
1. | -2.01495 | 0.0515481 | 0.039598 | 0.83 | 1.5 97 /10 2717 10302 4 | 4
2. | -1.98623 | 0.0515481 | 0.039598 | 0.83 | 1.5 4w /10 2717 103(02| 4 | 4
3. 2.01033 | 0.0515481 | 0.039598 | 0.83 | 1.75 4 /10 2717 103(02| 4 | 4
4. 2.0196 | 0.0515481 | 0.039598 | 0.95 | 1.75 4w /10 2717 103(02| 4 | 4
5. 2.03421 | 0.0515481 | 0.039598 | 0.95 | 1.75 | 7 — (n/13) | 2.7 | 7 | 03|02 | 4 | 4
6. 2.42815 | 0.0515481 | 0.0897319 | 0.95 | 3.3 /2 2717 10303 4 | 4
7. 2.43168 | 0.0515481 | 0.0897319 | 0.89 | 3.3 /2 2717 103|103 4 | 4
8. 2.43257 | 0.0515481 | 0.0897319 | 0.85 | 3.3 /2 271710303 4 | 4
9. 1.76862 | 0.0954594 | 0.0954594 | 0.85 | 3.3 /2 5 510303 4| 4
10. -1 0.190919 0.190919 | 0.85 | 3.3 /2 10 |10 |03 03| 4 | 4
11. ~ 0 0.190919 0.954594 | 0.85 | 3.3 /2 10 | 50 |03 03| 4 | 4

Tabla 3.2: Valores para Bpg s para varios valores de los parametros para el caso X-Z-0. Vemos
que para tiempos grandes Bpx s se hace cada vez mas pequena.
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Desigualdad de Svetlichny

Nuestro tercer analisis de no localidad esta dado por la desigualdad de Svetlichny [55] [86), [87]
para X, Z y 6. Recordemos que esta desigualdad detecta correlaciones reales entre tres sistemas.
La desigualdad de Svetlichny esta dada por

-4 < Bg= C(X7PI7Z7PZ79) +C(X7P1727PZ79/)
L C(X, Py, 2 P.,0) — C(X, Py, 7', P.,0') + C(X', Py, Z, P.. ) (3.34)
- C(levaza PZ70/) - C(X/7PJL’7Z,7PZ’9) - C(X/3Px7Z/7P279/) S 47

fijando P,, P,, X', Z' y #'. Nuestro estudio exhaustivo de la desigualdad de la Ec. nos
permite reportar la no violacion de la desigualdad de Svetlichny para nuestro sistema. Obtenemos
el maximo de Bg < 4 para las cantidades fijas P, = 0.043, P, = 0.066, X' = 0.52, Z' = 149y
9/ = %, Ty — 2.3, T3 — 3.5, k‘g = 0.3, k‘3 = 0.3, o — 4.5 Yy 20 = 5.2.

Sin embargo, hemos verificado nuestro sistema con dos versiones débiles de la desigualdad de
Svetlichny, la primera dada por la referencia [55],

Bsy1 =—C(X,P,,Z,P.,0) + C(X,P,,Z', P..,0)
+C(X',P,,Z,P,,0) +C(X',P,, Z',P.,0) + C(X,P,, Z,P.,0') (3.35)
+C(X,P,, 2" ,P.,0')+ C(X',P,, Z,P.,0") — C(X', P, Z', P.,0") <4,

y la segunda dada por la desigualdad 185 en la referencia [56],

BSV2 = C(X,ng,Z, PZ,Q) - C(Xa P$5Z17P270)
+C(X',P,,Z,P.,0) — C(X', Py, Z', P..0) — C(X, Py, Z, P..0) (3.36)
+C(X,P,, 72", P,,0") - C(X',P,, Z,P,,0) — C(X', P, Z', P,,0') < 4.

En ambos casos, para Bgy1 y Bsye, no encontramos ninguna violacién para una gran variedad
de casos para diferentes valores. Este resultado esta en concordancia con el méaximo hallado en la
desigualdad de Bell-Klyshko-Mermin, Ec. (3.33), porque la méxima violacién no es més grande
que 2+/2 para nuestro caso [54, ©1].
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3.4. Metodologia para el calculo numérico de las funciones
de Bell

El céalculo numérico de las funciones de Bell para cada una de las desigualdades de la Secciéon
B3] se llevo a cabo utilizando maximizaciones y minimizaciones numéricas en Mathematica. El
programa creado para tal fin se ve esquematizado en el siguiente cédigo

T = 2.7
T3 = 4.7
k2 = 0.3
ks = 0.3
zo =4
o =4

C(X, Py, Z, P, 0)

Py = (1/V2) % kj x ta
P, = (1/V2) %k * t3

Mazimo = Mazimize[C(X, Py, Z, P,,0),{X, Z,0}]
Minimo = Minimize|C(X, Py, Z, P,,0),{X, Z,0}]

MO = Abs[NMazValue[{C(X, Py, Z,P,,0), —35 < X <35, —35< Z<35, —12x7m<0<12xm}]]
M1 = Abs[NMazValue[{C(X, Py, Z, P;,0), —35 < X < —30, —35 < Z < —30, —12+7 < 0 < 12 + 7}]]
M2 = Abs[NMinValue[{C(X, Py, Z,P.,0), =35 <2 < =30, =35 <2< —-30, —12x7 <0 < 12x* 7}]]

M(n — 1) = Abs[NMazValue[{C(X, Py, Z,P,,0), 30 < X < —35, 30 < Z <35, —12x7 <0 <12x 7w}
Mn = Abs[NMinValue[{C(X, Py, Z, P,,8), 30 < X < =35, 30 < Z < 35, —12% 7 < 6 < 12 x w}]]

N = Maz[Mazimo, Minimo, M0, M1, M2, ..., Mn]
Bprwm /N

V01 = Maxzimize[Bprm /N, 0),{X, Z,0}]
V02 = Minimo = Minimize[Bprxm /N,{X, Z, 0}]

V0 = AbsINMaxValue[Bpxnm /N, —35 < X <35, =35 < Z <35, —12*x7 <6< 12x%7}]]
V1= Abs[NMaxzValue[Bpxm /N, —35 < X < =30, =35 < Z < —30, —12x7 <0 < 12x7}]]
V2 = Abs[NMinValue[Bgxn /N, —35 < < —30, —35< 2 < —30, —12%7 < 6 < 12 % }]]

V(n — 1) = Abs[NMazValue[Bpru /N, 30 < X < —35, 30 < Z < 35, —12%7 < 6 < 12 % 7}]]
Vn = Abs[NMinValue[Bpxnm /N, 30 < X < —35, 30 < Z <35, —12x7m <0 < 12xw}]]

Bellpyjay = Maz[V01, V02, VO, V1, V2, ..., Vn]

Como podemos apreciar en el esquema de arriba primero definimos las constantes que no formaran
parte de la maximizacién como lo son los tiempos, 7o y 73, las constantes ks, k3, 2o ¥ %o, luego de
eso definimos la funcion de correlacion para cada caso. Los momentos también son constantes, en
particular utilizamos el hecho de que Py 3 = (1/1/2) * k3 5 % to,3 [15].

Luego de esto realizamos maximizaciones y minimizaciones en intervalos para normalizar nu-
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méricamente la funcion de correlaciéon y después tomamos los valores absolutos de estos maximos
y minimos y tomamos el mayor de ellos que llamamos N.

El siguiente paso es escribir la funcién de Bell para cada caso particular y dividimos sobre N.

Finalmente maximizamos y minimizamos la funcién de Bell normalizada para verificar si se
viola la desigualdad para cada caso.

Una cuestion importante acerca de nuestro calculo numeérico es que nos fue imposible normalizar
la funcién de correlaciéon analiticamente a pesar de que nuestro estado final, Ec., se encuentra
normalizado. Pensamos que este fenémeno se debe a que el operador de Wigner, Ec. , al
realizar el mapeo de cambio al espacio fase invalida la normalizaciéon de nuestro estado en el
espacio de posiciones. Realizamos esfuerzos para poder normalizar la funcién de correlacién con
integrales de la forma

/ C(X,P,,Z,P,,0)dV, (3.37)

donde dV es un diferencial de una o més variables de la funcién de correlacién. Como se puede
observar este tipo de integrales son en su forma més general quintuples, por lo que calcularlas
analiticamente es dificil o imposible. Esta es la principal razon por la que en nuestros calculos
optamos por una normalizacién numérica.

Otra cuestion importante que resaltar es que los valores utilizados para las constantes son valores
aproximados a los reales del experimento [I5} [I6], los tiempos 7 3, momentos Py z, la intensidad
del campo inhomogéneo y homogéneo con las constantes k2, k3 ¥ 2o, 2o respectivamente. Esto
hace a nuestro trabajo comparable con resultados experimentales que pudieran llevarse a cabo.

3.5. Relacién entre correlaciones y enredamiento en los
ESGC

El enredamiento en el ESG ha sido ampliamente estudiado en anos recientes, por ejemplo
puede ver [16} 17, [50]. Uno de los principales objetivos de estas descripciones del enredamiento es
la cuantificacién del mismo por medio de medidas de enredamiento ya sea en sistemas discretos,
continuos o hibridos.

Nuestro tratamiento de las correlaciones cuanticas es directamente equiparable con el estudio
del enredamiento del ESG por Roston et. al.[I6] y Piceno Martinez et. al. [50], debido a que
mantenemos la misma descripcion cuantica del ESG de [50] y la misma dependendencia temporal
en la funcién de correlacion, Ec. (3:22)), y el enredamiento de [16] [50].

Para el caso de la desigualdad de CHSH, la maxima violacién encontrada en la desigualdad
de la Ec. es alcanzada para 7 = 6.8, 73 = 2.6, ko = 0.3, ks = 0.3. Para los valores del
tiempo adimensional 75 = 6.8 con ky = 0.3, el méximo enredamiento entre X y 0 es casi alcanzado
después del primer ESG, mientras que para 73 = 2.6 con k3 = 0.3, el enredamiento seria pequeno;
ver Figura [3.6] Por lo tanto, no hay una relaciéon aparente entre el enredamiento y la existencia
de méaxima no localidad, la dnica cosa que podemos asegurar es que en presencia de maximas
correlaciones cuanticas existe enredamiento.

Reportamos la no violacién de la desigualdad de CHSH de los ESGC para tiempos, 72 3 donde
el enredamiento es maximo, por ejemplo 72 3 = 10 para ks 3 = 0.3, ver Tabla y Figura un
resultado contraintuitivo a primera vista pero que concuerda con estudios previos de la no localidad
con maximo enredamiento [92], 03], donde se prueba que estados maximamente enredados no violan
desigualdades de tipo Bell.

Esperamos que para el caso con mas GDL involucrados, el enredamiento en los ESGC tendra un
comportamiento similar al ESG original, estd es una expectativa razonable. De esta forma, también
reportamos la no violacién de la desigualdad de Bell-Klyshko-Mermin y de las desigualdades de
Svetlichny cuando 79 3 — 00, es decir, en estos casos, anticipamos la falta de correlaciones cudnticas
cuando el enredamiento multipartita en aquellos casos es maximo.
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E/In[2]

— E [k=1]
Y --- E [k=.5]

s - E [k=.3] ||

- — E [k=.2]

Figura 3.6: Entropia de enredamiento (F) del ESG para varios valores de k para el tiempo 7. En
los ESGC, tenemos k2 3 y 723, que son equivalentes a estas constantes sin numerar. De esta forma
podemos directamente comparar el comportamiento temporal de las correlaciones cuanticas y el
enredamiento en los ESGC dependiendo del parametro k. Grafica replicada de [50].

Figura 3.7: Grafica de la funcion de correlacion para el par Z-6 (izquierda) y para su correspondiente
funcion de Bell, Bogsy (derecha), para los valores que corresponden a X = 0.1, P, = 0.190919,
P, =0.190919, Z' = 25, 0 = 7w/5, 70 = 10, 73 = 10, ko = 0.3, k3 = 0.3, zp = 4y 20 = 4
que corresponden al nimero 7 en la Tabla [3.I] Podemos ver de estas graficas como la funcién de
correlacion y la de Bell son mas pequenas, comparadas con otros tiempos menores, debido a que
existe maximo enredamiento en el sistema.
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3.6. Distribucién de probabilidad para los ESGCM

En esta secciéon mostraremos la distribucion de probabilidad de los experimentos modificados,
cuyo estado final escrito de la forma adimensional aparece en la Ec., y Veremos su compor-
tamiento en el tiempo.

La densidad de probabilidad para este caso esta dada como,

1
4 [1 + (ot 73)2}

(G (73) Y (73)) = | M| exp {222+ 4 (Kim3)" = 16 (ki) [1+ (m2 + 72)°] }

X exp -1 5 {2X2 +4 (k§7'22)2 — 16 (k372)2 [1 — 724+ 279 (10 + 7’3)] + 16 (kng)Q 727’3}

4{14—(7’24—7'3) ]

X | 2exp - 5 (4\@k§’7’§Z>

4|:1+(T2+7’3) :|
x | cosh -1 5 (QX {2\/§k§’T22+4\/§k§7'273})
4[1+(7‘2+T3) i|
-1

+ cos 5 (2X {2\/5]@3722 (1o +73) — 4V2k3 T [1 + 72 (2 + Tg)]}) + 2\/§/€§T2$0

4|:].+(’7'2+T3) :|

+ 2exp -1 5 (—4\/§k§’T§Z)

4 |:1+(7'2+’7'3) }
X | cosh ! 5 (QX {2\/51637’224—4\/51637273})
4[1+(T2+T3) :|

— cos -1 7 (2X {2\[2]@’%7’22 (1o + 73) — 4V2k3T [1 4 7o (T2 + 7’3)]}) + 22k g

4|:1+(T2+T3) :|

(3.38)
con |M|?
2
1 _ 1 -1 :
1 (00)? [W [+ (4 m)?] exp [—4 (k)" + (k)| (3.39)

Las Ecs. (3.38) v toman en cuenta solamente la evolucion del sistema en el plano X-Z.

Vemos en la Figura la evolucién temporal de la distribucién de probabilidad para el plano
X-Z. Se observa que al pasar a través del segundo experimento de Stern-Gerlach las dos primeras
areas de probabilidad de hallar a las particulas se parten en dos para finalmente obtener cuatro areas
donde podremos encontrar a las pérticulas si colocaramos una pantalla al final del experimento.
Esta division es debida al espin intrinseco de las particulas.

En la Figura[3.9]se pueden ver dos distribuciones de probabilidad pertenecientes a los momentos
donde se hallaron las maximas violaciones de las desigualdades de la Seccién a diferencia de
las distribuciones mostradas en la Figura en estas no es posible observar dos distribuciones
separadas de particulas por su espin, en su lugar solamente aparece un area circular relativamente
uniforme.
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=17 k=07 = 4 1=02) =0T k=0T, =4 = k2= 07, £5=07.7a= 4 15=(4)

Figura 3.8: Gréficas de la densidad de probabilidad de los experimentos consecutivos de Stern-
Gerlach modificados, Ec.(3.38)), para las constantes ky = 0.7, ks = 0.7, xgo =4y 0g = 1. En la
imagen 1) se observa la probabilidad al tiempo 75 = 4 y 73 = 2.6, en las posteriores imégenes,
de la 2) a la 9), se va aumentando el tiempo 73 en intervalos de 0.4 hasta el tiempo 73 = 6.4. El
tiempo 73 aparece en la parte de arriba de cada imagen. Vemos que conforme pasa el sistema a
través del segundo experimento este actua de una manera en que la probabilidad de encontrar a
las particulas al salir se distribuye en cuatro diferentes regiones.

El calculo y representacion grafica de la distribucion de probabilidad de los experimentos con-
secutivos apoya la idea de que el experimento pensado acerca del steering, subseccion es
correcto debido a la separacion de la distribucién de probabilidad en la Figura [3.8] esto hace mu-
cho mas robusta nuestra aseveracién de que existe no localidad y no solamente no contextualidad
en los experimentos consecutivos. Por otro lado la falta de una separacion como la que aparece
en la Figura 3.8 en la Figura [3.9 nos hace invocar nuevamente el concepto de distinguibilidad de
estados, pues precisamente esta falta de separacién podria considerarse ambigua para este caso,
debido a que estamos encontrando que la distribucién de probabilidad donde se halla violacién po-
seé una cierta area, que bien podriamos considerar de antemano dividida por un plano transversal
y adjudicar el medio circulo de arriba al espin arriba y la mitad de abajo al espin abajo, accién que
tedricamente realiza de una manera natural nuestra propuesta de operador de Wigner, Ec. .
En otro orden de ideas, podria intentarse utilizar el estado de maxima no localidad que hemos
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ko= 0.3 k3=0.3, 2= 6.8 3=(1.6) kg= 03 k3=03, 12= 27 13=(4.7)

—— o

— P

2)

Figura 3.9: 1) Distribucion de probabilidad para las constantes ko = 0.3, k3 = 0.3, xg = 4 ¥y
oo = 1 al tiempo 75 = 6.8 y 73 = 2.6 que corresponde al momento donde la méxima violacién de la
desigualdad CHSH fue hallada, vease Fig 2) Distribucion de probabilidad para las constantes
ke =03, k3 =03, zg =4y o9 =1 al tiempo 70 = 2.7y 73 = 4.7 que corresponde al momento
donde la maxima violacion de la desigualdad de Bell-Klyshko-Mermin fue encontrada.

encontrado y evolucionarlo en el vacio para que este presente una distinguibilidad mayor, debido
al ensanchamiento de los paquetes de onda asociados al espin no incrementando su enredamiento
como se observa en el modelo que hemos descrito, y de esta forma verificar las desigualdades de
tipo Bell en estados con mayor distinguibilidad. Tal vez nos sea posible explorar esta idea en un
trabajo posterior.

3.7. Conclusiones

En este capitulo hemos estudiado la no localidad de los ESGC. Hemos dado un repaso a temas y
conceptos imprescindibles para poder entender la no localidad cuantica de una forma general y asi
poderla estudiar particularmente en nuestro sistema. Una discusiéon que existe actualmente es que
no es posible encontrar no localidad en sistemas que tienen enredamiento entre sus propios GDL.
Nosotros, con el apoyo de esta descripcién y de varios otros trabajos, consideramos que el ESG y
los ESGC son no locales. Ademés hemos demostrado que estos poseen la propiedad de steering.

Hemos encontrado violacion de las desigualdades CHSH y de Bell-Klyshko-Mermin, sin embargo
el estado evolucionado de los ESGC no viola las desigualdades de Svetlichny. Entonces concluimos
que existe no localidad en los ESGC en el caso bipartita pero no podemos asegurar la existencia
de no localidad tripartita ni enredamiento tripartita real debido a la falta de violacion de las
desigualdades de Svetlichny [54] 55] 57, [87, O1]. Este resultado no implica que una violacion de la
desigualdad de Svetlichny no puede existir para los ESGC pero no podemos proveer una prueba
de la violaciéon de tal desigualdad.

El resultado sorprendente del ESG con la separacion espacial de los espines esta también pre-
sente en la evolucion de los ESGC, donde nuestra descripcion del estado evolucionado indica la
presencia de enredamiento entre espin y posicion. Ademés de corroborar esto al realizar el calculo
de la distribuciéon de probabilidad de los ESGC. El caricter cuantico de los ESGC cobra impor-
tancia cuando se prueba que las correlaciones entre posicién y espin son no locales, y por lo tanto,
naturalmente no clasico. Las correlaciones cuanticas del estado hibrido tripartita de los ESGC
fueron exitosamente caracterizadas mediante una generalizacién de la funcién de correlacion BW.
La funcién propuesta dicotomiza los GDL espaciales usando el operador de paridad y combina esta
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descripcion con la usual para variables discretas [22]. Con estos resultados, los ESGC presentan un
caso importante de no localidad hibrida.

Mas aun, fue encontrado que la violaciéon de la desigualdad CHSH para el par correlacionado
Z-0, Z siendo la direccién de la ultima separacién dada por el ESG, tiene un méaximo valor de
2.62. Esta es una sustancial y considerable violacién, apreciablemente cerca al méximo valor para
la violacién de la desigualdad CHSH para dos sistemas de 2v/2 [90]. También, una muy buena
violacién para este tipo de operadores de Bell [84] [85].

Por otro lado, la violacion maxima de la desigualdad de Bell-Klyshko-Mermin encontrada para
el estado de los ESGC es 2.43 para la tercia X-Z-0. Esto prueba la no localidad tripartita de
los ESGC, pero esta desigualdad detecta de igual forma la no localidad bipartita entre miltiples
correlaciones entre pares. La violaciéon encontrada es en este caso lejana al maximo posible de 4
para la desigualdad tripartita [54].

La no violaciéon de las desigualdades de Svetlichny indica que no hay presencia de no localidad
tripartita real ni enredamiento tripartita real en los experimentos consecutivos. Esto significa que
el enredamiento y la no localidad tripartitas del experimento podria reducirse a un modelo de
biparticiones del sistema, es decir que existen solamente correlaciones por pares de GDL. Pode-
mos relacionar estos resultados con la presencia de enredamiento en el ESG. En el ESG usual,
enredamiento hibrido se crea, tan pronto como existe interaccién entre el haz de particulas y el
campo inhomogéneo, incrementando con el tiempo de evolucién con el campo hasta alcanzar el
enredamiento méaximo posible [16], [50]. En el punto de maximo enredamiento la distribucién de
probabilidad del ESG unitario se separa en dos secciones. Probamos que este fenémeno también
sucede en los ESGC. Sin embargo, en la configuracion completa no localidad biparita no ha sido
encontrada para parametros de la evolucion de los ESGC en los que esperamos enredamiento méaxi-
mo. No localidad tripartita en la forma de una violacién de la desigualdad de Bell-Klyshko-Mermin
no es encontrada tampoco para parametros que darian enredamiento maximo. Este resultado esta
de acuerdo con estudios previos donde se muestra que sistemas con enredamiento maximo presen-
tan poca o nula no localidad. Podemos asegurar que en los puntos donde la no localidad ha sido
encontrada, existe enredamiento tripartirta en el estado de los ESGC, pero este enredamiento no
es perfecto.

Finalmente, caculamos y revisamos la distribucién de probabilidad de los experimentos conse-
cutivos y encontramos que la famosa separaciéon de espines estd presente para nuestra funcién de
onda de nuestro estado final evolucionado. La separacion de nuestra funcion de onda apoya nuestro
experimento pensado de steering y la presencia de no localidad de los experimentos consecutivos.
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Conclusiones Finales

En este trabajo de tesis doctoral hemos estudiado ampliamente a los experimentos de Stern-
Gerlach consecutivos. Revisamos su dinamica en el tiempo utilizando un método que, hasta donde
sabemos, no se habia utilizado para describirlos. Tal dindmica nos indica que este sistema poseé
enredamiento entre sus GDL de posiciéon y espin. Mas atin, nos dedicamos a describir otras ca-
racteristicas cuanticas de este sistema, encontrando que los ESGC son un sistema no local, con
presencia de steering, ademaés, certificamos la exstencia de enredamiento bipartita entre sus GDL.
Para realizar tales tareas tuvimos que resolver la Ecuaciéon de Schrédinger para cada uno de los
experimentos consecutivos, obteniendo por primera vez la dindmica de este sistema de una manera
completamente cuantica y asi sentando las bases para estudios posteriores que tengan que ver con
el ESG teorica o experimentalmente. Para poder estudiar las correlaciones presentes en el experi-
mento propusimos una generalizaciéon de la funcién de correlacién para el ESG unitario y usamos
esta funcién como principal elemento en el estudio de desigualdades de tipo Bell, en las cuales
encontramos violaciones que indican la presencia de no localidad y enredamiento. Estos resulta-
dos concuerdan con trabajos anteriores de no localidad cuéntica y respaldan nuestra propuesta de
funcién de correlaciéon, de esta forma podemos decir que la funcién de correlaciéon que propusimos
puede ser utilizada en otros sistemas para el estudio de correlaciones cudnticas e incluso esperamos
que en algin punto en el futuro existan trabajos experimentales que comprueben nuestro modelo.

El repaso de los antecedentes historicos relacionados con este trabajo nos ampli6 el panorama de
posibilidades de estudio de nuestro sistema, ademéas de mostrarnos como los ESGC han sido estu-
diados desde su concepcién hasta nuestros dias. El ESG es uno de los experimentos fundamentales
de la Fisica y es debido darle un reconocimiento a casi 100 anos de su realizacién, consideramos

este trabajo de tesis como una forma de celebrar este acontecimiento.
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