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Resumen

En este trabajo se realizara el andlisis de Gitman-Lyakhovich-Tyutin [GLT] aplicado a la teoria
de alto orden de Maxwell-Chern-Simons en tres dimensiones. Nuestro analisis nos permitira conocer
exhaustivamente las caracteristicas presentes en la teoria como son; las restricciones, el conteo de
grados de libertad y se construiran los paréntesis de Dirac.
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Introduccion

Es bien conocido que las teorias de alto orden en las derivadas tienen un gran interés en la fisi-
ca. En efecto, desde 1850 con los trabajos desarrollados por Ostogradski analizando la formulacion
hamiltoniana de sistemas de alto orden [1], hasta nuestros dias, dichos sistemas siguen teniendo
un alto atractivo para la comunidad. Sistemas de alto orden aparecen en problemas como la ge-
neralizacion de la electrodinamica [2, 5], teoria de cuerdas [6], modelos para explicar el problema
de la energia oscura [7, 9], y por supuesto en generalizaciones de gravedad, donde se incluyen tér-
minos cuadraticos en la curvatura y de dichos términos emergen derivadas de alto orden. Dichas
generalizaciones son relevantes porque al menos por conteo de potencias, se asegura que dichas
teorfas modificadas de gravedad son renormalizables [10, 11]. Existen en la literatura sistemas de
alto orden en las derivadas espaciales y en las derivadas temporales. Para estudiar los sistemas de
alto orden en la derivada temporal y que ademaés sean singulares, se tiene a la mano el formalismo
conocido como Dirac-Ostrogradski [DO] [12]. En efecto, en dicho método lo que se considera es
realizar una extension del espacio fase. Basicamente lo que se hace es asociar el momento canénico
conjugado al campo y a la derivada temporal del campo. Después, se realiza la identificacion de
las restricciones de manera usual como se hace en el formalismo de Dirac. Sin embargo, debido a
que los sistemas de alto orden no son triviales, la identificacién de las restricciones y por lo tanto
de las simetrias, no es un ejercicio facil de llevar a cabo. Debido a lo anterior, la comunidad ha
estado buscando métodos alternativos al formalismo DO para realizar el analisis de sistemas de
alto orden. Respecto a este punto, se tiene también a la mano el formalismo canénico llamado de
Gitman-Lyakhovich-Tyutin [GLT] [12, 14]. El formalismo de GLT es una extension del formalismo
de DO, en dicho método lo que se considera es introducir un cambio de variable y asociarles multi-
plicadores de Lagrange a nivel de la accién, de tal manera que el orden de las derivadas temporales
se reduzca y asi poder trabajar como si se tuviera una teoria singular ordinaria. El formalismo
GLT ha sido aplicado a modelos sencillos, pero no ha sido explotado del todo en una teoria de
campo, salvo recientes trabajos que han sido usados para analizar modelos de juguete de grave-
dad [16] y a una teoria de alto orden llamada gravedad topolégicamente masiva [17]. En dichos
trabajos se muestra el alcance que tiene el formalismo de GLT para estudiar sistemas singulares
de alto orden. En esencia, dicho formalismo es de cierta forma mas sencillo de manejar que el DO
y la identificaciéon de las restricciones, asi como la construccién de los paréntesis de Dirac, es mas
directa.

Tomando en cuenta lo anterior, en el presente trabajo de tesis de licenciatura, se propone estu-
diar el sistema de Maxwell-Chern-Simons [MCS] en tres dimensiones el cual es una teoria de alto
orden. Cabe mencionar que el término de Chern-Simons no es la usual 3-forma que se conoce.
En efecto, el nuevo término ahora es de alto orden y ya no es topologico como el término usual.
A nivel lagrangiano, la teoria de MCS representa un sistema con grados de libertad masivo y no
masivo. A nivel hamiltoniano se necesita averiguar cudles seran sus restricciones y por ser una
teoria de alto orden en las derivadas temporales, se necesita saber si el grado de libertad masivo
representa un campo fantasma. En efecto, es bien conocido que en las teorias de alto orden en
las derivadas temporales, presentan generalmente campos fantasmas, esto es, campos con energia
de norma negativa. De hecho este es un problema comin, incluso en modelos de gravedad como
por ejemplo en la teoria de Weyl [18], donde se presume que los grados de libertad masivos son
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fantasmas y aunque la teoria se considera ser renormalizable, el problema de los campos fantasma
ha sido un tema de investigacién de los dltimos anos. Claro esta que llegar al punto de ver si un
campo es fantasma o no estd fuera del alcance del presente trabajo, pero el andlisis de GLT a la
teoria de MCS permitird que en trabajos futuros se pueda extender dicho anélisis inclusive hasta
llegar al tema de cuantizaciéon. Cabe mencionar que en la literatura ya se ha realizado el anélisis
de la teoria MCS usando el formalismo de DO [19], y con el presente trabajo de tesis se extenderan
los resultados ya reportados en la literatura.



Indice general

Agradecimientos
Resumen
Introduccién

1. Algoritmo de Dirac-Bergmann

1.1. Sistemas lagrangianos singulares . . . . . .. .. ... L.
1.2. Restricciones primarias .. . . . . . . . . ... L L e
1.3. Ecuaciones débiles y fuertes . . . . . . . . . ... oL
1.4. Condiciones sobre las funciones de restriccién . . . . . . . . ... ...
1.5. Hamiltoniana canénica . . . . . . . . . . . ...
1.6. Hamiltoniana primaria y restricciones secundarias . . . . . . . .. . ... ... ...
1.7. Reductibilidad . . . . . .. .. e
1.8. Condiciones sobre los multiplicadores y la hamiltoniana total . . . .. .. ... ..
1.9. Restricciones de primera y segunda clase . . . . . .. . .. .. ... Lo,

1.9.1. Separacion de las restricciones de primera y segunda clase . . . . . ... ..
1.10. Transformaciones de Norma . . . . . . . . . . . . .. ...
1.11. Grados de libertad . . . . . . . . ...
1.12. La accién y la hamiltoniana extendidas . . . . . . . ... ... ... .........
1.13. Paréntesis de Dirac . . . . . . . . . . .. L e
1.14. Observables . . . . . . . . e

2. Formalismo de Gitman-Lyakhovich-Tyutin
2.1. Formalismo de Ostrogradski . . . . . ... .. .. ... ... . .. . ... ...
2.2. Extension del formalismo de Ostrogradski . . . . .. ... ... ... ... ..
2.3. Formalismo de Gitman-Lyakhovich-Tyutin. . . . ... ... .. ... .. ... ..
2.3.1. Formalismo de Gitman-Lyakhovich-Tyutin para sistemas de segundo orden

3. Formalismo GLT aplicado al término de Chern-Simons de alto orden
3.1. Formalismo de Ostrogradski aplicado a la accién de Chern-Simons de alto orden
3.2. Formalismo de GLT aplicado a la accién de Chern-Simons de alto orden . . . . . .
3.3. Conteo de grados de libertad . . . . . .. ... ... oo

4. Formalismo GLT aplicado al sistema de alto orden Maxwell-Chern-Simons
4.1. Formalismo de GLT aplicado a la acciéon de Maxwell-Chern-Simons de alto orden .
4.2. Paréntesisde Dirac . . . . . . . . . . L

5. Conclusiones

A. Paréntesis de Poisson

XI

<
- <

—
>

© 00 00O W=

10

17
17
19
21
22

25
25
35
41

43
43
48

53

55



XI1 INDICE GENERAL

Bibliografia 57



Capitulo 1

Algoritmo de Dirac-Bergmann

En la fisica, cuando se quiere describir la dindmica de un sistema en el enfoque de la mecanica
clasica, se hace a partir de una funcién lagrangiana. Actualmente, las lagrangianas de interés son
aquellas que tienen una caracteristica particular, dichas lagrangianas son llamadas singulares. El
estudio de las lagrangianas singulares se realiza bajo el formalismo de Dirac, que permite tratar
dichos sistemas de forma autoconsistente. Cabe mencionar que tiempo después Bergmann investigo
la conexién que existe entre las restricciones e invariancias, completando los trabajos de Dirac y
dando origen al formalismo que hoy conocemos como el de Dirac-Bergmann. Como veremos en este
capitulo, podemos relacionar al algortimo de Dirac-Bergmann de la siguiente manera: puesto que
las ecuaciones de movimiento son extremos para la accién y el sistema presenta restricciones, se
utiliza un método anélogo al método de los multiplicadores de Lagrange. En la practica, la presencia
de restricciones significa que la teoria bajo estudio presenta simetrias y dentro de dichas simetrias
la que se considera més relevante es la llamada simetria de norma. En el presente capitulo veremos
de qué forma se desarrolla el formalismo de Dirac-Bergmann y mas adelante lo aplicaremos a la
teoria de [MCS]. Finalmente, queremos comentar que gran parte de este capitulo ha sido resumido
del trabajo de tesis que se presenta en [20].

1.1. Sistemas lagrangianos singulares

Para estudiar a los sistemas singulares, supongamos que el estado fisico de un sistema mecanico
puede ser descrito por un conjunto de coordenadas generalizadas (¢*).

S[q'] :/2L(qi(t),qi(t)) (1.1)

t1

donde ¢* representa a las coordenadas, ¢* a las velocidades, con i = 1,2, ..., N. Ademés aqui ¢, que
usualmente se asocia con el tiempo, es conocido como el parametro de evoluciéon y L es llamada
funcién lagrangiana. El principio de Hamilton, que a nivel lagrangiano establece que: la trayectoria
real que sigue un sistema dindmico, de entre todas las posibles, a través de las configuraciones
q'(t1) y ¢'(t2) es tal que la accién (1.1) toma un valor extremo o estacionario. Las condiciones bajo
las cuales lo anterior se cumple, son las ecuaciones de Euler-Lagrange,

d (0L\ 0L
— - | — - = 1.2
dt (aq'z) og (12)

siendo estas las ecuaciones de movimiento para la trayectoria clasica, calculando la derivada tem-
poral tenemos:



CAPITULO 1. ALGORITMO DE DIRAC-BERGMANN
1.2. RESTRICCIONES PRIMARIAS

o (oLydg o (oLapy oL _,
0¢i \9¢' ) dt =~ 0¢7 \ 9¢' dt ot
2 2
L 0L 0L L w3

Topog ~ o¢ T agog

De esta forma puede verse que las aceleraciones §* pueden expresarse de forma tnica por las
posiciones ¢* y las velocidades ¢*, si y s6lo si la matriz Hessiana

9*L
J aq]aqz ( )

es invertible. En otras palabras, esto es que el determinante no sea cero detA;; # 0. Est4 condicién
define a lo que llamaremos sistemas regulares, si esta condicién no se satisface diremos que el
sistema es singular.

Este analisis se desarroll6 para sistemas discretos de particulas con un niamero finito de variables
dindmicas, pero veremos mas adelante que resulta un mero formalismo pasar a una teoria de campo.

1.2. Restricciones primarias

Dado que estamos interesados en la formulacién hamiltoniana, se definen los momentos cané-
nicos

oL
P, = —.
g’

(1.5)

En el caso que el determinante sea cero, la matriz Hessiana (1.4) no es invertible y como
consecuencia en un sistema singular no podemos expresar a las velocidades univocamente en funcién
de los momentos p; y coordenadas ¢'. Esto significa que no todos los momentos son independientes
y algunos pueden escribirse como una combinacién de las siguientes relaciones

" (q,p) =0, (1.6)

conm =1, ..., M, las cuales se llaman restricciones primarias'. Una caracterisitica de estas restric-
ciones es que para su obtencién no se requirié de las ecuaciones de movimiento y ademés cuando
se sustituyen en las ecuaciones (1.5), se obtiene una identidad.

De hecho, si se tienen M’ ecuaciones independientes de la forma (1.6), implica que M’ momentos
p no se pueden escribir en términos de las ¢’s, por lo que M’ renglones de la matriz A;; son cero.
Asi, que el rango de la matriz det A es (N —M').2 Ademaés, se considera que este rango sea constante
en el espacio (q,q), o sea que el nimero de restricciones primarias independientes no varia, con
lo cual la superficie I', definida por las restricciones primarias es una subvariedad® de dimension
2N — M’ del espacio fase.

A su vez, no suponemos que las restricciones (1.6) sean independientes entre si, por lo que en
general M’ < M.

I Esta terminologia se debe a Bergmann

2La afirmacion reciproca también es cierta.

3Siguiendo [21] la definicion de subvariedad: Sea M en una variedad C* de dimensién n. Un subconjunto N(N C
M) es una subvariedad de M, de dimensién m(m < n), si existe un subatlas C* de M, {(U;, #;)}, tal que ¢;(NNU;) =
{(a',a?,...,a™) € Rla™*t! = a™t2 = .. = a" = 0}. y el siguiente Teorema: Sean f1, f2, ..., f™ unas funciones
diferenciables de valor real definidas en M. El conjunto N = {p € M|fl(p) = f2(p) = ... = f™(p) = 0} es una
subvariedad de dimension n —m de M si para cualquier carta (U, ¢) del atlas de M tal que U intersecta a N, la
matriz de elementos D;(f7 o ¢_1)|¢(p)(1 <i<n,1<j<m)es derango m para p € N (D; representan la i-ésima
derivada parcial).




CAPITULO 1. ALGORITMO DE DIRAC-BERGMANN
1.3. ECUACIONES DEBILES Y FUERTES

Una vez que encontramos las restricciones primarias, ;qué nos garantiza que hemos encontrado
todas? Una forma consiste en calcular el rango de la matriz Hessiana, N — M’, donde M’ es el nu-
mero de restricciones primarias independientes que se esperan. Debemos notar que las restricciones
independientes qﬁm, no tienen por qué venir dadas directamente de (1.5) como las ¢™, sino que
pueden ser combinaciones lineales de estas tultimas, por lo que conviene fijarse en los vectores nulos
de la matriz Hessiana los cuales, por definicion, forman una base de la nulidad de A;;. Si definimos
VH# los vectores nulos (con V™ sus componentes), y ¢ las restricciones primarias que se han
encontrado. Las restricciones primarias independientes se pueden obtener mediante la contraccion

D = Vg, (1.7)

Recordando que una condicién necesaria y suficiente para que una transformacion F' tenga
inversa, es que no existan dos puntos en el dominio que tengan la misma imagen en el codominio
bajo dicha transformacién, es facil notar que la condicién de no invertibilidad de las velocidades
como funcién de las coordenadas y los momentos, implica que la inversa que va de las p’s a las ¢’s
es, en general multivaluada.

Con la finalidad de mantener la transformacion univaluada serd necesario introducir parametros
extra, los multiplicadores de Lagrange.

1.3. Ecuaciones débiles y fuertes

Continuando en este contexto, conviene introducir el simbolo “ = " que se lee débilmente igual.
Diremos entonces que dos funciones F' y G son débilmente iguales, si lo son en la subvariedad del
espacio fase definida I';, por las restricciones primarias, ™ = 0, lo cual se escribe como

F~QQ.

En particular, ¢™ = 0, el valor numérico de las restricciones es cero, aunque no se anulan
indénticamente en todo el espacio fase, por lo que su paréntesis de Poisson no tiene por qué ser
cero. Asi, una regla nemotécnica para utilizar estas expresiones es primero realizar la operaciéon del
paréntesis y al final ocupar las restricciones.

En general, podemos escribir una funciéon que es débilmente cero, G = 0, como combinacién
lineal de restricciones, esto es G = g,,¢™", con g,, alguna funcién del espacio fase. Por otra parte,
una ecuaciéon que se satisface en todo el espacio fase y no solo en la subvariedad ¢™ = 0 recibe el
nombre de fuerte, y se utiliza el simbolo = para representarla.

Una manera formal, para definir ecuaciones débiles y fuertes es la siguiente:

Definicién 1. Una funcional F del espacio fase, es débilmente igual a cero si

Flr,=0, (1.8)
donde I', es la subvariedad definida por las restricciones primarias (1.6).
Definiciéon 2. Una funcional F' del espacio fase, se dice fuertemente igual a cero si

oF OF
) Ir,= 0, (1.9)

Flr,=0 —,
|Fp Y (aqlv 8]?2

OF OF

con (6‘“ 8) |z, = 0, el conjunto formado por todas las derivadas parciales de F con respecto a
q Op;

las variables candnicas, evaludas en I'y.




CAPITULO 1. ALGORITMO DE DIRAC-BERGMANN
1.4. CONDICIONES SOBRE LAS FUNCIONES DE RESTRICCION

1.4. Condiciones sobre las funciones de restriccién

Existen diferentes maneras de representar una superficie I', dada por las restricciones primarias
(1.6). Sin embargo, es necesario imponer condiciones en la eleccion de las funciones ¢™, para que
sean consistentes con el formalismo hamiltoniano. A estas condiciones las llamaremos condiciones
de regularidad.

A manera de motivacion, uno esperaria que dada una restriccion de la forma f,,, := ¢™(q,p) = 0,
cualquier funcién de esta, por ejemplo, f2, siga siendo cero en la subvariedad definida por ¢™ y por
lo tanto sigan siendo restricciones. Sin embargo, para que estas funciones definan una subvariedad
de dimensiéon M’ constante, como ya se vi0, es necesario que el rango de la matriz jacobiana,

0¢* oft .
———— | = | = | sea constante e igual a M’.
(0(%%)) (3(q3,pj))

La superficie de restricciones primarias puede ser cubierta por conjuntos abiertos, en cada

uno de los cuales, las funciones ¢ pueden “partirse” en dos grupos, el primero consiste de las

™
a(q™, pn)
y las dependientes, gf)m/ =0con (m' = M’ +1,..., M), que se satisfacen como consecuencia de las
primeras.

Dicho de otra manera, en la subvariedad 2N — M’ dimensional definida por las restricciones
primarias, localmente se pueden elegir restricciones de tal manera que haya M’ independientes y
las demas (M — M') se satisfagan solo como consecuencia de las primeras, con lo que, localmente,
estas pueden tomarse como las primeras M’ coordenadas de una sistema regular de coordenadas.
Con lo que ademas, do* A dg? A ... A dgbm/ #0.

restricciones independientes, ¢™ = 0 con (m’ = 1,..., M), tales que > tiene rango M’,

1.5. Hamiltoniana canoénica

Si tenemos un sistema regular, la transiciéon de la formulacién lagrangiana a la hamiltoniana
se da mediante la transformada de Legendre. A pesar de que ahora, en un sistema singular ya no
se podran despejar todas las velocidad en términos de las coordenadas y los momentos, podemos
definir la hamiltoniana canoénica de la misma manera en que usualmente se definine la hamiltoniana

H.:=d{'p; — L. (1.10)

La variacién de la hamiltoniana implica lo siguiente

. , oL .., OL .,
0H: = ¢"op; +0¢'p; — 3 -0q" — a.i&]z
¢ 1 (1.11)
_ 15 L 5L5 7
- q pl 8qz q N

Cabe resaltar que H, es funciéon de ¢ y p, pero para este sistema tendremos que estas variables
no son independientes debido a que tenemos restricciones primarias por lo que H,. sélo esta bien
definida en la subvariedad I',. Debido a lo anterior, si tenemos una transformacion

H, = H, + umo™, (1.12)

el formalismo debe mantenerse invariante (puesto que cualquier combinacion lineal de restricciones
es débilmente cero).

Recordemos que en el método de los multiplicadores de Lagrange a la funcién lagrangiana se
le acopla una combinacién lineal de restricciones, cuyos coeficientes son los multiplicadores.

/Ldt — /(L + Aad®)dt. (1.13)

4
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Haciendo analogia al formalismo lagrangiano, tomamos la hamiltoniana (1.10) y acoplando las
restricciones primarias (1.6) la accién toma la forma

/(qlpz - Hc)dt — /(qul - H. - um¢m)dt' (114)

Tomando la variacién de esta tltima accién,

. . OH._, OH. oo™ . O™
OZéSZ/[Ql(Spieri(qu* 0q" — 5pium< ¢, 0q" + ¢ 5pi>

dqt Op; dqt Opi
B Oup, P Ouyy,
0q; 1 Op;

. OH, o™ p . OH, dp™
_ ot ¢ _ _ J v — . 1.1
/ |:< p dq’ Um g ) dq" + (q 5pi U, £ ) 6pz:| dt, ( 5)

. . - . .
lo anterior se hace tomando en cuenta que las variaciones g |¢ .= 0y haciendo uso de las restric-
ciones. Se obtienen las ecuaciones de movimiento,

51%‘) o™dt

) o™
pi = oq um*&qi ) (1.16)
. OH, P
b= . 1.1
1 Op; it Opi ( 7)

Las ecuaciones anteriores corresponden a las ecuaciones de movimiento de Hamilton. Sabemos
que las u,, son funciones arbitrarias de las coordenadas del espacio fase, por lo que en general las
ecuaciones de movimiento (1.16) y (1.17) no van a estar determinadas de manera tnica, entonces
necesitamos encontrar a las funciones wu,,. Al final del proceso (después de encontradas todas
las restricciones de la teoria e introducido todos los multiplicadores de Lagrange necesarios), si
hubo multiplicadores que no se pudieron encontrar, significa que el sistema estd indeterminado
hasta funciones arbitrarias, pero recordando que la mécanica clasica es una teoria determinista se
podria pensar que quizd esto tenga alguna relacién con la libertad de norma de la teoria, y en
efecto, se vera que las restricciones asociadas a estos multiplicadores seran las generadoreas de las
transformaciones de norma de la teoria.

Si se define la transformada de Legendre del espacio de configuracion (g, q) a la superficie
#(q,p) = 0 del espacio (¢,p,u) dada por

' =q",
OL
n = =—(4,4), 1.18
Pn = an (¢,4) (1.18)
Um :um(QaQ)v

se ve que la transformacion entre espacios de la misma dimensién 2N es invertible, puesto que se
tiene

" =4q",
.. OH. dp™
" m ; 1.1
1 Opn Opn (1.19)
n_ m.m  OH. dp™ B
¢ =a"q" = + n¢(q,p)70-
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De esta manera la ecuaciones (1.18) implican (1.19) y viceversa. Asi la invertibilidad de la trans-
formacién de Legendre cuando el determinante de la matriz Hessiana es cero, se puede recuperar
agregando variables extras, los multiplicadores de Lagrange wu.

1.6. Hamiltoniana primaria y restricciones secundarias

En este momento introducimos la hamiltoniana primaria, que surge de la transformacion (1.12)

Hy = H, + upnd™. (1.20)

Usando esto podemos reescribir las ecuaciones (1.16) y (1.17) de manera compacta en la forma*

g= {g»Hc}+um{ga¢m} (121)

donde g = ¢(¢,p) es una funciéon arbitraria del espacio fase. En particular, si g es una de las
coordenadas o los momentos, se recuperan las ecuaciones (1.16) y (1.17). Ademas, esta expresion
puede reescribirse como

g = {gch + um¢m} = {Q,Hl}, (122)

cuya veracidad, se ve desarrollando

g= {gch} + {gvum¢m}
=19, He} +umig, ™} + {9, um o™ (1.23)
={g,Hc} +um{g,¢o™}.
Para que el sistema tenga sentido al evolucionar en el tiempo, es necesario que este no salga
de la subvariedad definida por las restricciones. Entonces, se espera que las restricciones no varien

con el tiempo, esto es, ¢ = 0. Estas condiciones en lo siguiente seran llamadas condiciones de
consistencia, las cuales pueden escribirse de la siguiente manera,

¢' = {o" Hi} = {¢', He} + um{¢', 6™} = 0, (1.24)

lo anterior se puede considerar como un sistema de ecuaciones lineales no-homogéneo para los
multiplicadores de Lagrange u,,, dependiendo del comportamiento de este sistema se determinara
si se pueden despejar todos o solamente algunos multiplicadores. Definiendo, h' = {¢°, H.} y
W la matriz cuyas entradas son Wi = {¢? ¢™}, este comportamiento se puede resumir en los
siguientes casos:

Caso I: h # 0 (no todas h' ~ 0) y det(W) # 0.
Escribiendo el sistema de ecuaciones (1.24) en forma matricial

h+Wu =0, (1.25)

Como el det(W) # 0, entonces W tiene inversa, por lo que todos los multiplicadores de Lagrange
van a poder ser encontrados y estaran dados por

u=-W1h = wu,=-W,_{¢' H.} (1.26)

Si sustituimos (1.26) en (1.24), las ecuaciones de movimiento se podran escribir como

g = {g7Hc} - {ga d)m}W'r;zl{Qsl;Hc} = {ga HC}D7 (127)

4La definicién y propiedades del paréntesis de Poisson se encuentran en el Apéndice A.
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ésta es la definicion del paréntesis de Dirac, del cual se hablard mas adelante.

De este caso tenemos que todos los multiplicadores de Lagrange pueden ser encontrados, dadas
las condiciones iniciales para un sistema, entonces las ecuaciones (1.27) determinan una evolucién
dnica, como lo vemos en la mecénica clasica. Notese también que esta expresion es andloga a la que
aparece en mécanica clasica, sélo que aqui se sustituye al paréntesis de Poisson por el de Dirac.?

Caso II: h # 0y det(W) = 0.

En este caso, puesto que tenemos det(W) = 0, s6lo K multiplicadores de Lagrange se podran
despejar, y una cantidad M’ — K (nulidad de W) quedaran indeterminados, por lo que la teoria
seguird conteniendo funciones arbitrarias, lo que es de interés en las teorias de norma.

De otro modo, sean V' los vectores nulos de W (i = 1, ..., M’ — K) que, por definicion, satisfacen

WVixo0, (1.28)

con esto y (1.25) se obtiene

V'~ 0, (1.29)

que, en general, son funciones del espacio fase independientes de los multiplicadores. Estas i rela-
ciones implican que existen i restricciones adicionales, a las cuales llamaremos restricciones secun-
darias.

Este es quizd, el caso mas importante, pues es el que aparece en las teorias de norma, por
ejemplo, Electrodindmica Clasica, Chern-Simons, Pontrijagin, Teorias tipo BF, Gravedad en 3
dimensiones, etc.

Caso III: h =0y det(WW) # 0.

Vemos de la relacion (1.25) que ahora se tiene un sistema homogéneo,

Wu 0, (1.30)

y recordando los teoremas de sistemas de ecuaciones lineales, se tiene que existe la solucion trivial,
es decir, todos los multiplicadores de Lagrange son idénticamente cero. Por lo que el sistema se
reduce a una igualdad, 0 ~ 0.

Para evitar esta complicacién, se impone que detW = 0 como restriccién secundaria.

Caso IV: h =0y detWW = 0.

En este caso, de la ecuacion (1.25) al igual que en el caso III, tenemos

Wu =0, (1.31)

en cambio, como tenemos detW = 0, si el rango de W es igual a K, una cantidad M’ — K de
multiplicadores van a poder ser débilmente determinados. Cabe mencionar que el hecho de tener
h igual cero puede venir de un hamiltoniano nulo, H. = 0, con lo cual se tendria problemas para
definir la evolucion temporal del sistema dado por (1.22).

Ya agotada la informacién que se deriva de las relaciones de consistencia sobre las restriccio-
nes primarias y anadiendo las restricciones secundarias que se presentan en la teoria. Podemos
construir, de manera anéloga a como se hizo con la hamiltoniana primaria, una hamiltoniana
secundaria,

Hy := H.+u;¢", (1.32)

donde las ¢’ son todas las restricciones (primarias y secundarias) que se han encontrado. Esta
hamiltoniana contiene toda la informacion de todas las rectricciones halladas del sistema. Asi, las
ecuaciones de movimiento toman la forma,

5En mecanica cldsica tenemos que la evolucién temporal de alguna funcién, o traslacién en el tiempo, se calcula
con el paréntesis de Poisson de esta funcién con el hamiltoniano, y en el caso de que la funcién dependa explicitamente
del tiempo se agrega la derivada parcial con respecto a ¢.
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g={g, H, +uip'} := {g, Hy}. (1.33)

Como hicimos antes, podemos calcular las relaciones de consistencia sobre las restricciones
secundarias. Si terminando esto aparecen nuevas restricciones, a las que llamaremos terciarias,
el proceso debe repertirese nuevamente (se construye la hamiltoninana terciaria y se vuelven a
calcular las relaciones de consistencia sobre estas restricciones). Siguiendo con este proceso un
numero finito de veces, hasta que no aparezcan nuevas restricciones.

1.7. Reductibilidad

En la teoria, puede ocurrir que un conjunto de restricciones ¢* no sean todas independientes
entre si, es decir, podemos expresar algunas a partir de las otras mediante una transformacion
lineal, se dice que la teoria presenta reductibilidad, de otro modo, se dice que se tiene el caso
irreducible.

1.8. Condiciones sobre los multiplicadores y la hamiltoniana
total

Una vez encontrado el conjunto completo de restricciones, denotémoslas por ¢* (incluyendo
primarias y secundarias). De las condiciones de consistencia para todas las restricciones se tiene,

o = {¢, Hr} = {¢", H.} +u, {¢", 9"} = 0, (1.34)

con u,v = 1,....J, siendo J el nimero total de restricciones encontradas, y se introduce Hrp el
hamiltoniano total.

Como ya se habia mencionado antes, las relaciones de consistencia (1.34) pueden tratarse como
un sistema de ecuaciones lineales para los multiplicadores, u,; cuya solucién general se puede
escribir de la siguiente manera

u, =U,+V,, (1.35)

con U, una soluciéon particular de las ecuaciones inhomogéneas y V,, la solucién méas general del
sistema homogéneo,

V,{¢", 4"} ~ 0. (1.36)

Dado que V,, es la solucién més general, esta puede ser escrita como una combinacién lineal de
soluciones independientes del sistema homogéneo, por lo que V,, = v;V con¢ =1, ..., I, donde I es
el nimero de soluciones independientes del sistema homogéneo. Con lo anterior,

u, = U, + v V% (1.37)

Considerando que las v* son funciones totalmente arbitrarias, entonces las u, pueden separarse
en una parte que se fija mediante las condiciones de consistencia y otra que permanece indetermi-
nada. Lo cual se vera reflejado en la hamiltoniona total, y a su vez en las ecuaciones de movimiento,

Hy :=H.4+u,¢”
=H.+ (U, + Uivui)qsu
= Hc + Uu(by + Uivyid)u
= He+Uy¢" +vid,

(1.38)
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con v;Vi¢¥ := v;¢". Ahora sustituyendo (1.38) en las ecuaciones de movimiento, tendremos que la
evolucién temporal es

.]é = {vaT} = {f’ H.+ UV¢U +Ul¢l}
— [F B 4 b} = (L H) 4 (o) (1.39
={f,H'} +v{f,0'} +{f,v}o" = {f, H'} + vi{[, '},

donde definimos H' = H, + U, ¢ y utilizando las restricciones ¢ ~ 0. Estas ecuaciones contienen
I funciones arbitrarias, y por construccién son equivalentes a las ecuaciones de movimiento de
Euler-Lagrage (1.2); y més adelante veremos que H’ es de primera clase, asi como también las ¢°.

El hecho de que aparezcan funciones arbitrarias, marca una diferencia fundamental a lo que
conociamos de mecdanica clasica, donde las condiciones iniciales tenfan una evolucién tnica del
sistema, aqui por el contrario, las condiciones iniciales ya no tiene una evolucién tnica, sino que
ahora estd indeterminada hasta funciones arbitrarias. Esto se va a relacionar con la libertad de
norma de la teoria, como se verd méas adelante.

1.9. Restricciones de primera y segunda clase

Hasta ahora la diferencia entre las restricciones primarias y secundarias ha sido irrelevante y se
tratan al mismo nivel. Sin embargo, resulta fundamental separar las restricciones entre de primera
y segunda clase, puesto que las primeras seran generadoras de las transformaciones de norma (un
elemento fundamental en todo este andlisis) y las segundas permitiran construir el Paréntesis de
Dirac, veamos la siguiente definicion

Definicién 3. Sea F' una funcional del espacio fase, se dice que es de primera clase si su paréntesis
de Poisson con todas la restricciones es débilmente cero,

{F,¢"} =0, (1.40)
en otro caso, se dice que F es de sequnda clase.®

Si tenemos F' de primera clase, entonces {F,¢"} tiene que ser fuertemente igual a alguna
combinacién lineal de restricciones ¢, puesto que estas son las tnicas cantidades independientes
que son débilmente cero. Asi,

{F et} = f* 97, (1.41)
de esta propiedad, inferimos el siguiente resultado.

Teorema 1. El paréntesis de Poisson de dos cantidades de primera clase, es también de primera
clase.

Prueba: Sean F'y S funcionales de primera clase, entonces {F, ¢"} = f# ,¢” y {S, o'} = st ,¢".
Considérese {{F, S}, ¢}, y utilizando la identidad de Jacobi,

{{F, s}, 0"y = {{F.¢"}, S} = {{5, 9"}, F}
={f" 9", St —{s" 9" F'}
= [ o{0” S+ A 5, SPOP — st {oF F} — {s" ), F}oP
=(f"ps"a =" pf" ) % + ({f" p, S}o” — {s" ,, F}) 6" = 0.

6Basta con que F no sea débilmente cero con una restriccién para que sea de segunda clase.

(1.42)
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Como una aplicacion de este concepto, podemos probar que H’ como ¢* son de primera clase,
lo cuédl puede verse de la siguiente manera. Para demostrar que ¢* es de primera clase, recordemos
que v; V) ¢¥ = v;¢", con lo que el paréntesis es

{0, 01} = {Vy¢" ¢} = Vo{e", 0"} + {V], 9"} 9"
= Vo{e", oM},

y dado que V! es solucién al sistema homogéneo de ecuaciones para los multiplicadores, esto es,
Vi{¢¥, p"} =~ 0, se llega a la conclusion,

(1.43)

{4, 0"} =0, (1.44)

por lo tanto ¢ es una restriccién de primera clase.
Del mismo modo, para mostrar que H' es de primera clase, se considera su paréntesis de Poisson
con todas las restricciones,

{H',¢"} = {H. +U"¢", ¢!} = {He, ¢!} + U 9", "} + {Us, ¢"'}0", (1.45)

suméandole un cero débil, ecuacion (1.44),

{H/a ¢N} = {Hca ¢M} + Uu{¢uv ¢H} + Ui{¢ia ¢M}
={Hc+ U,¢” +vi¢", 9"} (1.46)
={Hr,¢"} = —{¢", Hr} = 0.

Esta ultima igualdad se satisface por condiciones de consistencia.

También puede verse que las ¢* forman un conjunto completo de restricciones de primera clase,
por lo que cualquier restriccion de primera clase es una combinacion lineal de las ¢¢ (con coeficientes
que son funciones del espacio fase), modulo términos cuadraticos en las restricciones de segunda
clase. Si cualquier restriccion primaria se puede escribir en esta forma, su paréntesis con todas las
restricciones deber ser débilmente cero, lo cual se verifica facilmente,

{vid" + Wt 9", 07} = wu (¢"{0", 9"} + {¢", 97}¢") = 0, (1.47)
donde ¢ es de primera clase, ¢”, ¢* de segunda clase, wy,, coeficientes del espacio fase, y utilizando
al final las restricciones.

Cabe mencionar que la descomposicion de Hr en H' y ¢' no es tnica, puesto que U, es cualquier
solucion del sistema inhomogéneo. Esto significa que si renombramos las v;, se puede admitir en
H' cualquier combinacién lineal de las ¢’ sin alterar la hamiltoniana total.

1.9.1. Separacién de las restricciones de primera y segunda clase

Una vez teniendo el conjunto completo de restricciones, las restricciones de primera clase no
tienen que ser directamente algunas de las restricciones primarias o secundarias; en general seran
combinaciones de éstas. Para encontrarlas serd necesario usar los vectores nulos de la matriz cuyas
entradas son todos los paréntesis de Poisson entre las restricciones, para finalmente contraerlos
con las restricciones y asi obtener las restricciones de primera clase correctas (es decir, todas las
restricciones de primera clase independientes entre si de la teoria).

Fijémonos en W’ una matriz J x J cuyas entradas son,

WP = {¢%, ¢}, (1.48)

donde ¢® son todas las restricciones primarias y secundarias encontradas y J es el niumero total
de ellas.

10
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Proposicion. Si detW’ = 0, entonces hay R’ restricciones de primera clase (con R’ el rango
de la matriz W’).

Prueba. Si detW’ = 0 en la subvariedad definida por las restricciones, entonces RangoW’' =
R’ < J y lanulidad (J — R’) # 0; con lo que se pueden encontrar (J — R') vectores nulos, w® con
(i=1,..,J — R), tales que

wi{9*, 67} ~ 0, (1.49)

debido a la linealidad, tenemos,
{wi,¢*,¢°} ~ 0, Voled, (1.50)
con & = {¢? | ¢Pes una restriccion primaria o secundaria}. De esta manera, las restricciones

wt, ¢ forman un conjunto de (J — R’) restricciones de primera clase (puesto que su paréntesis de
Poisson es cero con todas las restricciones). Asi las restricciones de primera clase de la teoria son,

7= w o™ (1.51)

Ademas de quedar probada la proposicion, se muestra una manera sistemética de encontrar las
restricciones de primera clase de la teoria.

Debido a que la separacion de las restricciones entre de primera y segunda clase es relevante,
nos conviene introducir una notaciéon que tome en cuenta este hecho. Denotemos a las restricciones
de primera clase por la letra griega v y a las de segunda clase por x.

Usando lo anterior, el nimero de restricciones de segunda clase serd igual al rango de la matriz
W', cuyas entradas son los paréntesis de Poisson, tomando la forma

) ¢'(y) - ()
qu(x) {¢07¢O} {¢07¢1} {¢07¢J}
w = ¢ {o', 0" {o% 0"} - {o' 97}

o) | LT {9161 - {4767

, () x*(y)
= ' (y) 0 0 (1.52)
x? 0 Co8
donde C°P es una matriz R’ x R’ antisimétrica e invertible sobre la superficie de restricciones.”.
Ademas, el numero de restricciones de segunda clase, que coincide con RangoW’ = R/, debe ser

par.®

"El que C*® sea una matriz invertible se ve directamente a partir del hecho de que tiene rango R/, puesto que
el rango de una matriz da el nimero de renglones independientes, o dicho de otra manera, la matriz mas grande
que se puede construir a partir de la primera y cuyo determinante es distinto de cero. Esta altima condicién da la
invertibilidad de la matriz.

8Si C' es una matriz de tamafio R’ x R’, con R’ el nimero de restricciones de segunda clase, si R’ fuese impar
implicaria que detC = 0 (que contradice que R’ sea el rango de W’). Prueba: Como C es antisimétrica y utlizando
las propiedades del determinante, tenemos

detC = det(Ct) = det(—C) = (—1)% detC,

en el caso que R’ fuese impar
detC' = —detC — detC = 0.

11
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1.10. Transformaciones de Norma

Hemos visto, que partiendo de las condiciones iniciales, la evoluciéon del sistema dada por
las ecuaciones de movimiento, no esta determinada de forma tunica debido a la presencia de las
funciones arbitrarias (los multiplicadores de Lagrange u). Esto nos lleva a preguntarnos, jcual es
el significado fisico de tener funciones arbitrarias en las ecuaciones de movimiento? Sabemos que
la mecénica clasica es una teoria determinista, por lo que si tenemos dos estados que comparten
las mismas condiciones iniciales estos no deberian ser fisicamente diferentes.

Tomando en cuenta lo anterior, consideremos dos estados de un sistema con restricciones de
primera clase que tienen las mismas condiciones iniciales a un tiempo ty pero que su evolucién
dindmica difiere en el valor de los multiplicadores de Lagrange. Desarrollando en serie de Taylor y
quedandonos a primer orden para la variable canénica F, tenemos

F(t) = F(ty) + Fot

, , (1.53)
= F(tg) + ({F,H'} + v;{F, ¢'})dt,
F'(t) = F(to)F'dt
(t) = F(to) | | s
= F(tg) + ({F,H'} + v;{F, ¢'})dt,
respectivamente para cada estado, haciendo la resta de las ecuaciones se tiene,
SF(t) = F(t) — F'(t) = (v; — v)){F, ¢;}6t := 6v;{F, ¢'}, (1.55)

donde definimos dv; := (v; — v})dt. Viendo lo anterior nos damos cuenta que el estado fisico del
sistema se mantiene inalterado, bajo estas transformaciones aplicadas a las variables canénicas. Este
cambio en las variables canénicas consiste en aplicar una transformacion de contacto infinitesimales
con una funcién generadora Jv;¢’.

Esto nos lleva a la conclusién de que las restricciones de primera clase no sélo restringen los
valores iniciales, sino que también son generadoras de transformaciones infinitesimales de contacto,
que corresponden a cambios en las ¢’s y p’s que no afectan al estado fisico del sistema, y son estéas
a las que llamamos transformaciones de norma.

Podemos generalizar y probar lo siguiente,

1. El paréntesis de Poisson {¢%, ¢’} de cualesquiera dos restricciones de primera clase genera
una transformacion de norma.

2. El paréntesis de Poisson {¢’, H'} de cualquier restriccién primaria de primera clase con la
hamiltoniana de primera clase H' genera una transformaciéon de norma.

Utilizando las dos afirmaciones anteriores se puede ver que, si a una variable canénica F' se le
aplica una transformacion de la forma (1.55) y posteriormente se evoluciona en el tiempo con Hrp,

F':=F+ni{F,¢'} = (F)1 == {F', Hr}, (1.56)

y luego se le aplican las mismas transformaciones en orden inverso,

Fy:={F Hy} = (F\) = Fy + n{F1, ¢'}; (1.57)

la diferencia

(F/)l - (Fl)/ = ni{Fv {¢27H/}} + ’f]in{F, {d)i’d)j}}a (1'58)

es también una transformacion de norma que deja inalterado el estado fisico del sistema.

12
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1.11. Grados de libertad

Una vez que hemos clasificado a las restricciones en de primera y segunda clase, tenemos lo
necesario para proceder al conteo de grados de libertad. Antes de proceder al célculo, definamos
este concepto.

Definicion 4. Los grados de libertad de un sistema corresponde a el nimero de variables fisicas
independientes necesarias para describir el sistema.

Haciendo una extrapolacién de como se realiza el conteo de grados de libertad en Mecénica
Elemental® vemos que el conteo se hace de la siguiente manera:

1
GL = 3 {N de variables canonicas — N de restricciones de 2da clase (1.59)

—2 X N de restricciones de lera clase}

Esto significa que el nimero de grados de libertad esta dado por todas las variables candnicas
independientes, ¢ y p, menos todas las restricciones. El factor 1/2 aparece para compensar el
hecho de que usualmente los grados de libertad se refieren a las coordenadas generalizadas ¢*, y al
considerar todas las variables canénicas estamos considerando en realidad el doble. Y el dos que
acompana a las restricciones de primera clase, es debido a su doble caracter, tanto de restriccion,
como de generadores de transformaciones de norma. Dicho de otra manera la teoria presenta
restricciones y transformaciones de norma, que pueden verse como condiciones adicionales que
cumple la teoria.

1.12. La accién y la hamiltoniana extendidas

Si tenemos la hamiltoniana total como se definié anteriormente, esta toma en cuenta todas las
restricciones (primarias y secundarias), sin embargo, en esta todavia no se hace una distincion entre
restricciones de primera y segunda clase. Dirac conjeturd que todas las restricciones de primera clase
son generadoras de transformaciones de norma, y propuso escribir las ecuaciones de movimiento
recurriendo a una hamiltoniana que contenga la informaciéon de las restricciones de primera y
segunda clase, por lo tanto una manera de hacer esta distinciéon es mediante una hamiltoniana
extendida la cual esta dada por,

Hg = H +v,7%, (1.60)

donde H' se define de la misma manera que antes, s6lo que ahora se hace evidente que,

H =H.+U;’. (1.61)

Resaltemos que Hg es la que da la evolucion dindmica del sistema, mediante las ecuaciones de
movimiento,

F={F Hg}; (1.62)

y para las variables dindmicas invariantes de norma!®. La evoluciéon dindmica dada por H', H;
y Hg es la misma. Para cualquier otra variable es necesario usar Hg, pues esta considera toda
la libertad de norma del sistema. La introduccién de una hamiltoniana extendida es una nueva
caracteristica del formalismo hamiltoniano, que extiende a la formulacién lagrangiana para poder
incluir de manera manifiesta la invarianza de norma.

9Recordemos que la manera en como se calculan los grados de libertad en Mecéanica Elemental, es él nimero de
coordenadas generalizadas menos el nimero de ecuaciones independientes de las restricciones.
10Variables tales que su paréntesis de Poisson con los generadores de norma v es débilmente cero
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CAPITULO 1. ALGORITMO DE DIRAC-BERGMANN
1.13. PARENTESIS DE DIRAC

Ademas las ecuaciones, (1.62) y (1.2), son por construccion, fisicamente equivalentes aunque
matematicamente distintas.
Por otra parte, usando (1.62) se puede construir una accion de la forma,

Selg, p,v] = /(pnd” — H' —v,y)dt = /(pnd” — Hg)dt, (1.63)

la cual se llamaré accion extendida que, a diferencia de S dada por (1.14) contiene toda la informa-
cion del sistema, es decir, considera la separacién de restricciones entre primera y segunda clase,
contiene la informacion de libertad de norma, y da como ecuaciones de movimiento

F={FHg} (1.64)

¢% =~ ~ 0. (1.65)

1.13. Paréntesis de Dirac
Debido a que la matriz C*8 es invertible, existe su inversa Cap tal que

CPCyy =62 (1.66)

Se define el paréntesis de Dirac entre dos funciones del espacio fase F' y G como,

{Fv G}D = {Fa G} + {F’ Xa}caﬁ{XBaG}v (167)

con {, } el paréntesis de Poisson. El paréntesis de Dirac satisface las siguientes propiedades, sean
F,G y R funciones arbitrarias del espacio fase:

{F,G}p=—{G Fip (1.68)

{F,GR}p = {F,G}pR + G{F,R}p (1.69)
{F.G}p,Rtp +{{R, F}p,G}p + {{G,R}p, F}p =0 (1.70)
{(x*,G}p = OVF (1.71)

{F,G}p ~ {F,G},G de primera clase y F arbitraria. (1.72)

La demostracion de las propiedades anteriores es directa a partir de la definicién del Paréntesis
de Dirac, excepto en el caso de la identidad de Jacobi, pero su demostracién no se tratara en este
trabajo.

Si tomamos las ecuaciones de movimiento (1.64), debido a que Hg es de primera clase y usando
la propiedad (1.72), pueden reescribirse como,

F ={F Hg}p, (1.73)
y por los mismos argumentos, el efecto de una transformacién de norma se puede escribir como,

{F*t = {Fy"tp, VE (1.74)

En general, no es una tarea facil contruir este paréntesis, puesto que se necesita encontrar la
inversa de la matriz C%,
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CAPITULO 1. ALGORITMO DE DIRAC-BERGMANN
1.14. OBSERVABLES

1.14. Observables

Una observable (clasica) es, por definicion, una funcion que es invariante de norma en la subva-
riedad definida por las restricciones, o dicho de otra forma, una observable es una funcién O, cuyo
paréntesis de Dirac es débilmente cero con las restricciones de primera clase

{0,7"}p = 0. (1.75)

Por 1ltimo, a estas funciones O se les llamé observables, pero el dar un significado experimental
de estas va mas alla de los alcances de la presente tesis. Ademaés, es importante mencionar que las
observables clésicas no necesariamente lo serédn a nivel cudntico.
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Capitulo 2

Formalismo de
Gitman-Lyakhovich-Tyutin

Hemos mencionado anteriormente la importancia en la fisica de las teorias de alto orden en las
derivadas, pues en la actualidad las teorias de campo de norma atraen gran atencién, lo cual indica
interés en las teorias de norma con derivadas de alto orden. La formulacién canénica asociada a
una lagrangiana regular! de un orden arbitrario finito en las derivadas fue desarrollado durante la
mitad del siglo pasado por Ostrogradski. Un siglo después, Dirac abrié camino para construir la
formulacién candnica de sistemas descritos por una lagrangiana singular de primer orden en las
derivadas, las ecuaciones de movimiento en el espacio fase son las llamadas ecuaciones de Hamilton-
Dirac, solo para senialar que son una generalizacién de las ecuaciones de Hamilton clasicas como
se vio en el capitulo 1. En este capitulo se inicia con la explicaciéon de el andlisis del formalismo de
DO para realizar la formulaciéon hamiltoniana, después se verd la generalizacién introducida por
Gitman, Lyakhovich y Tyutin [13, 16].

2.1. Formalismo de Ostrogradski

En el estudio de los sistemas dindmicos, existe el Teorema de Ostrogradski [1], que demuestra
la existencia de una inestabilidad en la funcion hamiltoniana, asociada a un sistema descrito por
una funcién lagrangiana que contenga términos con derivadas temporales de orden mayor a uno
en las variables de configuracion.

Presentemos la construccién de Ostrogradski, primero para el caso de una dimensién para fijar
conceptos y notaciéon. Después presentamos el caso de dos dimensiones y finalizamos para un caso
general de N dimensiones.

En el caso de una dimension, la funcion lagrangiana se tendra dada por

L= L(g.4). 21)

donde g es la posicién y ¢ es la primera derivada temporal, es decir, lo que comtinmente llamamos
velocidad. Usando el principio de Hamilton enunciado en el capitulo 1, la evolucién del sistema va
a estar descrita por las ecuaciones de Euler-Lagrange

d (0L oL

LPor regular nos referimos a que la Hessiana del lagrangiano con respecto a las derivadas de alto orden es regular.
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CAPITULO 2. FORMALISMO DE GITMAN-LYAKHOVICH-TYUTIN
2.1. FORMALISMO DE OSTROGRADSKI

Si la lagrangiana del sistema es no degenerada?, la ecuacion (2.2) puede tomar la forma

G=F(q,9), (2.3)

resultando en una ecuacién diferencial de segundo orden respecto a sus derivadas temporales?,
lo que implica que la solucién necesita dos condiciones iniciales, por ejemplo: el valor para la
coordenada y el de su primera derivada en un valor inicial. El hecho de contar el nimero de
condiciones iniciales necesarias para asi tener un problema de Cauchy bien definido, nos proporciona
la dimensién del espacio fase. Asi, la evolucion del sistema es descrita por una trayectoria en un
espacio fase bidimensional en dos coordenadas canénicas Q y P definidas por

QRQ=q y P=— (2.4)

debido a que tenemos un sistema no degenerado, podemos invertir las transformaciones anteriores.
La hamiltoniana puede obtenerse de forma usual, mediante la transformada de Legendre, esto es

H(Q, P) = Pq(Q, P) — L(¢(Q, P),4(Q, P))- (2.5)

Usando lo anterior, ahora fijémonos en un sistema descrito por la siguiente lagrangiana

L= L(g,d.), (2.6)

donde la tercera variable en la lagrangiana, corresponde a la segunda derivada temporal, es decir,
la aceleracion. Si variamos la accién correspondiente a la lagrangiana (2.6) bajo el principio de
Hamilton ya antes enunciado, obtenemos las siguientes ecuaciones de movimiento

oL d (0L d*> (0L
_ =z — =] =0, 2.7
9q dt<8q>+dt2(8d> 27
las cuales al desarrollarse pueden escribirse como

¢W=F (q,q,q‘,q@) : (2.8)

Entonces, tendremos que el nimero de condiciones necesarias para la solucién es cuatro. Conti-
nuando de forma analoga al caso anterior, la dimension del espacio fase habra aumentado a cuatro,
asi que el conjunto de variables canénicas sera

Ql =q Q2 = (L (29)
9L d (L )

En este punto es importante senalar que la lagrangiana solo depende de tres variables inde-
pendientes ¢, ¢ y § a pesar de que el espacio fase sea de dimensién cuatro. Ademas debido a la
no degeneracién, podemos encontrar las transformaciones inversas que nos permiten escribir a las
variables del espacio de configuracién en términos de tres variables del espacio fase y usarlas para
escribir la hamiltoniana del sistema como

H(Q1,Q2, P1, P2) = P1Q2 + P2i(Q1,Q2, P2)
— L(q(Q1, Q2, P2),4(Q1, Q2, 2),4(Q1, Q2, I%)).
2La condicién de no degeneracién no es necesaria para aplicar el teorema, sin embargo, para sencillez del ejemplo

se supone aqui.
3Explicitamente vemos que es la Ley de Newton.

(2.11)
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CAPITULO 2. FORMALISMO DE GITMAN-LYAKHOVICH-TYUTIN
2.2. EXTENSION DEL FORMALISMO DE OSTROGRADSKI

La expresiéon anterior, nos indica que la hamiltoniana trae consigo algunas complicaciones;
vemos que es lineal en el momento canénico Py, lo que significa que ningun sistema de esta forma
puede ser estable, ya que puede ser infinitamente negativo, esto significa que algin grado de libertad
del sistema puede tener arbitrariamente energia negativa. Ademaés, nétese el poder de la generalidad
del resultado: se aplica a cualquier lagrangiana de la forma L(q,q,§) que no sea degenerada. La
unica suposicién que se pide es la no degeneracién, y eso significa que no es posible eliminar §
por integracién parcial. Esta es probablemente la razén por la que Newton tenia razén al suponer
que las leyes de la fisica toman la forma de ecuaciones diferenciales de segundo orden cuando se
expresan en términos de variables dinamicas fundamentales.

Consideremos el caso general L = L(q, g, ..., q(N)), que depende de un niimero arbitrario N de
derivadas. Al igual que para los casos anteriores, las ecuaciones de Euler-Lagrange correspondientes
seran

N i
d oL
2 (_dt) g0 =% (2.12)

i=0

para el caso de sistemas no degenerados tomaran la forma

q(ZN) =F (qa /P q(2N71)) . (213)

Para la solucién de esta ecuacién necesitamos de 2N condiciones iniciales y el espacio fase sera
2N dimensional. Igualmente, se asignan las variables canoénicas de Ostrogradski

N j—1
, d\’~" oL
L= i—1 . = - - ) —
Qi=q, P= jE:i ( dt) g =Ll (2.14)

la no degeneracion significa que podemos resolver a ¢(™) en términos de las Py y Q;. Siguiendo lo
anterior, podemos construir la hamiltoniana de forma usual como sigue

N
H(Qi, P) = Zpiq(i) - L. (2.15)
i=1

En este caso, la hamiltoniana es lineal en Py, ..., Py_1, y solo con respecto a Py podria estar
acotada por abajo. Por lo tanto, la hamiltoniana es necesariamente inestable.

Para resumir, el Teorema de Ostrogradski puede establecerse de la siguiente manera [15]: si
una lagrangiana no degenerada contiene derivadas en el tiempo de orden superior, hay al menos
una inestabilidad lineal en la hamiltoniana del sistema. Ademas la construccién de Ostrogradski
implica que existe una inestabilidad lineal en los hamiltonianos asociados con los lagrangianos que
dependen de mas de una derivada temporal de tal manera que las derivadas superiores no pueden
eliminarse por integracién parcial.

De manera general, algunos comentarios pueden hacerse. Esta claro que la construcciéon de Os-
trogradski es aplicable solo a aquellas lagrangianas con derivadas de orden superior no degeneradas,
es decir, la lagrangiana L = L (q, Gy eees q(N)) no puede dar lugar a restricciones de ningin tipo; las
lagrangianas restringidas de orden superior estdn mas alla del alcance del enfoque de Ostrogradski.

2.2. Extension del formalismo de Ostrogradski

Ya vimos que para una teoria con derivadas de alto orden, Ostrogradski consider6é por primera
vez la formulacién hamiltoniana, pero su método no puede aplicarse directamente a teorias singula-
res. Para el analisis de sistemas singulares con derivadas de alto orden, se realizan modificaciones

4Entre las que se encuentran las teorias de norma.
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CAPITULO 2. FORMALISMO DE GITMAN-LYAKHOVICH-TYUTIN
2.2. EXTENSION DEL FORMALISMO DE OSTROGRADSKI

del método de Ostrogradski y se extienden los resultados de la seccion anterior para una teoria de
campo para asi llegar a la generalizaciéon de Gitman-Lyakhovich-Tyutin [GLT][12, 13].

En lo que respecta a la generalizaciéon GLT, consideremos la lagrangiana para una teoria de
campo y supongamos que ésta es una funcién de g%, con o = 1,...,n, y sus derivadas temporales
hasta algunos é6rdenes N,, de forma que N, > Na, N, > 0, donde Na son los 6rdenes de las
derivadas mas altas de g que realmente entran en L. De esta forma, puede escribirse a la lagrangiana
como

L =1L(g,0.9,0,0,9,...) - (2.16)

Las ecuaciones de movimiento se obtienen bajo la variaciéon de la accién correspondiente respecto
de los campos g¢,

Nao

> (=100 L, (2.17)

0S
= ul «
1=0 agﬂl .

— =
o9 sl

donde el orden méas alto de derivacién que pueden tener es igual a N + N,, con N = mazN,.
Por lo tanto, es natural referirse a todas las ecuaciones que contienen solo g%, g®), ..., g®(N+Na-1)
como las restricciones en el formalimo lagrangiano (para teorias con derivadas de hasta orden N,).
Luego, consideremos la matriz

0?L

Map = 9go(Na) 9gPNs)”

(2.18)
que en analogia a lo expuesto en el capitulo 1, seré la matriz Hessiana para una teoria con derivadas
de orden superior y cuyo determinante permitird definir el cardcter singular de una teoria. Una
teoria con lagrangiana L, que considere derivadas de hasta orden N, recibe el nombre de singu-
lar si el determinante de la Hessiana (2.18) es cero, de otra forma la teoria se dice no singular.
Ciertamente, para una teoria no singular N, = N,.

Si una teoria es singular [14], se puede demostrar que de forma general, en el formalismo
lagrangiano existen restricciones, y las ecuaciones de movimiento pueden ser degeneradas. Si las
ecuaciones de movimiento son degeneradas, éstas estan relacionadas por identidades y el nimero
de identidades corresponde al grado de degeneracién. Esto tltimo indica la invariancia de la accién
bajo transformaciones de norma con un nimero correspondiente de parametros. Sin embargo, cabe
senalar que para las teorias no singulares con derivadas superiores, las ecuaciones de movimiento
de Lagrange no son degeneradas y, por lo tanto, no se estara tratando con teorias de norma.

Siguiendo con la extensién para la formulacién hamiltoniana del capitulo 1 a sistemas con
derivadas de orden superior, se introducen las siguientes variables

qe = gty =g WNe) g =1 .. N,. (2.19)

Ahora, denotaremos a la lagrangiana en que aplicaremos los cambios de variable (2.19) por LY

y consideramos la siguiente accion

-

donde ¢5 = ¢34 ¥ ¢, = v”. De manera que las ecuaciones de movimiento correspondientes toman
la forma

N,—1
LU+ Y pi(dd — q2) + pie(d%, —v™)| dt, (2:20)
s=0

oLY
-1
Pa= o) 2.21
86]1 ( )
LU
pitt = 87, s=1,...,N,—1, (2.22)
8qs+1
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ds = dsr1, dy, =v%, s=1,.., Ny, (2.23)
oLV
No _
Pa” =55 (2.24)

Las variables p? corresponden a los momentos canénicos conjugados a las coordenadas ¢¢,
que desde el punto de vista variacional de la accién (2.46) las variables p? son tratadas como
multiplicadores.

La ecuaciones (2.21 - 2.24), en el sector ¢& = g%, son equivalentes a las ecuaciones de Lagrange
(2.17). En efecto, combinando las ecuaciones (2.23) y (2.24), ademas de volver a las variables
originales se obtiene

d'= oL
s _1\l-s _
P = E (-1) = <3ga(l)> , s=1,...,N,. (2.25)

l=s

Ahora, si introducimos la funcién hamiltoniana de la forma

No—1
H= %" pigsiy +piv*—L" (2.26)

s=1

las ecuaciones(2.21 - 2.24), pueden reescribirse como

ds =1, H}, (2.27)

po=1{ps, H}, s=1,..,Na, (2.28)
0H

7o =0 2.29

31}0‘ ( )

Ademas, la accion (2.20) toma la siguiente forma si introducimos la funcion H
Na

s= [ Szt
s=1

2.3. Formalismo de Gitman-Lyakhovich-Tyutin

dt. (2.30)

Hasta este punto tenemos los ingredientes necesarios para considerar una teoria singular. En
este caso, las ecuaciones (2.24) no poseen soluciéon para cada v, por lo tanto la construccion de
Ostrogradski no es aplicable directamente; sin embargo, al igual que en el capitulo 1, consideremos
que el determinante de la Hessiana, definida en (2.18), es cero, y ademés definimos

rango(Mag) = R, n—R=m>0. (2.31)

Podemos considerar que el menor del rango maximo en la Hessiana se ubique en la esquina
superior izquierda. Entonces podemos usar la siguiente notacién y ademas v® y pYe se dividen en
dos grupos:

Vi=w', Pi=pNi i=1,.,R, (2.32)
N =pftte g = pgi;‘*, a=1,..,m,




CAPITULO 2. FORMALISMO DE GITMAN-LYAKHOVICH-TYUTIN
2.3. FORMALISMO DE GITMAN-LYAKHOVICH-TYUTIN

0*L

donde, la condicion (2.32) permite escribir todas las V’s de las primeras R ecuaciones en (2.24)
como

Vi=Viq,PN\). (2.34)

A continuacion, si sustituimos (2.34) en las m ecuaciones restantes de (2.24), y utlizando la
siguente notaciéon

oLY oL
fa - W |V=‘7: W, (235)
: OH OH
Phig = P V== (2.36)
obtenemos las siguientes relaciones
®, = mo — f(q,P), (2.37)

las cuales no contienen \. Estas funciones resultan ser restricciones y corresponderan a las restric-
ciones primarias, asi como en el formalismo para teorias sin derivadas de orden superior desarrollado
en el capitulo 1. Continuando, si sustituimos (2.32) en las ecuaciones de movimiento (2.22) y (2.23),
estas resultan

s = {q5, H'Y, (2.38)
Py ={Ps, H'}, (2.39)
ol =0, (2.40)

donde H! = H + \*®}, es la hamiltoniana primaria.

En este punto, podemos darnos cuenta de que para teorias singulares con derivadas de orden
superior, podemos construir las restricciones primarias y en consecuencia la hamiltoniana primaria,
asi que ahora es posible seguir de forma anéloga a la formulacién de Dirac para un anélisis hamil-
toniano. Entonces bastara extender los resultados del capitulo 1 a estas teorias una vez teniendo
las restricciones primarias, como se realizara en los capitulos 3 y 4 para las teorias que son objeto
de estudio de este trabajo de tesis.

2.3.1. Formalismo de Gitman-Lyakhovich-Tyutin para sistemas de se-
gundo orden

En concreto, las teorias préoximas a tratar estan descritas con a lo més, derivadas temporales
de segundo orden, por lo cual en esta subseccion se desarrolla el formalismo GLT para la obtencion
de restricciones primarias y la informacién fundamental para proceder a la Dirac, especificamente
para sistemas de segundo orden.

Fijémonos en una lagrangiana L que depende de segundas derivadas de los campos

L= L(g#u;gpu,a;guv,aﬁ)v (241)

donde g, es la métrica ¥ guv,a,Guv,a3 son la primera y segunda derivada, respectivamente. La
variacion de la acciéon correspondiente a la lagrangiana (2.41) respecto de la métrica, conduce al
equivalente de las ecuaciones de Euler-Lagrange para sistemas de segundo orden con la forma
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oL oL OL
=Y g (9 +aaa<>=o. 2.42
G (8(aa9uu) > ’ (0500 gy ( )

Por otra parte, si desarrollamos las derivadas de las ecuaciones en (2.42) ellas originan una
ecuacion de movimiento de hasta cuarto orden en derivadas de la métrica, por lo que trabajar con
este tipo de sistemas complica el andlisis hamiltoniano.

Es por esto, que un mejor enfoque consiste en introducir ciertas variables, a fin de obtener una
reduccion a primer orden en las derivadas temporales de los campos, que es donde encuentra su
base la metodologia de GLT [16]. Entonces, podemos expresar a la lagrangiana (2.41) separando
las derivadas espaciales de las temporales como

L=1L (g,uu; 9uv,05 Guv,ks uv,005 9uv,0k; g;w,km) ) (243)

siguiendo el formalismo GLT, se introducen las siguientes variables

G[Ll/ = g;w Yy UV = G#y, (244)

con las que podemos escribir a la lagrangiana (2.43) de la siguiente forma

LV =1L" (g/w; Gp,y; Guv,ks Vpvs G,u,u,k; g/u/,km,) . (245)

ahora solo aparece la derivada temporal de primer orden de los campos. La introduccién de las va-
riables (2.44) a (2.43) obliga a introducir estas mismas como restricciones mediante multiplicadores
de Lagrange en la accién, de manera que

S = /ﬁd"az = / [L'” + 7 (g — G) + PP (G — vy | d"a, (2.46)

los multiplicadores de Lagrange 7" y P*” actian como los momentos congujados a g, y G
respectivamente. Variando esta acciéon (2.46), podemos obtener las siguientes ecuaciones de movi-
miento haciendo que las variables se anulen en la frontera

;r% G — Gy = 0, (2.47)
% G — v = 0, (2.48)
6L oLV _pmwo_y. (2.51)

dvHY Qv

Estas ecuaciones son las equivalentes a las ecuaciones de Lagrange en (2.42). Ahora, la ventaja
de poder escribir un sistema de segundo orden en derivadas temporales de primer orden de los
campos, nos permite escribir a la hamiltoniana de la forma usual

H=1"g,, +P"G,, — L=1"G,, + P"v,, — L". (2.52)

Los paréntesis de Poisson asociados a nuestra nueva hamiltoniana son

1
(9o, T} = {Gag, P} = 5 (3% + 85 + 8130%), (2.53)
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y el paréntesis de Poisson para cualesquiera dos funcionales A y B respecto de las variables cano6-
nicas sera

0A 6B n 0A OB 0B 0A 0B J0A
8guw 6 6G,, OPH g, 6 6G,, OPHY

vemos que las ecuaciones de movimiento asociadas a las variables canoénicas siguiendo el formalismo
hamiltoniano usual resultan

{A,B} = (2.54)

G = {9 H} = % =G, (2.55)

GW ={Gu,H} = 5(;% = Vpv,s (2.56)

i = (oo gy = - O 0L (2.57)
0w OGuw

P = [P H} = —52}; = ;GL:V. (2.58)

Si bien las ecuaciones anteriores son equivalentes a las ecuaciones en (2.42), estas no son equi-
valentes a las obtenidas mediante la formulacion hamiltoniana, ya que es claro que la ecuacion
(2.58) no se obtiene. Entonces si de (2.51) consideramos la expresion

OL”
OV

— pr =, (2.59)

vemos que esta perdida. Si la lagrangiana es no singular (es decir, la Hessiana es no nula), deberia
ser posible resolver (2.59) para v,, y de forma autoconsistente obtener la dinamica de los pares
congujados (g, ™) y (G, P*) sin ninguna restriccion. Sin embargo, en el caso de que se tratase
con una lagrangiana singular, es en (2.59) donde se expresa la singularidad de la lagrangiana ya
que lo anterior no seria posible resolver, entonces deben tratarse como las restricciones primarias
de la teoria.
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Capitulo 3

Formalismo GLT aplicado al término
de Chern-Simons de alto orden

En este capitulo aplicaremos el formalismo GLT al término de Chern-Simons de alto orden.
Sin embargo, por completez de nuestro trabajo, primero aplicaremos el formalismo de Ostrograds-
ki. Posteriormente, vamos a comparar los resultados con los que se obtengan en el formalismo
GLT. Cabe mencionar que estos resultados no se encuentran reportados en la literatura y es una
contribucién original de este trabajo.

3.1. Formalismo de Ostrogradski aplicado a la accién de
Chern-Simons de alto orden

La accion de Chern-Simons de alto orden esta dada por [19]

L::é%d”*DAﬂBVAV, (3.1)

a continuacién hacemos la descomposicién de la lagrangiana, separando las componentes espaciales
y temporales obteniendo

1 o 1 4 1 o
L= %EO”DAoaiAj - %GO”DAiaoAj + %GOUDAiajAo, (32)

desarrollando el D’Alembertiano OO se obtiene

1 45 1 4. 1 ..
L= %60”808014067;14]' + %EOHVQAQ(%AJ' — %60”80801418014]‘

1 gis 1 gis 1 gis
- %60 JVQquaoAj + %60 ]808014@8]4/10 + %60 ]V2Ai6jAo.

(3.3)
En este trabajo, se usard la convenciéon de la métrica n = (—1,1,1), 9y = (9,0") y 9% =
(—0p,0%). De esta manera, la acciéon toma la forma

L wigga o+ Loiigaaa 4+ Lo A Loigea i L i

L= 55¢ Aoa,,Aﬁ%e VAO&,AjJr%e A A T VA A; 55¢ A;0; Ao (3.4)
1 ... :

+ 2—960”V2A¢8]A0.
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3.1. FORMALISMO DE OSTROGRADSKI APLICADO A LA ACCION DE CHERN-SIMONS
DE ALTO ORDEN

Reagrupando obtendremos la forma de la lagrangiana con la que empezaremos nuestro anélisis.
La lagrangiana esta dada por

L:210 Oz]( A0+V2A0)8A _@o% A +VA)Aj+%eo”’(—Ai+v2Ai)6jA0. (35)

Cabe comentar que la anterior lagrangiana describe a una teoria de alto orden en las derivadas
temporales, y a continuaciéon vamos a presentar el formalismo de Ostrogradski para conocer sus
simetrias.

Primero, calculamos los momentos canénicos (7%, 7%, 7% 7¢) asociados a los campos
(AO,AZ,AO,A ). Podemos ver en este punto que se ha extendldo el espacio fase al considerar a
la velocidad como nueva variable canénica. Los momentos asociados estan dados por

oy OL doL 1

= = = 0ij A .
DA A oA 55°¢ 0; (3.6)

oL 1 g
70 = — = —— 0ij iA‘ .
T A, 55¢ 0;A;, (3.7)
;, OL doL 1 (0ij 0ij
= —aAi pn 78141 =—25¢ A + —296 0; Ay, (3.8)
i aL 1 0is(j.

De lo anterior podemos identificar las 51guientes restricciones primarias:

1
0_ ~ 0ij _
T e 9 A; =0, (3.10)
#4 Loiga—g (3.11)
20 R
Fio —"I(A; —9;A0) =0, (3.12)
260

Vemos que para este sistema singular (3.8) no es restriccion debido a que es posible despejar la
aceleracion y escribirla en términos del momento y de la velocidad. Por otra parte, el hamiltoniano
asociado esté definido por

H, = Ayn® + A,7® — L, (3.13)

donde, utilizando los siguientes desarrollos

Aaﬂ'a —f—Aaﬁ'a — L= A07T0+A17T7+A07~T0+A1ﬁ'7 - L

:A07T0+Ai7Ti+Ao77r0+Aiﬁ'i— (— AoaA + V2A05A + AAJ

i
——VQA Aj— 4,040 + a

2
% 250, %v AoaiAj> :
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— Aor® + Airt + Ao + A7 — (Aofro + ;—QVQAO(%AJ- + A — ;—GVQAZ-A]» + ;ev%ajAO) ,

obtenemos que el hamiltoniano estad dado por

ijVQA 0iA; + ijVQA-A» -
29 = O g T T T g

Por otra parte, utilizando la restriccion (3.12) vemos que podemos despejar el segundo término

e

H,.= AQ?TO + AﬂTl — VQAinAo. (314)

i eij . 61']'
=59~ g%
"y e, €ld
™= %AJ = —@@AO,
y sustituyendo en (3.14)
H. = Agn® + Ajn® — ijV?A 0iA; + i-jv%au'r + VA (7" — ijAz)
c = AT 3T 20 oV Ay 20 41y i\ 20 J
. e ¢ii . e .
= Aoﬂ'o + Aﬂr - %V2AoaiAj + ?HV2AZA] + V2Aiﬂ' - %VzAZA]
. . j )
= AOﬂ'O + At — ;?VQAoaiAj + VQAiﬁ'Z, (315)

tomando nuevamente (3.12) y despejando ahora al campo Aj

Elj

T2

o (A; — 0,A0),

207 = €9 A; — €99, A,
elk297?l = elkelj/lj — qkeljajAo,
611@2977'[ = Ak — 8;€A0,

Ak = €lk297~1'l + 8kA0,

finalmente, aplicando esto dltimo en (3.15)
. . ) ) j
= Ao’/TO + (eji297~rj + aiAo)’]TZ + V2Ai7~rz - ;?VQAQC{‘)Z'AJ',
= Aom” + (—€;;2077 + 0, Aoy’ + VA — V2 A, A,
asi obteniendo lo siguiente

H.= Aoﬂ'o — 2971'261‘]‘77'] + 70 Ag + VQAﬂTl'Z — ;—GVQA()&AJ (316)

Resumiendo, tenemos el hamiltoniano canénico
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. . . . ) ij
HC = / <A0’/TO - 2071'16“7?] + 7r181-A0 + V2Ai7}l - (;9V2A06'1AJ) dl’Q, (317)

y tenemos las siguientes restricciones primarias

J

o ¢ i
=9 9. A = 1
Yo =T 2081 ; =0, (3.18)
ylzﬁojuijaA.:o (3.19)
29 K3 J )
L, €9
Yi =T — @(AJ — 8]‘140) =0. (320)

Ahora, para hallar restricciones secundarias, lo haremos mediante las relaciones de consistencia
dadas por

Au = {7, Hp} =0, (3.21)

donde H, = H, + [ d?zQ,v*, es el hamiltoniano primario, y €, son multiplicadores de Lagrange
asociados a las restricciones. Para este propoésito, calcularemos los paréntesis de Poisson entre todas
las restricciones primarias, obteniendo

oot = {0 = Conds 0~ od b —o
70’/}/0}_ ™ 29 Y Yl o Vi (T

id

{ e a0 Caal —o
'707’71}— ™ 29 Y 3y T +29 i A5 0= U,

1J ij . Gk

€ i € €t l
{70,7i} = {WO - %@Aj’ﬂ - %Aj + 293jA0)} = ?3552(93 —y).

Calculemos la relacién de consistencia de la restricciéon primaria 7°, la cual esta dada por

30 = (49, 1,} = {70(:6), )+ [ dymmm} (3.22)

— (10), Ho()} + {70(33), / dymmw} ,

desarrollando el primer término tenemos
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. kl
70— / Agr® — 207 e 7 + 7O Ag + V2ALFR — ;evaoakAldyz}

{"°(2), He(y)}

20
0 et e ko ~l 24 ~k g, 2
™ , OLAg — —av AoakAldy } {—2981'14]',—2971' e + VAT dy }

kl
{770 a Aj, | 7ROy Ag — S V2 AOpA; — 20k el + VQAkfr’“dyQ}

kakAody } {7‘(0, ;9V2A03kAldy2} + {62081'143‘7/297Tk6k17~1'ldy2}

- {QQ&A],/VzAkﬁkdyz}

kl ij .
— /TI'kak {ﬂ'O,Ao} dy2 _ / ZieakAlV2 {7T07A0}dy2 + / 62—081‘29€kl77k {Ajaﬁ'l} dy2

_ / %aNQAk {Aj, ﬁ'k} dy?

le eik
= —Wkak + %31@Alv2 + akﬂk — %@VzAk = 28k7rk.

Por otro lado, vemos que el segundo término corresponde a lo siguiente

{ /dyZQ } /dyzﬁo{v A+ U + {4}

26 9 6l’cl
= /dy ?815 (ac —y)Ql = ?BZQZ,

entonces de la relaciéon (3.22) obtenemos la siguiente restriccion

kl
40 = 0 = 2097k + %alszl. (3.23)

Por otra parte, ahora calcularemos la relacion de consistencia de la restriccién primaria . De
esta manera obtenemos

3= {4 Hyy = {ﬂx), )+ [ dym,,wm} (3.24)

— et} + (@, [t

entonces desarrollando el primer paréntesis
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ij . kl
{'yl(x),Hc(y)} = {fro + 62793iAj,/A07T0 - 297Tk6kl7~rl + WkakAo + V2Ak7~rk - ;9V2A08kAldy2}
ij .
= {fro + ;—eﬁiAj,/Aoﬂo — 207" e 7 + WkakAodyz}
. ij
/AmrodyQ} + {62987,14]7 —297Tk€klﬁ'l + TkakAodyQ}
=370 [ Agnldy? } — ijmr 207 e 7! dy? ijaA O Aody?
= , o ay op Y144 T €T ay +291]7 T OpApay
) ij ij
- /wo{ﬁo,Ao}dyz —/%eaizeeklﬁl{Aj,n’“}dyz+/€2—eaiakAo{Aj,ﬂk}dy2
g ij
=70 — /e”eklaiﬁlchcSQ(x —y)dy* + / ;—aﬁiakAO(Sf(SQ(x — y)dy?

) ij
=7+ / e* e 0,7 0% (x — y)dy? + / 62—981-8]-14062(::: —5)dy?

~i €t
—7TO + 82-7r + %8748JA0
Ahora siguiendo con el otro paréntesis tenemos
(@, [araarm} = a0t s et + ot =o
entonces de la relacion (3.24) se tiene la siguiente restriccion secundaria
' =70 — 97 =0. (3.25)

Finalmente, calculemos la evolucién de la restriccion 7, es decir

={y, Hy} = {vi(x),Hc(y)+/dy29w"(y)} (3.26)

= {7'(2), He(y) } + {Wi(x),/dymw“(y)}7

tenemos para el primer término

30



CAPITULO 3. FORMALISMO GLT APLICADO AL TERMINO DE
CHERN-SIMONS DE ALTO ORDEN
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{v'(z), He(y)} = {7r - @Aj + i‘;AajAo, / Agr® — 207k e 7l + RO Ag + V2 ALY — £V2AoakAldy2}
— {;T —A + ;ajAo,/AOTrO — 207 ey 7 +V2Akﬁkdy2}
= {—EA]-, —207 ey 7! +V2Akﬁkdy2} + {EijajAo,/A(modf}
26 26
{Z;Aj,/20ﬁkeklﬁldy2} — {;;Aj,/V2Akﬁ'kdy2} + {;;8jAo,/Aow0dy2}
ey {Aj,frl} dy® — / ijVQAk {Aj,frk} dy?® + / ;;@Ao {Ao,ﬂ'o} dy?

) oo,
€ ekmk(S;»éQ(x —y)dy* — / 29 VQA 5k62( —y)dy? + / 62*03]-14052(37 — ) dy?

Il
\\\

iJ .
eJepml 6% (x y)dyz—/ 29V2A 62 (x — )dy2+/;—95‘jA052(x7y)dy2
Py
= 29V AJ+2981A0.

Veamos que para el segundo término

{Wi($)>/dy29uv“(y)} = /dyzﬂo{vi,vo} + {2y
_ H M
= /dyon{’sz’YO} = /*7905152@ —y)dy® = *73190,

entonces de (3.26) obtenemos lo siguiente, ademéas nos damos cuenta que esta no es una restriccion
secundaria

kl

Continuando el anélisis, calculemos la evolucién de fyl, para esto llamemos I'® = 4! = 7% —

0;7* = 0, entonces tenemos lo siguiente

0 = (%), Holo)} + [ dPR0{T%2%) + 21 {1% 21} + {11} (3.28)

Para esto, calculemos los paréntesis de Poisson del segundo término
. ekl .
{FO,WO} =m0 — 9,7, 7% — —9 A » =0
20
. ekl
{F()”yl} = {’R’O — 87;7}1,7}0 + %akAl} = 0

0 R ekl
{r 77}{77 — O & *%Al+ 931140}

vemos que son cero, entonces la evolucién es
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) . kl
{T%a),Hc(y)} = {WO — 07, / Agr® — 207 e 7t + RO Ag + V2 ARTE — ZGVQAoakAldyQ}

kl
_ {7707/7rk8kA0 - ;evaoakAldyQ}

= {WO,/W’“é)kAodyZ} + {ﬂo,/;ZV?AOBkAldf}
= /wkﬁk {wO,Ao} dy® — / ;—IZ@kAlVQ {ﬂO,Ao}
__ /ﬂkak(s?(x —y)dy? + / %ZakAlv%s?(x —y)
g, € 2
= Oy + @akv A
De aqui, encontramos una nueva restriccién, esta seré terciaria y esta dada por

ki
. €
0 = gt + @a,@v%l =0. (3.29)
Resumiendo, se encontré el siguiente conjunto de restricciones

j

'70 = 7'1'0 — 2798“4] - 07 (330)
=70+ ija-A- =0 (3.31)

20 0

~i e

v =7 = 5 (4; - 9;40) =0, (3.32)
’=x%—9;7" =0, (3.33)

0 __ i e 2 _
X = 8i7r + %V 8,14] =0. (334)

Debido a que no hay mas restricciones, ahora pasaremos a separarlas en restricciones de primera
clase y de segunda clase. Para ello calculemos los paréntesis de Poisson entre todas las restricciones,
obteniendo

0 .0 0 e 0 e~
{7197°} = 37° — £ 0i4;, 7" — =0k A ; =0,

20 20
i Kl
{"°A'} = {770 - 627931‘143‘77?0 + 629819141} =0,
- o €T M M,
— g AL T A g A = —y),
{4} {ﬂ 5 0 ' = S5 A+ 550040 5 0% ( — )

i .
{’VO,FO} = {71’0 - ;fgaiAj,T(o —8kﬁk} == 0,

0 .0 0 e k e 2
{0xX°} =1¢x —%@Aj,alﬂ +%V OpArp =0,
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entonces 7° es de segunda clase.
{+'2°} = 4 o, 0 i) =
RN =37 20 1415, T 20 k4 ¢ —
ekl
{71771}2{77 +*5A +3kAz}
.y o € e ekl
= —0;A; ——A+ =047 =
{’Y a’y} {71— +2081 s T 20 l+298l 0
1 10 o, €7 0 ~k
{7 ,T }: T —l—%ai/lj,ﬂ' — O » =0,
{ 1 0}_ ~O_’_£8A 9 k_’_eikvaaA _
Yo X g =T o Y1t kT 20 kAL ¢ =
entonces v es de primera clase.

{44,4°} =<7 ——AJr ‘ja-A Ofi’daA —fikiaa?( —y)
YV g = 2 93077T 29kz—20kﬂﬂy

(i !
{7 Y }{ %A 8A0,7r + eakAl}O

€ . € k€7 € .
{'h= { — 5+ 550540, 7 29A1+2981A0}0,

V26kAl} =0,

€l
{f‘}/ X}{ *@A+ 8A0,8k7r +29

entonces 7' es de segunda clase.
‘ ekl
{FO,’)/O}{WOaiﬁZ,WO akAl}

‘ kl
{r°+'} = {WO — 07, 70 + ;eakAl} =0

. . M
{r a’YZ}{W — O, T 29Al+2931/10}0,

{r°1°} = {7 — ;7" , 7% — 97" } = 0,
' ekl
{FO,XO} = {71'0 — @‘ﬁ'l,akﬂ'k + 29V26k141} =0
entonces I'? es de primera clase.

kl .
{X07’VO} {a'ﬂ' +—V23 AJ,’]T eakAl} :0
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Kl
{Xo,vl}{aﬂ +—V D;4;, +8kAl}

6k'l

z_ . - R
{Xo,fy } = {8171' —|—20V261‘Aj,ﬂ'k—29141+2061140} =
{x°,1°} = {aw +fv2aAJ,w — 07 }:0,

g kl
{x".x°} = {@WZ + ;?V231Aj, O + ZQV%J«AZ} =0,

entonces Y es de primera clase.
Fijémonos en las restricciones (3.30 - 3.34), tomando (3.32) y calculando su derivada parcial
respecto a z* tenemos

0; < — %A + a A0> =
oy’ 8 A + 6 0jA9 =0
L €9
aﬂT — %(‘%AJ = O, (335)

ahora haciendo la resta de (3.30) y (3.35) tenemos

wo—ijaA» - a»ﬁi—ijaA‘ =0
20 1 ] 2 29 (2 ] - )

7 — 9,7 = 0.

Nos damos cuenta que obtenemos la restriccion (3.33), entonces concluimos que las restricciones
(3.30) y (3.32) no son independientes entre si, asi que para este sistema tendremos el siguiente
conjunto de restricciones correctas:

ij
7 =7+ 62*951‘143' =0, (3.36)
i A eija Ao 7
Yi = % + 20 - O, (33 )
I’ =7%—9;7z" =0, (3.38)
0 i e 2
X = 81‘7(' + %V 8,14] =0. (339)

Clasificandolas en restricciones de primera y segunda clase tenemos

primera | segunda
AT 7
FO
X0
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Teniendo la clasificacién anterior, ahora podemos realizar el conteo de grados de libertad (1.59)
definido en el capitulo 1

1
GL = 5 {N de variables canonicas — N de restricciones de 2da clase (3.40)

—2 x N de restricciones de lera clase}

sustituyendo

GL=1p2-23) -9
28 =

N = DN =

Il
N

concluimos que usando esta clasificacion de restricciones para la acciéon de Chern-Simons, tenemos
2 grados de libertad para el sistema, por lo que no es una teoria topoldgica. Estos dos grados de
libertad representan a un campo de norma masivo y un campo de norma no masivo.

3.2. Formalismo de GLT aplicado a la accién de Chern-
Simons de alto orden

Para esta parte, partimos de la lagrangiana (3.5) de la seccién anterior, la cual esta dada por

(—A’O + V2A0) DA, — % (—Ai + vai) A; +

€t

T2

€

L 20

(—Ai + V2Ai) 9;A0.  (3.41)

Ahora siguiendo el formalismo GLT, vamos a introducir el siguiente conjunto de dos nuevas
variables definidas por

Ay = G, (3.42)

Vo=Gq = V,=A4,, (3.43)

reescribiendo el lagrangiano con estas nuevas variables tenemos

Vo + V2 A0) 0,4; = S5 (<Vi+ V2 A1) Gy + 55 (<Vi+ V2A;) 940 (3.44)

e

Esta sera la lagrangiana con la que se realizaré el anélisis, de acuerdo a lo visto en el capitulo
2, calculemos los momentos asociados a las variables V'

oL
P = — 3.45
v (3.45)
obteniendo
oL €'
PY'= — = ——9;A; A
aVb 20 81 7 (3 6)
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; OL €4 €
P = v %Gj — %ajAo, (3.47)
donde podemos identificar las siguientes restricciones primarias
Gij
A’ =P+ 09,4, (3.48)
20
A =P — G i —0;A 4
= % + 20 iAo (3 9)

Podemos ver que tenemos menos restricciones primarias que respecto a las obtenidas en DO.
Usando los momentos calculados, podemos obtener el correspondiente hamiltoniano canénico, que
esta dado por

H, = 1°Gy + P*V,, — L,

extendiendo las variables y usando (3.44)

. ) & ij
H.=7°Go+7'Gi + P'Vy + P'V; — (-‘;avoaiAj + ;—QVQAO&»Aj
ij

+VG - SvRAG, — %HviajAo +

20 "7 20

Eij
2ev%lif)j,axo)

obtenemos la siguiente expresiéon para el hamiltoniano canénico

. i
H.=7Go+7'G; + P°Vy + P'V; + Voa A; VQAO&AJ-
(3.50)

€ o2
QVG +29V A;G; + V8A0

Ahora bien, para la evolucion de las restricciones es necesario realizar el calculo de los paréntesis
de Poisson entre ellas. Cabe recordar que los paréntesis fundamentales de la teoria son los siguientes:

{Aq, 77} = 606%(x — y),
{Ga, PP} = 6562 (z —y).

Continuando, tenemos lo siguiente

l
{AO AO} {PO 8AJ,P + 61Ak} (3.51)
{A% A"} =3 PO+ < o, P — Z—G + < oA (3.52)
) - 20 1415 k 20 k<410 .
. . lk emn emn €l7n )
{A 7A } = {P - %Gk + aﬁkAmP - WGTL + an‘élO} = _75 (.13 - y) (353)

Para encontrar las restricciones secundarias de la teoria, tenemos las relaciones de consistencia
dadas por

Aoy = {Ay, Hy} =0, (3.54)
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donde H, = H. + [ apA°(y)dy® + [ cyA'(y)dy? es el hamiltoniano primario correspondiente.
La relaciéon de consistencia para A° se calcula como

30— (A%, = [0 )+ [aofa® A%+ [aa® it (359)

usando (3.51) y (3.52) tenemos que los dos tltimos términos son cero, entonces
. €ii
A? = /{PO + 208iAj7Hc} dy* =0,

A° = /{P0+8A],7T G0+7rGl}

iJ
:/{PO,WOGO}dyQ+/{‘;aaiAj,7rlGl}dy2
j
:/WO{PO,GO}de—k/;—oﬁi{AJ—ﬂrl}Gldyz
j
= /—7r062(x—y)dy2+/;—98i6§62(x—y)Gldy2
j

€
= —71'0 + %a,‘Gj = O7

asi de la relacion (3.55) obtenemos la siguiente restriccion secundaria

ij
0 =70 ;—aaiGj —0. (3.56)

Haciendo el calculo para la restriccion A’ tenemos

A= (AL H,) = / (A, H Y dy? + / a0 AT, A%} dy? + / A, AL} dy?, (3.57)

donde el segundo término es cero por (3.52) y para el tercero usaremos (3.53)

Ai—/ Pi—ijG-+ij8-A H, d2—/ 1“52( —y)dy* =0
— 29] 26]0;03/ alexyy—a

il

lk lk
.. . €
Al = / {Pl @G + a Ao, Gy + ©'G; + PV, — @VGk + %v Ale} dy? — 7
il

= / {Pz,ﬂlGl - 6*Vsz + GVQAsz} dy® + / {_GGj7PlW} dy® + / {62953‘140,7?06'0} dy® — %az

j
/{Pl Gy} mldy? /{Pz Gr —de +/{PZ Gr, —V2Aldy f/;—e{Gj,Pl}VldyQ
zl
9
15l 52 2 i 52 ek 2 i 2 ek 2 2 152 2
= [—rtott e — g — [ 56— )5 vidr — [582— ) 5P an? - [ o @ 562 — y)Vidy
26 26 20
E’Ll

ij ;
+ / 6—8ng52($ —y)dy2 — ?al

l ij il
= +29W 29V A zovl 5g0iG0 = =0,

-I—/ 8 {Aoﬂr }GodyQ—
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asi de (3.57) obtenemos lo siguiente
N il el _, il cil
N=r"4+—V, - =V°4 - — —aqp = .
T + 0 Vi 29V 1 2981G0+ 0 a; =0, (3.58)

ademas vemos que esta no es una reestricion pues tenemos asociados multiplicadores de Lagrange.
Siguiendo con el formalismo, veamos la evolucién para la restriccion secundaria I'°, entonces

rOZ/{F°<x),Hc(y>}dy2+ ao {T% A} dy? + [ ar {T%, A"} dy? = 0,

vemos que el segundo término es cero pues no hay contribuciones de los campos, entonces

£ = [0 B} dy? + [ o (T} dy?
, €l z ek (b ,
_ / {71' — $50iGy, PVi - VR A0 Ay + %VlakAo} dy

+ [ @ 0 oG, P faA dy®
AN 0p 1> + 2 kAo o aY
et o2 0 2 et 0 2 €’ ! 2
:—/7V AL {m°, Ao} dy —/@&J/} {m° Ao} dy —/%8,»{Gj7P } Vidy
€lk eij )
+/Oél%8k {WO,Ao}dyQ—/%ai{Gj,Pl}oqdyQ
= iVQ&A 8 (z — y)dy® + Gl—ka V162 (z — y)dy?® — ija-(sla?( —y)dy?
=/ 1Ak y)ay 29kl$yy 291j1yy

ek i
_ / — 0% (x — y)dy® — / %aiaj.a?(x —y)dy®

20
= %VQ(%A/@ + %31@‘/2 — %&'Vl — galak - %5’1«0@ =0
asi tenemos que
. elk elk elk
1’ = 7V281Ak - ?alv,c - 7alak =0. (3.59)

Fijandonos en lo siguiente, si calculamos la derivada parcial respecto a z* de (3.58) tenemos

€

il cil cil il
0; <7TZ + =V, — —V2Al - %&Go + aal) =0

0 20
.l él cil
o, + ?&'Vl - Q—HV 0;A; + ?ﬁial =0, (3.60)
y sumando las ecuaciones (3.59) y (3.60)
el _, il il - el _, cil
?V 0; A, — ?8,;‘/1 - ?81;04 + <8i7r + ga,;v, — @V 0; A + 93,;04) =0,

obteniendo una nueva restriccion

il
50 = 9y + ;—GVQQ»Al = 0. (3.61)

Para la evolucién de X° tenemos lo siguiente
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20 _ / {E(](I),Hc(y)}dyz + /ao {EO,AO} dy2 + /Oél {207Al}dy2 _ 07 (362)

donde
0 AO i €' 2 0 ek
{2 A }: o;m +?9V &-Aj,P +27951Ak =0,
0 Al i e 2 1 etk ek
{E A } = {8177 + %V 8,‘Aj,P — %Gk + %akAo} =0,
entonces

> = / {=%(«), He(y) } dy®
Ik Ik lk

i
- / {aﬂrl + ;—0V28iAj,7rlGl + ;—avoalAk — VA0 A + =

2 2
9 QGV Ale}dy

lk lk lk
— [ Sgomatn anar? - [ Aot Addi + [ G0V Gu, Ay

ij
+ / ;—ev%iGI{Aj,wl}dy?

(lk , (lk 4 (lk '

_ / S OVoATL (@ — y)dy? + / TP 400005 — y)dy? / SOV (@ — y)dy?
ij

+ / %HVQ@-G@;&?(J; — y)dy?

6lk l 6llc 6Icl

k
€
= —00Vo + — 00 V2 Ag — — —
29 RO g TRHLY S0 0g  0g
obteniendo un cero, por lo que concluimos que ya no tenemos mas restricciones.

Resumiendo tenemos lo siguiente:

l
V3G + ;feaiv‘zal —0.

i
A =P+ S 9,4, =0 (3.63)
20
Y il
A = P — %G] + @ajA() =0 (364)
o =nx%— ijaiG; =0 (3.65)
20 "7
R
o0 = dint + ;—QVQaiAj ) (3.66)

Calculamos los paréntesis de Poisson entre restricciones para hacer la clasificacién en restric-
ciones de primera y segunda clase.

el

ij k
{AO,AO} = {PO + ;—HaiAj,PO + 296'1Ak} =0,

i eIk eIk
{AO,AZ} = {PO + %@A],Pl - %Gk + 206k;140} = 0,

0 10 0 e 0 ek
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ij Ik
{AO, EO} = {PO + ;—eaiAj,aml + ;9V281Ak} = O,

AY es de primera clase.

i AO ;e e 0 ek
{A A } =P — @G]‘ + %8jA0,P + %@Ak =0,

- i cii R (lk el
{Am,A } = {Pz — %Gj + %ajAmP - %Gk + wakAo} = —;(5 (m - y),

i 10 i e €' 0 etk €' 2
{A ,F } =< P — %G] + %@Ao,w - @816% = 7(3]6 (LC - y),

€

. o (b
(AL 30) = {P — Gy + 040, 0! + %WalAk} 0,
A’ es de segunda clase.
{0 A%} =370 — i‘ja-G- P+ 6l—kalAk =0
’ 20 " 20 ’

o . o eij . Elk le eil 0

0 10 0 e 0 ek
{F 7F }: s —%&G],ﬂ' —%81Gk :0,

{ro,x0% = wo—ija-a 87rl+£V28A =0
) 20 175, Ul 20 1k )

I' es de segunda clase.

el

) ij k
{20 A%} = {aﬂrz + ;—9V28iAj,PO + 208lAk} =0,

) Eij elk 6llc
{EO,AZ} = {81-7# + %VZ(%A]',PZ — @Gk + 298kA0} = O,

0 70 i, €0 o 0 ek
{Z,F}Z o;m +@V aiAj,Tr —%@Gk =0,

, ij lk
{=°.2% = {am* + %VZaiAj,aml + ;)v2al,4k} =0,

Y9 es de primera clase.

Hasta este momento, para este sistema encontramos lo siguiente A? y A? son restricciones
primarias, I'? es secundaria y 3° es terciaria. También observamos que A y X9 son de primera
clase mientras que A’ y T'” son de segunda clase.
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3.3. Conteo de grados de libertad

Si hacemos el conteo de grados de libertad (1.59) usando esta clasificacion tendremos

Gr=gh2-202) 3= jhi2-7=>

lo cual no coincide con lo antes obtenido utilizando el formalismo de Ostrogradsky. Ayudéndonos
del &lgebra lineal y los vectores nulos de la matriz formada por los paréntesis de Poisson entre
todas las restricciones, podemos encontrar que las restricciones de primera clase estan dadas por:

A’ =0 ¥ =0 I’ —9;,A" = 0.
Calculemos la derivada parcial respecto a z* para la restriccion A’
oni =0, (P— g+ o
i\ = z( Y j+@j 0)—0
G = 0,P— g
i\ = 0P — o G =0,
entonces 0 — ;A* =0 es
ij g
w0 - ;feach - (8,»PZ - ;eaiaj> —0,
7 —9;P" =0, (3.67)

y obtenemos una nueva restricciéon que es combinacion lineal de T? y A%
Finalmente tenemos la siguiente clasificacién, restricciones de primera clase

€
PO+ 5045 =0, (3.68)
o' + %W@Aj =0, (3.69)
70— 9;P" =0, (3.70)
y de segunda clase

;€ €

P'— 5 Gj+ 55040 = 0. (3.71)
Haciendo nuevamente el conteo de grados de libertad con esta clasificaciéon
Gr= 32232 = 1pa -8 = =2

obtenemos 2 grados de libertad, lo que era esperado para este sistema y reproduciendo de otra
manera lo que se reporté en DO.
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Capitulo 4

Formalismo GLT aplicado al sistema
de alto orden Maxwell-Chern-Simons

En este capitulo se aplicara el formalismo GLT a la teoria de Maxwell-Chern-Simons de alto
orden. Realizar este anélisis para la teoria de MCS nos permite familiarizarnos con el formalismo,
pues usando esto podemos analizar teoria como energia oscura [7], teoria de cuerdas [6], teorias
no conmutativas [8], y modelos de alto orden de gravedad. Este andlisis va a compararse con los
resultados reportados en la literatura usando el formalimo de DO.

4.1. Formalismo de GLT aplicado a la accién de Maxwell-
Chern-Simons de alto orden

Para comenzar el analisis, consideremos el lagrangiano para la acciéon MCS de alto orden dada
por [19]

1 et

L= 7ZFWFW + WDA”@VA,\, (4.1)
donde el campo estd definido como F),, = 0,A, — 0, A,.

Analogamente al capitulo anterior, hacemos la descomposicion para separar la parte espacial y
temporal

R e L 2 R A R R S A S
L= =R PO =2 Fy P9 o (Ao + V2 40) 03— S (= Ai+ V2 A:) Ay S5 (— A+ V2 41) 0,4,
obteniendo
1 1 o €9 . 9
2 4 20 (4.2)
Gij Eij '

(— i+ V24) A + S5 (=i + V245) 940,

20 20

Siguiendo el formalismo GLT tomamos las nuevas variables G, y V, dadas por (3.42) y (3.43)
y reescribimos el lagrangiano obteniendo
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G? 9 A0)? 1 L
L= —Gidido+ ( 20) = PP+ 62—9 (Vo + V2 4) 0;A; ws)
= . 4.3
) )
— 55 (Vi V2A) Gy + 55 (Vi + V2 A:) 9, Ao,

. . . oL
Calculando los momentos canénicos asociados a los campos y sabiendo que P* = o7 tenemos:
[e3

0oL €'

P'= _— = ——0,A;, 4.4
. OL €Y €'
Pr=—=—G;— —=0;A 4,
av, 20 7 29777 (4.9)
de lo anterior podemos identificar las siguientes restricciones primarias
€
A =P 4 —&Aj =0, (4.6)
20
NP DA —0 A7
= - % i + % 3410 — Y. ( . )

Luego, escribamos el hamiltoniano correspondiente al formalismo dado por
H. =7nGy+ PV, — L,
separando la parte espacial y temporal
H. =Gy + n'G; + PV, + P'V, — L,

entonces escribimos

, , G2 9;40)2 1 -
HC:WOG()+7T1G¢+POVO+P1V;—71+GiaiA()— ( 20) +1FijFU
Gij 2 Eij 2 Gij 2
~ 5 (=Vo + V?Ag) 8;4; + 59 (=Vi+V?4;) G; — 2 (=Vi+ V?4;) 8; Ao,

agrupando términos tenemos

(i G e €7 Lo i, € 0, €’
H, = <7r 5 + 29‘/3 QHV AJ+8,,A0) G1+<P + 298JA0>W+(P + 2981AJ)V0
Ag)? 1
+7TOGQ—M+*

2 eij 2A A
S+ JFE = SV A A,.

(4.8)

Para el calculo de la evolucién temporal, revisemos los paréntesis de Poisson entre las restric-
ciones, recordando que los paréntesis de Poisson fundamentales son:

{Aaﬂrﬂ} = 5552(.% —Y),
{Go, PP} =656%(x —y),

tenemos
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ij Ik
{A%, A%} = {PO + ;—aaiAj, P+ ;ealAk} =0, (4.9)
A A = PO i‘jf)-A-Plfcl—kG iaA =0 4.10
{ ) }* +292J7 20 k+29k0*7 ()
. ; Elk 6llc emn emn €lrrL

Para calcular la evolucién de las restricciones, sabemos que las relaciones de consistencia estan
dadas por

Ao = {Ay, Hy} =0, (4.12)

donde Hy, = H. + [ apA°(y)dy® + [ cuA'(y)dy? corresponde al hamiltoniano primario de MCS.
Comencemos con el calculo de la relacion de consistencia para A°

A ={A° H,} = /{AO,Hc}dy2 + /aO{AO,AO}dy2 + /ozi{A07Ai}dy27 (4.13)

usando los resultados (4.9) y (4.10) vemos que los dos dltimos términos son cero, entonces

. j
A0 = / {PO + ;eaiAj,Hc} dy? =0,

, i
A® = /{PO + zfgaiAj,woGo + lel} dy®
]
:/{PO,WOGO}dy2—|—/{;eaiAj,lel}dyQ
ij
:/WO {PO,GO}dy2+/€2—98i {A;, 7'} Gidy?

= /77r052($ — y)dy2 + / %81-5;52(99 — y)Gldy2
=m0+ ij&»Gj(:zc) =0,
20
asi de (4.13) obtenemos la siguiente restriccion secundaria
ij

10 =A% =70 — ;—eaiGj —0. (4.14)

Continuando, veamos la relacion de consistencia para A* tenemos

A= (0B} = [0 By + [aola’ A% + [’ Ay (@)

donde el segundo término es igual a cero por (4.10) y para el tercer término usaremos (4.11)

Ai—/ Pi—ijG-Jrija-A H, d2—/ i'152( —y)dy* =0
- 29] 29J0’Cy ale r—y)ay =V,
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i [Ip_ e s 2_ <’
A /{P 29GJ+ 208JA0,HC}dy 7 Qy
i ¢ e ek l . , i
:/{Pl—zeGj+298jA0, (71' —7+%Vk—%v Ak—F@lAO)Gl—FPW—F?T Go}dy —?Oél
. G Ik Ik ij
:/{Pl,ﬂ'lGl—2ZG1+ZHVkGl—;0V2AkG1+81A0Gl}dy2—/{;eGj,PlW}dy2

€l et
+ / {298jA0,7T0G0} dy2 - ?Otl
6lk

Lk
:/ﬁl {Pi,Gl}dgﬁ—/%{Pi,Gl}dy%r/;—ng {Pi,Gl}dyQ—/ 20V2Ak {P', G} dy?

. tj ij il
/alAO {PlaGl}dyQJr/;*eajGo {Aoaﬂo}dyQ*/;*HVl {Gj,Pl}dyzf%ozz
l5is2 2 Gigico 2 e i 9 ek o i )
:—/w 0;0%(z — y)dy —l—/?él& (x —y)dy —/%Vkélé (x —y)dy= + %V Ap6;6°(z —y)dy

i 2 2 € 2 2 € e o €'
- /&Aoélé (x —y)dy” + / 501G (@ —y)dy” — [ S5Vid;0" (v —y)dy” —
.G ér cid cid cil
= —T +?*%Vk+%v AkfaiA()‘F%ajGo*?er*?al—o,
entonces de (4.15) resulta lo siguiente
ik ik ik ik
TG+ Ve — SV2A 4 0 A0 — = 0kGo+ —ay =0 (4.16)

0 20 ’ 20 0 ’

vemos que esta no es una restriccién pues tiene asociados a los multiplicadores de Lagrange.

j
5 €
Ahora veamos la evolucién para I'0 = 70 — %&-G‘j,

1=1{r"m,} :/{FO,HC}dy2 +/a0 {19 A"} dy? —&-/ai {T9 A"} dy?. (4.17)
Calculemos los paréntesis entre las restricciones

el

ij k
{r% A%} = {TI'O — ;—eaiGj,PO + %alAk} =0, (4.18)

o 1o o i l lk clk ekl )
{T%A%) = 07 = 50,6, P! = Zo G+ G50 o p = =500 (@ — ), (4.19)

entonces

46



CAPITULO 4. FORMALISMO GLT APLICADO AL SISTEMA DE ALTO
ORDEN MAXWELL-CHERN-SIMONS

4.1. FORMALISMO DE GLT APLICADO A LA ACCION DE MAXWELL-CHERN-SIMONS
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foz/{FO,Hc}dyu/a,- (T, A7) dy?
lk

g 1 Ik
= / {7?0 - ;?aiGja 01 AoGr + 627931«40‘/2 - 5(51140)2 - %V2A08l14k + PIVI} dy®

+/ wo—ia.G»PlJrfaA dy*
20 AR 20 k<10 Yy
i elk 1 elk
= / {7_‘_0 — %BZGJ-, —Ap0,G; — @AOBkVI — i(ale)(ale) — 7A081V2Ak + PZVZ} dyy?

l

+ wofija-G-Pl+£8A dy?
o9 V19> 29k 0 Yy

1k ik
= —/@Gl{ﬂo,Ao}dyQ —/;fa@kW{Wo,Ao}d:lf —/81A08Z{W0,A0}dy2—/%8lv2Ak{7T0,Ao}dy2
e I 2 ek 0 2 e ! 2
— Q—QGZ{GJ,P}Vldy + %8]6{71' ,Ao}aldy — %&{Gj,P}aldy
Ik 1k
= /81(?;62(90 —y)dy? +/62—98k1/252(x — y)dy? +/8;A08l52(x — y)dy? +/%8;V2Ak52(x — y)dy?

€ I

Ik
I € 1
- / @@5]»52(1‘ — y)Vidy? — / %8;@62(3: — y)oudy® — / T 8i§j52(x —y)aydy?

L Lok cil clk il
—aG+ Aod + SOV A, — S0V — Sy — 20,
OG + 550k Vi+ 01400 + OV A — 50 Vi — Sp 0k — gp0ia
— ) e il ekl cil
=0,G' — =0V, =V Ay + —0OV° A — =0,V — —0raqy — —0;ay = 0.
I 59 Vi = ViAo + OV Ay — 550V — 50k — 55000 =0
Entonces de (4.17) tenemos lo siguiente:
. il cil cil
= 0;,G" — 781‘/1 — V2A0 + §6LV2A1 — yai&l =0. (420)

Calculemos la derivada parcial respecto de z¢ de la ecuacion (4.16)

‘ ik ek cik cik
0; (71’1 -G+ 7‘/]@ — %V A + 0; Ay — @akGo + aak) =0

_ ik cik cik
oyt — 9;G" + 78,"@; — @(%V%Ak + V2A0 + 781‘04]@- =0, (4.21)

sumando las relaciones (4.20) y (4.21)

ik , R, cik ' ik cik cik
aiGz—Wain—V A0+761V Ak—eaiak—s—(@m’ - 0,G" + 781"/]@ - @GNQA,C + V24, + 0@0%) =0,

obteniendo la siguiente restriccion

ik
20 = 9yt + Z—eaNQAk =0, (4.22)

la evolucién de esta dltima serd igual a cero, como vimos en el capitulo anterior para la ecuacion
(3.63), X0 = 0, entonces ya no tendremos més restricciones.
Resumiendo, para esta teoria hemos encontrado lo siguiente:
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ij
A =PO+ S 9,4, =0, (4.23)
26
Ai—Pi—ijG-+ija-A =0 (4.24)
B 207 T 290 T '
0 =70— ijaG- =0 (4.25)
20 7 7
0__ o i e 24
2 =o' + 50,V A; = 0. (4.26)

Ademaés usando la relacion 'Y — 9;A* = 0 encontramos la siguiente restriccion:

7’ —9;P' = 0. (4.27)

Finalmente, tenemos que el conjunto de restricciones correctas para este sistema sera

ij
PO+ ;f@aiAj =0, (4.28)
i
61‘7'('2 + %v261141 = 0, (429)
70— 9;P" =0, (4.30)
;€ €
Pt = 3G+ 55040 = 0. (4.31)

ademaés tenemos que (4.28) a (4.30) son de primera clase y (4.31) es de segunda clase, que concuerda
con lo que se obtuvo en el capitulo anterior.

Ademas si hacemos el conteo de grados de libertad, obtenemos que para la teoria de MCS tene-
mos 2 grados de libertad usando esta clasificacién para las restricciones, sin embargo no significan
los mismo que para CS, aqui tendremos que representan a un fotén masivo y a un fotén no masivo.
Pero agregar este término de CS para dotar de masa al foton no fue el primero que se introdujo,
tenemos la accién de Maxwell-Proca en la cudl al calcular las ecuaciones de movimiento tenemos
un fotén masivo, la diferencia es que Maxwell-Proca no es una teoria invariante de norma pues no
presenta restricciones de primera clase como la teoria de MCS.

4.2. Paréntesis de Dirac

Sabemos de la teoria que las restricciones de segunda clase nos permiten construir los paréntesis
de Dirac, definimos la matriz cuyas entradas son las restricciones de segunda clase:

lm
Im __ l m __6 2 _
C —{A,A}— 05(33 Y),

y el paréntesis de Dirac visto en el capitulo 1 dado por (1.67)

(fahp=1Fgdp— / (X"} (Cap) ™ 0. 0} i, (4.32)

donde (Cap)~! es la matriz inversa de C*? dada por

(Ca )_1 = 96&662(x - y)'
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CAPITULO 4. FORMALISMO GLT APLICADO AL SISTEMA DE ALTO
ORDEN MAXWELL-CHERN-SIMONS

4.2. PARENTESIS DE DIRAC

Calculemos los paréntesis de Dirac

{AO(‘T) ’/To(y)}p

= {Ao(2),
=6%(x —y)

{Ai@), ™ ()}, = {Ai(2), 7 ()} -

= (5{52(:10 )

{Ao0(x), Ao()} p = {Ao(), Ao(y)} — / [ Ap(a). X

=0

— [Gix), Pi(y)} — /{G

/{G ), Pt (u

*5352 (x—y
= §70%(z — y)

= 6562<x—y> + LIz —y)

= §70%(x —y) — %nejmdz(m —v)
, 1.

= §,0%(x —y) = 58,0%(x —y)
J

= %5 —y)

F(Cin) ™ {x™ (v), 7 (y) } dudv

(@)} (Cim) ™ {X™ (v), 7 ()} dudv

)} (Crm) ™ {X™ (v), Ao(y)} dudv

} (Cin) ™H{X™ (v), A5 (y)} dudv

()} (Cim) ™ {x™ (v), P°(y) } dudv
()} (Cim) ™ {X™ (), P (y) } dudv

} (Bermd®(u — v)) {E;T:Gn(v), pi (y)} dudv

mn

- /54(52 2 — ) (Bermd2(u — v)) (—629 89 6%(v — )) dudv

) + glgd Sm €im 7”“(52(1‘ _ y)
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(@), 7 )}, = )}~ [ {52 @ @} (Con) ™ 3" (0), 70} duds
_ _/{WO( ) 75),6140( )} (Octm 8 (u — v)) {f;@nAo(v),wo(y)}dudv
S / iak (=0%(z — ) (Oermd®(u —v)) (62";”6'”52(1; - y)> dudv

lk emn
/ 8k961m 59 0n6%(x — u)6%(u — v)8? (v — y)dudv

lk:

= @elme " 010, 02 (x —y)

kn

- 2 — —
486k85(x y) =0

[ri(@), 7 ()}, = {7'(2), 7 (y)} - / (7 (@) X' (W)} (Com) ™ {0 (o), 7 ()} dud
{Gol), Go(®)} = {Gol), Go(y)} — / [Gola). X ()} (Cim) ™ X™ (1), Go(y) } dud

{Gi(2),G;W)}p ={Gi(x), G ()} —/{Gi(x),xl(U)} (Cim) ™ {X™ (v), G;(y) } dudv
= (G, G} ~ [ {6, P} (-0 = ) (P (01,6 (0)
=— / ((5§(52(x —u)) (Bermd®(u—v)) (—8}"62(11 —y)) dudv

= 0e;j0%(x — y)

[Pi(a), Pi(y)}, = {Pi(z), Pi(y)} - /{p% (@)} (Com) ™ X (), P (y)} dudv

— [Pi(x), Pi(y)} — /{PZ ,—70,6( )}(961m52(u—v)){—:;G() ()}dudv

Ik
/295keln,emnéjf52( —u)0%(u — v)6% (v — y)dudv
lz
p— JmeE2 (. _
496lm6 d (II? y)
51
_m m] 2 _
=29¢ 0 (@—y)
€t

PR 2 —
=139 (z—y)
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{Gi(x)’ﬂ-o(y)}[) = {Gz(x)77r0(y)} - / {Gz(x)’ } Olm {X (y)} dudv
= {Gi(x)ﬂro(y)} — / {Gi(m), Pl(u)} (B€1m 0% (u — v)) {EQW;TlanAO(v),WO(y)} dudv
= 7/ (6:0% (2 — w)) (Bermd®(u — v)) <62m€n5n62(v - y)> dudv

=— / 559617,162—08“52(95 —u)0?%(u — v)6% (v — y)dudv

mn
€

nm
€

5n
— e 2(p ) = 2L 200

{ﬁ@»ﬂ@»Dz{P%wm%w}—/{P@mv 1} (Cim) ™ {X™(0), 7°(y)} dud
Lk

— {Pi(x),7(y)} — {Pi(x),—;eGk( )} (Hezméz(u—vﬁ{

mn

OnAo(v), %y )}dudv

Lk

_ / (2 010 u)) (Bermd®(u — v) (6;:(9”52(1) - y)) dudv

ek
= / 10 — 6L €1 €™ 0,02 (1 — u)62 (u — v)0% (v — y)dudv

Lk

46

lz
_ mn 2 o
= 40qm6 Ond*(z —y)

6:71 mn 2 . ein 2

49 On0™(z —y) = =5 0.0 (z —y)

= ——8 ;6% (x — y).

5kelme "0,0%(x — 1)

En resumen, para la teoria MCS tenemos los siguientes paréntesis de Dirac:

(Ao(o). W} =z — ). (4.33
(A ()} = 85— ), (430
(Gole). P} =z — ), (135
(Gila), P} = S =), (136
{Gi(2),Gi(y)}p = Oei;0°(x — y), (4.37)
(Pi(@). P )}o = 0% ), (4.9
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(Gila), (W)} = 306 ), (139

{P'(z), 7°(y)}p = —%aj(?(x — ). (4.40)

los cuédles serén ttiles en el anélisis de cuantizacion. Para terminar, comentaremos que si se
realiza el calculo de las transformaciones de norma tendremos que (4.29) es la restriccién de primera
clase que hace que la teoria de MCS sea una teoria de norma.
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Capitulo 5

Conclusiones

Como pudimos observar, en este trabajo de tesis, se aplicaron los formalismos de DO y GLT a las
teorias de alto orden de Chern-Simons y de MCS. Respecto al formalismo de DO pudimos observar
que para realizar el analisis hamiltoniano, es necesario extender el espacio fase considerando a los
campos y sus derivadas temporales como variables canénicas. La identificaciéon de las restricciones
no es tan directa y se tienen que trabajar a mano la clasificaciéon de las mismas para obtener
resultados consistentes.

Por otra parte, en el formalismo de GLT se introdujo un cambio de variables de tal manera que el
orden de derivada temporal se redujo. La identificacién de las restricciones fue mas directa y con
la ayuda de los vectores nulos se pudieron encontrar las restricciones correctas. Con la correcta
identificacion de las restricciones, se pudieron encontrar los paréntesis de Dirac que seran ttiles en
el anélisis de cuantizacion en trabajos posteriores. Los resultados de DO se reprodujeron usando
un formalismo alternativo, de tal manera que este trabajo muestra resultados consistentes. Los
resultados que se encontraron en la seccion de CS son una aportaciéon original de este trabajo y en
lo que respecta a MCS se ha extendido lo que se encuentra reportado en la literatura.
Finalmente, cabe mencionar que el formalismo GLT puede aplicarse a sistemas con una estructura
més complicada y el presente trabajo es una referencia de cémo aplicar dicho formalismo, esperando
que pueda servir a futuros estudios de otras teorias.
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Apéndice A

Paréntesis de Poisson

Al igual que en la mecanica clasica, para el estudio del comportamiento de las teorias con
restricciones, el concepto del paréntesis de Poisson es una herramienta muy util, asi definimos al
paréntesis de Poisson [22] entre dos funciones arbitrarias del espacio fase como

of o af o
{f(a:p),9(a,p)} = agi 8;- — 8;28791” (A.1)

Ademés cumple las siguientes propiedades algebraicas, sean f, g, h funciones arbitrarias:

1.

- w

Antisimetria: {f,¢} = —{g, f}-

Linealidad: {c1f + cag,h} = e1{f, h} + c2{g, h}, con ¢1 y c2 constantes.
Regla del producto: {fg,h} = f{g,h} + {f, h}g.

Existencia de elementos nulos: {¢, f} =0, Ve, constante.

Identidad de Jacobi: {f,{g,h}} + {h,{f,9}} +{9,{h, f}} = 0.

Paréntesis de Poisson fundamentales

{ql7qj} =0= {pi>pj}a

{¢'.p;} =0}
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