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Introduccion

Los submodelos elementales son objetos creados en la teoria de modelos, una rama de
la logica. A pesar de que el método de los submodelos elementales es relativamente nue-
vo, rapidamente ganaron popularidad debido a la “sencilles” de su aplicacién y a la gran
flexibilidad que estos tienen al emplearse en las demostraciones. Los submodelos elemen-
tales se han aplicado con gran éxito en demostraciones de teoremas de teoria de conjuntos,
topologia e incluso resultados de combinatoria. Como el profesor Dow sugiere una de las
ventajas mas importantes que tienen los submodelos elementales en las demostraciones es
que los submodelos elementales son una herramienta conveniente que contempla todos los
argumentos estandares que hablan de la cerradura de alguna propiedad; esto significa como
poder encontrar conjuntos o sucesiones de conjuntos que son cerrados respecto a alguna
operacién que nos interese.

Esta tesis se dividird en dos partes. En la primera parte se presentaran los conceptos
de légica necesarios para entender los submodelos elementales, algunos de los resultados
més importantes de estos y finalizaremos presentado unos resultados cléasicos en los que se
muestra el empleo de los submodelos elementales como una técnica de demostracion. En
cuanto a la parte de logica se revisaran conceptos que se ven en cursos de logica, asi, es
recomendable haber tomado un curso de légica. Una de las cosas mas importantes que pro-
porcionan estos ejemplos es el poder notar como el pedir modelos con ciertas caracteristicas
nos ayudaran a ver que ciertos conjuntos poseen propiedades que facilitan la demostracion
de estos resultados. En uno de los ejemplos en los que se emplean los submodelos elementa-
les, en topologia, se usa la idea usual de que para demostrar ciertas desigualdades primero
se considere un subespacio que es mas pequeiio y se aproxime al espacio original, en algin
sentido; después calcular el tamano del subespacio y como este es una aproximacion del
espacio total, entonces ambos tendrian el mismo tamano. Esto nos dice lo importantes que
llegan a ser los submodelos elementales, lo cual no es de extranar pues son submodelos
elementales.

En la segunda parte de la tesis, usando un poco de combinatoria, se construird un
arbol cuyos nodos resultan ser submodelos elementales, los cuales se van descomponiendo
poco a poco hasta que estos tienen tamano numerable. A los arboles de este tipo se les
llamaran los arboles de Davies. Estos arboles serédn aplicados para presentar demostraciones
de resultados méas profundos. En un articulo escrito por Ginsburg y Linek |7] se define una
estrella como un punto y un segmento de longitud finita en cada media linea a partir
del punto. Ahi también se estudia la pregunta de si el plano puede ser cubierto por tres
estrellas. Algo que se vio es que un resultado mas fuerte, junto con la Hipotesis del Continuo
(CH), es valido. Este resultado dice que podemos cubrir al plano con tres nubes, donde una
nube alrededor de un punto es un conjunto junto con el punto tal que cada linea que pasa
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por el punto interseca al conjunto en una cantidad finita de puntos. En la demostracién
del teorema de las tres nubes uno de los pasos clave fue la obtenciéon de dos cadenas de
conjuntos. Otra cosa que se demostro, ya sin la ayuda de CH, fue que si el continuo es a
lo mas XN,, (n natural), entonces el plano es la unién de n + 2 nubes. La demostracion de
estos dos ultimos resultados se puede consultar en [15].

Aunque en esta tesis se le estd dando un tratamiento riguroso, es comin que en la
literatura se le trate de forma més informal.

Esperamos que con el contenido y las referencias presentadas en esta tesis se pueda
convencer de la utilidad, ademés del empleo usual que tienen los submodelos elementales
aplicados a la topologia y la teoria de conjuntos.




Capitulo 1

Logica y teoria de modelos

Debido a que deseamos presentar unos resultados que involucran el uso de un método
de demostracién de ciertos resultados clasicos de las matematicas se trabajara con modelos
del lenguaje del calculo predicativo clasico de primer orden, con igualdad. Asi, todas las
definiciones que estén relacionadas con logica o teoria de modelos, tales como el lenguaje,
teorias o modelos, se hard teniendo en cuenta al lenguaje de primer orden clésico, con
igualdad. Por tanto, en esta seccién se presentaran algunas nociones y resultados, de logica
y teoria de modelos, que seran necesarios para poder hablar de los submodelos elementales.

Definicion 1.1. Un lenguaje £ es una coleccion de simbolos. Estos simbolos se clasifi-
can en tres grupos: simbolos predicativos (o simbolos relacionales), simbolos funcionales y
simbolos constantes.

Cada simbolo funcional y cada simbolo predicativo tienen asociado una aridad, la cual
se suele colocar como superindice. Debido a que existen lenguajes con mas de un simbolo
funcional (o predicativo) de aridad n se usan subindices con la finalidad de tener una
enumeracion. De esta forma, A}’ denotara el i-ésimo simbolo predicativo de aridad n, f]m
es el j-ésimo simbolo funcional de aridad m y ¢ es el k-ésimo simbolo constante. Asi, por
ejemplo, un lenguaje .Z se puede expresar como sigue

L={Aln>1lyiel}U{f":m>1yjeJyU{c: ke K}

Ejemplo 1.2. (a) £ ={<}

(b) Z = {x,0}
(c) £ ={+,-—,0,1}
(d) £ =A{e}

Donde cada simbolo predicativo, o funcional, tiene la aridad usual. Por ejemplo, el
sitmbolo predicativo < tiene aridad 2.

Definicion 1.3. El cardinal del lenguaje £, denotado por ||.Z||, se define como sigue
1Z]] = Ro + [Z].
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Asi, un lenguaje .2 es numerable o no numerable, dependiendo de si ||-Z|| es numerable
o no numerable.

Definicién 1.4. Sean & y .’ dos lenguajes. Si L C &' se dice que £’ es una expansion
de £ o también se dice que £ es una reduccion de L'. En caso de que &' sea expansion
de & cuyos tnicos simbolos adicionales son constantes, entonces se dice que &' es una
expansion simple de L.

Si %’ es expansion de .Z, entonces podemos escribir ¥’ = £ U X, donde X es el
conjunto de los nuevos simbolos agregados.

1.1. Sintaxis del Calculo Predicativo

Los ejemplos aqui presentados se desarrollan en el marco de la logica clasica. Para poder
estudiar el Calculo Predicativo necesitamos de ciertos elementos adicionales, usualmente
llamados simbolos légicos, junto con un simbolo de igualdad

variables TQyT1ye-)

conectivos = (negacion) y A (conjuncion);
paréntesis (,);

coma y 3

cuantificador V (para todo);

simbolo de igualdad = (igualdad)
Se define el conjunto de términos y formulas como usualmente se hace en los cursos de
logica. Algunas veces, cuando no haya riesgo de confusion, escribiremos simplemente = en
lugar de =.

Definicion 1.5. Sea .Z un lenguaje. Entonces TERM & es el menor conjunto X con las
propiedades:

1. St x, es una variable, entonces x,, € X ;
2. Sicp, es un simbolo contante del lenguaje £, entonces ¢, € X;

3. Si f! es un simbolo funcional de aridad n del lenguaje £ y t1,...,t, € X, entonces
fgl(tl, ... ,tn) eX

Ejemplo 1.6. Si se toma el lenguaje £ = {€}, entonces TERM y = {x, : n € w}, es
decir, el conjunto de términos del lenguaje £ = {€} consiste inicamente de las variables
T

Es comiin denotar el conjunto de variables por VAR.

Definicion 1.7. Sea £ un lenguaje. Definimos FORM ¢ como el menor conjunto X con
las propiedades:

1. Siti,to € TERM 4, entonces t1 =19 € X;

2. 81 A}, es un simbolo relacional de aridad n del lenguaje £ y tq, ..., t, € TERMg,
entonces A (t1,...,tn) € X;
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3. Sip,p € X, entonces (—), (p A1) € X;
4. St o € X yxp es una variable, entonces (V) € X

A las formulas de la forma ty = to y Al (t1,...,t,) se les llama féormulas atomicas.
Como es usual se escribird —¢ en lugar de (—¢) v ¢ A ¢ en lugar de (¢ A ).

Ejemplo 1.8. Continuando con el lenguaje £ = {€}, algunas formulas son x € y, x =y,
—(z€y), (xey AN((z € x)V(z =w))), Ywlw € x - w € y), etc. Como es usual se
denotard por x € y a ~(x € y) y porx #y a =(x =vy).

Es comin usar a z,y, z,etc. como variables (metavariables) y usarlas en formulas aun-
que ni x niy ni z sean, estrictamente hablando, variables de nuestro lenguaje.

En teoria de modelos usualmente se dice que los términos son los objetos de los que
se quiere decir algo, los objetos de estudio. Por otro lado, las formulas se pueden entender
como “propiedades” que tienen los términos, lo que se dice de los términos.

Observacion 1. 51 ¥ C ¥, entonces TERMy C TERM gy y FORMy C FORM o .

Los demés conectivos l6gicos se introducen como abreviaciones de férmulas. Sea .Z un
lenguaje v ¢, € FORM ¢, entonces
@V  eslaabreviacion de —(— A );
© — 1 es la abreviacion de (o A );
@ <> 1 es una abreviacion de (¢ — ¥) A (Y — ¢);
drnp  es abreviacion de (Y, —);

Se define de forma usual lo que se entiende por subféormulas, ocurrencias libres (o
acotadas) de variables en una férmula, sustitucién, y que un término ¢ sea libre para una
variable x es una férmula ¢. Para més informacién sobre como son estas definiciones se
puede consultar [17].

Se hara la convencion de que si t es un término y ¢ es una formula, entonces
t(xiy,...,z;,) denotard al término ¢, el cual cumple que las variables que ocurren en ¢ se
encuentra en {x;,,...,%;, }, donde x;,,...,x;, son variables. Similarmente, ¢(x;,,...,%;,)
denotara a la formula ¢, la cual satisface que FV (¢) C {xi,,...,z;, }. También, para evitar
que la escritura se haga muy larga, en lugar de escribir z;, , ..., x;, se escribird simplemente
TlyeeeyTp.

Definicion 1.9. Sea .Z un lenguaje y ¢ € FORM . Se dice que ¢ es una sentencia si
no tiene variables libres.

El siguiente resultado, que se puede encontrar en los libros de logica, nos dice que el
namero de formulas que podemos crear a partir de un lenguaje .Z depende exclusivamente
del lenguaje mismo, es decir, de los simbolos no logicos.

Proposicion 1.10. Sea £ un lenguage. Entonces |FORMy| = ||.Z ||

Cuando se estudia sintacticamente el Céalculo Predicativo Clasico, se pueden usar sis-
temas de deduccion, o sistemas deductivos. El sistema deductivo del que se hara uso es el
sistemas de deduccion tipo Hilbert. Un sistema tipo Hilbert, consta de un conjunto de axio-
mas logicos y de un conjunto de reglas de inferencia los cuales nos ayudarén a demostrar,
en un sentido sintactico.
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Definicion 1.11. Sea £ wun lenguaje. El sistema de deduccion ti-
po Hilbert en el lenguaje £, es el sistema formal que tiene como con-
junto de (esquemas de) axiomas los siguientes: Sean ,,y € FORMy
(A1) ¢ —= (¥ = ¢).
(A2) (¢ = (W —=7)) = (g =) = (g = 7))
(43) (S = ) = (= > 1) = ).
(A4) Nxip — @[t/z;] sit es libre para z; en ¢
(A5) Vxi(p = ) = (¢ = Vxi0h) si ¢ no tiene ocurrencias libre de x;.
(A6) Vxi(x; = ;).
(A7) VaVy(x =y = t(z1,. ., Tic1, Ty ity - - Tn) = (X1, 0 ooy Tie1, Yy Ti 1y - -+ T))
con t un término.
(A8) VaVy(x =y — o(T1,. -, Tic1, Ty i1y - Tn) = @(T1y e oy Tim 1, Yy Tigy - -+, Ty))
con @ una formula atomica.
Y tiene como reglas de inferencia:

)
(MP)  Modus ponens 30_?2

(Gen) Generalizacion #W

Definicion 1.12. Sea £ un lenguaje, ' C FORMy y ¢ € FORM . Una prueba para

 basada en T', denotada por I' - ¢, es una sucesion de formulas 1, ...,y que cumple lo
stguiente:
1. o, =;

2. Para cada 1 < i < n, p; satisface alguna de las siguientes condiciones:

a) p; es un arioma;

b) ¢; €T’

c) Ezisten j, k < i tales que @ = @;j = @; y @; se obtuvo por aplicar (MP) a ¢; y
a Pr;

d) Existe j < tal que p; = VaRp; y @i se obtuvo por aplicar (Gen) a ;.

En caso de que I' = (), escribimos F ¢ en lugar de @ + ¢, y decimos que ¢ es un
teorema.

Algunas veces, cuando se demuestre por induccién sobre la complejidad se aplica al
cuantificador existencial (3) en lugar del cuantificador universal (V), esto no genera pro-
blemas pues se sabe que

F Ve < =(3z—gp).

1.2. Semantica del Calculo Predicativo

Definiciéon 1.13. Sea £ un lenguaje. Una Z-interpretacion (o £-estructura) 2,
del lenguaje £ consiste de un conjunto no vacio, A, llamado universo o dominio de la
estructura, junto con una funcion de interpretacion (o asignacion) Py, la cual a cada
elemento del lenguaje £ le asigna un objeto de la siguiente manera:
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1. Si A7, es un simbolo predicativo, entonces Fy(A7,) C A™.
2. Si fi! es un simbolo funcional, entonces Fy(fy) : A" — A.
3. Si ¢, es un simbolo constante, entonces Fy(cy,) € A

En caso de que A sea una estructura del lenguaje £ con universo A y funcion de inter-
pretacion Fy, escribiremos A = (A, Fy).

A las interpretaciones de un lenguaje también se les conoce como modelos del lenguaje.

Ejemplo 1.14. 1. Sea ¥ = {<}, entonces una interpretacion del lenguaje es un con-
Junto A # () y una relacion, en este caso, de aridad 2, R C A X A, con Fy(<) = R.
Es decir, una interpretacion del lenguaje {<} es A = (A, R).

2. Si es el lenguaje de la teoria de grupos £ = {x,e}, entonces una interpretacion de
dicho lenguaje puede ser (A,+,0), donde % se interpreta como una funcion en A
(Fa(x) =+ y+: A% = A) y 0= Fy(e).

3. En el caso del lenguaje de la teoria de conjuntos £ = {€}, una interpretacion de
dicho lenguaje puede ser cualquier conjunto mo wvacio, A, junto con una relacion
binaria en A. Si se considera, por ejemplo, €a= {(a,b) € A? : a € b}, entonces
(A, €4) es una interpretacion de dicha teoria.

Definicion 1.15. Sea A una interpretacion del lenguaje £ . El cardinal de 2 es el cardinal
|A].

Se dice que 2 es finito (infinito numerable o infinito no numerable) si |A| es finito
(infinito numerable o infinito no numerable).

Definiciéon 1.16. Sean £ un lenguaje, £’ una expansion de £ y A = (A, Fy) una
interpretacion de £. Decimos que A = (A, Fyv) es una expansion de A al lenguaje £’
st A" es una estructura del lenguaje L' y para cada simbolo de £, Fyu y Fo asignan
a dicho simbolo el mismo objeto. En caso de que A’ sea expancion de U al lenguaje &,
también decimos que A es una reduccion de A’ al lenguaje &L .

Si .’ es una expansion del lenguaje ., &' = £ U X y asi, si Fx es una funcion de
interpretacion de los simbolos de X en A, entonces (A, %9 U Fx) es una interpretacion
del lenguaje Z’. Por otro lado, si A" = (A, #y) es una expansion de 2 al lenguaje &’,
entonces existe una funciéon de interpretacion #x de los simbolos de X en A, tal que
Fa U Fx = Fy. De aqui que algunas veces se prefiera usar la notacion (A,.#x) para A’

Definicion 1.17. Sean £ un lenguaje y A = (A, Fy) una interpretacion del lenguaje. A
las funciones de la forma ®y : {x, : n € w} — A, se les conoce como asignaciones, en
la intepretacion A. Si Py es una asignacion, podemos extenderla a una unica funcion Oy
en TERM » como sigue:

(a) Six, es una variable, entonces O (x;) = Po(x;);

(b) Sic, es una constante del lenguage, entonces 3 (c;) = Falcn);
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(c) Sity,...,t, € TERMg y f}, es un simbolo funcional, entonces @5 (f (t1,...,tn)) =
Fa(fm)(Py(t), -+, @y(tn));

Ejemplo 1.18. Considérese £ = {A2, f2, e} un lenguaje y (N, <, +, 2) una interpretacion
de dicho lenguage (donde < es el orden usual de N y + es la suma usual de N). Ahora,
considérense las asignaciones ® : VAR — N tal que ®(z,) =n y ¥V : VAR — N tal que
U(xy) =2n. Sit= f2(xs, f2(w2,¢€)), entonces

*(t) = Fulf3)(®*(x5), *(f3 (22, €)))
= Fu(f3)(®(xs), Fau(f3)(* (22), ©*(e)))
= Za(f3)(8, Fu(f3)(2,2))
=8+ (2+2))
=12.

Y con un razonamiento similar se tiene que W*(t) = (16 + (4 + 2)) = 22.

Definicion 1.19. Sean £ un lenguaje, A una interpretacion y ® una asignacion. Defini-
mos la valuacion inducida por ®, vg : FORMy — {0,1} como sigue:

1. Sity,te € TERMy, entonces vep=(t1 =t2) =1 si y sélo si ®*(t1) = O*(t2);

2. 51 tl, oty € TERMgy vy A es un simbolo relacional, entonces
n(t1y...,tn)) =1 sty solo si (D*(t1),...,D*(tn)) € Fa(ALL);

(A
3. ve+ () =1 —ve=(p);
4. vax(p A ) = min{ves (), ve= (V) };

5. vex (Vi) =1 si y sdlo si para cualquier asignacion ®g que coincida con ® excepto,
posiblemente, en x; satisface que ves(p) = 1;

Se dice que la formula ¢ es vdlida en el modelo 2A, respecto de la valuacion vey , st vay (p) =
1.

Realizando los célculos necesarios se puede ver que
Sio=19YVy ve(p)=1siy solosi max{ve-(¢),vex(7)} = 1.
Siog=1—=7v ve-(p)=1siy solosive«(1)) =00 ve«(7y) = 1.
Sio=19 v ve(p) =1sly solosi ve (1) = ve= (7).
Sip=3w;;1)  ve(p) =1siy solo si existe una asignacion ®q que difiere, posiblemente,
de ® en z;;, tal que v () =1

Ejemplo 1.20. Continuando con el ejemplo anterior; si se consideran las formu-
las A3(xa,€), A2(f3(z2,73),e) A x4 = f2(m4,70) y Vor(Fzs(xr = fi(ws,x3)). Ahora,
ve (A2(w2,e)) = 1 si y solo si (B*(w2),®*(e)) € Fa(A2) si y sdlo si 2 < 2. Ya que
efectivamente, la interpretacion de dicha formula en el modelo se cumple (es decir, 2 < 2),
entonces ve« (A% (xg,e)) = 1.

Al(xg, e)
A%(f??(x%x3)7e) ANxy = f§($47$0)
Vaor(Jzs(zr = f3(xs, 23))

O O| |
o|o|olu
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La razén por la que vo+(Vzr(Jrs(wr = f3(23,23)))) = 0 es porque ® misma coincide
con ® en VAR\ {x7}. Y para cada asignacion @y que coincida con ® en VAR \ {z3} no
ocurre que ®§(z7) = (®§(z3) + P5(x3)) (Po(za) € N y sabemos que 7 no es par, es decir,
no existe un nimero natural n tal que 7 = 2n). Por tanto ve~(3ws(z7 = f2(x3,23))) = 0,
y por tanto v (Var(3xs(zr = f2(x3,23))) = 0. Para ¥ ocurre algo parecido.

Para saber mas sobre interpretaciones de férmulas en modelos se pueden consultar
textos como [17] capitulo 2.

Por como se definen las asignaciones se puede sospechar que el valor de una férmula
depende de la estructura en la que se encuentre trabajando, lo cual es cierto, pero por
los ejemplos anteriores, se observa que el valor de una féormula ¢ depende también de la
asignacion que se esté considerando. Sin embargo, como lo muestra el siguiente lema (cuya
demostracion se puede encontrar en libros de logica como por ejemplo [17]), el valor de una
férmula respecto de una asignaciéon no depende de la asignaciéon como tal, sino méas bien,
de los valores que se le asignen a las variables libres que ocurren en la férmula.

Lema 1.21. Sea .Z un lenguaje, A una interpretacion, t es un término, ¢ una féormula y
d y &y son asignaciones.

(a) Si® y Py coinciden en, al menos, las variables del término t, entonces ®*(t) = ®(t).

(b) Si FV(p) C{x1,...,zn} y ® y $g coinciden en {x1,...,x,}, entonces vep-(p) =1
si y solo si vex(p) = 1.

A continuacion, se introducird una notaciéon que nos seré de mucha utilidad cuando se
esté trabajando con propiedades de las interpretaciones.

Sean .Z un lenguaje, t un término, 2 una interpretacion del lenguaje y a;,, ..., a;, € A.
Entonces es posible encontrar una asignacion ®y tal que ®y(x;;) = a;;, para 1 < j < n.
Si las variables de ¢ ocurren en {z;,...,z;, }, entonces definase el valor del término ¢
respecto de a;,,...,a;,, denotado por t[a;,,...,a;,], como

taiy, ..., ai,] = Py(t).

Por el lema anterior, t[a;,,...,a;,] esta bien definido, es decir, no depende de la asig-
nacion ®y. Ademas, tlai,,...,a;, | satisfacen que
a) Ty, @iy, ..., ai,] = aj;
b) cklaiy, ..., ai,] = F(ck);
C) f,gn(tl, Ce ,tm)[ail, ey ain] = tg‘\(,f}zn)(tl[CLZ‘l, Ce. ,ain], Ce ,tm[ail, . ,ain]).
Ocurre algo parecido con las formulas. Si ¢ es una formula del lenguaje, entonces existe
una asignacion @y tal que ®g(z;;) = a;;, para 1 < j < n. Si FV(p) C {xi,..., 7, },
entonces se dird que a;,, ..., a;, satisface ¢ en A si vey (¢) =1y se denotara por

Qllzw[ail,...,ain].

Como antes, A F ¢|a;,, ..., a;,] esta bien definido por el lema anterior.
Asi, la notacion A F ¢la;,, . .., ai,] indica que existe una asignacion tal que para cada
J€AL...,n} ®(x;;) = a;; y va~(¢) = 1 (o equivalentemente que toda asignacion tal

9



Logica y teoria de modelos
1.2 Seméantica del Calculo Predicativo

que para cada j € {1,...,n} ®(z;;) = a;i;, ve«(¢) = 1). Como antes, por cémo se defini6
A F olai,...,a,l], si ai,...,a;, € A, Py es tal que es tal que Py(x;;) = a;;, para
1<j<nyFV(e) C{x,...,x;,}, entonces

a) Sip =t =tg, AF t1 = t2fa;,...,a;,] siy solo si vey (t1 = t2) = 1 siy solo si
O3 (1) = Pg(t2) siy solo si tq[ai,, ..., a:,] = talay, ..., a,).

b) Si "2 = A?(tl,...,tm), A E Azn(tl,...,tm)[ail,...,ain] si y s6lo  si
vy (A (t1, .- ty)) = 1 siy solo si (veg (t1), ..., vey (tm)) € F(AT) siy solo si
(tl[ail, e ,ain], .. ,tl[ail, . ,ain]) S Q(AZL)

¢) Sip =, AF ~laj,,...,a;,] siy solo sivey (—1)) =1 siy solo sivey () =0siy
solo si A & Ylag,, ..., a;,]

d) Sip =AYy, AE (YAY)[ai,. .., a;,]siysolosivey (YAy) = 1siysolosives (¥) =1
Y vay (v) = 1siy solo si AE Yla;,...,a;,] y AF yai, ..., a;,]

e) Sip=¢Vy, AE (PVy)|ai,...,a,] sty solosive; (PVy) =1siy solosives (¥) =1
0 vey (v) = 1 siy solosi AF Plaj,...,a;,] 0o AFEA[a;,. .. a;,].

f) St =9 =, AF (¥ = y)]ai,...,a;,] siy solo si veg (¢ — ) = 1siy solo si
vy (¥) =0 0 vey (v) = 1 siy solo si AF YPlaj,, ..., a;,] o AFY[ai, ... a;,]

g) St =1 <7, AF @ < Y)ai,...,a;,] siy solo si ves (P <+ ) = 1siy solo si
vy (V) = vy (v) sty solo si A F Plaj,, ..., a;,] siempre que A F v[a;,...,a;,] y

viceversa.

h) Si o = Vary, A F Vagplai,, ..., a;,] siy solo si vey (Vagy) = 1 siy solo si para
cualquier asignacion @ que difiera de ®g en, posiblemente, zj satisface Ve (W) =1

si y s6lo si para cualquier a € A AF Yla;,,...,a5,a,a;; ,,...,a;,].

i) St =3z, AF Jvgiblaiy, ..., a;,] siy solo si vey (rgp) = 1 siy solo si existe una
asignacion @ que difiere de ®y en, posiblemente, zj tal que ve: () =1 siy solo si
existe a € A tal que A F Plag,...,ai, 0,05, ,...,0a;,].

Conviene notar una distincién entre la notacién que se presenta aqui y la notacién que
se usa en el libro [4] ya que en ese libro se prefiere que V(¢) C {i,,..., x5, } pues si se
tiene la formula JxIyp(xq,...,x,), entonces las variables que importan, en una primera
instancia, son {x, 1, ..., x,}; sin embargo, a la hora de querer ver qué ocurre con la formula
Jyp(z1, ..., oy,) y las variables que ahora importan son x,y, x1, . .., z, y asi sucesivamente.
Por lo cual, para evitar el tener que estar anadiendo nuevos elementos y para evidenciar
que la féormula depende de los valores que toman las variables x,y,x1,...,ZT, €s que se
prefiere que V(¢) C {=zi,...,x;,}. Sin embargo, si se toma como ejemplo la férmula
Jzp(x1,...,x,), en realidad no importa si « € {z1,...,z,}, 0 no, pues

AEJxplar...,ay] <= AFE Jzpla,a,...,a],

donde en el tltimo se esta “sustituyendo” a x por a. Esto lo que nos dice es que al final de
cuentas la formula es cierta, o no, independientemente de si todas las variables que ocurren
en la formula son consideradas dentro de la lista {x1,...,2,}.
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Sintacticamente se sabe que hay algunas féormulas que tienen un “buen” comportamien-
to, dichas féormulas son conocidas como teoremas. Existe algo equivalente a los teoremas,
pero vistos desde el punto de vista semantico, estas equivalencias son conocidas como for-
mulas verdaderas. Como una consecuencia del Lema[L1.21]se tiene que si ¢ es una sentencia,
entonces cualesquiera dos asignaciones coinciden entre si. Y por tanto, si ¢ es una sentencia
y 20 es una interpretacion, entonces o ¢ es satisfecha por alguna asignacion (o, equivalen-
temente, por todas), o ¢ no es satisfecha por ninguna asignacion (o, equivalentemente, no
existe una asignacion que la satisface).

Definicion 1.22. Sean £ un lenguaje y @ una formula del lenguaje.

1. St A una interpretacion, se dice que ¢ es verdadera en la interpretacion A, y se
denota por A E ¢, si para cualquier asignacion ®, ve«(p) = 1.

2. Se dice que ¢ es verdadera o (cierta), denotado por F ¢, si es verdadera en cada

interpretacion.
Por la definicién anterior si ¢ = ¢(z1,...,2,), entonces A E ¢ si y solo si A F
vlai,...,ay] para cualesquier aj,...,a, € A. En caso de que 2 F —¢, entonces se di-

ce que ¢ es falsa en la interpretaciéon. Por tanto, dada una sentencia ¢, ¢ es verdadera en
A o ¢ es falsa en A, y de hecho, ¢ es falsa si y solo si = es verdadera, y viceversa.

Lema 1.23. (a) Sean si,...,sp,t € TERM, z;,,...,x;, variables y ® una asignacion
en A. Sea ®o una asignacion tal que So(wy) = P(xr) si k & {i1, ..., in} y Po(zs;) =
®*(s5), con j € {1,...,n}. Entonces

D (t[s1, .y Sn/Tiyy -y T, ]) = P(1).

(b) Sean ti,...,t, términos, ¢ una formula y ® una asignacion en A. Sea Py una
asignacion tal que ®o(zy) = P(wg) si k ¢ {i1,...,in} y Po(zy;) = P*(t;), con
j € {1,...,n}. Si ninguna variable que aparece en cualquiera de los términos
t1,...,tn, ocurre acotada en @, entonces

v (Qtr s tn /Ty - 4, ]) = 1 siy solo siver(p) =1

Algunas veces, cuando no hay riesgo de confusion, se escribe simplemente (t1,...,%,)
para denotar a la formula @[t1,... t, /i, ..., 2;,], es decir, o(t1,...,t,) es la formula
obtenida al sustituir las ocurrencias de x;; por t;, tal sustitucion es como usualmente se
define en los libros de logica.

Observacion 2. Del Lema[1.23 se obtiene que si ¢ es una formula, ty ..., t, son términos,
V(e) S{xi, ..,z b, Vet ... ta)) S{zj, ..., zjn} ¥ ajyy- ., a4, €A, entonces
AE o(t1,....th)]aj, ..., a4, < Eziste ® una asignacion que cumple que ®(x;,) = a;,
conl <k<myve(p(tr,...,tn)) =1
<= FEuiste ®g una asignacion que cumple que Po(zi) = P(zk)
con k ¢ {’i1, oo ,in} Y @o(xiT,) = q)*(tr)(: tr[ajl, ‘e ,ajm]),
conr€{l,...,n} yves(p) =1
= AEolti]aj,,...,a;,], .., tulaj, ..., a1
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En particular sity, ..., t, son constantes, por ejemplo, c1, ..., cy, entonces p(c1, ..., cp)
es una sentencia y

AEo(er,....en)la5,,...,a4,] <= AFEplala,...,a5,], ..., calaj, ..., a4,]]
= AE p[F(c1),..., F(cn)]

Y debido a que ¢(cy,...,cn) es una sentencia, entonces se concluye que
AE p(c1,...,cn) sty solo st AFE @[ F(c1),...,F(cn)]

Lo anterior se puede resumir en que: la formula obtenida al reemplazar sus variables libres
por simbolos constantes es cierta en la interpretacion si y sélo si los valores de todas las
constantes satisfacen la formula original en la interpretacion.

A continuacién, se presentaran algunas definiciones ttiles cuando se estudia la parte
semantica del calculo predicativo.

Definicion 1.24. 1. Sea I' un conjunto de formulas. Se dice que A es modelo de T,
denotado por A E T, si toda formula de I' es verdadera en la interpretacion 2.

2. Sea I un conjunto de formulas. Se dice que I' es satisfacible si existe un modelo de
r.

Definicion 1.25. Sea ¢ una formula y I' un conjunto de formulas, se dice que ¢ es
consecuencia de I', denotado por I' E ¢, si en cada interpretacion, toda asignacion que
satisface cada formula de T, también satisface .

Por tanto, si I', consta de sentencias y ¢ es sentencia, entonces ¢ es consecuencia de I'
si en todo modelo de I', ¢ es verdadera.

Definicion 1.26. Una teoria T, en el lenguaje £, es un conjunto de sentencias de £ .

Puesto que una teoria es un conjunto de féormulas, entonces se puede hablar de modelos
de una teoria, teorias satisfacibles, etc.

Una nocién importante entre modelos de un mismo lenguaje es la nociéon de isomorfismo
de modelos.

Definiciéon 1.27. Sean A = (A, Fq) y B = (B, ) interpretaciones del lenguaje L. Se
dice que A y B son isomorfos, lo cual se donotado por A =2 B, si exviste una funcion
f A — B biyectiva que satisface:

1. Para cada simbolo relacional de aridad n, A}, y cualesquiera aq,...,a, € A se
cumple que

(a1,...,an) € Fy(A}) siy solo si (f(ar),..., f(ay)) € Fnu(AL).

2. Para cada simbolo funcional de aridad n, ', y cualesquiera ay, ..., a, € A se cumple
que

F(Falfm)ar, . an)) = Fs(fn)(f(a1), -, f(an)).
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3. Para cada simbolo constante, c,, se cumple que
f(Falen)) = Fp(cn)

A la funcion f se le llama isomorfismo de 2 en B y se denota por f: A =B,

A grandes rasgos se puede decir que un isomorfismo entre los modelos 2 y 25 es una
funcién que traslada las propiedades o comportamientos de un modelo al otro.

Una de las nociones mas importantes que vamos a utilizar es la de submodelos. Un sub-
modelo es un modelo, del mismo lenguaje, tal que su universo es subconjunto del universo
original y tal que las interpretaciones de los simbolos del lenguaje, en el submodelo, son las
mismas interpretaciones de los simbolos del lenguaje en el modelo original “restringidas”
al submodelo.

Definicion 1.28. Sean 2 y B interpretaciones del lenguaje L. Se dice que 2 es submo-
delo de B, denotado por A C B, si se cumple que A C B y

n

n, se cumple que

1. Para cada simbolo predicativo de aridad n, A

Fau(An) = Fu(A;) N A"

2. Para cada simbolo funcional de aridad n, f),, se cumple que
Falfm) = Fa(fi)ran.

8. Para cada simbolo constante, c,, se cumple que

Fal(cn) = Fp(cn).

En caso de que A sea submodelo de B, también se suele decir que B es una extension de

2L

Se usara C para denotar la relaciéon de submodelo, entre modelos de un lenguaje 2.
Si A C By Amno es B, entonces se dice que A es un submodelo propio de B. Se prueba
que C es una relacion de orden parcial y que si 20 C B, entonces |A| < |B|, esto ultimo
simplemente porque A C B.

Cuando se trabaja con submodelos una de las cualidades mas importante que se pre-
tende manipular es la de modelos elementalmente equivalentes.

Definicion 1.29. Sean £ un lenguaje y A y B interpretaciones del lenguaje. Se dice
que A y B son elementalmente equivalentes, denotado por A = B, si toda sentencia
verdadera en 2 es verdadera en B, y toda sentencia que es verdadera en B lo es en 2.

Definicion 1.30. Sean 24 y B interpretaciones del lenguaje £ . Se dice que A es isomor-
ficamente encajado en B si existe una interpretacion € de £ y una funcion f tal que
f:AZC yC CB. En este caso f se llamard un isomorfismo de encaje de 2 en 5.
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1.2.1. Algunos Resultados Importantes en Légica

A continuacion, se presentaran algunos resultados clasicos de logica los cuales esenciales
en el desarrollo de esta tesis y cuya demostracion se encuentra en muchos textos clasicos
de logica como por ejemplo [17] y también en textos de teoria de modelos como [4].

Teorema 1.31. (Teorema de Completitud Extendido). Sea T' un conjunto de senten-
cias de £. T es consistente si y solo si T es satisfacible.

Teorema 1.32. (Teorema de Completitud de Gédel). Sea ¢ una sentencia de L.
Entonces ¢ es un teorema si y solo si ¢ es verdadera.

Teorema 1.33. (Teorema de Compacidad). Sea I' un conjunto de sentencias. T' es
satisfacible si y solo si cada subconjunto finito de I' es satisfacible.

Los siguientes dos teoremas seran especialmente importantes cuando se expongan ejem-
plos del uso de la teoria de modelos pues estos resultados son los que nos permitiran obtener
submodelos (o extensiones) elementales de cualquier cardinalidad. Al igual que los ante-
riores tres teoremas no presentaremos su demostracion.

Teorema 1.34. (El teorema de Léwenheim-Skolem-Tarski descendente). Toda teo-
ria T consistente de £ tiene un modelo de cardinalidad a lo mds ||.Z]|.

Teorema 1.35. (El teorema de Léwenheim-Skolem-Tarski ascendente). Si la teoria
T tiene un modelo infinito, entonces T' tiene un modelo de cualquier cardinalidad k > ||.Z||.

Existen otras versiones de los teoremas de ascendencia y descendencia los cuales tienen
un poco més de sentido con los nombres, sin embargo, para el propésito de esta tesis se
usaran estas versiones.

1.2.2. Submodelos Elementales

Las nociones de ser submodelos y de ser modelos elementalmente equivalente ya se han
definido; la combinacién natural de estos dos nos da como resultado modelos los cuales son
submodelos (o extensiones) “elementalmente equivalente”.

Definicion 1.36. Sea .Z un lenguaje y A y B interpretaciones del lenguaje. Se dice que
A es un submodelo elemental de B, denotado por A =B, si

1. A es submodelo de B, A C 8.

2. Para cualquier formula o(z1,...,xy,) y cualesquiera ay . ..,a, € A

AE plal,...,an] sty solo siBE play,...,an].

Si A es submodelo elemental de B, también se dice que B es una extension elemental
de 2.

Recordando que podemos entender a los términos como los objetos y a las formulas
como las propiedades, entonces ser submodelo elemental es algo méas especial que ser sim-
plemente modelo puesto que, ademés de ser submodelo, tienen la peculiaridad de que los
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elementos en comun tienen las mismas propiedades de primer orden con respecto a ambos
modelos, esto es, un submodelo elemental y el modelo original piensan lo mismo de los
objetos que tienen en comun, piensan lo mismo de aquello que pueden ver.

Antes de continuar debemos de aclarar que se eligié usar la notacién para submodelos
elementales < en lugar de la notacién tradicional <, la cual es la notaciéon comun en los
libros de teoria de modelos, la razén es porque para cualquier interpretacién 2, se cumple
que A < 2. En la notaciéon que se esté proponiendo se usaré < en caso de que A < B y 2
no sea igual a ‘B.

Algunas propiedades basicas de los submodelos elementales son las siguientes.

Proposicion 1.37. Sean A y B interpretacones del lenguaje £ . Entonces:
(1) A <A
(i) SiA<B yB <, entonces A < €,

(1) SiA <€, B <€ yAC DB, entonces A < B.

Demostracion: Claramente A C 2 (pues Fo(Apy) N A" = Fy(AL) v Falfih)ian =
Fo(f)). Evidentemente si ¢(x1,...,z,) es una formula y ai,...,a, € A

2AE plar,...,ay] siysolosi AFE plai,...,an].

(AL N A"

Ahora, supéngase que 2 < B y que B =< €. Entonces Fy(A
— (Fe(Ap,) N BY) N A" y

m)
m
y Fp(Al) = Fe(Al) N B", entonces tenemos que Fy(AL) ¢(A

33

como A C B, entonces Fy(A},) = Fe(Ay,) N A™. Por otro lado, Fo(fh) = Fu(fl)an,
Fn(fr) = Fe(fi)ipn y A C B, entonces Fu(fy,) = (Fe(fin)ipn)ian = Fe(f)1an.
Finalmente %y (c,,) = Fxp(cn) = Fe(cn), asi, A C €. Ahora, sea o(x1, . .., ;) una formula.
Ya que A < B, siay,...,a, € A, entonces

AFE play,...,ay] siy solosiBE pla,...,a,
y como B <X €, si by,...,b, € A, entonces
BE @by, ..., by] siysolosi €E ¢by,..., by
Debido a que A C B, entonces para cualesquier aq,...,a, € A tenemos que
A E plal,...,ay] siysolosi CkE glay,...,an].

Por altimo, se verificara que se cumple el tercer inciso. Sean @(x1,...,2Zyn) y a1,...,0y €
A C B, entonces tenemos que

AE plal,...,an] siysolosi CF glay,...,ay] siysolosiBE glay,...,a].

O]

Los siguientes resultados, entre otras cosas, demuestran el porqué del interés en los sub-
modelos elementales: un submodelo elemental es un submodelo, en ocasiones méas pequeno
que el modelo original, en el cual son validas exactamente las mismas cosas.

15



Logica y teoria de modelos
1.2 Seméantica del Calculo Predicativo

Definicion 1.38. Sean A y B interpretaciones del lenguaje L. Sea f: A — B. Se dice
que f es un encaje elemental de 2 en B, denotado por f : A =< B, si para cada férmula
o(z1,...,xy) y cada ay, . ..,a, € A se cumple que

AE plal,...,an] sty solo siBE ¢[f(ar),..., f(an)]-

Observacion 3. Ya que se estd trabajando con teorias de primer orden con igualdad,
entonces se puede ver que si f : 2 < B, entonces [ es inyectiva.

Observacion 4. Es fdcil ver que si 2 C B, entonces
A <B sty solo si iy : A <B.

Esto es, si tenemos que A es submodelo de B, entonces A es submodelo elemental de B si
y solo si la funcion inclusion ig : A — B, tal que is(a) = a, es un encaje elemental de A
en 8.

Lema 1.39. Sean 2 y B interpretaciones del lenguaje L. Si f : A =B, entonces f: A <
B.

Demostracion: Suponga que f : 24 = 9. Se probaréd por induccién sobre la complejidad
que

1. f(tlal,...,an]) =t[f(ar),..., f(an)]
2. AE plai,...,ay] siysolosi B E ¢[f(ar),..., f(ay)]

Sean ai,...,a, € A
1. Sit=a; y t =t(x1,...,2,), entonces
f(tlay, ... an]) = fas) = t[f(a1), ..., f(an)].
2. Sit=cy,, entonces t =t(xy1,...,x,) y

f(tlay, ... an]) = f(Falen)) = Fulcn) = t[f(ar), ..., flan)]-
3. Sit= fi"(t1,...,tm), t; satisface lo deseado, 1 <i <m y t =t(xy,...,,), entonces

f(tla, ..., an)) =f(Fa(fi)(t1]a, ... an], . tmlar, ..., an]))
=Zs(fi")(f(t1lar, ... an)), ..., f(tmlal, ..., an)))
=Fp(fi")t[f(ar), ..., flan)], - talf(ar), ..., flan)])
=t[f(a1),..., flan)].

Donde la segunda igualdad se debe a que f es un isomorfismo de 2l en 25 y la tercera
igualdad se cumple por hipétesis inductiva.

Ahora, supéngase que aj ..., a, € A.
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1. Sip=t1 =tay p=¢(x1,...,2,), entonces

AE play,...,an] <= ti[ar,...,an] = t2aq, ..., ap]
— f(t1lar,...,an]) = f(t2]a1, ..., ay])
= t[f(ar),..., flan)] = t2[f(a1), ..., flan)]
< BEp[f(ar),..., flan)]

La segunda equivalencia se cumple porque f es una funciéon biyectiva, y la tercera
equivalencia es valida por lo que se demostr6 anteriormente.

2. Sip=A0(t1,...,tm) y ¢ = @(x1,...,2y,), entonces

AE plat,...,an] <= (t1lar, ... anl, ... twmfa1, ..., an]) € Fo(AL)
< (f(tilar,...,an])s ..., f(tmlat, ..., an])) € Fu(AL)
= (t1lf(a1),..., flan)],- - tm[f(a1), ..., flan)]) € Fu(A}")
= BE[f(ar),..., f(an)]

La segunda equivalencia se cumple porque f es un isomorfismo y la tercera equiva-
lencia se cumple por lo que se demostré al principio.

3. Si ¢ = -, 1 cumple lo deseado y ¢ = p(x1,...,x,), entonces

AE pla,...,ay] <= AF Pla,..., ap)
= BFY[f(ar), ..., flan)]
= BEg[f(ar),. .., flan)]

4. Si p =1 A, 1y v cumplen lo deseado y ¢ = ¢(x1,...,x,), entonces

AFE pla,...,ay] <= AEYar,...,a,] y AEv[aq,...,an]
= BEP[flar),.... flan)] y BEA[f(ar), ..., f(an)]
> BF p[f(a1),..., f(an)]

5. Si ¢ = Jxp), ¥ cumple lo deseado y ¢ = ¢(x1,...,x,), entonces

AE plag,...,ay] <= Existea € AAF Plal,..., a5 a,a541,-- -, 0n)
= Existe b€ BB EY[f(ar),..., flag), fB), flans1), -, flan)]
<1‘:>%'290[f(a1)>7f(an)]

En la segunda equivalencia, la necesidad se cumple porque A C B y por hipdtesis
inductiva y la suficiencia se cumple porque f es sobreyectiva y por hipétesis inductiva.

O

Lema 1.40. Sean 2 y B interpretaciones del lenguaje £ . Si existe una funcion f tal que
A =XB, entonces A =B.
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Demostracion: Supongase que ¢ es una sentenciay V(¢) C {z1,...,z,};sean ay, ..., a, €
A, ya que f es un encaje elemental entonces

AE play,...,a,] sty solosiBE ¢[f(ar),..., f(an)]-

Como ¢ es sentencia, entonces 2 F ¢ siy solo si A F play,...,a,] y B E ¢ siy solo si
B E ¢[f(ar),..., f(ay)]. Por tanto,

A FE psiysolosiBE .
O
Como una consecuencia de los lemas y de la Observacion [4]se tiene el siguiente

corolario.
Corolario 1.41. Sea A y B interpretaciones del lenguaje £. Entonces

1. A =B, entonces existe un encaje elemental f : A < B.

2. Ezxiste un encaje elemental f: A =B, entonces A = 5.

Debido a la Observacion [ y al corolario anterior se concluye un hecho importante
sobre submodelos elementales. Si 2 < B, entonces A = B, esto es, si A es un submodelo
elemental de B, entonces 2 y B demuestran las mismas sentencias. Por esto, si se tiene un
modelo de un lenguaje, por ejemplo, el lenguaje de la teoria de conjuntos ¥ = {€}, y se
encuentra un submodelo (o extension) elemental, entonces se esté encontrando un modelo,
que puede ser mas pequeno (o mas grande), y que demuestra las mismas sentencias que tu
modelo original.

Ejemplo 1.42. Sea £ = {<} un lenguaje y (N, <) y (N\ {0}, <), con < las relaciones
de orden usuales, interpretaciones del lenguaje £ . Es evidente que f: N\ {0} — N tal que
f(n) =n—1 es un isomorfismo, asi por el Lema[1.39, f : (N, <) = (N\ {0}, <) y por el
Lema[1.4( (N, <) = (N\ {0}, <). Sin embargo, (N, <) £ (N\ {0}, <) pues 1 € N\ {0} y

(N\ {0}, <) EVz(z £y =y < z)[1].

Pero
(N, FVz(x #y — y < x)[1].

El ejemplo anterior nos da dos modelos, 2 y B, que son elementalmente equivalentes,
pero que A A B. Este ejemplo nos permite concluir que las nociones de ser submodelo
elemental y ser elementalmente equivalentes son distintas. Si 2l < 93, entonces 2 = ‘B,
pero si 2 = B no necesariamente A < B.

Con los encajes elementales es posible obtener una caracterizacion de los submodelos
elementales (Observacion , sin embargo, esta caracterizacion no resulta ser muy util.
Afortunadamente, existe una forma “rapida” de identificar cuando un submodelo es ele-
mental. Para ello es necesario notar que si 2 C B, entonces las tnicas féormulas que podrian
presentar algin tipo de problema son las féormulas con cuantificadores. Si ¢ no tiene cuan-
tificadores, no es dificil de convencerse que ¢ es satisfecha por ai,...,a, en 2 si y sélo
si es satisfecha por ai,...,a, en 9B, esto porque los simbolos del lenguaje se interpre-
tan de la “misma” forma en 2 y en B. Asi, solo es cuestién de revisar qué ocurre con
las formulas cuantificadas; sin embargo, esto se reduce atin maés, a formulas de la forma
Jzp(x,z1,...,2,) como se muestra a continuacion.
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Proposicion 1.43. (El Criterio de Tarski-Vaught). Sean 2 y B interpretaciones del
lenguaje £ tales que A C B. Entonces A = B si y solo si para cualquier formula de la

forma 3xp, con ¢ = p(T1,...,Ti, T, Tit1,...,Tn), Y cualesquiera ay, ..., a, € A,

Si B E Jxyplay, ..., ay], entonces existe a € A tal que B F play, ..., a;,a,ai41,...,an].
Demostracion: Supongase que 2A =< B. Sea ¢ como antes y ai,...,a, € A. Si
B E Jzplay,...,a], entonces A E Jrplai,...,a,], asi, existe a € A tal que A F
vlat,...,a;,a,a;41,...,ay,], entonces existe a € A tal que B F play,...,a;,a,0i41,...,a)].

La otra implicacién se demostrara por induccion.

(a) Primero se demostraré que para cualquier término ¢, el valor de ¢ respecto una asig-
nacion, digamos @, en 2 coincide con el valor de ¢ respecto de esa misma asignacion

® en B.
(b) Después, se vera que para cualquier formula 1 (x4, ..., x,) y cualesquier a; ...,a, € A

A E Yplal,...,ay] siysolosi B E Plag,...,an]

Para el (a), primero notese que si ® es una asignacion en 2, entonces la misma ® es una
asignacion de ‘B, pues A C B. Ahora, denotemos por ®3 la extension en 2, definida en
TERM inducida por ® y por &3 la extension en 95, definida en TERM inducida por ®.

(a) Sit = x,, entonces ®F(t) = ®(z,) = PH(1).
(b) Sit = cy,, entonces ®F(t) = Falcn) = Fn(cn) = PH(t)

(c) Sit=fl(t1...,tn) y t1,...,t, satisfacen lo deseado, entonces

La segunda igualdad se cumple por qué 2l C B y la segunda igualdad se cumple por
hipétesis inductiva.

Ahora, probemos por induccion que si: ¢ = p(x1,...,2,) ¥ a1,...,a, € A, entonces

.y Q).

(a) Si @ =ty =t9 y supdngase que ¢ = @(x1,...,Tpn) Yy a1,-..,a, € A, entonces

A E plal,...,ay] siysolosi B FE pla,..

AE plal,...,an] <= Py es tal que Py(z;) =a; y v@a(tl =ty)=1
<= @y es tal que Py (z;) = a; y Py(t1) = Py(t2)
<= Py es tal que Py (x;) = a; y Pi(t1) = Py (t2)
< Py es tal que Py(7;) = a; y voy (t1 =1t2) =1
<~ BFyla,...,a,]

La tercera equivalencia se cumple por lo que se demostré anteriormente.
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(b) Siyp = A" (t1,...,tm) y supongase que ¢ = @(x1,...,%n) ¥ a1,...,a, € A, entonces

AF plar,...,a,] <= Py es tal que Pu(z;) = a; y vy (A" (t1, -, tm)) =1
<= Py es tal que Py(x;) = a; y (Py(t1),...,Py(tn)) € Fu(AL")
<= Dy es tal que Py (x;) = a; y (Py(t1),..., Py(tn)) € Fn(AL)
<= Py es tal que Py (x;) = a; v (Py(t1), ..., Pu(tn)) € F(AL)
< Py es tal que Py (7i) = a; y voy (A (1, tm)) =1
<~ BEylal,...,an]

La tercera equivalencia se cumple porque 2 C ‘B.
Sip=p(x1,...,2n), ¢ = b, 1 cumple lo deseado y sean ay,...,a, € A, entonces

AE plar,...,an] <= AFY[a,..., )
— B Yla,...,a,)
<~ BEyla,...,a]

Sip=ep(T,...,x), p =% A7y, 1y vy cumplen lo deseado y sean ay,...,a, € A,
entonces

AEplar,...,ay] <= AEY[ar,...,a,] y AEY[a1,...,a,]
<~ BEYlal,...,a,) y BEFa1,...,an]
— BEyla,...,a,]

Sip = p(x1,...,2,), ¢ = Jx1p, ¥ cumple lo deseado y sean aq,...,a, € A. Si

B E pla,...,a,], entonces existe a € A tal que B E lay,...,a;,a,ai41,...,ap].
Como ¥ = (L1, ., Tiy Ty Tigly -y Tn)y Alyeeny Uiy Ay Aipl,--- 0 € Ay 1 cum-
ple lo deseado, entonces A F [ai,...,a;,a,a;41,...,a,] y por tanto 2A F
vlai,...,ay]. Por otro lado, si A F ¢lai,...,ay,], entonces existe a € A C B
tal que A E lai,...,a;,a,ai41,...,a,]. Luego por hipotesis inductiva, B F
Ylay,...,a;,a,ai41,...,a,] y como a € B, entonces se concluye que B F
plai, ... an).

O

Los siguientes resultados que se presentaran son los teoremas de “descendencia” y “as-
cendencia” sobre submodelos elementales. Estos resultados son muy importantes, puesto
que gracias a ellos es que la técnica de submodelos elementales es tan popular y ttil. Pero

antes unos lemas auxiliares.

Proposicion 1.44. Sean 2 y B interpretaciones del lenguaje £, entonces son equivalen-

tes:

(a)
(b)

Existe f : 24 < B.

Eziste € <XB yg: A— C tal que g : A= C (f extiende a g).
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(c) Existe una extension elemental 2 < € y un isomorfismo g : € = B (que extiende a

f)-

Demostracion: Primero se mostrara que (a) implica (b). Sea f : 2 =< B. Definase la
interpretacion € de la siguiente forma: el universo C' = Im(f) = f[A] C B y la funcién de
interpretacion .%¢ se define como sigue:

1. Ze(Al) = {(c1,...,cn) € C" : (a1...,a,) € Fy(AL) vy ¢; = f(a;) para cada i €

{1,...,n}};
2. Fe(fim) = T (fih) 1o
3. Feler) = f(Falcr))

Es facil ver qué € es una interpretacion del lenguaje .2, pues Z¢(AlL) C C" y Fe(cr) €
C. Ademés, si (c1,...,c,) € C", entonces Fe(fi)(c1,...,cn) = Fa(fi)(c1...,¢n). Como
C = f[A], entonces existe aq,...,a, € A tales que f(a;) = ¢; para cada i € {1,...,n}y
por tanto Fe(f2)(ct,-. ., cn) = Fa(F2)(F(ar),. ., F(an)). Puesto que

AEx = fl(x1,. .., x0) [ FPa(fr) (a1, ... an),a1 ..., an],

y como f es un encaje elemental, entonces
BEr= frrrlz(xh cee 71'71)[.]0(991(.]0%)(@17 e 7an))7 f(a1)7 SRR f(an)]?

es decit, C 3 f(Fa(fa)(ar, .- an)) = Fu(f2)(f(@r), .., Flan) = Fe(f2)(er, - cn).
Es decir, Z¢(f2) : C" — C.

Sea g = f, entonces g : A — C. Por la Observacion [3| g es inyectiva y claramente g es
sobreyectiva, asi, g es una biyeccién de A en C. Méas atn, g es un isomorfismo entre los mo-
delos 2y B.Siaq,...,a, € A, por definicion de la interpretacion de simbolos relacionales y
ya que f = g se tiene que (ay,...,a,) € Fy(Al) siy solo si (g(ar),...,g(an)) € Fe(AL).

Por cémo se defini6 la interpretacion de simbolos constantes y porque f = g, entonces
solo resta probar que se cumple la condicion 2 de la definiciéon de isomorfismo de modelos

(Definicion [1.27). Sean ay,...,a, € A, ya que f(a1),..., f(a,) € C, entonces

9(Falfr)lar, ... an)) = f(Falfm)(a1. .., an))
= Fp(fm)(f(ar),. .., flan))
= Fe(fin)(flar), ..., flan))
= ﬁ@(fgl)(g(G’l% cee Jg(an))a
donde la segunda igualdad se demostro cuando se probd que Fe(f)(c1,...,¢n) € C. Asi,
g: A=
Finalmente, se vera que € < B. Primero se verd que € C B. Por definicién, C' C B. Si
(c1,...,cn) € Fe(A}), entonces existe ay,...,a, € A tales que (ai,...,an) € Fy(Al) y
f(a;) = ¢; para cadai € {1,...,n}. Asi,

AE AN (x1,...,zp)[a1, ..., an],

entonces

BE A (1,...,20)[f(a1), ..., flan)],
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es decir, (c1,...,¢n) = (f(a1),..., f(an)) € Fu(A},). Por tanto, Fe¢(Al) C Fu NC™.
Por otro lado, si (b1,...,b,) € Fxu(Al) N C™, entonces existe ay,...,a, € A tales que
f(a;) = b; para cada i € {1,...,n}. Asi, (f(a1),..., f(an)) € Fu(AL), es decir,

BE A (21,...,20)[f(a1), ..., flan)],

asi,
AE A (x1,...,2p)[a1,. .., an).

Por tanto, (a1,...,a,) € Fy(Al) v asi (f(a1),..., f(an)) € Fe(AL). Se concluye que
Fe(A}) = Fu(Al,)NC". La segunda parte de la Definicion se cumple por definicion
de Z¢(f))) y finalmente, ya que

Q[ }: Tr = ck[ﬁm(ck)],

entonces

B Ez = c[f(Faler))],
es decir, Fp(ci) = f(Fa(ck)) = Fe(ex). Por tanto € C B.

Ahora se mostrara que € < B. Sean ci,...,¢, € C'y ¢ = ¢(x,1,...,2,) y supéngase
que B F Jxpley, ..., cy] ya que existen aq,...,a, € A tales que f(a;) = ¢; para cada i €
{1,...,n} y como f es un encaje elemental, entonces 2 F Jzy[ai,...,a,]. Y como g es un

isomorfismo entre 2 y €, entonces por el Lema se tiene que € F Jzp[g(al), ..., g(ay)].
Entonces existe ¢ € C tal que € F ¢[c,g(a1),...,g(ay)]. Al igual que antes, sea a € A es
tal que g(a) = ¢, entonces 2 F ¢la,ai,...,a,] (pues g es un encaje elemental), y como f
es un encaje elemental, entonces B F [f(a), f(a1),..., f(an)] y como f = g se concluye
que B E lc, a4, ..., ap].

A continuacion, se demostrara (b) implica (¢). Sea € < By f: A = €. Definase

D=AU{zy:be B\ Im(f)}

de tal forma que x, ¢ A, para cada b € B\ Im(f), ysia,b€ B\ Im(f)y a# b, entonces
Zq 7 xp. Ya que las funciones f y {(zp,b) : b € B\ Im(f)} son funciones compatibles (pues
sus dominios son ajenos), entonces considérese la funcion

g =fU{(z,b) : b€ B\ Im(f)}

la cual tiene como dominio D y cuyo rango estd en B. Es evidente que g extiende a f y que
A C D, por otro lado, es facil de demostrar que g es biyectiva. Si g(a) = g(b), entonces por
como se definid la funcion g solo existen dos casos posibles, a,b € A, y asi g(a) = f(a) y
g(b) = f(b) y como f es biyectiva se sigue que a = b; el otro caso posible es que en realidad
a=2x.yb=uxz4, concde B\ Im(f)en cuyo caso ¢ = g(a) = g(b) = d, por tanto g es
inyectiva. Sea b € B, si b € Im(f), entonces b = f(a), asi g(a) = by sib & Im(f), entonces
g(zp) = b. Por tanto g : D — B es biyectiva. Definase ahora la funciéon de interpretacion
F5 como sigue:

L Fo(An) = {(di,. ... dn) € D" : (g(dn), ..., 9(dn)) € F(A7,)};

2. Seandj ...,d, € D, entonces existe d € D tal que g(d) = Zu(f})(9(d1),...,9(dn)),
asi, sea Fo(fy,)(d1,...,dy) =d;
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3. Fo(ck) € D tal que g(Fo(ck)) = Fu(ck).

Por definicién es claro que Z5 es en efecto una funcién de interpretacion y, ademés,
g :® = B. Por otra parte,

(a1,...,an) € Fa(Ay) <= (f(a1),..., f(an)) € Fe(A},) = Fu (A7) NC"
< (9(a1),- .., g(an)) € Fu(4;,)NC"
= (a1,...,an) € Fp(AN)NA",
donde la primera equivalencia es porque f es un isomorfismo y € < B, la segunda equiva-

lencia es porque g extiende a f y la tercera es porque g es un isomorfismo entre © y ‘B.
Sea (ai,...,a,) € A", entonces

f(Fa(fm)ar, .. an)) = Fe(fin)(far), ..., flan))

= Fp(fm)(f(ar), .-, flan))
= Fn(fm)(9(a1), - -, g(an))
= 9(Fa(fin)(ar, ..., an)),

donde la primera igualdad se debe a que f es isomorfismo de modelos, la segunda a que
¢ C B, la tercera es porque g extiende a f y la cuarta es porque g es un isomorfismo.
Sin embargo, por estas mismas igualdades se tiene que g(Zo(f2)(as,...,a,)) € Im(f),
es decir, que existe a € A tal que f(a) = g(Fo(f})(a1...,a,)) y como g extiende
a f, entonces g(a) = g(Fo(fy)(a1,...,a,)), finalmente como f es biyectiva, entonces
Fp(ar...,a,) =a € A. Por tanto Fy(fh) = Fo(f),)1an. Ya que ademas,

f(Fa(er)) = Feler) = Fnlcr) = 9(Fo(cr))

(la primera igualdad se debe a que f es un isomorfismo, la segunda porque € C B y la

tltima porque g es un isomorfismo), como ademas g extiende a f, entonces g(Fy(ck)) =

9(Fo(cr)), y debido a que g es biyectiva, entonces Fy(c) = Fo(ax). Por tanto A C D.
Se tiene el siguiente diagrama

g
D — ‘B
ia | T ic
A — ¢
f
en el queic,f y g son encajes elementales. Sean a1, ...,a, € Ay ¢(x1,...,2z,) una formula,

entonces

AFE plar,...,an] <= CFp[f(ar),..., f(an)]
= BEplic(flar)),...,ic(f(an))]
— BEplg(ar),.. 79(%)]
— DFEpla,...,a],

donde la tercera equivalencia se cumple porque g extiende a f.
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A continuacion, se demostrara (c) implica (a). Sea € una extension elemental de 2 y
g: € =B Sea f = ga, entonces f : A — B. Sean ay...,a, € Ay p(x1,...,2,) una
féormula, entonces

AE plar,...,ay] <= CElai,...,a]
<~ BFolg(ar),...,g9(an)]
— BEo[f(am),...,f(an)],

donde la primera equivalencia se cumple porque 2 < € y la segunda porque f = gja y
ai,...,ay € A. Por tanto f: 2 < B.

O

Sea 2 una interpretacion del lenguaje .Z y X C A La expansion del lenguaje £ al
nuevo lenguaje

Lx =L U{c,:a€ X}

donde ¢, es un nuevo simbolo constante para cada a € X, con ¢, # ¢, si a # b. La
expansion, natural, de la interpretacion 2l al lenguaje £x sera denotada por

(A,a)gex o Ax

donde cada simbolo constante ¢, se interpreta como a. En caso de que X = A, el diagrama
de 2, denotado por Ay es el conjunto de férmulas atémicas y negacion de formulas atémicas
del lenguaje £, y el diagrama elemental de 2 es la teoria Th((2d,a)sca), es decir, el
conjunto de todas las sentencias que se cumplen en la interpretacion (A, a)gea-

El siguiente resultado puede interpretarse como que 2 es “submodelo elemental” de
(A, a)qea. Aunque técnicamente, no es un submodelo elemental pues se esté tratando con
distintos lenguajes.

Lema 1.45. Sean A una interpretacion del lenguaje £, (A, a)qcx la expansion de la
interpretacion A al nuevo lenguaje Lx = £ U{c, : a € X} y X C A. Entonces para
cualquier formula p(z1,...,x,) en FORMy y cualesquiera ay, .. .,a, € A se cumple que

AE plat,...,ay] sty solo si (A,a)eex F @lal,...,an]

Demostracion: Primero se verd qué ocurre con los términos. Para ello, nétese que 2 y
(A, a)qex son interpretaciones de los lenguajes (diferentes), £y £x = £ U{c, :a € X},
sin embargo, ambos tienen como universo el mismo conjunto A, asi que una asignacién en
2l es una asignacion en (2, a)q. 4 y viceversa. Como se hizo antes, ®} denotaré la extension
de la asignacion @ a la interpretacion 2 y (Iy(km,a) la extension a la interpretacion (2, a)qex.
Sea t un término y ® : VAR — A una asignacion.

1. Sit = z;, entonces
Dy (t) = @(xi) = g0 (%)

2. Sit = ¢ (donde ¢ es una constante del lenguaje .£), entonces

Dy(t) = Pylcr) = Palcr) = Fava) (k) = Py 0)(t)-
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3.

Asi se concluye que &3 = (P

Sit=fl(t1,...,tn) y t1,...,ty son términos de TERM ¢ que cumplen lo deseado,
entonces

(1) = Falfrm) (@ (t1), - -, Py (tn))
= F2ta) () (@a(t1), - -, Py (tn))
= F2ta) () (Qaa) (1) - -+ Pl q) (Bn))

Donde la segunda igualdad se cumple porque (2, a),ex es una expansion de 2 y la
tercera igualdad se cumple por hipétesis inductiva.

*

(1 a))[ TERM .., €s decir, que Ay (2, a)qex asignan el mismo

valor a términos del lenguaje ., respecto a la misma asignacion.
Sea ¢(z1,...,%,) es una formula en FORMgy y ay,...,a, € A, entonces

1.

Si ¢ = t1 = t9, entonces A F play,...,a,] si y sélo si Py es una asignacion tal
que ®(r;) = a; y y(t1) = Py (t2) si y solo si @y 4 es una asignacion tal que
Dloa) (x;) =a;y Dloa) (t1) = Dloa) (t2) (puesto que @3 (t) = Dlora) (t) para cualquier
término t del lenguaje .Z) siy solo si (A, a)qca F ©lai, ..., an).

.St = AP(t1,...,tm), entonces A F @lay,...,ay,] siy solo si Py es una asignacion

tal que ®y(z;) = a; y (Py(t1),..., Py(tn)) € Fa(A},) siy solo si Py 4y es una
asignacion tal que ®fy (xi)) =a;y (@f%a) (t1),... » Ploa) (tn)) € F,a)(A},) (puesto
que &y (t) = @?Q[ a) (t) para cualquier término ¢ del lenguaje £ y porque Fy(A}) =
F,a)(A)) sty solo si (A, a)aca F @lar, ..., an].

. Si ¢ = b y ¥ cumple lo deseado. Entonces 2 F ¢laj,...,ay] siy solo si 2 F

Ylai, ... an] siysolosi (A, a)eca 7 Y]al,...,an]siysolosi (A, a)eea F @lal,. .., an].

.Sip =9 A~vyyy cumplen lo deseado. Entonces 2 F ¢[ay,...,a,] si y soélo

si A E Ylay,...,an] y A F v[ar,...,a,] sty s6lo si (A,a)eea E Ylag,...,an] y
(A, a)aca Fylat, ... an] siy solosi (A, a)eca F plal,. .., an).

. Si @ = Jx1p y 1 cumple lo deseado, entonces A F ¢lay, .. ., a,] siy solo si existe a € A

tal que A F ¢[a, a1, ..., ay] siy solosiexiste a € Atal que (A, a)qca F Ya,ar,. .., ap]
siy solosi (A, a)eca F @lai, ..., an].

O

Proposicion 1.46. Sean 2 y B interpretaciones del lenguaje £ y f : A — B una funcion.
Entonces f es un encaje elemental de A en B si y solo si (B, f(a))eca es modelo del
diagrama elemental de .

Demostracion: Primero se demostrara que si 20 y 8 son interpretaciones (de un mismo
lenguaje), ai,...,anp € Ay ¢ = ¢(x1,...,2,) una formula en FORM ¢, entonces

1.

AE play,...,ay] sty solosi (A, a)eca F @(cays---,Can),
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2. BE p[f(ar),..., f(an)] siy solosi (B, f(a))aca E ©(Cayy---Ca,)s

donde (A, a)qca es la expension de la interpretacion 2 al lenguaje £y = LU{c, :a € A}y
(B, f(a))aca es la expansion de la interpretacion B al lenguaje £4, donde F (s f(q))(Ca) =
f(a) para cada a € A.
Por el Lema se tiene que si p(x1,...,2,) esta en FORMg y ay,...,a, € A,
entonces
AE plal,...,ay] siysolosi (A, a)eea F @lal,...,an].

También, puesto que f(a1),..., f(an) € B,y f[A] C B, entonces
B Eplf(a1),..., flan)] sty solosi (B, f(a))aca F ¢lf(ar), ..., flan)].

Ya que ¢(cqy,---,Cq, ) €8 una sentencia, entonces por la Observacion [2] se tiene que

(Q‘, a)aeA F @(Caw cees Can) si y solo si (Qla a)aeA F Qp[ﬁ(ﬂ,a)(cm)? s 79(Ql,a)(can)]'

También ocurre que

(%7 f(a))aEA F (P(Ctlu R Can) siy solo si (%a f(a>)a€A F (P[y(%,f(a))(clll)v s 79\(%,]‘((1))(0%,)]'
Ya que F(g,q)(Ca;) = @i Y F(,f(a))(Ca;) = f(a;), entonces se concluye que
AE play,...,a,] sty solosi (A, a)eea F @(Cays---,Cay)

y que
BEp[f(ar),..., flan)] siy solosi (B, f(a))aea F @lcas,- - Cay)-

Sea ¢ una formula del lenguaje .Z4 y supéngase que cq,, - - ., Cq, son las tnicas constan-
tes, en el lenguaje Z4, de ¢ que no estan en .. Entonces si 9, es la formula obtenida al
sustituir las constantes ¢,, por una variable z} la cual no aparece en la férmula ¢, para ca-
da i € {1,...,n}, entonces se tiene que ¢ = ¢,(cq,,---,Cq,) (donde se esta reemplazando
cada ocurrencia de z por c,,) y ademas, 1, estd en FORM ¢.

Supéngase que f : A = B. Si ¢ € Th((A,a)qeca), entonces (A, a)qea F . Luego
(2, a)aca F Yp(Cayy - Can) y ast A E ylai, ... a,]. Entonces B F ¢ [f(ar),..., f(an)]
(pues f es un encaje elemental), entonces (B, f(a))aca F Yy(Cars-..,¢Ca,), s decir,
(B, [(@))aca F ¢

Para demostrar la suficiencia, notese que si (B, f(a))qca es modelo de Th((A, a)aca) v
¢ es una sentencia del lenguaje £, entonces (2, a)qea F ¢ implica que ¢ € Th((2A, a)aca)
y por tanto (B, f(a))eca F ¢. Por otro lado, si (B, f(a))eca E ¢ ¥ (A, a)aca ¥ ¢, entonces
(A, a)qea E ~¢. Consecuentemente (B, f(a))aca F —p; es decir, (B, f(a))aca F o A —p, lo
cual es una contradiccion. Asi, (A, a)gea = (B, f(a))aca. Sea p(z1,...,x,) una formula,
del lenguaje £, y a1,...,a, € A.

AE plat,...,an] <= (A, a)aca F p(cays---¢Ca,)
< (B, f(a))aeca F ©(cayy---,Ca,)
= BFp[f(ar),..., f(an)],

donde la tercera equivalencia se cumple porque ¢(cq,, - - -, Cq, ) €S Una sentencia del lenguaje
$A y (QL’ a)aeA = (%7 f(a))a€A~ O]

De las proposiciones y se tiene el siguiente corolario
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Corolario 1.47. Sean 2 y B interpretaciones de un lenguaje £. Entonces son equivalentes
1. Existe un encaje elemental de 2 en B;
2. Existe un isomorfismo de encaje de A en B;
3. B es isomorfo a una extension elemental de A;
4. B puede ser extendido a un modelo del diagrama elemental de A (en el lenguaje Ly ).

Los siguientes resultados pueden considerarse como fortalecimientos de los teoremas de
ascendencia y descendencia de Lowenheim-Skolm-Tarski.

Teorema 1.48. Toda interpretacion infinita tiene una extension elemental arbitrariamente
grande.

Demostracion: Sea 2l una interpretacion del lenguaje Z. El diagrama elemental de 2,
Th((2A,a)eeca), es consistente. Luego, por el teorema ascendente de Lowenheim-Skolem-
Tarski, existe un modelo de Th((A, a)qca), en Z4, de cualquier cardinalidad x, si k > ||.Z||,
digamos B’. Sea B, la interpretacion obtenida de 9’, al reducirla al lenguaje %, entonces
B’ = (B, by)aca. Ya que B puede ser extendido a un modelo del diagrama elemental de 2,
entonces por el Corolario[1.47, B’ es isomorfo a una extension elemental de 2, es particular,
2l es submodelos elemental de un modelo de cardinalidad |B’| = k. O

Teorema 1.49. Sea A una interpretacion del lenguaje £ de cardinalidad k > ||-Z||. Si
IZ <A<k yX CA tal que | X| < X, entonces existe un submodelo elemental de 2 de
cardinalidad \ que contiene a X.

Demostracion: Supéngase que | X| = \. Sea Xo = X. Para cada formula o(z,z1,...,2s,),
definase
fap,nw,O : X3<P - A’

tal que si 2 F Jwplay,...,a,], entonces fyn,0(a1,...,a,) = a, donde a € A, tal que
2 F ¢la,ai,...,ay], en caso de que A 7 Jxplay, ..., an], entonces que fun,0(a1,...,a,)
sea arbitrario. Sea

X1 =XoU U ran(fomn,,0)-

(Pﬂ’b(p

Para cada ¢ y cada n, se cumple que |[ran(fyn,0)| < |[X™| = A,y ya que [FORMg| =
|I-Z]l (por la Proposicion [1.10]), entonces

1X1] < [Xol + | | ran(foma0)l S A+ 12] - (Ro- A) = A

Qo’ntp

Pero a su vez | Xg| < |Xi], asi concluimos que |X;| = A. El procedimiento se repetird w
veces. Sea B = ¢, Xn-

Se probara que la restriccion natural de la interpretacion 2 en 8 nos da como resultado
una interpretacion que es submodelo de 2. Para ello nétese que B C A, pues cada X, C A,
y |B] = A. Definase F (A7) = Fa(AR)NB", Fu(fi) = Falfn)ier y Fo(cn) = Falcn).
Para ver que efectivamente (B,.%y) es un modelo solo resta ver que para cada simbolo
funcional, f7,, ran(Fx(f)r)) C By que Fy(cy) € B, pues claramente .Z#(A}}) C B™.
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entonces existe un k € w, tal que by,...,b, € Xi. Ya que

Sean b1,...,b, € B,
= Zou(f1)(b1,...,by), entonces

yﬂ(f??@)(bh o avbn)
AE (2= 7 (21, 2)) [ Falbrs e ba)s by s bal.

Por tanto,
AEJo(x = fr(z1,...,20))[b1..., b

Sea v =z = f5.(z1,...,7y,), entonces fy n, k(b1,...,b,) es tal que
AFE (z = fr(xn, o zn) [fpmng k(1,0 bn), b1y oo, byl

Por tanto se tiene que fy,, k(b1,...,bn) = Fa(b1,...,bn) v asl, Fu(br,...,by) =
Fu(bi,...,by) € Xpp1 C B. Es decir, Z(f7) : B" —» B.
Probemos ahora que Zy(c,) € B. Ya que Fy(c,,) = Fal(cy), entonces

AE (2= cn)[Falen), b,
con b € B, es decir, b € X}, para algin k < w. Entonces
A E Jz(r = ¢,)[b].
Luego, si ¢ =z = cp, fyn, k(b) es tal que

A E (x = Cn)[fw7n¢,k(b)> b]

Entonces fyn, k() = Fa(cn) v asi Fp(cn) = Falen) € Xgp1 € B. Se concluye que
B = (B, Fy) CA. Claramente, X C By |B| = \.

Finalmente, veamos qué B =< 2. Sea ¢(z,z1,...,x,) una formula y by,...,b, € B
y supongamos que 2 F Jxplby,...,b,]. Existe k € w tal que by,...,b, € Xj. Entonces,

fcp,nw,k(blv - ,bn) es tal que A Sp[fcp,nw,k(blv - ,bn), bl, - ,bn] y f(p,nw,k(bla . ,bn) S
Xik+1 € B. Por tanto existe b € B tal que 20 F ¢[b,b1,...,by]. Por el criterio de Tarski-
Vaught, Proposicién [1.43], se tiene que B < 2. O

Otra nocién importante sobre modelos, la cual se usard mucho, es la nocién de cadenas
elementales.

Definicién 1.50. Una cadena elemental de modelos es una sucesion creciente de
interpretaciones, del lenguaje £

Ag A = KR =2+, B <,
cuya longitud es o, y tal que Ay, Az s1v < < a.

Proposicion 1.51. Sea (A3)s<q una cadena elemental de modelos. Definamos A =
U5<a Ag y F como sigue:

(1) F(AR) = Up<a F5(AR)-
(1) Z(fin) = Us<a Zs(f10)-

(111) Z (cn) = F5(cn), sicy es un simbolo constante y f < o
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Entonces g, Up = (A, F) es una interpretacion del lenguaje . Mas ain, |Jg, Ap €s
la dnica interpretacion con universo U/3<a Ag y tal que Ag < U5<a s

Demostracion: Primero veamos qué | B<a 25 es una interpretacion del lenguaje 2. Para
cada B < o, Fp(Ap,) C (Ag)™ C A™; asi F(A},) C A™. Veamos ahora que {F5(f) : <
a} es una familia de funciones compatibles.

Sean v < B < «, entonces F,(fy,) = Fp(f1)a)n ¥

(Ay)" = dom(F,(fir)) = dom(F(fr)) N dom(F (7)),

pues A, 2 Ag. Ast, F(fy) = Upgco F5(f7) es una funcién con dominio (Jz_,(A4g)" = A"
y rango en A. Ya que para cada < v < a, g C 2, entonces F5(c,) = %, (cn). Por
tanto, % (c,) esta bien definido y #g(c,) € A, para cada f < «. Asi, obtenemos que
Up<a ™ = (A,.7), es una interpretacion del lenguaje £

Veamos ahora que para cada 2Ag < U5<a g para cada 3 < . Primero veamos que
As C Upe, Ap para cada 8 < a. Sea B < «, puesto que F (A7) = Us., F5(A7,), entonces
Fs(An) € F(A},) N (Ag)"™. Por otro lado, si x € F(A},) N (Ag)", entonces existe § < «
tal que € F5(Ap,). Dado que 6 < B o B < d, por hipotesis As C Ag o Az C As. Si
2As C A, entonces F5(Ap) = F(An,) N (As)" y por tanto x € F3(A},). Por el otro lado,
si Ag C As, como x € (Ag)™ v Fg(Ay,) = Fs(Ay,) N (Ag)"™, entonces x € Fg(Ay,). Asi,

Fp(An) = F(An) N (Ag)".

Ya que {F5(f),) : B < a} es una familia de funciones compatibles y Z#(f,) =
Up<a Zs(fi), entonces F(fy,) extiende a cada funcion Fs(fy,), con 8 < a. En parti-
cular Fg(fr,) = F(f)1(as)n- Finalmente, por definicién #(c,) = Fp(cn), para cada
B < a. Concluimos que para cualquier 3 < o g C Uﬁ<a 2Ag.

Veamos que para cada f < «, Ag = UB <o ¥Up. Se probard por induccion sobre la
complejidad de la formula que si p(x1,...,2,) es una formula, para cualquier § < « y
cualesquiera ay,...,a, € Ag

Ag E plar,...,ay] siy solo si U As E plai,...,an).
B<a

En la demostracion de la Proposicion se mostro que, en general, si A C 9B, entonces
para cualquier término ¢ y cualquier asignacion ® en 2, se tiene que ®3(t) = ®%(t), donde
@Ql(xz) = (I)sB(LL’Z) = @(:L’Z)

1. Supongase que ¢ = t; = t,, y supongase que FV(p) C {x1,...,z,}. Sea f < a'y
ai...,an € Ag, entonces g E ¢lai,...,a,] si y solo si la asignacion ® es tal que
O(x;) =a;y Vay (t1 =t2) = 1siysolosi @ es tal que ®(z;) = a; y 5, (t1) = y, (t2)

. o N . . : .
si y solo si @ es tal que ®(z;) = a; y @Uﬁ@ ng(tl) = <I>Uﬁ<a Qlﬁ(tg) si y solo si la
asignacion ® es tal que ®(z;) = a; y vay (t1 =t2) = LsiysolosiUg,Us F
B<a =B
plai,...,a,). Entonces para cualquier § < a y cualesquiera aq, ..., a, € Ag

Ag F plar,...,ay] siy solo si U As E pla, ... an).
B<a
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2. Supoéngase que ¢ = Aj'(t1,...,tn) y supongase que FV(p) C {z1,...,2,}. Sea
B < ayai...,a, € Ag, entonces Ag F ¢lai,...,a,) si y solo si la asignacion
® es tal que ®(x;) = a; y vy (A(t1,...,tm)) = 1 si y solo si ® es tal que
O(x;) =a; y (@Qﬂ(tl), ce (I)glﬁ(tm)) € Fg(A}') siy solo si @ es tal que ®(x;) = a;

* *

P . .
y ((I)Uﬂ<a 2, (t1),..., <I>Uﬂ<CY 2, (tm)) € F(AD) s.1 y solo 51. la asignacion ® es tal que
O(x;) =a; y vq>aﬁ<a%(AZ”(t1,...,tm)) = 1 si y solo si U5<a2l5 E glal,...,ap].
Entonces para cualquier 8 < a y cualesquiera aq,...,a, € Ag

Ag F play,...,ay] siy solo si U As E plar, ... an).
B<a

3. Si ¢ = =), ¢ cumple lo deseado y supdéngase que FV(¢) C {z1,...,z,}. Sea f < «
y ai...,a, € Ag, entonces Ag F plai,...,a,] siy solo si Ag Z Pla,... a,] siy
solo si g, ™A 7 Ylar, ..., an] sty solo si Ug., Ap F ¢la, ..., a,]. Entonces para
cualquier 8 < a y cualesquiera ay,...,a, € Ag

Az F plai, ..., ay] siy solo si U Az F play, ..., an].
B<a

4. Sip =1 A~, Yy~ cumplen lo deseado y supongase que FV(¢) C {x1,...,2,}. Sea
B<ayar...,a, € Ag, entonces Az = ¢lay,...,a,] siy solo si Ag E Plag,...,an]
y ™Ag FAlar, ... a,] sty solosi U, Ap F dlar,...,an] ¥ Useo A F lar, ..., an]
si y solo si U,8<a s F ¢lai, ..., ay]. Entonces para cualquier § < a y cualesquiera
al,...,anEAg

Ag E plar,...,ay] siy solo si U Ag E plar, ... an).
B<a

5. Si ¢ = Fzw), ¥ cumple lo deseado y supdngase que FV(¢) C {z1,...,2,}. Sea
B<ayai...,a, € Ag, entonces Ag F pla, ..., ay] siy solo si existe a € Ag tal que
R F Yla, a1, ..., an), entonces existe a € (g, Ap tal que Uz, A F Y[a, a1, ..., an)
si y solo si Ug., s F @lar,...,a,]. Por otro lado, si existe a € [z, Ap tal
que U5<a9lﬁ E 4la,aq,...,a,], entonces existe un § < « tal que a € Ay y
U5<a Az F ¢Y[a,a,...,a,], podemos suponer que f < ¢. Debido a que ¢ cumple

lo deseado y § < oy a,aq,...,a, € As, entonces A5 F 9la,ai,...,a,] y por tanto
A5 E Jxiplar, ..., an]. Como Ag <X As, ay,...,an € Ag y As E Jzpay, ..., a,], en-
tonces existe concluimos que 2 F ¢lay,...,a,]. Entonces para cualquier § < a'y
cualesquier ay,...,a, € Ag, tenemos que

Az E plal, ..., ap] siy solo si U As E glai, ... an).
B<a

Finalmente veamos qué | J B<a 2 es la Gnica interpretacion del lenguaje .2 con universo
U5<a Ap y tal que para cualquier 8 < «, g = U6<a 2. Supoéngase que A = (A, Fy) es
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una interpretacion tal que cada 2z < 2 y su dominio es A = Uﬁ<a Ap. Evidentemente

para cada simbolo constante Zy(c,) = F(cy,). Sean ay, ..., a, € A, entonces
(a‘lv"'aan)e‘g\m(AZz) — (a17"'aan)eyﬁ(A21)
— (alv"'aan) e‘g;(A:ln)a

donde 3 < o es tal que ay,...,a, € Ag. Asi, Fy(A},) = F(A},). Por otro lado, sean
ai,...,an € A™,

Falfo)ar, ..., an) = Fa(fr)(ar, ..., an) = F(fir) a1, ... an),

donde 3 < «v es tal que ay,...,a, € Ag. Asi se concluye que Fy((f}) = F(f},). Por tanto
A=Ugcn s O

A la nueva interpretacion J B<a g, definida en la proposicion anterior, se le llamara
la unién de la cadena (23)3<q.
De la proposicién y la proposicion [1.37] (#ii) tenemos el siguiente corolario.

Corolario 1.52. Sean B una interpretacion del lenguaje £ y (Ag)g<a una a-sucesion de
interpretaciones del lenguaje £ tal que para cada B < aAg B ysif <y <a,Ag C Ay,
entonces (Ag)g<a s una cadena elemental y

UJas =z

B<a

Demostracion: Por la proposicion (i73) (Ag)g<a es una cadena elemental y por la
Proposicion UB <o 2 es una interpretacion del lenguaje 2 tal que Az = UB <o s
Evidentemente B<a Ag € B. Como g € By Ay C U,8<a 25, entonces para cualquier
constante ¢ del lenguaje £ se tiene que

FYa,(c) = Fay(c) = Fp(c).

Sea A7, un simbolo relacional. Entonces

yUQlﬁ U F5(Ay,)

B<a

= [JIZa(45) N (45)"]

B<a

= Fu(4) N0 [J 4"

B<a

= Fn(An) N (| 4p)",

B<a

donde la tltima igualdad se debe a que si f < v < «, entonces Ag C A,.
Finalmente, si f;! es un simbolo funcional, entonces

Zuns () = U Zs(f) = U Zu(fiicase

B<a B<a
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donde esta tltima funcion es igual a la funcion Fe(f), ) a,)n- Por tanto Js., ™Az C B.

Resta ver que es submodelo elemental, para ello usaremos el Criterio de Tarski-Vaught.
Sean ¢(x,x1,...,x,) una formula con variables libres en z, x1,...,2, y sean aq,...,a, €
Uﬁ<a Ag tales que B F Jzplar,...,an]. Sea f < a tal que ai,...,a, € Ag (de nuevo,
existe porque (Ag)g<q €s una cadena respecto de la contencion), como g =< B, entonces
existe a € Ag tal que B F ¢[a,ai,...,a,], entonces existe a € U5<a Ag tal que B F
vla,ar, ... ay). O

1.3. Modelos para la Teoria de Conjuntos

Consideraremos al lenguaje de primer orden .¥ = {€}, el cual tiene por tnico elemento
un simbolo relacional de aridad 2, como el lenguaje de la teoria de conjuntos. Asi, un
modelo de la teoria de conjuntos es 2 = (A, %), donde A es un conjunto y €% es una
relacién en A. Un €-modelo es un modelo de .Z tal que € es la relacién de pertenencia
restringida al conjunto A, es decir, €®= {(a,b) € A x A : a € b}. Podemos referirnos al
modelo 2 simplemente como A, pues automéaticamente sabemos que la interpretacion de
€ es €. Notese también, que si A y B son €-modelos y A C B, entonces es claro que
A= (E%)rAxA. Por tanto, en este caso, cuando se trata con €-modelos, 2 C B si y s6lo si
A C B. En lo que sigue, cuando se esté trabajando de €-modelos 2 y A van a representar
al mismo objeto.

En esta seccién nuestro objetivo es explicar a grandes rasgos porqué funciona el método
de los submodelos elementales. Dividiremos esta seccién en dos partes principales, las cuales
las clasificaremos como: la seccién “informal” y la secciéon “formal”. En general toda esta
seccidn serd un poco larga y no tendrd demostraciones, sin embargo, las demostraciones
(de aquello que puede demostrarse) se podran encontrarse en libros como [16] o [14].

Antes de comenzar algo importante que se debe tener en cuenta es que, en matemaéticas,
no se puede crear algo a partir de la nada. Por ejemplo, en teoria de conjuntos se pide
como axioma la existencia de un conjunto. Ya que a las teorias se les desea dar un estudio
matemaético, entonces es necesario tener como base algo. Piensa, por ejemplo, cuando se
estudia logica o teoria de conjuntos. Si se estudia logica es necesario tener como base
algunos aspectos de la teoria de conjuntos; por otro lado, cuando se estudia teoria de
conjuntos se necesitan ciertas nociones logicas. Por esto, nosotros tendremos como base la
axiomética usual de la teoria de conjuntos, ZFC.

Un Primer Acercamiento al Método de Submodelos Elementales

Después de todo lo que se ha visto hasta ahora, sobre sintaxis y semantica, una pregunta
natural es jy como relacionamos estas pruebas formales con las pruebas matematicas que
hacemos dia con dia, por ejemplo, en el curso de Algebra o Topologia?

Para poder responder esta pregunta introduciremos la siguiente convencion. El prefijo
“meta” se suele usar para referirse a conceptos que son abstracciones de otros conceptos,
como por ejemplo “meta logica”, “metalenguaje”, “meta prueba’; etc. De esta forma para
nosotros una meta afirmacion (meta argumento o meta proposicion) sera una afirmacion
(argumento o proposicién) que se usa en el estudio cotidiano de las matemaéticas, por

ejemplo, las afirmaciones que se hacen en cursos de matematicas o los que aparecen en las
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L Ve =) 15, +((,0),6) = +(+({z,0),(z,0)),b).
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Si A= {0,1,a,b} y + y - se definen como a continuacién
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5. 45,00 = (2.0,
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22, 4(+((5,0),(2,0)).8) = x,0)

1. (5,0) = +((,0),z,0)) >
F((,0),0) = 1 (1 ((2,0), 2,0), 528, 0= (2,0)

Figura 1.1: Relacion entre la parte Meta, la parte sintactica y la parte seméntica.

demostraciones de los teoremas (lemas, corolarios, etc.) de libros de matemaéticas, es decir,
son esas oraciones de nuestro lenguaje, el espanol, que se usan en el estudio de las mate-
maticas. Por tanto, una meta prueba o meta demostracién se entenderé como un conjunto
de meta afirmaciones que representan una demostracion, por ejemplo, la demostraciéon de
que Va € R(a -0 = 0) que viene en los libros de matematicas basicas.

Usando esta nociéon la pregunta se puede reestructurarse como sigue jde qué manera
podemos relacionar las demostraciones formales con las meta demostraciones?

Una forma de abordar esta pregunta es como sigue. En lugar de un teorema arbitrario,
consideramos el resultado que dice que Ya € R(a -0 = 0). Sabemos que existe una meta
demostracion de dicho teorema (esta se puede encontrar, por ejemplo, en el libro de Ma-
tematicas Basicas de la BUAP). Reescribamos dicha meta demostracion de tal forma que
tengamos una sucesién de meta afirmaciones. Ahora, como este teorema usa nociones de
teoria de campos, entonces supdngase que se esta trabajando con el lenguaje de la teoria
de campos (claro, junto con el lenguaje de la teoria de conjuntos). Podemos “trasladar”
las meta afirmaciones en formulas (bien formadas) del lenguaje, y viceversa, las formulas
(bien formadas) del lenguaje “trasladar” en meta afirmaciones. Por los trabajos de Godel,
maés especificamente, el Teorema de Completitud, podemos pasar de la parte sintactica a
la parte semantica y viceversa. De esta manera, un poco informal, se estan relacionando
las meta pruebas con los conceptos de teoria de modelos

Sin embargo, no tenemos por qué detenernos ahi, podemos intentar generalizar este
método para que no sean sblo teoremas de teoria de campos. Asi que consideremos gene-
ralicemos este método. Supéngase que se tiene una meta prueba de algin resultado y esa
meta prueba tiene n meta afirmaciones las cuales se denotaran simplemente por su niimero
i. Ahora, siguiendo nuestro ejemplo, el siguiente paso es trasladar la meta prueba en una
“demostracion formal”. Pero a diferencia de antes, el tinico lenguaje con el que se trabajara
es el lenguaje de la teoria de conjuntos . = {€}. Lo siguiente seria pasar de la parte
“sintActica” a la parte “seméantica’”.

Claro que hacer todas esto nos dejan con varias preguntas muy importantes, las cuales
se espera sean respondidas en lo que sigue.

1. ;Es cierto que cualquier meta afirmaciéon se puede traducir en una férmula de la
teoria de conjuntos y que toda féormula de la teoria de conjuntos tiene una meta
afirmacién?

2. En caso de que la primera pregunta sea afirma, jserd cierto que dada una meta
prueba, esta es valida si y solo si la demostracion (en la parte sintactica) es correcta?
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Es decir, si tenemos un resultado que se quiere demostrar y ¢ es la traduccion de
dicho resultado, entonces jel resultado tiene una meta prueba si y sélo si - ¢?

Intentemos contestar la primera pregunta. El calculo predicativo clésico de primer orden
se origindé como un intento de crear un lenguaje que abarcase todas las mateméticas, de
formalizar las matematicas mediante la axiomatizacién y més que nada para estudiar la
fundacion de las matemaéticas. Sin embargo, a través del tiempo se encontraron otras formas
de fundamentar las matemaéticas, tal es el caso de la Teoria de Categorias. Pero esta altima,
para darle una fundacion légica, requiere de otro tipo de logica. En todo este trabajo
nosotros sélo consideraremos aquellas mateméticas que involucran del razonamientos y
lenguaje usuales. Por ejemplo, las mateméaticas que se ven Topologia, Algebra, Teoria de
ntmeros y cualquier otra cuyos razonamientos y lenguaje se encuentre al “alcance” del
calculo predicativo cléasico de primer orden.

Por otro lado, hay una cierta rama de la légica conocida como logica formal, la cual
usualmente se relaciona con formas de validar argumentos del tipo deductivo. Se puede
pensar, a grandes rasgos, que un argumento deductivo es uno en el cual se afirma que
una proposicion (conclusion) se sigue estrictamente de alguna otra, u otras proposiciones
(premisas). Cuando la conclusion es correctamente deducida a partir de las premisas, la
inferencia de las premisas a la conclusion se dice que es deductivamente vélida, indepen-
dientemente de si las premisas son o no validas. Sin embargo, muchas de las ideas de la
logica formal generan problemas que pertenecen maés a filosofia que a la légica misma. Por
ejemplo, jqué es un analisis correcto de la nocién de verdad? ;qué es una proposicion y
como se relaciona con la afirmacién mediante las cual se expresa? Afortunadamente es
posible hacer légica formal sin tener respuesta a estas preguntas, de la misma forma que
se hace matemaéticas sin conocer la respuesta de preguntas como ;los niimeros son objetos
reales o son construcciones mentales?

Por estas razones es que vamos a convenir en que, para la primera pregunta, aunque
no se tiene una respuesta concreta, en el trabajo se supondré que todas nuestras meta
proposiciones tienen una representacién en féormulas bien formadas. Y que, si se tiene una
formula bien formada, entonces se puede encontrar de forma exitosa un meta argumento
que la represente.

Para la segunda pregunta, la cuél es, jseréd cierto que dada una meta prueba, esta es
valida si y solo si la demostracion (en la parte sintactica) es correcta?

En textos como [14] se explica que si A es cualquier afirmacion en la meta teoria sobre
predicados recursivos. Usando nuestra representacion de férmulas, se puede escribir una
formula correspondiente A* en el lenguaje de la teoria de conjuntos. Y se puede esperar
que, si se puede probar A mediante argumentos finitistas, entonces ZF F A*, ya que ZF
deberia de incorporar todos los argumentos finitistas y muchos més. Aqui se esta usando
la “tesis” Todo hecho finitista puede ser formalizado y demostrado en ZFC Si se adopta
esta tesis se puede intentar responder a la pregunta. Sin embargo, ja qué se esta refiriendo
con argumentos finitistas?

Los finitistas son personas que tienen la corriente filosofica de que los conjuntos infinitos
son ficcion, no tienen un significado verdadero. Una cosa que se tiene que saber sobre esta
corriente es que para poder analizar los argumentos finitistas es necesario conocer algunos
otros razonamientos finitistas basicos. Notemos que para intentar contestar la segunda
pregunta es necesario conocer cosas que en principio no se estudian de forma casual y
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ademaés se corre el riesgo de que nos empezamos a meter con corrientes filosoficas. Algo
que se va mas alla del alcance de esta tesis.

En vista de lo anterior es necesario tomar otro camino. Si recordamos de nuestro es-
quema, queriamos pasar de la parte meta a la parte sintactica, y luego, pasar de la parte
sintactica a la seméantica. Entones jpor qué no pasamos directamente a la parte semantica?

Para poder realizar esto surgen nuevas preguntas. Lo primero a notar es que si quisié-
ramos seguir con la idea del principio de abarcar tantas areas como sea posible, entonces
en un principio no se puede tomar como dominio de la interpretaciéon cualquier conjunto.
Es maés, es razonable pensar en que el dominio de la interpretacién no sea un conjunto sino
una clase, la clase V de todos los conjuntos. Al intentar tomar este nuevo camino surgen
nuevas preguntas.

1. ;Qué significa que un modelo tenga como universo una clase? ;Es siquiera posible
hacer esto?

2. ;Qué significa que una férmula sea verdadera en esa “interpretacion”?

3. En caso de poder tener una “buena” definiciéon de que algo sea verdadero en la “inter-
pretaciéon” ;Un meta argumento es verdadero si y sélo si la interpretacion de dicho
argumento (una formula) es verdadero en la interpretacion?

Afortunadamente las primeras preguntas son posibles de responder y la respuesta es
si, y de echo la definicién es muy similar al caso cuando se trabajan con conjuntos. Pero
antes de dar definiciones rigurosas veamos que ocurre con la segunda pregunta.

Para la segunda pregunta veamos lo que ocurre en el caso de los conjuntos, jqué significa
que en M F 7 Si se recuerdan los ejemplos y definiciones del principio es necesario verificar
que para cualquier asignacion, ®, se cumpla que vg« () = 1, pero, jy como se verificaba
esto tltimo? Puesto que esto dependia tinicamente de la formula ¢ y de los valores que
la asignacion toma en las variables libres de la formula (si tiene). Pero, por ejemplo, si la
formula es = € y y ademaés se esta considerando un €-modelo, entonces ve«(z € y) = 1 si
y sblo si ®*(z) € ®*(y).

Lo importante, del ejemplo anterior, es notar el hecho de que, si se desea conocer la
veracidad, o no, de 9 F ¢, entonces es necesario apoyarse en la estructura 2, en lo que
se sabe de ella. Es decir, es necesario que cuando se interpreta la formula en la estructura,
esta (que se convierte en una meta proposicion) sea “cierta”, pero no en el sentido de la
Definicion més bien en la definiciéon de verdad que tiene la estructura. Por ejemplo,
si el dominio de la interpretaciéon es N y la relacién € se interpreta como la relacion <
usual, entonces verificar que = € y se convierte en verificar que n < m, donde n es la
interpretacion de x y m la interpretacion de y. En este caso ve+(z € y) = 1 si y solo si
efectivamente n < m (es decir, si la estructura piensa que n < m). Resulta también que
esta nocion tiene sentido, aunque se reemplace el universo de la interpretaciéon por una
clase.

Regresemos ahora al problema de definir una interpretaciéon para clases. Como se dijo,
la idea es considerar a V como la interpretacion que nos va a ayudar a pasar de la parte meta
a la parte seméntica. Intuitivamente V es modelo de ZFC porque todos los axiomas son
ciertos en V. Y de hecho, como se esta considerando fundacion, entonces V.= WF (muchos
matematicos consideran a WF como el lugar natural para hacer todas las matemaéticas,
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en tanto se considere a ZF como la teoria bésica). Sin embargo, en lugar de considerar a
WF como la tnica clase que puede ser “modelo” se considerard cualquier clase arbitraria
M.

La nociéon de modelo es exactamente la misma que se defini6 antes (considerando tni-
camente modelos con universo un conjunto). Sin embargo, puesto que el universo puede
ser una clase propia, entonces la definicién toma lugar en la meta teoria.

Definiciéon 1.53. Si A es un conjunto de axiomas en el lenguaje {€} para la teoria de
conjuntos y £ es un lenguaje finito, una interpretacion relativa de £ en A consiste de una
clase no vacia M junto con una asignacion de entidades semdnticas ™ para cada simbolo
del lenguaje £ de la siguiente manera:

1. Si ¢ es un simbolo constante, entonces ¢™ € M.
2. Si f es un simbolo funcional de aridad n > 1, entonces ™ : M™ — M.
3. Sip es un simbolo predicativo de aridad n > 1, entonces p™ C M™.

Lo siguiente es definir los conceptos de valor de un término y valor de verdad de una
formula. Como antes, estos conceptos son exactamente los mismos que para conjuntos cuyo
universo son Unicamente conjuntos, excepto que formalmente la recursién es en la meta
teoria. Por lo que comentamos antes estas nociones deben de apelar a la nocién de verdad
de la estructura del modelo y no a la nocién de verdad definida recursivamente.

Definicion 1.54. Dada una interpretacion como la de la Definifion[1.53 Sit es un término
y  es una formula, del L, entonces t™ es el término y ™ es la formula que se obtienen
al reemplazar los simbolos del lenguaje £ por sus interpretaciones (formulas relativizadas)
y relativizar todos los cuantificadores a M.

Ejemplo 1.55. Sea £ = {+,%,0}. Sea M cualquier clase que tenga al conjunto O y que
sea cerrada bajo intersecciones y bajo la diferencia simétrica. Se interpretard + como
la diferencia simétrica, M se interpreta como la interseccion y 0™ se interpreta como (.
Entonces la formula Vo, y(z -y =y - x) es verdadera porqué = - y =y - 2 se traduce en
rNy=yn.

Las definiciones anteriores son bastante generales pues hablan de un lenguaje .Z que
extienda al lenguaje {€}. Asi, que veamos que ocurre en nuestro caso particular. En la
Definicién .Z = (), entonces para nosotros una interpretacion (como la de la Definicion
1.53)) es una clase no vacia M junto con la interpretaciéon del simbolo €. Y en este caso los
Gnicos términos son las variables las cuales, como es usual, se interpretardn en objetos de
M y el valor de verdad de las formulas queda establecido como sigue.

Definicién 1.56. Sea M wuna clase no vacia y E la interpretacion del simbolo €. Para
cada formula ¢ se define la relativizacion de @, denotado por ¢"E . como sigue:

YME ¢s x =y (aqui la igualdad es la igualdad de la interpretacion).

1. (x=y
2. (x € y)MF es (2,y) € E.

3. (mp)ME g5 mpME.

36



Logica y teoria de modelos
1.3 Modelos para la Teoria de Conjuntos

4o (@ APME es oME A pILE,
5. (Fzo)MF es Iz € MpM-E,

De lo anterior se puede ver que las demés féormulas se definen de la forma usual.
(pV)YME  og GME \/ yME,
(p = Y)YME o5 GME _y yME.
(90 o w)M,E es (,OM’E o wM,E'
(Fzp)M-E es 3z € MpM-F,
Donde Vx € M es una abreviacion de Vz(x € M — ¢) y 3z € My es una abreviacion de
dx(x € M A p).

En caso de que FE sea la interpretacién usual del simbolo €, entonces se escribira
simplemente ™. Como antes, nuestro interés seran los modelos cuya interpretacion del
simbolo € es la usual, y a éstos también se les llamara €-modelos.

Anteriormente se habia dicho que para que una férmula sea verdadera es necesario que
asi lo sea cuando se le da su respectivo significado a la férmula, en la estructura. Esta
va a ser nuestra definicion de que una sentencia sea cierta en una estructura como la de
la Definicion [I.53] En caso de que una sentencia sea verdadera en una estructura M, se
escribira simplemente ™ y, a diferencia de antes, esta definicion es solo para sentencias. Sin
embargo, si se puede hablar de que una féormula sea satisfecha por un conjunto elementos
del universo.

Definicion 1.57. Sean M una clase y o(x1,...,z,) una formula. Se dice que ay, ..., a, €
M satisfacen la formula p(x1,...,x,) en la interpretacion M si o(ay, ..., an)M.

En la definicién anterior, p(ay, ..., a,)™ significa que cuando se interpreta la férmula
en el modelo, si se reemplazan las variables libres x; por sus respectivos a;, esta meta
proposicion es verdadera. Algunas veces, se prefiere escribir (M, E) E ¢lai, ..., a,] en lugar
de escribir ¢ (a1, . .., a,)M¥F. En caso de que M sea un conjunto resulta que si p(z1, . . ., ,)
es una formula y a1,...,a, € M, entonces

olay,...,an)"F — (M, E)E ¢lay, ..., a),

donde la parte de la derecha hace referencia a la notacion usada en la Definicion Asi,
si M es un conjunto no existe riesgo de confusiéon entre una notacion y la otra.

Regresando a las preguntas que nos hicimos. Solo resta ver que ocurre con la tercera
jun meta argumento es verdadero si y sélo si la formula (asociada a ese meta argumento)
es verdadero en la interpretaciéon? La respuesta es si. Sin embargo, como en el caso de la
primera pregunta, no se puede dar una respuesta formal de esto.

Si V es la clase de todos los conjuntos y ¢ es una formula, aunque ¢ y ¢¥ no sean
la misma férmula, si es cierto que ambas son equivalentes, porqué las féormulas con las
que se trabaja en matematicas siempre se consideran que tienen alcance sobre los objetos
matemaéticos de interés, los conjuntos, y V contiene a todos los conjuntos matematicos de
interés, es decir, intuitivamente cada formula esté relativizada a la clase V.

Para entender lo que se quiere decir en la respuesta de la pregunta consideremos la meta
proposicién a € b y supongamos se tiene una meta demostracién de esto. Si z € y es la
férmula asociada a ese meta proposicion. Ya que existe una meta demostracion de que a € b,
entonces tendria que ocurrir que en V, es cierto que a € b (se tendria que = € y(a,b)"). Es
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decir, al menos intuitivamente, se supone que, si se tiene una meta demostraciéon de una
meta proposicion, entonces la formula asociada a esa meta proposicion es verdadera en
la interpretaciéon V. Por otro lado, cuando se valida, seméanticamente, que una férmula es
verdadera lo que ocurre, aunque no se suele decir, es que se requiere de una meta prueba
para verificar que, efectivamente, la férmula es verdadera en la interpretaciéon. Por ejemplo,
para ver qué = € y(a,b)™ es necesaria una meta demostracién que, de hecho, justifique
qué a € b.

Antes de finalizar esta seccion se debe de advertir que, aunque en el nombre de la
seccidon aparezca la palabra informal, no debe de creerse que las demostraciones de las
que se hablaran son informales, es todo lo contrario, las meta demostraciones de las que
se hablan son demostraciones matematicas, rigurosas. Y la razén de por qué la secciéon
incluye la palabra “informa” es porqué aqui, como se vio cuando se respondié la pregunta
jes cierto que cualquier meta afirmaciéon se puede traducir en una férmula de la teoria
de conjuntos y que toda formula de la teoria de conjuntos tiene una meta afirmacion?, o
cuando se respondié la pregunta ;una meta prueba es verdadera si y sélo si la férmula
asociada, a lo que se desea demostrar, es verdadera en la interpretacion?, no se esta dando
una demostracion matematica que valide las respuestas, més bien, se estan justificando
apoyandonos de la idea intuitiva que se tiene de ello.

Formalizando el Método de Submodelos Elementales

En la seccion anterior se vio la relacion entre las meta pruebas y las férmulas que son
verdaderas en interpretaciones. El objetivo de esta seccién es justificar por qué y céomo se
puede pasar de modelos con universo una clase a modelos cuyos dominios son conjuntos.
Como sabemos se definieron dos tipos de modelos, para distinguir los dos tipos de modelos
se dird que un conjunto modelo es aquel que satisface la Definicién y se dird que
una clase modelo es aquella que cumpla la Definicién Asi, un conjunto modelo es un
modelo en el que su universo solo puede ser un conjunto y una clase modelo es un modelo
en el que su universo es una clase.

Uno podria preguntarse, jy por qué queremos pasar de clases modelo a conjuntos
modelo? Recordemos que nuestro objetivo es responder a la pregunta “;Por qué funcio-
nan los submodelos elementales?”. Para esta segunda pregunta, la idea es usar resultados
que involucran nociones como, por ejemplo, las de isomorfismos de modelos, submodelos,
submodelos elementales, etc. Sin embargo, resulta que estas nociones se definieron para
conjuntos modelo. Por tanto, necesitaremos poder parar de modelos conjunto a conjuntos
modelo y viceversa, de tal forma que lo que piense un modelo sobre una férmula lo piense
el otro, y viceversa (algo asi como lo que ocurre con los submodelos elementales).

Por el Segundo Teorema de Incompletitud de Gédel sabemos que ninguna teoria formal,
consistente, tan fuerte como para describir ciertas propiedades de los nimeros naturales,
como por ejemplo la Aritmética de Peano, puede demostrar su propia consistencia. Ya que
nosotros estamos tomando como base ZFC, y sabemos que ZFC es capaz de describir la
Aritmética de Peano, entonces ZFC no puede demostrar la existencia de un conjunto capaz
de modelar ZFC. Por tanto, es absurda la idea de encontrar un “submodelo elemental” de
V.

Sabemos que nuestras demostraciones siempre son finitas, de la seccién anterior sa-
bemos que cualquier meta demostracion se puede ver de la forma ¢q, ..., ¢, donde cada
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; corresponde al i-ésimo paso de la meta demostracion. Por tanto ocurre que sin impor-
tar que se esté demostrando, siempre se van a ocupar una cantidad finita de axiomas de
ZFC. Asi, que en lugar de pensar en un conjunto que piense en “exactamente” lo mismo
que piensa V se opta mejor por encontrar un conjunto el cual es modelo de un segmento
suficientemente vasto de ZFC que nos permita llevar a cabo nuestros argumentos.

Asi lo siguiente que se debe hacer es determinar tales conjuntos modelo que nos seran
de utilidad. Lo que sigue se puede consultar textos como |16] capitulos 1y 2 o |14] capitulos
3y 4.

Existe una manera formal de demostrar que V es modelo ZFC. Para ello se definen los
conjuntos V. Una forma de definir estos conjuntos es como sigue.

Definicion 1.58. Se define por recursion los conjuntos de jerarquia acumulativa
como sigue

Vo =0;

Va+1 = P(Va);

Vo =Ug<a Vs con a ordinal limite.

Una aclaracién, esta definicion hace creer la idea errénea de que los conjuntos V,, de-
penden del axioma del conjunto potencia. La verdad es que esto no es asi. Existe una
definicién que no depende del conjunto potencia y se puede demostrar que ambas defi-
niciones son equivalentes. Sin embargo, tales definiciones requieren de muchas otras mas
como, por ejemplo, la definicién de relacién bien fundada en clases. Ya que ese no es el
proposito de esta tesis no vamos a hablar mas de ello y nos quedaremos con la definicion
que aqui se propone.

La unién de los conjuntos anteriores se puede entender como la clase de los conjuntos
construibles (o bien fundados). Y de hecho

WF = J{Va: @ € ON}.

Se puede probar que WF es una clase transitiva. Mas atn, se puede probar que es un
modelo de ZFC, sin embargo, para probar esto dltimo es necesario, ademas de unas ciertas
propiedades sobre los V,, y WF, un nuevo método que utiliza férmulas absolutas.

Definicion 1.59. Sean 2 y B interpretaciones de un lenguaje £ tales que A C B y
o(r1,...,xy) una formula del lenguaje £. Se dice que o(x1,...,z,) es absoluta entre
2A y B, denotado por A =, B, si para cualesquiera ay ...,a, € A se cumple que A =
plai ..., ay) siy solo siBE plai,...,an).

Asi, ¢ es absoluta para los modelos 2 y 8 si ambos piensan lo mismo de la féormula ¢.

Definicion 1.60. Sea .Z un lenguaje que tiene el simbolo €. Se dice que @, una formula
del lenguaje £, es una Ag-formula si o cumple una de las siguientes condiciones:

1. ¢ es una formula atomica.
2. o ==Y y 1 es una Ag-formula.
3. o =0y, ¥ y v son Ag-formulas y ademds O € {A,V,—, < }.

4. o =0y € ty, ¥ es Ag-formula, y es una variable, t es un término que no contiene
ay, y ademds O € {V,3}.
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Una de las caracteristicas mas importantes de las Ag-formulas es que estas son absolutas
para modelos transitivos.

Lema 1.61. Sean £ un lenguaje como antes, A y B €-conjuntos modelo (o €-clases
modelo) de dicho lenguaje y supongase que el domino de 2A, A, es transitivo. Entonces
A <, B para cualquier Ag-formula ¢.

Si se considera .Z = {€}, puesto que muchas propiedades simples de conjuntos se pue-
den expresar como Ag-férmulas, entonces por el lema anterior dichas propiedades tienen
el mismo significado en todos los modelos transitivos. Algunos ejemplos de férmulas equi-
valentes a Ag formula son los que aparecen en la Tabla Todas estas féormulas fueron
definidas en ZF~ — P — Inf, por lo que se pide que M sea modelo de ZF~ — P — Inf.
Por otro lado, algunas otras cosas tales como x es ordinal, x es ordinal limite, x es ordinal
sucesor, x es un ordinal finito, w, etc., necesitan de un modelo de ZF — P.

T €y; T =y; z Cy; {z,y}; (@,9);
0; zUy; Ny z\y; Sz) (le, zU{x});
T es transitivo; U=; Nx; A X B; R es una relacion;
dom(R); ran(R); f es una funcién;  f(z); f es inyectiva;

Tabla 1.1: Ejemplos de formulas que son absolutas

Definicion 1.62. Sean M una clase y ¢ una formula del lenguaje {€}. Se dice que ¢ es
absoluta para M si M <, V.

Por el Lema si B =V, entonces trivialmente A C V y, como se comentd, ¢" es
equivalente a , entonces si A es un transitiva, entonces se tiene que toda Ag-féormula es
absoluta para A, es decir, para cada ay,...,a, € A, entonces p(ay,... ,an)A si y solo si
o(ay,...,ay). De lo anterior se puede ver porqué las formulas absolutas son importantes.
Si ¢(ai,...,a,) es un meta argumento y ¢ (z1,...,xy) es la formula asociada a ese meta
argumento, la cual es absoluta para la clase M. Si el meta argumento es verdadero, entonces
Ylay,...,a,)" y como ésta tltima es equivalente a 1(aj...,a,), entonces se concluye
que ¥(ay,...,a,)M, suponiendo que ay,...,a, € M. Reciprocamente, si ¢(a1,...,a,)"
entonces el meta argumento ¢(ay, ..., ay) es verdadero. Es decir, lo que piensa M que dice
 sobre los objetos de M es lo que “realmente” dice la férmula ¢ sobre tales objetos.

Las formulas absolutas son importantes porqué, en general, lo que un modelo piensa
puede diferir de lo que un submodelo piensa. Existe un ejemplo sobre esto, el cual esta
relacionado con la paradoja de Skolem. Lo que sigue se puede consultar [16] para mas
informacion al respecto. Sea v > wy un ordinal limite. Si A <V, tal que A es numerable
y w,wi € A. Si M es el colapso de Mostowski de A, @ = mos(w) = w y f = mos(wy).
Entonces (§ seria un ordinal numerable que M piensa que no es numerable, es decir, existe
a,B € M tales que (o = B)M es falso pero (o = B)"7 es verdadera. Asi, se tiene un
modelo transitivo M numerable que satisface suficiente teoria de conjuntos para producir
un ordinal no numerable g € M, pero 8 € M implica que 8 es numerable dando una
“contradiccion”. Tal contradiccién en realidad no existe, es solo un error de pensamiento;
el error es creer que la propiedad de ser numerable es una propiedad absoluta.

)

40



Logica y teoria de modelos
1.3 Modelos para la Teoria de Conjuntos

Lema 1.63. Si ¢(z1,...,zn) y ¥(z1,...,2) son dos formulas del lenguaje {€} y
Vey, ..o, on(e(xr, ... 2n) < Y(z1,...,2p)) se cumple en M y V. Entonces ¢ es absoluta
para M si y sélo si i es absoluta para M.

El uso del lema anterior es porqué es usual que cuando se defina un concepto esté
definicién no tenga forma de una Ap-féormula, pero exista una férmula que se sabe que
es absoluta. Por ejemplo, ya sabiamos que toda Ag-féormula es absoluta para modelos
transitivos, asi por el Lema [1.63] se tiene que si ¢ es equivalente a una Ag-formula y M
es una clase transitiva, entonces ¢ es absoluta para M. Toda férmula equivalente a una
Ao-formula es absoluta para modelos transitivos.

Habiamos dicho que lo que piensa M que dice ¢ sobre los objetos de M es lo que
“realmente” dice la formula ¢ sobre tales objetos, en caso de que ¢ sea una férmula absoluta
para M. Usando el Lema [[.63] podemos dar un ejemplo mas especifico de esto. Si tenemos
que M es una clase transitiva y a,b € M. Si se puede ver qué = C y(a,b)M, ya que x C y
es equivalente a una Ap-féormula, entonces z C y es una féormula absoluta para M. Asi
que z C y(a.b)V, esto es, se tiene una meta demostracion de que a C b. Lo importante de
esto, es que si se tiene una meta demostracion de que Vo € M(z € a — = € b) (es decir,
M Na C b que en realidad es = C y(a, b)), entonces tienes que Va(x € a — = € b) (es
decir, que a C b).

Usando estas nociones de férmulas absolutas se puede demostrar que WF es €-modelo
de ZFC y no solo eso, también se puede demostrar que si v es un ordinal limite se tiene
que V, F ZC, donde ZC es ZFC sin el axioma del reemplazo. Sin embargo, los conjuntos
Vi, no van a ser esos conjuntos modelo que buscamos. Relacionados a los conjuntos V,, se
encuentran los conjuntos H (k). En ZF~ — P se puede definir los siguientes conjuntos.

Definicion 1.64. Sea x un conjunto. Entonces

2. trel(z)=\{U" = : n € w}.

Intuitivamente, la trel(x) es el conjunto de todos los conjuntos usados para construir
el conjunto x. Por ejemplo, tomese 3 = {0, 1,2}, entonces U03 =3, U1 3 =2, U23 =1
y para toda n > 3, [J"3 = 0. Asi, trcl(3) = {3,2,1,0}. Como ocurria con los conjuntos
Va, la trcl(x) se define de otra forma, pero se puede ver que es equivalente a esta otra
definicion.

Observacion 5. La clausura transitiva de un conjunto x es el menor conjunto transitivo
que contiene a x. En efecto, primero ndtese que trcl(x) es un conjunto transitivo. Sea
y € trel(zx), entonces existe n € w tal que y € |J" . Entonces y € J" e = U z v
como |J" x C trel(x) para toda n € w, entonces y C trel(x). trel(x) es el menor conjunto
transitivo que contiene a x. Sea z un conjunto transito tal que x C z. Asi, on C z.
Supdngase ahora que para n € w |J"x C 2, como z es transitivo, entonces U"+1:L‘
UU"z C 2. Por tanto trcl(x) C z.

Lema 1.65. Algunas propiedades de la clausura transitiva son:

1. z Ctrel(x);
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2. trel(z) es un congunto transitivo;
3. trcl(z) es el menor conjunto transitivo que contiene a x;
4. Si x es transitivo, entonces trel(zx) = x;
5. Six € z, entonces trel(x) C trel(z);
6. trel(z) =z U Y{trcl(z) : z € z}.
Definicion 1.66. Para cualquier cardinal k, sea
H(k) ={z: |trc(z)| < }.
A los elementos de H(k) se dice que son hereditarios de cardinalidad < k.

Se puede probar que para cada cardinal infinito x, H(k) es un conjunto, H (k) tiene
tamano 2<%, H(k) C V, y H(k) =V, siy s0lo si k es fuertemente inaccesible (si kK = w se
tiene que H(w) = V,,). Por el Lema (e), se tiene que H (k) es un conjunto transitivo.

El siguiente resultado muestra no solo que los H (k) son modelos de fragmentos de ZFC
sino también resume lo que se ha visto de conjuntos modelo de fragmentos de ZFC.

Lema 1.67. 1. Vo BEZC sia > w y « es ordinal limite.
2. Hk)E ZFC — P si k es un cardinal reqular no numerable.
3. Hw)=V,EZFC — Inf.
4. H(k) E ZFC siy solo si k es fuertemente inaccesible.

Usando el Lema [1.67] se tiene que si existe una demostracion de ¢ que no usa el axioma
del conjunto potencia, entonces H(k) F ¢ y si ¢ es absoluta para H(k), entonces V E ¢ y
por tanto existe una meta demostracién de la meta proposicién asociada a ¢ y viceversa.
Aunque en un principio pareciera ser que ya podemos usar la técnica de los modelos para
nuestros fines de generar meta demostraciones, la realidad es que no es asi. Existe dos
inconvenientes importantes. El primero es que es necesario que lo que se desea demostrar
sea una férmula absoluta, lo cual no sabemos en general. El segundo problema es que es
necesario que exista una demostraciéon que no involucre el axioma del conjunto potencia.
Lo que resta es ver como solucionar estos dos problemas. Para usaremos el Principio del
Reflejo.

Sabemos que H (k) es modelo de ZFC si suponemos que « es fuertemente inaccesible;
sin embargo, la existencia de cardinales fuertemente inaccesibles no pude ser demostrada
en ZFC. Lo que si se puede probar es que dada una lista finita de formulas ¢1,..., ¢,
existe un conjunto transitivo M en el cual ¢1,..., ¢, son ciertas.

Para probar el Principio de Reflejo es necesaria la siguiente observacién es necesario
notar que el hecho de que H (k) es modelo de ZFC — P en realidad significa que para cada
axioma ¢ de ZFC — P,

ZFC | Vi(w < k A K es regular — o (%)),
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Se verd que para cualquier lista finita de formulas de ZFC
ZFCF IM(oM A -+ A M)

donde M puede ser un adecuado conjunto transitivo.
El Principio del Reflejo se enuncia como sigue.

Teorema 1.68. Sea Z una clase, para cada « € ON Z(«) es un conjunto y supongase que
se cumple lo siguiente.

1. Si a < B, entonces Z(a) C Z(B).

2. Si~y es un ordinal limite, entonces Z(7y) = Uy, Z(c).

3. Z= UaEONZ(a)'

Entonces para cualesquiera formulas @1, ..., ¢n,
Vaas > alp1,. .., pn son absolutas para Z(3), Z).

El nombre de “Principio del Reflejo” viene del hecho que propiedades del universo de
todos los conjuntos son ‘reflejadas” a conjuntos méas pequenos.
Definamos

Veamos qué Z = |J,con Z(a) cumple las condiciones anteriores. Ya que si o < (3, entonces
R, < Ng, entonces H(X,) € H(Rg). Por otro lado, si 7 es un ordinal limite, entonces

Y = Up<a B Y Ry = Ug<, Ng. Es claro que para cada 8 < v, HNg) € H(Uz., Rp),
es decir, Ug, HNg) € H(Ug., Np). Si 2 € H(Ug, Np), entonces |trcl(x)| = Rg, para
algin B <y como 7 es limite, entonces [trcl(z)| < Ngiq, es decir, x € g, H(Ng). Asi
los Z(«) antes definidos satisfacen el teorema anterior. Notemos que Z = V.

Ademas de este resultado otros resultados indispensables para trabajar con submodelos
elementales son los siguientes, cuyas demostraciones se encuentran en [13].

Teorema 1.69. Sea o(x1,...,x,) una formula de un lenguaje £. Entonces
Co ={a:Vai,...,a, € Vo(VE @lar,...,an] < Vo E@lar,...,an])}
contiene una clase c.l.u.b.

Lema 1.70. La clase
E={keCard:V,=H,}

es una clase c.l.u.b.

El lema anterior indica que para cualquier formula ¢ siempre podemos encontrar un
cardinal x arbitrarimente grande tal que ¢ es absoluta para H,.
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1.4. Resultados de Modelos Aplicados a la Teoria de Conjun-
tos

El primer resultado que mencionaremos no es més que una aplicacién del Teorema
aplicado a la teoria de conjuntos. Para comodidad, ya que estamos trabajando con
€-modelos denotaremos por || el cardinal del modelo 9 (recuerde que en el caso de los
e-modelos el modelo M y el universo del modelo, M, son lo mismo).

Proposicion 1.71. Para cualquier cardinal reqular no numerable k y cualquier conjunto
X C H(k) existe un submodelo elemental M de H (k) tal que X C M y M| < | X| + No.

Ahora se introduciran los resultados que serén clave en todo lo que sigue. Estos resul-
tados son los que nos ayudaran en las pruebas que involucren submodelos elementales.

Lema 1.72. Si k es reqular y M C H(k) tal que |M| < k, entonces M € H (k).

Demostracion: Si k = w, entonces M = {x1,...,z,}. Por (f) del Lema se sabe que
trel(M) = M Ui, trel(z;). Asi, |trel(M)| < | M| + [trel(z)| + - - - + [trel(xy,)| < Ro.

Sean  un cardinal regular no numerable, A\ = |[M| < k y S, = " M. Entonces
So =M ysiz e M, por el Lema (a), |x| < |trel(x)] < k. Supongamos que para
n € w, |Sy| < kysiz €S, entonces |x| < k. Luego, Sp,11 =J S, v asi

Snia < 3 Jal = 1Sl -sup{le] : @ € S}
xESn

Sin embargo, {|z| : x € S} es una sucesion (creciente) de ordinales en x de longitud < &
y como k es regular, concluimos que sup{|z| : x € S,} < k. Por tanto, |S,+1| < k. Si
y € Spy1, entonces y € x, para algin x € Sy, asf por [1.6]] (€), tenemos que [trel(y)| <
|trel(x)| < k, es decir, |y| < k. Por tanto, para cada n € w, |S,| < k y si x € S,,, entonces
|x| < k. Luego,

[trel(M)| = | | Snl < Ro - sup{|Su| : n € w}.

new

De nuevo, como « es regular y {|S,|: n € w} es una sucesion de ordinales (creciente) en &
de longitud w, entonces [trcl(M)| < k. O

El siguiente teorema sera usado frecuentemente en las aplicaciones de submodelos ele-
mentales, sobre todo en la primera parte.

Teorema 1.73. Sea 0 un cardinal reqular y x un cardinal infinito tal que 25 < 0 y X C
H(0) con | X| < 2%, entonces existe M = H(0) tal que X C M, |M| < 2% y M* C A, es
decir, M es cerrado bajo k-sucesiones.

Demostracion: Por la Proposicion existe My = H(O) tal que My es subconjunto
de H(#), X C My |My| < 2%. Afirmamos que M C H(f). Sea f : kK — My una
k-sucesion. Si Sy = f, entonces claramente |Sp| = k < 27 < 0. Ademés, si z € Sy,
entonces z = {{a},{a,y}} cony € My C H() y o < k. Por (d) del Lema [1.65] para todo
ordinal a, trcl(a) = a asi o € H(#). Luego, por el Lema {a},{a,y} € H(0). Asi,
z=(o,y) € H(0), es decir, Sy C H(0).
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Ya que S = [ Sp, entonces

1511 < 3 Jal = [So| - sup{|z| : x € So}.

€Sy

De nuevo, como {|z| : z € Sy} se puede ver como una sucesion creciente de elementos de
6 de longitud |Sp| < 6, entonces sup{|z| : z € Sp} < 6 y como |Sp| < 6, entonces |S;| < 6.
Si x € S1, entonces © € y con y € Sy y como Sy C H(#), entonces x € H(#) (pues por
(e) del Lema [1.65] trel(x) C trel(y)), es decir, Si es subconjunto de H(6) de tamatio < 6.
Supongase que para n € w, S, € H(0) y |S,| < 6. Entonces S, 11 =JSn v

Sl < 3 Jal = 1Sl - sup{le] : @ € .},

.’I?GSTL

como antes, se concluye que |Sp4+1| < 6 y que Sp+1 € H(0). Por tanto, para cada n € w,
Sp C H(0) y |Sn| < 0. Luego,

[trel(£)] <Y [Sal = Vo - sup{|Sn| : n € w}.

new

Como « es infinito, entonces 6 no numerable. Luego, sup{|S,| : n € w} < Oy asi |trcl(f)| <
0, es decir, f € H(6). El resto de la demostracion es igual a la del Teorema Descendente
de Lowenheim-Skolem-Tarski para submodelos elementales.

Supéngase que para 0 < a < k1 se tiene My < H(f) para cada B < a. Sea X, =
Up<aMsUME] C H(0). Entonces existe My < H(0) tal que M, es subconjunto de H(6),
Xo €Uy Ma] < | Xo| + Ro. Ya que cada [Mz| < 2%, entonces

D] = [(1Mp])” < (2)" =27,

entonces
| Xal < (M| + M) < o] - 27 =27,
B<a

pues o < k. Consecuentemente |MM,| < 27. Ademas, se puede ver (de forma analoga a
como se hizo con My pues solo se necesité que My C H(A)) que ML C H(6).

Es claro que (My)4<p+ €s una cadena bajo la contencion de submodelos elementales
de H(#). Luego por el Corolario M =Ugerr Mo X H(O) tal que X CM y

M| < KT -sup{|Ma| : o < T} <27

Veamos ahora que es cerrado bajo k-sucesiones. Sea f : k — M. Sea B={a < 0: 3y <
k(f(y) € My)}. Entonces |B| < k, de nuevo, considerando a B como sucesiéon creciente
de ordinales y ya que cf(k™) = kT (por ser cardinal), entonces existe 8 < kT tal que
B = sup B. Por ser cadena (M, )q<p+, entonces f € ONE, y por tanto f € Mgy C M.

[

A pesar de que el Teorema puede pensarse como una consecuencia directa de la
Proposiciéon y de hecho la prueba es muy parecida, en realidad no es asi pues el
modelo del Teorema tiene la particularidad de que es cerrado bajo k-sucesiones, lo
cual sera 1til cuando veamos algunas aplicaciones.
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En general ninguna de las dos implicaciones se cumple: (i) si x € 9, entonces = C M;
(7i) si & C 9N, entonces x € M. Sin embargo, con unas pocos hipotesis mas se puede
tener casi la primera implicacién. Por otro lado, la segunda implicacién se cumple siempre
que z sea finito y, de hecho, se tiene algo mas general. Siempre que se tenga un conjunto
definible, entonces se puede suponer que ese conjunto es elemento de tu modelo. Esta
ultima implicacién se verd méas adelante, después de ver las primeras aplicaciones de los
submodelos elementales.

Teorema 1.74. Sea 6 un cardinal regular. St M < H(0), y & € M es un cardinal tal que
Kk C M, entonces para todo X € M tal que | X| < k, X CIM. En particular, cada elemento
numerable de MM es un subconjunto de IN.

Demostracion: Sea X € M tal que |X| < k, entonces en V F If(f : k = X A
f es sobreyectiva). Ya que la anterior es equivalente a una Ag-formula, H(0) es tran-
sitivo, k,X € H(0) y si p(z,y,2) es la formula “z : y — 2z A x es sobreyectiva”, en-
tonces H(0) F 3f(f : k = X A f essobreyectiva) (pues V F Jxplk, X] si y solo si
H(0) E Jzp[k, X], donde en se esté sustituyendo la variable y por k y la variable z por
X).

Por otro lado, como X,k € M y M < H(A), entonces existe g € M tal que M E
©lg, k, X]. Ya que I < H(0), entonces H(0) F ¢[g, k, X]. Veamos ahora que X C 9. Sea
x € X, como H(f) E g es sobreyectiva, entonces existe a < k (y por tanto o € H(6)) tal
que H(0) E (a,z) € g, entonces H(0) F Jy((a,y) € g), asi, M E Jy(a,y) € g. Seay € M
tal que M E (a,y) € g, entonces H(A) F (o, y) € g y como H(f) E g es funcion, entonces
H(#) F x =y. Ya que en general la formula u = v es absoluta, entonces x = y. Asi x € M.

]

Los siguientes resultados hablan de conjuntos c.l.u.b. y de conjuntos estacionarios.
Definicién 1.75. Sea 0 < o un ordinal limite. Y sea C C «.

1. C es cerrado en « si para cualquier ordinal limite < « se cumple que si 3 =
sup(C' N B), entonces § € C.

2. C es no aotado en « sisupC = «.

3. C es cerrado y no acotado (c.l.u.b.) si C' es cerrado y no acotado en .

Proposicion 1.76. Para cardinales regulares no numerables Kk < 0 y X € H(6) con
| X| <&,
{a€r:(AM=<HO))X CMA|M| < kAa=sup(MNk)}

contine un conjunto c.l.u.b., de k.
Demostracion: Definamos una funciéon f : kK — x como sigue.
1. Escojamos My = H () tal que X,2 C My y |My| < K, entonces definamos
f£(0) = sup(My N k).
2. Supongamos que ya se definio f(«) y sea My+1 < H(0) tal que My U{My}Ua+3 C

Mat+1 Y [Mas1| < K, entonces definamos

fla+1) =sup(Myt1 N K).
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3. Supongamos que a < k es un ordinal limite y que f}, ya se definié. Por construc-
cion (M¢)¢<q es una €-cadena elemental, luego por el Corolario tenemos que
Ugca Me = H(0). Sea My := g, Me, notemos que [Ma| < £ pues & es regular y
para cada § < « se tiene que £ +2U M U {M} C M. Definamos

fla) =sup(My NK).

Por el teorema de recursiéon f esta bien definida. Veamos qué f es una funcién continua,
es decir, si para cada 0 < o < & limite se tiene que f(a) = lime, f(§). Es claro que
Ugca sup(Me N k) < sup(Ug,,(Me N &)). Por otro lado, si 6 < sup(Ue.o(Me N K)),
entonces existen { < ay 8 € Me Nk tal que § < B < sup(Me N k) < U, sup(Me N k).
Por tanto, sup(Ug<, (Me N kK)) = Ugcy Sup(Me N k). De aqui que

f(a) =sup(My NK)
= sup((|J M) N k)

E<a

= sup( U (M N K))

(<a

= U sup(Me N k))
(<a

— lim f(€).
{<a
Por tanto, f es una funcion continua. Mas atin, ya que si 8 < a < k, entonces Mz C My,
entonces f(3) = sup(Mg N k) < sup(My N k) = f(a) y como ademés para cada o < K
se tiene que @ < a+1 € a4+ 3 C My Nk, entonces a < sup(Ma+1 N k) = fla+ 1),
es decir, la funcién es cofinal. Por tanto, ya que si una funcién f : A — A es cofinal,
continua y no decreciente (con A un cardinal regular no numerable), entonces su rango
es un c.l.u.b., entonces concluimos que ran(f) es un c.l.u.b. el cual estd contenido en el

conjunto {a € k: (AM <X H(0))(X CMA|M| < kK A =sup(MNk))}. O
Notemo que si kK = AT y |X| = A, entonces se puede pedir, ademés, que A +1 C 9.

Definicién 1.77. Sea 0 < a un ordinal con cf(a) > w. S C «a es llamado conjunto
estacionario si para cualquier conjunto c.l.u.b., C, de o, SNC # §).

Observacion 6. Sean k < 6 un cardinal no numerable y M < H(0). Entonces sup(MMNk)
es un ordinal limite.

Demostracion: Supongamos que sup(MMNk) =+ 1. Yaque f < B+ 1 = sup(MN k),
entonces existe § <d < B+ 1en MNk, es decir, B+ 1 € MN k.
Por otro lado, ya que para cualquier 6 € 9 se tiene que {0} € M, entonces § + 1 =
JU {0} € M, por ser M un submodelo elemental.
Luego, se tiene que (8 + 1)+ 1 € M y como k es limite, entonces f+ 2 € MN K, es
decir,
B+2<sup(MNnk)=p5+1

Si k es regular y 9] < k, entonces sup(M N k) es un limite < k.

47



Logica y teoria de modelos
1.4 Resultados de Modelos Aplicados a la Teoria de Conjuntos

Proposicion 1.78. Sean S, C, X subconjuntos de un cardinal regular Kk > w y sea 0 > K
un cardinal regular.

(1) Si S es un conjunto estacionario en k, entonces para cualquier A € H () existe un
M < H(O) tal que A € M ysup(MNk) € S.

(2) SiCeM=H®G), M| <k yC esun club. en k, entonces sup(MNk) € C.
(3) Si X €e M= H(O), M| <k ysup(MNk) e X, entonces X es estacionario en k.

Demostracion: Consideremos la familia {A} C H(#), de tamanio < 6, entonces por el Lema

{A} € H(0). Por la Proposicion
{aer:(@M=IH@O){A}CSMA M <k Asup(MNEk)=a)}

es un c.l.u.b., y como S es estacionario, entonces existe o € S, con a < k, para el cual
existe M < H(H), tal que A € My sup(MN k) = .

Supongamos ahora que C € M < H(A), M| < k y C es un c.l.u.b. en k. Por la
observacion anterior, tenemos que sup(9 N k) es un ordinal limite, sea v = sup(9M N k).
Veamos que C' es cofinal en v, es decir, que sup(C N~y) = «. Claramente sup(C N~y) < 7.
Sea B < 7y, entonces existe § < J € MN k. Ya que C es c.l.u.b. en k y M es un submodelo
elemental, entonces se tiene que

MEIz(d<xzAzxel).

Asi, existe un o € M N C tal que o > F; por tanto, S < sup(M N C). Ya que C es c.l.u.b.
en kK y 7y es un limite < &, entonces sup(M N k) =y =sup(CN~y) € C.

Finalmente, supongamos que X € M < H(0), |M| < k y sup(MNk) € X. Supongamos
que C' un c.l.u.b. en & tal que CNX = (). Luego, por elementalidad, podemos suponer que

C' esta en M, pero por el inciso 2, tenemos que sup(M N k) € C lo cual contradice que
CnNnX=0. O

Lema 1.79. Sea MM < H (), con 0 un cardinal reqular. Si k < 6, |M| =k yx+1 C M,
entonces MN kT es un ordinal §, y k <5 < KT.

Demostracion: MN KT # 0, pues k+1 CIMNKT. Sean 6 = min{a < kT :a € MN KT}
(0 existe pues M N k™ tiene cardinalidad £ < ). Claramente k < § y 6 C MN kT, Sea
a € MN kT, entonces |a| <k y a € M, asi, por la proposicion a C M, por tanto no
puede ocurrir que § < a y como evidetemente § # «, entonces a < 6. Asi, MN kT = 4.

O

Lema 1.80. Sean X C H(#) con |X| < k y k < 0 un cardinal regular, entonces existe
M < H(O) tal que M| <k, X CTM y MN K es un ordinal limite.

Demostracion: Sea My < H(0) tal que M| < Ky X C Myp. Si My N £ no es un ordinal
limite, entonces sea My < H(0) tal que sup(MoNr)UMoU{sup(MoNk), sup(MoNk)+1} C
My y M| < K (esto dltimo porque k es regular). Repitamos el proceso inductivamente.
Si para algin n € w se cumple que M, N Kk es un ordinal limite, entonces acabamos.

Supongamos que no es asf; afirmamos que 9,,Nx es un ordinal limite, con My, = J,,c,, M-
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Es claro, por la Proposicion m, que M, es un submodelo elemental de H(6) y como k es
regular, entonces 9, tiene tamano < k. Sea § = sup(M, N k). Sea a < §, entonces existe
newyfeM,Nktal que a < yasia<<sup,Nk) CMy41. Sea & € M, Nk,
entonces existe n € w tal que £ € M, N K, entonces & < sup(M,, N k) y en cualquiera de
los dos casos & € My 11.

Finalmente, veamos qué § es limite. Supongamos que § = 3 + 1, entonces existe n € w
tal que € M,, N K, entonces [ < sup(M,, N k), pero

sup(M, N k) <sup(M, NkK)+1 €M1 NKCM,NK =0.

Sea a un ordinal. Definimos
o =min{€ > a: £ > w es un ordinal limite}.

Lema 1.81. Si M < H(0), |M| = k y x € M, entonces existe una cadena creciente y
continua (M, : a < K) tal que

1. Para cada o < Kk, My <M y x € M,,.
2. M, | < |a*.
3. M = Uyer Ma.

Demostracion: Supongamos que M = {z, : a < k}. Sea My < M numerable tal que
x € 9My. Supongamos ahora que ya tenemos M, para a < k. Sea Myr1 = M tal que
Mo U{za} € Mot1 ¥ |Mar1] < |(a+ 1), esto se sigue del Teorema ya que [, U
[za}l < lo*] < (@ + 1),

Supongamos que o < k es un ordinal limite y ya estd construida (Mg : £ < «). Por el
Corolario [1.52 Ugcq Me = My [Ma| < 3oy M| < af -sup{[€*] : € < a} =a] - |af =

o = |a*|. O
la| = |

Los anteriores resultados nos ayudaran a usar los submodelos elementales en resultados
de topologia y teoria de conjuntos.

Existe otro método con el que se introducen los submodelos elementales en la literatura.
Aunque este otro método usa la nociéon de férmula, si se reemplaza la formula arbitraria
 con una férmula fija se obtiene un resultado puramente matematico que no involucra la
nociéon de férmula.

Teorema 1.82. Sean 1(1,21,,.-.,21,, ), P1(Tns Tny, - - - Tn,,, ) formulas de la teoria
de conjuntos. St X es cualquier conjunto, entonces existe un conjunto M tal que X C M,
|| < |X|- Vo y siempre que existan my,...,m, € M tales que existe x para el cual
vi(x,my,...,my), entonces existe m € M tal que p;(m, my,...,my), para cualquier i €

{1,...,n}.
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Capitulo 2
Definiciones y resultados adicionales

En este capitulo se presentarén las definiciones y resultados necesarios para las aplica-
ciones de submodelos posteriores.

2.1. Topologia

Primero veamos algunas definiciones topoldgicas que usaremos con recurrencia. Empe-
zaremos definiendo lo que es un espacio topologico.

Definiciéon 2.1. Sea X un conjunto no vacio. Se dird que 7 C P(X) es una topologia
para el espacio X si cumple lo siguiente.

1. X,0er.
2. Si A,B €T, entonces ANB € T.
3. St o/ C 1, entonces | J o € T.

Si T es una topologia para el espacio X, entonces se escribird (X, 7) y se dird que (X, )
es un espacio topoldgico.

Definicion 2.2. 1. Un espacio topoldgico (X, T) es primero numerable si para cada
x € X, existe una base de vecindades de x numerable.

2. Un espacio topoldgico (X, T) es segundo numerable si existe una base numerable.

Los espacios topoldgicos se pueden clasificar en distintos tipos segtin sus propiedades.
La clasificacion méas comin es la de los Axiomas de Separacién, la cual clasifica a los
espacios en funcién del grado en que puntos o conjuntos cerrados pueden ser separados por
medio de conjuntos abiertos.

Definiciéon 2.3. 1. Un espacio topoldgico (X, T) es llamado un espacio Ty si para cua-
lesquiera x,y € X tales que x # y, existen un conjunto abierto que tiene a exacta-
mente uno de estos puntos.

2. Un espacio topoldgico (X, T) es llamado un espacio Ty si para cualesquiera x,y € X
tales que x # y, existen U,V € 7 tales que x e U, y ¢ U, yeV yx & V.
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3. Un espacio topoldgico (X, T) es llamado un espacio de Hausdorff (o Ty) si para
cualesquiera x,y € X tales que x # y, existen U,V € 7 tal que x € U, y € V y
unv=4.

4. Un espacio topolégico (X, T) es llamado un espacio regular (o T5) si (X,7) es un
espacio Ty y para cada x € X y F C X cerrado tal que x & F, existen U,V € T tal
quex cU, FCV yUNV = 0.

5. Un espacio topologico (X, T) es llamado un espacio Tychonoff (T;1 o completa-
2

mente regular) si (X,7) es un espacio T1 y para cada © € X y F C X cerrado
tal que © ¢ F, existen una funcion continua f : X — [0,1] tal que f(z) = 0 y

fIF) = {1}

6. Un espacio topoldgico (X,T) es llamado un espacio mormal (o Ty) si (X,7) es
un espacio Ty y para cualesquier E,F C X cerrados tales que ENF = (), existen
UVerttadque ECU, FCVyUNV =40.

Lema 2.4. Sean (X, T) un espacio topoldgico primero numerable y A C X. Entoncesz € A
si y solo si existe una sucesion en A que converge a x.

Las siguientes definiciones son las de espacios compactos y espacios numerablemente
compactos.

Definicion 2.5. 1. Sea X un conjunto. Una cubierta para el conjunto X es una fa-
milia de subconjuntos de X, {A; : i € I}, tal que X = |J;c; Ai. Una subcubierta
de {A; i € I} para X es una cubierta para el conjunto X, {B; : j € J}, tal que
{bJJEJ}g{AllGI}

2. Si (X, 7) es un espacio topoldgico, entonces una cubierta abierta (o cerrada) para
el espacio topologico (X,T) es una cubierta para el conjunto X tal que todos sus
elementos son conjuntos abiertos (cerrados).

Definicion 2.6. Un espacio topoldgico (X, T) es llamado espacio compacto si es un
espacio de Hausdorff y toda cubierta abierta para el espacio (X, T) tiene una subcubierta
finita.

Definicion 2.7. Un espacio topologico (X, T) es llamado espacio numerablemente com-
pacto si es un espacio de Hausdorff y toda cubierta abierta numerable para el espacio (X, T)
tiene una subcubierta finita.

Lema 2.8. Si (X, 7) es un espacio topoldgico (numerablemente) compacto, entonces todo
subcongunto cerrado de X es (numerablemente) compacto.

Un par de resultados importantes que usaremos mas adelante son los siguientes.
Lema 2.9. Si X es Hausdorff y compacto, entonces X es normal.

Teorema 2.10. (Teorema de Metrizacion de Urysohn). Si (X,7) es un espacio
topoldgico sequndo numerable y T3, entonces X es metrizable.

Definicion. Sea (X, 7) un espacio topoldgico y sea A C P(X)
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1. Se dice que A es punto numerable si para cada x € X se cumple que |{A € A :
WS A}‘ = Ny.

2. St A es punto numerable y ademds es base del espacio topoldgico (X, 1), entonces A
se dice base punto numerable.

Definicion 2.11. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Un punto x € X es llamado punto de
acumulacion completo del conjunto A C X si para cada vecindad U de x se tiene que
|[ANU| = |A|.

Lema 2.12. Sea X un espacio T1. Entonces X es numerablemente compacto si y sdlo si
todo subconjunto infinito de X tiene un punto limite (un punto en el derivado de X ).

Corolario 2.13. Si X es T, entonces todo subconjunto infinito numerable de X tiene un
punto de acumulacion completo si y sélo st X es numerablemente compacto.

Demostracion: Supongamos que conjunto A C X infinito numerable tiene punto de acu-
mulaciéon completo. Sea B C X infinito, sea A C B infinito numerable, existe un punto de
acumulacion completa de A. Claramente dicho punto de acumulacién completa es punto li-
mite de A el cual es también punto limite de B, asi por el Lema[2.12] X es numerablemente
compacto. Supongamos que X es numerablemente compacto y sea A C X infinito numera-
ble, A tiene un punto limite z. Sea U vecindad de x, como X es 17, entonces toda vecindad
de x debe tener una cantidad infinita de puntos de A, asi |[A| =Ry < [ANU| < |A]

O
Definicion. Sea (X, 7) un espacio topoldgico.
1. El cardcter de x € X se define como
X(x, X) =min{|B| : B es una base de x en X} + V.
2. El cardcter de X es
X(X) = sup{x(z, X) : @ € X}.
Definicién. 1. Sea ¥ un conjunto y < una relacion en X. Se dice que (X,<) es un

conjunto dirijido si < satisface

a) < es transitiva, es decir, si x <y yy < z, entonces x < z.
b) < es reflexiva, es decir, © < x para todo x € 3.
c) Para cada x,y € X, existe un z € ¥ tal que z < z yy < z.
2. Una red en un espacio topologico X es una funcion r : 3 — X, donde ¥ es un

conjunto dirigido. Se denotard por x, al punto r(c) y a la expresion “r : ¥ — X es
una red” se denotard por “(zs)sex”.

3. Una red (z5)sex en el espacio topoldgico X converge al punto x € X, denotado por
Ty — X, St para cada vecindad U de x, existe un og € X, tal que para cada o > og
Tz, €V.
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Lema 2.14. Sean (X, 7) un espacio topoldgico y A C X, entonces x € D si y sélo si existe
una red en A que converge a x.

Definicion. Sea (X, T) un espacio topoldgico. La densidad del espacio X se define como
d(X) = min{|A| : A es un subconjunto denso de X}

Definicion 2.15. Sea (X, 7) un espacio topoldgico.

1. Siz € X, el pseudocaracter de x se define como sigue
Y(z, X) = min{|B| : B es una familia de abiertos tal que ﬂB ={z}} + No.

2. FEl pseudocaracter de X es
$(X) = sup{th(w, X) : 2 € X}.

Definiciéon 2.16. Sea (X, 7) un espacio topoldgico.

1. Sea x € X, la estrechez de x es

t(x,X) =min{k:VAC X(xr € A— 3B C A(|B| <k Az € B))}.

2. La estrechez de X es

t(X) =sup{t(z,X): 2 € X} + No.

Definicion 2.17. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. El grado de Lindeléf, denotado por
I(X), se define como

(X)=min{rs >R VU CT(X = JU -V UV <rrX =]V}

2.2. Teoria de Conjuntos

Definicion 2.18. Sean S Ca y f : S — B una funcion. Se dice que f es regresiva en S
st para cada 0 # v € S se cumple que f(y) < 7.

Definicion 2.19. Una familia de conjuntos A es llamada un A-sistema si existe un
conjunto R tal que para cualesquiera X,Y € A, distintos, X NY = R. R es llamado la
raiz del A-sistema.

Definicion 2.20. Una familia de conjuntos A se dice que es cast ajena si para cuales-
quiera A, B € A, tales que A # B, se cumple que AN B es finito.

Definicion 2.21. 1. Una familia de conjuntos A es d-casi ajena si para cualesquiera
A, B € A tales que A # B, se cumple que |AN B| < d.

2. Una familia de conjuntos A es esencialmente ajena si para cada A € A existe
Fu C A tal que {A\ F4: A € A} es ajena por pares.
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2.3. Arboles

Definicion 2.22. Un drbol es un conjunto parcialmente ordenado (T, <) tal que para cada
t €T, el segmento inicial (t) |={x € T : x <t} es bien ordenado por la relacion <.

A los elementos de un arbol se les llama nodos. A continuacién, presentaremos una
terminologia 1til cuando se emplean arboles.

1. Sea t € T un nodo, la altura del nodo se define como el tipo de orden del segmento
inicial t |

Bt () = otp(() )

2. El a-ésimo nivel del arbol T es
Lev(a,T) = {t € T : ht(t) = a}.
A veces, también se denotara por T'(«).

3. La altura de un arbol 7" es
ht(7) = sup{ht(¢t) +1:t € T},
o bien, ht(T) = min{«a : Lev(a, T) = 0}.

4. Un subconjunto P de un arbol 7" es un camino si P es cadena (C-linealmente orde-
nado) y para cada t € P, (t) JC P.

5. Una rama es un camino maximal.
6. Una rama cofinal es una rama que interseca a todos los niveles del arbol.

7. Una anticadena es un subconjunto del arbol tal que cualesquiera dos elementos son
incomparables.

Definicion 2.23. Sea (T, <p) un drbol. Un subdrbol de T es un subconjunto S tal que para
cada s € S (s) JC S.

Si T es un arbol, entonces

7 = | J Lev(8,T)

B<a

es un subéarbol de T'.

Lema 2.24. Sea (T, <) un drbol, B < a < ht(T') yt € Lev(a,T), entonces existe un unico
s €T tal que s € Lev(3,T) y s < t.
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Capitulo 3

Primeras Aplicaciones de
Submodelos Elementales

Algunas veces, intentar buscar una demostraciéon de una proposicién en un modelo
puede ser una tarea maés dificil de realizar que si se demuestra esa misma propiedad en
el otro modelo. Por ejemplo, si se considera la formula x C y, la cual es absoluta para
modelos transitivos, y si a,b € 9, entonces en lugar de demostrar que a C b se puede
demostrar que a N M C b, donde M < H(A) para un 6 suficientemente grande, lo cual
podria ser méas rapido que demostrar lo primero. Asi, podriamos resumir que la aplicacion
de los submodelos elementales consiste en saltar de un modelo a otro, entre MM y H(6),
siempre teniendo en cuenta lo que M y H(f) “piensan” e intentando usar de la forma mas
conveniente lo que cada modelo sabe, es decir, lo que se puede demostrar en él.

Proposicion 3.1. (Stephenson Jr.). Sea (X,T) un espacio topoldgico numerablemente
compacto y B cualquier subconjunto de X de cardinalidad no mayor que 28°. Entonces
eziste G C X numerablemente compacto tal que B C G y |G| < 2%0.

Demostracion: Vamos a usar la técnica de los submodelos elementales para encontrar un
conjunto G tal que B C G C X de tamaio a lo mas 280,

Sean 6 un cardinal regular no numerable suficientemente grande, es decir, sea 6 tan
grande como para que X,7,w + 1 € H(0), B C H(A) y 2% < 0. Y sea M =< H(0) tal
que A C 9, con A = BU{X,7,w}, M| < 2% y M es cerrado bajo w-sucesiones. Ya
que B C M, entonces B C M N X = G. Claramente |G| < 2%0. Resta ver qué G es
numerablemente compacto. Sea S € [G]*, entonces existe una w-sucesion (an)ne, tal que
{an : n € w} = 5. Asi, (ap)new €s una w-sucesion en M y como M es cerrada bajo w-
sucesiones, entonces (an)ncw € M. Sea f : w — S, tal que f(n) = ay, y consideremos la
férmula

(x,z1,22) = x1 es una funcion de sobreyectiva de o a x.

Entonces, ya que X es numerablemente compacto y
H(e) F Hmb(% Zy, ZEQ)[f, w]a

se cumple que
M F Jp(z, 21, 22)[f, W]
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Sea y € M tal que
M E p(z, 21, 22)[y, [, w].
Luego,
H(Q) F ?/)(90, x1, 332)[?/, f7 W],

es decir,

Por tanto, S = fw] € M.
Si consideramos la férmula

o(r,r1,29,23) = € 21 A (Yw € z2)(x € w — |wNx3| = |3]),

puesto que X es numerablemente compacto y S es numerable, entonces existe x € X tal
que z es punto de acumulacién completo de S, es decir,

H(0) E Jxp(z, x1, 22, 23)[ X, T, 5].
Asi, por elementalidad,
M E Jrp(x, 1,2, 23)[X, T, S].

Sea y € M tal que
ME 90(x7$17x27x3)[y7X7 T, S]a

entonces existe y € G que es un punto de acumulaciéon completo de S,
H(@) F QO(-T,%l,JIQ,JI?,)[y,X, T, S]

Consecuentemente, y es punto de acumulacion completo de S en el espacio topologico
(G, 71¢), pues si U = ONG es una vecindad de y en (G, 7¢), entonces como ONS C S C G,
asiUNS=(0NG)NS=(0NS)NG=0NS, y por tanto [UNS|=|0NS| =S|, pues
sabemos que y es un punto de acumulacion completo de S en el espacio topoléogico (X, 7)
y O es una vecindad de y. O

En la demostraciéon anterior se presenta la situaciéon comentada previamente: se esta
comparando lo que H () sabe con lo que 9 sabe. Por ejemplo, dado que
ME H.TQO(I', I, $2)[f7 LU],

fue posible encontrar un elemento y € 9 tal que

M E= @(xaxlal?){yvfaw]‘

Luego, por elementalidad
H(Q) F 90(937 xy, iUQ)[y7 f7 W].

Es decir, sabemos que H(#) piensa que hay un elemento que cumple una cierta propiedad.
Resumiendo, debido a que en H(6) se cumple la formula existencial, por elementalidad, la
formula existencial (3) se cumplen 90, por tanto, es posible encontrar un elemento en I
que cumple esa propiedad, pero, por la misma elementalidad, H(6) piensa que ese elemento
cumple la propiedad.
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Como mencionamos en la demostracion anterior, la parte “Sean 6 un cardinal suficiente-
mente grande...” se refiere, por un lado, a que es necesario que 6 sea tan grande como para
que X,7,w+ 1€ H(), BC H(A) y, como estamos utilizando el Teoremam 2N < g,
Sin embargo, la frase 6 suficientemente grande abarca méas cosas. Previamente habiamos
establacido que no existe modelo de ZFC, pero que los conjuntos H (k) son modelos de un
fragmento bastante grande de la teoria de conjuntos (de hecho, de ZFC — P). Mas aun,
por el Principio del Reflejo, se tiene que para cualquier ntimero finito de féormulas de la
teoria de conjuntos se podria encontrar un H (k) tal que dichas formulas fueran absolutas
para H (k). Asi, 6 suficientemente grande también implica que, por ejemplo, la féormula
Y(x, 1, z2) sea absoluta para H(0), que la formula ¢(z, x1, x2, x3) sea absoluta para H(0)
y también que sea absoluta la “férmula” un conjunto es numerablemente compacto si y
s6lo si todo subconjunto infinito numerable tiene un punto de acumulacién completo.

Proposicion 3.2. (Pospisil). Cualquier espacio Hausdorff que sea primero numerable y

tenga un subconjunto denso de cardinalidad no mayor que 280 tiene cardinalidad no mayor
Ng

que 270,

Demostracion: La idea aqui es encontrar un conjunto que tenga cardinalidad no mayor
que 280 y que sea igual o que contenga a X. Por ejemplo, si G es un conjunto cerrado y
D C @G es un conjunto denso, entonces X = D C G = G.

Sean D C X un conjunto denso en X de cardinalidad no mayor a 2%, § un cardinal
regular no numerable suficientemente grande y 9 < H(f) tal que A = D U {X, T,w},
ACM, |IM| < 2%, M es cerrado bajo w-sucesiones y las formulas

oz, z1,29,23) =z € 21 A (Yw € z2)(x € w — |23\ W] < V)

(la cual se interpreta como “Si w es un abierto que tiene a z, entonces todos a excepcion
de una cantidad finita de elementos de x3 estan en w”) y

Y(x,x1,2) = 1 es una funciéon sobreyectiva de z2 a x

sean absolutas para H (6).

Definamos G = X NM. Claramente D C G y |G| < 2%°. Resta ver G es cerrado en X.
Sea ¢ € G, como X es primero numerable por el Lema existe una sucesion (ap)new,
en G, que converge a c¢. Como antes, si f:w — S, con S = {a, : n € w}, entonces f € M
(pues M es cerrado bajo w-sucesiones), como H(0) F Jxp(x, x1,z2)[f,w], entonces por
elementalidad se concluye que S = f[w] € M. Luego, como X, 7,5 € My

H(0) E Jxp(z, 1, 22, 23)[ X, T, 5]
(pues H(0) F ¢[c, X, 7,5]), entonces
M E Jrp(x, 1,2, 23)[ X, T, 5],
es decir, existe m € M tal que
ME o(z, 21,22, 23)[X, 7, 5]

Por tanto,
H(0) E o(x,x1,x9,23)[Mm, X, T, 5].
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Y como X es Hausdorff, entonces ¢ = m € 9. Asi, c € M N X = G. Se concluye que G es
cerrado. De aqui que X = D C G = G, pero |G| < 2%, Asi, | X| < 2%, O

Usualmente no se mencionan las férmulas que se desean sean absolutas y, en general, se
asume que 2N es absoluto para una cantidad suficiente de férmulas. Aplicando lo anterior,
una demostraciéon breve del resultado anterior quedaria como sigue: sea D un conjunto
denso tal que |D| < 280, Sea M un submodelo elemental de cardinalidad 2% tal que X
y 7 son elementos de 9, D C M y M es cerrado bajo w-sucesiones. Sea z € MN X,
entonces existe una sucesion {a, : n € w} C M N X que converge a x. Claramente
{an :n € w} = {a, :n € w} U{z}. Definamos la formula

o(r,x1,19,23) =x Coy AVw(r €xy > (wex < Vyly €Exa Aw ey — ynNas #0))),

la cual se entiende como “z es la clausura de z3 en el espacio topolégico (x1,x2)”. Debido
a que la férmula ¢ es equivalente a una Ag-férmula,

H(0) E p(x,z1,22,23)({an : n € w}, X, 7,{an : n € w}),

X, 1,{an : n € w}M (donde {a, : n € w} € M por la razoén de siempre, se supone N
cerrado bajo w-sucesiones y que la formula ¢ (x, z1,22) que aparece en las proposiciones
yes absoluta para H(0)) y ademaés se esta suponiendo que la formula p(z, z1, x2, x3)
es absoluta para H (), entonces existe m € 9 tal que

ME p(m, X, 7,{a, : n € w}).

Luego, por la definicion de la formula ¢ concluimos que m = {a, :n € w}, es decir,
{an :n €w} € M. Por el Teorema {an :new} C M, asi, x € M N X. Luego,
X=DCMNX=MNX.

Diremos que a € A es definible en el modelo 2l con parametros a1, ..., a, € A si exis-
te una formula p(z,x1,...,z,), tal que A F pla,a1,...,a,] y A EVa(o(z,z1,...,2,) —
x =a)lay,...,ay]. Nosotros diremos que b es definible en B con parametros aq, ..., a, € 2A
para referirnos al siguiente cao: si 2 < B, b es definible en B por la formula ¢(x, 21, ..., x,)
y los parametros ai,...,a, € A. Ya que

B E Jzplay, ..., anl,

entonces
AFE Jzplar, ..., an].

Sea a € A tal que A F ¢la,aq,...,a,]. Entonces B F pla,ai,...,a,]. Y como b es definible
en B, entonces
BEa=b.

Asi, siempre se puede suponer que los conjuntos definibles son elementos del conjunto
(pues siempre se puede suponer que 9 es absoluto para las formulas que definen esos
conjuntos). Algunos ejemplos de conjuntos definibles son 0, w, wy, Q, R, ¢, V2, etc. En
lo sucesivo, en lugar de escribir la formula simplemente enunciaremos que el conjunto en
cuestion es definible.

Proposicion 3.3. Si X es numerablemente compacto y tiene una base punto numerable,
entonces X es metrizable.
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Demostracion: Sean U una base punto numerable de (X, 7), § un cardinal regular sufi-
cientemente grande y 9 < H(0) tal que {X,7,U} C M y || = Ro.

Sea D = MN X, entonces D es denso en X pues si z € X \ D, para cada € D exite un
abierto U, € U (porqué U es base del espacio topologico (X, 7)) tal que z € U, vy z & U,
(pues X es Ty). Como z € D, entonces U, N (X NIN) # 0, sea zg € U, N D NIN. Entonces
Uy € {U €U :x9 € U}. Puesto que {U € U : g € U} es definible en H () con parametros
xo,U € M, entonces {U € U : 9 € U} € M. Como U es punto numerable, entonces el
conjunto {U € U : 9 € U} es un elemento numerable de 9, asi por el Teorema se
concluye que U, € 9.

Asi, se puede cubrir a D con {U, : 2 € D} y {U, : x € D} CUNIM. Como |M| = N,
entonces

{U, : z € DY < |UNM| < R,

es decir, {U, : # € D} es una cubierta abierta numerable de D. Como D es cerrado en X, y
X es numerablemente compacto, entonces existe Uy, , . .., Uy, talesque MN X C Y7, Uy,
es decir, {U,, : 1 < i < n} cubre a D. Ya que subconjuntos finitos de 90t son elementos
de M (pues, si A = {a1,...,a,} C M, entonces es evidente que A es definible en H(6)
con parametros ai,...,a, € 9, por el Lema A € H(0), asi A € 9M). Entonces
{Us, : 1 <i<n} e M. Consecuentemente se tiene que

MEVz(zre X w2 € Usz)
i=1

Luego

H(0)EVaz(z e X x| JUs).
=1

Y como la formula anterior es equivalente a una Ay, entonces se concluye que {Uy, : 1 <
i < n} cubre a X. Sin embargo, por construccion de las Uy, z € |, Us,, lo cual es una
contradiccién. Por tanto, D es denso en X.

Six € D, entonces {U e U :x € U} CU, por tanto J{{U eUd : 2 €U} :z € D} CU.
Por otro lado, si U € U, entonces existe = € D tal que x € U (se puede suponer que U es
no tiene al conjunto vacio), entonces U € {U e U :x € U}, asi, U e Y{{U el : 2z €U} :
x € D}. Es decir,

U= J{{Ueu:2eU}:ze D},

Dado que U es base punto numerable y como D es numerable, entonces U es unién nume-
rable de conjuntos numerables, es decir, i es numerable.

Veamos que el espacio X es compacto. Por hipotesis es Hausdorff (ya que X es nu-
merablemente compacto). Por otro lado, si A es una cubierta abierta de X, entonces sea
A*={U eU : (3A € A)(U C A)}. Como U es numerable, entonces A* es numerable.
Para cada U € A*, elijase Ay € A tal que U C Ay y sea B = {Ay : U € A*}. Se tiene
que B es numerable. Mas atn, si z € X, entonces existe A € A tal que x € A. Como U
es base, sea U € U tal que x € U C A, entonces U C Ay. Asi, x € Ay y Ay € B. Por
tanto X C |J B, donde B C A. Como B es numerable y X es numerablemente compacto,
entonces existe una subcubierta finita de B, es decir, existe una subcubierta finita de A.
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Finalmente, como X es T» y compacto, entonces por el Lema X es normal, en
particular, X es regular. Luego, por el Teorema de Metrizacion de Urysohn (Teorema
2.10)), se concluye que X es metrizable. O

Proposicion 3.4. Si X es compacto, entonces | X| < ox(X),

Demostracion: Sea k = x(X). Sea 6 suficientemente grande tal que 9 < H(#), X, 7 € M,
|9t < 2% y 9 sea cerrado bajo k-sucesiones.

Sean G =MNX y a € G, entonces por el Lema existe una red (z5)sex en G que
converge a a. La red tiene longitud < &, y de hecho, tal red es la red natural (v )ycp(a);
donde para cada vecindad V' € B(a), zv € VNG y B(a) es una base de vecindad para a
que tiene tamano x(a, X) < x(X) = k. Mas aun, por elementalidad podemos suponer que

B(a) € M. Si

o(z,x1, 9,3, 4) = x : x3 — o1 es funcion A

Vu(u € z9 — (4 € u — Jy(y € x3 ANVw(w € 23 ANw Cy — z(w) € uw)))),
puesto que (7y)yep(q) es una red que converge a a, entonces
H(0) E Jzp[X, 7,B(a),al.

Asi, existe f € 9 tal que f : B(a) - X y para cada vecindad V de a existe V, € B(a)
tal que para toda U € B(a), con U C V, entonces f(U) € V. Es decir, la nueva red
(f(V))ves@) € M converge a a. Sea

Yy, y1,y2,y3) =Vu(u € y1 — (r €u — Is(s € Yo AVw(w € y2 Aw C s — y3(w) € u)))),

entonces
H(e) = El?ﬂ/’(yv Y1,Y2, 3/3)[73 B(CL), f]

Luego, por elementalidad existe m € 91 tal que

H(Q) F w(y, Y1, yQay?:)[mv T7B(a)7 f]

Por tanto, (f(V))vep(q) converge a a'y a m, pero X es Hausdorff, asi que a = m, es decir,
a € M; como ademas a € X, entonces a € GG. Por tanto GG es un conjunto cerrado.

Para cada © € G, existe una base de vecindades B'(z) de tamano < k. Luego, por
elementalidad existe una base de vecindades B(x) € 9t para x de tamano < k, asi por el
Teorema B(z) C M.

Siy € X\ G, entonces para cada = € G sea By € B(z) tal que x € By y y € B,.
Entonces G C |J{B; : = € G}, entonces existen z1,...,z, € G tales que G C |J_; By,.
Es decir,

n
MEX C B,
i=1
Luego, se estaria probando que { By, , ..., By, } cubre a X pero evidentemente y ¢ |J;"_; Bz, -
Asi que X = G. Por tanto | X| < |91 < 2%, O

Comparando la demostracion de la Proposicién con la demostracién de la Proposi-
cién nos damos cuenta que las demostraciones son muy parecidas, dado que en ambas
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se busca un conjunto G' que contenga a X que sea cerrado (y por tanto compacto) y que
tenga cardinalidad no mayor a 2. La diferencia entre ambas demostraciones radica en que
en la Proposicion s{ se tiene que construir dicho conjunto G.

Para finalizar esta primera parte se presentaran tres resultados muy importantes, los
cuales pertenecen a Teoria de Conjuntos y Topologia: el Pressing Down Lema, el Lema de
las A Familias y un resultado del profesor Arkhangel’skii que habla sobre el tamano de
espacios de Hausdorff.

Teorema 3.5. [Fodor|. Sean k = AT wuna cardinal regular no numerable, S C K un
conjunto estacionario de k y f : S — Kk una funcion regresiva en S, entonces existe a < K
tal que f~1[{a}] es estacionario en k.

Demostracion: Sea 6 > k un cardinal regular lo suficientemente grande. Por lo que se
mencion6 después de la Proposicién podemos, ademas, pedir que en la Proposicion
1.78/ (1) A+ 1 C 9, asi, sean M < H(#) tal que A+ 1U{f} CMy s =sup(MnNk) €S.

Como f es regresiva, entonces £ = f(4) < d y por tanto £ € 6 = sup(MM N k).
Ya que f,£ € My H(9) FIx(Vy(y € z + f(y) = £))), entonces X = fL[{¢}] € M.
Ya que sup(MNk) =6 € X, por (3) de la Proposicién se tiene que X es estacionario.
O

Si comparamos esta tiltima demostraciéon, con su contraparte que no usa submodelos
elementales, queda claro la ventaja de usar submodelos elementales.
A continuacion, realizamos la demostracion del Lema del A sistema.

Proposicién 3.6. Sea k un cardinal reqular y F C [1]<¥ con |F| = k*. Entonces existe
N € [kT]® y un A-sistema B de cardinalidad k™ con raiz R C N.

Demostracion: Sea > x un cardinal regular lo suficientemente grande tal que F,xk" €
H(0). Sea M < H(A) tal que F € M, k +1 C M y |M| = k. Definase N = M N k™. Por
el Lema sea N =4, entonces k < < kT, asi N € [kT]".
Ya que
[INI=| = IN| =&

y |.Z] = kT, entonces existe Fy € F tal que Fy € N. Més atn, puesto que
F={FeF:FCN}U{FeF:FZN}

y F consta de subconjuntos finitos, entonces F C [N]<“U{F € F : FF € N}, asi, existen
mas k elementos de F tales que no estan contenidos en N. Y como 0 tiene cardinalidad
Kk, entonces se puede escoger Fy € F tal que Fy € Ny Fy & M. Sea R = Fy N N; ya
que R C Fp, entonces R es un subconjunto finito de . Ademas, como R C N C 9N,
entonces R es un subconjunto finito de 9, luego, R € 9. Por otro lado, no puede ocurrir
que Fy C R, pues entonces Fy = R, pero R € My Fy & M, asi, Fy\ R # 0 (pues R C Fp).

Sea o un ordinal < k* en 9N, entonces a € N, es decir, @ < §. Entonces o < min(Fp\R),
pues en caso contrario, existe d € Fy \ Rtal que d < o < d = N, es decir, d€ NNFy =R
lo cual es una contradiccién. De lo anterior se tiene que

HO)FJze FIRCxAxz\R#0Amin(z\ R) > «a).
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Y como R,a € 9N, entonces
MEIJz e F(RCxzAz\ R+#DAmin(z\R) > «),
pero esto ocurre para toda o € M N k™. Luego,
MEVa ek Bre F(RCxAz\R#0Amin(z\ R) > a)).
Y como kT, F, R € M se concluye que
HO) EYacrkt(Fr e F(RCzAx\R#0Amin(z\ R) > a)).

Se construiran dos sucesiones (a¢)ecyt+ v (Fg)ecr+ de la siguiente forma: supongase
que para cada £ < 7, con kT, ya se eligierén los ag > 6 y F¢ de tal forma que Fy € F,
R C F¢, Fe\ R # 0 (es decir, R C F¢) y ag < min(F¢ \ R). Entonces ag < méx(Fg) < k™
(el maximo existe porque F¢ es finito). Luego, A, = {max(F¢) : £ <n} C kT de longitud
n < kT y como k7 es regular, entonces existe o, tal que § < oy < kT y méx(Fe) < ay
para toda £ < 7). De lo anterior se tiene que para cada { <n <kt RC Fey

§ < ag <min(Fe \ R) < max(Fe) < oy,

Sean &, < kT y F¢, Fy € {F¢ : £ < st} y supongase sin perdida de generalidad que
& < m, entonces
max(Fg) < a, < min(F, \ R).

Sea y € F¢\ R, entonces y < max(F¢) < min(F;, \ R), es decir, y € F),\ R. Por otro lado, si
y € F,)\ R, entonces max(F¢) < min(F;,)\ R) <y, es decir, y € F¢, en particular, y ¢ F¢\ R.
Asi, ) = F:\RNF,\ R= (F:NF,)\ R, es decir, Fe N F;, C Ry como R C F¢ para cada
€ < k™, se concluye que {F¢ : £ < KT} es un A-sistema. O

Lema 3.7. Sean (X,7) es un espacio topoldgico con (X) < k, 6 un cardinal regular
suficientemente grande y M < H(0) tal que X, 7 € M, k +1 C M y M es cerrado bajo k-
sucesiones, entonces si z € X \IM, para caday € MNX se puede seleccionar un U, € MNT
tal quey € Uy y z € Uy.

Demostracion: Sean z € X \ My y € MN X. Ya que ¥(X) < K, entonces existe B C 7
tal que |B| < ky (B = {y}, es decir,
HO)EJzx(x CTA|z| < /<;/\U$: {y}),

como y, T € M, entonces existe By € M tal que B, C 7, (B, = {y} v |By| < &, entonces
B, € M. Como z # y, entonces existe U, € B, tal que z € U,. Claramente y € U, y
U, eMmnr. O

Proposicion 3.8. Sea (X, 7) un espacio Hausdorff, entonces | X| < 2HX)-¥(X)(X),

Demostracion: Sea k = 1(X)-9(X)-t(X). Sea 6 un cardinal regular suficientemente grande
y (por el teorema [1.73)) sea 9 < H(0) tal que [M| = 2~ tal que {X,7}Ux+1C My M
es cerrado bajo k-sucesiones. Se probara que X C 9.
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Primero demostraremos que 9t N X es cerrado en X. Puesto que X N9 C X resta
ver que X NI C M. Supongamos que existe z € X N M\ M, ya que (X) < k, entonces
existe una familia de abiertos {V,, : a < s} tales que {2} = [\, Va. Debido a que X
es Hausdorff, entonces para cada « < k y cada y € X \ V, existen Uy, V' € 7 tales que
yeUy, ze Vy yUS NV} = (), de aqui que para cada o < k y para cada y € X \ V,,
z e Uifj‘

Para cada o < k se cumple que X \ V, es cerrado y como I(X) < &, entonces [(X \Vy) <
K, luego, como {Uy' : y € X\Va} cubre a X'\ Vy, entonces existe {Uy'5 : 8 < r} subcubierta,
de tamaifio s, de {Uy : y € X \ Va}.

Ya que t(X) < kyz e XNMC X, entonces existe Y C X NN tal que |Y| < Ky
z €Y. ComoY C OM de tamafio a lo mas k y 9 es cerrado bajo x sucesiones, entonces
Y e M.

Para cada «, 8 < k definamos

Y§ =Y NUS,.

Como antes, puesto que Y5 C M de cardinalidad a lo més &, entonces Y3ieM Dado que
Yg C U;‘B vz ¢ U;B, entonces z ¢ Yiﬁa para cada «, 8 < k. Mas adn, ya que z & Uz(/lﬁ’
entonces Yiﬁo‘ C Y\ {z}, es decir, Uaﬁ@iYiﬂo‘ C Y\ {z}. Supongamos que z € Y \ {2}, como
T # 2 Y (Nacx Va = {2}, entonces tenemos que existe a < & tal que € X \ V, y como
U*:ye X\ V,} cubre a X \ V,, entonces existe y € X \ V, < Kk tales que x € U%,.
0y : y y q s
Afirmamos que z € YT? Sea O € 7 tal que x € O, entonces O N Ugj‘ﬁ €Tycomozx €Y,
entonces (ONUZ ) NY # 0, es decir, ONYS # 0, asi v € Yiﬁo‘ Por tanto,

?\{z}:U{YT?:a,ﬂ<FL}.

Sizgimyparacadaa,ﬂ<ﬁY[§)‘EimyYEZW, entonces

m#?:U{?ﬁza,ﬁ<ﬁ},

sin embargo

H(G)hze?Az€U{Y/§‘:a,ﬂ<ﬂ}.

Por tanto, concluimos que X NI es cerrado.

Para finalizar, veamos que X C 9. Supongamos que z € X \ 9, por el lema anterior
para cada y € X NI existe U, € M N7 tal que y € Uy y z ¢ Uy, entonces {Uy : y €
X NN} es una cubierta abierta de X NN el cual es un conjunto cerrado, por tanto existe
{Uyp: B <k} C{Uy:y € XNM} que cubre a X N M. Como {Uy 3 : 5 <k} C M de
cardinalidad a lo mas &, entonces .# = {Uy 3 : f < K} € M. Luego, como X, 7, .# € IN,
entonces

M E A es cubierta de X N M.

Pero

H(Q)#zeXAz%U//l.
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Capitulo 4
Mas resultados

Después de haber enunciado algunos resultados clasicos que emplean la técnica de
submodelos elementales, vamos a presentar algunos otros resultados que usan una nueva
técnica derivada de los submodelos elementales: en lugar de trabajar con submodelos ele-
mentales fijos, se emplearan sucesiones de submodelos elementales, para ser mas precisos,
arboles de submodelos elementales.

La solucién de muchos problemas que involucran el conocer el tamano de un conjunto,
tal es el caso de algunos problemas conbinatorios, tienen el mismo acercamiento: encontrar
un buen conjunto, junto con una correcta enumeracion, y encontrar una funcién adecuada.
Aunque encontrar tal funcién y tal conjunto varia de problema en problema, encontrar
la correcta enumeracién usualmete sigue las mismas ideas. Una técnica comun es escribir
al conjunto X como la uniéon de X, conjuntos més pequenos que cumplen ciertas pro-
piedades similares al conjunto original. Esto usualmente se conoce como una filtracion.
Para conseguir una filtraciéon se puede, por ejemplo, intersectar al conjunto X con una
cadena elemental de submolelos y asi, con la elementalidad, se tiene que cada una de esas
intersecciones reflejan las propiedades de X.

La técnica de usar arboles de submodelos elementales se le atribuye a R. O. Davies y
se cree que originalmete aparecié en [1] en 1960. A continuacion presentaremos la nocion
principal en lo que resta de la tesis: los arboles de Davies.

La siguiente demostracion, al igual que la mayoria de las demostraciones siguientes, se
encuentran en [21]. Ademés de que el resultado siguiente fue originalmente escrito en [21]
como una version méas simple del Lema 3.17 de [18§].

Teorema 4.1. Sean k un cardinal y x un conjunto. Entonces existen un cardinal reqular 0
suficientemente grande y una sucesion (My : o < k) de submodelos elementales de H(0),
tales que:

(a) Para cada o < k, | M| =w yx € My,.

(b) £ € Uacr Ma

(¢) Para cada 8 < K existe mg € w y una coleccion Ng j < H(0), con j < mg, tal que

U 2= [ 9%,

a<f j<mﬁ
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Demostracion: Sea 6 un cardinal regular suficientemente grande tal que k,x € H(6).
Contruiremos, recursivamente un arbol 7', el cual es un subarbol de Ord<“’E]. Donde Con-
sideremos la sucesion () y sea M(D) < H(0) tal que kU {z} € M(D) y |9M(0)| = &.

Supongamos que ya tenemos el arbol 7" y los submodelos elementales M(a). Si a €
T es tal que M(a) tiene cardinalidad no numerable, entonces por el Lema existe
(M(a"a) : a < Kq) (kg = |M(a)]) una cadena creciente y continua tal que

1. Para cada £ < kg, £ € M(a™E) y M(a™E)| < [€F] < Kq.
M(a) = Uecr, M(a™8).

Extendamos T” con los nuevos nodos {a™¢ : € < Kk, } de forma usual para seguir teniendo
un buen orden e iteremos el proceso para obtener T'. Observemos que si a € T, entonces a
es terminal si y solo si M(a) es numerable.

/ @
M(0) ~ M(1) M(a)
M(a™0) M(a™1) - M(a™7)
Veamos que
= U{Sﬁ(a) ta €Ty aes terminal}.
Sea z € M(D). Afirmamos que existe un n € w tal que z € M(< ap, . . ., @, >). Supongamos

por contradicciéon que no podemos encontrar dicho n € w, entonces por la construccion
de los arboles, podriamos asignarle a cada n € w el ordinal |9 (ay)|, donde z € M(ay,) y
|M(an)| > |MM(an+1)| para toda n. Asi, existe una sucesion decreciente infinita en «, lo cual
contradice que £ sea bien ordenado (pues, todo subconjunto no vacio de k tiene elemento
minimo). Notemos que por lo anterior 7" no puede tener una rama infinita digamos. La
otra contensién se cumple por un proceso simple de induccién sobre la longitud de a.

Ordenemos {M(a) : a € Ty aes terminal} con el orden lexicografico, es decir,
M(a) <iex MM() siy solo si k = min{n € dom(a) Ndom(b) : a(n) # b(n)} v a(k) < b(k).
Veamos ahora que [{9M(a) : a € T y a es terminal}| = k. Para esto ultimo, verifiquemos lo
siguiente:

1. {a €T : a es terminal}| > k.
2. Para cada a € T, 9(a) tiene menos de kK <jex-predecesores.

Lo primero se sigue del hecho de que M(D) = |JM(a) : @ € T y a es terminal y que cada
M(a) es numerable.

Veamos ahora que cada a € T 9M(a) tiene < Kk <jex predecesores. Procedamos por
induccion sobre la longitud de a. Supongamos que long(a) = 0, es decir, a € Lev(1,T).

! Aunque técnicamente no existe un orden en ORD<*, nos estamos refiriendo de la clase-orden lexico-
grafica
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Sea b € T tal que b <jex a, entonces b(0) < a(0), luego por el Lema tenemos que
IM(bro)| < |M(a)|. Ahora, si |M(bjo)| > w, entonces por el mismo lema existen [M(byo)|
particiones de M(byp) en submodelos de tamano < |M(byo)| y asi sucesivamente. Por tanto,
si ¢ € Ord<* que extiende a bjg, entonces ¢ es una de las posibles |9(bjo)| extensiones de
bjo. Ya que hay a lo mas |9(a)| sucesiones de longitud 0 <jcx-menores que a, entonces a
tiene a lo mas |9M(a)| < Kk <jex predecesores. Ahora, supongamos que se cumple para n
y sea a € T tal que long(a) = n+ 1. Sea b € T tal que b <jex a, entonces existe k € w
tal que b(k) < a(k). Si k < n, entonces b <jex @y, asi por hipotesis inductiva, existe < &
<jex-predecesores de a que difieren de a antes del natural n+ 1. Por otro lado, al igual que
en al caso base hay a lo mas |M(a)| < k <jex predecesores de a. Por tanto, a tiene < &
<lex predecesores.

De 1y 2 tenemos que [{M(a) :a € T y a es terminal}| = k.

Para finalizar, mostremos que si b € T es terminal, entonces [J{M(a) : a <jex
by a es terminal} se puede escribir como la uniéon de una cantidad finita de submode-
los elementales que tienen a x. Sea b € T terminal y supongamos que |b|] = m. Para
j € {1,...,m}, por el Lema sabemos que (M((brj—1)"¢) : & < b(j — 1)) es una
cadena de submodelos elementales y por tanto [J{9M((b;j—1)"&) : € < b(j — 1)} es un
submodelo elemental, asi para cada j € {1,...,m} definamos

Noj = JO((b;-1)78) : & < b — 1)}

Afirmamos que
U{Sﬁ(a) 1a <lex by a es terminal} = U{Nb-j 17 <m}.

Sea x € Ny, con j < m, entonces existe { < b(j — 1) tal que si a := (b;j—1)"§, entonces
a <lex by x € M(a). Por el Lema y por lo que vimos cuando demostramos que
M) = J{M(a) : a € T y a es terminal}, sabemos que existe ¢ € Ord<* que extiende a
ay x € M(c). Evidentemente tal ¢ <jex b, por tanto

U{Nb-j 7 <m} C U{Qﬁ(a) @ <jex by a es terminal}.

Por otro lado, supongamos que para algin a <jex b, terminal, x € M(a). Sea m —1 > k =
min{n : a(k) # b(k)}, entonces a(k) < b(k). Si definimos | = k+ 1 y £ = a(k), entonces
L <1 <m, Ma) € M(ap), ap = (b)) ~& y Mlap) € {M((by—1)"§) : £ <b(l — 1)}, por
tanto, € M(ay) € Np,.

Ya que [{M(a):a € Ty a es terminal}| = k, entonces podemos cambiar los M(a) por

M. O

A partir de ahora, nos referiremos a la sucesiéon del teorema anterior como un arbol
de Davies para k sobre x. El cardinal x usualmente denotara el tamafo de la estructura
con la que estemos trabajando y, como es usual, = representara el conjunto de todos los
objetos de interés.

Si (M, : a < k) es una sucesion de modelos, entonces usaremos la siguiente notacion:

Moo = | M.

B<a
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Notemos que si nuestro modelo original tiene tamano ¥,,, entonces el arbol tiene tamano
3. De aqui que en el Teorema los mg son ntmeros entre 1 y n. Por tanto, podemos
reemplazar los mg por n. La siguiente figura ilustra el caso en que x = N3, como se observa
segun la construcciéon de los arboles de Davies, primero se “divide” al modelo en N; modelos
de tamano Ny, luego se divide en Ny modelos de tamano R; y finalmente en N3 modelos de
tamano Ng. Cada modelo de tamano N; se divide en modelos de tamano Ry y cada modelo
de tamano Ny se divide en modelos de tamano Ny y N;. Finalmente, estos altimos se diven
en modelos de tamano Ny.

M
///
M) & M(@1) - M(wr) M(
7/

(0)

wi+1) - M(w2) M(ws + 1)
M(wi0) M(wi" 1) -++ M(wz0) -+ M(wy wi)
M((wy"w1)70)---

A continuacién, presentaremos el primer resultado que us6 la técnica de los arboles
de Davies. W. Sierpinski demostré que CH implica que R? puede ser cubierto por una
cantidad numerable de graficas de funciones rotadas. Ademés, Sierpinski pregunto si en el
resultado anterior es necesario CH. En 1963, R. O. Davies di6 una respuesta negativa a
esta pregunra mostrando que el resultado anteriorse seguia siendo vélido en ZFC.

Teorema 4.2. R? puede ser cubierto por una cantidad numerable de grificas de funciones
rotadas.

Demostracion: Escojamos ¢;, i < w, lineas distintas que pasan por el origen. Nuestro
objetivo es encontrar conjuntos A; tales que R? = (J{A; : i < w} y si £ L /;, entonces
[N A;| <1.

Sean k = ¢, r : K — R? sobreyectiva, x = {k,R%, 7} U {l; : i < w} y sea (M, : a < k)
un arbol de Davies para k sobre x. Notemos que si £ € kNN, entonces por elementalidad

Mo E (32)((§,2) = 7).

Por tanto, r(§) € M. Puesto que x C |
que R? C {J,., Ma.

La forma de construir los A; es por induccion sobre 8 < k. El objetivo sera distribuir los
puntos de R? N M5 en los conjutos A; asegurandonos que si £ L ¢;, entonces [£ N A;| < 1.
Para 0 es facil. Ya que 91y es numerable, entonces simplemente colocamos cada punto de
R?2 N My en un A; distinto. Supongamos que para 3 < x ya hemos listado los puntos de
R? N M 5. De nuevo, como Mg es numerable, entonces enumeremos R MMz \ M5 como
{th : n < w}.

Por induccién sobre n colocaremos cada ¢, en un adecuado A;,. Supongamos que para
k < n, ya hemos colocado a ¢ en un A;,. Recordemos que M3 se puede escribir como

acr Mo y T es sobreyectiva, entonces se concluye
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(U{Ng,; : j < mg}, donde cada Ng; es un submodelo elemental que tiene a x. Afirmamos
que existen a lo mas mg ¢ € w \ {ix : K < n} para los cuales la linea perpendicular a i
que pasa por ty, £(t,,1), ya tenia un punto de A;. Supongamos que existen mas de mg i.
Denotemos por z; al punto que esta en A; N¥¢(t,,4), por la contruccion de los conjuntos A;
tenemos que tales x; estan en R2NM g y por tanto, existen i,4’ € w\{ix : k <n}yj < mg
tal que x;, zyy € Ng j. Como ademas, x € Ng j, entonces ¢(z;,1), {(x;,1") € Ng ;. Por tanto,
tn = l(wi,3) N L(xy,1") € Ngj, es decir, t,, € Mg lo cual es una contradiccion. Por tanto,
hay es posible poner a t, en un A; de tal forma que se siga cumpliendo lo requerido. [

Teorema 4.3. Para cada d € N, toda familia d-casi ajena A de conjuntos numerables es
esencialmente ajena.

Demostracion: Sean k = |A|, f : Kk — A una funcion sobreyectiva, z = {A, f} y (M, :
a < k) un arbol de Davies para x sobre x. Al igual que antes, A C [J{M, : a < K} y para
cada 8 < «, existe mg € w tal que Mg = J{N3,; : j < mg}.

Nuestro objetivo es definir una funcion F en A tal que para cada A € A, F(A) € [A]<¥
y ademas {A\ F(A) : A € A} es ajena por pares.

Definamos Ag = (ANM3) \M 3y Acp = AN 3. Para cada a < & definiremos F' en
A de forma independiente. Sea 3 < &, afirmamos que para cada A € Ag, |[AN(JA<p)| <
w. Supongamos que AN (|J.A<g) es infinito. Ya que

AN (UA<5) =An (U»Ammd)

= An(JAnJ{Ns,; : 5 <mg))

=An(JUHANNg; 1§ < mg}))

= AﬂU{UAﬂNg,j 1j <mg}

=JtanJAnNg;) 1 j < mg}.
Entonces, existe un j < mg tal que A NJ(A N Ng;) es infinito. Luego, sea a € [A N
U(A N Ng ;)]% Aunque no se estableci6 explicitamente, se pueden elegir los modelos Ng ,
en el Teorema de tal forma que cumplan que w + 1 C Ng ;. Lo anterior implica que
U(ANNg ;) € Naj, pues si z € [J(AN Ng;), entonces existe y € AN Ng; tal que z € y.
Como y € A, entonces es numerable y como y € Ng;, entonces y C Ng;, asi x € Ng ;.
Luego, a C Ng j y como a es finito, entonces a € N3 j. Debidoaque a C A, A€ A, |a] =d

y A es d-casi ajena, entonces existe un unico elemento de A que contiene a a, luego, por
elementalidad

Ng j F “existe un tnico elemento de A que contiene a a”.

Por tanto, A € Ng ;, pero Ng; € Mg, lo cual contradice la eleccion de A. Consecuente-
mente, AN|JA<g es finito.
Ya que cada M, es numerable, entonces enumeremos Ag = {Ag; : | € w}. Definamos

F(ABJ) = Ag; N (U AgU U{Ag’k ck<1}).

Evidentemente se cumple que F esta bien definida y F(A) € [A]<“. Veamos ahora que
{A\ F(A) : A € A} es ajeno por pares. Sean A, B € A tal que A # B. Ya que A C
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U{M. : a < K}, entonces existe a, f < k tales que A € M, y B € Mg, supongamos,
sin perdida de generalidad, que A € A, y B € Ag. Supongamos que o < 5, A = Aqr,
B =A3,y v € Aay \ F(Aay) NAgs \ F(Ags). Ya que x € Ag, \ F(Agy), entonces
x & |JAcp. Por otro lado, ya que z € Ay, \ F'(Aar) ¥y Aayr € Acp, entonces z € |J Acg.
Supongamos que o = f§, A = Ao, B=A0s, 7 <syx € Ap,r \ F(Aay) NAas \ F(Aas)-
Ya que € Ay s \ F(Aa,s), entonces = & (J{Aq : 1 < s}, perox € Ap,r \ F(Any) y 7 <,
lo cual es una contradiccion, asi que {A\ F(A) : A € A} es ajeno a pares. O

El dltimo resultado que vamos a presentar es muy interesante, dado que muestra como
podemos cubrir al plano con un tipo especial de conjuntos, los cuales se les conoce como
nubes. La demostracion del siguiente resultado hace un fuerte uso del hecho de que un
conjunto de tamano R, (n € N) puede ser cubierto por un arbol de Davies, tal que los
segmentos iniciales pueden ser expresados como la unién de m submodelos elementales.

Definicion. Decimos que A C R? es una nube alrededor de un punto a € R? si cada linea
que pasa por a intersecta a A en un conjunto finito.

Una o dos nubes no puden cubrir el plano; supongamos que A; y As son nubes alrededor
de a1 y ao, respectivamente. Entonces la linea que pasa por a; y ag tiene que intersectar
a A1 y a As es una cantidad finita de puntos, por tanto, existe una cantidad infinita de
puntos, por ejemplo puntos de la linea, que no estan en ningtn A;.

A pesar de que dos nubes no pueden cubrir el plano, resulta que el plano puede ser
cubierto por una cantidad numerable de nubes. Aunque este hecho por si sélo resulta
muy impresionante, el resultado probado por P. Komjath y J. H. Schmerl es atin mas
sorprendente, logrando mostrar que el nimero de nubes que son necesarias para cubrir el
plano esté relacionado con el tamano del continuo.

J. H. Schmerl demostré en [19] que si R? puede ser cubierto por n-+2 nubes, entonces el
continuo tiene tamaifio a lo mas N,,. La demostracion de este hecho se escapa del alcance de
la tesis, sin embargo la idea es la siguiente: Primero que nada vamos a dar dos definiciones.

Definicién 4.4. Definimos el n-espacio proyectivo de R"*!, denotado por P(R"T1),
P*(R) o P,(R), como el espacio cociente de R"*1\ {0} con la relacion de equivalencia ~,
dada por x ~ 1y si y sdlo si y = Ax, con X # 0.

De la definiciénanterior, el espacio proyectivo de R”*! se puede pensar como el conjunto
de lineas en R™*! que pasan por el origen. Ya que cada linea intersecta a la n-esfera
S" = {z € R* . 3. x; = 1}, en dos puntos +u, entonces P,(R) es S" con puntos
antipodales identificados.

Ya que cada vector v € R™ 4+ 1 se puede escribir como

v = E ZTi€q,

i<n+1

donde e; es el i-ésimo vector canénico de R™™! entonces si v # 0, escribimos a [v] como

[x0,21,...,%n] ¥ & esta representacion se le llamara las coordenadas homogéneas del
vector v.

Podemos encajar a R™ en P,(R) identificando a (xg,...,z,—1) € R™ con el punto en el
n-espacio proyectivo con coordenadas homogéneas [z, ..., Tp—1,1].
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Definicion 4.5. Una colineacion es una biyeccion entre dos espacios proyectivos tal que
la imagen de puntos colineales son colineales.

Supongamos que las C; es una nube al rededor de a;, i < n + 2 y, sin pérdida de
generalidad, podemos suponer que ningtn a; = 0.

Sean e;, i < n + 2, es el i-ésimo vector perteneciente a la base estandar de R"*2
e 00; € P,i2(R) el punto en el infinito del i-ésimo eje coordenado de R"*2. Sean S :
Poi2(R) — P,12(R) una colineacién tal que S(oo;) =e; y S(0) =0y T : R"2 — R? 1a
tinica transformacién lineal tal que T'(e;) = a;. Si € R"*2, entonces T'S(x) esta definido
siempre que x € H = P, 2(R) \ S(Py4+2(R)). Ya que 0 € H, entonces podemos encontrar
un € > 0 tal que si I = (—¢,¢), entonces I""2 N H = (). Debido a que los C; cubren el
plano, entonces los conjuntos D; = (T'S)~1[C;] N I"*2 cubren a los conjuntos 12

Si /£ es la linea en P, 2(R) que une a oo; y 0, por la linealidad de Ty como T'(e;) # 0,
entonces se obtiene que T'S es inyectiva en £ N I"12; ademas, T'S preserva colinealidad, asi
que existe una tinica linea ¢’ de R? tal que T'S mapea £ en £'. Luego, cada a; = T.S(00;) € ',
consecuentemente, D; N £ es finito, pues cada punto de D; N /£ esta en C; N ¢ bajo T'S y
como ademas, estos puntos estaban en 1”2, por definicién de D;, y ahi T'S es inyectiva,
entonces por cada punto de D; N4, existe un punto en C; N ¢, pero ¢ al ser una linea que
pasa por a; y al ser C; nube al rededor de a;, entonces C; N ¢’ es finito; por tanto D; N £ es
finito.

Para concluir con la prueba se usa el resultado de Kuratowski que dice: Sin <wy X
es un conjunto, entonces |X| < W, si y solo si existen Dy,..., D, +1 C X"*2 tales que
los D; cubren al conjunto X" 2 y para cada i < n + 2y cada £ C X"*2 linea paralela al
i-ésimo eje coordenado, D; N £ es finito.

Teorema 4.6. Sea m € N, si 2% < N,,, entonces R? es cubierto por, a lo mds, m + 2
nubes.

Demostracion: Supongamos que el continuo es a lo mas 8,,,. Escojamos m+2 puntos en R?,
digamos {ay : kK < m+2}, en posicion general (es decir, no hay tres puntos colineales). Sea
Lk el conjunto de lineas que pasan por ay y sea £ = |J{L¥ : k < m +2}. Sean f: ¢ — R?
v fx : ¢ — LF funciones sobreyectivas, con k < m+2,y (Mg : a < X,,,) un arbol de Davies
para ¢ sobre {c, f,R?} U {fx,ar : k < m + 2} tal que para cada o < R,, se cumpla que
Mg = U{Naj : 5 <m}. Como antes, R2 C [ J{My:a <N}y LS UMy o < 6}

Definiremos las nubes Ay, alrededor de aj, usando una funcién F : £ — [R?]<¢ de tal
forma que para cada £ € L, F({) € [(]<¥.

Para cada a < W,,,, definamos L, = (LNM,) \ M. Definiremos la funcion F' de forma
independiente en cada L. Denotemos por £’ el conjunto de las (m;“ 2) lineas determinadas
por {ay : k < m+ 2} y sea a < X, ya que M, es numerable, entonces L, es numerable.

Luego, Lo \ L' = {lan : n € w}. Sea n < w, definamos
Fllapn) = J{Nlam:l €L U{la;:i<n}}.

En caso de que ¢ € L', entonces definamos F(£) como el conjunto que tiene a los dos
a, que se encuentran en £. Ya que £' U {ly; : i < n} es finito, entonces efectivamente
Fllan) € llan]<*.

Para cada k < m + 2 definamos

Ap = {ar} U J{F(0) : € € £,
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Los conjuntos asi definidos son efectivamente nubes, pues de lo contrario, sea £ es una linea
que pasa por ag que intersecta a Aj en un nimero infinito de puntos. Consideremos un
punto x € Ay N ¢ distinto de ay, entonces existe un ¢ € £ tal que z € F(¢'). Ya que F(/)
es finito, entonces se puede tomar x tal que ¢/ # £. Sin embargo, tanto  como a, estan en
ambas lineas, £ y ¢/, por tanto £ = ¢’ lo cual es una contradiccion.

Mostremos ahora que para cada x € R? existe un £ € £ tal que x € F(¢). Sean z € R? y
a < N, el tnico ordinal tal que z € M, \ M. Supongamos que x € | J L', entonces existe
una linea ¢ tal que z € £ y existen r,s < m + 2, distintos, tales que a,,as € . Escojamos
un t < m + 2 tal que a; # a,, a; # as y sea £’ la linea que pasa por x y por a;, entonces
x=L4NV.Siz=a, ox=as, es evidente que x € F(¢). Supongamos que x no es ni a, ni
as, entonces si a < N, es tal que ¢/ € L, y ¢/ = Lqp, entonces © € F(ly ).

Sea z € R?\ |J£'. Denotemos por £} la linea que pasa por x y ai para k < m + 2.
Afirmamos que [M<o N {lx : k < m + 2} < m + 2. Supongamos que [M<o N {ly : k <
m+ 2} > m+ 2, entonces |, <, (Na,j N {lk : k <m+2})| > m+2. Asi, por el principio
del palomar, existe j < m tal que |(Noj; N {€; : kK < m + 2})| > 2. Supongamos que
U, ls € Ny j, entonces x = £, Ny € Ny j C M, Pero esto contradice la eleccion de a.

Ya que x, a; € My, con k € {0,...,m+1}, entonces £, € M,. Por lo anterior, tenemos
que

by k<m+2yNL,\ L|>2.

Por tanto, existen r,s < m+2y p,q < w tales que £, = lyp, ls = loq v si k =max{p,q},
entonces x € F({q ). O
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Capitulo 5
Conclusiones

Como se pudo apreciar, el método de los submodelos elementales nos ayudé, en muchos
casos, a evitar tener que construir conjuntos que cumplan ciertas propiedades ttiles en las
demostraciones, como en los ejemplos del Capitulo 3. La otra gran utilidad que empleamos
de los submodelos elementales es la de sucesiones de modelos que tiene un comportamiento
similar al de un cierto conjunto de interés.

Dos comentarios finales. Recienetemente, en 2019, S. Desrochers demostr6 en |[5] el
siguiente resultado mas general que el Teorema [4.6

Teorema 5.1. Sean >1 y N > 2. Son equivalentes:
1. 2% <R,
2. n+ 2 nubes cubren el plano

3. Para cualesquiera n + 2 puntos, distintos, no colineales de R? hay nubes centradas
en esos puntos que cubren el plano

4. n+ 2 nubes cubren RY

5. Para cualesquiera n + 2 puntos, distintos, no colineales de RN hay nubes centradas
en esos puntos que cubren a RN

Regresando al tema de los arboles de Davies, en el articulo [21] se presentan los arboles
altos de Davies, o bien, los 4rboles de Davies altos. Los arboles altos de Dabies surgieron
debido a que es usual trabajar con submodelos elementales numerablemente cerrados, es
decir, submodelos tales que [IM]“ C 9M; y aunque sean muy similares a los arboles de
Davies, estos nuevos arboles requieren de algo més que ZFC. Primero que nada se necesita
que de un buen orden < en H(6).

Un arbol alto de Davies para k sobre x es una sucesion (M, : @ < k) de submodelos
elementales de (H(#), €, <), para un cardinal regular suficientemente grande 6, tal que

(I) [M,]Y C My, M| =cy z € My, para cada a < k,
D) [£]* € Uack Mas ¥
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(IIT) para cada 8 < k, existen Ng; = H(0), con [Ng ;¥ C Ng; y x € Ng;, para cada

7 < w, tales que
U My = U{Nﬁ,j 1j <wh
a<f

Aunque es posible, usando argumentos similares a los del Teorema demostrar que
los arboles altos de Davies existen para sucesores finitos de ¢, es decir, k < ¢™. En [21] se
demostr6 un resultado para cardinales més grandes que ¢, aunque para poder realizar
esto es necesario asumir ciertas hipotesis adicionales. Una de estas hipotesis adicionales el
Principio del Cuadrado de Jensen, el cual dice que [, se cumple para un singular p siy
solo si existe una sucesion (Cy, : @ < p™) tal que para cada a < put, Cy, es un club en «
de tamano < p y si a es punto de acumulacion de Cg, entonces C, = a N Cg. Ademas,
diremos que un cardinal p es w-inaccesible si para cada v < g se cumple que v* < pu.

El teorema queda establecido como sigue:

Si se cumple que

2. p es w-inaccesible, p¥ = pt y 0, se cumple para cada ¢ < pu < k, con ¢f(p) = w.

Entonces existe un arbol alto de Davies (I, : @ < k) para & sobre x. Mas atn, el arbol
alto de Davies se puede contruir de tal forma que cumple

(a) (Mp:f < a)eM, para cada a < K, y

(b) U{mq : @ < Kk} es un submodelo elemental numerablemente cerrado de H ().
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Apéndice A

Resultados sin el uso del método de
submodelos elementales

En esta seccién se van a demostrar algunos resultados, sin emplear la técnica de los
submodelos elementales, de forma que el lector pueda contrastar las demostraciones con
sus versiones que s usan submodelos elementales. Lo aanterior, para constatar la utilidad
de los submodelos elementales.

El primer resultado que vamos a presentar es el que establece que se puede acotar el
tamano de espacios compacto por el cardinal 2X(X).

Lema A.1. Si X es un espacio de Hausdorff, entonces | X| < d(X)X(X).

Para mas informacion acerca del siguiente resultado, asi como una demostraciéon del
lema anterior se puede consultar, por ejemplo, [6].

Proposicion A.2. Si X es compacto, entonces | X| < 2xX(X),

Demostracion: Supongase que X es finito. Ya que para cada x € X, x(z, X) > N, entonces
x(X) >Ry, y por tanto claramente |X| < 2xX(X).

Supongase que X es infinito y sea k = x(X), entonces para cada x € X, existe B(x)
base de vecindades para z tal que Ry < |B(x)|] < k. Sea A = k. Mediante induccién
transfinita se construird una A-sucesion de conjuntos (Fy)a<x tal que Fy es cerrado en X,
|Fol < 2% 81 B < a < A, entonces Fg C F,, y para cada U C [J{B(z) : = € Uﬁ<a Fg}
finita, si X \ JU # 0, entonces F,, \ JU # 0.

Supoéngase que a < Ay que para cada 3 < «a ya se escogieron los conjuntos Fjg que
cumplen todo lo anterion. Sean

B=|J{B(x):ze ] Fs}
B<a
B ={U CB:U es finito y X \ | JU # 0}.

Puesto que a < k1 y para cada § < a |Fs| < 2", entonces

|| Fsl < laf- 28 =2~

B<a
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Y puesto que, |B(x)| < k, entonces |B| < 2". Por otro lado, ya que B C [B]<¥“, entonces
IB| < 2%.
Para cada U € B, elijase un punto zzy € X \ YU y sea B = {zyy € X : U € B};
obviamente |B| < 2%. Sea
Fo=BU | ] Fs.
B<a
Entonces F, es un conjunto cerrado, y por tanto, compacto. Por el Lema |Fo| <
d(Fp)X(Fa) | Puesto que x(F,) < x(X) y debido a que B U Up<qa £ es denso en Fy,
entonces d(Fy) < [BU g, Fpl < 2%, entonces [Fy| < (27)" = 2%. Asi, F,, es cerrado,
tiene cardinalidad < 2% y si 8 < «, entonce Fg C F,.
Supongase que U C | {B(z) : € Us., Fpp} es finito y X \ UU # (), entonces U € B,
y por tanto existe xyy € B tal que 2y € X \ UU. Como xy, € F,, entonces F, \ U # 0.
Sea F' = |J,cy Fa- Si A C F de cardinalidad < k, entonces para cada a € A, existe un
a < A tal que a € F,. Sea a, el menor ordinal que cumple eso y sea Cy = {a, : a € A}.
Entonces
|Cal=1A| <K <A

y como A es regular, entonces existe a < A tal que a, < « para cada a € A. Debido a
que (Fy)a<y es una cadena repecto de la contencion, entonces se concluye que A C F,.
Entonces

Z c Ficx = Fa CF.

Asi, todo subconjunto de F' de cardinalidad < x satisface que su clausura esta contenida
en F'.

Sea x € F, entonces existe una red que converge a x digamos (7,)secx. Como {z, :
o € ¥} C F y tiene cardinalidad < k, entonces {z,: 0 € ¥} C F. En particular = €
{zy : 0 € X}, se concluye que x € F, es decir, F' es cerrado. Y como X es compacto,
entonces F' es compacto.

Supongase que existe y € X\ F, entonces para cada x € F sea U, € B(zx) tal que y € U,
(esto debido a que X es Hausdorff). Asi, existe una subfamilia finita U de {U, : = € F'}
tal que F' C |JU. Ya que U es finita, entonces supongase que U = {Uy,,..., Uy, }, por la
elecciénde los U, se tiene que x1,...,x, € F, as{ existe un o < A tal que z1,...,x, € F,
(por ser (Fy)a<x una cadena respecto de la contension). Luego,

UC| B xe | Fsl

B<a

Como y ¢ U, para toda x € F, entonces y € X \ JU, es decir, X \ JU # (. Pero
F,\UU = 0, pues F,, C F C U y esto ultimo contradice la construccion de los
F,. Por tanto FF = X. Por otro lado, como cada F, tiene cardinalidad < 27, entonces
|F| < A-2F =28 O

La siguiente demostracién que vamos a agregar es la demostracion del Pressing Down
Lema, pero antes unos lemas auxiliares.

Definicion A.3. Sea o un ordinal y {Bg : 8 < a} una familia de subconjuntos de «. Se
define la interseccion diagonal de la familia como

ApcaBs={Bca:Be () B}

v<B
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Lema A.4. Si a es un ordinal limite y k = cf(a) > w, entonces la interseccion de una
familia no vacia de < k subconjuntos c.l.u.b. de a es un c.l.u.b. en a.

Lema A.5. Si k > w es un cardinal reqular y para toda o < Kk, C, es un c.l.u.b. en kK,
entonces la interseccion diagonal, Aq<xCq, €s un c.l.u.b. en k.

Teorema A.6. [Fodor/. Sean k una cardinal reqular, S C k estacionario y f : S — Kk una
funcion regresiva en S, entonces existe a < k tal que f~[{a}] es estacionario en k.

Demostracion: Supéngase, por contradiccion, que para cada o < &, f~![{a}] no es un
conjunto estacionario de x. Para cada a < k existen C,, c.l.u.b. tal que C, N f~1[{a}] = 0.
Entonces Ay<xCq es un c.l.u.b. en &, por tanto, S N Ay<xCyo # 0, es decir, existe a € S
tal que @ < k y para toda 8 < a, a € Cg C S\ f~1[{B}], entonces para cada 8 < «,
f(a) # B, pero f es regresiva en S y como « € S, entonces f(a) < a. O

La dltima demostraciéon adicional que vamos a agregar es la demostraciéon del lema del
A-sistema.

Proposicion A.7. Sean s un cardinal regular no numerable y F una familia de conjuntos
finitos con |F| = k. Entonces existe A € [F|* tal que A forma un A-sistema.

Demostracion: Ya que para cada X € F, | X| < N, entonces F = | J,,. {X € F : | X]| = n},
si ocurriese que para cada n € w [{X € F : | X| =n}| < k, entonces |F| < R -sup{|{X €
F:|X|=n}:n € w} Comocf(k) =k >w,y{{X e€F:|X|=n}:necw}se
puede ver como una sucesion creciente de ordinales menores que x de longitud w < k, asi,
sup{{X € F:|X| =n}|:n € w} < k.Y por tanto |F| < &, lo cual es una contradiccion,
por tanto se puede fijar n € w y B € [F]* tal que B ={X € F : |X| =n}.

Supoéngase que n = 1, entonces B = {X € F : |X| =1}, claramente B es un A-sistema
con raiz el vaci6. Supéngase que para n se cumple que si D es una familia de conjuntos
finitos de cardinalidad x y B € [D]* es tal que para toda X € D, |X| = n, entonces
existe A € [B]" tal que A es un A-sistema y sea F una familia de conjuntos finitos de
cardinalidad x y B € [F|" tal que para cada X € B, |X| = n + 1. Para cada objeto p
definase B, = {X € B:p € X}. Hay dos casos:

1. Existe p tal que |B,| = k. Sea C = {X \ {p} : X € B,}, entonces C € [D]*, donde
D = {X \ {p} : X € F}, es una familia de conjuntos finitos de cardinalidad r, y
tal que para cada C' € C, |C| = n, entonces por hipétesis inductiva existe A € [C]*
A-sistema con raiz R. Sea £ = {AU {p} : A € A}, entonces £ € [B,]". Méas atn, si
Y, Z € &, entonces Y N Z = (Ay U{p}) N (Az U{p}) = (Ay N Az) U {p} = RU{p}.
Asi, € es un A-sistema con raiz RU {p}

2. Para toda p, |B,| < k. Entonces para cualquier conjunto S con |S| < kK, como
{(X €B:XNS#0} =U,esBp, entonces {X € B: X NS # 0} <|S|-sup{|By| :
p € S} < K, pues k es regular. Asi, existe X € B tal que X NS = (). Definase la
sucesion por recurcion (Xg)g<, como sigue. Supongase que para toda f < a < K
ya se eligieron X tales que Xg € B, | Xg| =n+1ysea S, = U5<a X3, entonces
[Sa| < K, asi, existe Xo € B tal que Xo NUg., X = (). Sean B < «a < k, entonces
XpNXa CXaNUgeaXp = 0. Asi, {Xo 1 a <k} € [B]" es un A-sistema con raiz
el vacio.
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O]

Existen otras versiones de este resultado que pueden, igual, ser demostradas con la
técnica de submodelos elementales.
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