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Introduccion

La teoria de categorias nos permite describir de una manera elegante y sintética
teorias matematicas engorrosas y truculentas. En este trabajo desarrollo desde los
conceptos m”as bésico de teoria de categorias (capitulo 1), hasta representar de ma-
nera detallada los conceptos de reflexividad y co-reflexividad en cualquier categoria
en particular en Top y en algunas subcategorias de Top (capitulo 2). Espero que
lo minucioso de este trabajo ayude a los estudiantes que quieran introducirse en la
teoria de categorias a que su entrada no se tan escabrosa y si, mas divertida que
“mi primer cantada con ella”.

El principal texto como referencia es Categorical Topology ([5]), desarrollando
tanto las demostraciones como los ejemplos que solo han sido pergenados en este
texto.

Enrique Campos Morales

Facultad de Ciencias Fisico-Matematicas
B. Universidad Auténoma de Puebla
Verano 2016
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Capitulo 1

PRELIMINARES

1.1. Conceptos categodricos

1.1.1. Categorias y Funtores

Definicién 1.1. Una categoria A consiste de dos clases O y M, dos funciones
dom y cod de M en O y una funcién o de D ={(f,q) | f, g € My cod f = dom g}

en M que satisfacen las siguientes condiciones:

(1) Si (f,q) pertenece a M, entonces dom (go f) =dom f ycod(go f)=codg.
Suele denotarse a o(f,g) por go f y se le llama la composicion de f con

g.
(2) Si(f,q9) y (g,h) pertenecen a D, entonces ho(go f)=(hog)o f.

(3) Para cada X en O, existe un elemento e en M, tal que dome = code = X,
foe=f,sidomf=Xyeog=yg, sicodg=X.

(4) Para cualesquiera X eY en O, la clase [ X, Y|a={f|feM,dom f=Xy
cod f =Y} es un conjunto. A veces se escribe [X,Y] en lugar de [X,Y]4

Los elementos de O se llaman objetos de A (o A-objetos) y los elementos de
M se llaman morfismos de A (o A-morfismos). La clase O se denotard también,
por Ob (A) y la clase de M por Mor (A). Si es necesario, usaremos la notacion
domy, codg, oa, Dg y |, |a. Para un objeto X de A el morfismo e dado en (3) se
puede demostrar que es unico y se llama A-itdentidad de X y se denotard por 1x.
Para un morfismo f, dom f se llama el dominio de f y cod f se llama codominio
de f. La proposicion “f € [X,Y]4” se denota por f: X — Y.

Definicién 1.2. La categoria vacia es aquella en la que Ob (A) = 0, Mor
(A)=0,domy f=cody f=01you=0.



Una categoria se llama pequenia si Mor (A) es un conjunto (o equivalentemente
Ob (A) es un conjunto).

Una categoria se llama discreta si todo morfismo en A es una identidad de
algin objeto en A, es decir, cuando Mor (A) ={14| A€ Ob (A)}.

Una categoria se llama concreta si sus objetos son conjuntos y sus morfismos
son una subclase de la clase de funciones entre conjuntos.

Ejemplo 1.3. (1) Si una categoria A tiene un sélo objeto X, Mor (A) es un con-
Junto que tiene estructura de monoide, esto es, Mor (A) = [X, X], ([X, X], 04, 1x)
es un monoide. Inversamente un monotde con unidad puede considerarse co-
mo una categoria con un sdlo objeto; sea (X, *,e) un monoide. Definanse Ob
(A) ={X}, Mor (A)={z|x€ X} yparax ya' en Mor (A) zoz' =x =2’

(2) Conj: La categoria de conjuntos. Ob (Conj) es la clase de todos los conjuntos,
Mor (Conj) es la clase de todas las funciones entre conjuntos y las funciones
dom, cod y o son las usuales. Es concreta.

(3) Gep: La categoria de grupos. Ob (Gep) es la clase de todos los grupos, Mor
(Gtp) es la clase de todos los homomorfismos entre grupos y las funciones
dom, cod y o son las usuales. Es concreta.

(4) Mod: La categoria de modulos. Ob (Mod) es la clase de todos los modulos,
Mor (Mod) es la clase de todos los homomorfismos entre mddulos y las fun-
ctones dom, cod y o son las usuales. Es concreta.

(5) Top: La categoria de espacios topologicos. Ob (Top) es la clase de todos los
espacios topoldgicos, Mor (Top) es la clase de todas las funciones continuas
entre espacios topolégicos y las funciones dom, cod y o son las usuales. Es
concreta.

(6) pTop: La categoria de espacios topoldgicos punteados. Ob (pTop) es la clase
de todas las parejas de la forma (X, xg), donde X es un espacio topoldgico y
xo es un punto en X llamados puntos base, Mor (pTop), si (X, xo), (Y,v0) €

Ob (pTop), entonces [(X, o), (Y, y0)lyrop = {f € [XY]70p | f(20) = %0}

(7) Productos de categorias. Sean A y B categorias. Entonces la categoria producto
A x B de A y B consiste de Ob (A x B) = Ob(A)x Ob (B), Mor (A x B) =
Mor (A)x Mor (B), dom = domax dompg, cod = codaXx codg y o se define
por (h,k)o (f,g) = (hoy f,kogg) para (f,g) y (h,k) € Mor (A x B), con
(f?h) S DA Y (g7k) S DB-

Definicién 1.4. Sean A y B categorias, B es una subcategoria de A si satisface
las siguientes condiciones:



(1) Eziste una inclusion i : Ob (B) — Ob (A).
(2) Eziste una inclusion j : Mor (B) — Mor (A].

(3) i @ domg = domy e j, i®codg = codyej yjeog =oyek. Donde e esla
composicion de funciones entre clases y k es la funcion de Dg en D 4 definida

por k(f,9) = (5(f),5(9))-
(4) Para cada X en Ob (B), j(1x) = Lix)

Una subcategoria B de una categoria A se llama plena si, para todo X, Y en

Ob (B), ]([X7 Y]B) = [X7 Y]A'

Ejemplo 1.5. (1) La categoria de grupos abelianos, denotada por Ab es una sub-
categoria plena de Gep cuya clases de objetos es la todos los grupos abelianos.

(2) La categoria de los espacios T;, denotada por Top,, es la subcategoria plena de
Top cuya clase de objetos es la de todos los espacios T; parai = 0,1,2,3,3,5,4.

(3) Interseccion de categorias. Sea A una categoria, A una clase y A, una
subcategoria de A para cada N € A: Entonces podemos definir la intersec-
cion (Nyep Ax de la clase { Ay | X € A} de subcategorias de A, tal que Ob

(MieaAx) = Maea Ob (Ax) y Mor ((Nyep Ax) = Mea Mor (Ay).

Definicién 1.6. Sean C y D categorias. D es la categoria cociente de C si salis-
face las siguientes condiciones:

(1) Ob (D)= 0b (C).
(2) Eziste una funcion sobreyectiva m : Mor (C) — Mor (D).

3) dompem = dome, codpem = code y meos = open. Donden es una funcion
) cY ¢

de D¢ en Dp definida por n(f,g) = (m(f),m(g)).

La categoria de homotopia de los espacios topoldgicos, hTop es la categoria
cociente de Top, con Ob (hTop) = Ob (Top) y Mor (hT op) es la clase cociente de

Mor (7 op) definida por la relacién de equivalencia de “homotopia”.

Definicién 1.7. Sean A y B categorias. B es la categoria dual (u opuesta) de
A si satisface las siguientes condiciones:

(1) Ob (B) = Ob (A).
(2) Mor (B) = Mor (A).
(3) Para la identidad i : Mor (B) — Mor (B), domg = cod g®i y codg = dom 4 ei.

(4) Parala funcion j : D —s D4 definida por j(f,g) = (i(g).i(f)), iso5 = oej.
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Para cualquier categoria A, la categoria dual B de A se puede construir con las
condiciones anteriores y la denotaremos por A°F. Nétese que (A°7)9F = A.

Definicién 1.8. Sean A y B categorias. Un funtor F de A en B es una funcion
F de Mor (A) en Mor (B) que satisface las siguientes condiciones:

(1) Sicods f= domy g, entonces codg F(f) = domg F(g).

(2) Feoy=opeF' donde F' es una funcion de D4 en Dg definida por F'(f,g) =
(F(f), F(g))-

(3) Sie es una A-identidad de X en Ob (A), entonces F(e) es una B-identidad
de Y = domgF(e).

Un funtor F' de A en B se donotard por F : A — B, A y B se llamaran un
domanio y un codominio de F' respectivamente.

Para cualquier X en Ob (A), domp F(1x) se denota por F'(X). Entonces tenemos
una funcién F' de Ob (A) en Ob (B). Un funtor puede definirse como un par de
funciones F' : Ob (A) — Ob (B) y F : Mor (A) — Mor (B) que satisface las

siguientes condiciones:
(1) Para f: X — Y en Mor (A), F(f) : F(X) — F(Y) en Mor (B).
(2) Para f: X — Y yg:Y — Z en Mor (A), F(gou f) = F(g) o5 F(f) en
Mor (B).
(3) F(lx) = lrx)-

Para dos funtores F' : A — By G : B — C, podemos definir un funtor
(GoF): A— C por la funcién G e F' : Mor (A) — Mor (C), el funtor G o F' se
llama la composicién de F' y G.

Si B es una subcategoria de A con las inclusiones i : Ob (B) — Ob (A) y j :
Mor (B) — Mor (A) y j satisface las condiciones (1), (2) y (3) de la Defincién [1.8|
Entonces tenemos un funtor j : B — A, llamado funtor inclusién.

Si B = A el funtor inclusién j : B — A se llama identidad y se denota por 1 4.

Ejemplo 1.9. Sean (X,7), (Y,0) € Ob (Top), f e (X, 7)Y, 0)]|rep y f: X — Y
la funcion tal que para cada © € X, |f|(x) = f(x) Entonces F : Mor (Top) —
Mor (Conj) definido por F(f) = |f| induce un funtor F : Top — Conj, llamado el
funtor que olvida.

Definicién 1.10. Sean A y B categorias. Un funtor contravariante F : A — B
es una funcion F' de Mor (A) en Mor (B) que satisface las siguientes condiciones:
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(1) Sicods f = domy g, entonces domp F(f) = codg F(g).

(2) Feo, =opgeF” donde F" es una funcion de D o en Dg definida por F"(f, g) =
(F(9), F'(f))-

(8) Si e es una A-identidad de X en Ob (A), then F(e) es una B-identidad de
Y = domgF(e).

Si F': A— By G: B — C son funtores, entonces la composicion GG e F' de las
funciones F' : Mor (A) — Mor (B) y G : Mor (B) — Mor (C), induce un funtor
(GoF): A— C. Cuando F es un funtor y G es un funtor contravariante, tenemos
un funtor contravariante G o F.

Si AP es la categorfa dual de A, una funcién identidad i : Mor (A) — Mor
(A°F) induce un funtor contravariante i : A — AP, Para cualquier funtor con-
travariante F : A — B, tenemos un funtor F’ : A°? — B tal que F = F' o i.

Ejemplo 1.11. Sea A una categoria arbitraria, X € Ob (A) yg € [Y, Z]4. Para f €
(X, Y4, sea Fx(g)(f) =gou f: X — Z. Entonces tenemos una funcién Fx(g) :
(X, Y|4 — [X, Z]a, que es un morfismo en Conj. Asi obtenemos un funtor Fx :
A — Conj. Si definimos una funcion GX(g) : [Z, X]a — [V, X]4 por GX(g)(h) =
hosg:Y — X, obtenemos un funtor contravariante GX : A — Conj.

1.1.2. Monomorfismos y epimorfismos

Definicién 1.12. Un morfismo f : X — Y de una categoria A es un isomor-
fismo en A (0 un A-isomorfismo) si eziste un A-morfismo g : Y — X tal que

gof=1xy fog=1y.

f: X —Y esuna seccion en A si existe un A-morfismo g : Y — X tal que
gof=1x.

f: X —Y es una retraccion en A si existe un A-morfismo g : Y — X tal
que fog=1ly.

Si f: X — Y es un isomorfismo, un morfismo g : ¥ — X que satisface
gof=1xy fog= 1y es tnico. Por tanto g se llama el inverso de f y se denota
por f~1. Un A-morfismo f es seccién y retraccién si, y sélo si f es un A-isomorfismo.

Un objeto X de A es A-isomorfo con un A-objeto Y, denotado por X ~ Y, si
existe un A-isomorfismo f : X — Y. La relacién “A-ismorfismo” es una relacion
de equivalencia en la clase de los Ob (A).



Definicién 1.13. Un morfismo f : X — Y de A es un monomorfismo en A
st, para cualesquiera morfismos w, v : Z — X tal que fou = fow, implica que
u=uv.

Un morfismo f: X — Y de A es un epimorfismo en A si, para cualesquiera
morfismos u, v:Y — Z tal que uo f =vo f, implica que u = v.

Proposicién 1.14. (1) En cualquier categoria A si f: X — Y es una seccion,
entonces es un monomorfismo.

(2) En cualquier categoria A si f : X — Y es una retraccion, entonces es un
epimorfismo.

Demostracion.

(1) Si f: X — Y es una seccién en A, existe un A-morfismo g : ¥ — X tal
que go f = 1x. Sean u,v : Z — X morfismos en A tales que fou = fouv,
entonces go (fou) = go(fov); asociando tenemos que (go f)ou = (go f)ow,
lo que implica 1y ou = 1x ow, asi u = v. Por tanto f es un monomorfismo.

(2) Si f: X — Y es una retraccién en A, existe un A-morfismo g : ¥ — Z
tal que fog = 1y. Sean u y v A-morfismos tales que uo f = v o f. Entonces
(uo flog=(vof)og,esdecir,u=uoly =voly =wv. Porlo tanto f es un
epimorfismo.

O

Corolario 1.15. (1) Si f : X — Y es un epimorfismo y una seccion en A,
entonces es un isomorfismo en A.

(2) Si f: X — Y es un monomorfismo y una retraccion en A, entonces es un
isomorfismo en A.

Proposicién 1.16. Supongamos que f: X — Y, g:Y — Z yh: X — Z son
morfismos un una categoria A tal que h = go f.

(1) Si f y g son monomorfismos (respect. secciones) en A, entonces h es un mo-
nomorfismo (respect. seccion) en A.

(2) Si f y g son epimorfismos (respect. retracciones) en A, entonces h es un
epimorfismo (respect. retraccion) en A.

(8) Si h es un monomorfismo (respect. seccion) en A, entonces f es un monomor-
fismo (respect. seccion) en A.

(4) Si h es un epimorfismo en (respect. retraccion) A, entonces g es un epimor-
fismo (respect. retraccion) en A.



Demostracion.

(1) Supdngase que fy g son monomorfismos en A. Sean u, v : W — X morfismos
en A tales que hou = hov. Como hou = (go f)ouy hov = (go f)ow, entonces
go(fou)=go(fouv). Puesto que g es un monomorfismo fou = fovy dado
que f es también un monomorfismo u = v. Por tanto h es un monomorfismo.

(2) Similar a[(1)]

(3) supéngase que h es un monomorfismo en A. Sean u, v : W — X morfismos
tales que fou = fow, entonces go (fou) = go (f ov), entonces hou =
(gof)ou=(go f)ov = how. Puesto que h un monomorfismo v = v. Por
tanto f es un monomorfismo.

(4) Similar a
O

Proposicién 1.17. En cualquier categoria concreta A si f : X — Y es un mor-
fismo inyectivo, entonces es un monomorfismo.

Demostracién. Supéngase que f : X — Y es un morfismo inyectivo. Sean
u,v : Z — X morfismos en A tales que fou = fov. Afirmamos que u = v; en efecto
si z en Z es tal que u(z) # v(2), entonces (fou)(z) = f(u(2)) # f(v(2)) = (fov)(z),
ya que f es inyectivo, lo que contradice el hecho de que f ou = f owv. Por tanto f
es un monomorfismo. O

Proposicién 1.18. En cualquier categoria concreta A si f : X — Y es un mor-
fismo sobreyectivo, entonces es un epimorfismo.

Demostracién. Supdngase que f : X — Y es un morfismo sobreyectivo. Sean
u,v : Z — X morfismos en A tales que uo f =wvo f. Sea y en Y, existe x en X
tal que y = f(x), asi que u(y) = u(f(x)) = v(f(z)) = v(y) para cada y en Y, luego
u = v. Por tanto f es un epimorfismo. O

Definicién 1.19. Un morfismo en A es un bimorfismo, si es un monomorfismo
y un epimorfismo en A.

En cualquier categoria un isomorfismo es un bimorfismo. Pero el inverso no se
cumple en general. Por ejemplo, en 7T op una condensacién (una funcién biyectiva y
continua) no necesariamente es homeomorfismo.

Definicién 1.20. Una categoria A es balanceada, si cada bimorfismo en A es un
isomorfismo en A.

Ejemplo 1.21. Las categorias Conj y Mod son balanceadas los bimorfismos son
los morfismos que son funciones biyectivas. Top no es balanceada, como ya hemos

dicho.



Proposicion 1.22. Para las categorias Conj, Gep y Ab,

(1)

Un morfismo f: X — Y es un monomorfismo si, y solo si f es una funcion
myectiva.

(2) Un morfismo f: X — Y es un epimorfismo si, y sélo si f es sobreyectiva.

Demostracion. En ambos casos sélo demostraremos la necesidad, la suficiencia
se sigue de las Proposiciones y Para (1) se demostrara en cada caso que
si f no es inyectiva, entonces f no es un monomorfismo. Sélo haremos los casos
para Conj y Grp. Y para (2) se demostrara en cada caso que si f no es sobreyectiva,
entonces f no es un epimorfismo.

(1)

Supéngase que f : X — Y es un morfismo en Conj tal que f(x;) = f(z2) y
x1 # x9. Sea Z en Ob (Conj) y sean u, v : Z — X funciones definidas por
u(z) = x1 y v(z) = x9 para toda z en Z.

X——f——>Y
u
yx}%ou
Z

Tenemos que f(u(z)) = f(x1) = f(z2) = f(v(2)) implica que fou = fouvy
u # v. Por tanto f no es un monomorfismo.

Puesto que f: G — G’ en Gtp no es inyectivo, entonces K := Ker f # {1}
el cual es un Ob (Grp) . Sea u : K — G la inclusién y sea v : K — G
definida por v(k) = 1 para toda k en K.

G—*G’

X e

Sea ken K, f(u(k)) = f(k)=1 = f(1) = f(v(k)), asi fou= fovyu#w.

Por tanto f no es un monomorfismo.

Supdngase que f : X — Y es un Conj-morfismo que no es sobreyectivo,
existe yo en Y tal que yo no pertenece a f(X). Sea Z = {a, b} un Conj-objeto
y definanse Conj-morfismos v : Y — Z por u(y) = a para toda y en Yy
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a si ye f(X)
v(y) =

b si oy ¢ f(X)
Veamos que uo f =vo f. Sea x en X, se tiene que (vo f)(z) =v(f(z)) =a =
u(f(x)) = (uof)(z). Asiuof = vofyu # v. Por tanto f no es un epimorfismo.

Supongase que f : X — Y es un morfismo en Gtp que no es sobreyectivo.
Entonces f(X) es un subgrupo propio de Y. Sea S := {yf(X) |y € Y} U{P}
con P ¢ {yf(X)|y €Y} yseaZ el conjunto de todas las funciones biyectivas
de S a S. Para ay g en Z, definase una producto a8 por la composicion ao 3,
entonces Z es un grupo con este producto. Para y en Y definanse elementos
ag, 7(y), s(y) en Z como sigue:

Nétese que s(y)(P) = agr(y)ag (P) = ao(yf(X)), de donde se desprenden
dos casos
yf(X) sty f(X)

P si ye f(X)

s(y)(P) =

Por otro lado s(y)(y/f(X)) = aor(y)ag (v f(X)) = ao(yy' f(X)), se tienen
tres casos

yy' f(X) si v ¢ f(X), vy & f(X)
s() (Y f(X)) = P sioy ¢ f(X), yy € f(X)
f(X) sty e f(X)

Por 1ltimo s(y)(f(X)) = f(X) para todo y en Y.

Sir, s:Y — Z se definen por y — r(y) y y — s(y) para cada y en Y,
veamos que r y s son homomorfismos de grupos. Sean yi, y» en Y, demostra-

remos que 7(y192)(p) = 7(y1) o 7(y2)(p) v 5(1132)(p) = s(y1) © s(y2)(p), para
toda p en S.



Si p = P, se tiene que:

r(y1y2)(P) = P
r(y1) or(y2)(P) = r(y1)(r(y2)(P)) = r(y1)(P) = P

Si p =19 f(X), se tiene que:

r(1y2) (V' (X)) = yiyay' f(X)
r(yr)or(y2) (v (X)) = r(y) (r(y2) (¥ £(X))) = r(y1) (w2y/' f(X)) = vy f(X)

Por lo tanto r(y1y2)(p) = r(y1) o r(y2)(p)-

Ahora analizaremos s.

Si p = P, se tiene que:

s(y1)(y2f(X)) st g2 & f(X)
s(y1) o s(y2)(P) =

s()(P) si gz € f(X)
nyf(X) sty & F(X), e ¢ f(X)
s(y)(y2f (X)) = Posioyp & f(X), iy € f(X)
f(X) sioyy € f(X)
{ylf(X) si- g2 € f(X), nn ¢ f(X)

P si y € f(X), y1 € f(X)

s(y1)(P) =

iva f(X) si iy & f(X)

s(y1)(P) st yye € f(X)

Por lo tanto s(y1y2)(p) = s(y1) © s(y2)(p)-

s(y1y2)(P) = {

Si p =y f(X), se tiene que:

s(i)(yey' f(X)) sty ¢ f(X), pay’ & f(X)

s(y1) o s(y2) (¥ f(X)) = s()(P) si y' ¢ f(X), vy € [(X)
s()(f(X)) si ¥ € f(X)
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Para s(y1)(y2y (X)) sty & f(X) y g2/ ¢ f(X), se tiene que
yi(yay ) f(X) sty ¢ f(X), vt/ & f(X), my) ¢ f(X)

P sy ¢ f(X), vy ¢ f(X), nypy) € f(X)

Para s(y1)(P) siy ¢ f(X) y vy’ € f(X), se tiene que
nf(X) sty & f(X), wy' € f(X), n ¢ f(X)
s(y)(P) =

P si ¢y ¢ f(X), o € f(X), y1 € f(X)

Por ultimo s(y;)(f(X)) = f(X).

s(y1)(v2y f(X)) = {

(Y)Y f(X) sty & f(X), niye & f(X)
s(yiy) (Y f(X)) = P osi Yy ¢ f(X), iy € f(X)
f(X) si v e f(X)

Por lo tanto s(y1y2)(p) = s(y1) o s(y2)(p)-

Veamos que ro f =so f

r(f(z))(P) =P

f@)yf(X) si y ¢ f(X)

f(X) si ye f(X)
fl@)yf(X) si y¢ f(X)

f(X) st ye f(X)

Entonces tenemos que ro f = so f y r # s. Por tanto f no es un epimorfismo.

s(f(x)(yf(X)) = ao(f(z)yf(X)) = {

Supéngase que f : G; —> G5 es un Ab-morfismo tal que f(G1) es un subgrupo
propio de Y. Como G5 es un Ab-objeto,entonces f(G1) es un subgrupo normal
de G5, podemos considerar el grupo cociente G/ f(G1). Puesto que f(Gy) #
Go, Go/ f(G1) es distinto del grupo trivial. Considérense los Ab-morfismos
7 Gy — Go/ f(G1) la proyeccién y ¢ : Gy — G2/ f(G1) el homomorfismo
cero. Sea g en Gy, se tiene que (7o f)(g) = 7(f(9)) = f(9)f(G1) = f(G) =
c(f(g)) = (cof)(g). Asimof = cof ym # c. Por tanto f no es un epimorfismo.
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O

Para una funcion continua e inyectiva f : X — Y entre espacios topoldgicos,

sea Z el subespacio de Y con conjunto subyacente f(X). Si tenemos una funcién

continua sobreyectiva g : X — Z y un encaje h : Z — Y tales que f = ho g;

entonces f es un encaje si, y sélo si g es un homeomorfismo. Esto motiva la siguiente
definicién.

Definicién 1.23. Un monomorfismo f: X — Y de una categoria A es un mo-
nomorfismo extremal en A, si siempre que un epimorfismo g : X — Z y un
morfismo h : Z — 'Y son tales que f = h o g, entonces g es un isomorfismo.

Un epimorfismo f : X — Y de una categoria A es un eptmorfismo extremal
en A, si siempre que un morfismo g : X — Z y un monomorfismo h : Z — Y
son tales que f = h o g, entonces h es un isomorfismo.

En categorias balanceadas, todo monomorfismo es un monomorfismo extremal y
todo epimorfismo es un epimorfismo extremal.

Para un enunciado S que involucra objetos y morfismos. podemos construir un
enunciado S©? invirtiendo todas las flechas de los morfismos en S. Si un enunciado S
define una propiedad P para objetos y morfismos, entonces SO también define una
propiedad para objetos y morfismos, que se denota por P°F y se llama propiedad
dual de P. La propiedad dual de P se nombra co-P, por ejemplo las secciones
se llamaran co-retracciones. Si un enunciado S se cumple para una categoria A,
entonces SO se cumple para la categoria A°Y. En general si un enunciado S se
cumple para toda las categorias, entonces S°F se cumple también para toda las
categorias. Este hecho se llama principio de dualidad para categorias.

Definicién 1.24. Un igualador, en una categoria A, de un par de morfismos u,
v: X — Y, es una pareja (Z, f) (o f mds brevemente) que consiste de un objeto
Z y un morfismo [ Z — X que satisface las siquientes condiciones:

(1) uo f=wvof.

(2) Para cualquier pareja (Z', f') de un objeto Z' y morfismo f' : Z' — X con
wo f'=wvo f, existe un unico morfismo ¢ : Z' — Z tal que f' = f o .

z—1 . x ==3%
r\
90 f!
s

Una categoria A tiene igualadores siempre que todo par de A-morfismos con
dominio y codominio comun tienen un igualador.

12



Dual: co-igualador; tiene co-igualadores

Y:ﬁﬁ;x4z

,
,
,
,
,
,
, ,
.
f :
g

Z/

Proposicién 1.25. Si (Z, f) es un igualador de u, v : Y — W, entonces f :
X — Y es un monomorfismo extremal.

Demostracién. Supéngase que (Z, f) es un igualador de u, v : Y — W.
Veamos que f es un monomorfismo, sean [, k : U — Z, monomorfismos tales que
fol= fok, entonces

o(fok)=uo(fol)=(uof)ol=(wof)ol=vo(fol)=vo(fok).

Por la propiedad universal de igualador existe un tnico morfismo ¢ : U — Z
tal que f o = fok. Por la unicidad de ¢, se obtiene que ¢ = k; pero puesto que
fok = fol, entonces p = [; asi [ = k. Por tanto f es un monomorfismo.

Z--—--—--+Y:¢W Z-—-—f—————>Y#¢W

LS
\ /ok_ ol N %ok;:fol

U

Para demostrar que f es extremal, supongase que f = hog donde g: Z7 — X
es un epimorfismo y A : X — Y un morfismo, entonces

(uoh)og=wuo(hog)=uof=vof=wvo(hog)=(voh)o

Y puesto que g es un epimorfismo, u o h = v o h. Por la propiedad universal de
igualador existe un tinico morfismo ¢ : X — Z tal que fot) = h. Ahora fo(iog) =
(fo)og=hog=f= folx,ycomo fesun monomorfismo, 1»og = 1x. De modo
que g es una seccién y un epimorfismo, por tanto es un isomorfismo (ver Corolario
1.15)).

Z————*Y:§W

N A
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Definicién 1.26. Un morfismo f: X — Y de una categoria A es un monomor-
fismo regular, si existen morfismos u y v tales que (X, f) es un igualador de u y
v.

Dual: eptmorfismo regular.

Proposicion 1.27. Para un morfismo f en cualquier categoria las siguientes im-
plicaciones se cumplen:

(1) f es isomorfismo = f es seccion => [ es monomorfismo reqular = f es
monomorfismo extremal = f es monomorfismo.

(2) [ es isomorfismo = f es retraccion = f es epimorfismo reqular = f es
epimorfismo extremal = [ es epimorfismo.

Demostracién.

(1) Que un isomorfismo f, sea una seccién se sigue inmediatamente de la Defini-

cién [L12

Demostraremos que seccién implica monomorfismo regular. Supdngase que
f: X — Y es una seccion; entonces existe un morfismo g : ¥ — X tal que
go f=1x. Afirmamos que f es un igualador de 1y y f o g. En efecto, nétese
que lyof = foly = fo(gof) = (fog)of. Supéngase que existe un morfismo
f' tal que 1y o f' = (fog) o f'. Tenemos que f' = (fog)o f = fo(go f');si
existiera otro morfismo A tal que foh = f’, puesto que f es un monomorfismo
(por la Proposicién , entonces h = g o f’, es decir, la factorizacion es
unica. Por tanto f es un monomorfismo regular.

f 1y
Xy Ly

™ foyg
go . Jf
VA

Ahora veamos que monomorfismo regular implica monomorfismo extremal.
Supongamos que f : X — Y es un monomorfismo regular, existen morfismos
uy v tales que (X, f) es un igualador de u y v. Por la proposicién , fes
un monomorfismo extremal.

(2) Se sigue de la dualizacién de (1).
O

Proposicién 1.28. Sea A una categoria y f : X — Y un A-morfismo. Entonces
los siguientes afirmaciones son equivalentes:

14



(1) f es un isomorfismo.
(2) f es un epimorfismo y un monomorfismo extremal.
(8) [ es un monomorfismo y un epimorfismo extremal.

Demostracién. (1) implica (2) Supdéngase que f es un isomorfismo en A; por
la Proposicién f es una seccién y un epimorfismo. Por la Proposicién [1.27] se
cumple (2).

(2) implica (1) Como f es un epimorfismo y un monomorfismo extremal, se sigue
inmediatamente de f = 1y o f que f es un isomorfismo.

(2) si, y sélo si (3) f es un isomorfismo en A < f es un ismorfismo en A°F & f
es un epimorfismo y un monomorfismo extremal en A°" < f es un monomorfismo
y un epimorfismo extremal en A. a

Corolario 1.29. En cualquier categoria las siguientes afirmaciones para un mor-
fismo f son equivalentes:

(1) [ es un isomorfismo.

(2) [ es epimorfismo y seccion.

(3) [ es epimorfismo y monomorfismo extremal.
(4) [ es monomorfismo y retraccion.

(5) [ es monomorfismo y epimorfismo extremal.

Demostracién. La demostracién se sigue inmediatamente de la Definicién [1.12]

y las Proposiciones [1.14} [1.15] [1.27] y [1.28] O

Definicién 1.30. Para un objeto X de una categoria A, un subobjeto de X o un
monomorfismo en X es un A-monomorfismo f:Y — X.

Sean M(X) la clase de todos lo monomorfismos en X y f :' Y — X, g :
Z — X en M(X), diremos que f es isomorfo a g, si existe existe un isomorfis-
mo ¢ :Y — Z tal que f = gop.

La relacion de “isomorfismo” es una relacion de equivalencia en M(X). (Algu-
nas veces a cada clase de equivalencia se le llama subobjeto de X ). Una subclase R
de M(X) es un conjunto de representantes de monomorfismos en X si es
un conjunto y para cualquier f en M(X) existe g en R tal que g es isomorfo a f.

Conceptos duales: objeto cociente o epimorfismo en X y conjunto de
representantes de epimorfismos en X.
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Definicién 1.31. Una categoria A se dice bien potenciada o localmente pe-
quena si cada objeto X de A tiene un conjunto de representantes de monomorfismos
en X. Si para cada objeto X de A la clase de monomorfismos en X, que son ex-
tremales tiene un conjunto de representantes de monomorfismos extremales en X,
entonces A es (Mono ex)-bien potenciada.

Dual: co-bien potenciada, (Epi ex)-bien potenciada.

1.1.3. Diagramas y Limites

Definicién 1.32. Un funtor D : K — A de una categoria pequena K (ver Defini-
cion[1.3) a una categoria A, se llama diagrama D en A sobre K.

Ejemplo 1.33. Sea Ky una categoria con Ob (KCa) = {1,2} y Mor (KC3) = {11, 12, a:
1 — 2}. Para un morfismo f: X — Y en una categoria A, definimos un funtor
D:Ky— Apor D(1) =X y D(2)=Y y D(a) = f, entonces tenemos un diagra-
ma D : Ky — A, que se expresa por:

X—f—+Y

A wveces cuado no es necesario especificar los objetos y morfismos de una categoria
pequena, IC se llama un diagrama esqueleto de D. Expresaremos una categoria
pequena con pocos morfismos mostrando todos sus objetos y todos sus morfismos con
excepcion de las identidades, por ejemplo, la categoria Ko se expresa por:

El diagrama esqueleto de Koy es:

e — > o (1.1)

Es decir, la imagen de un funtor de Ky a A tiene la forma del diagrama (1.1).

Definicién 1.34. Sea D : K — A un diagrama en A sobre K. Una pareja (X, {o; |
i € Ob(K)}) formada por un A-objeto X y una familia de A-morfismos a; : X —»
D(i) para i en Ob (K) se llama una fuente natural para D, si para cualquier
IC-morfismo a : i — j se tiene que D(a) o a; = a;.

X — > D(i)

16



Dual: Una pareja ({a; | i € Ob(K)}, X) formada por un A-objeto X y una familia
de A-morfismos «; : D(i) — X para i en Ob (K) se llama un sumidero natural
para D, si para cualquier K-morfismo a : i — j se tiene que oy = o o D(a).

o

DT s N
pw| A
D(j)

Definicién 1.35. Para un diagrama D en A sobre KC, una fuente natural (X, {c; |
i € Ob(K)}) para D se llama un limite para D, si cumple lo siguiente: Para
cualquier fuente natural (Y, {B; | i € Ob(K)}) para D, existe un tinico morfismo
Y — X en A tal que f; = a; o p para cualquier i en Ob (K). Llamaremos
a ¢ morfismo conector de la fuente natural (Y, {5; | i € Ob(K)}) a el limite
(X, {s | i € OW(K)}).

Y S S— > X
N A
D(i)
Dual: co-limite para un diagrama D.
X SR S Y
DA
D(i)

Con el siguiente ejemplo se muestra la causa de este nombre:

Ejemplo 1.36. Para un conjunto dirigido (A, <), construiremos una categoria. Pa-
ra cada N € A, consideremos un objeto A y para cada A\, en A tales que A < p,
consideremos un morfismo py, : 4 — A. La clase de estos objetos y estos morfismos
forman una categoria pequena que denotaremos por A.

Sea A la categoria Conj, Gep o Top. Un funtor D : A — A define un sistema
inverso (X, fau) en A por Xy = D(A) y fay = D(pau). Entonces (X, {fa | X €
Ob(K)}) es un limite para el diagrama D si, y solo si (X, {fx | A € Ob(K)}) es un
limite inverso del sistema inverso (X, fa) en A (ver Definicion [1.7]).

Proposicién 1.37. Para un diagrama D en una categoria A sobre K, un limite
(X, {a; | i € Ob(K)}) es unico salvo isomorfismo.

17



Demostracién. Supongamos que (X, {a; | i € Ob(K)}) v (Y, {8: | i € Ob(K)})
son limites para D. Entonces existen tnicos morfismos ¢ : Y — Xy ¢ : X — Y
tales que 5; = a; 0 ¢ v a; = f; 09 para cada i en Ob (K).

(%) Q;

X D7) X D(i)

N
L .

N N

N N
\\ \\
N N
2N B; (1IN B;
AN 1 S )
N Ny

Y Y

De aqui que ;0 (po ) = (a;0p)0oth = ;019 = «; para cada i en Ob (K) y
esto implica que ¢ o ¢ es un morfismo conector de (X, {c; | i € Ob(K)}) al limite

(X, {a; | i € Ob(K)}).

Puesto que a; o 1y = a; para cada i en Ob (K), por la unicidad del morfismo
conector, tenemos que ¢ o 1) = 1x. Similarmente, 1) o ¢ = 1y, y esto significa que
(X, {a; |1 € Ob(K)}) v (Y,{Bi | i € Ob(K)}) son fuentes naturales isomorfas. O

Definicién 1.38. Dados dos A-morfismos f : X — Z yg:Y — Z, un diagrama

conmutativo o
1
P——X

(6%) f

Y

7 Z

se llama un jalador de (f,g) si para A-morfismos 1 : W — X y Sy : W — Y
tales que fofy = go Py existe un unico A-morfismo o : W — P tal que el siguiente
diagrama

W N

conmuta.
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Una categoria A tiene jaladores siempre que para cada (f, g) con cod f = cod
g de A-morfismos tienen estos un jalador.

Dual: empujador; tiene empujadores.

Definicién 1.39. Un A-producto de una familia {X; | i € I} de A-objetos es una
pareja (IL;e; Xy, {m; | i € I}), que satisface las siguientes condiciones:

(1) ;e; X, es un A-objeto;
(2) para cada j en I m; : ;e X; — X es un A-morfismo llamado proyeccion;

(3) para cada pareja (X,{f; | ¢ € I}) donde X es un A-objeto y para cada j en
I, i X — X, es un A-morfismo, existe un tnico A-morfismo ¢ : X —
IL;c; X; tal que para cada i en I el trz’cingulo

————————————————— > H1€[X

\/

Una categoria A tiene productos siempre que para todo conjunto I, cada fa-
milia de A-objetos indexados por I tienen un A-producto.

conmuta.

Dual: co-producto; tiene co-productos.

Proposicién 1.40. Si ([[ X;,{m | i€ I}) y (I]Y: {m; | i € I}) son productos de
las familias {X; | i € I} y{Y; | i € I} respectivamente; y si para cada i € I existe un
morfismo f; © X; — Y;, entonces existe un unico morfismo [[ fi : [[ Xi — [V

tal que W;OHfi = f;om;.
I1/:

[1Xi ——= 1V

/
Ur ™,

X;——

i
Definicién 1.41. Si{h; | i € I} es una familia no vacia de A-morfismos contenidos
en [A, B]4, entonces (E,e) es un igualador maltiple en A de {h; |i € I} si,

<

(1) e: E — A es un A-morfismo;

(2) para cada i, j en I hjoe=h;oe;
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(3) sie : E' — A es un A-morfismo tal que para cada i, j en I h;oe =hjoe,
existe un unico A-morfismo ¢ : E' — E tal que para cada i en I el diagrama

conmuta.

Una categoria A tiene igualadores maltiples siempre que toda familia no
vacia de A-morfismos que tienen dominio y codominio comun indexada por un con-
Junto tienen un igualador maltiple.

Dual: co-tgualador multiple; tiene co-igualadores maultiples.

Definicién 1.42. Una pareja (f,S) formada por un A-morfismo f : X — Y y
una fuente S = {f; : X — X; | i € I} se llama un jalador mailtiple en A de
un sumidero {g; : X; — Y }ier si

(1) f=gio fi para cada i en I;

(2) para cada pareja (f',S’) con un A-morfismo f' : X' — Y y una fuente
S'={fl: X' — X, |i €I} para la cual f' = g; o f! para cada i en I, existe
un unico A-morfismo ¢ : X' — X tal que para cada i en I el diagrama

conmuta.

Una categoria A tiene jaladores maltiples siempre que todo sumidero de A-
morfismos indexado por un conjunto tiene un limite.

Dual: empujador mailtiple; tiene empujadores mailtiples.

Definicién 1.43. Para un objeto X de una categoria A, un monomorfismo f :
Y — X es un subobjeto de X. Dual: objeto cociente.
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Definicién 1.44. Si B es un A-objeto y {(A;,m;) | i € I} es una familia de
subobjetos de B, entonces la pareja (D, d) se llama una una intersecion en A de
{(Al,m,) | 1€ ]} Si,

(1) d: D — B es un A-morfismo;

(2) para cada i en I existe un A-morfismo d; : D — A; con la propiedad de que
m; o dz = d,'

(3) sig:C — B ypara cada i en I, g; : C — A; son tales que m; o g; = g,
entonces existe un unico A-morfismo ¢ : C — D tal que para cada i en I el
siguiente diagrama

conmuta.

Una categoria A tiene intersecciones siempre que toda familia indexada por
un conjunto de subobjetos de cada A-objeto tienen una interseccion.
Dual: co-interseccion; tiena co-intersecciones.

Definicién 1.45. Un A-objeto X se llama un objeto terminal para A si para
cualquier A-objeto B, [B, X] 4 tiene un sdlo elemento. Dual: objeto inicial.

Proposicién 1.46. Para una categoria A cada una de las siguientes nociones pue-
den ser definidas como el limite para un diagrama D en A sobre un diagrama es-
queleto K conveniente: igualador, jalador, producto, objeto terminal, interseccion,
jalador maltiple e igualador multiple.

Demostracién.

(1) Igualador: Sea K una categoria pequena con Ob (K) = {1,2}, Mor (A) =
{11, 13,a,b : 1 — 2} cuyo diagrama se expresa por

1l —= 2

b

Para u y v en Mor (A), definase un diagrama D : K — A por D(a) = u 'y
D(b) = v. Entonces (X, {1, as2}) es un limite para D si, y sélo si (X, a;) es

21



un igualador de (u,v) y ag =uoa; =voay.

Necesidad, stipongase que (X,{aj,as}) es un limite para D. Veamos que
(X,a1) es un igualador de (u,v). Nétese que a; : X — D(1), ademsds
uoa; = voay,ya que (X,{ar,as}) es una fuente natural para D, enton-
ces los tridangulos

x —3 D) X —2 D)
D(2) D(2)

conmutan; o sea % o a; = Qg = V 0 (1.

Sea (1 : Y — D(1), ademds uo f; =wvo By, si By :=uo [f1(=vo ), se tiene
que (Y, {f, f2}) es una fuente natural para D pues el siguiente diagrama

Por tanto (X, a1) es un igualador de (u,v).
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Suficiencia, supéngase que (X, ;) es un igualador de (u,v). Entonces «; :
X — D(1), como uoa; = voay sea as := uoa; (x). Veamos que
(X, {a1,as}) es un limite para D. Por (x) los tridngulos

x—2 Spa)  x —2 . p)

<
S

D(2) D(2)

conmutan. Por lo que (X, {ay, as}) es una fuente natural para D. Si (Y, {51, f2})
es otra fuente natural para D, entonces los triangulos

y — .pay vy —P ppy

I
<

62 B2
D(2) D(2)

conmutan. Luego u o 1 = 53 = v o 1. Puesto que (X, ;) es un igualador de
(u,v) existe un unico morfismo ¢ : Y — X tal que ay o ¢ = ;. Veamos que
ap 0 = P. En efecto, asop = (uoay)op =uo(ayoa)=uof = Por
tanto (X, {aq,az}) es un limite para D.

Jalador: El cuadrado conmutativo

en A es un jalador de (fi, f2) si, y sélo si la fuente (P, {p;}icfo,1,21}) es un
limite del diagrama D : K — A, si K es una categoria pequena con Ob
(K) ={0,1,2} y Mor (K) = {1p,11,13,m : 1 — 0,n : 2 — 0}, D(m) = fi,
D(n) = fo y ademds py = f1 o p1 = fa 0 p2; cuyo esqueleto es

2\71.0
1/mr
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Como el cuadrado conmutativo es un jalador, si para cualquier otro cuadrado
conmutativo de la forma

conmuta, lo cual coincide con la definicion de limite para D.

(3) Producto: Sea I en Ob (Conj) y sea K una categoria discreta (ver Definicién
con Ob (K) = I. Para una familia {X; | i € I} de A-objetos defina-
se un diagrama D : K — A por D(i) = X; para cada i en I. Entonces
(X,{a; | i € I}) es un limite para D si, y s6lo si es un producto de la familia
{D(i)|i€ I}

Necesidad, supéngase que (X, {«a; | i € I}) es un limite para D. Como K es
discreta los tinicos /C-morfismos son las identidades. Sea 3; : Y — D(7) un
A-morfismo para cada ¢ en Ob (A). Puesto que K es discreta se tiene que
B; = D(a) o f; para todo a en Mor (K), entonces (Y,{f; | i € I}) es una
fuente natural para D, por la propiedad universal del limite existe un tnico
A-morfismo ¢ : X — Y tal que o; 0 ¢ = ;. Por lo tanto (X, {a; |i € I}) es
un producto de la familia {D(i) | i € I}.

Suficiencia, supéngase que (X, {«; | i € I}) es un producto de {D(i) | i € I}.
Veamos que (X, {a; | i € I}) es una fuente natural para D. Sea 1; : i — i en
Mor (K), se tiene que a; = D(1;) o ay;. Ahora sea (Y,{f; | i € I}) una fuente
natural para D, por la propiedad universal del producto existe un tinico K-
morfismo ¢ : Y — X tal que o; 0 p = f3;. Por lo tanto (X, {«; |7 € I}) es un
limite para D.
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(4)

Objeto terminal: Sea K la categoria vacia y sea D : K — A un diagrama,
entonces (T, {a; : T — D(i) | i € Ob(K)}) es un limite para D si, y sélo si T
es un objeto terminal para Ay {«; | i € Ob (K)} = 0.

Afirmamos que para todo A-objeto, X, si {#: X — D(i) | i € Ob(K)} =0,
entonces (X, {8; | i € Ob(K)}) es una fuente natural para D. Supéngase que
(X, {B: | i € Ob(K)}) no es una fuente natural para D, entonces existen ¢, j en
Ob (K), B; : X — D(i), Bj : X — D(j) en Mor (A) y a: i — j en Mor (K)
tales que 3; # D(a) o §;, lo que implica que existe 3; en {3; | i € Ob(K)}) una
contradiccién pues {3; | © € Ob(K)} = (). Por lo tanto (T, {«; | i € Ob(K)}) es
una fuente natural para D.

Necesidad, supéngase que (T,{a; | i € Ob(K)}) es un limite para D. Sea
{8:X — D) |ie ObK)} =0, entonces (X,{f; | i € Ob(K)}) es una
fuente natural para D, por la propiedad universal del limite existe un tnico
A-morfismo ¢ : X — T tal que «; o p = f3; para cada i en Ob (K). Veamos
que {a; | i € Ob(K)} = 0, supdéngase que {a; | i € Ob(K)} # 0, existe o; en
{ai | i € Ob(K)} tal que B; = a; o ¢, entonces {f; | i € Ob(K)} # 0 lo cual
es una contradiccién, por lo tanto {a; | i € Ob(K)} = (). Resta demostrar la
unicidad de . Sea v : X — T tal que a; 0 ) = (;, supongase que existe j en
Ob (K) tal que a; o # f3;, lo que implica que existe o en {; | i € Ob(K)}
lo cual es una contradiccién; asi ¢ = 9. Por lo tanto 7" es un objeto terminal
para D.

Suficiencia, supéngase que 7' es un objeto terminal para Ay {a; | ¢ € Ob
(K)} = 0, entonces (T,{c; | i € Ob(K)}) es una fuente natural para D. Sea
(X, {B: | © € Ob(K)}) una fuente natural para D, por la propiedad universal
de objeto teminal existe un tnico mofismo ¢ : X — T tal que o; o ¢ = [3;
para cada i en Ob (K)}. Por lo tanto (7', {a; | i € Ob(K)}) es un limite para D.

Interseccién: Sea I un conjunto, 0 ¢ [ y K la categoria pequena con Ob
(K)y=1TU{0} y Mor (K)={1; |iel}U{lg}U{a:i—0]i¢€ I}. Para
un familia {f; : X; — Y | i € I} de monomorfismos en una categoria A,
deffnase un diagrama D : K — A por D(i) = X;, D(0) =Y y D(a;) = fi.
Entonces (X, {g; : X — X;} U{go}) es un limite para D si, y sélo si (X, go)
es interseccion de {f; |i € I}y fi 0 gi = go-

Necesidad, supéngase que (X, {g; | i € I} U{go}) es un limite para D. Veamos
que (X, go) es interseccién de {f; | i € I}. Puesto que (X, {g;,g0}) es fuente
natural para D, se tiene que f;0g; = go para cada i en I. Sean (Z, hy) donde Z
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es un A-objeto, hy : Z — Y un A-morfismo y sea {h; : Z — X, | i € I} una
familia de A-morfismos. Si hg := f; o h;, entonces (Z, {h;, ho}) es una fuente
natural para D.

Como (X, {gi, go}) es un limite para D, existe un unico A-morfismo ¢ : 7 —
Y tal que hy = gy o ¢. Por tanto (X, go) es una interseccién de {f; | ¢ € I}.
La interseccion es un subobjeto de Y y de los X;. Definase g; = d; ot = d; o s,
g=dot=dos; mjog;=m;o(d;ot)=dot = g, entonces existe un tinico
A-morfismo ¢ : €' — D tal que g = do ¢, pero g = dot = do s, luego
t=p=s.

Suficiencia, supéngase que (X, gg) es una interseccién de {f; | i € I} y go =
fiog;. Veamos que (X, {gi,go}) es un limite para D. Nétese que go : X — Yy
sean g; : X; — Y tales que f;0¢g; = go para cada ¢ en I, entonces (X, {g;, go})
es una fuente natural para D. Sea (Y, {h;, ho}) una fuente natural para D se
tiene que hg = f; o h;. Como (X, go) es una interseccién de {f; | i € I} existe
un tnico A-morfismo ¢ : Z — X tal que hg = gpo ¢

Veamos que g; o p = h; para cada i en I. Puesto que hg = goop = (fiogi) o
y ho = fi o h;, entonces f; o (g; o p) = f; o hy, lo que implica que h; = g; 0 ¢
porque f; es un monomorfismo para cada i en I. Por lo tanto (X, {g:,90}) es
un limite para D.

Jalador multiple: En la definicién anterior, si no se supone que cada A-morfismo
fi, es un monomorfismo, El limite (X, {g; : X — X;}U{go: X — Y'}) para
D se llama un jalador multiple de {f; | i € I'}. Nétese que si I = {1,2} el
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jalador multiple de (f1, f2) coincide con su jalador.

Para un sumidero ({f; : X; — Y | ¢ € I},Y) una fuente (X,{g; | i €
I}t U{go}) es un jalador multiple del sumidero si

(a) go = fiogi

(b) si (Z,{h; : Z — X;}U{t: Z — Y}) es una fuente tal que t = f; o h;
para cada i en [, existe un unico A-morfismo ¢ : Z — X tal que
hi=fiopyt=googp.

Igualador multiple: Sea [ un conjunto y K una categoria pequena con Ob
(K) ={1,2}, Mor (K) = {11,152} U{a; : 1 — 2| ¢ € I'}. Para una familia de
A-morfismos definase un diagrama D : K — A por D(a;) = f; para cada i
en I. Entonces (Z,{g: Z — X,h: Z — Y'}) es un limite para D si, y s6lo
si (Z,g) es un igualador multiple para {f; | i € I} y h = fiog = f; o g para
cada iy jen [I.

Necesidad Supéngase que (Z,{g,h}) es un limite para D. Veamos que (Z, g)
es un igualador de {f; |i € [}, g: Z — X y h = f;0g = f; o g para cada 1,
j en I. Puesto que (Z,{g,h}) es una fuente natural para D, los tridngulos

7—9 % 7—9 %
h fl h fj
v v

conmutan, entonces para cada ¢, j en I fiog = h = f;jog. Sea (Z', ¢') una pareja
con Z' un A-objetoy ¢’ : Z' — X un A-morfismo tales que f;o¢' = f;jo04
para cadaiy jen I.Si b := fiog = (f;og’) se tiene que (Z',{¢, h'}) es una
fuente natural para D, entonces existe un tinico A-morfismo ¢ : Z/ — Z tal
que g =gopyh'=hop.
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Por lo tanto (Z, g) es un igualador multiple de {f; | i € I}.

Suficiencia, supéngase que (Z,g) es un igualador multiple de {f; | i € I},
entonces g : Z — Xy fiog = f;og paracadai, jen I. Seah := fiog(= f;og),
tenemos que los tridngulos

Y Y

conmutan; por lo que (Z, {g, h}) es una fuente natural para D. Sea (Z',{g¢’, h'})
una fuente natural para D entonces los triangulos

/ /

g g

J — X 7 — X
B fZ N fj
Y Y

conmutan, asi fog’ =h' = fjog’. Como (Z, g) es un igualador multiple existe
un tnico A- morfismo ¢ : Z/ — Z tal que ¢’ = g o o Veamos que b’ = h o y;
hop=(fiog)oyw= fiog =h.Portanto (Z,g,h) es un limite para D.

O

Proposicién 1.47. Supingase que (P, {p1,p2}) es un jalador de (f : X — Z, g :
Y — Z) y que f es un monomorfismo en A. Entonces py es un monomorfismo en
A el cual se llama una imdgen inversa de f por g.

Demostracién. Supéngase que (W, {p1,p2}) es un jalador de (f : X — Z, g :

Y — Z) y que f es un monomorfismo en A. Sean h,k : P — P A-morfismos
tales que ppoh = pyok := p), entonces fopyoh =gopyoh=gopyok = fopok.

/
RA
P=p
p/
? P2| f
Yoy A
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Como f es un monomorfismo se tiene que p;oh = p;ok := p}. Puesto que p;oh = p;ok
para cada i en {1,2} y por la propiedad universal del jalador se cumple que h = k.
Y por tanto py es un monomorfismo. O
Una categoria A tiene imagenes inversas siempre que para cada par de A-
morfismos (f : X — Z,g : Y — Z), donde f es un monomorfismo, se puede
extender para formar un jalador de (f, g).
Dual: co-igualador, empujador, co-producto, objeto inicial, co-interseccién,
empujador multiple, co-igualador miiltiple, co-imagen inversa.

Las nociones de uniones e imagenes son también defindas (ver [6]), pero no son
nociones duales de interseccion e imagen inversa respectivamente.

Proposicién 1.48. Supongase que D : K — A es un diagrama en una cate-
goria A sobre una categoria pequena K y definase una categoria (D) como si-
gue: Ob (D) es la clase de todas las fuentes naturales (X, {c}iconi)) para D
y para (X, {a;}iconr)), (Y, {Bi}icorc)) en Ob (D) el conjunto de (D)-morfismos
(X, {ai}iconry), (Yo {Biticonx)) () consiste de todos los A-morfismos f: X — Y
tales que a; = f3; o f para cada i € Ob(K). Entonces (X, {c;}iconk)) s un limite
para D si, y solo si es un objeto terminal en (D).

Demostracion. Necesidad, nétese que dompy = domy, codipy = cody y si
B ={(f,g) | codaf = domug}, oq: B — Mor (A) definida por op)(f,g) =go f.
Supéngase que (X, {a;}icopcy) es un limite para D. Sean (Y, {B;}icop)) en Ob
(D)) y f,gen [(Y,{Bi}icovuc)): (X, {ci}icobx))](py- Tenemos que a0 f = B; = a;0g
para cada i en Ob (A)

Como (X, {a;}icopcy) es un limite para D, f es tnico y f = g¢. Por tanto
(X, {ci}icon(x)) es un objeto terminal para (D).

Suficiencia, supéngase que (X, {; }icon(k)) €s un objeto terminal para (D). Pues-
to que (X, {a;}iconic)) es un objeto en (D), es una fuente natural para D. Sean
(Y, {Bi}icon(k)) una fuente natural para D, como (X, {a;}icopk)) s un objeto termi-
nal en (D) se tiene que [(Y, {5 }icovk)), (X, {ci }iconx))](p) tiene un tnico morfismo
¢ :Y — X tal que o; 0 ¢ = f; para cada i en I. Por lo tanto (X, {c;}iconic)) €s
un limite para D. O

En la categoria Ab, el producto es el producto directo y el co-producto es la suma
directa, mientras que en la cetegoria de Grp el producto es el producto directo y el
co-producto es el producto libre. En ambas categorias , el objeto inicial coincide con
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el objeto terminal (llamado objeto cero, en general). Conj y 7T op no tienen objeto
cero.

1.1.4. Categorias completas

Definicién 1.49. Sea K una categoria pequenia. Una categoria se llama K-completa
st para cualquier diagrama D : K — A en A sobre IC, existe un limite para D.
A se llama completa si para cualquier categoria pequena IC, A es K-completa. A
se llama finitamente completa si para cualquier categoria pequena finita IC (es
decir, K es un conjunto finito), A es K-completa.

Dual: K-co-completa, co-completa, finitamente co-completa

Si A es K-completa para un diagrama esqueleto K expresado por ¢ —/— o
entonces se dice que A tiene igualadores (ver Proposicién [1.46)).

Teorema 1.50. Para una categoria A, son equivalentes:

(1) A es completa.

(2) A tiene jaladores multiples y objetos terminales.

(3) A tiene productos y jaladores.

(4) A tiene productos e imagenes inversas.

(5) A tiene productos e intersecciones finitas.

(6) A tiene productos e igualadores.

(7) A tiene productos e intersecciones.
Demostracién.

(1) implica (2) Se sigue de la Proposicién Supoéngase que A es una categoria
completa. Sea K; una categoria pequena con Ob (K;) = I U {0}, donde I es
un conjunto y 0 ¢ I, Mor (Ky) = {1; |i € [} U{1lg}U{a:i —0|i€e I}
y sea Ky = () la categorfa vacia. Entonces A es Ki-completa para el diagrama
D: Ky — Ay también es Ky-completa para el diagrama D : Ky — A. Por
lo tanto A tiene jaladores multiples y objetos terminales.

(2) implica (3) Se sigue del siguiente Lema:

Lema 1.51. Sean T un objeto terminal en A, I un conjunto no vacio y {X; |
i € I} una familia de A-objetos. (X, {p; : X — Xi|i € I},tx : X — 1)
es un jalador multiple de {t; : X; — T | i € I} st, y solo si (X, {p; | i € I})
es producto de {X; | i € I}, donde t; : X;, — T,i€l ytx: X — T son
morfismos unicos por la propiedad de objeto terminal.
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Demostracién. Necesidad, supéngase que (X,{p; | ¢ € I} U {tx}) es un
jalador multiple de la familia {¢; | ¢ € I} tal que tx = t; o p; para cada i en I.

X — X

Di

Sea (Y,ty : Y — T') un jalador miltiple de {¢; | i € [} y sean m; : X — X;
A-morfismos tales que t; o m; := ty, entonces existe un tunico A-morfismo
¢:Y — X tal que p;op =m y tx op = ty. Por tanto (X, {p; | i € I}) es
un producto de {X; | i € I}.

Suficiencia, supéngase que (X,{p; | ¢ € I}) es un producto de la familia
{X;|i€l}yt,tx sontnicoy tx :=t;op;. Sea (Y, {m Y — X, |i€I})
un producto de {X; | i € I}, donde ty := m; o t;. Entonces existe un tnico
A-morfismo ¢ : Y — X tal que p; o ¢ = m;. Veamos que ty = tx o ¢:
txop=(t;op;)op ="t;0(p;op)=t;om =ty. Por tanto (X, {t; | i € I}) es
un jalador multiple de {¢; | i € I}. a

(3) implica (4) Basta considerar que si (X, {a1,as}) es un jalador de (f,g) y f es
un monomorfismo en A, entonces ay es la imagen inversa de f por g.

(4) implica (5) Para una familia {f; : X; — Y | ¢ € I} de A-monomorfismos con
I = {1,2}, una interseccién (Wo, {{g? : Wo — X; | i € [} U {g2 : Wy —
Y'}}) de (f1, f2) se obtiene por la formacién de un jalador de (fi, f2), es decir,
por la imagen inversa de f; por f,. Para un conjunto finito /, una interseccién
de {f; : X; — Y | i € I} puede obtenerse por la formacién inductiva de
imagenes inversas.

Demostracién. Supéngase que A tiene productos e imagenes inversas. Sea

(Wa, {{g7 : Wo — X1,05 : W — X5}) un jalador de (f1 : X3 — Y, fo :
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Xy — Y), entonces f1 0 g3 = fy0g3. Sea g3 := f1 09} = fa093

2

W2L X,
2

g f1
I g

Xy — Y

f

Sean h; : Z — X; A-morfismos para i en {1,2} tales que fiohy = fyohs. Sea
h := fi o hy = fy o hy. Entonces por la propiedad universal de jalador, existe
un tnico A-morfismo ¢y : Z — W, tal que g7 o 1 = h; para i € {1,2}.

Z‘\

Sea v = g2 owy: Z — Y, Veamos que ) = h
v=gsopa=(fiogi)opr=fio(gow)=fiohi=h

Por lo tanto (Wa, g2) es una intersecién de {f1, f2}.

Sea (Wh, {{kn1 : W, — W,_1,9% : W,, — X,,}) un jalador de (f, :
X, — Y, g0t W,.1 — Y), donde (W,,_1,g5 ") es una interseccién de
{1, f2, -, fa—1}. Entonces gi " o ky_y = f, 0 g y definase g = gi " o k1 =
fnogn

kp_
W, ——%W,_,
n n—1
gn gg gO

Xp———>Y

Jn

Por hipétesis (W,_1, g5 ") es una interseccién de {f1, fa, ..., fa_1}, por lo que
para cada i en {1,2,....,n — 1} existen ¢g/'""' tal que f; o gi”_1 = gy~ y como
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fi o h; = h existe un unico ¢, : Z — W,,_; tal que gg’l 0,1 =h.

Para cadaien {1,2,...,n} sea h; : Z — X; un A-morfismo tal que h = f;oh,;.
Entonces por la propiedad universal de jalador, existe un tnico A-morfismo
on 4 — Wy tal que ky—1 09, = @1y g 0 @n = hy.

Xp——>Y

Ja

Veamos que (W,,,g() es una interseccién de {fi, fo, ..., fn}. Definanse g!' =
g7 'ok, 1, paracadaien {1,2,3,...,n—1}, entonces fiog! = fio(g' tok, 1) =
(fio g?‘l) ok,1 = gg_l o0 knpo1 = gg. Y como f, ogr = g, tenemos que

fiogl =gy para cada i en {1,2,...,n}.

Resta demostrar que g§ o ¢, = h; en efecto gf o o, = (g0 ' o ky 1) 0 0n =
gy o (kno10wn) =gy o, 1 = h. Por lo tanto (W, g%) es una interseccién

de {f1, fa, -, [n}- O
(5) implica (6) Se sigue del siguiente Lema:

Lema 1.52. Supdngase que A tiene productos finitos, sea (] [;c 2y Xis {mx1, Tx, })
un A-producto de {X; | i € {1,2}}. Para una pareja (f,g) de morfismos
f,9: X1 — Xy existe una pareja (f',g') de morfismos f',q + X1 — [[X;
tal que mx, o f' = 1x,, mx, 0o f = f, 7x,04¢ = 1lx,, 7x,0¢ = g. Si
(Z,Ah,k : Z — Xy,l : Z — [[ Xi}) es una interseccion de {f',g'}, en-
tonces h =k y (Z,h) es un igualador de f y g. Si (Z,h) es un igualador de f

y g, entoces (Z,{h,h, f' o h}) es una interseccion de {f', ¢'}.
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Demostracién. Sean f,g: X; — Xo y 1x, : X3 — X; A-morfismos tales
que el siguiente diagrama conmuta

g Tx
/
X, H X;
1y, ™
X,

Aplicando la propiedad universal del producto a las fuentes (Xi1,{f, 1x,}) y
(X1,{9,1x,}), existen tnicos A-morfismos f’, ¢ : X; — [] X; tales que los
diagramas

X5 T2
/ o / -
Xy [ X Xy [ XG
f g
1y, X, 1y, X,
Xy Xi

conmutan.

Supéngase que (Z,{h,k: Z — X1} U{l: Z — [[ Xi}) es una interseccién
de {f’,¢'}. Veamos que h = k. Nétese que : ffoh =g ok = mx, 0 f oh=
mx,09 0k =1x,0oh=1x,0k= h=k.

Como (Z,1) es una interseccién de {f’, ¢’} (ver Definicién [1.44)), se tiene que :
floh=¢gok=rmx,of och=mnx,09'0ck = foh=gok.Seah': Z' — X; tal
que foh' = goh/, puesto que f = wx,of' y g =7x,0¢ , entonces mx,o0 f'oh’ =
Tx, 0g oh'. Por otrolado 1x, o' =1y, oh) = mx, 0 f'oh/ =7mx, 09 oh,
por la propiedad universal del producto f'oh’ = ¢’ o h'. Puesto que (Z,1) es
una interseccién de {f’, ¢’} existe un tnico A-morfismo ¢ : Z' — Z tal que
lop = foh'. Como [ = f'oh, entonces f"ohop = f'oh’y como f es
cancelable por la izquierda h o ¢ = h/. Por lo tanto (Z, h) es un igualador de

34



fvyyg

Supéngase que (Z,h) es un igualador de f y g (ver Definicién [1.24), se tiene
que foh=goh=mx,0f oh=mx,0g ohy puestoque lxy,oh=1x,0h=
mx, 0 f'oh = mx, o g oh, por la propiedad universal del producto se tiene
que ffoh=g¢g oh.Sea h': Z/ — X; un A-morfismo tal que f"oh’ = ¢ o I/;
ffoW =g ol =nx,0of ol =7x,09 oh = foh' =goh'. Y puesto que
(Z,h) es un igualador de f y g existe un tinico A-morfismo ¢ : 2/ — Z tal
que how = h, porlo que f"ohop = f"oh'. Resta demostrar que f"y ¢’ son
monomorfismos, f'oh = ffoh' = wx, 0o ffoh=7nx,0f oh = 1x,0h =
lx, oh/ = h = h/, similarmente ¢’ o h = ¢’ o I’. Por lo tanto (Z, f' o h) es una
interseccién de {f’, ¢'}. O

(6) implica (1) Primero demostraremos el siguiente Lema:

Lema 1.53. Si A tiene productos e igualadores, entonces tiene intersecciones
de monomorfismos requlares.

Demostracién. Sea I un conjunto y para cada ¢ en I sea h; : Z; — X un
igualador de f;,g; : X — Y;. Para un A-producto (Y, {m; : Y — Y;}) de la
familia {Y; | i € I}, existen A-morfismos f,g: X — Y tales que m; o f = f;
y m; 0 g = g; para cada i en I.

xodony xSy
Y; Y;

Sea (W,h : W — X) un igualador de f y g, foh=goh = mo foh=
miogoh = fioh = g;oh. Como (Z;, h;) es un igualador de f; y g; para cada i
en [, existe un unico A-morfismo ¢; : W — Z; talque h; o p; = h para cada
1en [.
hi fi
i — X :ﬁg, Y;

A

%‘i

w
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Supéngase que k; : Z — Z; v k : Z — X son A-morfismos tales que
h;ok; = k. Entonces para cada i en I, m;ogok = g;oh;ok; = f;oh;ok; = m;o fok
y por la propiedad universal del producto g o k = f o k. Puesto que (W, h)
es un igualador de f y ¢ existe un tnico A-morfismo ¢ : Z — W tal que
h o ¢ = k. Hemos demostradoque (W, {p; | i € I} U {h}) es una interseccion

de {(Zz,hz) | 1€ I} O
h /
W—+X? Y
4 !
4N
! v
Z Z;

Ahora si demostraremos (6) implica (1). Sea K una categoria pequena arbi-
traria y D : K — A un diagrama en A sobre K. Construiremos un limi-
te para D. Sea (X,{m : X — D(i) | i € Ob (K)}) un A-producto de
la familia {D(i) | @ € Ob (K)}: Para cada K-morfismo a : i — j, sea
(Za,ha © Z, — X) un igualador de D(a) o m; y ;. Entonces existe una
interseccion (Z,{¢, | a € Mor (K)} U {h}) de {h, | @ € Mor (K)}. Veamos
que (Z,{mioh:Z — D(i) | i € Ob (K)}) es un limite para D. Nétese que
D(a) om0 h = D() 0750 (ha © 9a) = (D(@) 0 71 0 ha) 0 P = (3 0 ha) © P =
7j 0 (hg © @) = mj o h. Luego (Z,{m; o h}) es una fuente natural para D.
Ahora sea (W,{«a; | i € Ob(K)}) una fuente natural para D. Por la propie-
dad universal del producto existe un tnico A-morfismo ¢ : W — X tal que
Q; = T; O 77[)

D(t)

Sea 1, : W — Z, un A-morfismo tal que ¢ = h, o 1, para cada a en Mor
(A); por la propiedad universal de la interseccién existe un unico ¢ : W — Z
tal que h o ¢ = 1. De donde a; = m; 09 = (m; 0 h) 0 .
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Asi (Z,{m;oh}) es un limite para D y por lo tanto A es una categoria completa.

(1) implica (7) Se sigue del hecho de que en A los productos e intersecciones son
limites para un tipo de diagramas convenientes.

(7) implica (5) Es obvia.

Teorema 1.54. Para una categoria A, son equivalentes:
(1) A es finitamente completa.
(2) A tiene jaladores y objetos terminales.
(8) A tiene productos finitos y jaladores.
(4) A tiene productos finitos e imagenes inversas.
(5) A tiene productos finitos e intersecciones finitas.
(6) A tiene productos e igualadores.

Demostracion. La demostracion es similar a la del Teorema basta consi-
derar una categoria pequena K finita. O

Ejemplo 1.55. Las categorias Conj y Grp son completas y co-completas. La sub-
categoria plena de Conj que consiste de todos los conjuntos finitos es finitamente
completa y finitamente co-completa, pero no es completa, ni co-completa.

1.2. Conceptos topolégicos

Definicién 1.56. Dadas una familia € = {(Xa, Ta) | @ € A} de espacios topolégicos
y un sumidero S = {fo : Xo — Y | a € A}, la topologia final o topologia
fuerte de Y respecto a la pareja (£,S) es la que tiene por subbase a la familia
Hesy={ACY | f1(A) € 1, para cada o € A}.

Ejemplo 1.57. (1) Sean (X,7x) y (Y, 7y) espacios topoldgicos. Entonces (Y, Ty)
se llamard un espacio cociente de (X, Tx) si existe una funcion cociente f :
(X,7x) — (Y,7v), es decir, una funcién sobreyectiva f : X — Y tal que
Ty es la topologia final en'Y con respecto a f. En este caso 7y = {A C Y |
f7YA) € 7x} se llamard la topologia cociente con respecto a f.

(2) Sea (X,7x) y sea ~ una relacion de equivalencia en X, entonces la topologia
cociente en X/ ~, con respecto a la proyeccion natural q : X — X/ ~ se
denotard por 7.; obviamente 1. = {A C X/ ~| ¢ Y(A) € 7x}, (X/ ~,7.) se
llamard el espacio cociente de (X, Tx) determinado por ~.
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(3) Sea {(X;,7x,) | i € I} una familia de espacios topoldgicos indexados por un
conjunto I. Entonces la topologia final T en [],.; Xi = U;c;(Xi x {i}) con
respecto a la familia {j; : X; — [1,c; X | 1 € I} de inclusiones, definida por
Ji(z;) = (24,1) para cada x; en X;, se llamard la suma topoldgica, (]1;c; Xi, T)
se llamard el espacio suma de {(X;,7x,) | i € I}.

Proposicién 1.58. Si S = {f, : (Xa,7a) — (X, 7) | @ € A} es un T op-sumidero,
son equivalentes

(1) S es un Top-sumidero final.

(2) Siempre que (Z,7z7) es un espacio topoldgico y g : X — Z es una funcion
tal que {go fo: (XaTa) — (Z,72) | @« € A} es un Top-sumidero, entonces
g: (X,7) — (Z,72) es continua.

(3) Si o es una topologia de X tal que {fo : (XayTa) — (X,0) | @ € A} es un
T op-sumidero, entonces o C T.

Demostracién. (1) implica (2). Supéngase que (Z, 7z) es un espacio topolégico
y g : X — Z es una funcién tal que para toda, a en A go f, : (Xq, 7o) — (Z,72)
es continua. Como S es final, 7 tiene como subbase a la familia F¢ 7 = {A C
X |Va e A, f71(A) € 7.}, asf que para demostrar que g es continua, basta darse
cuenta que si A es un conjunto abierto en Z, entonces f; (g7 (A)) = (go fo) ' es
un conjunto abierto en X porque g o f, es continua para cada « en A.

(2) implica (3). Sea ¢ una topologia de X tal que 8" = {f, : (Xa,7a) — (X,0) |
a € A} es un Top-sumidero. Sea 1x : (X,7) — (X, 0) la funcién identidad, en-
tonces para cada a en A la composicién 1y o f, : (X4, 7a) — (X, 7) es continua y
por (2) 1x es continua y por tanto o C 7.

(3) implica (1). Sea o la topologia final de X respecto a la pareja (G,S’), donde
G ={(Xa,7a) | « € A} y &' es el sumidero {f, : X, — X | a € A}. Entonces
el sumidero H = {f, : (Xa,7a) — (X,0) | @ € A} es un T op-sumidero. Puesto
que S es un T op-sumidero la composicién 1y o f, : (X4, 7.) — (X, 7) es continua,
donde 1x : (X,0) — (X, 7); por las implicaciones (1) = (2) = (3), se tiene que
7 C 0. Y como H es un T op-sumidero y estamos suponiendo (3), 0 C 7. Asi 7 =0
y con ello § = H es T op-sumidero inicial. a

Definicién 1.59. Dadas una familia € = {(Ya, 7a) | @ € A} de espacios topolégicos
y una fuente F = {f, : X — Y, | a € A}, la topologia inicial o topologia
débil de X respecto a la pareja (E,F) es la que tiene por subbase a la familia
Her =1 (A) |ae Ay Ae,}.

Ejemplo 1.60. (1) Sean (X,7x) y (Y, 7y) espacios topoldgicos. Entonces (Y, Ty)
se llamard un subespacio de (X, Tx) si existe un encaje f : (Y, 7v) — (X, 7x),
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es decir, una funcion inyectiva f :Y — X tal que 1y es la topologia inicial
en Y con respecto a f. En este caso 7y = {f1(A) | A € 7x} se llamard la
topologia del subespacio con respecto a f.

(2) Sea (X,7x) y sea U C X, la topologia del subespacio en U, con respecto a
la inclusion i : A — X se denotard por 7y y se llamard la topologia relativa;
obviamente Ty = {ANU | U € 7x}, (U, 1) se llamard el subespacio de (X, Tx)
determinado por U.

(3) Sea {(X;,7x,) | i € I} una familia de espacios topoldgicos indexados por un
congunto I. Entonces la topologia inicial T en [ [;.; X; con respecto a la familia
{mi Il Xi — Xi | i € I} de proyecciones, se llamard la topologia producto,
(ILic; Xi, 1) se llamard el espacio producto de {(X;,7x,) | i € I}.

Proposicién 1.61. Si F = {f, : (X,7) — (X4, 7a) | @ € A} es una Top-fuente,
son equivalentes

(1) F es una T op-fuente inicial.
(2) Siempre que (Z,77) es un espacio topoldgico y g : Z — X es una funcion
tal que {fo0og: (Z,77) — (Xa,7a) | @ € A} es una Top-fuente, entonces

g:(Z,77) — (X, 7) es continua.

(3) Si o es una topologia de X tal que {f, : (X,0) — (Xa,7a) | @ € A} es una
T op-fuente, entonces T C o.

Demostracién. Dual de la Proposicién [1.5§ O
Proposicién 1.62. En cualquier subcategoria plena de T op,
(1) Un morfismo f : X — Y es un isomorfismo si, y sélo si f es homeomorfismo.
(2) Un morfismo f: X — Y es un monomorfismo si, y sélo si f es inyectivo.
Demostracién. Sea A una subcategoria plena de T op.
(1) Necesidad. Supéngase que f : X — Y es un A-isomorfismo, existe un A-

morfismo g : Y — X tal que go f =1x y fog = 1y. Notese que f y g son
continuas y g = f~ %, por lo tanto f es un homeomorfismo.

Suficiencia. Supongase que f : X — Y es un homeomorfismo en A, existe
f~Ven [X,Y]7op, como A es plena f~! pertenece a [X,Y] 4. Por lo tanto f es
un A-isomorfismo.
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(2) Necesidad. Supdéngase que f : X — Y es tal que f(z) = f(2') y v # 2/
Sea Z un A-objeto y definanse g : Z — X por g(z) = z para toda z en
Zyh:Z — X por h(z) = 2’ para cada z en Z. Nétese que g y h son
T op-morfismos. Veamos que f o g = f o h; en efecto sea z en Z, entonces
(feg)(z) = flg(2) = f(x) = f(&') = f(h(z")) = (foh)(2). Asi fog=foh

y g # h. Por lo tanto f no es monomorfismo.

Suficiencia. Supéngase f : X — Y es inyectiva. Puesto que T op es concreta
y A es una subcategoria de T op, entonces A es concreta, por la Proposicion
f es un monomorfismo.

O

Ejemplo 1.63. La categoria T op no es balanceada 1x : ({0,1}, 74i5) — ({0, 1}, Tina),
es biyectiva y continua, pero su inversa no es continua, es decir, no €s un SOMor-
fismo.

Proposicién 1.64. Sean u,v : X — Y dos funciones continuas cualesquiera y
A={x e X |u(z)=v(x)}. SiY es Ty, entonces A es un conjunto cerrado en X.

Demostracién. Sea x en X'\ A, entonces u(z) # v(x) y como Y es Ty, existen A,
y As conjuntos abiertos en Y ajenos, tales que u(z) pertenece a A; y v(x) pertenece
a Ay. Puesto que u y v son continuas u™'(A;) y v7!(As) son conjuntos abiertos en
X y por consiguiente u~1(A;) N v~ (Ay) es un conjunto abierto en X. Nétese que
w(u™t(A;) Nv™1(Ay)) esta contenido en A; y v(u™'(A;) N v (Ay)) esta contenido
en Ay, se tiene que u~!(A;) Nv™'(Ay) esta contenido en X \ A; lo que implica que
X \ A es un conjunto abierto en X. Por lo tanto A es un conjunto cerrado en X.
(]

Corolario 1.65. Sean u,v: X — Y dos funciones continuas tales que u|p = v|p,
donde D es un conjunto denso en X. Si 'Y es Ty, entonces u = v.

Demostracién. Puesto que u|p = v|p, entonces D esté contenido en A = {x €
X | u(z) = v(x)} que es un conjunto cerrado. Luego, X = D C A = A; asi X = A.
Por lo tanto u = v. O

Lema 1.66. Si f : X — Y es un Top-epimorfismo, S es un subespacio de Y y
f(X) estd contenido en S, entonces S =Y .

Demostracion. Supéngase que f : X — Y es un Top-morfismo y S es un
subespacio propio de Y que contiene a f(X), existe un punto yo que no pertenece
a S. Demostraremos que f no es un epimorfismo construyendo un espacio Z’ y dos
funciones u y v tales que son uo f =wvo f, pero u # v. Para construir el espacio Z’,
sean {P, Q} un espacio discreto, Z el espacio producto de Y x {P,Q}, j:Y — Z
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definida por j(y) = (y,P) y k : Y — Z definida por k(y) = (y,Q) funciones

continuas. Definase una relacién de equivalencia ~ en Z de la siguiente manera:
(va)N (y/,P)ﬁy:y/eY\Sg

(1,Q) ~ (¥, Q) e y=y €Y \S,
(y,P)~(/,Q)=y=y €8S.

Tenemos el siguiente espacio cociente:

Z' =y, P} ly e YANSHUH{(y, @} ly e YASHU{{(y, P). (y, @)} [y € S}y

q: Z — Z' la funcién cociente.

Definanse morfismos u = goj:Y — Z'yv =qok :Y — Z' por u(y) =
{(y, P)} y v(y) = {(y, @)} respectivamente. Tenemos que uo f = vo f; en efecto, sea

zo en X, entonces (uo f)(xo) = u(f(zo)) = {(f(x), P)} y (vo f)(zo) = v(f(20)) =
{(f(z),Q)}. Como f(x) pertenece a S, tenemos que uo f = vo f. Nétese que u(yg) =
{(y0, P)} # {(v0, @)} = v(yo), asi u # v. Por lo tanto f no es un epimorfismo. O

Nétese que si A es un subconjunto de Y, entonces (¢! (q(j(A))) = j(A)Uk(ANS)
y (a7 (q(k(A))) = k(A) Uj(ANS).
Sea (m, P) en j(A) con m en A, entonces
{(m,P)} si meA\S
q(m, P) =
{(m,P),(m,Q)} si me ANS
Por lo que

{(m,P)} si meA\S
q(j(m)) =
{(m,P),(m,Q)} si me ANS

En ambos casos (m, P) pertenece a ¢~ (q(j(A))). Por tanto j(A) estd contenido
en g~ (q(j(A))).

Sea (m, P) en k(AN S) con m en AN S, entonces ¢(m, Q) = {(m, P),(m,Q)},
)

ast q(j(m)) = {(m, P), (m,Q)}, en consecuencia (m, Q) pertenece a q~'(q(j(A))).
Hemos demostrado que j(A) U k(AN S) estd contenido en ¢~ *(g(j(A))).

Ahora sea (m,T) en ¢ '(q(j(A))), entonces q(m,T) = q(j(A)), existe m’ en A
tal que ¢(m,T) = q(m’, P), lo que implica que (m,T) ~ (m’, P). Tenemos dos casos.

(1) Si T'= P, entonces m = m’ y m pertenece a A. Por lo tanto (m,T) = (m/, P) =
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j(m’) pertenece a q(j(A)) Uk(ANS).

(i1) Si T # P, entonces (m,T) = (m,Q) ~ (m/, P) con m en A, en consecuencia
m = m' pertenece a AN S, por lo que (m,T) pertenece a k(AN .S). Hemos demos-
trado que ¢~ (q(j(A))) estd contenido en j(A) U k(AN S).

Por lo tanto j(A) Uk(ANS) = q ' (q(j(A))).
Similarmente se demuestra que (¢~ '(q(k(A))) = k(A)Uj(ANS).

Diremos que una funcién continua f : X — Y es densa siempre que Cly (f(X)) =
Y. Un encaje cerrado f: X — Y es encaje que satisface f(X) = Cly(f(X)).

Proposicién 1.67. (1) En Top,, un morfismo f : X — Y es un epimorfismo
st, y solo si para cualquier y en'Y, toda vecindad de y intersecta a f(X) N

Cly({y})-

(2) En Top y Top, un morfismo f : X — Y es un epimorfismo si, y sélo si f
es sobreyectivo.

(3) En Topy y Tops un morfismo f: X — Y es un epimorfismo si, y solo si f
es denso.

Demostracién. En (2) se demostrard la Necesidad, la suficiencia se sigue de la
Proposicién

(1) Necesidad. Sea f : X — Y morfismo en Top, y sea b(f(X)) = {y € Y |
toda vecindad de y intersecta a f(X) N Cly({y}). Entonces f(X) C b(f(X)),
supongase que b(f(X)) es un subespacio propio de Y, existe un punto y, en
Y que no pertenece a b(f(X)). Se demostrard que f no es un epimorfismo
construyendo un espacio Z' y dos funciones u y v tales que son uo f =vo f,
pero u # v. Para construir el espacio Z, sean {P,Q} un espacio discreto y Z
el espacio producto de Y x {P,Q}, j : Y — Z definida por j(y) = (y, P)
y kY — Z definida por k(y) = (y,Q) funciones continuas. Definase una
relacion de equivalencia en Z de la siguiente manera:

(y, P)~ (¥, P) &y =y €Y \b(f(X)),
(v, Q) ~ (v, Q) &y =y €Y \b(f(X)),
(v, P) ~ (¥, Q) &y =y €b(f(X)).

Tenemos el siguiente espacio cociente:

Z'={y, P)y ly e YIU{{(y,Q)} |y € YIU{{(y, P), (v, Q)} | y € b(f(X))}

y q: Z — Z' la funcién cociente.
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Definanse morfismos v = qoj: Y — Z' por u(y) = {(y,P)} y v =qok:
Y — Z' por v(y) = {(y,Q)}. Se tiene que uo f = v o f; en efecto, sea zy en
X, entonces (o f)(z0) = u(f(x0)) = {(£(@), P)} ¥ (v'0 f)(0) = 0l (z0)) =
{(f(z),Q)}. Como f(xg) € b(f(X)), tenemos que uo f = vo f. Por otro lado co-

mo yo pertence a Y \ b(f(X)), entonces u(yo) = {(vo, P)} # {(v0, @)} = v(yo),
asi u # v. Por lo tanto f no es un epimorfismo.

Para completar la demostracion resta demostrar que el espacio cociente Z’ es
un 7T opy-objeto. Considérense dos puntos distintos de Z’. Existen seis casos
en los que encontraremos un conjunto abierto que contiene a alguno de dichos
puntos.

L {(y, P)} #{(y, P)}, con y, y' € Y\ b(f(X)).

IL {(yv,Q)} #{(¥,Q)}, cony, ¥y € Y\ b(f(X)).
1L {(y, P), (y,Q)} #{(¥, P)(y, Q) }, con y, y' € b(f(X)).
IV. {(y, P)} #{(¥, P), (v, Q) }, cony € Y\ b(f(X)) y ¥ € b(f(X)).
VoA, @} #{(, P), (v, Q)}, cony € Y\ b(f(X)) y ¥ € b(f(X)).
VL {(y, P)} # {(y.Q)}, con y € Y \ b(f(X)).

I. Sea {(y,P)} # {(v,P)}, cony, v € Y \ b(f(X)). Puesto que Y es
un 7 opy-objeto, y v ¥’ son puntos distintos de Y, podemos suponer sin
pérdida de generalidad que existe un conjunto abierto, A, de Y tal que y
pertenece a A y ' no pertence a A. Sea U = u(A) Uv(A), nétese que

¢ (U) = ¢ (u(A) Uv(4))
=q '(q(i(A)U ( (4)))
=q '(q(5(A) Vg (a(k(A)))
= (A)Uk(Aﬂb( (X)) Uk(A) U (AND(f(X)))

j
J(A) Uk(A)
= (Ax{P}HuU(Ax{Q})

es un conjunto abierto en Z y por tanto U es un conjunto abierto en 7.
Es claro que {(y, P)} pertenece a U, sin embargo {(3/, P)} no pertenece
a U. En efecto, si {(y/, P)} pertenece a U, entonces {(y/, P)} pertenece
a u(A) = (1)) o {(4/, P)} pertencee a v(A) = g(k(A). Si {(s/, P)}
pertenece a q(j(A)), existe y” en A tal que {(v/, P)} = {(¢¥", P)}, lo que
contradice el hecho de que 3’ no pertenece a A. Si {(¢/, P)} pertenece
a q(k(A)), existe y” en A tal que {(¢v/,P)} = {(¥",Q)}, lo que es una
contadiccién pues y' no pertenece a b(f(X)).

II. La demostracion es similar a 1.
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IIT.
IV.

VL

La demostracion es similar a I.

Sea {(y, P)} # {(¢’, P), (v, @)}, con y € Y\ b(f(X)) y ¥ € b(f(X)).

Puesto que y no pertenece a b(f(X)), existe un conjunto abierto, A, tal
que y pertenece a A, y' no pertenece a Ay ANb(f(X)) # 0. Sea U = u(A),
es claro que {(y, )} pertenece a U y {(y/, P), (', @)} no pertenece a U.
Nétese que ¢~H(U) = A x {P} es un abierto en Z y por lo tanto U es un
conjunto abierto en Z’.

La demostracion es similar a IV.

Sea {(y,P)} # {(y,Q)}, con y € Y \ b(f(X)). Como y no pertene-
ce a b(f(X)), existe un conjunto abierto, A, de Y tal que AN (f(X) N

Cly ({y})) = 0. Sea U = q(i(4))Ug(k(Y'\Cly ({y}))Vg(i (¥ \Cly- ({5})))
Si y pertenece a A, entonces ¢(j(y)) pertenece a U. Pero q(k(y)) no
pertenece a U ya que: q(k(y)) en g(j(A)) implica que existe y' en A
tal que q(k(y)) = q(j(v')), entonces y = 3’ lo cual es una contradic-
cién, pues y no pertenece a b(f(X)). Por otro lado si ¢(k(y)) perte-
nece a q(k(Y \ Cly({y}))), entonces existe y' en Y \ Cly({y}) tal que
q(k(y)) = q(k(y')), entonces y = ¢/ estd en Y \ Cyl({y}) lo cual es una
contradiccién. Por tltimos si si ¢(k(y)) € q(k(Y \ Cl({y}))), entonces
existe ¥ en Y \ Cly({y}) tal que q(k(y)) = q(k(y')), entonces y = ¢/
pertenece a Y \ Cly({y}) lo cual es una contradiccion.

Para ver que U es abierto, se demostrara el siguiente Lema.

Lema 1.68. ANb(f(X)) CY\Cly({y}).

Demostracién. Sea y’ en ANb(f(X)), entonces y' € b(f(X))y A€ Vy,
luego AN(f(X)NCly({y'})) # 0, por lo que existe f(x) en ANCly ({y'}).

Como f(x) estd en f(X)NAy AN (f(X)NCly({y})) = 0, tenemos
que f(z) no pertenece a Cly({y}), asi que existe U en Vy(,) tal que
U CY\Cly({y}). Pero f(z) pertenece a Cly({y'}), lo que implica U N
Cly({y'}) # 0, es decir, ¢ estd en U, luego y' pertenece a Y \ Cly ({y}).
Por lo tanto ANbO(f(X)) CY \ Cly({y}). O

Ahora veamos que ¢~
g H(U) = ¢ (a(i(4))
Pero ¢~ Ha(j(A)) =J
q HaG(Y'\ Cly({y}))

“Ha(k(Y\ Cly({y}))

U) es abierto en Z. Notemos que
q

H

Uq(k(Y \ Cly({}))) UG (Y \ Cly ({y}))))-
(A) UR(AND(f(X))).
) =Y\ Cly({y})) UR(Y \ Cly ({y}) NO(f(X))).
) = k(Y \Cly({y})) Ui(Y \ Cly ({y}) N b(f(X))).

Por lo tanto

¢ (U) = [j(A) UR(ANDB(F(X))] Ui (Y \ Cly ({y})) UR(Y \ Cly ({y}) N
b(fF(XONJUEY \ Cly({y}) U (Y \ Cly ({y}) 0 b(f(X)))].
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Asi

¢ (U)Nj(A) = 5(A) UiV \ Cly({y}) U5\ Cly ({y}) Nb(f(X)))
J(A)Uj(AU Y\ Cly({y}))
J

Y\ Cly{y})).

El cual es abierto en Z pues AUY \ Cly({y}) es abierto en Y y j es

homeomorfismo.

También

¢ '(U) Nk(A) = k(ANb(f(X)) Uk(Y \ Cly({y}) Nb(f(X)) UKV \ Cly ({y}))
= k(ANb(f(X)) Uk \ Cly({y}))
= k((AND(f(X) U\ Cly({y})))
=k(Y'\ Cly({y}))-

Por consiguiente, como Y \ Cly({y}) es abierto en Y y k es homeomor-
fismo, ¢~ (U) N k(Y') es abierto en Z. Por lo tanto ¢~'(U) es abierto en
Z y U es abierto en 7',

Por lo tanto Z’ es un Top,-objeto.

Suficiencia. Supéngase que b(f(X)) = Y y sean u,v : Y — W Top,-
morfismos con v o f = v o g. Afirmamos que u = v; si y es un punto en
Y tal que u(y) # v(y), existe un conjunto abierto A en W tal que u(y) per-
tenece a A y v(y) no pertenece a A. Entonces u™'(A) es una vecindad de
y v existe ¢y en u=H(A) N f(X) N Cly({y}). Asf u(y’) = v(y’) pertenece a
v(Cly({y})) € Clw({v(y)}). Por otro lado, u(y’) pertenece a A y v(y) no
pertenece a A esto es una contradiccion. Por lo tanto, u = v y f es un epimor-
fismo.

Necesidad. Supéngase que f: X — Y es un 7T op-morfismo que no es sobre-
yectivo, existe yo en Y tal que yo no pertenece a f(X). Sea Z = {0,1} con la
topologia discreta y definanse funciones u : Y — Z por u(y) = 0 para toda
yenY y

0 si ye f(X)

L si yé f(X)

Notese que u y v son funciones continuas tales que wo f = vo f. En efecto xg

en X, se tiene que (vo f)(z0) = v(f(z0)) = 0 = u(f(z0)) = (w0 f)(zo). Asi

v(y) =
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uo f=wvo fyuz#wv. Portanto f no es un epimorfismo.

Necesidad. Supéngase que f : X — Y es un7 op;-morfismo tal que f(X)
es un subespacio propio de Y, existe un punto yo que no pertenece a f(X).
Demostraremos que f no es un epimorfismo construyendo un espacio Z’ y dos
funciones u y v tales que son uo f = vo f, pero u # v. Para construir el espacio
Z', sean {P,Q} un espacio discreto, Z el espacio producto de Y x {P,Q},
j Y — Z definida por j(y) = (y,P) y k : Y — Z definida por k(y) =
(y, Q) funciones continuas. Definase una relacién de equivalencia ~ en Z de la
siguiente manera:

(y,P)~(y,P) e y=y €Y\ f(X),

(1,Q) ~ (¥, Q) e y=y Y\ f(X),
(y, P)~ (4, Q) & y=19y € f(X).

Tenemos el siguiente espacio cociente:

={ P}y eYIU{, Qi lyeYIU{{y, P), (v, Q) |y e f(X)}y

q: 7 — 7' la funcién cociente.

Definanse morfismos w = qoj : Y — Z' por u(y) = {(y,P)} y v =qok :
Y — Z' por v(y) = {(y,Q)}. Tenemos que uo f = vo f; en efecto, sea z( en
X, entonces (uo f)(zo) = u(f(20)) = {(f(2), P)} y (vo [)(xo) = v(f(20)) =
{(f(z),Q)}. Como f(zg) € f(X), tenemos que uo f = v o f. Nitese que

u(yo) = {(o, P)} # {(v0,Q)} = v(yo), asi u # v. Por lo tanto f no es un
epimorfismo.

Para completar la demostracion resta demostrar que el espacio cociente Z’ es
un 7 op,-objeto. Considérense dos puntos distintos de Z’. Existen seis casos
en los que encontraremos conjuntos abiertos ajenos que contienen a dichos
puntos.

L {(y,P)} #{(y,P)}, cony, y €Y'\ f(X).

IL {(y,Q)} #{(y,Q)}, cony, y €Y'\ f(X).
L {(y, P), (v, Q)} #{(¥, P), (¥, Q)}, con y, ¥ € f(X).
IV. {(y, P)} #{(y. P), (¥, Q)}, cony €Y'\ f(X) y ¥ € f(X).
Vo Aly, Q) #{(. P), (¥, Q)}, cony € Y\ f(X) yy € f(X).
VL {(y, P)} # {(y, @)}, cony € Y\ f(X).

I Si {(y,P)} # {(¥/,P)}, entonces y # y con y, y € Y \ f(X). Como Y
es T existen conjuntos abiertos en Y, A y A’ tales que y pertenece a
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A, ' pertenece a A’ y no pertenece a A" y y' no pertenece a A. Sean
U =u(A)Uv(A) y U = u(A")Uv(A’), veamos que son conjuntos abiertos
en Z'. Notese que

“Hu(4) Uu(4))

¢ (

= q ' (q(j(A) UKk(A))))

JAYURAN F(X)) UR(A) U (AN f(X))

J(A) UK(A)

es un conjunto abierto en Z, similarmente ¢~ (U’) =j(A)UE(A’) es un

conjunto abierto en Z. Por consiguiente U y U’ son conjuntos abiertos en

Z'. Bs claro que {(y, P)} = u(y) pertenece a U y {(¢/, P)} = u(y') per-

tenece a U’. Demostraremos que {(y/, P)} no pertenece a U. Si {(v/, P)}

pertenece a U, entonces {(y/, P)} pertenece a u(A) o {(y/, P)} pertenece
v(A). Si {(y’, P)} pertenece a u(A), entonces {(y', P)} = {(m, P)} para

algin m en A\ f(X), lo que implica que 3y’ = m pertenece a A, una con-

tradiccién puesto que 3’ no pertenece a A. Si {(y/, P)} pertenece a v(A),

entonces {(y', P)} = {(m,Q)} para algin m en A\ f(X) lo cual no es

posible puesto que ¥’ y m no pertenecen a f(X). Similarmente {(y, P)}

no pertenece a U

IT. Si{(y,Q)} #{(¢,Q)}, cony, y € Y\ f(X). La demostracién es similar
al.

L Si{(y, P), (y,Q)} # {(¥, P)(y/, Q)}, entonces y # y' con y, y € f(X).

Como Y es T7 existen conjuntos abiertos en Y, A y A’ tales que y pertene-
ce a A, y' pertenece a A’, y no pertenece a A"y y' no pertenece a A. Sean
U=u(A)Uv(A) yU' = u(A’) UU(A’) Puesto que ¢~ 1(U) = ¢~ (u(A)) U
¢ (v(A) = j(A) UEA) y ¢H(U") = j(A") UE(A") son conjuntos abier-
tos en Z. Entonces U y 7 son conjuntos abiertos en Z'. Es claro que
{(y, P), (y,Q)} pertenece a U y {(y/, P), (¢, Q)} pertenece a U’. Veamos
que {(y/, P), (v, Q)} no pertenece a U. Si {(/, P), (/, Q)} pertenece a U,
entonces {(v/, P), (v, Q)} pertenece a u(A) o {(v/, P), (v, Q)} pertenece

v(A). Si{(v, P), (v, Q)} pertenece a u(A), entonces {(v', P)(y',Q)} =
{(m, P),(m,Q)} para algin m en AN f(X), lo que implica que ¥/ = m
pertenece a A, una contradiccién puesto que y no pertenece a A. Si
{(¢, P), (v, Q)} pertenece av(A), entonces {(y', P), (v, Q)} = {(m, P), (m,Q)}
para algiin m en AN f(X), entonces y' = m pertenecen a A una contra-
diccién. Similarmente {(y, P), (y, @)} no pertenece a U’

IV. St {(y, P)} # {(y/,P),(y’,Q)}, entonces y # y' cony € Y \ f(X) y
Yy € f(X). Como Y es T; existen conjuntos abiertos en Y, Ay A’ ta-

les que y pertenece a A, y' pertenece a A’, y no pertenece a A’ y ¢/ no
pertenece a A. Sean U = u(A) Uv(A) y U = u(A") Uv(A"). Puesto que
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VL

¢ '(U) = ¢ ' (w(A) Vg~ (v(A)) = j(A) Uk(A) y ¢ H(U") = j(A) Uk(A)
son conjuntos abiertos en Z. Entonces U y U’ son conjuntos abiertos
en Z'. Es claro que {(y, P)} pertenece a U y {(v/, P), (v, Q)} pertenece
a U’. Veamos que {(y, P)} no pertenece a U’. Si {(y, P)} pertenece a
U’, entonces {(y, P)} pertenece a u(A) o {(y, P)} pertenece a v(A). Si
{(y, P)} pertenece a u(A), entonces {(y, P)} = {(m, P))} para algin m
en A\ f(X), lo que implica que y' = m pertenece a A, una contradiccién
puesto que 3’ no pertenece a A. Si {(y, P)} pertenece a v(A), enton-
ces {(y, P)} = {(m, P)} para algin m en AN f(X), entonces ¥/ = m
pertenecen a f(X) una contradiccién. Similarmente {(y/, P), (v, @)} no
pertenece a U.

Si{(y,@Q)} #{(,P),(v,Q)},cony € Y\ f(X)yy € f(X). La demos-

tracion es similar a IV.

Si{(y,P)} #{(y,Q)}, cony € Y\ f(X). Puesto que Y es T}, entonces
{y} = Cly{y} y U = Y\ Cly{y} es un conjunto abierto en Y. Nétese que
y no pertenece a b(f(X)) pues y no estd en f(X), existe una vencindad
de y, A, tal que AN (f(X)N{y}) y ademds AN f(X) estd contenida en
U.Sean U = u(A)Uv(U)Uu(U) y U = v(A) Uv(U)Uu(U), se tiene que

y ¢ Y(U’) = k(AUU)Uj(U) son conjuntos abiertos en Z. En consecuencia
U y U’ son conjuntos abiertos en Z'. Es claro que {(y, P)} pertenece a U
v {(y,Q)} pertenece a U’. Se puede demostrar que {(y, P)} no pertenece
a Uy que {(y,Q)} no pertenece a U.

Por lo tanto Z’ es un Top,-objeto.

Necesidad. Supéngase que f : X — Y es unT op,-morfismo tal que f(X)
no es densa en Y, es decir, tal que Cly(f(X)) es en subespacio propio de
Y. Demostraremos que f no es un epimorfismo construyendo un espacio Z’ y
dos funciones u y v tales que son uo f = vo f, pero u # v. Para construir
el espacio Z', sean {P,@Q} un espacio discreto, Z el espacio prdoducto de
Y x{P,Q}, j: Y — Z definida por j(y) = (y, P) y k : Y — Z definida por
k(y) = (y, Q) funciones continuas. Definase una relacién de equivalencia ~ en
Z de la siguiente manera:

(y, P) ~ (. P) & y=y €Y \Cly(f(X)),
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(1,Q) ~ (v, Q) &y =y €Y\ Cly(f(X)),
(y,P)~(y,Q) & y=1y € Cly(f(X)).

Tenemos el siguiente espacio cociente:

Z' = {y,P)} |y e YIU{uQ)} [ v € YIU{P),(y,Q)} |y €
Cly(f(X)} vy q: Z — Z' la funcién cociente.

Definanse morfismos v = qoj : Y — Z' por u(y) = {(y,P)} y v =qok :
Y — Z' por v(y) = {(y,Q)}. Tenemos que uo f = v o f; en efecto sea x en
X, entonces (u o f)(zo) = u(f(z0)) = {(f(x), P)} y (vo f)(zo) = v(f(20)) =
{(f(x),Q)}. Como f(xg) € Cly(f(X)), tenemos que uo f = vo f. Nétese que
siy €Y\ Cly(f(X)), entonces u(y) = {(y, P)} # {(y,Q)} = v(y), asi u # v.

Por lo tanto f no es un epimorfismo.

Para completar la demostracién resta demostrar que el espacio cociente Z’ es
un 7 op,-objeto. Considérense dos puntos distintos de Z’. Existen seis casos
en los que encontraremos conjuntos abiertos ajenos que contienen a dichos
puntos.

L {(y. P)} #{(y,P)}, cony, y' € Y\ Cly(f(X)).

IL {(y.Q)} #{(¥.Q)}, cony, ¥y € Y\ Cly (f(X)).

L {(y. P), (v, Q)} # {(¥. P)(¥', @)}, con y, y € Cly (f(X)).
IV. {(y, P)} #{(¥, P), (¥, Q)}, con y € Y\ Cly (f(X)) y ¥ € ClL(f(X)).
VoA, @)} #{(. P), (v, Q)}, cony € Y\ Cly (f(X)) y v € Cly(f(X)).
VL {(y, P)} # {(y. @)}, cony € Y\ Cly (f(X)).

L Si {(y,P)} # {(¥/,P)}, entonces y # y con y, ¥ € Y \ Cly(f(X)).
Como Y es T; existen conjuntos abiertos en Y ajenos, Ay A’ tales que

y pertenece a A y ¢’ pertenece a A’. Por otro lado como Cly (f(X)) es
cerrado en Y, se tiene que V =Y \ Cly (f(X)) es un conjunto abierto en
Y. En consecuencia U = ANV y U = A'NV son conjuntos abiertos en
Y ajenos, tales que y pertenece a U y y' pertenece a U’. Sean U =u(U)
y U = u(U’), veamos que son conjuntos abiertos en Z’. Puesto que
UNCly(f(X)) =0, entonces



IT.

IIT.

IV.

VL

es un conjunto abierto en Z, similarmente ¢~*(U’) = j(U’) es un conjun-
to abierto en Z. Por consiguiente U y U’ son conjuntos abiertos en Z’.
Es claro que {(y, P)} = u(y) pertenece a U y {(v/, P)} = u(y’) perte-
nece a U'. Resta demostrar que UnU =0.Siz pertenece a Uun W,
entonces T = {(m, P)} con m en U \ Cly(f(X)) y T = {(m/, P)} con
m’ en U\ Cly(f(X)), lo que implica que m = m’ pertenece a U,
una contradiccién puesto que U N U’ = ). También puede suceder que
7 = {(m, P), (m,Q)} con m en U Cly(f(X)) y T = {(m', P), (', Q)}
con m' en U' N Cly(f(X)), ast m = m' pertenece a U’, lo que contradice
que UNU = 0.

Si{(y,Q)} #{(¥,Q)}, cony, y € Y\ Cly(f(X)). La demostracién es
similar a (7).

Si{(y, P), (y,Q)} #{(v/, P)(y/, Q) }, entonces y # o cony, y' € Cly (f(X)).

Como Y es T existen conjuntos abiertos en Y ajenos, A y A’ tales
que y pertenece a A y y' pertenece a A'. Sean U = (u(A) Uv(A)) y
U’ = (u(A") Uv(A")), veamos que son conjuntos abiertos en Z’. Nétese
que

q ' (U)

¢ (u(A) U ( (A
=q 1(q(J(A>>) o
=j(A) (AﬂCly
= j(A) UK(A)

)

(q(k(A)))

U (f(X))) Uk(A) U AN Cly (f(X)))
U
que es un conjunto abierto en Z, similarmente ¢~ (U N =7(A")YUKk(A) es
un conjunto abierto en Z. En consecuencia U y U’ son conjuntos abier-

tos en Z'. Es claro que {(y, P), (y,Q)} pertenece a U y {(¢/, P), (v, Q)}
pertenece a U’. Se puede demostrar que U N U’ = ().

Si{(y, P)} #{(y', P), (¥, Q)}, entonces y # 3 con y € Y \ Cly (f(X)) y

y € Cly(f(X)). Como Y es Ty existen conjuntos abiertos en Y ajenos,
Ay A tales que y pertenece a A y y' pertenece a A’. Puesto que V =
Y \ Cly(f(X)) es un conjunto abierto en Y, se tiene que U = ANV es
un conjunto abierto en Y. Sean U = u(U) y U’ = (u(A’) Uv(A")). Hemos
visto que ¢~*(U) y ¢~ (U’) son conjuntos abiertos en Z y por consiguiente
U y U’ son conjuntos abiertos en Z'. Es claro que {(y, P)} pertenece a U
vy {(y/, P),(y',Q)} pertenece a U’. Se puede demostrar que U N U’ = §.

Si{(y,Q)} #{(W, P),(y,Q)}, cony € Y\Cly(f(X))yy € Cly(f(X)).

La demostracion es similar a (V)

Si{(y,P)} # {(y,Q)}, con y € Y \ Cly(f(X)). El conjunto V' = Y\
Cly(f(X)) es abierto en Y, nétese que VN Cly(f(X)) =0. Sean U =

u(V) y U = v(V), se tiene que ¢ (U) = j(V)) y ¢ {({U’") = k(V) son
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conjuntos abiertos en Z. En consecuencia U y U’ son conjuntos abiertos
en Z'. Es claro que {(y, )} pertenece a U y {(y, @)} pertenece a U’. Se
puede demostrar que U N U’ = ().

Por lo tanto Z’ es un Top,-objeto.

Suficiencia. Supéngase que f : X — Y es una funcién densa en Top,.
Sean u,v : Y — Z morfismos en Top, tales que uo f = v o f, entonces

ul y(x

) = V| f(x). Por el Corolario [1.65 se tiene que v = v. Por lo tanto f es un

epimorfismo.

La demostracion para el caso de Top; es similar a la de Top,. Resta demostrar
que Z' es un Tops-objeto; ya se ha demostrado que Z’ es un Top;-objeto.
Veamos que Z’ es regular.

L

IT.

IIT.

Sea {(y,P)} en Z', con y en Y \ Cly(f(X)) y sea O un conjunto abierto
en Z' con {(y, P)} en O. Nétese que V =Y \ Cly(f(X)) y u=1(O) son
conjuntos abiertos en Y que contienen a y. Sea W = V Nu~1(0), como
Y es un espacio regular y y estd en W, existe un conjunto abierto A
tal que y € A C Cly(A) C W. Demostraremos que U = u(A) es un
conjunto abierto en Z' tal que {(y,P)} € U C Clz(U) C O. Puesto
que AN Cly(f(X)) =0, ¢YU) = ¢ (u(A)) = j(A) es un conjunto
abierto en Z y por consiguiente U es un conjunto abierto en Z’, es claro
que {(y,P)} € U. Veamos que U C O; sea z en U, entonces existe m
en A C W tal que z = u(m), como m estd en W, se tiene que m =
u~(0), asi u(m) pertenece a O. Para ver que Clz/(U) C O, nétese que
Cly(U) = Clz(u(A) vy ¢ H(u(Cl,(A)) = j(Cly(A)) es un conjunto
cerrado en Z, en consecuencia u(Cly(A)) es un conjunto cerrado en Z’;
asi Clz/(u(A)) = u(Cly(A)). Sea z en Cly/(U), existe [ en Cly(A) C W
tal que z = u(l) y como [ estd en W, se tiene que | = u~1(O), asi u(l)
pertenece a O. Por lo tanto Z’ es un espacio regular.

Sea {(y,Q)} en Z’, con y en Y \ Cly (f(X)) y sea U un conjunto abierto
en Z' con {(y,Q)} en U. La demostracién es similar a la de I.

Sea {(y, P), (y,@Q)}, con y en Cly(f(X)) y sea U un conjunto abierto en
7' con {(y, P), (y,Q)} en U. Nétese que u~*(O) y v~*(O) son conjuntos
abiertos en Y que contienen a y. Sea W = u~(0) N v~*(0), como Y
es un espacio regular y y estd en W, existe un conjunto abierto A tal
que y € A C Cly(A) C W. Demostraremos que U = u(A) Uv(A) es
un conjunto abierto en Z’ tal que {(y, P), (y,Q)} € U C Clz(U) C O.
Obsérvese que ¢~ H(U) = ¢~ (u(A) Nwv(A)) = j(A) Uk(A) es un conjunto

abierto en Z y por consiguiente U es un conjunto abierto en Z’. Puesto
que y estd en AN Cly(f(X)), implica que {(y, P), (y,Q)} € U. Veamos
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que U C O; sea z en U, entonces z pertenece a u(A) Uv(A). Si z estd
en u(A), existe m en A C W tal que z = u(m), como m estd en W, se
tiene que m pertenece a u~'(O)Nv~(0), asi u(m) pertenece a O y v(m)
pertenece a O. Asi z pertenece a O. Similarmente si z estd en v(A), en-
tonces z pertenece a O. Para ver que Clz (U) C O, nétese que Cly (U) =
Clz(u(A)) U Clz(v(4)), ¢ H(u(Cl,(A))) = j(Cly(A)) Uk(AN Cly(A))
vy ¢ (v(Cl,(A))) = k(Cly(A)) U (AN Cly(A)) son conjuntos cerrados
en Z, en consecuencia u(Cly (A)) y v(Cly(A)) son conjuntos cerrados en
Z'. Por consiguiente Clz (u(A)) = u(Cly (A)), Clz(v(A)) = v(Cly(A)) y
Cly(U) = u(Cly (A))Uv(Cly (A)). Sea z en Clz (U), entonces z pertenece
au(Cly(A))Uv(Cly(A)). Si z estd en u(Cly (A)), existe [ en Cly (A) C W
tal que z = u(l) y como [ estd en W, se tiene que | = u~1(O), asf u(l)
pertenece a O. De manera similar si z estd en v(Cly(A)), entonces z
pertenece a O. Por lo tanto Z’ es un espacio regular.

O

Proposicién 1.69. (1) En Top y Top, un morfismo f : X — Y es un mono-
morfismo extremal si, y solo si es un encage.

(2) En Topy y Tops un morfismo f: X — Y es un monomorfismo extremal s,
y solo si es un encaje cerrado.

(8) En Top,, un morfismo f: X — Y es un monomorfismo extremal si, y sdlo
si es un encaje cerrado frontal, es decir, un encaje que satisface la siguiente
condicion: Si cualquier vecindad de y intersecta a f(X) N Cl{y}, entonces

y € f(X).

(4) EnTop yTop, parai=0,1,2,3, un morfismo f : X — Y es un epimorfismo
extremal si, y solo si es una funcion cociente.

Demostracién.

(1) Necesidad. Supéngase que f: X — Y es un monomorfismo extremal en T op.
Sea Z = f(X) con la topologia inicial con respecto a la inclusién i : Z — Y.
Definase g : X — Z por g(z) = f(x) para cada z en X. Nétese que el

siguiente diagrama
X # Y
Z

conmuta. La funcién g es sobreyectiva, ya que para toda y en f(X), existe
z en X tal que y = f(z) = i '(f(z)) = g(z). Como f es un monomorfismo
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extremal, entonces g es un isomorfismo. Por tanto f es un encaje.

Suficiencia. Supéngase que f : X — Y es un encaje. Sea f = h o g, donde
g es un epimorfismo. La funciéon f es un monomorfismo porque es inyectiva,
resta demostrar que g es un isomorfismo.

PN
Z
Como f es inyectiva, entonces ¢ es inyectiva y por consiguiente biyectiva.
Ademds ¢! : Z — X es continua porque f o g~! = h es continua y 7x es la

topologia inicial de X respecto a f. Asi g es un isomorfismo. Por lo tanto f es
un monomorfismo extremal.

La demostracién para 7T op; es idéntica a la de T op.

Necesidad. Supdéngase que f : X — Y es un monomorfismo extremal en
Top,. Sea Z = Cly(f(X)) con la topologia inicial con respecto a la inclusion
i:Z — Y. Definase g : X — Z por g(z) = f(x) para cada xz en X. Nétese
que el siguiente diagrama

conmuta. Como ¢ es densa y f es un monomorfismo extremal, entonces g es
un isomorfismo, es decir, f es un homeomorfismo entre X y Cly (f(X)), es
decir, Cly (f(X)) = f(X). Por tanto f es un encaje cerrado.

Suficiencia. Supéngase que f : X — Y es un encaje cerrado. Sea f = h o
g una factorizacion de f, donde g es un epimorfismo. La funcién f es un
monomorfismo porque es inyectiva, resta demostrar que g es un isomorfismo.



Nétese que 1(Z) = h(Clz(9(X))) C Cly(h(9(X))) = Cly(f(X)) = f(X). As
h(Z) esté contenido en f(X). Definase h' : Z — f(X) por h/(z) = h(z) para
toda z en Z, se tiene que i o h' = h. Existe j : Cly(f(X)) — X tal que
jo f=1x, obsérvese que

(johog)(x) = j(h(g(x))) = j(i(h'(g(x)))) = j(i(9(x))) = j(g(x)) = j(h'(g(x)))

por otro lado (johog)(z) = (jof)(z) = x; asi (joh')og = 1x. En consecuencia
g es co-retraccién y epimorfismo, por lo tanto, g es isomorfismo.

La demostracion para 7T op, es idéntica a la de T op,.

Necesidad.Supdngase que f : X — Y es un monorfismo extremal en 7T op,.
Sea Z = b(f(X)) un subespacio de Y y sea f = hog, donde g es un epimorfismo
en Top, y h la inclusién. Definase g : X — Z por g(x) = f(x) para cada z
en X. Noétese que el siguiente diagrama

Z
conmuta. Como g es un epimorfismo en 7T op, y f es un monomorfismo extre-

mal, entonces g es un isomorfismo, es decir, f es un homeomorfismo entre X y
b(f(X)), es decir, b(f(X)) = f(X). Por tanto f es un encaje cerrado frontal.

Suficiencia. Supdéngase que f: X — Y es un encaje cerrado frontal en 7T op,,
es decir, b(f(X)) = f(X). Sean f = hogcon g: X — Z un epimorfismo y
h : Z — Y un morfismo en T op,. Para cada z en Z y para cualquier vecindad
U de h(z), existe un punto 2’ en h=1(U) N g(X) N Clz({z}). Entonces h(z')
pertenece a U N f(X) N Cly({h(2)}) y por tanto, h(z) pertenece a b(f(X)) =
f(X). Como f es inyectiva, entonces g es inyectiva y existe k : Z — X tal
que ko g = 1x. Ademds como f es inicial y h = f o k, entonces k es continua.
Por lo tanto, g es un isomorfismo y f es un monomorfismo extremal en T op,.

Necesidad. Supéngase que f : X — Y es un epimorfismo extremal en 7 op.
Definase una relacién de equivalencia ~ en X por xy ~ x5 si, y sélo si f(z1) =
f(z2). Sean g : X — X/ ~ una identificacién en Topy h: X/ ~ — Y un
morfismo en 7 op definido por h([z]) = f(x). Veamos que h estd bien definida;
sean [r1] v [x2] en X/ ~ tales que [z1] = [x3], entonces f(x1) = f(x2), lo que
implica h([z1]) = h([xs]). Ademds h es inyectiva, en efecto sean [x1] y [z2] en

X/ ~ tales que [x1] # [x2], entonces h([z1]) = f(z1) # f(x2) = h([xs]), asi h
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es monomorfismo en 7 op. Notese que f = hog, en efecto sea z en X, entonces
(hog)(z) = h(g(x)) = h([z]) = f(z). Puesto que h o g es continua, entonces
por la propiedad universal de la topologia final del cociente h es continua.
Puesto que f es epimorfismo extremal y h es monomorfismo, entonces h es
isomorfismo en 7op y por consiguiente homeomorfismo. Hemos demostrado
que f es composicién de una identificacién y un homeomorfismo, por lo tanto
es una funcién cociente.

La demostracion para un 7 op-objeto X, es idéntica a la de Top. Resta de-
mostrar que h es un morfismo en 7 op;,

Top,. Sean [z1] y [x2] en X/ ~ tales que [z1] # [x2], se tiene que f(x1) # f(xa).
Dado que f(x1), f(x2) pertenecen a Y y Y estd en Ob (T op,), sin pérdida
de generalidad existe un conjunto abierto A en Y tal que f(z;) pertenece a
Ay f(z2) no pertenece a A, nétese que f~1(A) es un conjuntos abierto en
Xy g ' (hY(A)) = fY(A), por lo que (h71(A)) es un conjunto abierto en
X/ ~. Obsérvese que [z1] estd en h™'(A) y [r2] no pertenece a h™'(A), asi
h([x1]) = f(x1) pertenece a A y h([zs]) = f(x2) no pertenece a A. Por lo
tanto, X/ ~ € Ob (Top,) y h es un morfismo en 7 op,,.

Top,. Sean [z1] y [x2] en X/ ~ tales que [z1] # [x2], se tiene que f(x1) # f(xa).
Dado que f(x1), f(x2) pertenecen a Y y Y estd en Ob (Top,), existen A; y
Ay conjuntos abiertos en Y tales que f(x;) pertenece a Ay y f(x2) pertenece
a Ay, pero f(z1) & Asy f(x2) & A1, f71(A1) y f71(As) son conjuntos abier-
tos en X por otro lado g~ ' (h ™' (A1) = f71(A1) y g7 (A 1(A2)) = f1(Aa),
por lo que (h™*(Ay)) y (h~(Asz)) son conjuntos abiertos en X/ ~. Nétese que
[71] € A7 (A1) v [z2] € h7'(As), pero [29] & hH(A2) y [zo] ¢ h7H(A1). Asi
hla1]) = f(z1) € Avy h([az]) = f(22) € Az, pero h([z1]) = f(z1) & Az y
h([z2]) = f(x2) € Ay. Por lo tanto, X/ ~ € Ob (Top,) y h es un morfismo en
Top,.

Top,. Sean [z1] y [z2] en X/ ~ tales que [z1] # [22], se tiene que f(x1) # f(x2).
Dado que f(x1), f(z2) estén en Y y Y pertenece a Ob (T op,), existen A; y
Ay conjuntos abiertos en Y tales que f(x;) pertenece a Ay, f(xs) pertene-
ce a Ay y A1 N Ay = ; nétese que x; estd en f~1(A;) y o pertenece a
f7Y(As), ademés f~1(A;) y f~'(As) son conjuntos abiertos en X. Por otro
lado g1 (h ™ (A1) = f~H (A1) y g1 (h7H(A2)) = f71(As), por lo que (A7 (Ay))
y (h™(As3)) son conjuntos abiertos en X/ ~. Obsérvese que [z1] en h™'(A4;)
v [z2] en h™(Ay) implican h([z1]) = f(x1) pertenece a Ay y h([zs]) = f(z2)
pertenece a Ay, h™1(A;) Nh™1(Ay) = h71(A; N Ay) = . Por lo tanto, X/ ~ €
Ob (Top;) h es un morfismo en T op,.
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Suficiencia. Supongase que f es una funcién cociente. Como f es sobreyectiva,
entonces es un epimorfismo en 7op,. Ahora demostremos que es extremal.
Sean g : X — Z un morfismo en 7op; y h : Z — Y un monomorfismo en
Top, tales que f = hog. Notemos que h o g es un epimorfismo en 7T op,, lo
que implica que h es un epimorfismo en 7 op,. Luego h es biyectiva, entonces
existe k:Y — Ztalque hok =1y y koh =14, ademés g = k o f. Puesto
que g es continua, por la propiedad universal de la topologia final del cociente,
se tiene que k es continua. Por lo tanto h es isomorfismo. Hemos demostrado
que f es un epimorfismo extremal.

O

Ejemplo 1.70. En la categoria Top, el producto es el producto topoldgico y el co-
producto es la suma topoldgica.

Para las funciones continuas f,g : X — Y sea Z = {x € X | f(z) = g(x)}
un subespacio de X y h : Z — X un encaje. Entonces (Z,h) es el igualador de
(f,9) en Top. En efecto para cada x en Z, (f o h)(x) = f(h(x)) = f(z) = g(x) =
g(h(z)) = (goh)(x). Por otro lado dado una funcion continua k : W — X tal que
fok=gok, seaw in W, k(w) pertenece a X y como f(k(w)) = g(k(w)), entonces
k(w) pertenece a Z. Definase k' : W — Z por k'(w) = k(w) para cada w en W.
Puesto que k = h ok’ es un Top-morfismo y Z tiene la topologia inicial respecto
a h, se tiene que k' : W — Z es un T op-morfismo. Nétese que cualquier funcion
continua k" : W — X tal que k = h o k" coincide con k'.

z ,‘\—*/ X —=

Para las funciones continuas f,g : X — Y, definase una relacion ~ en Y
como sigue: Paray, y enY, y ~ vy si, y solo si existe un elemento x en X tal que
y = f(z) ey = g(z). Entonces la relacion ~ es una relacion de equivalencia en
Y. La funcién cociente q : Y — Y/ ~ es el co-igualador de (f,g) en Top. Ndtese
que qo f = qo g, puesto que f(z) y g(x) estan relacionados para cada x en X.
Sea k :Y — Y/ ~ tal que ko f = k o g. Definase una relacion de equivalencia
R en'Y como sigue: Paray, vy en'Y, y Ry si, y solo si k(y) = k(y'). Entonces
f(z) y g(x) estan relacionados con respecto a R para cada x en X. Asi ~ C R. Por
consiguiente existen dos funciones ly: : Y/ ~— Y/R yl:Y/R — Y/ ~ tales que

koly =loly oq. Entonces k = ¢ oq donde ¢ =1loly:. Como Ty~ es final con
respecto de q, entonces ¢ : Y/ ~— Z es continua. Notese que cualquier funcion
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continua V) : Y/ ~— Z tal que k =1 o q coincide con .

1
y —Y .y & g

Y/

En Top el objeto terminal es el espacio que consiste de un sdlo punto, y el objeto
wictal es el espacio vacio.

Para las funciones continuas f: X — W yg: Y — W sea (][ X, {m1,m2)}
el producto de Xy y Xo, y (Z, h) un igualador de fom y goms, donde Z = {(z,y) €
X | f(z) =g(y)} es un subespacio de [[ X; y h: Z — [[ X; la inclusion. Entonces
(Z,{m 0o h,ma0h}) es un jalador de (f,g) en Top.

Obsérvese que dado (x,y) en Z, se tiene que (f o (m o h))(x,y) = f(m(h(x,y))) =
F(m(a,y) = f(x) = gly) = g(ma(z,y)) = glms(hlz,y))) = g o (73 0 h)(x,y). Sean
a1V — X yas: V — Y funciones continuas tales que f ooy = go ay. Por la
propiedad universal del producto existe una unica funcion continua oV — [[ X;
tal que o; = m; o .

v

Y como (Z,h) es un igualador de fomy y goms, existe una unica funcién continua
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¢ :V — Z tal que o = ho . Nétese que (m;oh)op =m0 (hoyp)=moa=q.

w ‘*—-@——*HXZ-—{L Z

LS g o To
O\ !

v

Supdngase que existe 1 1V — Z tal que a = h o 1), entonces (m; o h) o = ay,
asi m; 0 (h o) = m o, lo que implica que hoY = a = h oy, como h es un
monomorfismo ¥ = @. Por lo tanto (Z,{m o h,ms o h}) es un jalador de (f,g).

Proposicién 1.71. En Top y en Top, para i = 0,1,2,3, todo monomorfismo ex-
tremal es un monomorfismo reqular.

Demostracion. Supéngase que f : X — Y es un T op-monomorfismo extre-
mal, entonces f es un encaje. Sea Z =Y x {P,Q} v Z' = Z/ ~, como en la
Proposicién

X Y

k
s Z 7 zZ'
J

Nétese que u(f(x)) = ¢(f(x), P) = {(f(z), P)} = {f(2),Q} = ¢(f(2),Q) =

v(f(x)), porque f(z) pertenece a f(X). Sea g : X' — Y tal que uog =wvoy.
Veamos que g(X’) estd contenido en f(X). Sea w en X ,si g(w) no pertenece a f(X)
tenemos que u(g(w)) = {(g(w), P)} # {g9(w),Q} = v(g(w)), una contradicion; asi
g(w) pertenece a f(X).

Z/

Puesto que f es inyectiva, existe f~! : f(X) — X. Si w en X’, entonces
p(w) = (f1og)(w) = f~(g(w)), es decir, p = f~ o g implica fop = g.

Para el caso de Top, dada f : X — Y basta considerar el conjunto b(f(X)).
Entonces f es un monomorfismo regular si f es un encaje frontal.

Para el caso de Top, dada f : X — Y basta considerar el conjunto f(X).
Entonces f es un monomorfismo regular si f es un encaje.
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Para el caso de Top, v Top; dada f : X — Y basta considerar el conjunto
Cly(f(X)). Entonces f es un monomorfismo regular si f es un encaje cerrado. O

Proposicién 1.72. Top y Top, para i = 0,1,2,3 son bien potenciadas y co-bien
potenciadas.

Demostracion. Dado un nimero cardinal k. Entonces existe un conjunto @) de
Top-objetos tal que todo Top-objeto (Y,n) que satisface | Y |< k es isomorfo a un
objeto de @. Sea Z un conjunto tal que | Z |= k y sea (Y,n) un T op-objeto tal que
| Y |< k. Entonces Y es equipotente a un subconjunto X de Z, es decir, existe una
funcién biyectiva f : Y — X. Por (*) existe un tnica T op-estructura 7 en X tal
que f: (Y,n) — (X, 7) es un isomorfismo. Ahorasea Q = {(X,7) € Top | X C Z}
y Mx el conjunto de todos los T op-objetos con conjunto subyacente X. Entonces
Q@ = Uxep(z) Mx es un conjunto.

Sea f : (Y,n) — (X, 7) un monomorfismo en 7op. Entonces | YV |<| X |=k
porque f es inyectiva. Por la observacién anterior, existe un conjunto de represen-
tantes de monomorfismos con codominio (X, 7). Por tanto T op es bien potenciada.

Sea f : (Y,n) — (X, 7) un epimorfismo en 7T op. Para cada y en Y elegimos
un tnico = en f~!(y). Entonces una funcién inyectiva h : ¥ — X se define por
h(y) = x para cada y en Y. Como f es sobreyectiva | Y |<| X |= k, entonces existe
un conjunto de representantes de epimorfismos con dominio (X, 7). Por tanto 7 op
es co-bien potenciada. O

Proposicién 1.73. Top es completa y co-completa.

Demostracion. Puesto que T op tiene productos e igualadores, por la Proposi-

cién T op es completa. O
Definicién 1.74. Dado un conjunto dirigido (A, <X). Un sistema inverso sobre A
en Top es un par (X, F) donde X = {X, | o € A} es una coleccion de Top-objetos y
F ={fap | @ 2 B;0a,8 € A} es una coleccion de Top-morfismos con las propiedades
siquientes:

(1) f,Ba : Xﬁ — Xa.

(2) faa = 1Xa-

(3) Jya = Fy8 0 fpa-
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Es usual denotar mediante (X, fza, A) el sistema inverso descrito anteriormen-
te. El llamado también limite proyectivo X del sistema inverso (X,, fsa, A) se define
como se indica.

X :HinXa = {(xa) € HXa | To = fa(zp); 0 = 5}

acA

Dado que el limite inverso esta contenido en el producto de los X,, entonces
podemos considerar las restricciones de las proyecciones m, : X — X4, las cuales
claramente satisfacen T, = fza 0 Tp.

Teorema 1.75. (Stone-éech}S@' X es un espacio de Tychonoff, entonces para cada
espacio de Hausdorff compacto Y y cada funcidn continua f: X — Y, existe una
inica funcion continua f : f(X) — Y tal que hace conmutar el diagrama
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Capitulo 2

REFLEXIONES Y
CO-REFLEXIONES

2.1. Subcategorias reflexivas

Definicién 2.1. Una subcategoria B de una categoria A se llama reflexiva en
A (0 una subcategoria reflexiva de A) si, cualquier A-objeto, X, tiene una B-
reflexion rx : X — RX, es decir, existe un A-morfismo rx : X — RX que
satisfacen las siguientes condiciones:

(1) RX € Ob (B).

(2) Para cualquier A-morfismo f: X — Y con'Y € Ob (B), existe un unico
B-morfismo f¢: RX — Y tal que f°orx = f, f° se llama extension de
de f.

Dual: Una subcategoria B de una categoria A se llama co-reflexiva en A (o
una subcategoria co-reflexiva de A) si, cualquier A-objeto, X, tiene una B-co-
reflexion cx : CX — X, es decir, existe un A-morfismo cx : CX — X que
satisfacen las siguientes condiciones:

(1) CX € Ob (B).

(2) Para cualquier A-morfismo f Y — X con'Y € Ob (B), existe un unico
B-morfismo f°:Y — CX tal que f°orx = f, f° se llama co-extension
de de f.
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Ejemplo 2.2. (1) Sea X un Top-objeto, definase una relacion ~ en X por: x ~y

(2)

para x, y en X si, y solo si toda vecindad de x contiene a y y toda vecindad
de y contiene a x. Entonces tenemos una relacion de equivalencia ~ en X.
La funcion cociente n : X — X/ ~ definida por n(x) = [x] es una Top,-
reflexion.

Primero demostraremos que 1 es una funcion abierta y X tiene la topologia
inicial. Sea A un conjunto abierto en X, demostraremos que n~'(n(A)) = A.
FEs claro que A C n~Y(n(A)). Ahora, sea x un punto en n~'(n(A), entonces
n(x) € n(A), existe un punto y € A tal que n(z) = n(y), esto es, [z] = [y].
Como A es una vecindad de y se tiene que x € A; asi = (n(A)) C A. Por lo
tanto n es una funcion abierta. Veamos que X tiene la topologia inicial. Sea
A un conjunto abierto en X, como hemos visto n~(n(A)) = A. Por lo tanto
n es inicial.

Ahora demostraremos que 1 es una Topy-reflexion. Veamos que X/ ~ per-
tenece a los Ob (Topy). Sean [x] y [y] puntos distintos en X/ ~, entonces
[z] N [y] = 0. Supdngase que existe una vecindad V de x tal que y ¢ V, el
otro caso es similar existe una vecindad U de y tal que x ¢ U. Como n es
abierta existe un abierto W = n(V') tal que [z] € W y [y] ¢ W. Por lo tanto
X/ ~ esTy. Sea f: X — Y una funcion con 'Y un Top,-objeto, entonces
el morfismo f° : X/ ~— Y definido por f°([z]) = f(z) para todo [x] en
X/ ~. f° estd bien definida, sean [x] = [2'] y supdngase que f(x) y f(z') son
puntos distintos de Y, puesto que Y es Ty, existe una vecindad W de x tal
que ' ¢ W, entonces x € f~H(W) como x = x’ implica que 2’ € f~1 (W),
por lo que y € f(W), lo cual no es posible; asi que f(x) = f(z'). Observemos
que dado x € X, (f°on)(z) = f°(n(x)) = f°([z]) = f(z). Por lo tanto, f° es

continuo ya que satisface que f°on = f y X tiene la topologia inicial.

X/N ————————————————— > Y

\/

Sea Seq la subcategoria plena de Top de todos los espacios secuenciales. Si
X es un Top-objeto, definase una topologia por 7" = {A C X | X \ A es
secuencialmente cerrado en X}. Asi 1x : (X,7') — (X, 7) es la Seq-co-
reflexion. En efecto sea f Y — (X, 7T) una funcion continua con'Y un T op-
obeto y definase la funcion f° Y — (X, 7') por f°(x) = f(x) es continua
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en Seq y satisface que 1x o f° = f.

y X
X Ix
(X, 7)

Proposicién 2.3. Sea B una subcategoria reflexiva de una categoria A y sea rx :
X — RX la B-reflexion del A-objeto X. Entonces se cumple lo siguiente:

(1) Si f,g: RX — Z son B-morfismos y fory = gory, entonces f = g.

(2) rx es esencialmente inica.

Demostracién.

(1)

Puesto que rx es una B-reflexién, para f o rx existe un tnico B-morfismo
(forg)° tal que fory = (fory)®ory; trivialmente f satisface fory = fory,
por la unicidad de (forx)® se tiene que f = (forx)°. Para gorx existe un tinico
B-morfismo (gor,)° tal que gorx = (gorx)°orx y ademés goryxy = gory,
en consecuencia g = (g orx)°. Como fory = gory, también se cumple
(forx)® = (gorx)°. Porlo tanto f = g.

Sea sy : X — SX otra B-reflexién de X. Entonces existen B-morfismos
(sx)®: RX — SX y (rx)? : SX — RX tales que (sx)’oryxy = sx vy
(rx)?osx = rx. Por tanto (sx)? o (rx)?osx = sx y (rx)? o (sx)’ory = rx.
Por (1) tenemos que (sx)° o (rx)? = 1gx y (rx)% o (sx)? = 1gx. Es decir, ry
es esencialmente nica.

Dualizando obtenemos:

Proposicién 2.4. Sea B una subcategoria co-reflexiva de una categoria A y sea
cx Y — X la B-co-reflexion del A-objeto X. Entonces se cumple lo siguiente:

(1)
(2)

St f,g: Z —'Y son B-morfismos ycx o f =cx og, entonces f = g.

cx es esencialmente unica.

Definicion 2.5. Sea B una subcategoria reflexiva de una categoria A y dendtese
la B-reflexion de cada A-objeto X por rx : X — RX. Para un A-morfismo f :
X — Y, denotamos a un B-morfismo Rf : RX — RY como Rf = (ry o f)°, es
decir, Rf orx = ry o f. Asignando Rf a f, obtenemos un funtor R : A — B, el
cual llamaremos un B-reflector.
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Proposicién 2.6. Sea B una subcategoria reflexiva de A. Entonces B es una sub-
categoria plena de A si, y solo si para cada B-objeto, X, la identidad 1x : X — X
es una B-reflexion.

Demostracién. Necesidad. Supongase que B es una subcategoria plena de A.
Sea X un B-objeto y sea f: X — Y un A-morfismo con Y en Ob (B). Si f° = f
se tiene que f = f°o 1x. Puesto que B es plena y X, Y son B-objetos, entonces f°
es un B-morfismo. Resta demostrar que f° es tinico; sea g : X — Y un B-morfismo
tal que f = goly, pero golx = g, se tiene que g = f = f°. Por lo tanto 1x es una
B-reflexion.

Suficiencia. Supéngase que para todo X en Ob (B) la identidad es una B-
reflexion. Sea f : X — Y un A-morfismo con Y un B-objeto. Como 1x es una
B-reflexién, existe un unico B-morfismo tal que f = f°o 1y = f°. En consecuencia
f es un B-morfismo y por consiguiente [X,Y]4 estd contenido en [X,Y]s; puesto
que B es una subcategoria de A, se tiene que [X, Y|z estd contenido en [X, Y] 4. Por
lo tanto, B es plena en A. a

Proposicién 2.7. Sea B una subcategoria de una categoria A y C una subcategoria
plena de B que satisface la siguiente condicion: Para cualquier B-objeto, X, existe
un C-objeto, Y, y un B-isomorfismo p : X — Y. Entonces C es reflexiva en A st
y solo si B es reflexiva en A.

Demostracién. Necesidad. Supéngase que C es reflexiva en A y sea X un A-
objeto, existe una C-reflexién ry : X — RX con RX en Ob (C) y por consiguiente
en Ob (B). Sea f : X — Y un A-morfismo con Y en Ob (B), existen W en Ob (C)
y un B-isomorfismo ¢ : Y — W. Para o f existe un unico C-morfismo (o f)° tal
que (po f)°orx = po f, ndétese que (po f)° pertenece a Mor (B) por ser C plena en

64



B; luego ¢t o (po f)° es un B-morfismo tal que ¢t o (po f)°ory = g topof = f.

Suficiencia. Supdongase que g, h : RX — Y son B-morfismos tales que gory =
horx = f, entonces pogory =@pohory = po f; nétese que po gy poh son
C-morfismos por la Proposicion pog=wohycomo ¢ es isomorfismo tenemos
que g = h. Asi rx es una B-reflexién y por lo tanto B es reflexiva en A.

Supongase que B es reflexiva en A y sea X un A-objeto, existe una B-reflexion
rxy : X — RX con RX en Ob (B), existen W en Ob (C) y un B-isomorfismo
¢:RX — W..Sea f: X — Y un A-morfismo con Y en Ob (C), existe un tnico
B-morfismo f°: RX — Y tal que f°oryxy = f. Nétese que fPopt: W — Y
es un B-morfismo y por consiguiente un C-morfismo tal que f°op topory = f.
Supongase que g, h : W — Y son C-morfismos tales que gopory = hopory = f,
go @y hoyw son B-morfismos por la Proposicién goyw = hopycomo ¢ es
isomorfismo tenemos que g = h. Asi p o rx es una C-reflexion y por lo tanto C es
reflexiva en A. O

Una subcategoria B de una categoria A se dice cerrada bajo isomorfismos
siempre que dados un B-objeto X y un A-isomorfismo ¢ : X — Y, implica que Y
es un B-objeto.

De ahora en adelante, asumiremos que todas las subcategorias son plenas y
cerrada bajo isomorfismos.

Definicién 2.8. Sea £ una clase de morfismos de una categoria A que es cerrada
bajo la composicion con isomorfismos. Una subcategoria reflexiva B de una categoria
A se llama E-reflexiva en A si, cada B-reflexion rx de cada A-objeto, X, pertenece
a &. Para el caso € = Epi A la clase de todos los epimorfismos en A, B se llama
epi-reflexiva en A y similarmente usaremos notaciones Mono A, Bi A y Epi
ex A con las terminologias mono-reflexiva, bi-reflexiva y epi ex-reflexiva.

Proposicién 2.9. Si B es epi-co—reflexiva en A, entonces B es mono-co-reflexiva

en A.

Demostracién. Supéngase que B es una shcategoria epi-co-reflexiva de A. Sea
X un A-objeto y sea cx : CX — X la B-co-reflexéon de X. Sean f y g A-morfismos
tales que f,g: Y — CX y cx o f = ¢x o g. Puesto que Y es un A-objeto existe
un epimorfismo co-reflexién ¢y : CY — Y. Ahora cx o (focy) = (cxo f)ocy =
(cxog)ocy =cxo(gocy). Como focy y gocy son B-morfismos, por la Proposicién
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[2.4] se sigue que focy = gocy y por ser ¢y epimorfismo se tiene que f = g. Por
tanto cx es un monomorfismo. O

Proposicién 2.10. Si B es mono-refiexiva en A, entonces B es epi-reflexiva en A.
Demostracion. Se sigue dualizando la Proposicion anterior. a

Definicién 2.11. Un objeto S de una categoria A se llama un separador si, f, g :
X — Y son A-morfismos diferentes, entonces existe un A-morfismo x : S — X
tal que fox # goux.
Dual: co-separador.

Ejemplo 2.12. (1) En Conj y Top, todos los objetos no vacios son separadores.
Sea S un Top-objeto distinto del vacio y sean f,g: X — Y Top-morfismos
diferentes, entonces que existe xo en X tal que f(xg) # g(xg). Sea® : S — X
definida por T(s) = xo para toda s en S, entonces (foT)(s) = f(xo) # g(xo) =

(goT)(s).

(2) En Gep y Ab, el grupo aditivo Z de todos los enteros es un separador. Sean
a, B G — H Grp-morfismos diferentes, entonces que existe g en G tal que
alg) # B(g). Sea T : Z — G definida por T(n) = g" para toda n en Z,

entonces (f oT)(1) = a(g) # (g) = (goT)(1).

Proposicién 2.13. Supdngase que una categoria A tiene un separador S y B es
una subcategoria de A la cual contiene a S. Entonces B es bi-co-reflexiva en A st,
y solo si es co-reflexiva en A.

Demostracion. Basta demostrar la suficiencia. Supdéngase que B es co.reflexiva
en Ay S estd en B. Sea X un A-objeto y sea cx : CX — X la B-reflexiéon de X
ysean f,g: X — Y A-morfismos tales que f ocx = g o cx. Entonces para cada
A-morfismo h : S — X existe un unico B-morfismo h° : S — C'X que satisface
cxoh®=h.Asi foh= focxoh®=gocxoh®=goh. Como S es un separador
f = g. Se sigue que cx es un epimorfismo, por consiguiente B es epi-co-reflexiva; por
la Proposicén es mono-co-reflexiva y por tanto bi-co-reflexiva. a

Observacion. La proposicion anterior tiene aplicaciones para T op y sus subca-
tegorias, sin embargo, la nocién dual tiene pocas. En efecto, un espacio topolégico,
X, es un co-separador en T op si, y sélo si contiene un subespacio discreto no trivial.

Ejemplo 2.14. (1) Sea X un espacio Tychonoff. La compactacion de Ston-Cech
Bx : X — BX de X es un encaje denso de X sobre un espacio compacto de
Hausdorff BX con la propiedad universal.



(2)

(3)

(4)

Esto significa que la categoria CompTs es una subcategoria E-reflexiva de la
categoria Tyc, donde Tyc (respectivamente CompTs) es la subcategoria plena
de Top de todos los espacios de Hausdorff completamente requlares (respecti-
vamente de todos los espacios de Hausdorff compactos) y E es la clase de todos
los encajes densos en Tyc.

Ab es una subcategoria epi-reflexiva de Gep. La reflexionrx : X — RX es la
abelianizacion de ag : G — G/|G, G|, donde |G, G| es el subgrupo conmutador
de G. Sea h : G — A un Grp-morfismo con A un Ab-objeto. Obsérvese
que G/|G,G] es un Ab-objeto y [G,G] < kerh. Por el primer teorema de
isomorfismos eziste un unico Ab-morfismo h° : G/|G,G] — A tal que h =
h° o ag.

GG, Gl g
G

La subcategoria plena Ind de Top de todos los espacios indiscretos es bi-
refleziva en Top. Si f° = f se tine el siguiente diagrama conmutativo:

(X, i) oo (v, )
k %
(X,7)

La subcategoria plena Dis de Top de todos los espacios discretos es bi-co-
reflexiva en T op. Sean X un T op-objeto, C X un espacio discreto con el mismo
conjunto subyacente de X ycx : CX — X el Top-morfismo indicido por la
funcion identidad. Entonces cx es la co-reflexion de X. Si f° = f se tine el
sigutente diagrama conmutativo:

(X,7)

Definicién 2.15. Sea K una categoria pequena, B es cerrada en A bajo K-limites
st, para cualquier diagrama D : IC — B en B sobre IKC, un limite para E o D es un
limite pra D.

Proposicién 2.16. Si B es reflexiva en A, entonces B es cerrada bajo K-limites
para cualquier categoria pequea K.
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Demostracién. Sea D : K — B un diagrama y (X,{a; : X — D(i) |i € Ob
(K)}) un limite para E o D. Demostraremos que X es un B-objeto. Sea rx : X —
RX la B-reflexién de X. Entonces para cada ¢ € Ob (K) existe un B-morfismo
(;)° : RX — D(i) tal que ()°orx = a; vy (RX,{(a;)° | © € Ob (K)}) es
una fuente natural para £ o D. Entonces existe un morfismo ¢ : RX — X tal
que o; o p = (;)° para cada i € Ob (K). As’{ a; 0o p o rx = «;, por la unicidad
del conector ¢ orx = lx. Por la Proposicién [2.3] se tiene que rx o ¢ = 1gx, en
consecuencia rx es isomorfismo y por tanto, X es un B-objeto.

D(i)—ﬂLD(j) RX *— T; ------- > X
(ak /a;)" (aN /
RX D(i)

O

Concluimos esta seccién demostrando la relacion entre subcategorias reflexivas
y co-limites.

Proposicién 2.17. Supdngase que B es una subcategoria reflexiva de una categoria
A con funtor inclusion E : B — A y reflector R : A — B y supdngase que
D : K — B es un diagrama en B sobre una categoria pequena KC. Entonces si existe
un co-limite para E o D : K — A, entonces existe un co-limite para D.

Demostracién. Supdngase que (X,{a; : D(i) — X | i € Ob (K)}) es un
co-limite para F o D. Demostraremos que (RX,{rx oa; : RD(i) — RX | i € Ob
(K)}) es un co-limite para Ro D : K — B. Es claro que RX es un B-objeto y
rxoaq; : E(D(i)) — RX es un B-morfismo para cadaien Ob (K). Seaa :i — jun
JC-morfismo, tenemos que rxow; = rxoa;oE(D(a)) = rxoa;oD(a) para cada i en
Ob (K). De aqui que (RX,{rxoa;: RD(i) — RX | i € Ob (K)}) es un sumidero
natural para D. Sea (Y, {8;: D(i) — Y | i € Ob (K)}) un sumidero natural para
D. Veamos que (E(Y),{E(p;) : E(D(i)) — E(Y) | i € Ob (K)}) es un sumidero
natural para F o D. Nétese que E(Y') es un A-objeto y E(f;) : E(D(i)) — E(Y)
son A-morfismos para cada ¢ en Ob (K). Sea a : i — j un K-morfismo, tenemos
que E(f;) = E(Bj o D(a)) = E(B;) o E(D(a)). Asi (Y,{f;}) es un sumidero natural
para Eo D. Como (X, {c;}) es un co-limite para E o D existe un tinico A-morfismo
p: X — E(Y) con E(f;) = poaq; para cada i en Ob (K).



Puesto que B es reflexiva en A existe un dnico morfismo ¢° : RX — E(Y) tal
que ¢ = p°ory.

Asi B; = E(B;) = ¢ oa; = ¢° orx oq; para cada ¢ en Ob (K). Supéngase que
existe un B-morfismo ¢ : RX — Y tal que Y orx oa; = f3; para cada ¢ en Ob (K).
Entonces E(¢) : E(RXE) — (Y) es un A-morfismo con E(¢ ory o i) = E(f;)
para cada i en Ob (K). Por lo tanto E () orx = ¢ y como E(1)) = 1 se tiene que
orxo =1 lo que implica que 1 = ¢°. Por lo tanto (RX, {rxoa;)} es un co-lilmite
para D. O

Corolario 2.18. Si una categoria A es co-completa y B es una subcategoria reflexiva
de A, entonces B es co-completa.

Demostracion. Se sigue de la Proposicién y del hecho que F o D es un
diagrama en A sobre K. O

Proposiciéon 2.19. Supongase que B es una subcategoria reflexiva de A con funtor
inclusion £ : B — A y reflector R: A — B y que D : K — A es un diagrama
en A sobre IC. Entonces si (X,{a; : D(i) — X | i € Ob K}) es un co-limite
para D, entonces (RX,{R«a; : RD(i) — RX | i € Ob K}) es un co-limite para
RoD: K —B.

Demostracion. Es claro que RX es un B-objeto y Ra; es un B-morfismo para
cada i en Ob (K). Veamos que (RX,{Rca; : RD(i) — RX | i € Ob (K)}) es un
sumidero natural para Ro D. Sea a : i —> j un K-morfismo; puesto que (X, {«; :
D(i) — X | i € Ob K}) es una fuente natural para D, entonces «; = «; o D(a),
aplicando el reflector se obtiene Ra; = R(a;0D(a)) = RajoRD(a). Asi, (RX, {Ra |
i € Ob (K)}) es una fuente natural para Ro D.

DG —2 5 x RD(i) — 2% px
D(a) Q i RD(a) R,
D(y RD(j)

Sea (Y, {B; : RD(i) — Y | i € Ob (K)}) una fuente natural para Ro D. Veamos
que (E(Y),{E(Bicrpy)) : D(i) — E(Y) | i € Ob (K)}) es una fuente natural para
D. Sea a : i — j un K-morfismo, para D(a) : D(i) — D(j) existe un B-morfismo
RD(a) tal que rp(jy o D(a) = RD(a) o rpg), como (Y, {B;}) es una fuente natural
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para Ro D se tiene que 5; = ; o RD(a), entonces §; o rpgy = B0 RD(a) o rpuy =
B; orp(j) © D(a); aplicando el funtor inclusién E(3; o rpy) = E(B; orpy o D(a)) =
E(Bj orpgy) o E(D(a)). Por lo tanto, (Y,{3; | i € Ob (K)}) es una fuente natural
para D.

Como (X,{a; : D(i) — X | i € Ob (K)}) es un co-limite para D, existe un
tinico A-morfismo ¢ : X — E(Y") tal que o 0 ¢ = E(3;) o E(rp;)). Por otro lado,
como 7x es una B-reflexién existe un dnico B-morfismo ¢° : RX — Y tal que
p=¢ orx.

D) —H s X RX--------- LA > Y
r
E(Bi) o E(rpw)) | I'x 2
Y
E(Y) X

Veamos que p°oRa; = f3;; dado que Ro;orpg) = rx0oa;, entonces ¢°o Ra;orpy =
p®orxoa; = poa; = E(B;orpu) = Bi o Tpw); puesto que p° o Ry y f; son B-
morfismos, por la Proposicién se tiene que p° o Ray; = f3;. Sea v : RX — Y un
B-morfismo tal que ¢ o Ra; = 3;. Notese que ¢ = ¢° siporxoa; = 3;0rp(;); puesto
que 3; = ¢ o Roy;, entonces 3o 1rp;) = 1 o Ra; o rpy = 1 orx o a;, en consecuencia
Y = ¢° . Por lo tanto (RX,{Ra; : RD(i) — RX |7 € Ob (K)}) es un co-limite
para Ro D. O

2.2. (&£, M)-categorias

En esta seccion £ y M son clases de morfismos en una categoria A la cual es
cerrada bajo la composicién con isomorfismos.

Definicién 2.20. Una categoria A es (€, M)-factorizable si, para cada A-morfismo
f: X — Y eziste una terna (Z,g,h) que consiste de un A-objeto Z y morfismos
g: X —Zen&, h:Z —Y en M tales que f = hog. La terna (Z,g,h) se
llama (€, M))-factorizacion de f.

Una categoria A se llama singularmente (£, M)-factorizable si, es (€, M)-
factorizable y para dos (€, M)-factorizaciones (Z,g,h) y (Z',¢',h') de cualquier
morfismo f, existe un isomorfismo ¢ : Z — Z' tal que h=hop y ¢ = pog.

Una categoria A tiene la propiedad de la (£, M)-diagonalizacidn si siempre
que los morfismos f W — X, g W — Y h: X — Z yk:Y — Z satisfacen
que ho f =kog, f €& yke M, entonces existe un morfismod: X — Y tal que
g=dofyh=kod,d sellama un morfismo diagonal (o una diagonal) del
cuadrado (f, g, h, k).

Una categoria A se llama (€, M )-categoria si, es (£, M)-factorizable y tiene
la propiedad de la (£, M)-diagonalizacion.
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Ejemplo 2.21. (1) Top es una (Epi ex, Mono)-categoria. Si f : X — Y es
una funcion continua, entonces f = mo q es la factorizacion deseada, donde
q: X — X/ ~ es la proyeccion natural (x ~ x' si, y solo si f(x) = f(2'))
ym : X/ ~—Y se define por m([z]) = f la cual existe por la propiedad
universal del cociente. Veamos que m estd bien definida y es inyecyiva. m
estd bien definida. Sean [z] = [2'] para © € X, entonces f(x) = f(2'), asi
m([z]) = f(z) = f(2') = m([2']). m es inyectiva. sean [x] y [2/] € X/ ~
con m([x]) = m([z]), es decir, f(x) = f(z'), entonces x ~ ', de este modo
[z] = [2']. Puesto que q es una funcion cociente y m es inyectiva, q es un
epimorfismo extremal y m es un monomorfismo. En consecuencia T op es (Epi
ex, Mono)-factorizable. Veamos que tiene la propiedad de la (Epi ex, Mono)-
diagonalizacion. Sea

(X7 TX>—> (Y> TY)

’

’
’
a
’
’
.
a

¥

(Z> TZ) (VV, w)

un cuadrado conmutativo con f un Top-epimorfismo extremal y k un T op-
monomorfismo. Veamos que para todo y € Y, se tiene que h(y) € Im(k). Sea
y €Y, como f es sobreyectiva, ezxiste x € X tal que f(x) = y. Notemos que
k(g(z)) = h(f(x)) = h(y), asi que h(y) € Im(k). Denotamos k= : Im(k) —
Z, por consiqguiente d = k' o h estd bien definida. Entonces d = k™' o h
es el morfismo diagonal deseado; do f = ktohof =k tlokog=gqguy
kod=kok ™ oh=h. Porlo tanto Top es una (Epi ex, Mono)-categoria.

(2) Top es una (Epi , Mono ex)-categoria. Si f : X — Y es una funcion conti-
nua, entonces f =io f’ es una factorizacion de f, donde f': X — f(X) esta
definida por f'(z) = f(z) para cada x € X ei: f(X) — Y es la inclusion.
Como f es sobreyectiva, es un epimorfismo y como i e un encaje, es un mo-
nomorfismo extremal. En consecuencia Top es (Epi, Mono ex)-factorizable.
Veamos que tiene la propiedad de la (Epi, Mono ex)-diagonalizacion. Sea

(X7 TX>—> (Y7 TY)

’

’
a
’
’
’
2

¥

(Z> 7z) (VV, W)

un cuadrado conmutativo con f un T op-epimorfismo y k un T op-monomorfismo
extremal. Entonces d = k™' o h es el morfismo diagonal deseado; d o f =
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klohof=klokog=gykod=kok™toh=h. Porlo tanto Top es una
(Epi, Mono ex)-categoria.

(8) Top es una (Bi, Inicial)-categoria. Sea f: X — Y es una funcién continua
Y Tini €S la topologia inicial en X, entonces f = f o lx es la factorizacion
deseada, donde 1x : (X,7x) — (X, Tini) . En consecuencia Top es (Bi,
Inicial)-factorizable.

(Xa TX)—> (Y’ TY)
1x f
(X, Tini)

Veamos que tiene la propiedad de la (Bi, Inicial)-diagonalizacion. Sea

(X, 7x)——— (Y, 7v)

’

’
a
’
’
’
a

¥

(Z, Tz)

(W, mw)

un cuadrado conmutativo con f un T op-bimorfismo y k un Inicial-morfismo.
Entonces d = go f~1 es el morfismo diagonal deseado; do f =go flof=yg
ykod =kogof™t =hofof™t = h. Porlo tanto Top es una (B,
Inicial)-categoria.

Proposicién 2.22. Si € C Epi A o M C Mono A, entonces las siguientes condi-
ctones son equivalentes:

(1) A es una (€, M)-categoria.

(2) (a) €& y M son cerradas bajo composiciones.

(b) A es singularmente (€, M)-factorizable.

Demostracién. (1) = (2)(a) Sean f : X — Y y g : Y — Z morfismos
en &y (W,h,k) una (€, M)-factorizacién de g o f. Entonces existe una diagonal
d:Y — W del cuadrado (f, h, g, k) tal que h = do f y g = kod. Para el cuadrado
(g9,d, 1z, k) existe una diagonal &' : Z — W tal que d = d'ogy 15 = kod'. De aqui,
kod ok = k. Por otro lado, d okoh =d ogo f = do f = h. Puesto que k pertenece
a Mono A o h pertenece a Epi A, d' o k = 1y y por tanto k es un isomorfismo. Asi
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tenemos que g o f pertenece a .

x—L oy vy .y

h d g d d’ 1y
¥ ¥

W——2 W—z

(1) = (2)(b) Supéngase que (Z,g,h) y (Z',¢',h') son dos (€, M)-factorizaciones
de f: X — Y. Entonces existen morfismos d : 7 — Z' y d' : Z/ — Z tales que
g=dog,h=hod,g=dog yh=hod.

e
o / ///
8 I L d h
Z,)L/—>' ZI/—>_ Y .
n h

Tenemos que dod og =dog=¢ yhodod = hod = h'.Si ¢ € Epi
A, entonces dod = 15 y si b’ € Mono A, entonces d o d = 1. En ambos casos
dod = 1z. Analogamentee como d odog=d og =gy hod od="h"od=h,
entonces d' od = 1,. Asi que, d es isomorfoismo y dog=¢' y h' od = h.

(2) = (1) Como A es singularmente (£, M)-factorizable, A es (£, M)-factorizable.
Resta demostrar que tiene la propiedad de la (£, M)-diagonalizacién. Sea (f, g, h, k)
un cuadrado tal que ho f = kogcon fen &y ken M. Sean g =moey h=m'oe.
(€, M)-factorizaciones. Puesto que £ y M son cerradas bajo la composicién €’ o f
pertenece a £ y kom pertenece a M. Entonces m’o(e/o f) y (kom)oe son (€, M)-
factorizaciones de ho f, existe un isomorfismo ¢ : V.— U tal que m’ = (kom)o¢

ye=cpoleof).

X / y
X 7

9| U~V |h

W - 7z

Noétese que sid = mopoe, entonces do f = (mogpoe)of=mo(poeof)=
moe=gykod=ko(mogpoe)=(komogp)oe =m'oe = h. Asi d es el
morfismo diagonal deseado. Por tanto A es una (£, M)-categoria. ad
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Proposicién 2.23. Si A es una (€, M)-categoria con € C Epi A, las siguientes
condiciones para un morfismo k 1Y — Z son equivalentes.

(1) ke M.

(2) Para cualesquiera morfismos f: W — X, g : W — Y, h: X — Z tales
que ho f =koguy f €&, entonces existe una diagonal d : X — Y tal que
g=dofyh=kFkod.

(3) Si k =molconl:Y — Wen& ym: W — Z, entonces | es un
isomorfismo.

Demostracion.

1. (1) implica (2). Supongamos que k € M. Sean f, g y h morfismos tales que
hof=kogcon f €& Como A es una (£, M)-categoria tiene la propiedad
de la (£, M)-diagonalizacion, existe d : X — Y talque g =do fy h=Fkod

2. Seak =molconl e & Comok =koly =mol, existe un morfismo diagonal
d:Y — W tal que 1y = dol, entonces [ es co-retraccién y como también es
epimorfismo. Por lo tanto, [ es ismorfismo.

l l

Y —W Y ——W
1y k m 1y d m
¥
Y --~k--> A Y --]~€-—> A

3. Sea K = mol una (£, M)-factorizacién de k. Puesto que A es cerrada bajo
la composicién con isomorfismos y m € M, entonces k € M.

O

Corolario 2.24. Si A es una (£, M)-categoria con € C Epi A, M satisface lo
siguiente.

(1) Si (W oy - W — X, as : W — Y'}) es un jalador de (f : X — Z,g :
Y — Z) ysig e M, entonces oy € M.

(2) M es cerrada bajo intersecciones y productos.

Demostracién.
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(1) Supoéngase que (W, {ay : W — X, a9 : W — Y'}) es un jalador de (f :
X —2Z,g:Y — Z)con g€ M. Sea ay =mo e una (£, M)-factorizacién
de a1 con e en £ y m en M, existe un morfismo diagonal d : U — Y tal que
ag=doey fom=god.

aq (&
W——>X — U

a1
T e W /
) f \ / o2l g |fem
%,
U Y

Yy 4 g 7
Por la propiedad universal del jalador existe un tnico morfismo ¢ : U — W
tal que d = as 0 p y m = a; o . Esto implica que aj 0 (poe) = (ayop)oe =
moe = a1 y apo(poe) = (agop)oe = doe = aw; de aqui que poe = 1y, es decir,
e es una co-retraccion y un epimorfismo, en consecuencia e es isomorfismo. Por
la Proposicién 2.23| a; € M.

(2) Supéngase que (X, f) es una interseccion de {(X;,m;) | i € I} con m; en M
para cada i en I. Sea f = moe una (£, M)-factorizacién de f con een €y m
en M. Entonces para cada i en [ existe un morfismo diagonal d; : 7 — X
tal que f; =d;oe y m =m;od,.

X%Y X;>Y X —5—z
f: m; ¢ m i
¥
i 4 X

Por la propiedad universal de la intersecciéon existe un tnico morfismo ¢ :
Z — X tal que m = fopyd;, = f;op. Estoimplica que fo (poe) =
(fop)oe=moe = f;deaqui que poe = lx, es decir, e es una co-retraccién
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y un epimorfismo, en consecuencia e es isomorfismo. Por la Proposicién

feMmM.

(3) Sea [[fi : [IXs — J[Y: un producto de la familia {m, : X; — Y; donde
m; € M paracadai € I. Sea [[ m; = moe una (€, M)-factorizacién de [ [ m;.

[1Y: HX—>Z

i
/
7 ;

Xi——— Y] T i

Como e € £ym € M, paracadai € I (m;om)oe =m,o0(moe) =mo[[m; =
m; o m; (ver Proposicion , existe un morfismo d; : 7 — X, para cada
1€l talque m; =d;oey 77; om = m; o d;. Por la propiedad universal del
producto existe un ”unico morfismo ¢ : Z — [[X; tal que d; = m; o .
Nétese que para todo i € I, m;o(poe) = (mop)oe =d;oe = m., lo que
implica que ¢ o e = 11 x,, es decir, e es una co-retracciéon y un epimorfismo,
en consecuencia e es isomorfismo. Por la Proposicién [Im; e M.

_________________ ~[1X,  z——

\/ \/

Nétese que Epi Top D Bi Top y Mono ex Top C Inicial Top; ademads si f :
X — Y es inicial y X es un espacio Ty, entonces f es un encaje.

Definicién 2.25. Una (€, M)-categoria se llama E-co-bien potenciada si para
cada objeto X de A, la clase de todos lo morfismos que pertenecen a € que tienen
como dominio a X tiene un conjunto de representantes.

Definicién 2.26. Una subcategoria B de una categoria A se llama:
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(1) Cerrada bajo producto (resp. co-productos) en A siempre que (X, {7 :
X — X, |iel}) (resp. {ji: Xi — Y |i€I},Y)) es un producto (resp.
co-producto) en A tal que X; pertenece a Ob (B) para cada i en I, entonces
X (resp. Y') pertenece a Ob (B).

(2) Cerrada bajo monomorfismos extremales (resp. epimorfismos ex-
tremales) en A siempre que f : X — Y es un monomorfismo extremal
(resp. epimorfismo extemal) en A tal que Y (resp. X ) pertenece a Ob (B),
entonces X (resp. Y ) pertenece a Ob (B).

Teorema 2.27. (Caracterizacion de las subcategorias E-reflexivas) Supdngase que
A es una (€, M)-categoria E-co-bien potenciada con € C Epi A y que A tiene
productos. Entonces, para una subcategoria plena y cerrada bajo isomorfismos B de
A, las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) B es E-reflexiva en A.

(2) B es cerrada bajo productos y satisface que si f : X — Y pertenece a M y
Y pertenece a Ob (B), entonces X pertenece a Ob (B).

Demostracién. (1) = (2) Como B es reflexiva en A por la Proposicién 1.82., B
es cerrada bajo productos. Sea f : X — Y en My Y € Ob (B). Para la B-reflexién
rx : X — RX, de X existe una extensiéon f°: RX — Y tal que f = f°ory.
Entonces para el cuadrado (rx,lx, f°, f) existe una diagonal d : RX — X tal
que dor = 1x y f° = fod. Como ry pertenece a Ay & C Epi A, entonces es
epimorfismo y co-retraccién y por tanto isomorfismo y puesto que B es cerrada bajo
isomorfismos entonces se tiene que X € Ob (B).

(2) = (1) Supdngase que X € Ob(A). Como A es £-co-bien potenciada existe
un conjunto de representantes de £, {f; : X — Y; | i € [} con Y; en mathcal B para
cada i en I. Sea (Y,{p;: Y — Y, | i € I}) el producto de la familia {Y; | i € I}
en A. Como B es cerrada bajo productos Y € Ob (B) y por la propiedad universal
del producto existe un unico A-morfismo f : X — Y tal que p; o f = f; para
cada i € I. Sea (Z,9: X — Z,h : Z — Y) una (€, M)-factorizacién de f tal
que f = hogcongen & hen My f = hog. Puesto que h pertenece a M
y Y estd en Ob (B) entonces Z pertenece a Ob (B). Afirmamos que g es una B-
reflexién de X. En efecto, sea k : X — W un A-morfismo con W en Ob (B). Si
(V,i: X — V,m:V — W) es una (£, M)-factorizacién de k tal que k = mol
conle€&ymeM,existe j € [ y un isomorfismon :Y; — Y talque l =no f; y
puesto que g es un epimorfismo, k° = momnop,oh es el inico morfismo de Z a W
para el cual k°og =momnopjohog=monop;of=mol =k Porlotanto g es
una B-reflexién de X. O

Corolario 2.28. Si A es una (£, M)-categoria E-co-bien potenciada con € C Epi
A la cual tiene productos. Entonces se cumple lo siquiente.
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(1) La interseccion de cualquier clase de subcategorias &-reflexivas de A es E-
reflexiva en A.

(2) Para cualquier subcategoria B de A, existe una subcategoria E-reflexiva B* de
A que satisface las siguientes condiciones:

(a) B* O B.
(b) Si B' es una subcategoria E-reflexiva de A y B' D B, entonces B D B*.

(3) Un A-objeto X pertenece a B* si, y solo si existe un conjunto {X; |1 € I} de
B-objetos X; y un morfismo f : X — Il;c; X; que pertenece a M.

La categoria B* se llamara una envolvente E-reflexiva de B en A y se denota
por Ag(B). Para un A-objeto X, la envolvente E-reflexiva Ag(X) de X en A estd
también definida. Un A-objeto Y pertenece a Ag(X) si, y sélo si existen un conjunto
I y un morfismo f : Y — II;c; X; que pertenece a M con X = X; para cada i € I.

Ejemplo 2.29. (1) Sea f: X — Y un monomorfismo en Top y sea Y un espa-
cio Ty (respectivamente Ty, Ty ). Entonces X es un espacio Ty (respectivamente
Ty, Ty). Como Top es una (Epi ex, Mono)-categoria, Top,, Top, y Topy son
subcategorias epi-reflexivas de Top respectivamente.

(2) Sea f: X — Y inicial en Top yY un espacio reqular (respectivamente com-
pletamente regular). Entonces X es reqular (respectivamente completamente
regular). Por tanto las categorias Reg y Cteg son bi-reflexivas en Top, don-
de Reg (respectivamente Creg es la subcategoria plena de Top de todos los
espacios requlares (respectivamente completamente regulares).

2.3. Epi-reflexividad contra bi-reflexividad en 7 op

Para las subcategorias bi-reflexivas Reg y Creg de T op mencionadas en la tiltima
seccion, tenemos que Reg N Top, = Tops v Creg N Top, = T yc son epi-reflexivas
pero no bi-reflexivas en Top. Las envolventes bi-reflexivas de Top; y Thc en Top
son Reg y Creg respectivamente. En esta seccion consideraremos las relaciéon entre
subcategorias epi-reflexivas y bi-reflexivas de 7T op en general. Primero recordaremos
algunas propiedades de los espacios Tj y demostraremos que 7T op, tiene una propie-
dad especial en T op.

Sean Dy, D1y D, espacios topoldgicos con el mismo conjunto subyacente que tie-

ne dos puntos P, Q y con las topologias {0, { P, Q}}, {0, {P},{P,Q}} y {0, { P}, {Q},
{P,Q}}, respectivamente.

Proposicion 2.30. Para un espacio topolégico son equivalentes:
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(1) X es un espacio Ty.

(2) Existe un conjunto A y un monomorfismo f : X — Il ea X, con X\ = D,
para cada \ en A.

(8) Cualquier funcion continua f : Dy — X es constante.
(4) Cualquier funcidn inicial con dominio X es un encaje.

Demostracién. (1) implica (2). Supéngase que X es un espacio Tp. Sea F =
{f : X — D; | [ es continua}, existe un conjunto A tal que F = {fy\ | A €
A} = C(X,Dy). Si X, = D; para cada A en A, entonces DY = II)cp X,. Por la
propiedad universal del producto existe una funcién continua f : X — Il cp X)) tal
que Ty o f = fj.

Veamos que F separa puntos y por consiguiente f es inyectiva. Sean x, 2’ puntos
distintos en X. Como X es Ty, existe A en 7y tal que z € Ay 2/ ¢ A. Definase
g: X — D;por g(A) = Py g(X\A) = Q. Obsérvese que g1 (0) = 0, g7 '(D;) = X
v g ' ({P}) = A, por lo que g es continua. Para A en A existe fy tal que g = fj,
ademés g(z) = fa(z) = Py g(2') = fa(2') = Q; luego fa(z) # fa(z'). Por otro lado
m(f(x)) = falz) # faz") = ma(f(2)), en consecuencia f(x) # f(2'). Por lo tanto,

f es inyectiva.

(2) implica (1) Sean z, ' puntos distintos en X. Como f : X — Il ep X, es
inyectiva por ser monomorfismo, entonces F = {h : X — D; | h es continua}
separa puntos de X. En efecto, dados x, ' € X como f(z) # f(2'), existe A en A
tal que my\(f(z)) # maf(2); sea h =7y 0 f: X — D;. Entonces h(z) # h(z'). Sin
pérdida de generalidad h(z) = Py h(z') = Q. Sea A := h™'({P}), entonces A es
un conjunto abierto en X, x € A, pero 2’ ¢ A. Por lo tanto, X es Tj.

(1) implica (3) Si f : Dy — X es continua y X es Ty, entonces f(P) = f(Q),
va que si f(P) # f(Q), entonces existe un conjunto A en X tal que f(P) € Ay
f(Q) ¢ A. En consecuencia f~!(A) es un conjunto abierto en Dy que no es () ni Dy,
lo cual no es posible.

(3) implica (1) Sup6ngase X no es Ty, existen x y =’ puntos distintos en X tales

que para todo conjunto abierto A en X, se tiene que x € A implica que 2’ € Ay
x' € A implica que z € A. Definase f: Dy — X por f(P)==zy f(Q) =2".Si A
es un conjunto abierto tal que z € A, entonces f~'(A) = Dy y si ¢ A, entonces
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f7YA) = 0. Por lo tanto, f es continua, pero no es constante, ya que si 2’ € A,
entonces x € A lo cual no es posible.

(3) implica (4) Sea f : X — Y una funcién inicial. Veamos que f es inyectiva y
por tanto encaje. Sean x y ' € X tales que f(z) = f(2'). Definase g : Dy — X por
g(P) ==y g(Q) =2’ Nétese que f(g(P)) = f(z) = f(2') = f(9(Q)), en consecuen-
cia fog: Dy — Y es una funcién constante y por tanto continua. Como f es inicial,
entonces g es continua y por hipétesis es constante, es decir, z = g(P) = g(Q) = «’.
Por lo tanto, f es un encaje.

(4) implica (1) Antes de demostrar la implicacién, hagamos la siguiente:

Observacion. Si X es un espacio topoldgico, entoces C'(X, D;) es una fuente

inicial.
Demostracion. Sea A un conjunto abierto en X y sea f : X — D; la funcion
constante definida por f(x) = P para todo z € X, Si A = (), entonces A = f~1(0)).
Si A = X, entonces A = f~!(D;). Ahora sea A un conjunto abierto distinto del
vacio y el total, sean z y 2’ € X puntos distintos tales que x € Ay 2’ ¢ A. Definase
f: X — D por

P si zeA

fz) =

Q si x¢ A

Entonces f~'({P}) = Ay f es continua. Hemos demostrado que todo conjunto

abierto A en X es de la forma f~!(O) con O un conjunto abierto en D; y que f
pertenece a C(X, Dy). Por lo tanto, C'(X, D;) es una fuente inicial.

Sea C(X,Dq) = {fx | A € A} por la propiedad universal del producto existe
una tnica funcién continua AC(X, D;) : X — D% tal que para cada A en A hace
conmutar el siguiente diagrama

AC(X, D)

X - >

N, A

Dy

Dy

Puesto que C(X, Dy) es inicial y f\ = myoAC(X, D;) para cada X en A, entonces
AC(X, D) es inicial. Por hipétesis AC(X, D;) es un encaje, por lo tanto X es
homeomorfo a un subespacio de D% que es Ty. Por lo tanto, X es Tj. O

Proposicién 2.31. Para una subcategoria epi-reflexiva A de Top se cumple:

(1) A es bi-reflexiva en Top si, y solo si contiene a Dy.
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(2) Si A no es bi-reflexiva en Top, entonces A C T op,.

(3) Si A es bi-reflexiva en Top, entonces A € Topy y AN Top, es epi-refleziva

pero no bi-reflexiva en T op.

Demostracién.

(1)

Necesidad. Supdéngase A es bi-reflexiva en Top. Notese que la A-reflexion
rpy : Do — RDy de Dy es biyectiva, por lo tanto RDy es indiscreto, ademés
7"5(1) : RDy — Dy es continua lo que implica que rp, es homeomorfismo. Por
lo tanto D, pertenece a A.

Para la suficiencia, hagamos primero la siguiente

Observacién. Si f : X — Y es inicial, entonces existe un conjunto / y un
encaje g: X — Y x D{.

Demostracién. Sea F = D U{f} = {f: | i € I}. Veamos que F es inicial. Sea
A un conjunto abierto en X, como f es inicial existe un conjunto abierto O
en Y tal que f~1(O) = A. Por lo tanto, F es inicial. Ahora comprobemos que
F separa puntos. Sean x, ' puntos distintos en X y definase h : X — D,
por h(z) = Py h(z') = Q. En consecuencia h € Dff C F y h(z) # h(z).
Por lo tanto, F separa puntos. Como F es inicial y separa puntos la funcién
g=AF: X — Y x D] es un encaje.

Puesto que Top es (Bi, Inicial)-categoria, bi-co-bien potenciada, por el Teo-
rema A es bi-reflexiva en Top si, y sélo si A es cerrada bajo productos
y funciones iniciales. Veamos que A es cerrada bajo funciones iniciales: sea
f: X — Y una funcién inicial con Y un A-objeto. Dado que Top es (Epi,
Mono ex)-categoria, entonces A es cerrada bajo productos y monomorfismos
extremales. Por la observacién anterior existe un encaje g : X — Y x D] y
como Dy pertenece a A, entonces Dé pertenece a A y puesto que g es mono-
morfismo extremal se tiene que X pertenece a A; en consecuencia A es cerrada
bajo funciones iniciales. Por lo tanto A es bi-reflexiva T op.

Supéngase que existe un espacio topoldgico X tal que X € Ob (A) y X ¢ Ob
(Top,). Entonces X contiene un subespacio homeomorfo a Dy, es decir, Dy €

Ob (A). Por (1) A no es bi-reflexiva en T op.

Supongase que A es bi-reflexiva en T op, entonces Dy es un A-objeto, pero
Dy no es Ty, por tanto, A € Top,. Puesto que A es epi-reflexiva y Top, es
epi-reflexiva en Top, entonces A N Top, es epi-reflexiva. Como Dy no es un
Ob (AN Top,), se tiene que AN Top, no es bi-reflexiva.
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O
En el siguiente Teorema mostramos que existen tantas subcategorias bi-reflexivas
de Top como epi-reflexivas que no son bi-reflexivas

Teorema 2.32. Sea G la coleccion de todas las subcategorias bi-reflexivas de T op
y H la coleccion de todas las subcategorias de Top que son epi-reflexivas pero no
bi-reflexivas en Top. Entonces existe una correspondencia uno a uno entre G y H.

Demostracién. Sean ¢ : G — H y 7 : H — G funciones definidas por
o(A)=Top,NA, Aen Gy 7(B) = Topg;(B) (la envolvente bi-reflexiva de B en
Top, ver Corolario 2.2 (2)), B en H. Demostraremos que son biyectivas e inversas
una de la otra. Primero sea X un A-objeto para Aen G ysean: X — X/ ~ la
T op,-reflexion de X (véase el ejemplo . Entonces por el axioma de eleccion existe
una funcioén £ : X/ ~— X entre conjuntos tal que no& = 1x,.. Como no& = 1y,
es continua y {n} es fuente inicial, tenemos que ¢ es continua; ademds £ es co-
retaccién. Por la Proposcicién [1.27], € es un monomorfismo extremal y por tanto, un
encaje. Como X € A, X/ ~ pertenece a Ob (Top, N .A). Puesto que 7 es inicial, X
pertenece a Ob (T opg;(Top,N.A)). Por consiguiente A C Topg,;(Top,N.A). Es claro
que Topg,(Top,NA) C Ay tenemos que A = Topg,(Top,N.A), es decir, Too = 1g.

Ahorasea X € Ob (Top,NT opp;(B)) para Ben H. Entonces X € Ob (T opg,;(B))
y existen un conjunto de B-objetos {X; | ¢ € I} y un morfismo f: X — IIX; con
ILX; € Ob (B) (ver Corolario [2.28| (3)). Puesto que Top es (Bi, Inicial)-categoria f
es inicial y como X es un espacio Ty, f es un encaje. En consecuencia X € Ob (B).
Asi, Top, N Topg;(B) C B. Por otro lado puesto que B no es bi-reflexiva en T op se
tiene que B C Top, y por definiciéon B C Topg,(B). Asi, B C Top, N Topg;(B) v
por lo tanto, B = Top, N Topp;(B), esto es, c o1 = 1p. O

Definicién 2.33. Sea | un operador que asocia a cada espacio X una funcion
Ix : P(X) — P(X) del conjunto potencia de X en si mismo. Si l satisface las
condiciones (1), (3)-(5) siguientes, se llama un operador limite superior y sil
satisface las condiciones (2)-(5) siguientes, se llama un operador limite inferior.

Para cualesquiera X, Y € Ob (Top), se tiene:
(1) Si Z € P(X), entonces Clx(Z) C lx(Z).
(2) Si Z € P(X), entonces Z C Ix(Z) C Clx(Z).
(3) Si Zy y Zy € P(X), entonces Ix(Z1 U Zy) = lx(Z1) Ulx(Zs)
(4) Ix(0) =10
(5) Si f: X —Y es continua y Z € P(X), entonces f(Ix(Z)) Cly(f(Z)).
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Para un operador limite superior [, un espacio X se llama [-separable si siem-
pre que lx(Z) = Clx(Z) para Z subconjunto de X y para un operador limite inferior
k, X se llama k-separable si siempre que Z = kx(Z) para Z subconjunto de X,
entonces Z = Clx(Z). Para un operador limite superior o inferior 1, la subcategoria
de Top que consiste de todos los espacios l-separables se denotard por S(1).

Clualquier operador limite satisface las siguientes condiciones::
(6) Si A y B son subcongntos de X, entonces A C B implica lx(A) C lx(B).
efeto, supongamos que A C B. Notemos que lx(A) Ulx(B) = Ix(AUB) =
Ix(B). Por lo tanto, Ix(A) C Ix(B).

(7) Si f : X — Y es una funcion y A un subconjunto de Y con Ix(A) = A,
entonces Ix(f~1(A)) = fH(A).

Proposicién 2.34. Sea A una subcategoria plena y cerrada bajo isomorfismos de
Top. Entonces

(1) A es bi-reflexiva en Top si, y solo si existe un operador limite superior | tal

que A= 5S(1).

(2) A es bi-co-reflexiva en Top si, y solo si existe un operador limite inferior k
tal que A = S(k).

Demostracion.
(1) Necesidad. Supéngase que A es bi-reflexiva en Top. Searx : X — RX la A-

reflexién (ry es biyectiva). Para Z en P(X) definimos Ix(Z) = r' (Clrx (rx(2))).
Demostraremos que [x es un operador limite superior.

(1) Clx(Z2) C ri'(Clpx(rx(Z))). Sea Z en P(X),
Clx(Z) = rx' (rx(Clx(2))) € rx' (Clrx(rx(2))).

(2) T;(l(Cle(Tx(Zl U ZQ))) = T%l(CZRx(Tx(Zl))) UT;(I(Cle(Tx(ZQ))). Sea
71y Zy en P(X)

rx (Clrx (rx(Z1U 2))) = ry' (Clex (rx(Z1) Urx(Z,)))
= 13 [(Clrx (rx(Z1))) U (Clax (rx(Z2)))]
= T;(I(CZRX<TX(ZI>>) U T;(I(CZRX<TX(Z2)))

(3) ¥ (Clrx(rx(0))) =0
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(4) Sea f: X — Y un Top-morfismo. Veamos que f(ry' (Clgx(rx(Z)))) C
v (Clry (ry(f(Z)))). Demostraremos que 7y (f(ry' (Clrx(rx(Z))))) C
Clry (ry(f(Z))). Puesto que rx es una A-reflexién y RY estd en A, para
ry o f: X — RY existe un unico A-morfismo Rf : RX — RY tal que
ry o f = Rf ory; nétese que ry o fory' = Rf ory ory' = Rf, porque
rx es biyectiva. De donde

ry (f(ry' (Clrx(rx(2))))) = Rf(Clrx(rx(2)))
C Clpy(Rf(rx(Z))) = Clry (rv(f(Z)))

Resta demostrar que A = S(I). Sea X un A-objeto, basta demostrar que
Ix(Z) = Clx(Z). Nétese que rx = 1x, porloquelyx(Z) = ri' (Clpx(rx(2))) =
Clgrx(Z) = Clx(Z). Por lo tanto, X es un S()-objeto. Sea X un S(I)-objeto.
Obsérvese que Ix(Z) = Clx(Z) si, y solo si 75 (Clrx(rx(2))) = Clx(Z),
entonces ry es un isomorfismo y puesto que A es cerrada bajo isomorfismos,
se tiene que X es isomorfo a RX; como RX € Ob (A), entonces X € Ob (A).

Suficiencia. Supongamos que existe un operador limite superior [ tal que
A = S(I). Demostraremos que S(I) es cerrada bajo productos y funciones
iniciales.

Sea lx : P(X) — P(X) un operador limite superior y sea f : X — Y una
funcién inicial con Y un S(l)-objeto. Veamos que X es un S(l)-objeto, para es-
to es suficiente demostrar que Ix(Z) C Clx(Z) para todo Z en P(X). Sea x €
Ix(Z) y O un conjunto abierto en X tal que O = f~!(A) para algin conjunto
abierto Aen Y y x € O. Entonces f(x) € f(Ix(Z2)) Cly(f(Z)) = Cly(f(Z)),
de donde ANf(Z) # 0. Seay € AN f(Z); existe 2’ € Z tal que y = f(2'); asf,
7 € f71(A)NZ, 1o cual implica que ONZ # () para todo conjunto abierto O en
X tal que z € O. En consecuencia x € Clx(Z) y por lo tanto, Ix(Z) C Clx(Z).

Sea {X; | i € I} una familia de S(l)-objetos y (X = I1.X;, {m; : [I1X; — X;})
su producto topoldgico. Entonces lx : P(I1X;) — P(I1X;)
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Noétese que si X es un Ob S(l)-objeto y si Z es un conjunto cerrado en X,
entonces lx(Z) =Clx = Z

Sea Tx la topologia producto y 7, la topologia generada por {X \ (x(Z) |
Z C X} (es base para una topologia). Los conjuntos cerrados en (X, 7x,) son
{Mierlx(Z:) | Z; C X}.

Si F' es un conjunto cerrado en X;, entonces, como X; € Ob S(l) se tiene que
Ix,(F) = Clx,(F) = F. Entonces por la propiedad (7) de la observaciéon que
le sigue a la Definicién [2.33] se tiene que Ix (77 H(F)) = 771(F) y,si A € 7, ¥
x € A, existe Z C X tal que x € X \ Ix(Z) C A. Asi todo subbdsico de Tx es
un basico de 7x,. Por lotanto, 7x C 7y,.

Sea F; C X; un conjunto cerrado para cada i € I, entonces lx(F;) = F;
Nétese que ' (F;) = Fi x [[,.; Xj = Ix(Fs x [[1; X5)-

Por otro lado [T Clx(F) x [[Clx;, = F; x [[,; X;-

Por lo tanto, m; es continua para cada ¢ € I.

Por lo tanto 7, = 7x

Z CClx(Z)=nNix(Z;) Clx(Z;) para cada i € I.
Ix(Z2) C lx(Z)
Ix(Z) C Nicrlx(Z;) = Clx(Z)

Lema. A; C X; con X; un S(l)-objeto para cada i € I.

Sea x € Ix(J[ Ai) = [[ Clxi(A;), esto es, para cada i € I m;(x) € Clx(A;).
mi(x) € m(lx([TA)) C Ix, (m(IT A1) = Ix, (Ai) = Clx, (Ai)

Por lo tanto, m;(z) € Clx,(A;) para cada i € I.

Necesidad. Supdéngase que A es bi-co-reflexiva en Top. Sea cxy : CX —>
X la A-co-reflexién (cy es biyectiva). Para Z en P(X) definimos kx(Z) =
cx(Clex(cx'(Z))). Demostraremos que kx es un operador limite inferior.

(1) Z C cx(Clex(cx' (Z))) € Clx(Z). Sea Z en P(X) y z € Z, entonces
cx'(2) € ¢'(Z), por lo que cx'(2) € Clex(cx (Z)), en consecuencia
z € ex(Clex (e (2))).
Sea Z en P(X), entonces

ex(Clox(cx'(2))) € Clx(ex(cy' (2))) = Clx(Z).
(2) CX(Och(C)_(l(Zl U Zg))) = Cx(Clcx(C;(l(Zl))) UCX(OZCX(C;(l(ZQ>)). Sea
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Z1 y Zg en P(X)

Cx(ClCX(C)_(l(Zl U 22)))

ex(Clox(cx' (Z1) U e (Z,)))
ex[(Clox(cx'(Z1))) U (Clox (¢ (Z2)))]
ex(Clox(cx'(Z1))) Uex(Clex (cx' (Z2)))

(3) ex(Clex(cx'(0))) =0

(4) Sea f: X — Y un Top-morfismo. Veamos que f(cx(Cl.x(cx'(2)))) C
ey (Cley (e (f(Z)))). Demostraremos que ¢y (f(cx (Clex(cx (Z))))) C
Cloy (¢ (f(Z))). Puesto que ¢y es una A-reflexion y C' X estd en A, para
foex : CX — Y existe un tnico A-morfismo C'f : CX — CY tal que
foex =cyoCf;nétese que ¢y o focy = Cf, porque cy es biyectiva.
De donde

&' (f(ex(Clox(cx'(2)))) = Cf(Clox(cx'(2)))
C Cley (Cf(cH(2))) = Cley (651 (£(2)))

cf
O ~CY
Cx foex Cy
X Y
f

Resta demostrar que A = S(k). Sea X un A-objeto, basta demostrar que
Ix(Z) = Clx(Z). Nétese que cx = 1x, porlo que kx(Z) = cx(Clex (¢ (Z))) =
Z, entonces Cleox(Z) = Z = Clx(Z). Por lo tanto, X es un S(k)-objeto.

Sea X un S(k)-objeto. Obsérvese que Iy (Z) = Clx(Z) si, y sélosi vy (Clrx (rx(Z))) =
Clx(Z), entonces rx es un isomorfismo y puesto que A es cerrada bajo isomor-

fismos, se tiene que X es isomorfo a RX; como RX pertenece a A, entonces

X pertenece a A.

Suficiencia. Demostraremos que S(k) es cerrada bajo co-productos y funciones
cocientes.

Sea {X;|i€ I} C Ob (S(k))y (X =]]Xi{Ji: Xi — X}) su co-producto
topoldgico. Sea lx : P(X) — P(X) un operador limite inferior. Veamos que
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X es un S(k)-objeto, sea Z en P(X) con kx(Z) = Z por [2.33(7) se tiene que
kx,(j; 1 (Z)) = j;71(Z) para cada i € I; como X; € Ob (S(k)) para cada i € I,
entonces j; *(Z) = Clx,(Z) para cada i € I. Puesto que {j; | i € I} es un su-
midero final, se tiene que Z es cerrado en X. Por lo tanto, X es un S(k)-objeto.

Sea lx : P(X) — P(X) un operador limite inferior y sea f : X — Y una
funcién cociente con X un S(k)-objeto. Veamos que Y es un S(k)-objeto, sea Z
en P(Y) con ky(Z) = Z entonces (7) implica que kx(f~1(2)) = f~Y(Z);
como X € Ob (S(k)), entonces f~1(Z) = Clx(Z) y puesto que f es una fun-
cién cociente, se tiene que Z es cerrado en X . Por lo tanto, Y es un S(k)-objeto.

O

Ejemplo 2.35. Sea X un espacio toldgico y Z en P(X). Definase las funciones
Iy : P(X) — P(X) parai=0,1,2,3 como sigue:

(a) I%(Z) ={z € X | Clx({z})NClx(Z) # 0}. Veamos que % define un operador
limite superior.

(1) Clx(Z) C I%(Z). Sea x € Clx(Z), puesto que z € Clx({z}), entonces
r € Clx({x}) N Clx(Z). Por lo tanto x € I%(2)

(2) 1%(Z, U Zy) = 1%(21) Ul (Zs). Sea x € 1%(Z, U Zy), entonces
z € Clx({z}) N Clx(Z, U Zy) = Clx({z}) N (Clx(Z1) U Clx(Zy)) =
= (Clx({z}) N Clx(Z,)) U (Clx({z}) N Clx(Zy)).

Por lo tanto, x € I8 (Z,)UI%(Zs). Ahora sea z € 1$%(Z,)UI%(Zs). Supon-
gamos que z € 1%(Zy), como Zy C ZyUZy, entonces I%(Zy) C 1% (Z1UZ)
porque % es monotono y asi z € I%(Z1UZy). Por lo tanto, I%(Z1UZ,) =
1%(Z,) Ul (Zs).

(3) 1%(0) = 0. Puesto que Clx(0) =0, se cumple por vacuidad.

(4) Sea f : X — Y un Top-morfismo. Veamos que f(I%(Z)) = I%-(f(2)).
Sea f(z) € f(I%(Z2)) con x €1%(Z), entonces Clx({x}) NClx(Z) # 0 y
existe y € Clx({z}) N Clx(Z). En consecuencia, f(y) € f(Clx({z}) N
Clx(2)) C f(Clx({z})) N f(Clx(2)) € Cly({f(x)}) N Cly (f(Z)). Por
lo tanto, f(z) € I%-(f(Z))

(b) 15(Z) = {x € X | existe un punto y € Clx(Z) tal que para cualesquiera

subconguntos abiertos U yV con x € U, y € V tienen interseccion no vacia}.
Veamos que l% define un operador limite superior.
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(1) Clx(Z) C1%(Z). Sea x € Clx(Z), entonces para conjuntos abiertos A y
A en X conz e Ayxe A, entonces ANA ).

(2) (2, U Zy) = 15 (Z1) Ul (Zs). Sea x € 15(Z) U Zy), entonces existe y €
Clx(Z1 U Zy) = Clx(Z1) U Clx(Zy), tal que para cualesquiera conjuntos
abiertos U y V' en X, tales que si x € U, y € V entonces UNV £ ().
Sean A y A’ conjuntos abiertos en X, como se definieron antes

(1) Siye Clx(Z,), z€ Aeye A, entonces AN A" # (). Por lo tanto
T € l%(Zl)

(1) Siy € Clx(Zy), x € Aeye A, entonces AN A # 0. Por lo tanto
S l%{(ZQ)

Sea x € 15 (Z1)UI%(Z2), entonces x € I5(Z1) oz € 15 (Zs). Six € 1(Zy),
existe 11 € Clx(Z7) por lo que y1 € Clx(Z1) U Clx(Zs) = Clx(Z1 U Zs).
Sean A y A" conjuntos abiertos en X, x € A yy, € A', entonces ANA" #
0. Ahora si x € 1% (Zs), existe yy € Clx(Z2) por lo que yp € Clx(Z;) U
Clx(Zy) = Clx(Z1 U Zy). Sean A y A" conjuntos abiertos en X, v € A y
yp € A’, entonces AN A" # ().

(3) 15 (0) = 0. Por definicion I (0) = {x € X | eziste un puntoy € Clx(0) =
() tal que para cualesquiera subconjuntos abiertos U yV conxz e U,y € V
tienen interseccion no vacia} = ). Se cumple por vacuidad.

(4) Sea f: X — Y un Top-morfismo. Veamos que f(I(Z2)) = . (f(2)).
Sea f(z) € f(Ix(Z)) con xz € 1%(Z), existe y € Clx(Z), entonces f(y) €
f(Clx(Z)) C Cly(f(Z)). Sean A y A’ conjuntos abiertos en Y tales que
f(x) € Ay fly) € A, se tiene que v € f~H(A) yy € f1(A"). Ndtese
que f[TH AN fFHA) = fFHANA) # 0, en consecuencia AN A" # ().
Por lo tanto, f(z) € 3 (f(Z))

c) 3(Z) = {x € X | para cualesquiera subconjuntos abiertos U yV con x € U,
X
Z C V tienen interseccion no vacia}. Veamos que 1% define un operador limite
SUpErior.

(1) Clx(Z) C14(Z). Sea x € Clx(Z) y A, A’ conjuntos abiertos en X con
reAyZ cA. Afirmamos que ANA # 0; en efecto, ANZ # 0 y
ANZ c AnA'. Porlo tanto AN A # 0.

(2) 13(Z1 U Zy) = 1%(Z,) Ul%(Zy). Sea x € 13(Z1 U Zy) y consideremos A,
Ay y Ay conjuntos abiertos en X tales que x € A, Z1 C Ay y Zy C As,.
Puesto que Z1 U Zy C Ay U Ay y Ay U Ay es un conjunto abierto en X,
entonces AN (A1 U Ag) = (AN A1) U(ANAg) # 0, lo cual implica que
ANAL #0 0 ANAy # 0, por lo que x € I5(Zy) o x € I5(Z). Por lo tanto
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(3)

(4)

Sea x € 13(Z1)UI%(Z2), entonces x € 13(Z1) ox € 1%(Zs). Six € I3(Zy).
Sean A y A" conjuntos abiertos en X tales que x € A y Z1 U Zy C A'.
Como Zy C ZyUZy y Zy C A’ entonces ANA' £ (). Ahora si x € 1%(Zs).
Sean A y A’ conjuntos abiertos en X tales que x € A y Z1 U Zy C A'.
Como Zy C Z1UZy y Zy C A entonces AN A" # 0. Por lo tanto,
T e lg((Zl U ZQ)

3(0) = 0. Si x € 13(0), puesto que B, X son conjuntos abiertos en X y
x € X, 0 C0, entonces X N = B, pero esto no puede suceder. Por lo
tanto, 15 (0) = 0.

Sea f: X — Y un Top-morfismo. Veamos que f(I%(Z)) = 13(f(2)).
Sea f(x) € f(13(Z)) conz € 1%(Z). Sean A y A" conjuntos abiertos en' Y’
con f(x) € Ay f(Z) C A, entonces x € f~H(A) y Z C f~H(A"). Puesto
que v € 13%(Z), f~1(A) y fH(A") son conjuntos abiertos en X, se tiene
que f[TH AN fFHA) = f[FHANA) # 0, en consecuencia AN A" # ().
Por lo tanto, f(z) € B-(f(Z))

(d) 13(Z) = {zx € X | no existe una funcién continua f : X — [0,1] con f(z) =0
y f(Z) C {1}}. Veamos que I3 define un operador limite superior.

(1)

(2)

Clx(Z) C 13(Z). Sea x € Clx(Z) y supdngase que existe una funcidn
continua f : X — [0,1] con f(x) = 0 y f(Z) C {1}. Puesto que
FY{1}) es un congunto cerrado en X, entonces A = X \ f~1({1}) es
un congunto abierto en X. Notemos que x € A, ya que f(z) =0, asi que
x & f71({1}), entonces existe z € AN Z, por lo que f(z) =1, entonces
z e f7Y{1}), lo que implica que z € A, una contradiccion.

B(Z\UZy) = 13:(Z1) U3 (Zy). Veamos que I3 (Z1UZs) C 13(Z1) U5 (Zs).
Supdngase que x ¢ I5(Z1) U 1% (Zs), existen funciones continuas f; :
X — [0,1] tales que fi(x) = 0 y fi(Z;) C {1} para i en {1,2}. Para
todo x € X tal que 0 < f(x) <1.

Sea
f1Vf2:f1+f2_2|f1_f2‘,

notese que

h(@) si fo(z) < fi(z)

fa(z) i fi(z) < fao(x)

Por otro lado seay € Z\UZy; siy € Zy, entonces f1(y) = 1, luego fo(y) <
f1(y), po lo que f1V faly) = f1(y) = 1. Similarmente si y € Zs, entonces
fiV fo(z) = faly) = 1. Asi que existe f1 V fo : X — [0, 1]continua tal
que f1V fo(z) =0y f1 V fo(Z) C {1} lo cual no es posible.

fiV fa(z) =
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B:(Z1) U B (Zy) CU3(Zy U Zy). Sea x € 13,(Z1) U3(Zy) y supdngase
que x & 13(Z1 U Zy), existe una funcién continua f : X — [0,1] tal
que f(z) =0y f(Z1UZ) C {1}, entonces f(z) =0y f(Z1) C {1} y
f(x) =0y f(Zy) C {1}, entonces x & I3(Z1) y x ¢ 13(Z). Por lo tanto,
x ¢ 15(Z1) Ul (Zy) una contradiccion.

(3) 13(0) = 0. St x € I3 para toda f: X — [0,1] continua tal que f(x) =10
o f(0) C {1}, la funcion f es continua, f(x) # 0y f(0) € {1}. Asi que
para toda f: X — [0,1] continua f(x) # 0, pero f =0 lo que contrdice
lo anterior.

(4) Sea f: X — Y un Top-morfismo. Veamos que f(I3(Z)) C I3-(f(2)).
Sea y = f(x) € f(I3(Z)) con x € 13(Z). Supdngase que existe un Top-
morfismo h 1Y — [0,1] tal que h(y) =0 y h(f(X)) C {1}. Puesto que
y= f(z) € f(I5%(2)), entonces ho f : X — [0,1] es tal que (ho f)(z) =
h(f(x)) = h(y) =0y (ho [)(Z) = h(f(Z)) C {1}, luego x & I3(Z) una
contradiccion. Por lo tanto, f(I35(2)) C B.(f(Z)).

Entonces obtenemos un operador limite superior I* para i = 0,1,2,3.

Un espacio X es un Rg-espacio si € Clx({y}) para x, y € X, entonces y €
Clx({z}).
Un espacio X es un Rj-espacio si F' es un conjunto cerradoen X ysiz ¢ F,y € F,
entonces existen conjuntos abiertos U, V en X tales que x € U,y € V.y UNV # 0.

X es [-separable si y s6lo si es un Ry-espacio.

Demostracién. Supéngase que X es [’-separable. Sean =, y € X con z €
Cix({y}) = I°y}), entonces Clx({z}) N Clx({y}) # 0. Por lo tanto, y €
P({z}) = Cix({=}).

Supéngase que X es un R’-espacio, tenemos que demostrar que Clx(Z) =
1%(Z). Puesto que para todo subconjunto Z de X se cumple que Clx(Z) C
1%(Z), sélo hay que demostrar (%(Z) C Clx(Z). Sea z € I%(Z), existe y €
Clx({z}) N Clx(Z). Sea A un conjunto abierto en X y x € A, como y €
Cix({z}) y # € Cix({y}) por ser X R’-espacio, entonces A N {y} # 0, lo
que implica que y € A; asi, ANZ # (. Por lo tanto, z € Clx(Z) y X es
[9-separable.

X es [!-separable si y sélo si es un R;-espacio.

Demostracién. Supéngase que X es ['-separable. Sean z, y € X y C un con-
junto cerrado en X tales que x ¢ C'y y € C. Puesto que x ¢ C = Clx(C) =
1L(C), existen conjuntos abiertos A y A’ en X tales que x € A, y € A’y
ANA =0.

Supdéngase que X es un R'-espacio, tenemos que demostrar que Clx(Z) =
1%(Z). Puesto que para todo subconjunto Z de X se cumple que Clx(Z) C
14(Z), sélo hay que demostrar [4(Z) C Clx(Z). Sea z € I%(Z) y sea A un
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conjunto abierto en X conz € A. SiANZ =0, ZCc X\Ayz ¢ X\ A
donde X \ A es un conjunto cerrado en X. Como z € [%(Z) existe un punto
y € Clx(Z) C X\ A. Puesto que X es un R'-espacio existen conjuntos abier-
tos A, A’ en X talesquex € A,y € A’y AN A" = () lo que contradice el hecho
de que = € l%. En consecuencia ANZ # 0y z € Clx(Z).

S(1?) = Reg

Demostracién. Sean X un S(I?)-objeto, z € X y C un conjunto cerrado en X
tal que z ¢ C. Nétese que C' = Clx(C) = I%(C), entonces z ¢ I%(C), existen
conjuntos abiertos Ay A’ en X talesquex € A, C C Ay AnA =10.

Sea X en Ob (Reg), veamos que [%(Z) C Clx(Z) para cualquier Z en P(X).
Sean Z en P(X), z € [%(Z) y A un conjunto abierto en X con z € A. Tenemos
que X \ A es cerradoy z ¢ X\ A, como X es regular existen conjuntos abiertos
A, A en X tales que x € A, X\ A C Ay AnA = (. Afirmamos que
ANZ #0; en efecto, si ANZ =), entonces Z C X \ A C A’y z € A. Puesto
que z € I%(C), entonces AN A’ = () una contradiccién. Por lo tanto, ANZ # ()
y x € Clx(Z).

S(I?) = Creg

Demostracién. Sean X un S(I*)-objeto, z € X y C un conjunto cerrado en X
tal que z ¢ C. Nétese que C' = Clx(C) = 1%(C), entonces = ¢ 13 (C), existe
una funcién continua f : X — [0,1] tal f(z) =0y f(Z) C {1}.

Sea X en Ob (Reg), veamos que [3(Z) C Clx(Z) para cualquier Z en P(X).
Sean Z en P(X), z € [3%(Z) y A un conjunto abierto en X con x € A. Tenemos
que X \ A es cerradoy x ¢ X \ A, como X es completamente regular existe
una funcién continua f : X — [0,1] tal f(z) =0y f(Z) C {1}. Afirmamos
que AN Z # (; en efecto, si AN Z = (), entonces Z C X \ A, en particular
f(Z) C {1}y f(z) = 0 x € A una contradiccién, pues z € [%(C'). Por lo tanto,
ANZ #0yx e Clx(Z).

S(1°%) N Topy = Top;.

Demostracién. Sea X € Ob (S(I°) N Top,) y sean z, 2/ puntos distintos en
X. Puesto que X es Tj, existe un conjunto abierto A en X tal que =z € A
y ' ¢ A Sia’ ¢ Clx({x}, existe un conjunto abierto A" en X con 2/ € A’
tal que A’ N {x} = 0, lo que implica z ¢ A’. Puesto que X es R’-espacio, si
2’ € Clx({z}), entonces x € Clx({2'}), de donde AN{z'} #D y 2’ € A una
contradiccion.

Sea X un Top;-objeto, entonces X es un Top,-objeto. Resta demostrar que
X es un S(I°)-objeto. Sean z, ¥’ € X con x € Clx({z'}), veamos que 2’ €
Clx({x}). Sea A un conjunto abierto en X con =’ € A. Afirmamos que A N
{x} #0.Siz ¢ A, como X es Ti, existen conjuntos abiertos A; y Ay en X tal
que z € A;\ Ay y ' € Ay\ Ay, entonces A; N{z'} # (0, de donde 2’/ € A; una
cotradiccién. Por lo tanto, AN {x} # 0.
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S(IYY N Topy, = Top,. Demostracién. Sea X en Ob (S(I') N Topg). Veamos que X
es un 7 op,, sean x y 2’ puntos distintos en X. Puesto que X es Tj existe un
conjunto abierto A en X tal que x € Ay 2’ ¢ A. Obsérvese que X \ A es un
conjunto cerrado, z ¢ X \ Ay 2’ € X \ Ay como X es un R'-espacio, existen
conjuntos abiertos A; y Ay en X tales que x € Ay, 2’ € Ay y Ay N Ay # 0.
Sea X un 7 op,-objeto. Veamos que X es un S(I')-objeto. Sea C' un conjunto
cerrado en X, x, 2/ € X tales que z ¢ C'y 2’ € C. Puesto que X es Ty, existen
conjuntos abiertos A; y Ay en X tales que x € Ay, 2’ € Ay y Ay N Ay = 0.

S(1*)NTop, = RegN Top, = Tops.
S(I3)NTop, = CregNTop, = Tyc.

Ejemplo 2.36. Sea X un espacio toldgico y Z en P(X). Definase las funciones
Ky : P(X) — P(X) parai=0,1,2,3,4,5 como sigue:

K(2) = Z.

k% (Z) = {x € X | existe un subespacio indiscreto S de X con x € Clg(Z N S)}.

(1)

(2)

(3)

(4)

Z Ck¥(Z)CClx(2). ZCkXZ). Seax e ZyS=({x},{0,{z}}) un
subespacio de X. Si A es un conjunto abierto en X y x € A, entonces
ANnA{x} = {z}, donde {x} es un conjunto abierto en S. Si v ¢ A,
entonces AN {x} = 0, donde O es un conjunto abierto en S. Por lo
tanto, la topologia de {x} como subespacio de X es la indiscreta. En
consecuencia, x € Clg(ZNS) ={z}.

kY (Z) C Clx(Z). Sea x € kX (Z), entonces existe un subespacio indis-
creto S de X tal que x € Cli(ZNS)=Clx(ZNS)NS CClx(Z)NS C
Clx(Z).

KA(Zy U Zy) = kN (Z)) U kN (Zy). Sea x € k3 (Z1 U Zy) y x ¢ kX (Zy),
entonces existe un subespacio indiscreto S tal que x € Clg((Z1UZ5)NS) =
Cly((Z1nS)U (ZanS)) = Clsg(Z1 N S)UCls(Zy N S), pero como x ¢
Cls(Z1NS), entonces x € Cls(ZoNS). Por lo tanto, v € ki (Z,)UkY(Z,).
Sea v € ki (Z1) U kX (Zy), entonces x € ki (Z1) o x € kx(Zs). Si x €
k% (Zy), existe un subespacio indiscreto S tal que x € Clg(Z; N S) C
Cls((Z1 U Zy) U S). Por lo tanto x € ki (Z1 U Zy). Similarmente si x €
k% (Zy), entonces x € kX (Z1 U Z).

kZ(0) =0. Seaz € X, si x € kx(0), existe un subespacio indiscreto S tal
que z € Clg(0 N S) = 0 una contradiccion. En consecuencia x ¢ ki (0) y
kx (0) = 0.

Sea f: X — Y un Top-morfismo. Veamos que f(kY(Z)) = ky(f(Z)).
Sea f(x) € f(k%(Z)) conx € kX (Z), existe un subespacio indiscreto S tal
que x € Clg(ZNS), entonces f(x) € f(Cls(ZNS)) C Clysy(f(ZNS)) C
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kx(Z) =

(1)

(2)

(3)

(4)

kx(Z) =

(1)

(2)

Clys)(f(2) 0 f(S))-

Sea [ = f|£(s) 0 S — f(S) continua. Veamos que f(S) es un subes-
pacio indiscreto de Y. Sea A un conjunto abierto en f(S) distinto del
vacio, existe f'(x) = f(z) € A con x € S. Obsérvese que (f')"'(A) =
(f|f(s )Y A) es un congunto abierto en S yx € (f')71(A) = (f]ss)) 1(A),
entonces (f')7(A) = (fI§*)71(A) = S. Por otro lado f'(S) = f'((f')7"(A)) <
A C f(S) = f'(S), lo cual implica que A = f'(S) = f(S). Por lo tanto,

f(x) € kx (f(2)).

{z € X | existe un subespacio finito F' de X con x € Clp(Z N F)}.

Z Ck%(Z) C Clx(Z). Z C kK2(Z). Sea x € Z, entonce v € Clx(Z N
{z})n({z = Clgnn(Z N {x}).

ki Z C Clx(Z). Sea x € kXx(Z), entonces existe un subespacio finito F
de X tal que x € Clp(ZNF) =Clx(ZNF)NF C Clx(Z)NF C Clx(2).

k3 (Zy U Zy) = k%(Z)) U k3% (Zy). Sea v € k% (Z, U Zy) y x ¢ ki (Zy),
entonces existe un subespacio finito F tal que x € Clp((Z1 U Z3) N F) =
Clr((Z1NF)U(ZoNF)) =Clp(Z1 N F)UClp(ZyN F), pero como x ¢
Clr(Z1NF), entonces x € Clp(ZyNF). Por lo tanto, x € k%(Z,)Uk%(Zs).
Sea v € k%(Z,) U k% (Z5), entonces x € k%(Z1) o x € k% (7). Si x €
k%(Z,), existe un subespacio finito F tal que x € Clp(Z;NF) C Clp((Z,U
Z3) U F). Por lo tanto, x € k%(Z1 U Zy). Similarmente si x € k% (Zs),
entonces x € k3 (Z1 U Zy).

k%(0) = 0. Sea x € X, si 2'ink%(0), existe un subespacio finito F tal
que x € Clp(D N F) = 0 una contradiccion. En consecuencia x & k3% (0) y
k3 (0) = 0.

Sea f: X — Y un Top-morfismo. Veamos que f(k%(Z)) = ki (f(Z)).
Sea f(x) € f(k%(Z)) conx € k%(Z), existe un subespacio finito F' tal que
r € Clp(ZNF), entonces f(x) € f(Clp(ZNF)) C Clyr)(f(ZNF)) C
Clyp)(f(Z) N f(F)). Porlo tanto, f(x) € kx(f(Z)).

{z € X | existe una sucesion en A que converge a x}.

Z Ck¥(Z)CClx(Z). Z Ck3(Z). Seax € Z y sea x, = x para toda n
en N, entonces x,, converge a .

k&Y Z C Clx(Z). Sea x € k%(Z), entonces existe una sucesion {x, | n €
N} en Z tal que x, converge a .

k3 (Z1 U Zy) = k3%(Z1) Uk%(Zy). Sea x € k%(Zy U Zy), entonces existe
una sucesion {x, | n € N} en Zy U Zy tal que x,, converge a ...

Sea v € k¥ (Z,) U k3% (Zs), entonces x € k3 (Z1) o x € k3 (7). Si x €
k3(Z,), existe una sucesion en {x, | n € N} en Z; C Z; U Zy tal que
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z, converge a x. Similarmente si x € k%(Z,), ewiste una sucesion en
{z, | n € N} en Zy C Zy U Zy tal que x,, converge a x. Por lo tanto,
S k?g((Zl U ZQ)

(3) k% (0) =0. Sea x € X, si x € k%(0), existe una sucesion {z, |n € N en
0 una contradiccién. En consecuencia x ¢ k3 (0) y k3 (0) = 0.

(4) Sea f: X — Y un Top-morfismo. Veamos que f(k%(Z)) =
Sea f(x) € f(k5%(Z)) con z'ink3(Z), existe una sucesion {x,
en Z tal que x, converge a x. Nétese que {f(z,) | n € N}
puesto que f es continua, setiene que f(x,) converge a f(x

tanto, f(z) € K% (F(2)).
k5 (Z) = {x € X | emiste un subespacio compacto K de X con x € Clg(Z N K)}.

’?/(
CF()

) . Por lo

(1) Z C k% (Z) C Clx(Z). Z C k¥(Z). Sea x € Z, entonces x € Clx({z} N
Z)N{x} = Clix}(Z N {x}) = {z}.
k7 C Clx(Z). Sea x € k%(Z), entonces existe un subespacio compacto
K de X tal que x € Clg(ZNK)=Clx(ZNK)NK CClx(Z)NK C
Clx(Z).

(2) K5 (Z1 U Zy) = k5 (Z1) U kX (Zs). Sea x € k5 (Zy U Zy) y x & ki (Zy),

entonces existe un subespacio compacto K tal que x € Clg((Z1 U Zy) N
K)=Clg((Z1 N K)U (ZyNK)) = Clg(Z1 N K)UClg(Zy N K), pero
como x ¢ Clk(Zy N K), entonces x € Cly(Zy N K). Por lo tanto, x €
FA(Z0) UL ().
Sea x € k% (7)) Uk%(Zy), entonces v € ki (Z1) o x € kX% (Zs). Six €
k5 (Z1), existe un subespacio compacto K tal que x € Clg(Zy N K) C
Clg((Z1 U Z3) U K). Por lo tanto v € k% (Z; U Zy). Similarmente si
x € k%(Z,), entonces x € k5 (Z, U Zs).

(3) k5 (0) = 0. Seax € X, si x € k%(0), eriste un subespacio compacto K tal
que v € Clg (0N K) = 0 una contradiccion. En consecuencia x ¢ k5 (0)

y k% (0) = 0.

(4) Sea f: X — Y un Top-morfismo. Veamos que f(k%(Z)) = k\-(f(2)).
Sea f(z) € f(k%(Z)) con x € k3 (Z), emiste un subespacio compacto
K tal que x € Clg(Z N K). Ndtese que f' = f|fK) K — f(K)
es continua, entonces f'(x) € f(Clg(Z N K)) C Clyy(f(ZNK)) C
Clyw)(f(Z) N f(K)). Por lo tanto, f(z) € kx (f(Z)).

k% (Z) = Clx(Z).
Entonces cada k' es un operador limite inferior para i = 0,1,2,3,4,5.

Tenemos entonces que los Ob(S(k")) consisten de todos los espacios que satisfacen
cada una de las condiciones a continuacion:
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S(k°) = Dis, espacios discretos.
Demostracién. Sea X un S(k°)-objeto y sea Z C X. Veamos que Z es un
conjunto cerrado en X. Puesto que X es k%-separable y Z = k% (Z), entonces

Sean X un Dis-objeto, Z C X y k% (Z) = Z. Como X es un espacio discreto,
entonces Z = Clx(Z).

S(k') = sumas topoldgicas de espacios indiscretos.

Lema. Sea {S; | i € I'} una familia de subespacios indiscretos de un espacio X
tales que (S; # (), entonces | J S; es indiscreto.

Sea A un conjunto abierto en X tal que AN (|JS;) # 0, existe S; tal que
ANS; # 0, entonces ANS; = S;. Sea S; i € I, si y € S;NS;, entonces
S1NS; #0

Yy < Aﬂ(SlﬂSi> = (AﬂSl)ﬂSi =5 NSs; = (AﬂSi)ﬂSl = AﬂSi, entonces
ANS; # 0. Por lo tanto AN (US;) =US:.

Sean X un S(k?)-espacio y z € X, definase A, = {S C X | S es un subes-
pacio indiscreto y € S}. Veamos que | J.A, es indiscreto. Sea A un conjunto
abierto en X tal que AN(|J.A,) # 0, existe S tal que ANS # (). En particular
ANS=S.

Ahora sea S’ en |J A, como SNS" # (), existey € SNS = (ANS)NS =
(AN S")N S, entonces AN S" # () en consecuencia AN S = 5. Por lo tanto,
AulUA, =UA..

kL (UJA) CUA,.. Seay € k(U A, existe un subsespacio S indiscreto de X
tal que y € Cls((lJ.Az) N S. Sea A un conjunto abierto en X con z € AN S,
AN S = S. Demostraremos que existe C' en | J A, tal que y € C
SnSNUA:) #0
SNENUA)=(ESns)n(J cns)

CeA,
Existe un espacio discreto C' € |J A, tal que C'NS # (. Puesto que C'NS # 0,

entonces S U C es indiscreto, z € C'U S entonces C U S € |JA,. Peroy € S,
entonces y € CU S € |J A,.

Definase una relacion ~ en X como sigue para x, y en X, x ~ y si, y sélo si
existe un subespacio indiscreto S de X tal que z € Sy y € S. Es claro que
r ~ x y nétese que si x ~ y, entonces y ~ x. Supéngase que r ~ Yy y y ~ T,
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existen S y S5 subespacios indiscretos tales que x, y € S1y vy, 2 € S5, entonces
y € 51U Ss. Puesto que S; U Sy es un subespacio indiscreto y z, z € S; U Sy,
se tiene que x ~ z. Por lo tanto ~ es una relacién de equivalencia en X.

[z] = JA.. Sea y € [z], entonces y ~ x, existe un subespacio insdiscreto tal
que z, y € S. Por lo tanto, y € |J.A,. Sea y € |J.A,, existe un subespacio
indiscreto S tal que x, y € S, entonces x ~ y. Por lo tanto, y € [z].

Por el Axioma de Eleccién existe I C X un sistema completo de representan-

tes, X = @, 7).

Sea X = @, 5 donde S; es un subespacio indiscreto de X para cada

i € I. Sea Z en P(X) tal que k%(Z) = Z, nétese que si z € Clx(Z) =
U Cls,(S; N Z), entonces x € ki (Z) = Z.

SiNZ#)

S(k?) = Agen, espacios finitamente generados.
Sea X un S(k?)-objeto, C C X tal que C' N F es un conjunto cerrado en X
para todo F' C X finito. Veamos que C' es un conjunto cerrado en X, para
esto basta demostrar que k%(C) C C. Sea z € k%(C), existe un subconjuto
finito F' tal que x € Clp(C N F) = (C'NF), en consecuencia x € C; asi C es
un conjunto cerrado en X. Por lo tanto, X es un Ag,-espacio.

Sea X un Ag,-objeto y sea C' C X tal que k% (C) = C

Veamos que C' es un conjunto cerrado en X. Sea F' C X un conjunto finito;
demostraremos que Clp(CNF)=CNF.Seax € Clp(CNF) C F, entonces
r € k%(C) = C , en consecuencia x € CNF, Asi CN F es un conjuto cerrado
en K. Por lo tanto, X es un S(k?)-objeto.

S(k3) = Seq, espacios secuenciales.
Sea X un S(k3)-objeto y sea C' C X. Supdngase que para toda sucesién
{z,, | n € N} en C tal que z,, converge a x implica que x € C. Veamos que C
es cerrado, para esto es suficiente demostrar que k% (C) C C. Sea z € k3(C),
existe una sucesion {x,, | n € N} tal que z,, converge a z, entonces = € C. Por
lo tanto, X es un Seq-objeto.

Sea X un Seg-objeto y sea Z C X con k%. Sea {x, | n € N} una sucesién
en Ztal que z, converge a x, entonces ¥ € k%, es decir, z € Z, como X es
un espacio secuencial Z es un conjunto cerrado en X. Por lo tanto X es un
S(k?)-objeto.

S(k*) = Comp,,,,, k-espacios.
Sea X un S(k*)-objeto, C' C X tal que C'N K es un conjunto cerrado en X
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para todo K C X compacto. Veamos que C' es un conjunto cerrado en X, para
esto basta demostrar que k% (C) C C. Sea z € k%(C), existe un subconjuto
compacto K tal que z € Clg(CNK) = (C N K), en consecuencia x € C; asi
C es un conjunto cerrado en X. Por lo tanto, X es un Comp,,,-espacio.

Sea X un Comp,.,-objeto y sea C' C X tal que k% (C) =C

Veamos que C' es un conjunto cerrado en X. Sea F' C X un conjunto compacto;
demostraremos que Clx(CNK) = CNK. Seaz € Clg(CNK) C K, entonces
z € k%(C) = C , en consecuencia z € CN K, Asi CNK es un conjuto cerrado
en K. Por lo tanto, X es un S(k*)-objeto.

S(k®) = Top.
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