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DR. AGUSTÍN CONTRERAS CARRETO

DR. JUAN ANGOA AMADOR

PUEBLA, PUE. JUNIO, 2016

TESIS





.

A Cataly y José Luis
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Introducción

La teoŕıa de categoŕıas nos permite describir de una manera elegante y sintética
teoŕıas matemáticas engorrosas y truculentas. En este trabajo desarrollo desde los
conceptos m”as básico de teoŕıa de categoŕıas (caṕıtulo 1), hasta representar de ma-
nera detallada los conceptos de reflexividad y co-reflexividad en cualquier categoŕıa
en particular en T op y en algunas subcategoŕıas de T op (caṕıtulo 2). Espero que
lo minucioso de este trabajo ayude a los estudiantes que quieran introducirse en la
teoŕıa de categoŕıas a que su entrada no se tan escabrosa y śı, más divertida que
“mi primer cantada con ella”.

El principal texto como referencia es Categorical Topology ([5]), desarrollando
tanto las demostraciones como los ejemplos que solo han sido pergeñados en este
texto.

Enrique Campos Morales
Facultad de Ciencias F́ısico-Matemáticas

B. Universidad Autónoma de Puebla
Verano 2016
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1.1. Conceptos categóricos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
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Caṕıtulo 1

PRELIMINARES

1.1. Conceptos categóricos

1.1.1. Categoŕıas y Funtores

Definición 1.1. Una categoŕıa A consiste de dos clases O y M, dos funciones
dom y cod deM en O y una función ◦ de D = {(f, g) | f, g ∈M y cod f = dom g}
en M que satisfacen las siguientes condiciones:

(1) Si (f, g) pertenece a M, entonces dom (g ◦ f) = dom f y cod (g ◦ f) = cod g.
Suele denotarse a ◦(f, g) por g ◦ f y se le llama la composición de f con
g.

(2) Si (f, g) y (g, h) pertenecen a D, entonces h ◦ (g ◦ f) = (h ◦ g) ◦ f .

(3) Para cada X en O, existe un elemento e en M, tal que dom e = cod e = X,
f ◦ e = f , si dom f = X y e ◦ g = g, si cod g = X.

(4) Para cualesquiera X e Y en O, la clase [X, Y ]A = {f | f ∈M, dom f = X y
cod f = Y } es un conjunto. A veces se escribe [X, Y ] en lugar de [X, Y ]A

Los elementos de O se llaman objetos de A (o A-objetos) y los elementos de
M se llaman morfismos de A (o A-morfismos). La clase O se denotará también,
por Ob (A) y la clase de M por Mor (A). Si es necesario, usaremos la notación
domA, codA, ◦A, DA y [ , ]A. Para un objeto X de A el morfismo e dado en (3) se
puede demostrar que es único y se llama A-identidad de X y se denotará por 1X .
Para un morfismo f , dom f se llama el dominio de f y cod f se llama codominio
de f . La proposición “f ∈ [X, Y ]A” se denota por f : X −→ Y .

Definición 1.2. La categoŕıa vaćıa es aquella en la que Ob (A) = ∅, Mor
(A) = ∅, domA f = codA f = ∅ y ◦A = ∅.
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Una categoŕıa se llama pequeña si Mor (A) es un conjunto (o equivalentemente
Ob (A) es un conjunto).

Una categoŕıa se llama discreta si todo morfismo en A es una identidad de
algún objeto en A, es decir, cuando Mor (A) = {1A | A ∈ Ob (A)}.

Una categoŕıa se llama concreta si sus objetos son conjuntos y sus morfismos
son una subclase de la clase de funciones entre conjuntos.

Ejemplo 1.3. (1) Si una categoŕıa A tiene un sólo objeto X, Mor (A) es un con-
junto que tiene estructura de monoide, esto es, Mor (A) = [X,X], ([X,X], ◦A, 1X)
es un monoide. Inversamente un monoide con unidad puede considerarse co-
mo una categoŕıa con un sólo objeto; sea (X, ∗, e) un monoide. Def́ınanse Ob
(A) = {X}, Mor (A) = {x | x ∈ X} y para x y x′ en Mor (A) x ◦ x′ = x ∗ x′.

(2) Conj: La categoŕıa de conjuntos. Ob (Conj) es la clase de todos los conjuntos,
Mor (Conj) es la clase de todas las funciones entre conjuntos y las funciones
dom, cod y ◦ son las usuales. Es concreta.

(3) Grp: La categoŕıa de grupos. Ob (Grp) es la clase de todos los grupos, Mor
(Grp) es la clase de todos los homomorfismos entre grupos y las funciones
dom, cod y ◦ son las usuales. Es concreta.

(4) Mod: La categoŕıa de módulos. Ob (Mod) es la clase de todos los módulos,
Mor (Mod) es la clase de todos los homomorfismos entre módulos y las fun-
ciones dom, cod y ◦ son las usuales. Es concreta.

(5) T op: La categoŕıa de espacios topológicos. Ob (T op) es la clase de todos los
espacios topológicos, Mor (T op) es la clase de todas las funciones continuas
entre espacios topológicos y las funciones dom, cod y ◦ son las usuales. Es
concreta.

(6) pT op: La categoŕıa de espacios topológicos punteados. Ob (pT op) es la clase
de todas las parejas de la forma (X, x0), donde X es un espacio topológico y
x0 es un punto en X llamados puntos base, Mor (pT op), si (X, x0), (Y, y0) ∈
Ob (pT op), entonces [(X, x0), (Y, y0)]pT op := {f ∈ [XY ]T op | f(x0) = y0}.

(7) Productos de categoŕıas. Sean A y B categoŕıas. Entonces la categoŕıa producto
A× B de A y B consiste de Ob (A× B) = Ob(A)× Ob (B), Mor (A× B) =
Mor (A)× Mor (B), dom = domA× domB, cod = codA× codB y ◦ se define
por (h, k) ◦ (f, g) = (h ◦A f, k ◦B g) para (f, g) y (h, k) ∈ Mor (A × B), con
(f, h) ∈ DA y (g, k) ∈ DB.

Definición 1.4. Sean A y B categoŕıas, B es una subcategoŕıa de A si satisface
las siguientes condiciones:
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(1) Existe una inclusión i : Ob (B) −→ Ob (A).

(2) Existe una inclusión j : Mor (B) −→ Mor (A].

(3) i • domB = domA • j, i • codB = codA • j y j • ◦B = ◦A • k. Donde • es la
composición de funciones entre clases y k es la función de DB en DA definida
por k(f, g) = (j(f), j(g)).

(4) Para cada X en Ob (B), j(1X) = 1i(X)

Una subcategoŕıa B de una categoŕıa A se llama plena si, para todo X, Y en
Ob (B), j([X, Y ]B) = [X, Y ]A.

Ejemplo 1.5. (1) La categoŕıa de grupos abelianos, denotada por Ab es una sub-
categoŕıa plena de Grp cuya clases de objetos es la todos los grupos abelianos.

(2) La categoŕıa de los espacios Ti, denotada por T opi, es la subcategoŕıa plena de
T op cuya clase de objetos es la de todos los espacios Ti para i = 0, 1, 2, 3, 3,5, 4.

(3) Intersección de categoŕıas. Sea A una categoŕıa, Λ una clase y Aλ una
subcategoŕıa de A para cada λ ∈ Λ: Entonces podemos definir la intersec-
ción

⋂
λ∈ΛAλ de la clase {Aλ | λ ∈ Λ} de subcategoŕıas de A, tal que Ob

(
⋂
λ∈ΛAλ) =

⋂
λ∈Λ Ob (Aλ) y Mor (

⋂
λ∈ΛAλ) =

⋂
λ∈Λ Mor (Aλ).

Definición 1.6. Sean C y D categoŕıas. D es la categoŕıa cociente de C si satis-
face las siguientes condiciones:

(1) Ob (D) = Ob (C).

(2) Existe una función sobreyectiva m : Mor (C) −→ Mor (D).

(3) domD •m = domC, codD •m = codC y m•◦C = ◦D •n. Donde n es una función
de DC en DD definida por n(f, g) = (m(f),m(g)).

La categoŕıa de homotoṕıa de los espacios topológicos, hT op es la categoŕıa
cociente de T op, con Ob (hT op) = Ob (T op) y Mor (hT op) es la clase cociente de
Mor (T op) definida por la relación de equivalencia de “homotoṕıa”.

Definición 1.7. Sean A y B categoŕıas. B es la categoŕıa dual (u opuesta) de
A si satisface las siguientes condiciones:

(1) Ob (B) = Ob (A).

(2) Mor (B) = Mor (A).

(3) Para la identidad i : Mor (B) −→ Mor (B), domB = codA•i y codB = domA•i.

(4) Para la función j : DB −→ DA definida por j(f, g) = (i(g), i(f)), i•◦B = ◦A•j.
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Para cualquier categoŕıa A, la categoŕıa dual B de A se puede construir con las
condiciones anteriores y la denotaremos por AOP . Nótese que (AOP )OP = A.

Definición 1.8. Sean A y B categoŕıas. Un funtor F de A en B es una función
F de Mor (A) en Mor (B) que satisface las siguientes condiciones:

(1) Si codA f = domA g, entonces codB F (f) = domB F (g).

(2) F •◦A = ◦B•F ′, donde F ′ es una función de DA en DB definida por F ′(f, g) =
(F (f), F (g)).

(3) Si e es una A-identidad de X en Ob (A), entonces F (e) es una B-identidad
de Y = domBF (e).

Un funtor F de A en B se donotará por F : A −→ B, A y B se llamaran un
dominio y un codominio de F respectivamente.

Para cualquier X en Ob (A), domB F (1X) se denota por F (X). Entonces tenemos
una función F de Ob (A) en Ob (B). Un funtor puede definirse como un par de
funciones F : Ob (A) −→ Ob (B) y F : Mor (A) −→ Mor (B) que satisface las
siguientes condiciones:

(1) Para f : X −→ Y en Mor (A), F (f) : F (X) −→ F (Y ) en Mor (B).

(2) Para f : X −→ Y y g : Y −→ Z en Mor (A), F (g ◦A f) = F (g) ◦B F (f) en
Mor (B).

(3) F (1X) = 1F (X).

Para dos funtores F : A −→ B y G : B −→ C, podemos definir un funtor
(G ◦ F ) : A −→ C por la función G • F : Mor (A) −→ Mor (C), el funtor G ◦ F se
llama la composición de F y G.

Si B es una subcategoŕıa de A con las inclusiones i : Ob (B) −→ Ob (A) y j :
Mor (B) −→ Mor (A) y j satisface las condiciones (1), (2) y (3) de la Definción 1.8.
Entonces tenemos un funtor j : B −→ A, llamado funtor inclusión.

Si B = A el funtor inclusión j : B −→ A se llama identidad y se denota por 1A.

Ejemplo 1.9. Sean (X, τ), (Y, σ) ∈ Ob (T op), f ∈ [(X, τ)(Y, σ)]T op y f : X −→ Y
la función tal que para cada x ∈ X, |f |(x) = f(x) Entonces F : Mor (T op) −→
Mor (Conj) definido por F (f) = |f | induce un funtor F : T op −→ Conj, llamado el
funtor que olvida.

Definición 1.10. Sean A y B categoŕıas. Un funtor contravariante F : A −→ B
es una función F de Mor (A) en Mor (B) que satisface las siguientes condiciones:
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(1) Si codA f = domA g, entonces domB F (f) = codB F (g).

(2) F •◦A = ◦B•F ′′, donde F ′′ es una función de DA en DB definida por F ′′(f, g) =
(F (g), F (f)).

(3) Si e es una A-identidad de X en Ob (A), then F (e) es una B-identidad de
Y = domBF (e).

Si F : A −→ B y G : B −→ C son funtores, entonces la composición G •F de las
funciones F : Mor (A) −→ Mor (B) y G : Mor (B) −→ Mor (C), induce un funtor
(G ◦F ) : A −→ C. Cuando F es un funtor y G es un funtor contravariante, tenemos
un funtor contravariante G ◦ F .

Si AOP es la categoŕıa dual de A, una función identidad i : Mor (A) −→ Mor
(AOP ) induce un funtor contravariante i : A −→ AOP . Para cualquier funtor con-
travariante F : A −→ B, tenemos un funtor F ′ : AOP −→ B tal que F = F ′ ◦ i.

Ejemplo 1.11. Sea A una categoŕıa arbitraria, X ∈ Ob (A) y g ∈ [Y, Z]A. Para f ∈
[X, Y ]A, sea FX(g)(f) = g ◦A f : X −→ Z. Entonces tenemos una función FX(g) :
[X, Y ]A −→ [X,Z]A, que es un morfismo en Conj. Aśı obtenemos un funtor FX :
A −→ Conj. Si definimos una función GX(g) : [Z,X]A −→ [Y,X]A por GX(g)(h) =
h ◦A g : Y −→ X, obtenemos un funtor contravariante GX : A −→ Conj.

1.1.2. Monomorfismos y epimorfismos

Definición 1.12. Un morfismo f : X −→ Y de una categoŕıa A es un isomor-
fismo en A (o un A-isomorfismo) si existe un A-morfismo g : Y −→ X tal que
g ◦ f = 1X y f ◦ g = 1Y .

f : X −→ Y es una sección en A si existe un A-morfismo g : Y −→ X tal que
g ◦ f = 1X .

f : X −→ Y es una retracción en A si existe un A-morfismo g : Y −→ X tal
que f ◦ g = 1Y .

Si f : X −→ Y es un isomorfismo, un morfismo g : Y −→ X que satisface
g ◦ f = 1X y f ◦ g = 1Y es único. Por tanto g se llama el inverso de f y se denota
por f−1. Un A-morfismo f es sección y retracción si, y sólo si f es un A-isomorfismo.

Un objeto X de A es A-isomorfo con un A-objeto Y , denotado por X ≈ Y , si
existe un A-isomorfismo f : X −→ Y . La relación “A-ismorfismo” es una relación
de equivalencia en la clase de los Ob (A).
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Definición 1.13. Un morfismo f : X −→ Y de A es un monomorfismo en A
si, para cualesquiera morfismos u, v : Z −→ X tal que f ◦ u = f ◦ v, implica que
u = v.

Un morfismo f : X −→ Y de A es un epimorfismo en A si, para cualesquiera
morfismos u, v : Y −→ Z tal que u ◦ f = v ◦ f , implica que u = v.

Proposición 1.14. (1) En cualquier categoŕıa A si f : X −→ Y es una sección,
entonces es un monomorfismo.

(2) En cualquier categoŕıa A si f : X −→ Y es una retracción, entonces es un
epimorfismo.

Demostración.

(1) Si f : X −→ Y es una sección en A, existe un A-morfismo g : Y −→ X tal
que g ◦ f = 1X . Sean u, v : Z −→ X morfismos en A tales que f ◦ u = f ◦ v,
entonces g ◦ (f ◦u) = g ◦ (f ◦v); asociando tenemos que (g ◦f)◦u = (g ◦f)◦v,
lo que implica 1X ◦ u = 1X ◦ v, aśı u = v. Por tanto f es un monomorfismo.

(2) Si f : X −→ Y es una retracción en A, existe un A-morfismo g : Y −→ Z
tal que f ◦ g = 1Y . Sean u y v A-morfismos tales que u ◦ f = v ◦ f . Entonces
(u ◦ f) ◦ g = (v ◦ f) ◦ g, es decir, u = u ◦ 1Y = v ◦ 1Y = v. Por lo tanto f es un
epimorfismo.

2

Corolario 1.15. (1) Si f : X −→ Y es un epimorfismo y una sección en A,
entonces es un isomorfismo en A.

(2) Si f : X −→ Y es un monomorfismo y una retracción en A, entonces es un
isomorfismo en A.

Proposición 1.16. Supongamos que f : X −→ Y , g : Y −→ Z y h : X −→ Z son
morfismos un una categoŕıa A tal que h = g ◦ f .

(1) Si f y g son monomorfismos (respect. secciones) en A, entonces h es un mo-
nomorfismo (respect. sección) en A.

(2) Si f y g son epimorfismos (respect. retracciones) en A, entonces h es un
epimorfismo (respect. retracción) en A.

(3) Si h es un monomorfismo (respect. sección) en A, entonces f es un monomor-
fismo (respect. sección) en A.

(4) Si h es un epimorfismo en (respect. retracción) A, entonces g es un epimor-
fismo (respect. retracción) en A.
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Demostración.

(1) Supóngase que f y g son monomorfismos enA. Sean u, v : W −→ X morfismos
en A tales que h◦u = h◦v. Como h◦u = (g◦f)◦u y h◦v = (g◦f)◦v, entonces
g ◦ (f ◦u) = g ◦ (f ◦ v). Puesto que g es un monomorfismo f ◦u = f ◦ v y dado
que f es también un monomorfismo u = v. Por tanto h es un monomorfismo.

(2) Similar a (1).

(3) supóngase que h es un monomorfismo en A. Sean u, v : W −→ X morfismos
tales que f ◦ u = f ◦ v, entonces g ◦ (f ◦ u) = g ◦ (f ◦ v), entonces h ◦ u =
(g ◦ f) ◦ u = (g ◦ f) ◦ v = h ◦ v. Puesto que h un monomorfismo u = v. Por
tanto f es un monomorfismo.

(4) Similar a (3).

2

Proposición 1.17. En cualquier categoŕıa concreta A si f : X −→ Y es un mor-
fismo inyectivo, entonces es un monomorfismo.

Demostración. Supóngase que f : X −→ Y es un morfismo inyectivo. Sean
u, v : Z −→ X morfismos enA tales que f◦u = f◦v. Afirmamos que u = v; en efecto
si z en Z es tal que u(z) 6= v(z), entonces (f ◦u)(z) = f(u(z)) 6= f(v(z)) = (f ◦v)(z),
ya que f es inyectivo, lo que contradice el hecho de que f ◦ u = f ◦ v. Por tanto f
es un monomorfismo. 2

Proposición 1.18. En cualquier categoŕıa concreta A si f : X −→ Y es un mor-
fismo sobreyectivo, entonces es un epimorfismo.

Demostración. Supóngase que f : X −→ Y es un morfismo sobreyectivo. Sean
u, v : Z −→ X morfismos en A tales que u ◦ f = v ◦ f . Sea y en Y , existe x en X
tal que y = f(x), aśı que u(y) = u(f(x)) = v(f(x)) = v(y) para cada y en Y , luego
u = v. Por tanto f es un epimorfismo. 2

Definición 1.19. Un morfismo en A es un bimorfismo, si es un monomorfismo
y un epimorfismo en A.

En cualquier categoŕıa un isomorfismo es un bimorfismo. Pero el inverso no se
cumple en general. Por ejemplo, en T op una condensación (una función biyectiva y
continua) no necesariamente es homeomorfismo.

Definición 1.20. Una categoŕıa A es balanceada, si cada bimorfismo en A es un
isomorfismo en A.

Ejemplo 1.21. Las categoŕıas Conj y Mod son balanceadas los bimorfismos son
los morfismos que son funciones biyectivas. T op no es balanceada, como ya hemos
dicho.
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Proposición 1.22. Para las categoŕıas Conj, Grp y Ab,

(1) Un morfismo f : X −→ Y es un monomorfismo si, y sólo si f es una función
inyectiva.

(2) Un morfismo f : X −→ Y es un epimorfismo si, y sólo si f es sobreyectiva.

Demostración. En ambos casos sólo demostraremos la necesidad, la suficiencia
se sigue de las Proposiciones 1.17 y 1.18. Para (1) se demostrará en cada caso que
si f no es inyectiva, entonces f no es un monomorfismo. Sólo haremos los casos
para Conj y Grp. Y para (2) se demostrará en cada caso que si f no es sobreyectiva,
entonces f no es un epimorfismo.

(1) Supóngase que f : X −→ Y es un morfismo en Conj tal que f(x1) = f(x2) y
x1 6= x2. Sea Z en Ob (Conj) y sean u, v : Z −→ X funciones definidas por
u(z) = x1 y v(z) = x2 para toda z en Z.

X Y

Z

................................................................................................................................................................... ............
f

.....................................................................................................................
.....
............

f ◦ u
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
..............................

........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
..............................

u
v

Tenemos que f(u(z)) = f(x1) = f(x2) = f(v(z)) implica que f ◦ u = f ◦ v y
u 6= v. Por tanto f no es un monomorfismo.

Puesto que f : G −→ G′ en Grp no es inyectivo, entonces K := Ker f 6= {1}
el cual es un Ob (Grp) . Sea u : K −→ G la inclusión y sea v : K −→ G
definida por v(k) = 1 para toda k en K.

G G′

K

................................................................................................................................................................... ............
f

.....................................................................................................................
.....
............

f ◦ u
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
..............................

........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
..............................

u
v

Sea k en K, f(u(k)) = f(k) = 1′ = f(1) = f(v(k)), aśı f ◦ u = f ◦ v y u 6= v.
Por tanto f no es un monomorfismo.

(2) Supóngase que f : X −→ Y es un Conj-morfismo que no es sobreyectivo,
existe y0 en Y tal que y0 no pertenece a f(X). Sea Z = {a, b} un Conj-objeto
y def́ınanse Conj-morfismos u : Y −→ Z por u(y) = a para toda y en Y y
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v(y) =


a si y ∈ f(X)

b si y /∈ f(X)
Veamos que u ◦ f = v ◦ f . Sea x en X, se tiene que (v ◦ f)(x) = v(f(x)) = a =
u(f(x)) = (u◦f)(x). Aśı u◦f = v◦f y u 6= v. Por tanto f no es un epimorfismo.

Supóngase que f : X −→ Y es un morfismo en Grp que no es sobreyectivo.
Entonces f(X) es un subgrupo propio de Y . Sea S := {yf(X) | y ∈ Y } ∪ {P}
con P /∈ {yf(X) | y ∈ Y } y sea Z el conjunto de todas las funciones biyectivas
de S a S. Para α y β en Z, def́ınase una producto αβ por la composićıon α◦β,
entonces Z es un grupo con este producto. Para y en Y def́ınanse elementos
α0, r(y), s(y) en Z como sigue:

α0(P ) = f(X)

α0(f(X)) = P ,

α0(y′f(X)) = y′f(X) para y′ /∈ f(X),

r(y)(P ) = P ,

r(y)(y′f(X)) = yy′f(X) para y′ ∈ Y
s(y) = α0r(y)α−1

0

Nótese que s(y)(P ) = α0r(y)α−1
0 (P ) = α0(yf(X)), de donde se desprenden

dos casos

s(y)(P ) =


yf(X) si y /∈ f(X)

P si y ∈ f(X)

Por otro lado s(y)(y′f(X)) = α0r(y)α−1
0 (y′f(X)) = α0(yy′f(X)), se tienen

tres casos

s(y)(y′f(X)) =


yy′f(X) si y′ /∈ f(X), yy′ /∈ f(X)

P si y′ /∈ f(X), yy′ ∈ f(X)

f(X) si y′ ∈ f(X)

Por último s(y)(f(X)) = f(X) para todo y en Y .

Si r, s : Y −→ Z se definen por y
r7−→ r(y) y y

s7−→ s(y) para cada y en Y ,
veamos que r y s son homomorfismos de grupos. Sean y1, y2 en Y , demostra-
remos que r(y1y2)(p) = r(y1) ◦ r(y2)(p) y s(y1y2)(p) = s(y1) ◦ s(y2)(p), para
toda p en S.
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Si p = P , se tiene que:

r(y1y2)(P ) = P

r(y1) ◦ r(y2)(P ) = r(y1)(r(y2)(P )) = r(y1)(P ) = P

Si p = y′f(X), se tiene que:

r(y1y2)(y′f(X)) = y1y2y
′f(X)

r(y1)◦r(y2)(y′f(X)) = r(y1)(r(y2)(y′f(X))) = r(y1)(y2y
′f(X)) = y1y2y

′f(X)

Por lo tanto r(y1y2)(p) = r(y1) ◦ r(y2)(p).

Ahora analizaremos s.

Si p = P , se tiene que:

s(y1) ◦ s(y2)(P ) =


s(y1)(y2f(X)) si y2 /∈ f(X)

s(y1)(P ) si y2 ∈ f(X)

s(y1)(y2f(X)) =


y1y2f(X) si y2 /∈ f(X), y1y2 /∈ f(X)

P si y2 /∈ f(X), y1y2 ∈ f(X)

f(X) si y2 ∈ f(X)

s(y1)(P ) =


y1f(X) si y2 ∈ f(X), y1 /∈ f(X)

P si y2 ∈ f(X), y1 ∈ f(X)

s(y1y2)(P ) =


y1y2f(X) si y1y2 /∈ f(X)

s(y1)(P ) si y1y2 ∈ f(X)

Por lo tanto s(y1y2)(p) = s(y1) ◦ s(y2)(p).

Si p = y′f(X), se tiene que:

s(y1) ◦ s(y2)(y′f(X)) =


s(y1)(y2y

′f(X)) si y′ /∈ f(X), y2y
′ /∈ f(X)

s(y1)(P ) si y′ /∈ f(X), y2y
′ ∈ f(X)

s(y1)(f(X)) si y′ ∈ f(X)
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Para s(y1)(y2y
′f(X)) si y′ /∈ f(X) y y2y

′ /∈ f(X), se tiene que

s(y1)(y2y
′f(X)) =


y1(y2y

′)f(X) si y′ /∈ f(X), y2y
′ /∈ f(X), y1(y2y

′) /∈ f(X)

P si y′ /∈ f(X), y2y
′ /∈ f(X), y1(y2y

′) ∈ f(X)

Para s(y1)(P ) si y′ /∈ f(X) y y2y
′ ∈ f(X), se tiene que

s(y1)(P ) =


y1f(X) si y′ /∈ f(X), y2y

′ ∈ f(X), y1 /∈ f(X)

P si y′ /∈ f(X), y2y
′ ∈ f(X), y1 ∈ f(X)

Por último s(y1)(f(X)) = f(X).

s(y1y2)(y′f(X)) =


(y1y2)y′f(X) si y′ /∈ f(X), y1y2 /∈ f(X)

P si y′ /∈ f(X), y1y2 ∈ f(X)

f(X) si y′ ∈ f(X)

Por lo tanto s(y1y2)(p) = s(y1) ◦ s(y2)(p).

Veamos que r ◦ f = s ◦ f

r(f(x))(P ) = P

s(f(x))(P ) = α0(f(x)f(X)) = P

r(f(x))(yf(X)) =


f(x)yf(X) si y /∈ f(X)

f(X) si y ∈ f(X)

s(f(x))(yf(X)) = α0(f(x)yf(X)) =


f(x)yf(X) si y /∈ f(X)

f(X) si y ∈ f(X)

Entonces tenemos que r ◦ f = s◦ f y r 6= s. Por tanto f no es un epimorfismo.

Supóngase que f : G1 −→ G2 es un Ab-morfismo tal que f(G1) es un subgrupo
propio de Y . Como G2 es un Ab-objeto,entonces f(G1) es un subgrupo normal
de G2, podemos considerar el grupo cociente G2/f(G1). Puesto que f(G1) 6=
G2, G2/f(G1) es distinto del grupo trivial. Considérense los Ab-morfismos
π : G2 −→ G2/f(G1) la proyección y c : G2 −→ G2/f(G1) el homomorfismo
cero. Sea g en G1, se tiene que (π ◦ f)(g) = π(f(g)) = f(g)f(G1) = f(G) =
c(f(g)) = (c◦f)(g). Aśı π◦f = c◦f y π 6= c. Por tanto f no es un epimorfismo.
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Para una función continua e inyectiva f : X −→ Y entre espacios topológicos,
sea Z el subespacio de Y con conjunto subyacente f(X). Si tenemos una función
continua sobreyectiva g : X −→ Z y un encaje h : Z −→ Y tales que f = h ◦ g;
entonces f es un encaje si, y sólo si g es un homeomorfismo. Esto motiva la siguiente
definición.

Definición 1.23. Un monomorfismo f : X −→ Y de una categoŕıa A es un mo-
nomorfismo extremal en A, si siempre que un epimorfismo g : X −→ Z y un
morfismo h : Z −→ Y son tales que f = h ◦ g, entonces g es un isomorfismo.

Un epimorfismo f : X −→ Y de una categoŕıa A es un epimorfismo extremal
en A, si siempre que un morfismo g : X −→ Z y un monomorfismo h : Z −→ Y
son tales que f = h ◦ g, entonces h es un isomorfismo.

En categoŕıas balanceadas, todo monomorfismo es un monomorfismo extremal y
todo epimorfismo es un epimorfismo extremal.

Para un enunciado S que involucra objetos y morfismos. podemos construir un
enunciado SOP invirtiendo todas las flechas de los morfismos en S. Si un enunciado S
define una propiedad P para objetos y morfismos, entonces SOP también define una
propiedad para objetos y morfismos, que se denota por POP y se llama propiedad
dual de P . La propiedad dual de P se nombra co-P , por ejemplo las secciones
se llamarán co-retracciones. Si un enunciado S se cumple para una categoŕıa A,
entonces SOP se cumple para la categoŕıa AOP . En general si un enunciado S se
cumple para toda las categoŕıas, entonces SOP se cumple también para toda las
categoŕıas. Este hecho se llama principio de dualidad para categoŕıas.

Definición 1.24. Un igualador, en una categoŕıa A, de un par de morfismos u,
v : X −→ Y , es una pareja (Z, f) (o f más brevemente) que consiste de un objeto
Z y un morfismo f : Z −→ X que satisface las siguientes condiciones:

(1) u ◦ f = v ◦ f .

(2) Para cualquier pareja (Z ′, f ′) de un objeto Z ′ y morfismo f ′ : Z ′ −→ X con
u ◦ f ′ = v ◦ f ′, existe un único morfismo ϕ : Z ′ −→ Z tal que f ′ = f ◦ ϕ.

Z X

Z ′

Y................................................................................................................................................................... ............
f

......
......

......
......

......
......

......
......

......
......

......
........................

ϕ
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
..................
............

f ′

........................................................................... ............

........................................................................... ............
u
v

Una categoŕıa A tiene igualadores siempre que todo par de A-morfismos con
dominio y codominio común tienen un igualador.
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Dual: co-igualador; tiene co-igualadores

Y X Z

Z ′

................................................................................................................................................................... ............
f

.........................................................................
.....
............

ϕ

.......................................................................................................................... .......
.....

f ′

........................................................................................ ............

........................................................................................ ............
u
v

Proposición 1.25. Si (Z, f) es un igualador de u, v : Y −→ W , entonces f :
X −→ Y es un monomorfismo extremal.

Demostración. Supóngase que (Z, f) es un igualador de u, v : Y −→ W .
Veamos que f es un monomorfismo, sean l, k : U −→ Z, monomorfismos tales que
f ◦ l = f ◦ k, entonces

u ◦ (f ◦ k) = u ◦ (f ◦ l) = (u ◦ f) ◦ l = (v ◦ f) ◦ l = v ◦ (f ◦ l) = v ◦ (f ◦ k).

Por la propiedad universal de igualador existe un único morfismo ϕ : U −→ Z
tal que f ◦ ϕ = f ◦ k. Por la unicidad de ϕ, se obtiene que ϕ = k; pero puesto que
f ◦ k = f ◦ l, entonces ϕ = l; aśı l = k. Por tanto f es un monomorfismo.

Z Y

U

W................................................................................................................................................................... ............
f

........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
..............................

........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
..............................

l
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
..............................

........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
..............................

k

........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
..................
............

f ◦ k = f ◦ l

........................................................................... ............

........................................................................... ............
u
v Z Y

U

W................................................................................................................................................................... ............
f

......
......

......
......

......
......

......
......

......
......

......
........................

ϕ
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
..................
............

f ◦ k = f ◦ l

........................................................................... ............

........................................................................... ............
u
v

Para demostrar que f es extremal, supóngase que f = h ◦ g donde g : Z −→ X
es un epimorfismo y h : X −→ Y un morfismo, entonces

(u ◦ h) ◦ g = u ◦ (h ◦ g) = u ◦ f = v ◦ f = v ◦ (h ◦ g) = (v ◦ h) ◦ g.

Y puesto que g es un epimorfismo, u ◦ h = v ◦ h. Por la propiedad universal de
igualador existe un único morfismo ψ : X −→ Z tal que f ◦ψ = h. Ahora f ◦(ψ◦g) =
(f ◦ψ)◦g = h◦g = f = f ◦1X , y como f es un monomorfismo, ψ ◦g = 1X . De modo
que g es una sección y un epimorfismo, por tanto es un isomorfismo (ver Corolario
1.15).

Z Y

X

W................................................................................................................................................................... ............
f

......
......

......
......

......
......

......
......

......
......

......
........................

ψ

.......................................................................................................................... .......
.....

g

........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
..................
............

h

........................................................................... ............

........................................................................... ............
u
v

2
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Definición 1.26. Un morfismo f : X −→ Y de una categoŕıa A es un monomor-
fismo regular, si existen morfismos u y v tales que (X, f) es un igualador de u y
v.

Dual: epimorfismo regular.

Proposición 1.27. Para un morfismo f en cualquier categoŕıa las siguientes im-
plicaciones se cumplen:

(1) f es isomorfismo =⇒ f es sección =⇒ f es monomorfismo regular =⇒ f es
monomorfismo extremal =⇒ f es monomorfismo.

(2) f es isomorfismo =⇒ f es retracción =⇒ f es epimorfismo regular =⇒ f es
epimorfismo extremal =⇒ f es epimorfismo.

Demostración.

(1) Que un isomorfismo f , sea una sección se sigue inmediatamente de la Defini-
ción 1.12.

Demostraremos que sección implica monomorfismo regular. Supóngase que
f : X −→ Y es una sección; entonces existe un morfismo g : Y −→ X tal que
g ◦ f = 1X . Afirmamos que f es un igualador de 1Y y f ◦ g. En efecto, nótese
que 1Y ◦f = f ◦1X = f ◦(g◦f) = (f ◦g)◦f . Supóngase que existe un morfismo
f ′ tal que 1Y ◦ f ′ = (f ◦ g) ◦ f ′. Tenemos que f ′ = (f ◦ g) ◦ f ′ = f ◦ (g ◦ f ′); si
existiera otro morfismo h tal que f ◦h = f ′, puesto que f es un monomorfismo
(por la Proposición 1.14), entonces h = g ◦ f ′, es decir, la factorización es
única. Por tanto f es un monomorfismo regular.

X Y

Z

Y................................................................................................................................................................... ............
f

......
......

......
......

......
......

......
......

......
......

......
........................

g ◦ f ′
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
..................
............

f ′

........................................................................................ ............

........................................................................................ ............

f ◦ g

1Y

Ahora veamos que monomorfismo regular implica monomorfismo extremal.
Supongamos que f : X −→ Y es un monomorfismo regular, existen morfismos
u y v tales que (X, f) es un igualador de u y v. Por la proposición 1.25, f es
un monomorfismo extremal.

(2) Se sigue de la dualización de (1).

2

Proposición 1.28. Sea A una categoŕıa y f : X −→ Y un A-morfismo. Entonces
los siguientes afirmaciones son equivalentes:
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(1) f es un isomorfismo.

(2) f es un epimorfismo y un monomorfismo extremal.

(3) f es un monomorfismo y un epimorfismo extremal.

Demostración. (1) implica (2) Supóngase que f es un isomorfismo en A; por
la Proposición 1.14 f es una sección y un epimorfismo. Por la Proposición 1.27 se
cumple (2).

(2) implica (1) Como f es un epimorfismo y un monomorfismo extremal, se sigue
inmediatamente de f = 1Y ◦ f que f es un isomorfismo.

(2) si, y sólo si (3) f es un isomorfismo en A ⇔ f es un ismorfismo en AOP ⇔ f
es un epimorfismo y un monomorfismo extremal en AOP ⇔ f es un monomorfismo
y un epimorfismo extremal en A. 2

Corolario 1.29. En cualquier categoŕıa las siguientes afirmaciones para un mor-
fismo f son equivalentes:

(1) f es un isomorfismo.

(2) f es epimorfismo y sección.

(3) f es epimorfismo y monomorfismo extremal.

(4) f es monomorfismo y retracción.

(5) f es monomorfismo y epimorfismo extremal.

Demostración. La demostración se sigue inmediatamente de la Definición 1.12
y las Proposiciones 1.14, 1.15, 1.27 y 1.28. 2

Definición 1.30. Para un objeto X de una categoŕıa A, un subobjeto de X o un
monomorfismo en X es un A-monomorfismo f : Y −→ X.

Sean M(X) la clase de todos lo monomorfismos en X y f : Y −→ X, g :
Z −→ X en M(X), diremos que f es isomorfo a g, si existe existe un isomorfis-
mo ϕ : Y −→ Z tal que f = g ◦ ϕ.

La relación de “isomorfismo” es una relación de equivalencia en M(X). (Algu-
nas veces a cada clase de equivalencia se le llama subobjeto de X). Una subclase R
de M(X) es un conjunto de representantes de monomorfismos en X si es
un conjunto y para cualquier f en M(X) existe g en R tal que g es isomorfo a f .

Conceptos duales: objeto cociente o epimorfismo en X y conjunto de
representantes de epimorfismos en X.

15



Definición 1.31. Una categoŕıa A se dice bien potenciada o localmente pe-
queña si cada objeto X de A tiene un conjunto de representantes de monomorfismos
en X. Si para cada objeto X de A la clase de monomorfismos en X, que son ex-
tremales tiene un conjunto de representantes de monomorfismos extremales en X,
entonces A es (Mono ex)-bien potenciada.

Dual: co-bien potenciada, (Epi ex)-bien potenciada.

1.1.3. Diagramas y Ĺımites

Definición 1.32. Un funtor D : K −→ A de una categoŕıa pequeña K (ver Defini-
ción 1.2) a una categoŕıa A, se llama diagrama D en A sobre K.

Ejemplo 1.33. Sea K2 una categoŕıa con Ob (K2) = {1, 2} y Mor (K2) = {11, 12, a :
1 −→ 2}. Para un morfismo f : X −→ Y en una categoŕıa A, definimos un funtor
D : K2 −→ A por D(1) = X y D(2) = Y y D(a) = f , entonces tenemos un diagra-
ma D : K2 −→ A, que se expresa por:

X Y........................................................................................ ............
f

A veces cuado no es necesario especificar los objetos y morfismos de una categoŕıa
pequeña, K se llama un diagrama esqueleto de D. Expresaremos una categoŕıa
pequeña con pocos morfismos mostrando todos sus objetos y todos sus morfismos con
excepción de las identidades, por ejemplo, la categoŕıa K2 se expresa por:

1 2........................................................................................ ............
a

El diagrama esqueleto de K2 es:

• •........................................................................................ ............ (1.1)

Es decir, la imagen de un funtor de K2 a A tiene la forma del diagrama (1.1).

Definición 1.34. Sea D : K −→ A un diagrama en A sobre K. Una pareja (X, {αi |
i ∈ Ob(K)}) formada por un A-objeto X y una familia de A-morfismos αi : X −→
D(i) para i en Ob (K) se llama una fuente natural para D, si para cualquier
K-morfismo a : i −→ j se tiene que D(a) ◦ αi = αj.

X D(i)

D(j)

.......................................................................................................................................... ............
αi

.................................................................................................................................................................................................................................... ........
....

αj

.................................................................................................................................................
.....
.......
.....

D(a)
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Dual: Una pareja ({αi | i ∈ Ob(K)}, X) formada por un A-objeto X y una familia
de A-morfismos αi : D(i) −→ X para i en Ob (K) se llama un sumidero natural
para D, si para cualquier K-morfismo a : i −→ j se tiene que αi = αj ◦D(a).

D(i) X

D(j)

.......................................................................................................................................... ............
αi

.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.....................
............

αj

.................................................................................................................................................
.....
.......
.....

D(a)

Definición 1.35. Para un diagrama D en A sobre K, una fuente natural (X, {αi |
i ∈ Ob(K)}) para D se llama un ĺımite para D, si cumple lo siguiente: Para
cualquier fuente natural (Y, {βi | i ∈ Ob(K)}) para D, existe un único morfismo
ϕ : Y −→ X en A tal que βi = αi ◦ ϕ para cualquier i en Ob (K). Llamaremos
a ϕ morfismo conector de la fuente natural (Y, {βi | i ∈ Ob(K)}) a el ĺımite
(X, {αi | i ∈ Ob(K)}).

Y X

D(i)

........................................................................................................................................... ........
....

βi

.......................................................................................................................................
....
............

αi

..................................................................................................................................... ............
ϕ

Dual: co-ĺımite para un diagrama D.

X Y

D(i)
.........

.........
.........

.........
.........

.........
.........

.........
.........

.........
.........

.........
.........

.........
.........................

αi
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.............
............

βi

..................................................................................................................................... ............
ϕ

Con el siguiente ejemplo se muestra la causa de este nombre:

Ejemplo 1.36. Para un conjunto dirigido (Λ,≤), construiremos una categoŕıa. Pa-
ra cada λ ∈ Λ, consideremos un objeto λ y para cada λ, µ en Λ tales que λ ≤ µ,
consideremos un morfismo pλµ : µ −→ λ. La clase de estos objetos y estos morfismos
forman una categoŕıa pequeña que denotaremos por Λ.

Sea A la categoŕıa Conj, Grp o T op. Un funtor D : Λ −→ A define un sistema
inverso (Xλ, fλµ) en A por Xλ = D(λ) y fλµ = D(pλµ). Entonces (X, {fλ | λ ∈
Ob(K)}) es un ĺımite para el diagrama D śı, y sólo si (X, {fλ | λ ∈ Ob(K)}) es un
ĺımite inverso del sistema inverso (Xλ, fλµ) en A (ver Definición 1.74).

Proposición 1.37. Para un diagrama D en una categoŕıa A sobre K, un ĺımite
(X, {αi | i ∈ Ob(K)}) es único salvo isomorfismo.
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Demostración. Supongamos que (X, {αi | i ∈ Ob(K)}) y (Y, {βi | i ∈ Ob(K)})
son ĺımites para D. Entonces existen únicos morfismos ϕ : Y −→ X y ψ : X −→ Y
tales que βi = αi ◦ ϕ y αi = βi ◦ ψ para cada i en Ob (K).

X D(i)

Y

........................................................................................................................................................................................................ ............
αi

.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.............
............

βi
......

......
......

......
......

......
......

......
......

......
......

......
..............................

ϕ

X D(i)

Y

........................................................................................................................................................................................................ ............
αi

.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.............
............

βi

.......................................................................................... ........
....

ψ

De aqúı que αi ◦ (ϕ ◦ ψ) = (αi ◦ ϕ) ◦ ψ = βi ◦ ψ = αi para cada i en Ob (K) y
esto implica que ϕ ◦ ψ es un morfismo conector de (X, {αi | i ∈ Ob(K)}) al ĺımite
(X, {αi | i ∈ Ob(K)}).

X D(i)

X

........................................................................................................................................................................................................ ............
αi

.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.............
............

αi
.........

.........
.........

.........
.........

.........
.........

.........
.........

.........
.........

.........
.........

.........
.........................

ϕ ◦ ψ

X D(i)

X

........................................................................................................................................................................................................ ............
αi

.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.............
............

αi
.........

.........
.........

.........
.........

.........
.........

.........
.........

.........
.........

.........
.........

.........
.........................

1X

Puesto que αi ◦ 1X = αi para cada i en Ob (K), por la unicidad del morfismo
conector, tenemos que ϕ ◦ ψ = 1X . Similarmente, ψ ◦ ϕ = 1Y , y esto significa que
(X, {αi | i ∈ Ob(K)}) y (Y, {βi | i ∈ Ob(K)}) son fuentes naturales isomorfas. 2

Definición 1.38. Dados dos A-morfismos f : X −→ Z y g : Y −→ Z, un diagrama
conmutativo

P X

Y Z

............................................................................................................................. ............
α1

........................................................................................................................
.....
.......
.....

f

........................................................................................................................
.....
.......
.....

α2

............................................................................................................................. ............

g

se llama un jalador de (f, g) si para A-morfismos β1 : W −→ X y β2 : W −→ Y
tales que f ◦β1 = g◦β2 existe un único A-morfismo ϕ : W −→ P tal que el siguiente
diagrama

W

P X

Y Z

............................................................................................................ .........
...

ϕ

................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................... ...........
.

β1................................................................................................................................................................................................................................................................................... .......
.....

β2

............................................................................................................................. ............

α1 ........................................................................................................................
.....
.......
.....

f

........................................................................................................................
.....
.......
.....

α2

............................................................................................................................. ............

g

conmuta.
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Una categoŕıa A tiene jaladores siempre que para cada (f, g) con cod f = cod
g de A-morfismos tienen estos un jalador.

Dual: empujador; tiene empujadores.

Definición 1.39. Un A-producto de una familia {Xi | i ∈ I} de A-objetos es una
pareja (Πi∈IXi, {πi | i ∈ I}), que satisface las siguientes condiciones:

(1) Πi∈IXi es un A-objeto;

(2) para cada j en I πj : Πi∈IXi −→ Xj es un A-morfismo llamado proyección;

(3) para cada pareja (X, {fi | i ∈ I}) donde X es un A-objeto y para cada j en
I, fj : X −→ Xj es un A-morfismo, existe un único A-morfismo ϕ : X −→
Πi∈IXi tal que para cada i en I el triángulo

X Πi∈IXi

Xj

........................................................................................................................................... ........
....

fj

.......................................................................................................................................
....
............

πj

........................................................................................................................ ............
ϕ

conmuta.

Una categoŕıa A tiene productos siempre que para todo conjunto I, cada fa-
milia de A-objetos indexados por I tienen un A-producto.

Dual: co-producto; tiene co-productos.

Proposición 1.40. Si (
∏
Xi, {πi | i ∈ I}) y (

∏
Yi, {π

′
i | i ∈ I}) son productos de

las familias {Xi | i ∈ I} y {Yi | i ∈ I} respectivamente; y si para cada i ∈ I existe un
morfismo fi : Xi −→ Yi, entonces existe un único morfismo

∏
fi :

∏
Xi −→

∏
Yi

tal que π
′
j ◦

∏
fi = fj ◦ πj. ∏

Xi

∏
Yi

Xi Yi

........................................................................................ ............

∏
fi

........................................................................................................................
.....
.......
.....

πi

........................................................................................................................
.....
.......
.....

π
′
i

............................................................................................................................. ............

fi

Definición 1.41. Si {hi | i ∈ I} es una familia no vaćıa de A-morfismos contenidos
en [A,B]A, entonces (E, e) es un igualador múltiple en A de {hi | i ∈ I} si,

(1) e : E −→ A es un A-morfismo;

(2) para cada i, j en I hi ◦ e = hj ◦ e;
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(3) si e′ : E ′ −→ A es un A-morfismo tal que para cada i, j en I hi ◦ e′ = hj ◦ e′,
existe un único A-morfismo ϕ : E ′ −→ E tal que para cada i en I el diagrama

E ′ E

A B

........................................................................................................................................... ........
....

e′

.......................................................................................................................................
....
............

e

..................................................................................................................................... ............
ϕ

........................................................................................ ............

........................................................................................ ............

hj

hi

conmuta.

Una categoŕıa A tiene igualadores múltiples siempre que toda familia no
vaćıa de A-morfismos que tienen dominio y codominio común indexada por un con-
junto tienen un igualador múltiple.

Dual: co-igualador múltiple; tiene co-igualadores múltiples.

Definición 1.42. Una pareja (f, S) formada por un A-morfismo f : X −→ Y y
una fuente S = {fi : X −→ Xi | i ∈ I} se llama un jalador múltiple en A de
un sumidero {gi : Xi −→ Y }i∈I si

(1) f = gi ◦ fi para cada i en I;

(2) para cada pareja (f ′, S ′) con un A-morfismo f ′ : X ′ −→ Y y una fuente
S ′ = {f ′i : X ′ −→ Xi | i ∈ I} para la cual f ′ = gi ◦ f ′i para cada i en I, existe
un único A-morfismo ϕ : X ′ −→ X tal que para cada i en I el diagrama

X ′

X Xi

Y

............................................................................................................ .........
...

ϕ

................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................... ...........
.

f ′i................................................................................................................................................................................................................................................................................... .......
.....

f ′

............................................................................................................................. ............

fi........................................................................................................................
.....
.......
.....

f

............................................................................................................................................................................................
....
............

gi

conmuta.

Una categoŕıa A tiene jaladores múltiples siempre que todo sumidero de A-
morfismos indexado por un conjunto tiene un ĺımite.

Dual: empujador múltiple; tiene empujadores múltiples.

Definición 1.43. Para un objeto X de una categoŕıa A, un monomorfismo f :
Y −→ X es un subobjeto de X. Dual: objeto cociente.
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Definición 1.44. Si B es un A-objeto y {(Ai,mi) | i ∈ I} es una familia de
subobjetos de B, entonces la pareja (D, d) se llama una una interseción en A de
{(Ai,mi) | i ∈ I} si,

(1) d : D −→ B es un A-morfismo;

(2) para cada i en I existe un A-morfismo di : D −→ Ai con la propiedad de que
mi ◦ di = d;

(3) si g : C −→ B y para cada i en I, gi : C −→ Ai son tales que mi ◦ gi = g,
entonces existe un único A-morfismo ϕ : C −→ D tal que para cada i en I el
siguiente diagrama

C

D B

Ai

............................................................................................................ .........
...

ϕ

................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................... ...........
.

g................................................................................................................................................................................................................................................................................... .......
.....

gi

............................................................................................................................. ............

d........................................................................................................................
.....
.......
.....

di

.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.....................
............

mi

conmuta.

Una categoŕıa A tiene intersecciones siempre que toda familia indexada por
un conjunto de subobjetos de cada A-objeto tienen una intersección.

Dual: co-intersección; tiena co-intersecciones.

Definición 1.45. Un A-objeto X se llama un objeto terminal para A si para
cualquier A-objeto B, [B,X]A tiene un sólo elemento. Dual: objeto inicial.

Proposición 1.46. Para una categoŕıa A cada una de las siguientes nociones pue-
den ser definidas como el ĺımite para un diagrama D en A sobre un diagrama es-
queleto K conveniente: igualador, jalador, producto, objeto terminal, intersección,
jalador múltiple e igualador múltiple.

Demostración.

(1) Igualador: Sea K una categoŕıa pequeña con Ob (K) = {1, 2}, Mor (A) =
{11, 12, a, b : 1 −→ 2} cuyo diagrama se expresa por

1 2........................................................................................ ............
a

........................................................................................ ............

b .

Para u y v en Mor (A), def́ınase un diagrama D : K −→ A por D(a) = u y
D(b) = v. Entonces (X, {α1, α2}) es un ĺımite para D śı, y sólo si (X,α1) es
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un igualador de (u, v) y α2 = u ◦ α1 = v ◦ α1.

Necesidad, súpongase que (X, {α1, α2}) es un ĺımite para D. Veamos que
(X,α1) es un igualador de (u, v). Nótese que α1 : X −→ D(1), además
u ◦ α1 = v ◦ α1, ya que (X, {α1, α2}) es una fuente natural para D, enton-
ces los triángulos

X D(1)

D(2)

.......................................................................................................................................... ............
α1

.................................................................................................................................................................................................................................... ........
....

α2

.................................................................................................................................................
.....
.......
.....

u

X D(1)

D(2)

.......................................................................................................................................... ............
α1

.................................................................................................................................................................................................................................... ........
....

α2

.................................................................................................................................................
.....
.......
.....

v

conmutan; o sea u ◦ α1 = α2 = v ◦ α1.

Sea β1 : Y −→ D(1), además u ◦ β1 = v ◦ β1, si β2 := u ◦ β1(= v ◦ β1), se tiene
que (Y, {β1, β2}) es una fuente natural para D pues el siguiente diagrama

Y

X D(1)

D(2)

................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................... ...........
.

β1................................................................................................................................................................................................................................................................................... .......
.....

β2

................................................................................................................. ............

α1........................................................................................................................
.....
.......
.....

α2

....................................................................................................................................................................................
....
............

....................................................................................................................................................................................
....
............

u
v

conmuta. Existe un único A-morfismo ϕ : Y −→ X tal que α1 ◦ ϕ = β1.

Y

X D(1)

D(2)

............................................................................................................ .........
...

ϕ

................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................... ...........
.

β1................................................................................................................................................................................................................................................................................... .......
.....

β2

................................................................................................................. ............

α1........................................................................................................................
.....
.......
.....

α2

....................................................................................................................................................................................
....
............

....................................................................................................................................................................................
....
............

u
v

Por tanto (X,α1) es un igualador de (u, v).
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Suficiencia, supóngase que (X,α1) es un igualador de (u, v). Entonces α1 :
X −→ D(1), como u ◦ α1 = v ◦ α1 sea α2 := u ◦ α1 (∗). Veamos que
(X, {α1, α2}) es un limite para D. Por (∗) los triángulos

X D(1)

D(2)

.......................................................................................................................................... ............
α1

.................................................................................................................................................................................................................................... ........
....

α2

.................................................................................................................................................
.....
.......
.....

u

X D(1)

D(2)

.......................................................................................................................................... ............
α1

.................................................................................................................................................................................................................................... ........
....

α2

.................................................................................................................................................
.....
.......
.....

v

conmutan. Por lo que (X, {α1, α2}) es una fuente natural paraD. Si (Y, {β1, β2})
es otra fuente natural para D, entonces los triángulos

Y D(1)

D(2)

.......................................................................................................................................... ............
β1

.................................................................................................................................................................................................................................... ........
....

β2

.................................................................................................................................................
.....
.......
.....

u

Y D(1)

D(2)

.......................................................................................................................................... ............
β1

.................................................................................................................................................................................................................................... ........
....

β2

.................................................................................................................................................
.....
.......
.....

v

conmutan. Luego u ◦ β1 = β2 = v ◦ β1. Puesto que (X,α1) es un igualador de
(u, v) existe un único morfismo ϕ : Y −→ X tal que α1 ◦ ϕ = β1. Veamos que
α2 ◦ ϕ = β2. En efecto, α2 ◦ ϕ = (u ◦ α1) ◦ ϕ = u ◦ (α1 ◦ α) = u ◦ β1 = β2. Por
tanto (X, {α1, α2}) es un ĺımite para D.

(2) Jalador: El cuadrado conmutativo

P D(1)

D(2) D(0)

................................................................................................................. ............
p1

........................................................................................................................
.....
.......
.....

p2

........................................................................................................................
.....
.......
.....

f1

.................................................................................................... ............

f2

en A es un jalador de (f1, f2) śı, y sólo si la fuente (P, {pi}i∈{0,1,2}}) es un
ĺımite del diagrama D : K −→ A, si K es una categoŕıa pequeña con Ob
(K) = {0, 1, 2} y Mor (K) = {10, 11, 12,m : 1 −→ 0, n : 2 −→ 0}, D(m) = f1,
D(n) = f2 y además p0 = f1 ◦ p1 = f2 ◦ p2; cuyo esqueleto es

1

2
0

......................
......................

......................
...........................

............

m

.......................................................................................... ...........
.

n

.
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Como el cuadrado conmutativo es un jalador, si para cualquier otro cuadrado
conmutativo de la forma

P ′ D(1)

D(2) D(0)

................................................................................................................. ............
p′1

........................................................................................................................
.....
.......
.....

p′2

........................................................................................................................
.....
.......
.....

f1

.................................................................................................... ............

f2

existe un único morfismo ϕ : P ′ −→ P tal que el siguiente diagrama

P ′

P D(1)

D(2) D(0)

............................................................................................................ .........
...

ϕ

................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................... ...........
.

p′1................................................................................................................................................................................................................................................................................... .......
.....

p′2

................................................................................................................. ............

p1........................................................................................................................
.....
.......
.....

p2

........................................................................................................................
.....
.......
.....

f1

.................................................................................................... ............

f2

conmuta, lo cual coincide con la definición de ĺımite para D.

(3) Producto: Sea I en Ob (Conj) y sea K una categoŕıa discreta (ver Definición
1.2) con Ob (K) = I. Para una familia {Xi | i ∈ I} de A-objetos def́ına-
se un diagrama D : K −→ A por D(i) = Xi para cada i en I. Entonces
(X, {αi | i ∈ I}) es un ĺımite para D śı, y sólo si es un producto de la familia
{D(i) | i ∈ I}.

Necesidad, supóngase que (X, {αi | i ∈ I}) es un ĺımite para D. Como K es
discreta los únicos K-morfismos son las identidades. Sea βi : Y −→ D(i) un
A-morfismo para cada i en Ob (A). Puesto que K es discreta se tiene que
βi = D(a) ◦ βi para todo a en Mor (K), entonces (Y, {βi | i ∈ I}) es una
fuente natural para D, por la propiedad universal del ĺımite existe un único
A-morfismo ϕ : X −→ Y tal que αi ◦ ϕ = βi. Por lo tanto (X, {αi | i ∈ I}) es
un producto de la familia {D(i) | i ∈ I}.

Suficiencia, supóngase que (X, {αi | i ∈ I}) es un producto de {D(i) | i ∈ I}.
Veamos que (X, {αi | i ∈ I}) es una fuente natural para D. Sea 1i : i −→ i en
Mor (K), se tiene que αi = D(1i) ◦ αi. Ahora sea (Y, {βi | i ∈ I}) una fuente
natural para D, por la propiedad universal del producto existe un único K-
morfismo ϕ : Y −→ X tal que αi ◦ϕ = βi. Por lo tanto (X, {αi | i ∈ I}) es un
ĺımite para D.
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(4) Objeto terminal: Sea K la categoŕıa vaćıa y sea D : K −→ A un diagrama,
entonces (T, {αi : T −→ D(i) | i ∈ Ob(K)}) es un ĺımite para D śı, y sólo si T
es un objeto terminal para A y {αi | i ∈ Ob (K)} = ∅.

Afirmamos que para todo A-objeto, X, si {β : X −→ D(i) | i ∈ Ob(K)} = ∅,
entonces (X, {βi | i ∈ Ob(K)}) es una fuente natural para D. Supóngase que
(X, {βi | i ∈ Ob(K)}) no es una fuente natural para D, entonces existen i, j en
Ob (K), βi : X −→ D(i), βj : X −→ D(j) en Mor (A) y a : i −→ j en Mor (K)
tales que βj 6= D(a) ◦βi, lo que implica que existe βj en {βi | i ∈ Ob(K)}) una
contradicción pues {βi | i ∈ Ob(K)} = ∅. Por lo tanto (T, {αi | i ∈ Ob(K)}) es
una fuente natural para D.

Necesidad, supóngase que (T, {αi | i ∈ Ob(K)}) es un ĺımite para D. Sea
{β : X −→ D(i) | i ∈ Ob(K)} = ∅, entonces (X, {βi | i ∈ Ob(K)}) es una
fuente natural para D, por la propiedad universal del ĺımite existe un único
A-morfismo ϕ : X −→ T tal que αi ◦ ϕ = βi para cada i en Ob (K). Veamos
que {αi | i ∈ Ob(K)} = ∅, supóngase que {αi | i ∈ Ob(K)} 6= ∅, existe αj en
{αi | i ∈ Ob(K)} tal que βj = αj ◦ ϕ, entonces {βi | i ∈ Ob(K)} 6= ∅ lo cual
es una contradicción, por lo tanto {αi | i ∈ Ob(K)} = ∅. Resta demostrar la
unicidad de ϕ. Sea ψ : X −→ T tal que αi ◦ψ = βi, supóngase que existe j en
Ob (K) tal que αj ◦ ψ 6= βj, lo que implica que existe αj en {αi | i ∈ Ob(K)}
lo cual es una contradicción; aśı ϕ = ψ. Por lo tanto T es un objeto terminal
para D.

Suficiencia, supóngase que T es un objeto terminal para A y {αi | i ∈ Ob
(K)} = ∅, entonces (T, {αi | i ∈ Ob(K)}) es una fuente natural para D. Sea
(X, {βi | i ∈ Ob(K)}) una fuente natural para D, por la propiedad universal
de objeto teminal existe un único mofismo ϕ : X −→ T tal que αi ◦ ϕ = βi
para cada i en Ob (K)}. Por lo tanto (T, {αi | i ∈ Ob(K)}) es un ĺımite para D.

(5) Intersección: Sea I un conjunto, 0 /∈ I y K la categoŕıa pequeña con Ob
(K) = I ∪ {0} y Mor (K) = {1i | i ∈ I} ∪ {10} ∪ {a : i −→ 0 | i ∈ I}. Para
un familia {fi : Xi −→ Y | i ∈ I} de monomorfismos en una categoŕıa A,
def́ınase un diagrama D : K −→ A por D(i) = Xi, D(0) = Y y D(ai) = fi.
Entonces (X, {gi : X −→ Xi} ∪ {g0}) es un ĺımite para D śı, y sólo si (X, g0)
es intersección de {fi | i ∈ I} y fi ◦ gi = g0.

Necesidad, supóngase que (X, {gi | i ∈ I}∪{g0}) es un ĺımite para D. Veamos
que (X, g0) es intersección de {fi | i ∈ I}. Puesto que (X, {gi, g0}) es fuente
natural para D, se tiene que fi ◦gi = g0 para cada i en I. Sean (Z, h0) donde Z
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es un A-objeto, h0 : Z −→ Y un A-morfismo y sea {hi : Z −→ Xi | i ∈ I} una
familia de A-morfismos. Si h0 := fi ◦ hi, entonces (Z, {hi, h0}) es una fuente
natural para D.

Z Xi

Xi

...................................................................................................................................................... ............
hi

.................................................................................................................................................................................................................................... ........
....

hi

.................................................................................................................................................
.....
.......
.....

1X

Z Y

Y

...................................................................................................................................................... ............
h0

.................................................................................................................................................................................................................................... ........
....

h0

.................................................................................................................................................
.....
.......
.....

1Y

Como (X, {gi, g0}) es un ĺımite para D, existe un único A-morfismo ϕ : Z −→
Y tal que h0 = g0 ◦ ϕ. Por tanto (X, g0) es una intersección de {fi | i ∈ I}.
La intersección es un subobjeto de Y y de los Xi. Def́ınase gi = di ◦ t = di ◦ s,
g = d ◦ t = d ◦ s; mi ◦ gi = mi ◦ (di ◦ t) = d ◦ t = g, entonces existe un único
A-morfismo ϕ : C −→ D tal que g = d ◦ ϕ, pero g = d ◦ t = d ◦ s, luego
t = ϕ = s.

Suficiencia, supóngase que (X, g0) es una intersección de {fi | i ∈ I} y g0 =
fi◦gi. Veamos que (X, {gi, g0}) es un ĺımite para D. Nótese que g0 : X −→ Y y
sean gi : Xi −→ Y tales que fi ◦gi = g0 para cada i en I, entonces (X, {gi, g0})
es una fuente natural para D. Sea (Y, {hi, h0}) una fuente natural para D se
tiene que h0 = fi ◦ hi. Como (X, g0) es una intersección de {fi | i ∈ I} existe
un único A-morfismo ϕ : Z −→ X tal que h0 = g0 ◦ ϕ

Z

X Xi

Y

............................................................................................................ .........
...

ϕ

................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................... ...........
.

hi................................................................................................................................................................................................................................................................................... .......
.....

h0

............................................................................................................................. ............

gi........................................................................................................................
.....
.......
.....

g0

.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.....................
............

fi

.

Veamos que gi ◦ϕ = hi para cada i en I. Puesto que h0 = g0 ◦ϕ = (fi ◦ gi) ◦ϕ
y h0 = fi ◦ hi, entonces fi ◦ (gi ◦ ϕ) = fi ◦ hi, lo que implica que hi = gi ◦ ϕ
porque fi es un monomorfismo para cada i en I. Por lo tanto (X, {gi, g0}) es
un ĺımite para D.

(6) Jalador múltiple: En la definición anterior, si no se supone que cadaA-morfismo
fi, es un monomorfismo, El ĺımite (X, {gi : X −→ Xi}∪{g0 : X −→ Y }) para
D se llama un jalador múltiple de {fi | i ∈ I}. Nótese que si I = {1, 2} el
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jalador múltiple de (f1, f2) coincide con su jalador.

Para un sumidero ({fi : Xi −→ Y | i ∈ I}, Y ) una fuente (X, {gi | i ∈
I} ∪ {g0}) es un jalador múltiple del sumidero si

(a) g0 = fi ◦ gi;
(b) si (Z, {hi : Z −→ Xi} ∪ {t : Z −→ Y }) es una fuente tal que t = fi ◦ hi

para cada i en I, existe un único A-morfismo ϕ : Z −→ X tal que
hi = fi ◦ ϕ y t = g0 ◦ ϕ.

(7) Igualador múltiple: Sea I un conjunto y K una categoŕıa pequeña con Ob
(K) = {1, 2}, Mor (K) = {11, 12} ∪ {ai : 1 −→ 2 | i ∈ I}. Para una familia de
A-morfismos def́ınase un diagrama D : K −→ A por D(ai) = fi para cada i
en I. Entonces (Z, {g : Z −→ X, h : Z −→ Y }) es un ĺımite para D śı, y sólo
si (Z, g) es un igualador múltiple para {fi | i ∈ I} y h = fi ◦ g = fj ◦ g para
cada i y j en I.

Necesidad Supóngase que (Z, {g, h}) es un ĺımite para D. Veamos que (Z, g)
es un igualador de {fi | i ∈ I}, g : Z −→ X y h = fi ◦ g = fj ◦ g para cada i,
j en I. Puesto que (Z, {g, h}) es una fuente natural para D, los triángulos

Z X

Y

...................................................................................................................................................... ............
g

.................................................................................................................................................................................................................................... ........
....

h

.................................................................................................................................................
.....
.......
.....

fi

Z X

Y

...................................................................................................................................................... ............
g

.................................................................................................................................................................................................................................... ........
....

h

.................................................................................................................................................
.....
.......
.....

fj

conmutan, entonces para cada i, j en I fi◦g = h = fj◦g. Sea (Z ′, g′) una pareja
con Z ′ un A-objeto y g′ : Z ′ −→ X un A-morfismo tales que fi ◦ g′ = fj ◦ g′
para cada i y j en I. Si h′ := fi ◦ g′ = (fj ◦ g′) se tiene que (Z ′, {g′, h′}) es una
fuente natural para D, entonces existe un único A-morfismo ϕ : Z ′ −→ Z tal
que g′ = g ◦ ϕ y h′ = h ◦ ϕ.

Z ′

Z X

Y

............................................................................................................ .........
...

ϕ

................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................... ...........
.

g′................................................................................................................................................................................................................................................................................... .......
.....

h′

............................................................................................................................. ............

g........................................................................................................................
.....
.......
.....

h

.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.....................
............

fi

.
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Por lo tanto (Z, g) es un igualador múltiple de {fi | i ∈ I}.

Suficiencia, supóngase que (Z, g) es un igualador múltiple de {fi | i ∈ I},
entonces g : Z −→ X y fi◦g = fj◦g para cada i, j en I. Sea h := fi◦g(= fj◦g),
tenemos que los triángulos

Z X

Y

...................................................................................................................................................... ............
g

.................................................................................................................................................................................................................................... ........
....

h

.................................................................................................................................................
.....
.......
.....

fi

Z X

Y

...................................................................................................................................................... ............
g

.................................................................................................................................................................................................................................... ........
....

h

.................................................................................................................................................
.....
.......
.....

fj

conmutan; por lo que (Z, {g, h}) es una fuente natural para D. Sea (Z ′, {g′, h′})
una fuente natural para D entonces los triángulos

Z ′ X

Y

...................................................................................................................................................... ............
g′

.................................................................................................................................................................................................................................... ........
....

h′

.................................................................................................................................................
.....
.......
.....

fi

Z ′ X

Y

...................................................................................................................................................... ............
g′

.................................................................................................................................................................................................................................... ........
....

h′

.................................................................................................................................................
.....
.......
.....

fj

conmutan, aśı fi ◦g′ = h′ = fj ◦g′. Como (Z, g) es un igualador múltiple existe
un único A- morfismo ϕ : Z ′ −→ Z tal que g′ = g ◦ ϕ Veamos que h′ = h ◦ ϕ;
h ◦ ϕ = (fi ◦ g) ◦ ϕ = fi ◦ g′ = h′. Por tanto (Z, g, h) es un ĺımite para D.

2

Proposición 1.47. Supóngase que (P, {p1, p2}) es un jalador de (f : X −→ Z, g :
Y −→ Z) y que f es un monomorfismo en A. Entonces p2 es un monomorfismo en
A el cual se llama una imágen inversa de f por g.

Demostración. Supóngase que (W, {p1, p2}) es un jalador de (f : X −→ Z, g :
Y −→ Z) y que f es un monomorfismo en A. Sean h, k : P ′ −→ P A-morfismos
tales que p2 ◦h = p2 ◦ k := p′2, entonces f ◦ p1 ◦h = g ◦ p2 ◦h = g ◦ p2 ◦ k = f ◦ p1 ◦ k.

P ′

P X

Y Z

............................................................................................................................................................................... .........
...

............................................................................................................................................................................... .........
...

h
k

...................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................... ..........
..

p′1................................................................................................................................................................................................................................................................................... .......
.....

p′2

................................................................................................................. ............

p1........................................................................................................................
.....
.......
.....

p2

........................................................................................................................
.....
.......
.....

f

.................................................................................................... ............

g
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Como f es un monomorfismo se tiene que p1◦h = p1◦k := p′1. Puesto que pi◦h = pi◦k
para cada i en {1, 2} y por la propiedad universal del jalador se cumple que h = k.
Y por tanto p2 es un monomorfismo. 2

Una categoŕıa A tiene imagenes inversas siempre que para cada par de A-
morfismos (f : X −→ Z, g : Y −→ Z), donde f es un monomorfismo, se puede
extender para formar un jalador de (f, g).

Dual: co-igualador, empujador, co-producto, objeto inicial, co-intersección,
empujador múltiple, co-igualador múltiple, co-imágen inversa.

Las nociones de uniones e imagenes son también defindas (ver [6]), pero no son
nociones duales de intersección e imágen inversa respectivamente.

Proposición 1.48. Supóngase que D : K −→ A es un diagrama en una cate-
goŕıa A sobre una categoŕıa pequeña K y def́ınase una categoŕıa (D) como si-
gue: Ob (D) es la clase de todas las fuentes naturales (X, {αi}i∈Ob(K)) para D
y para (X, {αi}i∈Ob(K)), (Y, {βi}i∈Ob(K)) en Ob (D) el conjunto de (D)-morfismos
[(X, {αi}i∈Ob(K)), (Y, {βi}i∈Ob(K))](D) consiste de todos los A-morfismos f : X −→ Y
tales que αi = βi ◦ f para cada i ∈ Ob(K). Entonces (X, {αi}i∈Ob(K)) es un ĺımite
para D śı, y sólo si es un objeto terminal en (D).

Demostración. Necesidad, nótese que dom(D) = domA, cod(D) = codA y si
B = {(f, g) | codAf = domAg}, ◦A : B −→ Mor (A) definida por ◦(D)(f, g) = g ◦ f .
Supóngase que (X, {αi}i∈Ob(K)) es un ĺımite para D. Sean (Y, {βi}i∈Ob(K)) en Ob
((D)) y f , g en [(Y, {βi}i∈Ob(K)), (X, {αi}i∈Ob(K))](D). Tenemos que αi◦f = βi = αi◦g
para cada i en Ob (A)

X D(i)

Y

........................................................................................................................................................................................................ ............
αi

.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.............
............

βi
.........

.........
.........

.........
.........

.........
.........

.........
.........

.........
.........

.........
.........

.........
.........................

.........
.........

.........
.........

.........
.........

.........
.........

.........
.........

.........
.........

.........
.........

.........................

f
g

Como (X, {αi}i∈Ob(K)) es un ĺımite para D, f es único y f = g. Por tanto
(X, {αi}i∈Ob(K)) es un objeto terminal para (D).

Suficiencia, supóngase que (X, {αi}i∈Ob(K)) es un objeto terminal para (D). Pues-
to que (X, {αi}i∈Ob(K)) es un objeto en (D), es una fuente natural para D. Sean
(Y, {βi}i∈Ob(K)) una fuente natural para D, como (X, {αi}i∈Ob(K)) es un objeto termi-
nal en (D) se tiene que [(Y, {βi}i∈Ob(K)), (X, {αi}i∈Ob(K))](D) tiene un único morfismo
ϕ : Y −→ X tal que αi ◦ ϕ = βi para cada i en I. Por lo tanto (X, {αi}i∈Ob(K)) es
un ĺımite para D. 2

En la categoŕıa Ab, el producto es el producto directo y el co-producto es la suma
directa, mientras que en la cetegoŕıa de Grp el producto es el producto directo y el
co-producto es el producto libre. En ambas categoŕıas , el objeto inicial coincide con
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el objeto terminal (llamado objeto cero, en general). Conj y T op no tienen objeto
cero.

1.1.4. Categoŕıas completas

Definición 1.49. Sea K una categoŕıa pequeña. Una categoŕıa se llama K-completa
si para cualquier diagrama D : K −→ A en A sobre K, existe un ĺımite para D.
A se llama completa si para cualquier categoŕıa pequeña K, A es K-completa. A
se llama finitamente completa si para cualquier categoŕıa pequeña finita K (es
decir, K es un conjunto finito), A es K-completa.

Dual: K-co-completa, co-completa, finitamente co-completa

Si A es K-completa para un diagrama esqueleto K expresado por • •........................................................................................ ............
........................................................................................ ............

entonces se dice que A tiene igualadores (ver Proposición 1.46).

Teorema 1.50. Para una categoŕıa A, son equivalentes:

(1) A es completa.

(2) A tiene jaladores múltiples y objetos terminales.

(3) A tiene productos y jaladores.

(4) A tiene productos e imagenes inversas.

(5) A tiene productos e intersecciones finitas.

(6) A tiene productos e igualadores.

(7) A tiene productos e intersecciones.

Demostración.

(1) implica (2) Se sigue de la Proposición 1.46 Supóngase que A es una categoŕıa
completa. Sea K1 una categoŕıa pequeña con Ob (K1) = I ∪ {0}, donde I es
un conjunto y 0 /∈ I, Mor (K1) = {1i | i ∈ I} ∪ {10} ∪ {a : i −→ 0 | i ∈ I}
y sea K2 = ∅ la categoŕıa vaćıa. Entonces A es K1-completa para el diagrama
D : K1 −→ A y también es K2-completa para el diagrama D : K2 −→ A. Por
lo tanto A tiene jaladores múltiples y objetos terminales.

(2) implica (3) Se sigue del siguiente Lema:

Lema 1.51. Sean T un objeto terminal en A, I un conjunto no vaćıo y {Xi |
i ∈ I} una familia de A-objetos. (X, {pi : X −→ Xi | i ∈ I}, tX : X −→ T )
es un jalador múltiple de {ti : Xi −→ T | i ∈ I} śı, y sólo si (X, {pi | i ∈ I})
es producto de {Xi | i ∈ I}, donde ti : Xi −→ T , i ∈ I y tX : X −→ T son
morfismos únicos por la propiedad de objeto terminal.
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Demostración. Necesidad, supóngase que (X, {pi | i ∈ I} ∪ {tX}) es un
jalador múltiple de la familia {ti | i ∈ I} tal que tX = ti ◦ pi para cada i en I.

X Xi

T

............................................................................................................................. ............

pi........................................................................................................................
.....
.......
.....

tX

.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.....................
............

ti

.

Sea (Y, tY : Y −→ T ) un jalador múltiple de {ti | i ∈ I} y sean πi : X −→ Xi

A-morfismos tales que ti ◦ πi := tY , entonces existe un único A-morfismo
ϕ : Y −→ X tal que pi ◦ ϕ = πi y tX ◦ ϕ = tY . Por tanto (X, {pi | i ∈ I}) es
un producto de {Xi | i ∈ I}.

Y

X Xi

T

............................................................................................................ .........
...

ϕ

................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................... ...........
.

πi................................................................................................................................................................................................................................................................................... .......
.....

tY

............................................................................................................................. ............

pi........................................................................................................................
.....
.......
.....

tX

.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.....................
............

ti

.

Suficiencia, supóngase que (X, {pi | i ∈ I}) es un producto de la familia
{Xi | i ∈ I} y ti, tX son único y tX := ti ◦ pi. Sea (Y, {πi : Y −→ Xi | i ∈ I})
un producto de {Xi | i ∈ I}, donde tY := πi ◦ ti. Entonces existe un único
A-morfismo ϕ : Y −→ X tal que pi ◦ ϕ = πi. Veamos que tY = tX ◦ ϕ:
tX ◦ ϕ = (ti ◦ pi) ◦ ϕ = ti ◦ (pi ◦ ϕ) = ti ◦ πi = tY . Por tanto (X, {ti | i ∈ I}) es
un jalador múltiple de {ti | i ∈ I}. 2

(3) implica (4) Basta considerar que si (X, {α1, α2}) es un jalador de (f, g) y f es
un monomorfismo en A, entonces α2 es la imagen inversa de f por g.

(4) implica (5) Para una familia {fi : Xi −→ Y | i ∈ I} de A-monomorfismos con
I = {1, 2}, una intersección (W2, {{g2

i : W2 −→ Xi | i ∈ I} ∪ {g2
0 : W2 −→

Y }}) de (f1, f2) se obtiene por la formación de un jalador de (f1, f2), es decir,
por la imagen inversa de f1 por f2. Para un conjunto finito I, una intersección
de {fi : Xi −→ Y | i ∈ I} puede obtenerse por la formación inductiva de
imagenes inversas.
Demostración. Supóngase que A tiene productos e imagenes inversas. Sea
(W2, {{g2

1 : W2 −→ X1, g
2
2 : W2 −→ X2}) un jalador de (f1 : X1 −→ Y, f2 :
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X2 −→ Y ), entonces f1 ◦ g2
1 = f2 ◦ g2

2. Sea g2
0 := f1 ◦ g2

1 = f2 ◦ g2
2

W2 X1

X2 Y

................................................................................................................................................................................................ ........
....

g2
0

................................................................................................................. ............
g2

1

........................................................................................................................
.....
.......
.....

g2
2

........................................................................................................................
.....
.......
.....

f1

.................................................................................................... ............

f2

.

Sean hi : Z −→ Xi A-morfismos para i en {1, 2} tales que f1 ◦h1 = f2 ◦h2. Sea
h := f1 ◦ h1 = f2 ◦ h2. Entonces por la propiedad universal de jalador, existe
un único A-morfismo ϕ2 : Z −→ W2 tal que g2

i ◦ ϕ1 = hi para i ∈ {1, 2}.

Z

W2 X1

X2 Y

............................................................................................................ .........
...

ϕ2

................................................................................................................................................................................................ ........
....

g2
0

................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................. ...........
.

h1................................................................................................................................................................................................................................................................................... .......
.....

h2

................................................................................................................. ............

g2
1

........................................................................................................................
.....
.......
.....

g2
2

........................................................................................................................
.....
.......
.....

f1

.................................................................................................... ............

f2

.

Sea ψ = g2
0 ◦ ϕ2 : Z −→ Y , Veamos que ψ = h

ψ = g2
0 ◦ ϕ2 = (fi ◦ g2

i ) ◦ ϕ1 = fi ◦ (g2
i ◦ ϕ1) = fi ◦ hi = h.

Por lo tanto (W2, g
2
0) es una interseción de {f1, f2}.

Sea (Wn, {{kn−1 : Wn −→ Wn−1, g
n
n : Wn −→ Xn}) un jalador de (fn :

Xn −→ Y, gn−1
0 : Wn−1 −→ Y ), donde (Wn−1, g

n−1
0 ) es una intersección de

{f1, f2, ..., fn−1}. Entonces gn−1
0 ◦ kn−1 = fn ◦ gnn y def́ınase gn0 = gn−1

0 ◦ kn−1 =
fn ◦ gnn

Wn Wn−1

Xn Y

................................................................................................................................................................................................ ........
....

gn0

.................................................................................................... ............
kn−1

........................................................................................................................
.....
.......
.....

gnn

........................................................................................................................
.....
.......
.....

gn−1
0

............................................................................................................................. ............

fn
.

Por hipótesis (Wn−1, g
n−1
0 ) es una intersección de {f1, f2, ..., fn−1}, por lo que

para cada i en {1, 2, ..., n − 1} existen gn−1
i tal que fi ◦ gn−1

i = gn−1
0 y como
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fi ◦ hi = h existe un único ϕn−1 : Z −→ Wn−1 tal que gn−1
0 ◦ ϕn−1 = h.

Z

Wn−1 Y

Xi

................................................................................................. ..........
..ϕn−1

.................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................... ...........
.

h....................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................... .......
.....

hn−1

................................................................................................................................................................... ............

gn−1
0

.......................................................................................................................................................................................
.....
.......
.....

gn−1
i
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.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
....................
............

fi
.

Para cada i en {1, 2, ..., n} sea hi : Z −→ Xi un A-morfismo tal que h = fi◦hi.
Entonces por la propiedad universal de jalador, existe un único A-morfismo
ϕn : Z −→ Wn tal que kn−1 ◦ ϕn = ϕn−1 y gnn ◦ ϕn = hn.

Z

Wn Wn−1

Xn Y

................................................................................................. ..........
..ϕn

................................................................................................................................................................................................ ........
....

gn0

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................. ...........
.

ϕn−1................................................................................................................................................................................................................................................................................... .......
.....

hn

.................................................................................................... ............
kn−1

........................................................................................................................
.....
.......
.....

gnn

........................................................................................................................
.....
.......
.....

gn−1
0

............................................................................................................................. ............

fn
.

Veamos que (Wn, g
n
0 ) es una intersección de {f1, f2, ..., fn}. Def́ınanse gni =

gn−1
i ◦kn−1, para cada i en {1, 2, 3, ..., n−1}, entonces fi◦gni = fi◦(gn−1

i ◦kn−1) =
(fi ◦ gn−1

i ) ◦ kn−1 = gn−1
0 ◦ kn−1 = gn0 . Y como fn ◦ gnn = gn0 , tenemos que

fi ◦ gni = gn0 para cada i en {1, 2, ..., n}.

Resta demostrar que gn0 ◦ ϕn = h; en efecto gn0 ◦ ϕn = (gn−1
0 ◦ kn−1) ◦ ϕn =

gn−1
0 ◦ (kn−1 ◦ϕn) = gn−1

0 ◦ϕn−1 = h. Por lo tanto (Wn, g
n
0 ) es una intersección

de {f1, f2, ..., fn}. 2

(5) implica (6) Se sigue del siguiente Lema:

Lema 1.52. Supóngase que A tiene productos finitos, sea (
∏

i∈{1,2}Xi, {πX1 , πX2})
un A-producto de {Xi | i ∈ {1, 2}}. Para una pareja (f, g) de morfismos
f, g : X1 −→ X2 existe una pareja (f ′, g′) de morfismos f ′, g′ : X1 −→

∏
Xi

tal que πX1 ◦ f ′ = 1X1, πX2 ◦ f ′ = f , πX1 ◦ g′ = 1X1, πX2 ◦ g′ = g. Si
(Z, {h, k : Z −→ X1, l : Z −→

∏
Xi}) es una intersección de {f ′, g′}, en-

tonces h = k y (Z, h) es un igualador de f y g. Si (Z, h) es un igualador de f
y g, entoces (Z, {h, h, f ′ ◦ h}) es una intersección de {f ′, g′}.

33



Demostración. Sean f, g : X1 −→ X2 y 1X1 : X1 −→ X1 A-morfismos tales
que el siguiente diagrama conmuta

X1

X2

∏
Xi

X1

............
............
............
............
............
............
............
............
............
............
............
............
............
............
....................
............

............
............
............
............
............
............
............
............
............
............
............
............
............
............
....................
............

g

f

............................................................................................................................................................................................ .........
...

1X1

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

..................

............

πX2

...................................................................................
.....
.......
.....

πX1

.

Aplicando la propiedad universal del producto a las fuentes (X1, {f, 1X1}) y
(X1, {g, 1X1}), existen únicos A-morfismos f ′, g′ : X1 −→

∏
Xi tales que los

diagramas

X1

X2

∏
Xi

X1

............
............
............
............
............
............
............
............
............
............
............
............
............
............
....................
............

f

................................................................................. ............

f ′............................................................................................................................................................................................ .........
...

1X1

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

..................

............

πX2

...................................................................................
.....
.......
.....

πX1

X1

x2

∏
Xi

X1

............
............
............
............
............
............
............
............
............
............
............
............
............
............
....................
............

g

................................................................................. ............

g′............................................................................................................................................................................................ .........
...

1X1

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

..................

............

πX2

...................................................................................
.....
.......
.....

πX1

conmutan.

Supóngase que (Z, {h, k : Z −→ X1} ∪ {l : Z −→
∏
Xi}) es una intersección

de {f ′, g′}. Veamos que h = k. Nótese que : f ′ ◦ h = g′ ◦ k ⇒ πX1 ◦ f ′ ◦ h =
πX1 ◦ g′ ◦ k ⇒ 1X1 ◦ h = 1X1 ◦ k =⇒ h = k.

Como (Z, l) es una intersección de {f ′, g′} (ver Definición 1.44), se tiene que :
f ′ ◦h = g′ ◦k ⇒ πX2 ◦f ′ ◦h = πX2 ◦g′ ◦k ⇒ f ◦h = g◦k. Sea h′ : Z ′ −→ X1 tal
que f ◦h′ = g◦h′, puesto que f = πX2 ◦f ′ y g = πX2 ◦g′, entonces πX2 ◦f ′◦h′ =
πX2 ◦ g′ ◦ h′. Por otro lado 1X1 ◦ h′ = 1X1 ◦ h′ ⇒ πX1 ◦ f ′ ◦ h′ = πX1 ◦ g′ ◦ h′,
por la propiedad universal del producto f ′ ◦ h′ = g′ ◦ h′. Puesto que (Z, l) es
una intersección de {f ′, g′} existe un único A-morfismo ϕ : Z ′ −→ Z tal que
l ◦ ϕ = f ′ ◦ h′. Como l = f ′ ◦ h, entonces f ′ ◦ h ◦ ϕ = f ′ ◦ h′ y como f es
cancelable por la izquierda h ◦ ϕ = h′. Por lo tanto (Z, h) es un igualador de
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f y g.

Z ′

Z
∏
Xi

X1
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Supóngase que (Z, h) es un igualador de f y g (ver Definición 1.24), se tiene
que f ◦h = g ◦h⇒ πX2 ◦ f ′ ◦h = πX2 ◦ g′ ◦h y puesto que 1X1 ◦h = 1X1 ◦h⇒
πX1 ◦ f ′ ◦ h = πX1 ◦ g′ ◦ h, por la propiedad universal del producto se tiene
que f ′ ◦ h = g′ ◦ h. Sea h′ : Z ′ −→ X1 un A-morfismo tal que f ′ ◦ h′ = g′ ◦ h′;
f ′ ◦ h′ = g′ ◦ h′ ⇒ πX2 ◦ f ′ ◦ h′ = πX2 ◦ g′ ◦ h′ ⇒ f ◦ h′ = g ◦ h′. Y puesto que
(Z, h) es un igualador de f y g existe un único A-morfismo ϕ : Z ′ −→ Z tal
que h ◦ ϕ = h′, por lo que f ′ ◦ h ◦ ϕ = f ′ ◦ h′. Resta demostrar que f ′ y g′ son
monomorfismos, f ′ ◦ h = f ′ ◦ h′ ⇒ πX1 ◦ f ′ ◦ h = πX1 ◦ f ′ ◦ h′ ⇒ 1X1 ◦ h =
1X1 ◦ h′ ⇒ h = h′, similarmente g′ ◦ h = g′ ◦ h′. Por lo tanto (Z, f ′ ◦ h) es una
intersección de {f ′, g′}. 2

(6) implica (1) Primero demostraremos el siguiente Lema:

Lema 1.53. Si A tiene productos e igualadores, entonces tiene intersecciones
de monomorfismos regulares.

Demostración. Sea I un conjunto y para cada i en I sea hi : Zi −→ X un
igualador de fi, gi : X −→ Yi. Para un A-producto (Y, {πi : Y −→ Yi}) de la
familia {Yi | i ∈ I}, existen A-morfismos f, g : X −→ Y tales que πi ◦ f = fi
y πi ◦ g = gi para cada i en I.
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Sea (W,h : W −→ X) un igualador de f y g, f ◦ h = g ◦ h ⇒ πi ◦ f ◦ h =
πi ◦ g ◦h⇒ fi ◦h = gi ◦h. Como (Zi, hi) es un igualador de fi y gi para cada i
en I, existe un único A-morfismo ϕi : W −→ Zi talque hi ◦ ϕi = h para cada
i en I.
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Supóngase que ki : Z −→ Zi y k : Z −→ X son A-morfismos tales que
hi◦ki = k. Entonces para cada i en I, πi◦g◦k = gi◦hi◦ki = fi◦hi◦ki = πi◦f◦k
y por la propiedad universal del producto g ◦ k = f ◦ k. Puesto que (W,h)
es un igualador de f y g existe un único A-morfismo ϕ : Z −→ W tal que
h ◦ ϕ = k. Hemos demostradoque (W, {ϕi | i ∈ I} ∪ {h}) es una intersección
de {(Zi, hi) | i ∈ I}. 2
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.

Ahora si demostraremos (6) implica (1). Sea K una categoŕıa pequeña arbi-
traria y D : K −→ A un diagrama en A sobre K. Construiremos un ĺımi-
te para D. Sea (X, {πi : X −→ D(i) | i ∈ Ob (K)}) un A-producto de
la familia {D(i) | i ∈ Ob (K)}: Para cada K-morfismo a : i −→ j, sea
(Za, ha : Za −→ X) un igualador de D(a) ◦ πi y πj. Entonces existe una
intersección (Z, {ϕa | a ∈ Mor (K)} ∪ {h}) de {ha | a ∈ Mor (K)}. Veamos
que (Z, {πi ◦ h : Z −→ D(i) | i ∈ Ob (K)}) es un ĺımite para D. Nótese que
D(a) ◦ πi ◦ h = D(a) ◦ πi ◦ (ha ◦ ϕa) = (D(a) ◦ πi ◦ ha) ◦ ϕa = (πj ◦ ha) ◦ ϕa =
πj ◦ (ha ◦ ϕa) = πj ◦ h. Luego (Z, {πi ◦ h}) es una fuente natural para D.
Ahora sea (W, {αi | i ∈ Ob(K)}) una fuente natural para D. Por la propie-
dad universal del producto existe un único A-morfismo ψ : W −→ X tal que
αi = πi ◦ ψ.
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Sea ψa : W −→ Za un A-morfismo tal que ψ = ha ◦ ψa para cada a en Mor
(A); por la propiedad universal de la intersección existe un único ϕ : W −→ Z
tal que h ◦ ϕ = ψ. De donde αi = πi ◦ ψ = (πi ◦ h) ◦ ϕ.
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Aśı (Z, {πi◦h}) es un ĺımite para D y por lo tantoA es una categoŕıa completa.

(1) implica (7) Se sigue del hecho de que en A los productos e intersecciones son
ĺımites para un tipo de diagramas convenientes.

(7) implica (5) Es obvia.

2

Teorema 1.54. Para una categoŕıa A, son equivalentes:

(1) A es finitamente completa.

(2) A tiene jaladores y objetos terminales.

(3) A tiene productos finitos y jaladores.

(4) A tiene productos finitos e imagenes inversas.

(5) A tiene productos finitos e intersecciones finitas.

(6) A tiene productos e igualadores.

Demostración. La demostración es similar a la del Teorema 1.50, basta consi-
derar una categoŕıa pequeña K finita. 2

Ejemplo 1.55. Las categoŕıas Conj y Grp son completas y co-completas. La sub-
categoŕıa plena de Conj que consiste de todos los conjuntos finitos es finitamente
completa y finitamente co-completa, pero no es completa, ni co-completa.

1.2. Conceptos topológicos

Definición 1.56. Dadas una familia E = {(Xα, τα) | α ∈ A} de espacios topológicos
y un sumidero S = {fα : Xα −→ Y | α ∈ A}, la topoloǵıa final o topoloǵıa
fuerte de Y respecto a la pareja (E ,S) es la que tiene por subbase a la familia
H(E,S) = {A ⊂ Y | f−1

α (A) ∈ τα para cada α ∈ A}.

Ejemplo 1.57. (1) Sean (X, τX) y (Y, τY ) espacios topológicos. Entonces (Y, τY )
se llamará un espacio cociente de (X, τX) si existe una función cociente f :
(X, τX) −→ (Y, τY ), es decir, una función sobreyectiva f : X −→ Y tal que
τY es la topoloǵıa final en Y con respecto a f . En este caso τY = {A ⊂ Y |
f−1(A) ∈ τX} se llamará la topoloǵıa cociente con respecto a f .

(2) Sea (X, τX) y sea ∼ una relación de equivalencia en X, entonces la topoloǵıa
cociente en X/ ∼, con respecto a la proyección natural q : X ↪→ X/ ∼ se
denotará por τ∼; obviamente τ∼ = {A ⊂ X/ ∼| q−1(A) ∈ τX}, (X/ ∼, τ∼) se
llamará el espacio cociente de (X, τX) determinado por ∼.
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(3) Sea {(Xi, τXi) | i ∈ I} una familia de espacios topológicos indexados por un
conjunto I. Entonces la topoloǵıa final τ en

∐
i∈I Xi =

⋃
i∈I(Xi × {i}) con

respecto a la familia {ji : Xi −→
∐

i∈I Xi | i ∈ I} de inclusiones, definida por
ji(xi) = (xi, i) para cada xi en Xi, se llamará la suma topológica, (

∐
i∈I Xi, τ)

se llamará el espacio suma de {(Xi, τXi) | i ∈ I}.

Proposición 1.58. Si S = {fα : (Xα, τα) −→ (X, τ) | α ∈ A} es un T op-sumidero,
son equivalentes

(1) S es un T op-sumidero final.

(2) Siempre que (Z, τZ) es un espacio topológico y g : X −→ Z es una función
tal que {g ◦ fα : (Xα, τα) −→ (Z, τZ) | α ∈ A} es un T op-sumidero, entonces
g : (X, τ) −→ (Z, τZ) es continua.

(3) Si σ es una topoloǵıa de X tal que {fα : (Xα, τα) −→ (X, σ) | α ∈ A} es un
T op-sumidero, entonces σ ⊂ τ .

Demostración. (1) implica (2). Supóngase que (Z, τZ) es un espacio topológico
y g : X −→ Z es una función tal que para toda, α en A g ◦ fα : (Xα, τα) −→ (Z, τZ)
es continua. Como S es final, τ tiene como subbase a la familia F(E,F) = {A ⊂
X | ∀α ∈ A, f−1

α (A) ∈ τα}, aśı que para demostrar que g es continua, basta darse
cuenta que si A es un conjunto abierto en Z, entonces f−1

α (g−1(A)) = (g ◦ fα)−1 es
un conjunto abierto en X porque g ◦ fα es continua para cada α en A.

(2) implica (3). Sea σ una topoloǵıa de X tal que S ′ = {fα : (Xα, τα) −→ (X, σ) |
α ∈ A} es un T op-sumidero. Sea 1X : (X, τ) −→ (X, σ) la función identidad, en-
tonces para cada α en A la composición 1X ◦ fα : (Xα, τα) −→ (X, τ) es continua y
por (2) 1X es continua y por tanto σ ⊂ τ .

(3) implica (1). Sea σ la topoloǵıa final de X respecto a la pareja (G,S ′), donde
G = {(Xα, τα) | α ∈ A} y S ′ es el sumidero {fα : Xα −→ X | α ∈ A}. Entonces
el sumidero H = {fα : (Xα, τα) −→ (X, σ) | α ∈ A} es un T op-sumidero. Puesto
que S es un T op-sumidero la composición 1X ◦ fα : (Xα, τα) −→ (X, τ) es continua,
donde 1X : (X, σ) −→ (X, τ); por las implicaciones (1) ⇒ (2) ⇒ (3), se tiene que
τ ⊂ σ. Y como H es un T op-sumidero y estamos suponiendo (3), σ ⊂ τ . Aśı τ = σ
y con ello S = H es T op-sumidero inicial. 2

Definición 1.59. Dadas una familia E = {(Yα, τα) | α ∈ A} de espacios topológicos
y una fuente F = {fα : X −→ Yα | α ∈ A}, la topoloǵıa inicial o topoloǵıa
débil de X respecto a la pareja (E ,F) es la que tiene por subbase a la familia
H(E,F) = {f−1

α (A) | α ∈ A y A ∈ τα}.

Ejemplo 1.60. (1) Sean (X, τX) y (Y, τY ) espacios topológicos. Entonces (Y, τY )
se llamará un subespacio de (X, τX) si existe un encaje f : (Y, τY ) −→ (X, τX),
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es decir, una función inyectiva f : Y −→ X tal que τY es la topoloǵıa inicial
en Y con respecto a f . En este caso τY = {f−1(A) | A ∈ τX} se llamará la
topoloǵıa del subespacio con respecto a f .

(2) Sea (X, τX) y sea U ⊂ X, la topoloǵıa del subespacio en U , con respecto a
la inclusión i : A ↪→ X se denotará por τU y se llamará la topoloǵıa relativa;
obviamente τU = {A∩U | U ∈ τX}, (U, τU) se llamará el subespacio de (X, τX)
determinado por U .

(3) Sea {(Xi, τXi) | i ∈ I} una familia de espacios topológicos indexados por un
conjunto I. Entonces la topoloǵıa inicial τ en

∏
i∈I Xi con respecto a la familia

{πi :
∏

i∈I Xi −→ Xi | i ∈ I} de proyecciones, se llamará la topoloǵıa producto,
(
∏

i∈I Xi, τ) se llamará el espacio producto de {(Xi, τXi) | i ∈ I}.

Proposición 1.61. Si F = {fα : (X, τ) −→ (Xα, τα) | α ∈ A} es una T op-fuente,
son equivalentes

(1) F es una T op-fuente inicial.

(2) Siempre que (Z, τZ) es un espacio topológico y g : Z −→ X es una función
tal que {fα ◦ g : (Z, τZ) −→ (Xα, τα) | α ∈ A} es una T op-fuente, entonces
g : (Z, τZ) −→ (X, τ) es continua.

(3) Si σ es una topoloǵıa de X tal que {fα : (X, σ) −→ (Xα, τα) | α ∈ A} es una
T op-fuente, entonces τ ⊂ σ.

Demostración. Dual de la Proposición 1.58 2

Proposición 1.62. En cualquier subcategoŕıa plena de T op,

(1) Un morfismo f : X −→ Y es un isomorfismo śı, y sólo si f es homeomorfismo.

(2) Un morfismo f : X −→ Y es un monomorfismo śı, y sólo si f es inyectivo.

Demostración. Sea A una subcategoŕıa plena de T op.

(1) Necesidad. Supóngase que f : X −→ Y es un A-isomorfismo, existe un A-
morfismo g : Y −→ X tal que g ◦ f = 1X y f ◦ g = 1Y . Nótese que f y g son
continuas y g = f−1, por lo tanto f es un homeomorfismo.

Suficiencia. Supóngase que f : X −→ Y es un homeomorfismo en A, existe
f−1 en [X, Y ]T op, como A es plena f−1 pertenece a [X, Y ]A. Por lo tanto f es
un A-isomorfismo.
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(2) Necesidad. Supóngase que f : X −→ Y es tal que f(x) = f(x′) y x 6= x′.
Sea Z un A-objeto y def́ınanse g : Z −→ X por g(z) = x para toda z en
Z y h : Z −→ X por h(z) = x′ para cada z en Z. Nótese que g y h son
T op-morfismos. Veamos que f ◦ g = f ◦ h; en efecto sea z en Z, entonces
(f ◦ g)(z) = f(g(z)) = f(x) = f(x′) = f(h(x′)) = (f ◦ h)(z). Aśı f ◦ g = f ◦ h
y g 6= h. Por lo tanto f no es monomorfismo.

Suficiencia. Supóngase f : X −→ Y es inyectiva. Puesto que T op es concreta
y A es una subcategoŕıa de T op, entonces A es concreta, por la Proposición
1.17 f es un monomorfismo.

2

Ejemplo 1.63. La categoŕıa T op no es balanceada 1X : ({0, 1}, τdis) −→ ({0, 1}, τind),
es biyectiva y continua, pero su inversa no es continua, es decir, no es un isomor-
fismo.

Proposición 1.64. Sean u, v : X −→ Y dos funciones continuas cualesquiera y
A = {x ∈ X | u(x) = v(x)}. Si Y es T2, entonces A es un conjunto cerrado en X.

Demostración. Sea x en X\A, entonces u(x) 6= v(x) y como Y es T2, existen A1

y A2 conjuntos abiertos en Y ajenos, tales que u(x) pertenece a A1 y v(x) pertenece
a A2. Puesto que u y v son continuas u−1(A1) y v−1(A2) son conjuntos abiertos en
X y por consiguiente u−1(A1) ∩ v−1(A2) es un conjunto abierto en X. Nótese que
u(u−1(A1) ∩ v−1(A2)) esta contenido en A1 y v(u−1(A1) ∩ v−1(A2)) esta contenido
en A2, se tiene que u−1(A1) ∩ v−1(A2) esta contenido en X \ A; lo que implica que
X \ A es un conjunto abierto en X. Por lo tanto A es un conjunto cerrado en X.
2

Corolario 1.65. Sean u, v : X −→ Y dos funciones continuas tales que u|D = v|D,
donde D es un conjunto denso en X. Si Y es T2, entonces u = v.

Demostración. Puesto que u|D = v|D, entonces D está contenido en A = {x ∈
X | u(x) = v(x)} que es un conjunto cerrado. Luego, X = D ⊂ A = A; aśı X = A.
Por lo tanto u = v. 2

Lema 1.66. Si f : X −→ Y es un T op-epimorfismo, S es un subespacio de Y y
f(X) está contenido en S, entonces S = Y .

Demostración. Supóngase que f : X −→ Y es un T op-morfismo y S es un
subespacio propio de Y que contiene a f(X), existe un punto y0 que no pertenece
a S. Demostraremos que f no es un epimorfismo construyendo un espacio Z ′ y dos
funciones u y v tales que son u ◦ f = v ◦ f , pero u 6= v. Para construir el espacio Z ′,
sean {P,Q} un espacio discreto, Z el espacio producto de Y × {P,Q}, j : Y −→ Z

40



definida por j(y) = (y, P ) y k : Y −→ Z definida por k(y) = (y,Q) funciones
continuas. Def́ınase una relación de equivalencia ∼ en Z de la siguiente manera:

(y, P ) ∼ (y′, P )⇔ y = y′ ∈ Y \ S,

(y,Q) ∼ (y′, Q)⇔ y = y′ ∈ Y \ S,

(y, P ) ∼ (y′, Q)⇔ y = y′ ∈ S.

Tenemos el siguiente espacio cociente:
Z ′ = {{(y, P )} | y ∈ Y \ S} ∪ {{(y,Q)} | y ∈ Y \ S} ∪ {{(y, P ), (y,Q)} | y ∈ S} y
q : Z −→ Z ′ la función cociente.

Def́ınanse morfismos u = q ◦ j : Y −→ Z ′ y v = q ◦ k : Y −→ Z ′ por u(y) =
{(y, P )} y v(y) = {(y,Q)} respectivamente. Tenemos que u◦f = v◦f ; en efecto, sea
x0 en X, entonces (u ◦ f)(x0) = u(f(x0)) = {(f(x), P )} y (v ◦ f)(x0) = v(f(x0)) =
{(f(x), Q)}. Como f(x0) pertenece a S, tenemos que u◦f = v◦f . Nótese que u(y0) =
{(y0, P )} 6= {(y0, Q)} = v(y0), aśı u 6= v. Por lo tanto f no es un epimorfismo. 2

Nótese que si A es un subconjunto de Y , entonces (q−1(q(j(A))) = j(A)∪k(A∩S)
y (q−1(q(k(A))) = k(A) ∪ j(A ∩ S).

Sea (m,P ) en j(A) con m en A, entonces

q(m,P ) =


{(m,P )} si m ∈ A \ S

{(m,P ), (m,Q)} si m ∈ A ∩ S

Por lo que

q(j(m)) =


{(m,P )} si m ∈ A \ S

{(m,P ), (m,Q)} si m ∈ A ∩ S

En ambos casos (m,P ) pertenece a q−1(q(j(A))). Por tanto j(A) está contenido
en q−1(q(j(A))).

Sea (m,P ) en k(A ∩ S) con m en A ∩ S, entonces q(m,Q) = {(m,P ), (m,Q)},
aśı q(j(m)) = {(m,P ), (m,Q)}, en consecuencia (m,Q) pertenece a q−1(q(j(A))).
Hemos demostrado que j(A) ∪ k(A ∩ S) está contenido en q−1(q(j(A))).

Ahora sea (m,T ) en q−1(q(j(A))), entonces q(m,T ) = q(j(A)), existe m′ en A
tal que q(m,T ) = q(m′, P ), lo que implica que (m,T ) ∼ (m′, P ). Tenemos dos casos.
(i) Si T = P , entonces m = m′ y m pertenece a A. Por lo tanto (m,T ) = (m′, P ) =
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j(m′) pertenece a q(j(A)) ∪ k(A ∩ S).
(ii) Si T 6= P , entonces (m,T ) = (m,Q) ∼ (m′, P ) con m en A, en consecuencia
m = m′ pertenece a A ∩ S, por lo que (m,T ) pertenece a k(A ∩ S). Hemos demos-
trado que q−1(q(j(A))) está contenido en j(A) ∪ k(A ∩ S).

Por lo tanto j(A) ∪ k(A ∩ S) = q−1(q(j(A))).

Similarmente se demuestra que (q−1(q(k(A))) = k(A) ∪ j(A ∩ S).

Diremos que una función continua f : X −→ Y es densa siempre que ClY (f(X)) =
Y . Un encaje cerrado f : X −→ Y es encaje que satisface f(X) = ClY (f(X)).

Proposición 1.67. (1) En T op0, un morfismo f : X −→ Y es un epimorfismo
śı, y sólo si para cualquier y en Y , toda vecindad de y intersecta a f(X) ∩
ClY ({y}).

(2) En T op y T op1 un morfismo f : X −→ Y es un epimorfismo śı, y sólo si f
es sobreyectivo.

(3) En T op2 y T op3 un morfismo f : X −→ Y es un epimorfismo śı, y sólo si f
es denso.

Demostración. En (2) se demostrará la Necesidad, la suficiencia se sigue de la
Proposición 1.18

(1) Necesidad. Sea f : X −→ Y morfismo en Top0 y sea b(f(X)) = {y ∈ Y |
toda vecindad de y intersecta a f(X) ∩ ClY ({y}). Entonces f(X) ⊂ b(f(X)),
supóngase que b(f(X)) es un subespacio propio de Y , existe un punto y0 en
Y que no pertenece a b(f(X)). Se demostrará que f no es un epimorfismo
construyendo un espacio Z ′ y dos funciones u y v tales que son u ◦ f = v ◦ f ,
pero u 6= v. Para construir el espacio Z, sean {P,Q} un espacio discreto y Z
el espacio producto de Y × {P,Q}, j : Y −→ Z definida por j(y) = (y, P )
y k : Y −→ Z definida por k(y) = (y,Q) funciones continuas. Def́ınase una
relación de equivalencia en Z de la siguiente manera:

(y, P ) ∼ (y′, P )⇔ y = y′ ∈ Y \ b(f(X)),

(y,Q) ∼ (y′, Q)⇔ y = y′ ∈ Y \ b(f(X)),

(y, P ) ∼ (y′, Q)⇔ y = y′ ∈ b(f(X)).

Tenemos el siguiente espacio cociente:
Z ′ = {{(y, P )} | y ∈ Y }∪{{(y,Q)} | y ∈ Y }∪{{(y, P ), (y,Q)} | y ∈ b(f(X))}
y q : Z −→ Z ′ la función cociente.
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Def́ınanse morfismos u = q ◦ j : Y −→ Z ′ por u(y) = {(y, P )} y v = q ◦ k :
Y −→ Z ′ por v(y) = {(y,Q)}. Se tiene que u ◦ f = v ◦ f ; en efecto, sea x0 en
X, entonces (u ◦ f)(x0) = u(f(x0)) = {(f(x), P )} y (v ◦ f)(x0) = v(f(x0)) =
{(f(x), Q)}. Como f(x0) ∈ b(f(X)), tenemos que u◦f = v◦f . Por otro lado co-
mo y0 pertence a Y \ b(f(X)), entonces u(y0) = {(y0, P )} 6= {(y0, Q)} = v(y0),
aśı u 6= v. Por lo tanto f no es un epimorfismo.

Para completar la demostración resta demostrar que el espacio cociente Z ′ es
un T op0-objeto. Considérense dos puntos distintos de Z ′. Existen seis casos
en los que encontraremos un conjunto abierto que contiene a alguno de dichos
puntos.

I. {(y, P )} 6= {(y′, P )}, con y, y′ ∈ Y \ b(f(X)).

II. {(y,Q)} 6= {(y′, Q)}, con y, y′ ∈ Y \ b(f(X)).

III. {(y, P ), (y,Q)} 6= {(y′, P )(y′, Q)}, con y, y′ ∈ b(f(X)).

IV. {(y, P )} 6= {(y′, P ), (y′, Q)}, con y ∈ Y \ b(f(X)) y y′ ∈ b(f(X)).

V. {(y,Q)} 6= {(y′, P ), (y′, Q)}, con y ∈ Y \ b(f(X)) y y′ ∈ b(f(X)).

VI. {(y, P )} 6= {(y,Q)}, con y ∈ Y \ b(f(X)).

I. Sea {(y, P )} 6= {(y′, P )}, con y, y′ ∈ Y \ b(f(X)). Puesto que Y es
un T op0-objeto, y y y′ son puntos distintos de Y , podemos suponer sin
pérdida de generalidad que existe un conjunto abierto, A, de Y tal que y
pertenece a A y y′ no pertence a A. Sea U = u(A) ∪ v(A), nótese que

q−1(U) = q−1(u(A) ∪ v(A))

= q−1(q(j(A)) ∪ q(k(A)))

= q−1(q(j(A))) ∪ q−1(q(k(A)))

= j(A) ∪ k(A ∩ b(f(X))) ∪ k(A) ∪ j(A ∩ b(f(X)))

= j(A) ∪ k(A)

= (A× {P}) ∪ (A× {Q})

es un conjunto abierto en Z y por tanto U es un conjunto abierto en Z ′.
Es claro que {(y, P )} pertenece a U , sin embargo {(y′, P )} no pertenece
a U . En efecto, si {(y′, P )} pertenece a U , entonces {(y′, P )} pertenece
a u(A) = q(j(A)) o {(y′, P )} pertenece a v(A) = q(k(A)). Si {(y′, P )}
pertenece a q(j(A)), existe y′′ en A tal que {(y′, P )} = {(y′′, P )}, lo que
contradice el hecho de que y′ no pertenece a A. Si {(y′, P )} pertenece
a q(k(A)), existe y′′ en A tal que {(y′, P )} = {(y′′, Q)}, lo que es una
contadicción pues y′ no pertenece a b(f(X)).

II. La demostración es similar a I.
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III. La demostración es similar a I.

IV. Sea {(y, P )} 6= {(y′, P ), (y′, Q)}, con y ∈ Y \ b(f(X)) y y′ ∈ b(f(X)).
Puesto que y no pertenece a b(f(X)), existe un conjunto abierto, A, tal
que y pertenece a A, y′ no pertenece a A y A∩b(f(X)) 6= ∅. Sea U = u(A),
es claro que {(y, P )} pertenece a U y {(y′, P ), (y′, Q)} no pertenece a U .
Nótese que q−1(U) = A× {P} es un abierto en Z y por lo tanto U es un
conjunto abierto en Z ′.

V. La demostración es similar a IV.

VI. Sea {(y, P )} 6= {(y,Q)}, con y ∈ Y \ b(f(X)). Como y no pertene-
ce a b(f(X)), existe un conjunto abierto, A, de Y tal que A ∩ (f(X) ∩
ClY ({y})) = ∅. Sea U = q(j(A))∪q(k(Y \ClY ({y})))∪q(j(Y \ClY ({y}))).
Si y pertenece a A, entonces q(j(y)) pertenece a U . Pero q(k(y)) no
pertenece a U ya que: q(k(y)) en q(j(A)) implica que existe y′ en A
tal que q(k(y)) = q(j(y′)), entonces y = y′ lo cual es una contradic-
ción, pues y no pertenece a b(f(X)). Por otro lado si q(k(y)) perte-
nece a q(k(Y \ ClY ({y}))), entonces existe y′ en Y \ ClY ({y}) tal que
q(k(y)) = q(k(y′)), entonces y = y′ está en Y \ CY l({y}) lo cual es una
contradicción. Por últimos si si q(k(y)) ∈ q(k(Y \ Cl({y}))), entonces
existe y′ en Y \ ClY ({y}) tal que q(k(y)) = q(k(y′)), entonces y = y′

pertenece a Y \ ClY ({y}) lo cual es una contradicción.
Para ver que U es abierto, se demostrará el siguiente Lema.

Lema 1.68. A ∩ b(f(X)) ⊆ Y \ ClY ({y}).

Demostración. Sea y′ en A∩ b(f(X)), entonces y′ ∈ b(f(X)) y A ∈ Vy′ ,
luego A∩(f(X)∩ClY ({y′})) 6= ∅, por lo que existe f(x) en A∩ClY ({y′}).

Como f(x) está en f(X) ∩ A y A ∩ (f(X) ∩ ClY ({y})) = ∅, tenemos
que f(x) no pertenece a ClY ({y}), aśı que existe U en Vf(x) tal que
U ⊆ Y \ ClY ({y}). Pero f(x) pertenece a ClY ({y′}), lo que implica U ∩
ClY ({y′}) 6= ∅, es decir, y′ está en U , luego y′ pertenece a Y \ ClY ({y}).
Por lo tanto A ∩ b(f(X)) ⊆ Y \ ClY ({y}). 2

Ahora veamos que q−1(U) es abierto en Z. Notemos que
q−1(U) = q−1(q(j(A)) ∪ q(k(Y \ ClY ({y}))) ∪ q(j(Y \ ClY ({y})))).
Pero q−1(q(j(A))) = j(A) ∪ k(A ∩ b(f(X))).
q−1(q(j(Y \ClY ({y})))) = j(Y \ClY ({y}))∪ k(Y \ClY ({y})∩ b(f(X))).
q−1(q(k(Y \ClY ({y})))) = k(Y \ClY ({y}))∪ j(Y \ClY ({y})∩ b(f(X))).

Por lo tanto

q−1(U) = [j(A)∪ k(A∩ b(f(X)))]∪ [j(Y \ClY ({y}))∪ k(Y \ClY ({y})∩
b(f(X)))] ∪ [k(Y \ ClY ({y})) ∪ j(Y \ ClY ({y}) ∩ b(f(X)))].
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Aśı

q−1(U) ∩ j(A) = j(A) ∪ j(Y \ ClY ({y})) ∪ j(Y \ ClY ({y}) ∩ b(f(X)))

= j(A) ∪ j(A ∪ (Y \ ClY ({y}))
= j(Y \ ClY {y})).

El cual es abierto en Z pues A ∪ Y \ ClY ({y}) es abierto en Y y j es
homeomorfismo.

También

q−1(U) ∩ k(A) = k(A ∩ b(f(X)) ∪ k(Y \ ClY ({y}) ∩ b(f(X)) ∪ k(Y \ ClY ({y}))
= k(A ∩ b(f(X)) ∪ k(Y \ ClY ({y}))
= k((A ∩ b(f(X))) ∪ (Y \ ClY ({y})))
= k(Y \ ClY ({y})).

Por consiguiente, como Y \ ClY ({y}) es abierto en Y y k es homeomor-
fismo, q−1(U) ∩ k(Y ) es abierto en Z. Por lo tanto q−1(U) es abierto en
Z y U es abierto en Z ′.

Por lo tanto Z ′ es un Top0-objeto.

Suficiencia. Supóngase que b(f(X)) = Y y sean u, v : Y −→ W Top0-
morfismos con u ◦ f = v ◦ g. Afirmamos que u = v; si y es un punto en
Y tal que u(y) 6= v(y), existe un conjunto abierto A en W tal que u(y) per-
tenece a A y v(y) no pertenece a A. Entonces u−1(A) es una vecindad de
y y existe y′ en u−1(A) ∩ f(X) ∩ ClY ({y}). Aśı u(y′) = v(y′) pertenece a
v(ClY ({y})) ⊂ ClW ({v(y)}). Por otro lado, u(y′) pertenece a A y v(y) no
pertenece a A esto es una contradicción. Por lo tanto, u = v y f es un epimor-
fismo.

(2) Necesidad. Supóngase que f : X −→ Y es un T op-morfismo que no es sobre-
yectivo, existe y0 en Y tal que y0 no pertenece a f(X). Sea Z = {0, 1} con la
topoloǵıa discreta y def́ınanse funciones u : Y −→ Z por u(y) = 0 para toda
y en Y y

v(y) =


0 si y ∈ f(X)

1 si y /∈ f(X)

Nótese que u y v son funciones continuas tales que u ◦ f = v ◦ f . En efecto x0

en X, se tiene que (v ◦ f)(x0) = v(f(x0)) = 0 = u(f(x0)) = (u ◦ f)(x0). Aśı
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u ◦ f = v ◦ f y u 6= v. Por tanto f no es un epimorfismo.

Necesidad. Supóngase que f : X −→ Y es unT op1-morfismo tal que f(X)
es un subespacio propio de Y , existe un punto y0 que no pertenece a f(X).
Demostraremos que f no es un epimorfismo construyendo un espacio Z ′ y dos
funciones u y v tales que son u◦f = v◦f , pero u 6= v. Para construir el espacio
Z ′, sean {P,Q} un espacio discreto, Z el espacio producto de Y × {P,Q},
j : Y −→ Z definida por j(y) = (y, P ) y k : Y −→ Z definida por k(y) =
(y,Q) funciones continuas. Def́ınase una relación de equivalencia ∼ en Z de la
siguiente manera:

(y, P ) ∼ (y′, P )⇔ y = y′ ∈ Y \ f(X),

(y,Q) ∼ (y′, Q)⇔ y = y′ ∈ Y \ f(X),

(y, P ) ∼ (y′, Q)⇔ y = y′ ∈ f(X).

Tenemos el siguiente espacio cociente:
Z ′ = {{(y, P )} | y ∈ Y } ∪ {{(y,Q)} | y ∈ Y } ∪ {{(y, P ), (y,Q)} | y ∈ f(X)} y
q : Z −→ Z ′ la función cociente.

Def́ınanse morfismos u = q ◦ j : Y −→ Z ′ por u(y) = {(y, P )} y v = q ◦ k :
Y −→ Z ′ por v(y) = {(y,Q)}. Tenemos que u ◦ f = v ◦ f ; en efecto, sea x0 en
X, entonces (u ◦ f)(x0) = u(f(x0)) = {(f(x), P )} y (v ◦ f)(x0) = v(f(x0)) =
{(f(x), Q)}. Como f(x0) ∈ f(X), tenemos que u ◦ f = v ◦ f . Nótese que
u(y0) = {(y0, P )} 6= {(y0, Q)} = v(y0), aśı u 6= v. Por lo tanto f no es un
epimorfismo.

Para completar la demostración resta demostrar que el espacio cociente Z ′ es
un T op1-objeto. Considérense dos puntos distintos de Z ′. Existen seis casos
en los que encontraremos conjuntos abiertos ajenos que contienen a dichos
puntos.

I. {(y, P )} 6= {(y′, P )}, con y, y′ ∈ Y \ f(X).

II. {(y,Q)} 6= {(y′, Q)}, con y, y′ ∈ Y \ f(X).

III. {(y, P ), (y,Q)} 6= {(y′, P ), (y′, Q)}, con y, y′ ∈ f(X).

IV. {(y, P )} 6= {(y′, P ), (y′, Q)}, con y ∈ Y \ f(X) y y′ ∈ f(X).

V. {(y,Q)} 6= {(y′, P ), (y′, Q)}, con y ∈ Y \ f(X) y y′ ∈ f(X).

VI. {(y, P )} 6= {(y,Q)}, con y ∈ Y \ f(X).

I. Si {(y, P )} 6= {(y′, P )}, entonces y 6= y con y, y′ ∈ Y \ f(X). Como Y
es T1 existen conjuntos abiertos en Y , A y A′ tales que y pertenece a
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A, y′ pertenece a A′, y no pertenece a A′ y y′ no pertenece a A. Sean
U = u(A)∪v(A) y U ′ = u(A′)∪v(A′), veamos que son conjuntos abiertos
en Z ′. Nótese que

q−1(U) = q−1(u(A) ∪ v(A))

= q−1(q(j(A) ∪ k(A))))

= j(A) ∪ k(A ∩ f(X)) ∪ k(A) ∪ j(A ∩ f(X))

= j(A) ∪ k(A)

es un conjunto abierto en Z, similarmente q−1(U ′) = j(A′) ∪ k(A′) es un
conjunto abierto en Z. Por consiguiente U y U ′ son conjuntos abiertos en
Z ′. Es claro que {(y, P )} = u(y) pertenece a U y {(y′, P )} = u(y′) per-
tenece a U ′. Demostraremos que {(y′, P )} no pertenece a U . Si {(y′, P )}
pertenece a U , entonces {(y′, P )} pertenece a u(A) o {(y′, P )} pertenece
a v(A). Si {(y′, P )} pertenece a u(A), entonces {(y′, P )} = {(m,P )} para
algún m en A \ f(X), lo que implica que y′ = m pertenece a A, una con-
tradicción puesto que y′ no pertenece a A. Si {(y′, P )} pertenece a v(A),
entonces {(y′, P )} = {(m,Q)} para algún m en A \ f(X) lo cual no es
posible puesto que y′ y m no pertenecen a f(X). Similarmente {(y, P )}
no pertenece a U ′.

II. Si {(y,Q)} 6= {(y′, Q)}, con y, y′ ∈ Y \ f(X). La demostración es similar
a I.

III. Si {(y, P ), (y,Q)} 6= {(y′, P )(y′, Q)}, entonces y 6= y′ con y, y′ ∈ f(X).
Como Y es T1 existen conjuntos abiertos en Y , A y A′ tales que y pertene-
ce a A, y′ pertenece a A′, y no pertenece a A′ y y′ no pertenece a A. Sean
U = u(A)∪ v(A) y U ′ = u(A′)∪ v(A′). Puesto que q−1(U) = q−1(u(A))∪
q−1(v(A)) = j(A) ∪ k(A) y q−1(U ′) = j(A′) ∪ k(A′) son conjuntos abier-
tos en Z. Entonces U y U ′ son conjuntos abiertos en Z ′. Es claro que
{(y, P ), (y,Q)} pertenece a U y {(y′, P ), (y′, Q)} pertenece a U ′. Veamos
que {(y′, P ), (y′, Q)} no pertenece a U . Si {(y′, P ), (y′, Q)} pertenece a U ,
entonces {(y′, P ), (y′, Q)} pertenece a u(A) o {(y′, P ), (y′, Q)} pertenece
a v(A). Si {(y′, P ), (y′, Q)} pertenece a u(A), entonces {(y′, P )(y′, Q)} =
{(m,P ), (m,Q)} para algún m en A ∩ f(X), lo que implica que y′ = m
pertenece a A, una contradicción puesto que y′ no pertenece a A. Si
{(y′, P ), (y′, Q)} pertenece a v(A), entonces {(y′, P ), (y′, Q)} = {(m,P ), (m,Q)}
para algún m en A ∩ f(X), entonces y′ = m pertenecen a A una contra-
dicción. Similarmente {(y, P ), (y,Q)} no pertenece a U ′.

IV. Si {(y, P )} 6= {(y′, P ), (y′, Q)}, entonces y 6= y′ con y ∈ Y \ f(X) y
y′ ∈ f(X). Como Y es T1 existen conjuntos abiertos en Y , A y A′ ta-
les que y pertenece a A, y′ pertenece a A′, y no pertenece a A′ y y′ no
pertenece a A. Sean U = u(A) ∪ v(A) y U ′ = u(A′) ∪ v(A′). Puesto que
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q−1(U) = q−1(u(A))∪ q−1(v(A)) = j(A)∪k(A) y q−1(U ′) = j(A′)∪k(A′)
son conjuntos abiertos en Z. Entonces U y U ′ son conjuntos abiertos
en Z ′. Es claro que {(y, P )} pertenece a U y {(y′, P ), (y′, Q)} pertenece
a U ′. Veamos que {(y, P )} no pertenece a U ′. Si {(y, P )} pertenece a
U ′, entonces {(y, P )} pertenece a u(A) o {(y, P )} pertenece a v(A). Si
{(y, P )} pertenece a u(A), entonces {(y, P )} = {(m,P ))} para algún m
en A \ f(X), lo que implica que y′ = m pertenece a A, una contradicción
puesto que y′ no pertenece a A. Si {(y, P )} pertenece a v(A), enton-
ces {(y, P )} = {(m,P )} para algún m en A ∩ f(X), entonces y′ = m
pertenecen a f(X) una contradicción. Similarmente {(y′, P ), (y′, Q)} no
pertenece a U .

V. Si {(y,Q)} 6= {(y′, P ), (y′, Q)}, con y ∈ Y \ f(X) y y′ ∈ f(X). La demos-
tración es similar a IV.

VI. Si {(y, P )} 6= {(y,Q)}, con y ∈ Y \ f(X). Puesto que Y es T1, entonces
{y} = ClY {y} y U = Y \ClY {y} es un conjunto abierto en Y . Nótese que
y no pertenece a b(f(X)) pues y no está en f(X), existe una vencindad
de y, A, tal que A ∩ (f(X) ∩ {y}) y además A ∩ f(X) está contenida en
U . Sean U = u(A)∪ v(U)∪u(U) y U ′ = v(A)∪ v(U)∪u(U), se tiene que

q−1(U) = q−1(u(A) ∪ v(U) ∪ u(U))

= q−1(q(j(A)) ∪ q(k(U)) ∪ q(j(U)))

= q−1(q(j(A))) ∪ q−1(q(k(U))) ∪ q−1(q(j(U)))

= j(A) ∪ k(A ∩ f(X)) ∪ k(U) ∪ j(U ∩ f(X)) ∪ j(U) ∪ k(U ∩ f(X))

= j(A ∪ U) ∪ k(U)

y q−1(U ′) = k(A∪U)∪j(U) son conjuntos abiertos en Z. En consecuencia
U y U ′ son conjuntos abiertos en Z ′. Es claro que {(y, P )} pertenece a U
y {(y,Q)} pertenece a U ′. Se puede demostrar que {(y, P )} no pertenece
a U ′ y que {(y,Q)} no pertenece a U .

Por lo tanto Z ′ es un Top1-objeto.

(3) Necesidad. Supóngase que f : X −→ Y es unT op2-morfismo tal que f(X)
no es densa en Y , es decir, tal que ClY (f(X)) es en subespacio propio de
Y . Demostraremos que f no es un epimorfismo construyendo un espacio Z ′ y
dos funciones u y v tales que son u ◦ f = v ◦ f , pero u 6= v. Para construir
el espacio Z ′, sean {P,Q} un espacio discreto, Z el espacio prdoducto de
Y ×{P,Q}, j : Y −→ Z definida por j(y) = (y, P ) y k : Y −→ Z definida por
k(y) = (y,Q) funciones continuas. Def́ınase una relación de equivalencia ∼ en
Z de la siguiente manera:

(y, P ) ∼ (y′, P )⇔ y = y′ ∈ Y \ ClY (f(X)),
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(y,Q) ∼ (y′, Q)⇔ y = y′ ∈ Y \ ClY (f(X)),

(y, P ) ∼ (y′, Q)⇔ y = y′ ∈ ClY (f(X)).

Tenemos el siguiente espacio cociente:
Z ′ = {{(y, P )} | y ∈ Y } ∪ {{(y,Q)} | y ∈ Y } ∪ {{(y, P ), (y,Q)} | y ∈
ClY (f(X))} y q : Z −→ Z ′ la función cociente.

Def́ınanse morfismos u = q ◦ j : Y −→ Z ′ por u(y) = {(y, P )} y v = q ◦ k :
Y −→ Z ′ por v(y) = {(y,Q)}. Tenemos que u ◦ f = v ◦ f ; en efecto sea x0 en
X, entonces (u ◦ f)(x0) = u(f(x0)) = {(f(x), P )} y (v ◦ f)(x0) = v(f(x0)) =
{(f(x), Q)}. Como f(x0) ∈ ClY (f(X)), tenemos que u ◦ f = v ◦ f . Nótese que
si y ∈ Y \ ClY (f(X)), entonces u(y) = {(y, P )} 6= {(y,Q)} = v(y), aśı u 6= v.
Por lo tanto f no es un epimorfismo.

Para completar la demostración resta demostrar que el espacio cociente Z ′ es
un T op2-objeto. Considérense dos puntos distintos de Z ′. Existen seis casos
en los que encontraremos conjuntos abiertos ajenos que contienen a dichos
puntos.

I. {(y, P )} 6= {(y′, P )}, con y, y′ ∈ Y \ ClY (f(X)).

II. {(y,Q)} 6= {(y′, Q)}, con y, y′ ∈ Y \ ClY (f(X)).

III. {(y, P ), (y,Q)} 6= {(y′, P )(y′, Q)}, con y, y′ ∈ ClY (f(X)).

IV. {(y, P )} 6= {(y′, P ), (y′, Q)}, con y ∈ Y \ ClY (f(X)) y y′ ∈ Cly(f(X)).

V. {(y,Q)} 6= {(y′, P ), (y′, Q)}, con y ∈ Y \ ClY (f(X)) y y′ ∈ ClY (f(X)).

VI. {(y, P )} 6= {(y,Q)}, con y ∈ Y \ ClY (f(X)).

I. Si {(y, P )} 6= {(y′, P )}, entonces y 6= y con y, y′ ∈ Y \ ClY (f(X)).
Como Y es T2 existen conjuntos abiertos en Y ajenos, A y A′ tales que
y pertenece a A y y′ pertenece a A′. Por otro lado como ClY (f(X)) es
cerrado en Y , se tiene que V = Y \ClY (f(X)) es un conjunto abierto en
Y . En consecuencia U = A ∩ V y U ′ = A′ ∩ V son conjuntos abiertos en
Y ajenos, tales que y pertenece a U y y′ pertenece a U ′. Sean U = u(U)
y U ′ = u(U ′), veamos que son conjuntos abiertos en Z ′. Puesto que
U ∩ ClY (f(X)) = ∅, entonces

q−1(U) = q−1(u(U))

= q−1(q(j(U)))

= j(U) ∪ k(U ∩ ClY (f(X)))

= j(U)
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es un conjunto abierto en Z, similarmente q−1(U ′) = j(U ′) es un conjun-
to abierto en Z. Por consiguiente U y U ′ son conjuntos abiertos en Z ′.
Es claro que {(y, P )} = u(y) pertenece a U y {(y′, P )} = u(y′) perte-
nece a U ′. Resta demostrar que U ∩ U ′ = ∅. Si x pertenece a U ∩ U ′,
entonces x = {(m,P )} con m en U \ ClY (f(X)) y x = {(m′, P )} con
m′ en U ′ \ ClY (f(X)), lo que implica que m = m′ pertenece a U ′,
una contradicción puesto que U ∩ U ′ = ∅. También puede suceder que
x = {(m,P ), (m,Q)} con m en U ∩ ClY (f(X)) y x = {(m′, P ), (m′, Q)}
con m′ en U ′ ∩ClY (f(X)), aśı m = m′ pertenece a U ′, lo que contradice
que U ∩ U ′ = ∅.

II. Si {(y,Q)} 6= {(y′, Q)}, con y, y′ ∈ Y \ ClY (f(X)). La demostración es
similar a (I).

III. Si {(y, P ), (y,Q)} 6= {(y′, P )(y′, Q)}, entonces y 6= y′ con y, y′ ∈ ClY (f(X)).
Como Y es T2 existen conjuntos abiertos en Y ajenos, A y A′ tales
que y pertenece a A y y′ pertenece a A′. Sean U = (u(A) ∪ v(A)) y
U ′ = (u(A′) ∪ v(A′)), veamos que son conjuntos abiertos en Z ′. Nótese
que

q−1(U) = q−1(u(A)) ∪ q−1(v(A))

= q−1(q(j(A))) ∪ q−1(q(k(A)))

= j(A) ∪ k(A ∩ ClY (f(X))) ∪ k(A) ∪ j(A ∩ ClY (f(X)))

= j(A) ∪ k(A)

que es un conjunto abierto en Z, similarmente q−1(U ′) = j(A′)∪ k(A′) es
un conjunto abierto en Z. En consecuencia U y U ′ son conjuntos abier-
tos en Z ′. Es claro que {(y, P ), (y,Q)} pertenece a U y {(y′, P ), (y′, Q)}
pertenece a U ′. Se puede demostrar que U ∩ U ′ = ∅.

IV. Si {(y, P )} 6= {(y′, P ), (y′, Q)}, entonces y 6= y′ con y ∈ Y \ClY (f(X)) y
y′ ∈ ClY (f(X)). Como Y es T2 existen conjuntos abiertos en Y ajenos,
A y A′ tales que y pertenece a A y y′ pertenece a A′. Puesto que V =
Y \ ClY (f(X)) es un conjunto abierto en Y , se tiene que U = A ∩ V es
un conjunto abierto en Y . Sean U = u(U) y U ′ = (u(A′)∪ v(A′)). Hemos
visto que q−1(U) y q−1(U ′) son conjuntos abiertos en Z y por consiguiente
U y U ′ son conjuntos abiertos en Z ′. Es claro que {(y, P )} pertenece a U
y {(y′, P ), (y′, Q)} pertenece a U ′. Se puede demostrar que U ∩ U ′ = ∅.

V. Si {(y,Q)} 6= {(y′, P ), (y′, Q)}, con y ∈ Y \ClY (f(X)) y y′ ∈ ClY (f(X)).
La demostración es similar a (IV )

VI. Si {(y, P )} 6= {(y,Q)}, con y ∈ Y \ ClY (f(X)). El conjunto V = Y \
ClY (f(X)) es abierto en Y , nótese que V ∩ ClY (f(X)) = ∅. Sean U =
u(V ) y U ′ = v(V ), se tiene que q−1(U) = j(V )) y q−1(U ′) = k(V ) son
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conjuntos abiertos en Z. En consecuencia U y U ′ son conjuntos abiertos
en Z ′. Es claro que {(y, P )} pertenece a U y {(y′, Q)} pertenece a U ′. Se
puede demostrar que U ∩ U ′ = ∅.

Por lo tanto Z ′ es un Top2-objeto.

Suficiencia. Supóngase que f : X −→ Y es una función densa en Top2.
Sean u, v : Y −→ Z morfismos en Top2 tales que u ◦ f = v ◦ f , entonces
u|f(X) = v|f(X). Por el Corolario 1.65, se tiene que u = v. Por lo tanto f es un
epimorfismo.

La demostración para el caso de Top3 es similar a la de Top2. Resta demostrar
que Z ′ es un Top3-objeto; ya se ha demostrado que Z ′ es un Top1-objeto.
Veamos que Z ′ es regular.

I. Sea {(y, P )} en Z ′, con y en Y \ClY (f(X)) y sea O un conjunto abierto
en Z ′ con {(y, P )} en O. Nótese que V = Y \ ClY (f(X)) y u−1(O) son
conjuntos abiertos en Y que contienen a y. Sea W = V ∩ u−1(O), como
Y es un espacio regular y y está en W , existe un conjunto abierto A
tal que y ∈ A ⊂ ClY (A) ⊂ W . Demostraremos que U = u(A) es un
conjunto abierto en Z ′ tal que {(y, P )} ∈ U ⊂ ClZ′(U) ⊂ O. Puesto
que A ∩ ClY (f(X)) = ∅, q−1(U) = q−1(u(A)) = j(A) es un conjunto
abierto en Z y por consiguiente U es un conjunto abierto en Z ′, es claro
que {(y, P )} ∈ U . Veamos que U ⊂ O; sea z en U , entonces existe m
en A ⊂ W tal que z = u(m), como m está en W , se tiene que m =
u−1(O), aśı u(m) pertenece a O. Para ver que ClZ′(U) ⊂ O, nótese que
ClZ′(U) = ClZ′(u(A)) y q−1(u(Cly(A))) = j(ClY (A)) es un conjunto
cerrado en Z, en consecuencia u(ClY (A)) es un conjunto cerrado en Z ′;
aśı ClZ′(u(A)) = u(ClY (A)). Sea z en ClZ′(U), existe l en ClY (A) ⊂ W
tal que z = u(l) y como l está en W , se tiene que l = u−1(O), aśı u(l)
pertenece a O. Por lo tanto Z ′ es un espacio regular.

II. Sea {(y,Q)} en Z ′, con y en Y \ClY (f(X)) y sea U un conjunto abierto
en Z ′ con {(y,Q)} en U . La demostración es similar a la de I.

III. Sea {(y, P ), (y,Q)}, con y en ClY (f(X)) y sea U un conjunto abierto en
Z ′ con {(y, P ), (y,Q)} en U . Nótese que u−1(O) y v−1(O) son conjuntos
abiertos en Y que contienen a y. Sea W = u−1(O) ∩ v−1(O), como Y
es un espacio regular y y está en W , existe un conjunto abierto A tal
que y ∈ A ⊂ ClY (A) ⊂ W . Demostraremos que U = u(A) ∪ v(A) es
un conjunto abierto en Z ′ tal que {(y, P ), (y,Q)} ∈ U ⊂ ClZ′(U) ⊂ O.
Obsérvese que q−1(U) = q−1(u(A) ∩ v(A)) = j(A) ∪ k(A) es un conjunto
abierto en Z y por consiguiente U es un conjunto abierto en Z ′. Puesto
que y está en A ∩ ClY (f(X)), implica que {(y, P ), (y,Q)} ∈ U . Veamos
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que U ⊂ O; sea z en U , entonces z pertenece a u(A) ∪ v(A). Si z está
en u(A), existe m en A ⊂ W tal que z = u(m), como m está en W , se
tiene que m pertenece a u−1(O)∩ v−1(O), aśı u(m) pertenece a O y v(m)
pertenece a O. Aśı z pertenece a O. Similarmente si z está en v(A), en-
tonces z pertenece a O. Para ver que ClZ′(U) ⊂ O, nótese que ClZ′(U) =
ClZ′(u(A)) ∪ ClZ′(v(A)), q−1(u(Cly(A))) = j(ClY (A)) ∪ k(A ∩ ClY (A))
y q−1(v(Cly(A))) = k(ClY (A)) ∪ j(A ∩ ClY (A)) son conjuntos cerrados
en Z, en consecuencia u(ClY (A)) y v(ClY (A)) son conjuntos cerrados en
Z ′. Por consiguiente ClZ′(u(A)) = u(ClY (A)), ClZ′(v(A)) = v(ClY (A)) y
ClZ′(U) = u(ClY (A))∪v(ClY (A)). Sea z en ClZ′(U), entonces z pertenece
a u(ClY (A))∪v(ClY (A)). Si z está en u(ClY (A)), existe l en ClY (A) ⊂ W
tal que z = u(l) y como l está en W , se tiene que l = u−1(O), aśı u(l)
pertenece a O. De manera similar si z está en v(ClY (A)), entonces z
pertenece a O. Por lo tanto Z ′ es un espacio regular.

2

Proposición 1.69. (1) En T op y T op1 un morfismo f : X −→ Y es un mono-
morfismo extremal śı, y sólo si es un encaje.

(2) En T op2 y T op3 un morfismo f : X −→ Y es un monomorfismo extremal śı,
y sólo si es un encaje cerrado.

(3) En T op0, un morfismo f : X −→ Y es un monomorfismo extremal śı, y sólo
si es un encaje cerrado frontal, es decir, un encaje que satisface la siguiente
condición: Si cualquier vecindad de y intersecta a f(X) ∩ Cl{y}, entonces
y ∈ f(X).

(4) En T op y T opi para i = 0, 1, 2, 3, un morfismo f : X −→ Y es un epimorfismo
extremal śı, y sólo si es una función cociente.

Demostración.

(1) Necesidad. Supóngase que f : X −→ Y es un monomorfismo extremal en T op.
Sea Z = f(X) con la topoloǵıa inicial con respecto a la inclusión i : Z −→ Y .
Def́ınase g : X −→ Z por g(x) = f(x) para cada x en X. Nótese que el
siguiente diagrama

X Y

Z

................................................................................................................................................................... ............
f

.......................................................................................................................... .......
.....

.......................................................................................................................
........
.........
.......
.

g
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
...................
............

..............
..

i

conmuta. La función g es sobreyectiva, ya que para toda y en f(X), existe
x en X tal que y = f(x) = i−1(f(x)) = g(x). Como f es un monomorfismo
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extremal, entonces g es un isomorfismo. Por tanto f es un encaje.

Suficiencia. Supóngase que f : X −→ Y es un encaje. Sea f = h ◦ g, donde
g es un epimorfismo. La función f es un monomorfismo porque es inyectiva,
resta demostrar que g es un isomorfismo.

X Y

Z

................................................................................................................................................................... ............
f

.......................................................................................................................... .......
.....

.......................................................................................................................
........
.........
.......
.

g
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
..................
............

h

Como f es inyectiva, entonces g es inyectiva y por consiguiente biyectiva.
Además g−1 : Z −→ X es continua porque f ◦ g−1 = h es continua y τX es la
topoloǵıa inicial de X respecto a f . Aśı g es un isomorfismo. Por lo tanto f es
un monomorfismo extremal.

La demostración para T op1 es idéntica a la de T op.

(2) Necesidad. Supóngase que f : X −→ Y es un monomorfismo extremal en
T op2. Sea Z = ClY (f(X)) con la topoloǵıa inicial con respecto a la inclusión
i : Z −→ Y . Def́ınase g : X −→ Z por g(x) = f(x) para cada x en X. Nótese
que el siguiente diagrama

X Y

Z

................................................................................................................................................................... ............
f

.......................................................................................................................... .......
.....

.......................................................................................................................
........
.........
.......
.

g
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
...................
............

..............
..

i

conmuta. Como g es densa y f es un monomorfismo extremal, entonces g es
un isomorfismo, es decir, f es un homeomorfismo entre X y ClY (f(X)), es
decir, ClY (f(X)) = f(X). Por tanto f es un encaje cerrado.

Suficiencia. Supóngase que f : X −→ Y es un encaje cerrado. Sea f = h ◦
g una factorización de f , donde g es un epimorfismo. La función f es un
monomorfismo porque es inyectiva, resta demostrar que g es un isomorfismo.

X Y

Z

................................................................................................................................................................... ............
f

.......................................................................................................................... .......
.....

g
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
..................
............

h
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Nótese que h(Z) = h(ClZ(g(X))) ⊂ ClY (h(g(X))) = ClY (f(X)) = f(X). Aśı
h(Z) está contenido en f(X). Def́ınase h′ : Z −→ f(X) por h′(z) = h(z) para
toda z en Z, se tiene que i ◦ h′ = h. Existe j : ClY (f(X)) −→ X tal que
j ◦ f = 1X , obsérvese que

(j◦h◦g)(x) = j(h(g(x))) = j(i(h′(g(x)))) = j(i(g(x))) = j(g(x)) = j(h′(g(x)))

por otro lado (j◦h◦g)(x) = (j◦f)(x) = x; aśı (j◦h′)◦g = 1X . En consecuencia
g es co-retracción y epimorfismo, por lo tanto, g es isomorfismo.

La demostración para T op3 es idéntica a la de T op2.

(3) Necesidad.Supóngase que f : X −→ Y es un monorfismo extremal en T op0.
Sea Z = b(f(X)) un subespacio de Y y sea f = h◦g, donde g es un epimorfismo
en T op0 y h la inclusión. Def́ınase g : X −→ Z por g(x) = f(x) para cada x
en X. Nótese que el siguiente diagrama

X Y

Z

................................................................................................................................................................... ............
f

.......................................................................................................................... .......
.....

.......................................................................................................................
........
.........
.......
.

g
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
...................
............

..............
..

i

conmuta. Como g es un epimorfismo en T op0 y f es un monomorfismo extre-
mal, entonces g es un isomorfismo, es decir, f es un homeomorfismo entre X y
b(f(X)), es decir, b(f(X)) = f(X). Por tanto f es un encaje cerrado frontal.

Suficiencia. Supóngase que f : X −→ Y es un encaje cerrado frontal en T op0,
es decir, b(f(X)) = f(X). Sean f = h ◦ g con g : X −→ Z un epimorfismo y
h : Z −→ Y un morfismo en T op0. Para cada z en Z y para cualquier vecindad
U de h(z), existe un punto z′ en h−1(U) ∩ g(X) ∩ ClZ({z}). Entonces h(z′)
pertenece a U ∩ f(X) ∩ClY ({h(z)}) y por tanto, h(z) pertenece a b(f(X)) =
f(X). Como f es inyectiva, entonces g es inyectiva y existe k : Z −→ X tal
que k ◦ g = 1X . Además como f es inicial y h = f ◦ k, entonces k es continua.
Por lo tanto, g es un isomorfismo y f es un monomorfismo extremal en T op0.

(4) Necesidad. Supóngase que f : X −→ Y es un epimorfismo extremal en T op.
Def́ınase una relación de equivalencia ∼ en X por x1 ∼ x2 śı, y sólo si f(x1) =
f(x2). Sean g : X −→ X/ ∼ una identificación en T op y h : X/ ∼ −→ Y un
morfismo en T op definido por h([x]) = f(x). Veamos que h está bien definida;
sean [x1] y [x2] en X/ ∼ tales que [x1] = [x2], entonces f(x1) = f(x2), lo que
implica h([x1]) = h([x2]). Además h es inyectiva, en efecto sean [x1] y [x2] en
X/ ∼ tales que [x1] 6= [x2], entonces h([x1]) = f(x1) 6= f(x2) = h([x2]), aśı h
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es monomorfismo en T op. Nótese que f = h◦g, en efecto sea x en X, entonces
(h ◦ g)(x) = h(g(x)) = h([x]) = f(x). Puesto que h ◦ g es continua, entonces
por la propiedad universal de la topoloǵıa final del cociente h es continua.
Puesto que f es epimorfismo extremal y h es monomorfismo, entonces h es
isomorfismo en T op y por consiguiente homeomorfismo. Hemos demostrado
que f es composición de una identificación y un homeomorfismo, por lo tanto
es una función cociente.

La demostración para un T opi-objeto X, es idéntica a la de T op. Resta de-
mostrar que h es un morfismo en T opi

T op0. Sean [x1] y [x2] en X/ ∼ tales que [x1] 6= [x2], se tiene que f(x1) 6= f(x2).
Dado que f(x1), f(x2) pertenecen a Y y Y está en Ob (T op0), sin pérdida
de generalidad existe un conjunto abierto A en Y tal que f(x1) pertenece a
A y f(x2) no pertenece a A, nótese que f−1(A) es un conjuntos abierto en
X y g−1(h−1(A)) = f−1(A), por lo que (h−1(A)) es un conjunto abierto en
X/ ∼. Obsérvese que [x1] está en h−1(A) y [x2] no pertenece a h−1(A), aśı
h([x1]) = f(x1) pertenece a A y h([x2]) = f(x2) no pertenece a A. Por lo
tanto, X/ ∼ ∈ Ob (T op0) y h es un morfismo en T op0.

T op1. Sean [x1] y [x2] en X/ ∼ tales que [x1] 6= [x2], se tiene que f(x1) 6= f(x2).
Dado que f(x1), f(x2) pertenecen a Y y Y está en Ob (T op1), existen A1 y
A2 conjuntos abiertos en Y tales que f(x1) pertenece a A1 y f(x2) pertenece
a A2, pero f(x1) /∈ A2 y f(x2) /∈ A1, f−1(A1) y f−1(A2) son conjuntos abier-
tos en X; por otro lado g−1(h−1(A1)) = f−1(A1) y g−1(h−1(A2)) = f−1(A2),
por lo que (h−1(A1)) y (h−1(A2)) son conjuntos abiertos en X/ ∼. Nótese que
[x1] ∈ h−1(A1) y [x2] ∈ h−1(A2), pero [x2] /∈ h−1(A2) y [x2] /∈ h−1(A1). Aśı
h([x1]) = f(x1) ∈ A1 y h([x2]) = f(x2) ∈ A2, pero h([x1]) = f(x1) /∈ A2 y
h([x2]) = f(x2) ∈ A1. Por lo tanto, X/ ∼ ∈ Ob (T op1) y h es un morfismo en
T op1.

T op2. Sean [x1] y [x2] en X/ ∼ tales que [x1] 6= [x2], se tiene que f(x1) 6= f(x2).
Dado que f(x1), f(x2) están en Y y Y pertenece a Ob (T op2), existen A1 y
A2 conjuntos abiertos en Y tales que f(x1) pertenece a A1, f(x2) pertene-
ce a A2 y A1 ∩ A2 = ∅; nótese que x1 está en f−1(A1) y x2 pertenece a
f−1(A2), además f−1(A1) y f−1(A2) son conjuntos abiertos en X. Por otro
lado g−1(h−1(A1)) = f−1(A1) y g−1(h−1(A2)) = f−1(A2), por lo que (h−1(A1))
y (h−1(A2)) son conjuntos abiertos en X/ ∼. Obsérvese que [x1] en h−1(A1)
y [x2] en h−1(A2) implican h([x1]) = f(x1) pertenece a A1 y h([x2]) = f(x2)
pertenece a A2, h−1(A1)∩ h−1(A2) = h−1(A1 ∩A2) = ∅. Por lo tanto, X/ ∼ ∈
Ob (T op1) h es un morfismo en T op2.
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Suficiencia. Supóngase que f es una función cociente. Como f es sobreyectiva,
entonces es un epimorfismo en T op1. Ahora demostremos que es extremal.
Sean g : X −→ Z un morfismo en T op1 y h : Z −→ Y un monomorfismo en
T op1 tales que f = h ◦ g. Notemos que h ◦ g es un epimorfismo en T op1, lo
que implica que h es un epimorfismo en T op1. Luego h es biyectiva, entonces
existe k : Y −→ Z tal que h ◦ k = 1Y y k ◦ h = 1Z , además g = k ◦ f . Puesto
que g es continua, por la propiedad universal de la topoloǵıa final del cociente,
se tiene que k es continua. Por lo tanto h es isomorfismo. Hemos demostrado
que f es un epimorfismo extremal.

2

Ejemplo 1.70. En la categoŕıa T op, el producto es el producto topológico y el co-
producto es la suma topológica.

Para las funciones continuas f, g : X −→ Y sea Z = {x ∈ X | f(x) = g(x)}
un subespacio de X y h : Z −→ X un encaje. Entonces (Z, h) es el igualador de
(f, g) en T op. En efecto para cada x en Z, (f ◦ h)(x) = f(h(x)) = f(x) = g(x) =
g(h(x)) = (g ◦ h)(x). Por otro lado dado una función continua k : W −→ X tal que
f ◦ k = g ◦ k, sea w in W , k(w) pertenece a X y como f(k(w)) = g(k(w)), entonces
k(w) pertenece a Z. Def́ınase k′ : W −→ Z por k′(w) = k(w) para cada w en W .
Puesto que k = h ◦ k′ es un T op-morfismo y Z tiene la topoloǵıa inicial respecto
a h, se tiene que k′ : W −→ Z es un T op-morfismo. Nótese que cualquier función
continua k′′ : W −→ X tal que k = h ◦ k′′ coincide con k′.

Z X

W

Y........................................................................................................................................................... ......................
...... h

........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
..............................

........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
..............................

k′
k′′

........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
..................
............

k

........................................................................................ ............

........................................................................................ ............g
f

.

Para las funciones continuas f, g : X −→ Y , def́ınase una relación ∼ en Y
como sigue: Para y, y′ en Y , y ∼ y′ śı, y sólo si existe un elemento x en X tal que
y = f(x) e y′ = g(x). Entonces la relación ∼ es una relación de equivalencia en
Y . La función cociente q : Y −→ Y/ ∼ es el co-igualador de (f, g) en T op. Nótese
que q ◦ f = q ◦ g, puesto que f(x) y g(x) están relacionados para cada x en X.
Sea k : Y −→ Y/ ∼ tal que k ◦ f = k ◦ g. Def́ınase una relación de equivalencia
R en Y como sigue: Para y, y′ en Y , y R y′ śı, y sólo si k(y) = k(y′). Entonces
f(x) y g(x) están relacionados con respecto a R para cada x en X. Aśı ∼ ⊂ R. Por
consiguiente existen dos funciones 1Y ′ : Y/ ∼−→ Y/R y l : Y/R −→ Y/ ∼ tales que
k ◦ 1Y = l ◦ 1Y ′ ◦ q. Entonces k = ϕ ◦ q donde ϕ = l ◦ 1Y ′. Como τY/∼ es final con
respecto de q, entonces ϕ : Y/ ∼−→ Z es continua. Nótese que cualquier función
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continua ψ : Y/ ∼−→ Z tal que k = ψ ◦ q coincide con ϕ.

Y Y

Y/ ∼ Y/R

Z............................................................................................................................. ............
1Y

............................................................................................................................................................................... ............
k

...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
.....................
............

l

........................................................................................................................
.....
.......
.....

q′

........................................................................................................................
.....
.......
.....

q

.................................................................................................... ............

1Y ′

En T op el objeto terminal es el espacio que consiste de un sólo punto, y el objeto
inicial es el espacio vaćıo.

Para las funciones continuas f : X −→ W y g : Y −→ W sea (
∏
Xi, {π1, π2)}

el producto de X1 y X2, y (Z, h) un igualador de f ◦π1 y g ◦π2, donde Z = {(x, y) ∈
X | f(x) = g(y)} es un subespacio de

∏
Xi y h : Z −→

∏
Xi la inclusión. Entonces

(Z, {π1 ◦ h, π2 ◦ h}) es un jalador de (f, g) en T op.

W

∏
Xi X

Y Z

....................................................................................................................................................... .........
...

........
.......

h

................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................... ...........
.

π1 ◦ h................................................................................................................................................................................................................................................................................... .......
.....

π2 ◦ h

................................................................................................................. ............

π1 ........................................................................................................................
.....
.......
.....

f

........................................................................................................................
.....
.......
.....

π2

............................................................................................................................. ............

g

Obsérvese que dado (x, y) en Z, se tiene que (f ◦ (π1 ◦ h))(x, y) = f(π1(h(x, y))) =
f(π1(x, y)) = f(x) = g(y) = g(π2(x, y)) = g(π2(h(x, y))) = g ◦ (π2 ◦ h)(x, y). Sean
α1 : V −→ X y α2 : V −→ Y funciones continuas tales que f ◦ α1 = g ◦ α2. Por la
propiedad universal del producto existe una única función continua α : V −→

∏
Xi

tal que αi = πi ◦ α.

V

X
∏
Xi Y

Z

.........................................................................................................................................................................................
...
............

α1

............................................................................................................................................................................................ .........
...

α2

.......................................................
.....
.......
.....

α

...................................................................................................................................................... π1
.......................................................................................................................................... ............

π2
............................................................................................................................................................................................ .........

...
f

.........................................................................................................................................................................................
...
............

g

Y como (Z, h) es un igualador de f ◦π1 y g◦π2, existe una única función continua
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ϕ : V −→ Z tal que α = h ◦ ϕ. Nótese que (πi ◦ h) ◦ ϕ = πi ◦ (h ◦ ϕ) = πi ◦ α = αi.

W
∏
Xi

V

Z............................................................................................................................................... ......................
...... h

......
......

......
......

......
......

......
......

......
......

......
........................

ϕ
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
..................
............

α

................................................................................................................................................................... ............

g ◦ π2

................................................................................................................................................................... ............
f ◦ π1

Supóngase que existe ψ : V −→ Z tal que α = h ◦ ψ, entonces (πi ◦ h) ◦ ψ = αi,
aśı πi ◦ (h ◦ ψ) = πi ◦ α, lo que implica que h ◦ ψ = α = h ◦ ϕ, como h es un
monomorfismo ψ = ϕ. Por lo tanto (Z, {π1 ◦ h, π2 ◦ h}) es un jalador de (f, g).

Proposición 1.71. En T op y en T opi para i = 0, 1, 2, 3, todo monomorfismo ex-
tremal es un monomorfismo regular.

Demostración. Supóngase que f : X −→ Y es un T op-monomorfismo extre-
mal, entonces f es un encaje. Sea Z = Y × {P,Q} y Z ′ = Z/ ∼, como en la
Proposición 1.67

X Y Z Z ′...................................................................................................................................................... ............
f

...................................................................................................................................................... ............

j

...................................................................................................................................................... ............
k

...................................................................................................................................................... ............

q

Nótese que u(f(x)) = q(f(x), P ) = {(f(x), P )} = {f(x), Q} = q(f(x), Q) =
v(f(x)), porque f(x) pertenece a f(X). Sea g : X ′ −→ Y tal que u ◦ g = v ◦ g.
Veamos que g(X ′) está contenido en f(X). Sea w en X,si g(w) no pertenece a f(X)
tenemos que u(g(w)) = {(g(w), P )} 6= {g(w), Q} = v(g(w)), una contradición; aśı
g(w) pertenece a f(X).

X

X ′

Y Z ′...................................................................................................................................................... ............
f

......
......
......
......
......
......
......
......
......
......
...........................

ϕ
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
..................
............

g

...................................................................................................................................................... ............

u
...................................................................................................................................................... ............

v

Puesto que f es inyectiva, existe f−1 : f(X) −→ X. Si w en X ′, entonces
ϕ(w) = (f−1 ◦ g)(w) = f−1(g(w)), es decir, ϕ = f−1 ◦ g implica f ◦ ϕ = g.

Para el caso de T op0 dada f : X −→ Y basta considerar el conjunto b(f(X)).
Entonces f es un monomorfismo regular si f es un encaje frontal.

Para el caso de T op1 dada f : X −→ Y basta considerar el conjunto f(X).
Entonces f es un monomorfismo regular si f es un encaje.
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Para el caso de T op2 y T op3 dada f : X −→ Y basta considerar el conjunto
ClY (f(X)). Entonces f es un monomorfismo regular si f es un encaje cerrado. 2

Proposición 1.72. T op y T opi para i = 0, 1, 2, 3 son bien potenciadas y co-bien
potenciadas.

Demostración. Dado un número cardinal k. Entonces existe un conjunto Q de
T op-objetos tal que todo T op-objeto (Y, η) que satisface | Y |≤ k es isomorfo a un
objeto de Q. Sea Z un conjunto tal que | Z |= k y sea (Y, η) un T op-objeto tal que
| Y |≤ k. Entonces Y es equipotente a un subconjunto X de Z, es decir, existe una
función biyectiva f : Y −→ X. Por (*) existe un única T op-estructura τ en X tal
que f : (Y, η) −→ (X, τ) es un isomorfismo. Ahora sea Q = {(X, τ) ∈ T op | X ⊂ Z}
y MX el conjunto de todos los T op-objetos con conjunto subyacente X. Entonces
Q =

⋃
X∈P(Z)MX es un conjunto.

Sea f : (Y, η) −→ (X, τ) un monomorfismo en T op. Entonces | Y |≤| X |= k
porque f es inyectiva. Por la observación anterior, existe un conjunto de represen-
tantes de monomorfismos con codominio (X, τ). Por tanto T op es bien potenciada.

Sea f : (Y, η) −→ (X, τ) un epimorfismo en T op. Para cada y en Y elegimos
un único x en f−1(y). Entonces una función inyectiva h : Y −→ X se define por
h(y) = x para cada y en Y . Como f es sobreyectiva | Y |≤| X |= k, entonces existe
un conjunto de representantes de epimorfismos con dominio (X, τ). Por tanto T op
es co-bien potenciada. 2

Proposición 1.73. T op es completa y co-completa.

Demostración. Puesto que T op tiene productos e igualadores, por la Proposi-
ción 1.50 T op es completa. 2

Definición 1.74. Dado un conjunto dirigido (A,�). Un sistema inverso sobre A
en Top es un par (X ,F) donde X = {Xα | α ∈ A} es una colección de Top-objetos y
F = {fαβ | α � β;α, β ∈ A} es una colección de Top-morfismos con las propiedades
siguientes:

(1) fβα : Xβ −→ Xα.

(2) fαα = 1Xα.

(3) fγα = fγβ ◦ fβα.
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Es usual denotar mediante 〈Xα, fβα, A〉 el sistema inverso descrito anteriormen-
te. El llamado también ĺımite proyectivo X del sistema inverso 〈Xα, fβα, A〉 se define
como se indica.

X = ĺım
←
Xα =

{
(xα) ∈

∏
α∈A

Xα | xα = fβα(xβ);α � β

}

Dado que el ĺımite inverso está contenido en el producto de los Xα, entonces
podemos considerar las restricciones de las proyecciones πα : X −→ Xα, las cuales
claramente satisfacen πα = fβα ◦ πβ.

Teorema 1.75. (Stone-C̆ech)Si X es un espacio de Tychonoff, entonces para cada
espacio de Hausdorff compacto Y y cada función continua f : X −→ Y , existe una
única función continua f : β(X) −→ Y tal que hace conmutar el diagrama

β(X) Y

X

....................................................................................................... ............
f

........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
..............................

βX
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
..................
............

f
.

60



Caṕıtulo 2

REFLEXIONES Y
CO-REFLEXIONES

2.1. Subcategoŕıas reflexivas

Definición 2.1. Una subcategoŕıa B de una categoŕıa A se llama reflexiva en
A (o una subcategoŕıa reflexiva de A) si, cualquier A-objeto, X, tiene una B-
reflexión rX : X −→ RX, es decir, existe un A-morfismo rX : X −→ RX que
satisfacen las siguientes condiciones:

(1) RX ∈ Ob (B).

(2) Para cualquier A-morfismo f : X −→ Y con Y ∈ Ob (B), existe un único
B-morfismo f ◦ : RX −→ Y tal que f ◦ ◦ rX = f , f ◦ se llama extensión de
de f .

RX Y

X

.............................................................................................................................. ............
f ◦

.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.............
............

f
.........

.........
.........

.........
.........

.........
.........

.........
.........

.........
.........

.........
.........

.........
.........................

rX

Dual: Una subcategoŕıa B de una categoŕıa A se llama co-reflexiva en A (o
una subcategoŕıa co-reflexiva de A) si, cualquier A-objeto, X, tiene una B-co-
reflexión cX : CX −→ X, es decir, existe un A-morfismo cX : CX −→ X que
satisfacen las siguientes condiciones:

(1) CX ∈ Ob (B).

(2) Para cualquier A-morfismo f : Y −→ X con Y ∈ Ob (B), existe un único
B-morfismo f ◦ : Y −→ CX tal que f ◦ ◦ rX = f , f ◦ se llama co-extensión
de de f .
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Y CX

X

.............................................................................................................................. ............
f ◦

.......................................................................................................................................
....
............

cX

........................................................................................................................................... ........
....

f

Ejemplo 2.2. (1) Sea X un T op-objeto, def́ınase una relación ∼ en X por: x ∼ y
para x, y en X śı, y sólo si toda vecindad de x contiene a y y toda vecindad
de y contiene a x. Entonces tenemos una relación de equivalencia ∼ en X.
La función cociente η : X −→ X/ ∼ definida por η(x) = [x] es una T op0-
reflexión.

Primero demostraremos que η es una función abierta y X tiene la topoloǵıa
inicial. Sea A un conjunto abierto en X, demostraremos que η−1(η(A)) = A.
Es claro que A ⊆ η−1(η(A)). Ahora, sea x un punto en η−1(η(A), entonces
η(x) ∈ η(A), existe un punto y ∈ A tal que η(x) = η(y), esto es, [x] = [y].
Como A es una vecindad de y se tiene que x ∈ A; aśı η−1(η(A)) ⊆ A. Por lo
tanto η es una función abierta. Veamos que X tiene la topoloǵıa inicial. Sea
A un conjunto abierto en X, como hemos visto η−1(η(A)) = A. Por lo tanto
η es inicial.

Ahora demostraremos que η es una T op0-reflexión. Veamos que X/ ∼ per-
tenece a los Ob (T op0). Sean [x] y [y] puntos distintos en X/ ∼, entonces
[x] ∩ [y] = ∅. Supóngase que existe una vecindad V de x tal que y /∈ V , el
otro caso es similar existe una vecindad U de y tal que x /∈ U . Como η es
abierta existe un abierto W = η(V ) tal que [x] ∈ W y [y] /∈ W . Por lo tanto
X/ ∼ es T0. Sea f : X −→ Y una función con Y un T op0-objeto, entonces
el morfismo f ◦ : X/ ∼−→ Y definido por f ◦([x]) = f(x) para todo [x] en
X/ ∼. f ◦ está bien definida, sean [x] = [x′] y supóngase que f(x) y f(x′) son
puntos distintos de Y , puesto que Y es T0, existe una vecindad W de x tal
que x′ /∈ W , entonces x ∈ f−1(W ) como x = x′ implica que x′ ∈ f−1(W ),
por lo que y ∈ f(W ), lo cual no es posible; aśı que f(x) = f(x′). Observemos
que dado x ∈ X, (f ◦ ◦ η)(x) = f ◦(η(x)) = f ◦([x]) = f(x). Por lo tanto, f ◦ es
continuo ya que satisface que f ◦ ◦ η = f y X tiene la topoloǵıa inicial.

X/ ∼ Y

X

........................................................................................................................ ............
f ◦

.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.............
............

f
.........

.........
.........

.........
.........

.........
.........

.........
.........

.........
.........

.........
.........

.........
.........................

η

(2) Sea Seq la subcategoŕıa plena de T op de todos los espacios secuenciales. Si
X es un T op-objeto, def́ınase una topoloǵıa por τ ′ = {A ⊂ X | X \ A es
secuencialmente cerrado en X}. Aśı 1X : (X, τ ′) −→ (X, τ) es la Seq-co-
reflexión. En efecto sea f : Y −→ (X, τ) una función continua con Y un T op-
obeto y def́ınase la función f ◦ : Y −→ (X, τ ′) por f ◦(x) = f(x) es continua
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en Seq y satisface que 1X ◦ f ◦ = f .

Y (X, τ ′)

(X, τ)

.............................................................................................................................. ............
f ◦

.......................................................................................................................................
....
............

1X

........................................................................................................................................... ........
....

f

Proposición 2.3. Sea B una subcategoŕıa reflexiva de una categoŕıa A y sea rX :
X −→ RX la B-reflexión del A-objeto X. Entonces se cumple lo siguiente:

(1) Si f, g : RX −→ Z son B-morfismos y f ◦ rX = g ◦ rX , entonces f = g.

(2) rX es esencialmente única.

Demostración.

(1) Puesto que rX es una B-reflexión, para f ◦ rX existe un único B-morfismo
(f ◦rx)◦ tal que f ◦rX = (f ◦rX)◦ ◦rX ; trivialmente f satisface f ◦rX = f ◦rX ,
por la unicidad de (f◦rX)◦ se tiene que f = (f◦rX)◦. Para g◦rX existe un único
B-morfismo (g ◦ rx)◦ tal que g ◦ rX = (g ◦ rX)◦ ◦ rX y además g ◦ rX = g ◦ rX ,
en consecuencia g = (g ◦ rX)◦. Como f ◦ rX = g ◦ rX , también se cumple
(f ◦ rX)◦ = (g ◦ rX)◦. Por lo tanto f = g.

(2) Sea sX : X −→ SX otra B-reflexión de X. Entonces existen B-morfismos
(sX)0 : RX −→ SX y (rX)0 : SX −→ RX tales que (sX)0 ◦ rX = sX y
(rX)0 ◦ sX = rX . Por tanto (sX)0 ◦ (rX)0 ◦ sX = sX y (rX)0 ◦ (sX)0 ◦ rX = rX .
Por (1) tenemos que (sX)0 ◦ (rX)0 = 1SX y (rX)0 ◦ (sX)0 = 1RX . Es decir, rX
es esencialmente única.

2

Dualizando obtenemos:

Proposición 2.4. Sea B una subcategoŕıa co-reflexiva de una categoŕıa A y sea
cX : Y −→ X la B-co-reflexión del A-objeto X. Entonces se cumple lo siguiente:

(1) Si f, g : Z −→ Y son B-morfismos y cX ◦ f = cX ◦ g, entonces f = g.

(2) cX es esencialmente única.

Definición 2.5. Sea B una subcategoŕıa reflexiva de una categoŕıa A y denótese
la B-reflexión de cada A-objeto X por rX : X −→ RX. Para un A-morfismo f :
X −→ Y , denotamos a un B-morfismo Rf : RX −→ RY como Rf = (rY ◦ f)◦, es
decir, Rf ◦ rX = rY ◦ f . Asignando Rf a f , obtenemos un funtor R : A −→ B, el
cual llamaremos un B-reflector.
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X Y

RX RY

...................................................................................................................................................... ............
f

.................................................................................................................................................
.....
.......
.....

rY

.................................................................................................................................................
.....
.......
.....

rX

................................................................................................ ............

Rf

.................................................................................................................................................................................................................................... ........
....

rY ◦ f

Proposición 2.6. Sea B una subcategoŕıa reflexiva de A. Entonces B es una sub-
categoŕıa plena de A śı, y sólo si para cada B-objeto, X, la identidad 1X : X −→ X
es una B-reflexión.

Demostración. Necesidad. Supóngase que B es una subcategoŕıa plena de A.
Sea X un B-objeto y sea f : X −→ Y un A-morfismo con Y en Ob (B). Si f ◦ = f
se tiene que f = f ◦ ◦ 1X . Puesto que B es plena y X, Y son B-objetos, entonces f ◦

es un B-morfismo. Resta demostrar que f ◦ es único; sea g : X −→ Y un B-morfismo
tal que f = g ◦ 1X , pero g ◦ 1X = g, se tiene que g = f = f ◦. Por lo tanto 1X es una
B-reflexión.

X Y

X

.............................................................................................................................. ............
f ◦

.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
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.........
.........
.............
............

f
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.........
.........

.........
.........
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.........

.........
.........

.........
.........................

1X

Suficiencia. Supóngase que para todo X en Ob (B) la identidad es una B-
reflexión. Sea f : X −→ Y un A-morfismo con Y un B-objeto. Como 1X es una
B-reflexión, existe un único B-morfismo tal que f = f ◦ ◦ 1X = f ◦. En consecuencia
f es un B-morfismo y por consiguiente [X, Y ]A está contenido en [X, Y ]B; puesto
que B es una subcategoŕıa de A, se tiene que [X, Y ]B está contenido en [X, Y ]A. Por
lo tanto, B es plena en A. 2

Proposición 2.7. Sea B una subcategoŕıa de una categoŕıa A y C una subcategoŕıa
plena de B que satisface la siguiente condición: Para cualquier B-objeto, X, existe
un C-objeto, Y , y un B-isomorfismo ϕ : X −→ Y . Entonces C es reflexiva en A śı,
y sólo si B es reflexiva en A.

Demostración. Necesidad. Supóngase que C es reflexiva en A y sea X un A-
objeto, existe una C-reflexión rX : X −→ RX con RX en Ob (C) y por consiguiente
en Ob (B). Sea f : X −→ Y un A-morfismo con Y en Ob (B), existen W en Ob (C)
y un B-isomorfismo ϕ : Y −→ W . Para ϕ◦f existe un único C-morfismo (ϕ◦f)◦ tal
que (ϕ◦ f)◦ ◦ rX = ϕ◦ f , nótese que (ϕ◦ f)◦ pertenece a Mor (B) por ser C plena en
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B; luego ϕ−1 ◦ (ϕ◦f)◦ es un B-morfismo tal que ϕ−1 ◦ (ϕ◦f)◦ ◦rX = ϕ−1 ◦ϕ◦f = f .

RX

Y

W

X

............................................................................................................................................................................................................................... ............
(ϕ ◦ f)◦
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ϕ

.........
.........

.........
.........

.........
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.........
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.........

.........................

rX

Suficiencia. Supóngase que g, h : RX −→ Y son B-morfismos tales que g ◦ rX =
h ◦ rX = f , entonces ϕ ◦ g ◦ rX = ϕ ◦ h ◦ rX = ϕ ◦ f ; nótese que ϕ ◦ g y ϕ ◦ h son
C-morfismos por la Proposición 2.3 ϕ ◦ g = ϕ ◦ h y como ϕ es isomorfismo tenemos
que g = h. Aśı rX es una B-reflexión y por lo tanto B es reflexiva en A.

Supóngase que B es reflexiva en A y sea X un A-objeto, existe una B-reflexión
rX : X −→ RX con RX en Ob (B), existen W en Ob (C) y un B-isomorfismo
ϕ : RX −→ W . . Sea f : X −→ Y un A-morfismo con Y en Ob (C), existe un único
B-morfismo f ◦ : RX −→ Y tal que f ◦ ◦ rX = f . Nótese que f ◦ ◦ ϕ−1 : W −→ Y
es un B-morfismo y por consiguiente un C-morfismo tal que f ◦ ◦ ϕ−1 ◦ ϕ ◦ rX = f .
Supóngase que g, h : W −→ Y son C-morfismos tales que g ◦ϕ◦ rX = h◦ϕ◦ rX = f ,
g ◦ ϕ y h ◦ ϕ son B-morfismos por la Proposición 2.3 g ◦ ϕ = h ◦ ϕ y como ϕ es
isomorfismo tenemos que g = h. Aśı ϕ ◦ rX es una C-reflexión y por lo tanto C es
reflexiva en A. 2

Una subcategoŕıa B de una categoŕıa A se dice cerrada bajo isomorfismos
siempre que dados un B-objeto X y un A-isomorfismo ϕ : X −→ Y , implica que Y
es un B-objeto.

De ahora en adelante, asumiremos que todas las subcategoŕıas son plenas y
cerrada bajo isomorfismos.

Definición 2.8. Sea E una clase de morfismos de una categoŕıa A que es cerrada
bajo la composición con isomorfismos. Una subcategoŕıa reflexiva B de una categoŕıa
A se llama E-reflexiva en A si, cada B-reflexión rX de cada A-objeto, X, pertenece
a E. Para el caso E = Epi A la clase de todos los epimorfismos en A, B se llama
epi-reflexiva en A y similarmente usaremos notaciones Mono A, Bi A y Epi
ex A con las terminoloǵıas mono-reflexiva, bi-reflexiva y epi ex-reflexiva.

Proposición 2.9. Si B es epi-co–reflexiva en A, entonces B es mono-co-reflexiva
en A.

Demostración. Supóngase que B es una sbcategoŕıa epi-co-reflexiva de A. Sea
X un A-objeto y sea cX : CX −→ X la B-co-reflexón de X. Sean f y g A-morfismos
tales que f, g : Y −→ CX y cX ◦ f = cX ◦ g. Puesto que Y es un A-objeto existe
un epimorfismo co-reflexión cY : CY −→ Y . Ahora cX ◦ (f ◦ cY ) = (cX ◦ f) ◦ cY =
(cX ◦g)◦cY = cX ◦(g◦cY ). Como f ◦cY y g◦cY son B-morfismos, por la Proposición
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2.4 se sigue que f ◦ cY = g ◦ cY y por ser cY epimorfismo se tiene que f = g. Por
tanto cX es un monomorfismo. 2

Proposición 2.10. Si B es mono-reflexiva en A, entonces B es epi-reflexiva en A.

Demostración. Se sigue dualizando la Proposición anterior. 2

Definición 2.11. Un objeto S de una categoŕıa A se llama un separador si, f, g :
X −→ Y son A-morfismos diferentes, entonces existe un A-morfismo x : S −→ X
tal que f ◦ x 6= g ◦ x.
Dual: co-separador.

Ejemplo 2.12. (1) En Conj y T op, todos los objetos no vaćıos son separadores.
Sea S un T op-objeto distinto del vaćıo y sean f, g : X −→ Y T op-morfismos
diferentes, entonces que existe x0 en X tal que f(x0) 6= g(x0). Sea x : S −→ X
definida por x(s) = x0 para toda s en S, entonces (f ◦x)(s) = f(x0) 6= g(x0) =
(g ◦ x)(s).

(2) En Grp y Ab, el grupo aditivo Z de todos los enteros es un separador. Sean
α, β : G −→ H Grp-morfismos diferentes, entonces que existe g en G tal que
α(g) 6= β(g). Sea x : Z −→ G definida por x(n) = gn para toda n en Z,
entonces (f ◦ x)(1) = α(g) 6= β(g) = (g ◦ x)(1).

Proposición 2.13. Supóngase que una categoŕıa A tiene un separador S y B es
una subcategoŕıa de A la cual contiene a S. Entonces B es bi-co-reflexiva en A śı,
y sólo si es co-reflexiva en A.

Demostración. Basta demostrar la suficiencia. Supóngase que B es co.reflexiva
en A y S está en B. Sea X un A-objeto y sea cX : CX −→ X la B-reflexión de X
y sean f, g : X −→ Y A-morfismos tales que f ◦ cX = g ◦ cX . Entonces para cada
A-morfismo h : S −→ X existe un único B-morfismo h◦ : S −→ CX que satisface
cX ◦ h◦ = h. Aśı f ◦ h = f ◦ cX ◦ h◦ = g ◦ cX ◦ h◦ = g ◦ h. Como S es un separador
f = g. Se sigue que cX es un epimorfismo, por consiguiente B es epi-co-reflexiva; por
la Proposicón 2.9 es mono-co-reflexiva y por tanto bi-co-reflexiva. 2

Observación. La proposición anterior tiene aplicaciones para T op y sus subca-
tegoŕıas, sin embargo, la noción dual tiene pocas. En efecto, un espacio topológico,
X, es un co-separador en T op śı, y sólo si contiene un subespacio discreto no trivial.

Ejemplo 2.14. (1) Sea X un espacio Tychonoff. La compactación de Ston-Čech
βX : X −→ βX de X es un encaje denso de X sobre un espacio compacto de
Hausdorff βX con la propiedad universal.

βX Y

X

....................................................................................................... ............
f ◦

........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
..............................

βX
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
..................
............

f
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Esto significa que la categoŕıa CompT2 es una subcategoŕıa E-reflexiva de la
categoŕıa T yc, donde T yc (respectivamente CompT2) es la subcategoŕıa plena
de T op de todos los espacios de Hausdorff completamente regulares (respecti-
vamente de todos los espacios de Hausdorff compactos) y E es la clase de todos
los encajes densos en T yc.

(2) Ab es una subcategoŕıa epi-reflexiva de Grp. La reflexión rX : X −→ RX es la
abelianización de aG : G −→ G/[G,G], donde [G,G] es el subgrupo conmutador
de G. Sea h : G −→ A un Grp-morfismo con A un Ab-objeto. Obsérvese
que G/[G,G] es un Ab-objeto y [G,G] ≤ kerh. Por el primer teorema de
isomorfismos existe un único Ab-morfismo h◦ : G/[G,G] −→ A tal que h =
h◦ ◦ aG.

G/[G,G] A

G

............................................................................................................... ............
h◦

.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.............
............

h
.........

.........
.........

.........
.........

.........
.........

.........
.........

.........
.........

.........
.........

.........
.........................

aG

(3) La subcategoŕıa plena Ind de T op de todos los espacios indiscretos es bi-
reflexiva en T op. Si f ◦ = f se tine el siguiente diagrama conmutativo:

(X, τind) (Y, τ ′)

(X, τ)

............................................................................................................... ............
f ◦

...........
...........

...........
...........

...........
...........

...........
...........

...........
...........

...................................

1X .........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
..............
............

f

(4) La subcategoŕıa plena Dis de T op de todos los espacios discretos es bi-co-
reflexiva en T op. Sean X un T op-objeto, CX un espacio discreto con el mismo
conjunto subyacente de X y cX : CX −→ X el T op-morfismo indicido por la
función identidad. Entonces cX es la co-reflexión de X. Si f ◦ = f se tine el
siguiente diagrama conmutativo:

(Y, τ ′) (X, τdis)

(X, τ)

............................................................................................................... ............
f ◦

........................................................................................................................................
....
............

1X

............................................................................................................................................ ........
....

f

Definición 2.15. Sea K una categoŕıa pequeña, B es cerrada en A bajo K-ĺımites
śı, para cualquier diagrama D : K −→ B en B sobre K, un ĺımite para E ◦D es un
ĺımite pra D.

Proposición 2.16. Si B es reflexiva en A, entonces B es cerrada bajo K-ĺımites
para cualquier categoŕıa pequeã K.
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Demostración. Sea D : K −→ B un diagrama y (X, {αi : X −→ D(i) | i ∈ Ob
(K)}) un ĺımite para E ◦D. Demostraremos que X es un B-objeto. Sea rX : X −→
RX la B-reflexión de X. Entonces para cada i ∈ Ob (K) existe un B-morfismo
(αi)

◦ : RX −→ D(i) tal que (αi)
◦ ◦ rX = αi y (RX, {(αi)◦ | i ∈ Ob (K)}) es

una fuente natural para E ◦ D. Entonces existe un morfismo ϕ : RX −→ X tal
que αi ◦ ϕ = (αi)

◦ para cada i ∈ Ob (K). As´́ı αi ◦ ϕ ◦ rX = αi, por la unicidad
del conector ϕ ◦ rX = 1X . Por la Proposición 2.3, se tiene que rX ◦ ϕ = 1RX , en
consecuencia rX es isomorfismo y por tanto, X es un B-objeto.

D(i) D(j)

RX
.........

.........
.........

.........
.........

.........
.........

.........
.........

.........
.........

.........
.........

.........
.........................

(αi)
◦

.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.............
............

(αj)
◦

............................................................................................................................................................................................ ............
D(a)

RX X

D(i)

........................................................................................................................................... ........
....

(αi)
◦

.......................................................................................................................................
....
............

αi

.............................................................................................................................. ............

ϕ
....................................................................................................................................................................................................................

rX

2

Concluimos esta sección demostrando la relación entre subcategoŕıas reflexivas
y co-ĺımites.

Proposición 2.17. Supóngase que B es una subcategoŕıa reflexiva de una categoŕıa
A con funtor inclusión E : B −→ A y reflector R : A −→ B y supóngase que
D : K −→ B es un diagrama en B sobre una categoŕıa pequeña K. Entonces si existe
un co-ĺımite para E ◦D : K −→ A, entonces existe un co-ĺımite para D.

Demostración. Supóngase que (X, {αi : D(i) −→ X | i ∈ Ob (K)}) es un
co-ĺımite para E ◦D. Demostraremos que (RX, {rX ◦ αi : RD(i) −→ RX | i ∈ Ob
(K)}) es un co-ĺımite para R ◦ D : K −→ B. Es claro que RX es un B-objeto y
rX◦αi : E(D(i)) −→ RX es un B-morfismo para cada i en Ob (K). Sea a : i −→ j un
K-morfismo, tenemos que rX ◦αi = rX ◦αj ◦E(D(a)) = rX ◦αj ◦D(a) para cada i en
Ob (K). De aqúı que (RX, {rX ◦αi : RD(i) −→ RX | i ∈ Ob (K)}) es un sumidero
natural para D. Sea (Y, {βi : D(i) −→ Y | i ∈ Ob (K)}) un sumidero natural para
D. Veamos que (E(Y ), {E(βi) : E(D(i)) −→ E(Y ) | i ∈ Ob (K)}) es un sumidero
natural para E ◦D. Nótese que E(Y ) es un A-objeto y E(βi) : E(D(i)) −→ E(Y )
son A-morfismos para cada i en Ob (K). Sea a : i −→ j un K-morfismo, tenemos
que E(βi) = E(βj ◦D(a)) = E(βj) ◦ E(D(a)). Aśı (Y, {βi}) es un sumidero natural
para E ◦D. Como (X, {αi}) es un co-ĺımite para E ◦D existe un único A-morfismo
ϕ : X −→ E(Y ) con E(βi) = ϕ ◦ αi para cada i en Ob (K).

X E(Y )

D(i)

................................................................................................ ............
ϕ

........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
..............................

αi
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
..................
............

E(βi)
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Puesto que B es reflexiva en A existe un único morfismo ϕ◦ : RX −→ E(Y ) tal
que ϕ = ϕ◦ ◦ rX .

RX E(Y )

X

................................................................................................ ............
ϕ◦

........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
..............................

rX
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
..................
............

ϕ

Aśı βi = E(βi) = ϕ ◦ αi = ϕ◦ ◦ rX ◦ αi para cada i en Ob (K). Supóngase que
existe un B-morfismo ψ : RX −→ Y tal que ψ ◦ rX ◦αi = βi para cada i en Ob (K).
Entonces E(ψ) : E(RXE) −→ (Y ) es un A-morfismo con E(ψ ◦ rX ◦ αi) = E(βi)
para cada i en Ob (K). Por lo tanto E(ψ) ◦ rX = ϕ y como E(ψ) = ψ se tiene que
ψ ◦rX◦ = ψ lo que implica que ψ = ϕ◦. Por lo tanto (RX, {rX ◦αi)} es un co-ĺılmite
para D. 2

Corolario 2.18. Si una categoŕıa A es co-completa y B es una subcategoŕıa reflexiva
de A, entonces B es co-completa.

Demostración. Se sigue de la Proposición 2.17 y del hecho que E ◦ D es un
diagrama en A sobre K. 2

Proposición 2.19. Supóngase que B es una subcategoŕıa reflexiva de A con funtor
inclusión E : B −→ A y reflector R : A −→ B y que D : K −→ A es un diagrama
en A sobre K. Entonces si (X, {αi : D(i) −→ X | i ∈ Ob K}) es un co-ĺımite
para D, entonces (RX, {Rαi : RD(i) −→ RX | i ∈ Ob K}) es un co-ĺımite para
R ◦D : K −→ B.

Demostración. Es claro que RX es un B-objeto y Rαi es un B-morfismo para
cada i en Ob (K). Veamos que (RX, {Rαi : RD(i) −→ RX | i ∈ Ob (K)}) es un
sumidero natural para R ◦D. Sea a : i −→ j un K-morfismo; puesto que (X, {αi :
D(i) −→ X | i ∈ Ob K}) es una fuente natural para D, entonces αi = αj ◦ D(a),
aplicando el reflector se obtiene Rαi = R(αj◦D(a)) = Rαj◦RD(a). Aśı, (RX, {Rαi |
i ∈ Ob (K)}) es una fuente natural para R ◦D.

D(i)

D(j)

X
........................................................................................................................
.....
.......
.....

D(a)

............................................................................................................................................................................... ............
αi

...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
....................
............

αj
..................................................................................................................................................................................................................... ............

R

RD(i)

RD(j)

RX
........................................................................................................................
.....
.......
.....

RD(a)

................................................................................................................................................................... ............
Rαi

...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
....................
............

Rαj

Sea (Y, {βi : RD(i) −→ Y | i ∈ Ob (K)}) una fuente natural para R◦D. Veamos
que (E(Y ), {E(βi ◦ rD(i)) : D(i) −→ E(Y ) | i ∈ Ob (K)}) es una fuente natural para
D. Sea a : i −→ j un K-morfismo, para D(a) : D(i) −→ D(j) existe un B-morfismo
RD(a) tal que rD(j) ◦ D(a) = RD(a) ◦ rD(i), como (Y, {βi}) es una fuente natural
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para R ◦D se tiene que βi = βj ◦ RD(a), entonces βi ◦ rD(i) = βj ◦ RD(a) ◦ rD(i) =
βj ◦ rD(j) ◦D(a); aplicando el funtor inclusión E(βi ◦ rD(i)) = E(βj ◦ rD(j) ◦D(a)) =
E(βj ◦ rD(j)) ◦ E(D(a)). Por lo tanto, (Y, {βi | i ∈ Ob (K)}) es una fuente natural
para D.

Como (X, {αi : D(i) −→ X | i ∈ Ob (K)}) es un co-ĺımite para D, existe un
único A-morfismo ϕ : X −→ E(Y ) tal que αi ◦ ϕ = E(βi) ◦ E(rD(i)). Por otro lado,
como rX es una B-reflexión existe un único B-morfismo ϕ◦ : RX −→ Y tal que
ϕ = ϕ◦ ◦ rX .

D(i)

E(Y )

X................................................................................................................................................................................................................................................ ........
....

E(βi) ◦ E(rD(i))

............................................................................................................................................................................... ............
αi

............................................................................
.....
.......
.....

ϕ

RX Y

X

..................................................................................................................................... ............
ϕ◦

........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
................
............

ϕ

........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
............................

rX

Veamos que ϕ◦◦Rαi = βi; dado que Rαi◦rD(i) = rX◦αi, entonces ϕ◦◦Rαi◦rD(i) =
ϕ◦ ◦ rX ◦ αi = ϕ ◦ αi = E(βi ◦ rD(i)) = βi ◦ rD(i); puesto que ϕ◦ ◦ Rαi y βi son B-
morfismos, por la Proposición 2.3 se tiene que ϕ◦ ◦Rαi = βi. Sea ψ : RX −→ Y un
B-morfismo tal que ψ ◦Rαi = βi. Nótese que ψ = ϕ◦ si ψ ◦rX ◦αi = βi ◦rD(i); puesto
que βi = ψ ◦Rαi, entonces β ◦ rD(i) = ψ ◦Rαi ◦ rD(i) = ψ ◦ rX ◦ αi, en consecuencia
ψ = ϕ◦ . Por lo tanto (RX, {Rαi : RD(i) −→ RX | i ∈ Ob (K)}) es un co-ĺımite
para R ◦D. 2

2.2. (E, M)-categoŕıas

En esta sección E y M son clases de morfismos en una categoŕıa A la cual es
cerrada bajo la composición con isomorfismos.

Definición 2.20. Una categoŕıa A es (E,M)-factorizable si, para cada A-morfismo
f : X −→ Y existe una terna (Z, g, h) que consiste de un A-objeto Z y morfismos
g : X −→ Z en E, h : Z −→ Y en M tales que f = h ◦ g. La terna (Z, g, h) se
llama (E, M))-factorización de f .

Una categoŕıa A se llama singularmente (E, M)-factorizable si, es (E,M)-
factorizable y para dos (E, M)-factorizaciones (Z, g, h) y (Z ′, g′, h′) de cualquier
morfismo f , existe un isomorfismo ϕ : Z −→ Z ′ tal que h = h′ ◦ ϕ y g′ = ϕ ◦ g.

Una categoŕıa A tiene la propiedad de la (E,M)-diagonalización si siempre
que los morfismos f : W −→ X, g : W −→ Y , h : X −→ Z y k : Y −→ Z satisfacen
que h ◦ f = k ◦ g, f ∈ E y k ∈M, entonces existe un morfismo d : X −→ Y tal que
g = d ◦ f y h = k ◦ d, d se llama un morfismo diagonal (o una diagonal) del
cuadrado (f, g, h, k).

Una categoŕıa A se llama (E, M)-categoŕıa si, es (E, M)-factorizable y tiene
la propiedad de la (E, M)-diagonalización.
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Ejemplo 2.21. (1) T op es una (Epi ex, Mono)-categoŕıa. Si f : X −→ Y es
una función continua, entonces f = m ◦ q es la factorización deseada, donde
q : X −→ X/ ∼ es la proyección natural (x ∼ x′ śı, y sólo si f(x) = f(x′))
y m : X/ ∼−→ Y se define por m([x]) = f la cual existe por la propiedad
universal del cociente. Veamos que m está bien definida y es inyecyiva. m
está bien definida. Sean [x] = [x′] para x ∈ X, entonces f(x) = f(x′), aśı
m([x]) = f(x) = f(x′) = m([x′]). m es inyectiva. sean [x] y [x′] ∈ X/ ∼
con m([x]) = m([x]), es decir, f(x) = f(x′), entonces x ∼ x′, de este modo
[x] = [x′]. Puesto que q es una función cociente y m es inyectiva, q es un
epimorfismo extremal y m es un monomorfismo. En consecuencia T op es (Epi
ex, Mono)-factorizable. Veamos que tiene la propiedad de la (Epi ex, Mono)-
diagonalización. Sea

(X, τX) (Y, τY )

(Z, τZ) (W, τW )

............................................................................................................................. ............
f

........................................................................................................................
.....
.......
.....

g

........................................................................................................................
.....
.......
.....

h

............................................................................................................................. ............

k

....................................................................................................................
....
............

d

un cuadrado conmutativo con f un T op-epimorfismo extremal y k un T op-
monomorfismo. Veamos que para todo y ∈ Y , se tiene que h(y) ∈ Im(k). Sea
y ∈ Y , como f es sobreyectiva, existe x ∈ X tal que f(x) = y. Notemos que
k(g(x)) = h(f(x)) = h(y), aśı que h(y) ∈ Im(k). Denotamos k−1 : Im(k) −→
Z, por consiguiente d = k−1 ◦ h está bien definida. Entonces d = k−1 ◦ h
es el morfismo diagonal deseado; d ◦ f = k−1 ◦ h ◦ f = k−1 ◦ k ◦ g = g y
k ◦ d = k ◦ k−1 ◦ h = h. Por lo tanto T op es una (Epi ex, Mono)-categoŕıa.

(2) T op es una (Epi , Mono ex)-categoŕıa. Si f : X −→ Y es una función conti-
nua, entonces f = i◦f ′ es una factorización de f , donde f ′ : X −→ f(X) esta
definida por f ′(x) = f(x) para cada x ∈ X e i : f(X) −→ Y es la inclusión.
Como f es sobreyectiva, es un epimorfismo y como i e un encaje, es un mo-
nomorfismo extremal. En consecuencia T op es (Epi, Mono ex)-factorizable.
Veamos que tiene la propiedad de la (Epi, Mono ex)-diagonalización. Sea

(X, τX) (Y, τY )

(Z, τZ) (W, τW )

............................................................................................................................. ............
f

........................................................................................................................
.....
.......
.....

g

........................................................................................................................
.....
.......
.....

h

............................................................................................................................. ............

k

....................................................................................................................
....
............

d

un cuadrado conmutativo con f un T op-epimorfismo y k un T op-monomorfismo
extremal. Entonces d = k−1 ◦ h es el morfismo diagonal deseado; d ◦ f =
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k−1 ◦h ◦ f = k−1 ◦ k ◦ g = g y k ◦ d = k ◦ k−1 ◦h = h. Por lo tanto T op es una
(Epi, Mono ex)-categoŕıa.

(3) T op es una (Bi, Inicial)-categoŕıa. Sea f : X −→ Y es una función continua
y τini es la topoloǵıa inicial en X, entonces f = f ◦ 1X es la factorización
deseada, donde 1X : (X, τX) −→ (X, τini) . En consecuencia T op es (Bi,
Inicial)-factorizable.

(X, τX) (Y, τY )

(X, τini)

................................................................................................................................................................... ............
f

.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.............
............

f

........................................................................................................................................... ........
....

1X

Veamos que tiene la propiedad de la (Bi, Inicial)-diagonalización. Sea

(X, τX) (Y, τY )

(Z, τZ) (W, τW )

............................................................................................................................. ............
f

........................................................................................................................
.....
.......
.....

g

........................................................................................................................
.....
.......
.....

h

............................................................................................................................. ............

k

....................................................................................................................
....
............

d

un cuadrado conmutativo con f un T op-bimorfismo y k un Inicial-morfismo.
Entonces d = g ◦ f−1 es el morfismo diagonal deseado; d ◦ f = g ◦ f−1 ◦ f = g
y k ◦ d = k ◦ g ◦ f−1 = h ◦ f ◦ f−1 = h. Por lo tanto T op es una (Bi,
Inicial)-categoŕıa.

Proposición 2.22. Si E ⊂ Epi A o M ⊂ Mono A, entonces las siguientes condi-
ciones son equivalentes:

(1) A es una (E ,M)-categoŕıa.

(2) (a) E y M son cerradas bajo composiciones.

(b) A es singularmente (E ,M)-factorizable.

Demostración. (1) ⇒ (2)(a) Sean f : X −→ Y y g : Y −→ Z morfismos
en E y (W,h, k) una (E ,M)-factorización de g ◦ f . Entonces existe una diagonal
d : Y −→ W del cuadrado (f, h, g, k) tal que h = d ◦ f y g = k ◦ d. Para el cuadrado
(g, d, 1Z , k) existe una diagonal d′ : Z −→ W tal que d = d′◦g y 1Z = k◦d′. De aqúı,
k ◦d′ ◦k = k. Por otro lado, d′ ◦k ◦h = d′ ◦g ◦f = d◦f = h. Puesto que k pertenece
a Mono A o h pertenece a Epi A, d′ ◦ k = 1W y por tanto k es un isomorfismo. Aśı
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tenemos que g ◦ f pertenece a E .

X Y

W Z

............................................................................................................................. ............
f

........................................................................................................................
.....
.......
.....

h

........................................................................................................................
.....
.......
.....

g

............................................................................................................................. ............

k

....................................................................................................................
....
............

d

Y Z

W Z

............................................................................................................................. ............
g

........................................................................................................................
.....
.......
.....

d

........................................................................................................................
.....
.......
.....

1Z

............................................................................................................................. ............

k

....................................................................................................................
....
............

d′

(1)⇒ (2)(b) Supóngase que (Z, g, h) y (Z ′, g′, h′) son dos (E ,M)-factorizaciones
de f : X −→ Y . Entonces existen morfismos d : Z −→ Z ′ y d′ : Z ′ −→ Z tales que
g′ = d ◦ g, h = h′ ◦ d, g = d′ ◦ g′ y h′ = h ◦ d′.

X Z

Z ′ Y

............................................................................................................................. ............
g

........................................................................................................................
.....
.......
.....

g′

........................................................................................................................
.....
.......
.....

h

............................................................................................................................. ............

h′

....................................................................................................................
....
............

d

X Z

Z ′ Y

............................................................................................................................. ............
g

........................................................................................................................
.....
.......
.....

g′

........................................................................................................................
.....
.......
.....

h

............................................................................................................................. ............

h′
......
......
......
......
......
......
......
......
......
......
......
......
......
......
......
......
......
......
............
............

d′

.

Tenemos que d ◦ d′ ◦ g′ = d ◦ g = g′ y h′ ◦ d ◦ d′ = h ◦ d′ = h′. Si g′ ∈ Epi
A, entonces d ◦ d′ = 1Z′ y si h′ ∈ Mono A, entonces d ◦ d′ = 1Z′ . En ambos casos
d ◦ d′ = 1Z′ . Analogamentee como d′ ◦ d ◦ g = d′ ◦ g′ = g y h ◦ d′ ◦ d = h′ ◦ d = h,
entonces d′ ◦ d = 1z. Aśı que, d es isomorfoismo y d ◦ g = g′ y h′ ◦ d = h.

(2)⇒ (1) ComoA es singularmente (E ,M)-factorizable,A es (E ,M)-factorizable.
Resta demostrar que tiene la propiedad de la (E ,M)-diagonalización. Sea (f, g, h, k)
un cuadrado tal que h◦f = k ◦g con f en E y k enM. Sean g = m◦ e y h = m′ ◦ e′.
(E ,M)-factorizaciones. Puesto que E y M son cerradas bajo la composición e′ ◦ f
pertenece a E y k ◦m pertenece aM. Entonces m′ ◦ (e′ ◦f) y (k ◦m)◦ e son (E ,M)-
factorizaciones de h ◦ f , existe un isomorfismo ϕ : V −→ U tal que m′ = (k ◦m) ◦ϕ
y e = ϕ ◦ (e ◦ f).

X Y

U V

W Z

................................................................................................................................................................................................................................................................................... ............
f

..............................................................................................................................................................
.....
.......
.....

g

............................................................................................... ........
....

e

...........................................................................................
....
............
m

..............................................................................................................................................................
.....
.......
.....

h

...........................................................................................
....
............

e′

............................................................................................... ........
....m′

................................................................................................................................................................................................................................................................................... ............

k

.............................................................................. ϕ

.

Nótese que si d = m ◦ϕ ◦ e′, entonces d ◦ f = (m ◦ϕ ◦ e′) ◦ f = m ◦ (ϕ ◦ e′ ◦ f) =
m ◦ e = g y k ◦ d = k ◦ (m ◦ ϕ ◦ e′) = (k ◦ m ◦ ϕ) ◦ e′ = m′ ◦ e′ = h. Aśı d es el
morfismo diagonal deseado. Por tanto A es una (E ,M)-categoŕıa. 2
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Proposición 2.23. Si A es una (E ,M)-categoŕıa con E ⊂ Epi A, las siguientes
condiciones para un morfismo k : Y −→ Z son equivalentes.

(1) k ∈M.

(2) Para cualesquiera morfismos f : W −→ X, g : W −→ Y , h : X −→ Z tales
que h ◦ f = k ◦ g y f ∈ E, entonces existe una diagonal d : X −→ Y tal que
g = d ◦ f y h = k ◦ d.

(3) Si k = m ◦ l con l : Y −→ W en E y m : W −→ Z, entonces l es un
isomorfismo.

Demostración.

1. (1) implica (2). Supongamos que k ∈ M. Sean f , g y h morfismos tales que
h ◦ f = k ◦ g con f ∈ E . Como A es una (E ,M)-categoŕıa tiene la propiedad
de la (E ,M)-diagonalización, existe d : X −→ Y tal que g = d ◦ f y h = k ◦ d

2. Sea k = m◦ l con l ∈ E . Como k = k ◦1Y = m◦ l, existe un morfismo diagonal
d : Y −→ W tal que 1Y = d ◦ l, entonces l es co-retracción y como también es
epimorfismo. Por lo tanto, l es ismorfismo.

Y W

Y Z

............................................................................................................................. ............
l

........................................................................................................................
.....
.......
.....

1Y

........................................................................................................................
.....
.......
.....

m

............................................................................................................................. ............

k

................................................................................................................................................................................................ ........
....

k

Y W

Y Z

............................................................................................................................. ............
l

........................................................................................................................
.....
.......
.....

1Y

........................................................................................................................
.....
.......
.....

m

............................................................................................................................. ............

k

....................................................................................................................
....
............

d

3. Sea K = m ◦ l una (E ,M)-factorización de k. Puesto que A es cerrada bajo
la composición con isomorfismos y m ∈M, entonces k ∈M.

2

Corolario 2.24. Si A es una (E ,M)-categoŕıa con E ⊂ Epi A, M satisface lo
siguiente.

(1) Si (W, {α1 : W −→ X,α2 : W −→ Y }) es un jalador de (f : X −→ Z, g :
Y −→ Z) y si g ∈M, entonces α1 ∈M.

(2) M es cerrada bajo intersecciones y productos.

Demostración.
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(1) Supóngase que (W, {α1 : W −→ X,α2 : W −→ Y }) es un jalador de (f :
X −→ Z, g : Y −→ Z) con g ∈ M. Sea α1 = m ◦ e una (E ,M)-factorización
de α1 con e en E y m enM, existe un morfismo diagonal d : U −→ Y tal que
α2 = d ◦ e y f ◦m = g ◦ d.

W X

Y Z

............................................................................................................................. ............
α1

........................................................................................................................
.....
.......
.....

α2

........................................................................................................................
.....
.......
.....

f

............................................................................................................................. ............

g

W X

U

............................................................................................................................................................................................ ............
α1

................................................................................................................................................................ .......
.....

e

........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
................
............

m

W U

Y Z

............................................................................................................................. ............
e

........................................................................................................................
.....
.......
.....

α2

........................................................................................................................
.....
.......
.....

f ◦m

............................................................................................................................. ............

g

....................................................................................................................
....
............

d

Por la propiedad universal del jalador existe un único morfismo ϕ : U −→ W
tal que d = α2 ◦ϕ y m = α1 ◦ϕ. Esto implica que α1 ◦ (ϕ ◦ e) = (α1 ◦ϕ) ◦ e =
m◦e = α1 y α2◦(ϕ◦e) = (α2◦ϕ)◦e = d◦e = α2; de aqúı que ϕ◦e = 1W , es decir,
e es una co-retracción y un epimorfismo, en consecuencia e es isomorfismo. Por
la Proposición 2.23 α1 ∈M.

U

W X

Y Z

............................................................................................................ .........
...

ϕ

................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................... ...........
.

m................................................................................................................................................................................................................................................................................... .......
.....

d

............................................................................................................................. ............
α1

........................................................................................................................
.....
.......
.....

f

........................................................................................................................
.....
.......
.....

α2

............................................................................................................................. ............

g

W

W X

Y Z

......................................................................................................................................................................... .........
...

ϕ ◦ e

................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................... ...........
.

α1................................................................................................................................................................................................................................................................................... .......
.....

α2

............................................................................................................................. ............

α1 ........................................................................................................................
.....
.......
.....

f

........................................................................................................................
.....
.......
.....

α2

............................................................................................................................. ............

g

(2) Supóngase que (X, f) es una intersección de {(Xi,mi) | i ∈ I} con mi en M
para cada i en I. Sea f = m ◦ e una (E ,M)-factorización de f con e en E y m
en M. Entonces para cada i en I existe un morfismo diagonal di : Z −→ Xi

tal que fi = di ◦ e y m = mi ◦ di.

X Y

Xi

............................................................................................................................................................................................ ............
f

................................................................................................................................................................ .......
.....

fi
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
................
............

mi

X Y

Z

............................................................................................................................................................................................ ............
f

................................................................................................................................................................ .......
.....

e

........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
................
............

m

X Z

Xi Y

............................................................................................................................. ............
e

........................................................................................................................
.....
.......
.....

fi

........................................................................................................................
.....
.......
.....

m

............................................................................................................................. ............

mi

....................................................................................................................
....
............

di

Por la propiedad universal de la intersección existe un único morfismo ϕ :
Z −→ X tal que m = f ◦ ϕ y di = fi ◦ ϕ. Esto implica que f ◦ (ϕ ◦ e) =
(f ◦ϕ) ◦ e = m ◦ e = f ; de aqúı que ϕ ◦ e = 1X , es decir, e es una co-retracción
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y un epimorfismo, en consecuencia e es isomorfismo. Por la Proposición 2.23
f ∈M.

Z

X Y

Yi

............................................................................................................ .........
...

ϕ

................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................... ...........
.

m................................................................................................................................................................................................................................................................................... .......
.....

di

............................................................................................................................. ............

f........................................................................................................................
.....
.......
.....

fi

.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.....................
............

mi

X

X Y

Xi

......................................................................................................................................................................... .........
...

ϕ ◦ e

................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................... ...........
.

m................................................................................................................................................................................................................................................................................... .......
.....

di

............................................................................................................................. ............

f........................................................................................................................
.....
.......
.....

fi

.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.....................
............

mi

(3) Sea
∏
fi :

∏
Xi −→

∏
Yi un producto de la familia {mi : Xi −→ Yi donde

mi ∈M para cada i ∈ I. Sea
∏
mi = m◦e una (E ,M)-factorización de

∏
mi.

∏
Xi

∏
Yi

Xi Yi

........................................................................................ ............

∏
mi

........................................................................................................................
.....
.......
.....

πi

........................................................................................................................
.....
.......
.....

π
′
i

............................................................................................................................. ............

mi

∏
Xi

∏
Yi

Z

...................................................................................................................................................... ............

∏
mi

................................................................................................................................................................ .......
.....

e

........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
................
............

m

∏
Xi Z

Xi Yi

........................................................................................ ............
e

........................................................................................................................
.....
.......
.....

πi

........................................................................................................................
.....
.......
.....

π
′
i ◦m

............................................................................................................................. ............

mi

....................................................................................................................
....
............

d

Como e ∈ E y m ∈M, para cada i ∈ I (π
′
i ◦m)◦e = π

′
i ◦ (m◦e) = π

′
i ◦

∏
mi =

mi ◦ πi (ver Proposición 1.40), existe un morfismo di : Z −→ Xi para cada
i ∈ I tal que πi = di ◦ e y π

′
i ◦ m = mi ◦ di. Por la propiedad universal del

producto existe un ”unico morfismo ϕ : Z −→
∏
Xi tal que di = πi ◦ ϕ.

Nótese que para todo i ∈ I, πi ◦ (ϕ ◦ e) = (πi ◦ ϕ) ◦ e = di ◦ e = πi., lo que
implica que ϕ ◦ e = 1∏

Xi , es decir, e es una co-retracción y un epimorfismo,
en consecuencia e es isomorfismo. Por la Proposición 2.23

∏
mi ∈M.

Z
∏
Xi

Xi

........................................................................................................................................... ........
....

di

.......................................................................................................................................
....
............

πi

........................................................................................................................ ............
ϕ

Z
∏
Xi

Xi

........................................................................................................................................... ........
....

di

.......................................................................................................................................
....
............

πi

............................................................................................................................................................................................ ............
ϕ ◦ e

2

Nótese que Epi T op ⊃ Bi T op y Mono ex T op ⊂ Inicial T op; además si f :
X −→ Y es inicial y X es un espacio T0, entonces f es un encaje.

Definición 2.25. Una (E ,M)-categoŕıa se llama E-co-bien potenciada si para
cada objeto X de A, la clase de todos lo morfismos que pertenecen a E que tienen
como dominio a X tiene un conjunto de representantes.

Definición 2.26. Una subcategoŕıa B de una categoŕıa A se llama:
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(1) Cerrada bajo producto (resp. co-productos) en A siempre que (X, {π :
X −→ Xi | i ∈ I}) (resp. ({ji : Xi −→ Y | i ∈ I}, Y )) es un producto (resp.
co-producto) en A tal que Xi pertenece a Ob (B) para cada i en I, entonces
X (resp. Y ) pertenece a Ob (B).

(2) Cerrada bajo monomorfismos extremales (resp. epimorfismos ex-
tremales) en A siempre que f : X −→ Y es un monomorfismo extremal
(resp. epimorfismo extemal) en A tal que Y (resp. X) pertenece a Ob (B),
entonces X (resp. Y ) pertenece a Ob (B).

Teorema 2.27. (Caracterización de las subcategoŕıas E-reflexivas) Supóngase que
A es una (E ,M)-categoŕıa E-co-bien potenciada con E ⊂ Epi A y que A tiene
productos. Entonces, para una subcategoŕıa plena y cerrada bajo isomorfismos B de
A, las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) B es E-reflexiva en A.

(2) B es cerrada bajo productos y satisface que si f : X −→ Y pertenece a M y
Y pertenece a Ob (B), entonces X pertenece a Ob (B).

Demostración. (1) =⇒ (2) Como B es reflexiva enA por la Proposición 1.82., B
es cerrada bajo productos. Sea f : X −→ Y enM y Y ∈ Ob (B). Para la B-reflexión
rX : X −→ RX, de X existe una extensión f ◦ : RX −→ Y tal que f = f ◦ ◦ rX .
Entonces para el cuadrado (rX , 1X , f

◦, f) existe una diagonal d : RX −→ X tal
que d ◦ r = 1X y f ◦ = f ◦ d. Como rX pertenece a A y E ⊂ Epi A, entonces es
epimorfismo y co-retracción y por tanto isomorfismo y puesto que B es cerrada bajo
isomorfismos entonces se tiene que X ∈ Ob (B).

(2) =⇒ (1) Supóngase que X ∈ Ob(A). Como A es E-co-bien potenciada existe
un conjunto de representantes de E , {fi : X −→ Yi | i ∈ I} con Yi en mathcalB para
cada i en I. Sea (Y, {pi : Y −→ Yi | i ∈ I}) el producto de la familia {Yi | i ∈ I}
en A. Como B es cerrada bajo productos Y ∈ Ob (B) y por la propiedad universal
del producto existe un único A-morfismo f : X −→ Y tal que pi ◦ f = fi para
cada i ∈ I. Sea (Z, g : X −→ Z, h : Z −→ Y ) una (E ,M)-factorización de f tal
que f = h ◦ g con g en E , h en M y f = h ◦ g. Puesto que h pertenece a M
y Y está en Ob (B) entonces Z pertenece a Ob (B). Afirmamos que g es una B-
reflexión de X. En efecto, sea k : X −→ W un A-morfismo con W en Ob (B). Si
(V, l : X −→ V,m : V −→ W ) es una (E ,M)-factorización de k tal que k = m ◦ l
con l ∈ E y m ∈M, existe j ∈ I y un isomorfismo n : Yj −→ Y tal que l = n ◦ fj y
puesto que g es un epimorfismo, k◦ = m ◦ n ◦ pj ◦ h es el único morfismo de Z a W
para el cual k◦ ◦ g = m ◦ n ◦ pj ◦ h ◦ g = m ◦ n ◦ pj ◦ f = m ◦ l = k. Por lo tanto g es
una B-reflexión de X. 2

Corolario 2.28. Si A es una (E ,M)-categoŕıa E-co-bien potenciada con E ⊂ Epi
A la cual tiene productos. Entonces se cumple lo siguiente.
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(1) La intersección de cualquier clase de subcategoŕıas E-reflexivas de A es E-
reflexiva en A.

(2) Para cualquier subcategoŕıa B de A, existe una subcategoŕıa E-reflexiva B∗ de
A que satisface las siguientes condiciones:

(a) B∗ ⊃ B.

(b) Si B′ es una subcategoŕıa E-reflexiva de A y B′ ⊃ B, entonces B′ ⊃ B∗.

(3) Un A-objeto X pertenece a B∗ śı, y sólo si existe un conjunto {Xi | i ∈ I} de
B-objetos Xi y un morfismo f : X −→ Πi∈IXi que pertenece a M.

La categoŕıa B∗ se llamará una envolvente E-reflexiva de B en A y se denota
por AE(B). Para un A-objeto X, la envolvente E-reflexiva AE(X) de X en A está
también definida. Un A-objeto Y pertenece a AE(X) śı, y sólo si existen un conjunto
I y un morfismo f : Y −→ Πi∈IXi que pertenece aM con X = Xi para cada i ∈ I.

Ejemplo 2.29. (1) Sea f : X −→ Y un monomorfismo en T op y sea Y un espa-
cio T0 (respectivamente T1, T2). Entonces X es un espacio T0 (respectivamente
T1, T2). Como T op es una (Epi ex, Mono)-categoŕıa, T op0, T op1 y T op2 son
subcategoŕıas epi-reflexivas de T op respectivamente.

(2) Sea f : X −→ Y inicial en T op y Y un espacio regular (respectivamente com-
pletamente regular). Entonces X es regular (respectivamente completamente
regular). Por tanto las categoŕıas Reg y Creg son bi-reflexivas en T op, don-
de Reg (respectivamente Creg es la subcategoŕıa plena de T op de todos los
espacios regulares (respectivamente completamente regulares).

2.3. Epi-reflexividad contra bi-reflexividad en T op
Para las subcategoŕıas bi-reflexivas Reg y Creg de T op mencionadas en la última

sección, tenemos que Reg ∩ T op0 = T op3 y Creg ∩ T op0 = T yc son epi-reflexivas
pero no bi-reflexivas en T op. Las envolventes bi-reflexivas de T op3 y T yc en T op
son Reg y Creg respectivamente. En esta sección consideraremos las relación entre
subcategoŕıas epi-reflexivas y bi-reflexivas de T op en general. Primero recordaremos
algunas propiedades de los espacios T0 y demostraremos que T op0 tiene una propie-
dad especial en T op.

Sean D0, D1 y D2 espacios topológicos con el mismo conjunto subyacente que tie-
ne dos puntos P ,Q y con las topoloǵıas {∅, {P,Q}}, {∅, {P}, {P,Q}} y {∅, {P}, {Q},
{P,Q}}, respectivamente.

Proposición 2.30. Para un espacio topológico son equivalentes:
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(1) X es un espacio T0.

(2) Existe un conjunto Λ y un monomorfismo f : X −→ Πλ∈ΛXλ con Xλ = D1

para cada λ en Λ.

(3) Cualquier función continua f : D0 −→ X es constante.

(4) Cualquier función inicial con dominio X es un encaje.

Demostración. (1) implica (2). Supóngase que X es un espacio T0. Sea F =
{f : X −→ D1 | f es continua}, existe un conjunto Λ tal que F = {fλ | λ ∈
Λ} = C(X,D1). Si Xλ = D1 para cada λ en Λ, entonces DΛ

1 = Πλ∈ΛXλ. Por la
propiedad universal del producto existe una función continua f : X −→ Πλ∈ΛXλ tal
que πλ ◦ f = fλ.

X Πλ∈ΛXλ

D1

................................................................................. ............
f

.......................................................................................................................... .......
.....

fλ

.....................................................................................................................
.....
............

πλ

Veamos que F separa puntos y por consiguiente f es inyectiva. Sean x, x′ puntos
distintos en X. Como X es T0, existe A en τX tal que x ∈ A y x′ /∈ A. Def́ınase
g : X −→ D1 por g(A) = P y g(X\A) = Q. Obsérvese que g−1(∅) = ∅, g−1(D1) = X
y g−1({P}) = A, por lo que g es continua. Para λ en Λ existe fλ tal que g = fλ,
además g(x) = fλ(x) = P y g(x′) = fλ(x

′) = Q; luego fλ(x) 6= fλ(x
′). Por otro lado

πλ(f(x)) = fλ(x) 6= fλ(x
′) = πλ(f(x′)), en consecuencia f(x) 6= f(x′). Por lo tanto,

f es inyectiva.

(2) implica (1) Sean x, x′ puntos distintos en X. Como f : X −→ Πλ∈ΛXλ es
inyectiva por ser monomorfismo, entonces F = {h : X −→ D1 | h es continua}
separa puntos de X. En efecto, dados x, x′ ∈ X como f(x) 6= f(x′), existe λ en Λ
tal que πλ(f(x)) 6= πλf(x′); sea h = πλ ◦ f : X −→ D1. Entonces h(x) 6= h(x′). Sin
pérdida de generalidad h(x) = P y h(x′) = Q. Sea A := h−1({P}), entonces A es
un conjunto abierto en X, x ∈ A, pero x′ /∈ A. Por lo tanto, X es T0.

(1) implica (3) Si f : D0 −→ X es continua y X es T0, entonces f(P ) = f(Q),
ya que si f(P ) 6= f(Q), entonces existe un conjunto A en X tal que f(P ) ∈ A y
f(Q) /∈ A. En consecuencia f−1(A) es un conjunto abierto en D0 que no es ∅ ni D0,
lo cual no es posible.

(3) implica (1) Supóngase X no es T0, existen x y x′ puntos distintos en X tales
que para todo conjunto abierto A en X, se tiene que x ∈ A implica que x′ ∈ A y
x′ ∈ A implica que x ∈ A. Def́ınase f : D0 −→ X por f(P ) = x y f(Q) = x′. Si A
es un conjunto abierto tal que x ∈ A, entonces f−1(A) = D0 y si x /∈ A, entonces
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f−1(A) = ∅. Por lo tanto, f es continua, pero no es constante, ya que si x′ ∈ A,
entonces x ∈ A lo cual no es posible.

(3) implica (4) Sea f : X −→ Y una función inicial. Veamos que f es inyectiva y
por tanto encaje. Sean x y x′ ∈ X tales que f(x) = f(x′). Def́ınase g : D0 −→ X por
g(P ) = x y g(Q) = x′. Nótese que f(g(P )) = f(x) = f(x′) = f(g(Q)), en consecuen-
cia f ◦g : D0 −→ Y es una función constante y por tanto continua. Como f es inicial,
entonces g es continua y por hipótesis es constante, es decir, x = g(P ) = g(Q) = x′.
Por lo tanto, f es un encaje.

(4) implica (1) Antes de demostrar la implicación, hagamos la siguiente:

Observación. Si X es un espacio topológico, entoces C(X,D1) es una fuente
inicial.
Demostración. Sea A un conjunto abierto en X y sea f : X −→ D1 la función
constante definida por f(x) = P para todo x ∈ X, Si A = ∅, entonces A = f−1(∅).
Si A = X, entonces A = f−1(D1). Ahora sea A un conjunto abierto distinto del
vaćıo y el total, sean x y x′ ∈ X puntos distintos tales que x ∈ A y x′ /∈ A. Def́ınase
f : X −→ D1 por

f(x) =


P si x ∈ A

Q si x /∈ A
Entonces f−1({P}) = A y f es continua. Hemos demostrado que todo conjunto
abierto A en X es de la forma f−1(O) con O un conjunto abierto en D1 y que f
pertenece a C(X,D1). Por lo tanto, C(X,D1) es una fuente inicial.

Sea C(X,D1) = {fλ | λ ∈ Λ} por la propiedad universal del producto existe
una única función continua ∆C(X,D1) : X −→ DΛ

1 tal que para cada λ en Λ hace
conmutar el siguiente diagrama

X DΛ
1

D1

....................................................................................................... ............
∆C(X,D1)

.......................................................................................................................... .......
.....

fλ

.....................................................................................................................
.....
............

πλ

.
Puesto que C(X,D1) es inicial y fλ = πλ◦∆C(X,D1) para cada λ en Λ, entonces

∆C(X,D1) es inicial. Por hipótesis ∆C(X,D1) es un encaje, por lo tanto X es
homeomorfo a un subespacio de DΛ

1 que es T0. Por lo tanto, X es T0. 2

Proposición 2.31. Para una subcategoŕıa epi-reflexiva A de T op se cumple:

(1) A es bi-reflexiva en T op si, y sólo si contiene a D0.
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(2) Si A no es bi-reflexiva en T op, entonces A ⊂ T op0.

(3) Si A es bi-reflexiva en T op, entonces A * T op0 y A ∩ T op0 es epi-reflexiva
pero no bi-reflexiva en T op.

Demostración.

(1) Necesidad. Supóngase A es bi-reflexiva en T op. Nótese que la A-reflexión
rD0 : D0 −→ RD0 de D0 es biyectiva, por lo tanto RD0 es indiscreto, además
r−1
D0

: RD0 −→ D0 es continua lo que implica que rD0 es homeomorfismo. Por
lo tanto D0 pertenece a A.

Para la suficiencia, hagamos primero la siguiente

Observación. Si f : X −→ Y es inicial, entonces existe un conjunto I y un
encaje g : X −→ Y ×DI

0.
Demostración. Sea F = DX

0 ∪{f} = {fi | i ∈ I}. Veamos que F es inicial. Sea
A un conjunto abierto en X, como f es inicial existe un conjunto abierto O
en Y tal que f−1(O) = A. Por lo tanto, F es inicial. Ahora comprobemos que
F separa puntos. Sean x, x′ puntos distintos en X y def́ınase h : X −→ D0

por h(x) = P y h(x′) = Q. En consecuencia h ∈ DX
0 ⊆ F y h(x) 6= h(x′).

Por lo tanto, F separa puntos. Como F es inicial y separa puntos la función
g = ∆F : X −→ Y ×DI

0 es un encaje.

Puesto que T op es (Bi, Inicial)-categoŕıa, bi-co-bien potenciada, por el Teo-
rema 2.27 A es bi-reflexiva en T op śı, y sólo si A es cerrada bajo productos
y funciones iniciales. Veamos que A es cerrada bajo funciones iniciales: sea
f : X −→ Y una función inicial con Y un A-objeto. Dado que T op es (Epi,
Mono ex)-categoŕıa, entonces A es cerrada bajo productos y monomorfismos
extremales. Por la observación anterior existe un encaje g : X −→ Y ×DI

0 y
como D0 pertenece a A, entonces DI

0 pertenece a A y puesto que g es mono-
morfismo extremal se tiene que X pertenece a A; en consecuencia A es cerrada
bajo funciones iniciales. Por lo tanto A es bi-reflexiva T op.

(2) Supóngase que existe un espacio topológico X tal que X ∈ Ob (A) y X /∈ Ob
(T op0). Entonces X contiene un subespacio homeomorfo a D0, es decir, D0 ∈
Ob (A). Por (1) A no es bi-reflexiva en T op.

(3) Supóngase que A es bi-reflexiva en T op, entonces D0 es un A-objeto, pero
D0 no es T0, por tanto, A * T op0. Puesto que A es epi-reflexiva y T op0 es
epi-reflexiva en T op, entonces A ∩ T op0 es epi-reflexiva. Como D0 no es un
Ob (A ∩ T op0), se tiene que A ∩ T op0 no es bi-reflexiva.
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2

En el siguiente Teorema mostramos que existen tantas subcategoŕıas bi-reflexivas
de T op como epi-reflexivas que no son bi-reflexivas

Teorema 2.32. Sea G la colección de todas las subcategoŕıas bi-reflexivas de T op
y H la colección de todas las subcategoŕıas de T op que son epi-reflexivas pero no
bi-reflexivas en T op. Entonces existe una correspondencia uno a uno entre G y H.

Demostración. Sean σ : G −→ H y τ : H −→ G funciones definidas por
σ(A) = T op0 ∩ A, A en G y τ(B) = T opBi(B) (la envolvente bi-reflexiva de B en
T op, ver Corolario 2.28 (2)), B en H. Demostraremos que son biyectivas e inversas
una de la otra. Primero sea X un A-objeto para A en G y sea η : X −→ X/ ∼ la
T op0-reflexión de X (véase el ejemplo 2.2). Entonces por el axioma de elección existe
una función ξ : X/ ∼−→ X entre conjuntos tal que η ◦ ξ = 1X/∼. Como η ◦ ξ = 1X/∼
es continua y {η} es fuente inicial, tenemos que ξ es continua; además ξ es co-
retacción. Por la Proposcición 1.27, ξ es un monomorfismo extremal y por tanto, un
encaje. Como X ∈ A, X/ ∼ pertenece a Ob (T op0 ∩A). Puesto que η es inicial, X
pertenece a Ob (T opBi(T op0∩A)). Por consiguiente A ⊆ T opBi(T op0∩A). Es claro
que T opBi(T op0∩A) ⊆ A y tenemos que A = T opBi(T op0∩A), es decir, τ ◦σ = 1G.

Ahora seaX ∈Ob (T op0∩T opBi(B)) para B enH. EntoncesX ∈Ob (T opBi(B))
y existen un conjunto de B-objetos {Xi | i ∈ I} y un morfismo f : X −→ ΠXi con
ΠXi ∈ Ob (B) (ver Corolario 2.28 (3)). Puesto que T op es (Bi, Inicial)-categoŕıa f
es inicial y como X es un espacio T0, f es un encaje. En consecuencia X ∈ Ob (B).
Aśı, T op0 ∩ T opBi(B) ⊆ B. Por otro lado puesto que B no es bi-reflexiva en T op se
tiene que B ⊆ T op0 y por definición B ⊆ T opBi(B). Aśı, B ⊆ T op0 ∩ T opBi(B) y
por lo tanto, B = T op0 ∩ T opBi(B), esto es, σ ◦ τ = 1H . 2

Definición 2.33. Sea l un operador que asocia a cada espacio X una función
lX : P(X) −→ P(X) del conjunto potencia de X en śı mismo. Si l satisface las
condiciones (1), (3)-(5) siguientes, se llama un operador ĺımite superior y si l
satisface las condiciones (2)-(5) siguientes, se llama un operador ĺımite inferior.

Para cualesquiera X, Y ∈ Ob (T op), se tiene:

(1) Si Z ∈ P(X), entonces ClX(Z) ⊂ lX(Z).

(2) Si Z ∈ P(X), entonces Z ⊂ lX(Z) ⊂ ClX(Z).

(3) Si Z1 y Z2 ∈ P(X), entonces lX(Z1 ∪ Z2) = lX(Z1) ∪ lX(Z2)

(4) lX(∅) = ∅

(5) Si f : X −→ Y es continua y Z ∈ P(X), entonces f(lX(Z)) ⊂ lY (f(Z)).
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Para un operador ĺımite superior l, un espacio X se llama l-separable si siem-
pre que lX(Z) = ClX(Z) para Z subconjunto de X y para un operador ĺımite inferior
k, X se llama k-separable si siempre que Z = kX(Z) para Z subconjunto de X,
entonces Z = ClX(Z). Para un operador ĺımite superior o inferior l, la subcategoŕıa
de T op que consiste de todos los espacios l-separables se denotará por S(l).

Cualquier operador ĺımite satisface las siguientes condiciones::

(6) Si A y B son subconjntos de X, entonces A ⊂ B implica lX(A) ⊂ lX(B). En
efeto, supongamos que A ⊆ B. Notemos que lX(A) ∪ lX(B) = lX(A ∪ B) =
lX(B). Por lo tanto, lX(A) ⊆ lX(B).

(7) Si f : X −→ Y es una función y A un subconjunto de Y con lX(A) = A,
entonces lX(f−1(A)) = f−1(A).

Proposición 2.34. Sea A una subcategoŕıa plena y cerrada bajo isomorfismos de
T op. Entonces

(1) A es bi-reflexiva en T op śı, y sólo si existe un operador ĺımite superior l tal
que A = S(l).

(2) A es bi-co-reflexiva en T op śı, y sólo si existe un operador ĺımite inferior k
tal que A = S(k).

Demostración.

(1) Necesidad. Supóngase que A es bi-reflexiva en T op. Sea rX : X −→ RX la A-
reflexión (rX es biyectiva). Para Z en P(X) definimos lX(Z) = r−1

X (ClRX(rX(Z))).
Demostraremos que lX es un operador ĺımite superior.

(1) ClX(Z) ⊂ r−1
X (ClRX(rX(Z))). Sea Z en P(X),

ClX(Z) = r−1
X (rX(ClX(Z))) ⊂ r−1

X (ClRX(rX(Z))).

(2) r−1
X (ClRX(rX(Z1 ∪Z2))) = r−1

X (ClRX(rX(Z1)))∪ r−1
X (ClRX(rX(Z2))). Sea

Z1 y Z2 en P(X)

r−1
X (ClRX(rX(Z1 ∪ z2))) = r−1

X (ClRX(rX(Z1) ∪ rX(Z2)))

= r−1
X [(ClRX(rX(Z1))) ∪ (ClRX(rX(Z2)))]

= r−1
X (ClRX(rX(Z1))) ∪ r−1

X (ClRX(rX(Z2)))

(3) r−1
X (ClRX(rX(∅))) = ∅
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(4) Sea f : X −→ Y un T op-morfismo. Veamos que f(r−1
X (ClRX(rX(Z)))) ⊂

r−1
Y (ClRY (rY (f(Z)))). Demostraremos que rY (f(r−1

X (ClRX(rX(Z))))) ⊂
ClRY (rY (f(Z))). Puesto que rX es una A-reflexión y RY está en A, para
rY ◦ f : X −→ RY existe un único A-morfismo Rf : RX −→ RY tal que
rY ◦ f = Rf ◦ rX ; nótese que rY ◦ f ◦ r−1

X = Rf ◦ rX ◦ r−1
X = Rf , porque

rX es biyectiva. De donde

rY (f(r−1
X (ClRX(rX(Z))))) = Rf(ClRX(rX(Z)))

⊂ ClRY (Rf(rX(Z))) = ClRY (rY (f(Z)))

X Y

RX RY

...................................................................................................................................................... ............
f

.................................................................................................................................................
.....
.......
.....

rY

.................................................................................................................................................
.....
.......
.....

rX

................................................................................................ ............

Rf

.................................................................................................................................................................................................................................... ........
....

rY ◦ f

Resta demostrar que A = S(l). Sea X un A-objeto, basta demostrar que
lX(Z) = ClX(Z). Nótese que rX = 1X , por lo que lX(Z) = r−1

X (ClRX(rX(Z))) =
ClRX(Z) = ClX(Z). Por lo tanto, X es un S(l)-objeto. Sea X un S(l)-objeto.
Obsérvese que lX(Z) = ClX(Z) śı, y sólo si r−1

X (ClRX(rX(Z))) = ClX(Z),
entonces rX es un isomorfismo y puesto que A es cerrada bajo isomorfismos,
se tiene que X es isomorfo a RX; como RX ∈ Ob (A), entonces X ∈ Ob (A).

Suficiencia. Supongamos que existe un operador ĺımite superior l tal que
A = S(l). Demostraremos que S(l) es cerrada bajo productos y funciones
iniciales.

Sea lX : P(X) −→ P(X) un operador ĺımite superior y sea f : X −→ Y una
función inicial con Y un S(l)-objeto. Veamos que X es un S(l)-objeto, para es-
to es suficiente demostrar que lX(Z) ⊆ ClX(Z) para todo Z en P(X). Sea x ∈
lX(Z) y O un conjunto abierto en X tal que O = f−1(A) para algún conjunto
abierto A en Y y x ∈ O. Entonces f(x) ∈ f(lX(Z)) ⊂ lY (f(Z)) = ClY (f(Z)),
de donde A∩ f(Z) 6= ∅. Sea y ∈ A∩ f(Z); existe x′ ∈ Z tal que y = f(x′); aśı,
x′ ∈ f−1(A)∩Z, lo cual implica que O∩Z 6= ∅ para todo conjunto abierto O en
X tal que x ∈ O. En consecuencia x ∈ ClX(Z) y por lo tanto, lX(Z) ⊆ ClX(Z).

Sea {Xi | i ∈ I} una familia de S(l)-objetos y (X = ΠXi, {πi : ΠXi −→ Xi})
su producto topológico. Entonces lX : P(ΠXi) −→ P(ΠXi)
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Nótese que si X es un Ob S(l)-objeto y si Z es un conjunto cerrado en X,
entonces lX(Z) = ClX = Z

Sea τX la topoloǵıa producto y τlX la topoloǵıa generada por {X \ lX(Z) |
Z ⊆ X} (es base para una topoloǵıa). Los conjuntos cerrados en (X, τXl) son
{∩i∈I lX(Zi) | Zi ⊆ X}.

Si F es un conjunto cerrado en Xi, entonces, como Xi ∈ Ob S(l) se tiene que
lXi(F ) = ClXi(F ) = F . Entonces por la propiedad (7) de la observación que
le sigue a la Definición 2.33, se tiene que lX(π−1(F )) = π−1(F ) y, si A ∈ τXl y
x ∈ A, existe Z ⊆ X tal que x ∈ X \ lX(Z) ⊆ A. Aśı todo subbásico de τX es
un básico de τXl . Por lotanto, τX ⊆ τXl .

Sea Fi ⊂ Xi un conjunto cerrado para cada i ∈ I, entonces lX(Fi) = Fi
Nótese que π−1(Fi) = Fi ×

∏
i 6=j Xj = lX(Fi ×

∏
i 6=j Xj).

Por otro lado
∏
ClX(Fi)×

∏
ClXj = Fi ×

∏
i 6=j Xj.

Por lo tanto, πi es continua para cada i ∈ I.
Por lo tanto τlX = τX

Z ⊆ ClX(Z) = ∩lX(Zi) ⊆ lX(Zi) para cada i ∈ I.
lX(Z) ⊆ lX(Zi)
lX(Z) ⊆ ∩i∈I lX(Zi) = ClX(Z)

Lema. Ai ⊆ Xi con Xi un S(l)-objeto para cada i ∈ I.
Sea x ∈ lX(

∏
Ai) =

∏
ClXi(Ai), esto es, para cada i ∈ I πi(x) ∈ ClX(Ai).

πi(x) ∈ πi(lX(
∏
Ai)) ⊆ lXi(πi(

∏
Ai)) = lXi(Ai) = ClXi(Ai)

Por lo tanto, πi(x) ∈ ClXi(Ai) para cada i ∈ I.

(2) Necesidad. Supóngase que A es bi-co-reflexiva en T op. Sea cX : CX −→
X la A-co-reflexión (cX es biyectiva). Para Z en P(X) definimos kX(Z) =
cX(ClCX(c−1

X (Z))). Demostraremos que kX es un operador ĺımite inferior.

(1) Z ⊆ cX(ClCX(c−1
X (Z))) ⊆ ClX(Z). Sea Z en P(X) y z ∈ Z, entonces

c−1
X (z) ∈ c−1

X (Z), por lo que c−1
X (z) ∈ ClCX(c−1

X (Z)), en consecuencia
z ∈ cX(ClCX(c−1

X (Z))).

Sea Z en P(X), entonces

cX(ClCX(c−1
X (Z))) ⊂ ClX(cX(c−1

X (Z))) = ClX(Z).

(2) cX(ClCX(c−1
X (Z1∪Z2))) = cX(ClCX(c−1

X (Z1)))∪ cX(ClCX(c−1
X (Z2))). Sea
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Z1 y Z2 en P(X)

cX(ClCX(c−1
X (Z1 ∪ z2))) = cX(ClCX(c−1

X (Z1) ∪ c−1
X (Z2)))

= cX [(ClCX(c−1
X (Z1))) ∪ (ClCX(c−1

X (Z2)))]

= cX(ClCX(c−1
X (Z1))) ∪ cX(ClCX(c−1

X (Z2)))

(3) cX(ClCX(c−1
X (∅))) = ∅

(4) Sea f : X −→ Y un T op-morfismo. Veamos que f(cX(ClcX(c−1
X (Z)))) ⊂

cY (ClCY (c−1
Y (f(Z)))). Demostraremos que c−1

Y (f(cX(ClCX(c−1
X (Z))))) ⊂

ClCY (c−1
Y (f(Z))). Puesto que cY es una A-reflexión y CX está en A, para

f ◦ cX : CX −→ Y existe un único A-morfismo Cf : CX −→ CY tal que
f ◦ cX = cY ◦ Cf ; nótese que c−1

Y ◦ f ◦ cX = Cf , porque cY es biyectiva.
De donde

c−1
Y (f(cX(ClCX(c−1

X (Z))))) = Cf(ClCX(c−1
X (Z)))

⊂ ClCY (Cf(c−1
X (Z))) = ClCY (c−1

Y (f(Z)))

CX CY

X Y

................................................................................................ ............
Cf

.................................................................................................................................................
.....
.......
.....

cY

.................................................................................................................................................
.....
.......
.....

cX

...................................................................................................................................................... ............

f

.................................................................................................................................................................................................................................... ........
....

f ◦ cX

Resta demostrar que A = S(k). Sea X un A-objeto, basta demostrar que
lX(Z) = ClX(Z). Nótese que cX = 1X , por lo que kX(Z) = cX(ClCX(c−1

X (Z))) =
Z, entonces ClCX(Z) = Z = ClX(Z). Por lo tanto, X es un S(k)-objeto.

SeaX un S(k)-objeto. Obsérvese que lX(Z) = ClX(Z) śı, y sólo si r−1
X (ClRX(rX(Z))) =

ClX(Z), entonces rX es un isomorfismo y puesto que A es cerrada bajo isomor-
fismos, se tiene que X es isomorfo a RX; como RX pertenece a A, entonces
X pertenece a A.

Suficiencia. Demostraremos que S(k) es cerrada bajo co-productos y funciones
cocientes.

Sea {Xi | i ∈ I} ⊂ Ob (S(k)) y (X =
∐
Xi, {ji : Xi −→ X}) su co-producto

topológico. Sea lX : P(X) −→ P(X) un operador ĺımite inferior. Veamos que
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X es un S(k)-objeto, sea Z en P(X) con kX(Z) = Z por 2.33 (7) se tiene que
kXi(j

−1
i (Z)) = j−1

i (Z) para cada i ∈ I; como Xi ∈ Ob (S(k)) para cada i ∈ I,
entonces j−1

i (Z) = ClXi(Z) para cada i ∈ I. Puesto que {ji | i ∈ I} es un su-
midero final, se tiene que Z es cerrado en X. Por lo tanto, X es un S(k)-objeto.

Sea lX : P(X) −→ P(X) un operador ĺımite inferior y sea f : X −→ Y una
función cociente con X un S(k)-objeto. Veamos que Y es un S(k)-objeto, sea Z
en P(Y ) con kY (Z) = Z entonces 2.33 (7) implica que kX(f−1(Z)) = f−1(Z);
como X ∈ Ob (S(k)), entonces f−1(Z) = ClX(Z) y puesto que f es una fun-
ción cociente, se tiene que Z es cerrado en X. Por lo tanto, Y es un S(k)-objeto.

2

Ejemplo 2.35. Sea X un espacio tológico y Z en P(X). Def́ınase las funciones
liX : P(X) −→ P(X) para i = 0, 1, 2, 3 como sigue:

(a) l0X(Z) = {x ∈ X | ClX({x})∩ClX(Z) 6= ∅}. Veamos que l0X define un operador
ĺımite superior.

(1) ClX(Z) ⊂ l0X(Z). Sea x ∈ ClX(Z), puesto que x ∈ ClX({x}), entonces
x ∈ ClX({x}) ∩ ClX(Z). Por lo tanto x ∈ l0X(Z)

(2) l0X(Z1 ∪ Z2) = l0X(Z1) ∪ l0X(Z2). Sea x ∈ l0X(Z1 ∪ Z2), entonces

x ∈ ClX({x}) ∩ ClX(Z1 ∪ Z2) = ClX({x}) ∩ (ClX(Z1) ∪ ClX(Z2)) =

= (ClX({x}) ∩ ClX(Z1)) ∪ (ClX({x}) ∩ ClX(Z2)).

Por lo tanto, x ∈ l0X(Z1)∪ l0X(Z2). Ahora sea z ∈ l0X(Z1)∪ l0X(Z2). Supon-
gamos que z ∈ l0X(Z1), como Z1 ⊆ Z1∪Z2, entonces l0X(Z1) ⊆ l0X(Z1∪Z2)
porque l0X es monotono y aśı z ∈ l0X(Z1∪Z2). Por lo tanto, l0X(Z1∪Z2) =
l0X(Z1) ∪ l0X(Z2).

(3) l0X(∅) = ∅. Puesto que ClX(∅) = ∅, se cumple por vacuidad.

(4) Sea f : X −→ Y un T op-morfismo. Veamos que f(l0X(Z)) = l0Y (f(Z)).
Sea f(x) ∈ f(l0X(Z)) con x ∈ l0X(Z), entonces ClX({x}) ∩ ClX(Z) 6= ∅ y
existe y ∈ ClX({x}) ∩ ClX(Z). En consecuencia, f(y) ∈ f(ClX({x}) ∩
ClX(Z)) ⊂ f(ClX({x})) ∩ f(ClX(Z)) ⊂ ClY ({f(x)}) ∩ ClY (f(Z)). Por
lo tanto, f(x) ∈ l0Y (f(Z))

(b) l1X(Z) = {x ∈ X | existe un punto y ∈ ClX(Z) tal que para cualesquiera
subconjuntos abiertos U y V con x ∈ U , y ∈ V tienen intersección no vaćıa}.
Veamos que l1X define un operador ĺımite superior.
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(1) ClX(Z) ⊂ l1X(Z). Sea x ∈ ClX(Z), entonces para conjuntos abiertos A y
A′ en X con x ∈ A y x ∈ A′, entonces A ∩ A′ 6= ∅.

(2) l1X(Z1 ∪ Z2) = l1X(Z1) ∪ l1X(Z2). Sea x ∈ l1X(Z1 ∪ Z2), entonces existe y ∈
ClX(Z1 ∪ Z2) = ClX(Z1) ∪ ClX(Z2), tal que para cualesquiera conjuntos
abiertos U y V ′ en X, tales que si x ∈ U , y ∈ V entonces U ∩ V 6= ∅.
Sean A y A′ conjuntos abiertos en X, como se definieron antes

(i) Si y ∈ ClX(Z1), x ∈ A e y ∈ A′, entonces A ∩ A′ 6= ∅. Por lo tanto
x ∈ l1X(Z1).

(ii) Si y ∈ ClX(Z2), x ∈ A e y ∈ A′, entonces A ∩ A′ 6= ∅. Por lo tanto
x ∈ l1X(Z2).

Sea x ∈ l1X(Z1)∪l1X(Z2), entonces x ∈ l1X(Z1) o x ∈ l1X(Z2). Si x ∈ l1X(Z1),
existe y1 ∈ ClX(Z1) por lo que y1 ∈ ClX(Z1) ∪ ClX(Z2) = ClX(Z1 ∪ Z2).
Sean A y A′ conjuntos abiertos en X, x ∈ A y y1 ∈ A′, entonces A∩A′ 6=
∅. Ahora si x ∈ l1X(Z2), existe y2 ∈ ClX(Z2) por lo que y2 ∈ ClX(Z1) ∪
ClX(Z2) = ClX(Z1 ∪Z2). Sean A y A′ conjuntos abiertos en X, x ∈ A y
y2 ∈ A′, entonces A ∩ A′ 6= ∅.

(3) l1X(∅) = ∅. Por definición l1X(∅) = {x ∈ X | existe un punto y ∈ ClX(∅) =
∅ tal que para cualesquiera subconjuntos abiertos U y V con x ∈ U , y ∈ V
tienen intersección no vaćıa} = ∅. Se cumple por vacuidad.

(4) Sea f : X −→ Y un T op-morfismo. Veamos que f(l1X(Z)) = l1Y (f(Z)).
Sea f(x) ∈ f(l1X(Z)) con x ∈ l1X(Z), existe y ∈ ClX(Z), entonces f(y) ∈
f(ClX(Z)) ⊂ ClY (f(Z)). Sean A y A′ conjuntos abiertos en Y tales que
f(x) ∈ A y f(y) ∈ A′, se tiene que x ∈ f−1(A) y y ∈ f−1(A′). Nótese
que f−1(A) ∩ f−1(A′) = f−1(A ∩ A′) 6= ∅, en consecuencia A ∩ A′ 6= ∅.
Por lo tanto, f(x) ∈ l1Y (f(Z))

(c) l2X(Z) = {x ∈ X | para cualesquiera subconjuntos abiertos U y V con x ∈ U ,
Z ⊂ V tienen intersección no vaćıa}.Veamos que l2X define un operador ĺımite
superior.

(1) ClX(Z) ⊂ l2X(Z). Sea x ∈ ClX(Z) y A, A′ conjuntos abiertos en X con
x ∈ A y Z ⊂ A′. Afirmamos que A ∩ A′ 6= ∅; en efecto, A ∩ Z 6= ∅ y
A ∩ Z ⊂ A ∩ A′. Por lo tanto A ∩ A′ 6= ∅.

(2) l2X(Z1 ∪ Z2) = l2X(Z1) ∪ l2X(Z2). Sea x ∈ l2X(Z1 ∪ Z2) y consideremos A,
A1 y A2 conjuntos abiertos en X tales que x ∈ A, Z1 ⊆ A1 y Z2 ⊆ A2.
Puesto que Z1 ∪ Z2 ⊆ A1 ∪ A2 y A1 ∪ A2 es un conjunto abierto en X,
entonces A ∩ (A1 ∪ A2) = (A ∩ A1) ∪ (A ∩ A2) 6= ∅, lo cual implica que
A∩A1 6= ∅ o A∩A2 6= ∅, por lo que x ∈ l2X(Z1) o x ∈ l2X(Z). Por lo tanto
x ∈ l2X(Z1) ∪ l2X(Z2).
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Sea x ∈ l2X(Z1)∪l2X(Z2), entonces x ∈ l2X(Z1) o x ∈ l2X(Z2). Si x ∈ l2X(Z1).
Sean A y A′ conjuntos abiertos en X tales que x ∈ A y Z1 ∪ Z2 ⊂ A′.
Como Z1 ⊂ Z1∪Z2 y Z1 ⊂ A′ entonces A∩A′ 6= ∅. Ahora si x ∈ l2X(Z2).
Sean A y A′ conjuntos abiertos en X tales que x ∈ A y Z1 ∪ Z2 ⊂ A′.
Como Z2 ⊂ Z1 ∪ Z2 y Z2 ⊂ A′ entonces A ∩ A′ 6= ∅. Por lo tanto,
x ∈ l2X(Z1 ∪ Z2).

(3) l2X(∅) = ∅. Si x ∈ l2X(∅), puesto que ∅, X son conjuntos abiertos en X y
x ∈ X, ∅ ⊂ ∅, entonces X ∩ ∅ = ∅, pero esto no puede suceder. Por lo
tanto, l2X(∅) = ∅.

(4) Sea f : X −→ Y un T op-morfismo. Veamos que f(l2X(Z)) = l2Y (f(Z)).
Sea f(x) ∈ f(l2X(Z)) con x ∈ l2X(Z). Sean A y A′ conjuntos abiertos en Y
con f(x) ∈ A y f(Z) ⊂ A′, entonces x ∈ f−1(A) y Z ⊂ f−1(A′). Puesto
que x ∈ l2X(Z), f−1(A) y f−1(A′) son conjuntos abiertos en X, se tiene
que f−1(A) ∩ f−1(A′) = f−1(A ∩ A′) 6= ∅, en consecuencia A ∩ A′ 6= ∅.
Por lo tanto, f(x) ∈ l2Y (f(Z))

(d) l3X(Z) = {x ∈ X | no existe una función continua f : X −→ [0, 1] con f(x) = 0
y f(Z) ⊂ {1}}. Veamos que l3X define un operador ĺımite superior.

(1) ClX(Z) ⊂ l3X(Z). Sea x ∈ ClX(Z) y supóngase que existe una función
continua f : X −→ [0, 1] con f(x) = 0 y f(Z) ⊂ {1}. Puesto que
f−1({1}) es un conjunto cerrado en X, entonces A = X \ f−1({1}) es
un conjunto abierto en X. Notemos que x ∈ A, ya que f(x) = 0, aśı que
x /∈ f−1({1}), entonces existe z ∈ A ∩ Z, por lo que f(z) = 1, entonces
z ∈ f−1({1}), lo que implica que z ∈ A, una contradicción.

(2) l3X(Z1∪Z2) = l3X(Z1)∪l3X(Z2). Veamos que l3X(Z1∪Z2) ⊆ l3X(Z1)∪l3X(Z2).
Supóngase que x /∈ l3X(Z1) ∪ l3X(Z2), existen funciones continuas fi :
X −→ [0, 1] tales que fi(x) = 0 y fi(Zi) ⊂ {1} para i en {1, 2}. Para
todo x ∈ X tal que 0 ≤ f(x) ≤ 1.
Sea

f1 ∨ f2 =
f1 + f2 − |f1 − f2|

2
,

nótese que

f1 ∨ f2(x) =


f1(x) si f2(x) ≤ f1(x)

f2(x) si f1(x) ≤ f2(x)

Por otro lado sea y ∈ Z1∪Z2; si y ∈ Z1, entonces f1(y) = 1, luego f2(y) ≤
f1(y), po lo que f1 ∨ f2(y) = f1(y) = 1. Similarmente si y ∈ Z2, entonces
f1 ∨ f2(x) = f2(y) = 1. Aśı que existe f1 ∨ f2 : X −→ [0, 1]continua tal
que f1 ∨ f2(x) = 0 y f1 ∨ f2(Z) ⊆ {1} lo cual no es posible.
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l3X(Z1) ∪ l3X(Z2) ⊆ l3X(Z1 ∪ Z2). Sea x ∈ l3X(Z1) ∪ l3X(Z2) y supóngase
que x /∈ l3X(Z1 ∪ Z2), existe una función continua f : X −→ [0, 1] tal
que f(x) = 0 y f(Z1 ∪ Z2) ⊂ {1}, entonces f(x) = 0 y f(Z1) ⊂ {1} y
f(x) = 0 y f(Z2) ⊂ {1}, entonces x /∈ l3X(Z1) y x /∈ l3X(Z2). Por lo tanto,
x /∈ l3X(Z1) ∪ l3X(Z2) una contradicción.

(3) l3X(∅) = ∅. Si x ∈ l3X para toda f : X −→ [0, 1] continua tal que f(x) = 0
o f(∅) ⊆ {1}, la función f es continua, f(x) 6= 0 y f(∅) * {1}. Aśı que
para toda f : X −→ [0, 1] continua f(x) 6= 0, pero f ≡ 0 lo que contrdice
lo anterior.

(4) Sea f : X −→ Y un T op-morfismo. Veamos que f(l3X(Z)) ⊆ l3Y (f(Z)).
Sea y = f(x) ∈ f(l3X(Z)) con x ∈ l3X(Z). Supóngase que existe un T op-
morfismo h : Y −→ [0, 1] tal que h(y) = 0 y h(f(X)) ⊂ {1}. Puesto que
y = f(x) ∈ f(l3X(Z)), entonces h ◦ f : X −→ [0, 1] es tal que (h ◦ f)(x) =
h(f(x)) = h(y) = 0 y (h ◦ f)(Z) = h(f(Z)) ⊂ {1}, luego x /∈ l3X(Z) una
contradicción. Por lo tanto, f(l3X(Z)) ⊆ l3Y (f(Z)).

Entonces obtenemos un operador ĺımite superior li para i = 0, 1, 2, 3.

Un espacio X es un R0-espacio si x ∈ ClX({y}) para x, y ∈ X, entonces y ∈
ClX({x}).
Un espacio X es un R1-espacio si F es un conjunto cerrado en X y si x /∈ F , y ∈ F ,
entonces existen conjuntos abiertos U , V en X tales que x ∈ U , y ∈ V y U ∩V 6= ∅.

X es l0-separable śı y sólo si es un R0-espacio.
Demostración. Supóngase que X es l0-separable. Sean x, y ∈ X con x ∈
ClX({y}) = l0({y}), entonces ClX({x}) ∩ ClX({y}) 6= ∅. Por lo tanto, y ∈
l0({x}) = ClX({x}).
Supóngase que X es un R0-espacio, tenemos que demostrar que ClX(Z) =
l0X(Z). Puesto que para todo subconjunto Z de X se cumple que ClX(Z) ⊆
l0X(Z), sólo hay que demostrar l0X(Z) ⊆ ClX(Z). Sea x ∈ l0X(Z), existe y ∈
ClX({x}) ∩ ClX(Z). Sea A un conjunto abierto en X y x ∈ A, como y ∈
ClX({x}) y x ∈ ClX({y}) por ser X R0-espacio, entonces A ∩ {y} 6= ∅, lo
que implica que y ∈ A; aśı, A ∩ Z 6= ∅. Por lo tanto, x ∈ ClX(Z) y X es
l0-separable.

X es l1-separable śı y sólo si es un R1-espacio.
Demostración. Supóngase que X es l1-separable. Sean x, y ∈ X y C un con-
junto cerrado en X tales que x /∈ C y y ∈ C. Puesto que x /∈ C = ClX(C) =
l1X(C), existen conjuntos abiertos A y A′ en X tales que x ∈ A, y ∈ A′ y
A ∩ A′ = ∅.
Supóngase que X es un R1-espacio, tenemos que demostrar que ClX(Z) =
l1X(Z). Puesto que para todo subconjunto Z de X se cumple que ClX(Z) ⊆
l1X(Z), sólo hay que demostrar l1X(Z) ⊆ ClX(Z). Sea x ∈ l1X(Z) y sea A un
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conjunto abierto en X con x ∈ A. Si A ∩ Z = ∅, Z ⊂ X \ A y x /∈ X \ A
donde X \ A es un conjunto cerrado en X. Como x ∈ l1X(Z) existe un punto
y ∈ ClX(Z) ⊂ X \A. Puesto que X es un R1-espacio existen conjuntos abier-
tos A, A′ en X tales que x ∈ A, y ∈ A′ y A∩A′ = ∅ lo que contradice el hecho
de que x ∈ l1X . En consecuencia A ∩ Z 6= ∅ y x ∈ ClX(Z).

S(l2) = Reg
Demostración. Sean X un S(l2)-objeto, x ∈ X y C un conjunto cerrado en X
tal que x /∈ C. Nótese que C = ClX(C) = l2X(C), entonces x /∈ l2X(C), existen
conjuntos abiertos A y A′ en X tales que x ∈ A, C ⊂ A′ y A ∩ A′ = ∅.
Sea X en Ob (Reg), veamos que l2X(Z) ⊆ ClX(Z) para cualquier Z en P(X).
Sean Z en P(X), x ∈ l2X(Z) y A un conjunto abierto en X con x ∈ A. Tenemos
que X \A es cerrado y x /∈ X \A, como X es regular existen conjuntos abiertos
A, A′ en X tales que x ∈ A, X \ A ⊂ A′ y A ∩ A′ = ∅. Afirmamos que
A∩Z 6= ∅; en efecto, si A∩Z = ∅, entonces Z ⊂ X \A ⊂ A′ y x ∈ A. Puesto
que x ∈ l2X(C), entonces A∩A′ = ∅ una contradicción. Por lo tanto, A∩Z 6= ∅
y x ∈ ClX(Z).

S(l3) = Creg
Demostración. Sean X un S(l3)-objeto, x ∈ X y C un conjunto cerrado en X
tal que x /∈ C. Nótese que C = ClX(C) = l2X(C), entonces x /∈ l3X(C), existe
una función continua f : X −→ [0, 1] tal f(x) = 0 y f(Z) ⊆ {1}.
Sea X en Ob (Reg), veamos que l3X(Z) ⊆ ClX(Z) para cualquier Z en P(X).
Sean Z en P(X), x ∈ l3X(Z) y A un conjunto abierto en X con x ∈ A. Tenemos
que X \ A es cerrado y x /∈ X \ A, como X es completamente regular existe
una función continua f : X −→ [0, 1] tal f(x) = 0 y f(Z) ⊆ {1}. Afirmamos
que A ∩ Z 6= ∅; en efecto, si A ∩ Z = ∅, entonces Z ⊂ X \ A, en particular
f(Z) ⊆ {1} y f(x) = 0 x ∈ A una contradicción, pues x ∈ l2X(C). Por lo tanto,
A ∩ Z 6= ∅ y x ∈ ClX(Z).

S(l0) ∩ T op0 = T op1.
Demostración. Sea X ∈ Ob (S(l0) ∩ T op0) y sean x, x′ puntos distintos en
X. Puesto que X es T0, existe un conjunto abierto A en X tal que x ∈ A
y x′ /∈ A. Si x′ /∈ ClX({x}, existe un conjunto abierto A′ en X con x′ ∈ A′

tal que A′ ∩ {x} = ∅, lo que implica x /∈ A′. Puesto que X es R0-espacio, si
x′ ∈ ClX({x}), entonces x ∈ ClX({x′}), de donde A ∩ {x′} 6= ∅ y x′ ∈ A una
contradicción.
Sea X un T op1-objeto, entonces X es un T op0-objeto. Resta demostrar que
X es un S(l0)-objeto. Sean x, x′ ∈ X con x ∈ ClX({x′}), veamos que x′ ∈
ClX({x}). Sea A un conjunto abierto en X con x′ ∈ A. Afirmamos que A ∩
{x} 6= ∅. Si x /∈ A, como X es T1, existen conjuntos abiertos A1 y A2 en X tal
que x ∈ A1 \A2 y x′ ∈ A2 \A1, entonces A1 ∩ {x′} 6= ∅, de donde x′ ∈ A1 una
cotradicción. Por lo tanto, A ∩ {x} 6= ∅.
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S(l1) ∩ T op0 = T op2. Demostración. Sea X en Ob (S(l1) ∩ T op0). Veamos que X
es un T op2, sean x y x′ puntos distintos en X. Puesto que X es T0 existe un
conjunto abierto A en X tal que x ∈ A y x′ /∈ A. Obsérvese que X \ A es un
conjunto cerrado, x /∈ X \A y x′ ∈ X \A y como X es un R1-espacio, existen
conjuntos abiertos A1 y A2 en X tales que x ∈ A1, x′ ∈ A2 y A1 ∩ A2 6= ∅.
Sea X un T op2-objeto. Veamos que X es un S(l1)-objeto. Sea C un conjunto
cerrado en X, x, x′ ∈ X tales que x /∈ C y x′ ∈ C. Puesto que X es T2, existen
conjuntos abiertos A1 y A2 en X tales que x ∈ A1, x′ ∈ A2 y A1 ∩ A2 = ∅.

S(l2) ∩ T op0 = Reg ∩ T op0 = T op3.

S(l3) ∩ T op0 = Creg ∩ T op0 = T yc.

Ejemplo 2.36. Sea X un espacio tológico y Z en P(X). Def́ınase las funciones
kiX : P(X) −→ P(X) para i = 0, 1, 2, 3, 4, 5 como sigue:

k0
X(Z) = Z.

k1
X(Z) = {x ∈ X | existe un subespacio indiscreto S de X con x ∈ ClS(Z ∩ S)}.

(1) Z ⊂ k1
X(Z) ⊂ ClX(Z). Z ⊂ k1

x(Z). Sea x ∈ Z y S = ({x}, {∅, {x}}) un
subespacio de X. Si A es un conjunto abierto en X y x ∈ A, entonces
A ∩ {x} = {x}, donde {x} es un conjunto abierto en S. Si x /∈ A,
entonces A ∩ {x} = ∅, donde ∅ es un conjunto abierto en S. Por lo
tanto, la topoloǵıa de {x} como subespacio de X es la indiscreta. En
consecuencia, x ∈ ClS(Z ∩ S) = {x}.
k1
X(Z) ⊂ ClX(Z). Sea x ∈ k1

X(Z), entonces existe un subespacio indis-
creto S de X tal que x ∈ ClI(Z ∩ S) = ClX(Z ∩ S)∩ S ⊆ ClX(Z)∩ S ⊆
ClX(Z).

(2) k1
X(Z1 ∪ Z2) = k1

X(Z1) ∪ k1
X(Z2). Sea x ∈ k1

X(Z1 ∪ Z2) y x /∈ k1
X(Z1),

entonces existe un subespacio indiscreto S tal que x ∈ ClS((Z1∪Z2)∩S) =
ClI((Z1 ∩ S) ∪ (Z2 ∩ S)) = ClS(Z1 ∩ S) ∪ ClS(Z2 ∩ S), pero como x /∈
ClS(Z1∩S), entonces x ∈ ClS(Z2∩S). Por lo tanto, x ∈ k1

X(Z1)∪k1
X(Z2).

Sea x ∈ k1
X(Z1) ∪ k1

X(Z2), entonces x ∈ k1
X(Z1) o x ∈ k1

X(Z2). Si x ∈
k1
X(Z1), existe un subespacio indiscreto S tal que x ∈ ClS(Z1 ∩ S) ⊂
ClS((Z1 ∪ Z2) ∪ S). Por lo tanto x ∈ k1

X(Z1 ∪ Z2). Similarmente si x ∈
k1
X(Z2), entonces x ∈ k1

X(Z1 ∪ Z2).

(3) k1
X(∅) = ∅. Sea x ∈ X, si x ∈ k1

X(∅), existe un subespacio indiscreto S tal
que x ∈ ClS(∅ ∩ S) = ∅ una contradicción. En consecuencia x /∈ k1

X(∅) y
k1
X(∅) = ∅.

(4) Sea f : X −→ Y un T op-morfismo. Veamos que f(k1
X(Z)) = k1

Y (f(Z)).
Sea f(x) ∈ f(k1

X(Z)) con x ∈ k1
X(Z), existe un subespacio indiscreto S tal

que x ∈ ClS(Z∩S), entonces f(x) ∈ f(ClS(Z∩S)) ⊂ Clf(S)(f(Z∩S)) ⊂
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Clf(S)(f(Z) ∩ f(S)).

Sea f ′ = f |f(S)
S : S −→ f(S) continua. Veamos que f(S) es un subes-

pacio indiscreto de Y . Sea A un conjunto abierto en f(S) distinto del
vaćıo, existe f ′(x) = f(x) ∈ A con x ∈ S. Obsérvese que (f ′)−1(A) =

(f |f(S)
S )−1(A) es un conjunto abierto en S y x ∈ (f ′)−1(A) = (f |f(S)

S )−1(A),

entonces (f ′)−1(A) = (f |f(S)
S )−1(A) = S. Por otro lado f ′(S) = f ′((f ′)−1(A)) ⊆

A ⊆ f(S) = f ′(S), lo cual implica que A = f ′(S) = f(S). Por lo tanto,
f(x) ∈ k1

X(f(Z)).

k2
X(Z) = {x ∈ X | existe un subespacio finito F de X con x ∈ ClF (Z ∩ F )}.

(1) Z ⊂ k2
X(Z) ⊂ ClX(Z). Z ⊂ k2

x(Z). Sea x ∈ Z, entonce x ∈ ClX(Z ∩
{x}) ∩ ({x = Cl{x}(Z ∩ {x}).

k1
XZ ⊂ ClX(Z). Sea x ∈ k1

X(Z), entonces existe un subespacio finito F
de X tal que x ∈ ClF (Z∩F ) = ClX(Z∩F )∩F ⊆ ClX(Z)∩F ⊆ ClX(Z).

(2) k2
X(Z1 ∪ Z2) = k2

X(Z1) ∪ k2
X(Z2). Sea x ∈ k2

X(Z1 ∪ Z2) y x /∈ k1
X(Z1),

entonces existe un subespacio finito F tal que x ∈ ClF ((Z1 ∪ Z2) ∩ F ) =
ClF ((Z1 ∩ F ) ∪ (Z2 ∩ F )) = ClF (Z1 ∩ F ) ∪ ClF (Z2 ∩ F ), pero como x /∈
ClF (Z1∩F ), entonces x ∈ ClF (Z2∩F ). Por lo tanto, x ∈ k2

X(Z1)∪k2
X(Z2).

Sea x ∈ k2
X(Z1) ∪ k2

X(Z2), entonces x ∈ k2
X(Z1) o x ∈ k2

X(Z2). Si x ∈
k2
X(Z1), existe un subespacio finito F tal que x ∈ ClF (Z1∩F ) ⊂ ClF ((Z1∪
Z2) ∪ F ). Por lo tanto, x ∈ k2

X(Z1 ∪ Z2). Similarmente si x ∈ k2
X(Z2),

entonces x ∈ k2
X(Z1 ∪ Z2).

(3) k2
X(∅) = ∅. Sea x ∈ X, si x′ink2

X(∅), existe un subespacio finito F tal
que x ∈ ClF (∅ ∩F ) = ∅ una contradicción. En consecuencia x /∈ k2

X(∅) y
k2
X(∅) = ∅.

(4) Sea f : X −→ Y un T op-morfismo. Veamos que f(k2
X(Z)) = k2

Y (f(Z)).
Sea f(x) ∈ f(k2

X(Z)) con x ∈ k2
X(Z), existe un subespacio finito F tal que

x ∈ ClF (Z ∩ F ), entonces f(x) ∈ f(ClF (Z ∩ F )) ⊂ Clf(F )(f(Z ∩ F )) ⊂
Clf(F )(f(Z) ∩ f(F )). Por lo tanto, f(x) ∈ k2

X(f(Z)).

k3
X(Z) = {x ∈ X | existe una sucesión en A que converge a x}.

(1) Z ⊂ k3
X(Z) ⊂ ClX(Z). Z ⊂ k3

x(Z). Sea x ∈ Z y sea xn = x para toda n
en N, entonces xn converge a x.

k1
XZ ⊂ ClX(Z). Sea x ∈ k3

X(Z), entonces existe una sucesión {xn | n ∈
N} en Z tal que xn converge a x.

(2) k3
X(Z1 ∪ Z2) = k3

X(Z1) ∪ k3
X(Z2). Sea x ∈ k3

X(Z1 ∪ Z2), entonces existe
una sucesión {xn | n ∈ N} en Z1 ∪ Z2 tal que xn converge a x...
Sea x ∈ k3

X(Z1) ∪ k3
X(Z2), entonces x ∈ k3

X(Z1) o x ∈ k3
X(Z2). Si x ∈

k3
X(Z1), existe una sucesión en {xn | n ∈ N} en Z1 ⊂ Z1 ∪ Z2 tal que
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xn converge a x. Similarmente si x ∈ k3
X(Z2), existe una sucesión en

{xn | n ∈ N} en Z2 ⊂ Z1 ∪ Z2 tal que xn converge a x. Por lo tanto,
x ∈ k3

X(Z1 ∪ Z2).

(3) k3
X(∅) = ∅. Sea x ∈ X, si x ∈ k2

X(∅), existe una sucesión {xn | n ∈ N en
∅ una contradicción. En consecuencia x /∈ k3

X(∅) y k3
X(∅) = ∅.

(4) Sea f : X −→ Y un T op-morfismo. Veamos que f(k3
X(Z)) = k3

Y (f(Z)).
Sea f(x) ∈ f(k3

X(Z)) con x′ink3
X(Z), existe una sucesión {xn | n ∈ N}

en Z tal que xn converge a x. Nótese que {f(xn) | n ∈ N} ⊂ F (Z) y
puesto que f es continua, setiene que f(xn) converge a f(x) . Por lo
tanto, f(x) ∈ k3

X(f(Z)).

k4
X(Z) = {x ∈ X | existe un subespacio compacto K de X con x ∈ ClK(Z ∩K)}.

(1) Z ⊂ k4
X(Z) ⊂ ClX(Z). Z ⊂ k4

x(Z). Sea x ∈ Z, entonces x ∈ ClX({x} ∩
Z) ∩ {x} = Cl{x}(Z ∩ {x}) = {x}.
k1
XZ ⊂ ClX(Z). Sea x ∈ k4

X(Z), entonces existe un subespacio compacto
K de X tal que x ∈ ClK(Z ∩K) = ClX(Z ∩K) ∩K ⊆ ClX(Z) ∩K ⊆
ClX(Z).

(2) k4
X(Z1 ∪ Z2) = k4

X(Z1) ∪ k4
X(Z2). Sea x ∈ k4

X(Z1 ∪ Z2) y x /∈ k4
X(Z1),

entonces existe un subespacio compacto K tal que x ∈ ClK((Z1 ∪ Z2) ∩
K) = ClK((Z1 ∩ K) ∪ (Z2 ∩ K)) = ClK(Z1 ∩ K) ∪ ClK(Z2 ∩ K), pero
como x /∈ ClK(Z1 ∩ K), entonces x ∈ ClI(Z2 ∩ K). Por lo tanto, x ∈
k4
X(Z1) ∪ k4

X(Z2).
Sea x ∈ k4

X(Z1) ∪ k4
X(Z2), entonces x ∈ k4

X(Z1) o x ∈ k4
X(Z2). Si x ∈

k4
X(Z1), existe un subespacio compacto K tal que x ∈ ClK(Z1 ∩ K) ⊂
ClK((Z1 ∪ Z2) ∪ K). Por lo tanto x ∈ k4

X(Z1 ∪ Z2). Similarmente si
x ∈ k4

X(Z2), entonces x ∈ k4
X(Z1 ∪ Z2).

(3) k4
X(∅) = ∅. Sea x ∈ X, si x ∈ k4

X(∅), existe un subespacio compacto K tal
que x ∈ ClK(∅ ∩K) = ∅ una contradicción. En consecuencia x /∈ k4

X(∅)
y k4

X(∅) = ∅.
(4) Sea f : X −→ Y un T op-morfismo. Veamos que f(k4

X(Z)) = k4
Y (f(Z)).

Sea f(x) ∈ f(k4
X(Z)) con x ∈ k4

X(Z), existe un subespacio compacto

K tal que x ∈ ClK(Z ∩ K). Nótese que f ′ = f |f(K)
K : K −→ f(K)

es continua, entonces f ′(x) ∈ f(ClK(Z ∩ K)) ⊂ Clf(K)(f(Z ∩ K)) ⊂
Clf(K)(f(Z) ∩ f(K)). Por lo tanto, f(x) ∈ k4

X(f(Z)).

k5
X(Z) = ClX(Z).

Entonces cada ki es un operador ĺımite inferior para i = 0, 1, 2, 3, 4, 5.

Tenemos entonces que los Ob(S(ki)) consisten de todos los espacios que satisfacen
cada una de las condiciones a continuación:
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S(k0) = Dis, espacios discretos.
Demostración. Sea X un S(k0)-objeto y sea Z ⊂ X. Veamos que Z es un
conjunto cerrado en X. Puesto que X es k0-separable y Z = k0

X(Z), entonces
Z = ClX(Z).

Sean X un Dis-objeto, Z ⊂ X y k0
X(Z) = Z. Como X es un espacio discreto,

entonces Z = ClX(Z).

S(k1) = sumas topológicas de espacios indiscretos.

Lema. Sea {Si | i ∈ I} una familia de subespacios indiscretos de un espacio X
tales que

⋂
Si 6= ∅, entonces

⋃
Si es indiscreto.

Sea A un conjunto abierto en X tal que A ∩ (
⋃
Si) 6= ∅, existe S1 tal que

A ∩ S1 6= ∅, entonces A ∩ S1 = S1. Sea Si i ∈ I, si y ∈ S1 ∩ Si, entonces
S1 ∩ Si 6= ∅
y ∈ A∩ (S1 ∩ Si) = (A∩ S1)∩ Si = S1 ∩ Si = (A∩ Si)∩ S1 = A∩ Si, entonces
A ∩ Si 6= ∅. Por lo tanto A ∩ (

⋃
Si) =

⋃
Si.

Sean X un S(k2)-espacio y x ∈ X, def́ınase Ax = {S ⊆ X | S es un subes-
pacio indiscreto y x ∈ S}. Veamos que

⋃
Ax es indiscreto. Sea A un conjunto

abierto en X tal que A∩ (
⋃
Ax) 6= ∅, existe S tal que A∩S 6= ∅. En particular

A ∩ S = S.

Ahora sea S ′ en
⋃
Ax, como S ∩ S ′ 6= ∅, existe y ∈ S ∩ S ′ = (A ∩ S) ∩ S ′ =

(A ∩ S ′) ∩ S, entonces A ∩ S ′ 6= ∅ en consecuencia A ∩ S ′ = S ′. Por lo tanto,
A ∪

⋃
Ax =

⋃
Ax.

k1
X(

⋃
Ax) ⊆

⋃
Ax. Sea y ∈ k1

X(
⋃
Ax, existe un subsespacio S indiscreto de X

tal que y ∈ ClS((
⋃
Ax) ∩ S. Sea A un conjunto abierto en X con x ∈ A ∩ S,

A ∩ S = S. Demostraremos que existe C en
⋃
Ax tal que y ∈ C

S ∩ (S ∩ (
⋃
Ax) 6= ∅

S ∩ (S ∩ (
⋃
Ax)) = (S ∩ S) ∩ (

⋃
C∈Ax

C ∩ S)

Existe un espacio discreto C ∈
⋃
Ax tal que C ∩S 6= ∅. Puesto que C ∩S 6= ∅,

entonces S ∪ C es indiscreto, x ∈ C ∪ S entonces C ∪ S ∈
⋃
Ax. Pero y ∈ S,

entonces y ∈ C ∪ S ∈
⋃
Ax.

Def́ınase una relación ∼ en X como sigue para x, y en X, x ∼ y śı, y sólo si
existe un subespacio indiscreto S de X tal que x ∈ S y y ∈ S. Es claro que
x ∼ x y nótese que si x ∼ y, entonces y ∼ x. Supóngase que x ∼ y y y ∼ x,
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existen S1 y S2 subespacios indiscretos tales que x, y ∈ S1 y y, z ∈ S2, entonces
y ∈ S1 ∪ S2. Puesto que S1 ∪ S2 es un subespacio indiscreto y x, z ∈ S1 ∪ S2,
se tiene que x ∼ z. Por lo tanto ∼ es una relación de equivalencia en X.

[x] =
⋃
Ax. Sea y ∈ [x], entonces y ∼ x, existe un subespacio insdiscreto tal

que x, y ∈ S. Por lo tanto, y ∈
⋃
Ax. Sea y ∈

⋃
Ax, existe un subespacio

indiscreto S tal que x, y ∈ S, entonces x ∼ y. Por lo tanto, y ∈ [x].

Por el Axioma de Elección existe I ⊂ X un sistema completo de representan-
tes, X =

⊕
x∈I [x].

Sea X =
⊕

i∈I Si donde Si es un subespacio indiscreto de X para cada
i ∈ I. Sea Z en P(X) tal que k1

X(Z) = Z, nótese que si x ∈ ClX(Z) =⋃
Si∩Z 6=∅

ClSi(Si ∩ Z), entonces x ∈ k1
X(Z) = Z.

S(k2) = Agen, espacios finitamente generados.
Sea X un S(k2)-objeto, C ⊂ X tal que C ∩ F es un conjunto cerrado en X
para todo F ⊂ X finito. Veamos que C es un conjunto cerrado en X, para
esto basta demostrar que k2

X(C) ⊂ C. Sea x ∈ k2
X(C), existe un subconjuto

finito F tal que x ∈ ClF (C ∩ F ) = (C ∩ F ), en consecuencia x ∈ C; aśı C es
un conjunto cerrado en X. Por lo tanto, X es un Agen-espacio.

Sea X un Agen-objeto y sea C ⊂ X tal que k2
X(C) = C

Veamos que C es un conjunto cerrado en X. Sea F ⊂ X un conjunto finito;
demostraremos que ClF (C ∩ F ) = C ∩ F . Sea x ∈ ClF (C ∩ F ) ⊂ F , entonces
x ∈ k2

X(C) = C , en consecuencia x ∈ C ∩F , Asi C ∩F es un conjuto cerrado
en K. Por lo tanto, X es un S(k2)-objeto.

S(k3) = Seq, espacios secuenciales.
Sea X un S(k3)-objeto y sea C ⊂ X. Supóngase que para toda sucesión
{xn | n ∈ N} en C tal que xn converge a x implica que x ∈ C. Veamos que C
es cerrado, para esto es suficiente demostrar que k3

X(C) ⊂ C. Sea x ∈ k3
X(C),

existe una sucesión {xn | n ∈ N} tal que xn converge a x, entonces x ∈ C. Por
lo tanto, X es un Seq-objeto.

Sea X un Seq-objeto y sea Z ⊂ X con k3
X . Sea {xn | n ∈ N} una sucesión

en Ztal que xn converge a x, entonces x ∈ k3
X , es decir, x ∈ Z, como X es

un espacio secuencial Z es un conjunto cerrado en X. Por lo tanto X es un
S(k3)-objeto.

S(k4) = Compgen, k-espacios.
Sea X un S(k4)-objeto, C ⊂ X tal que C ∩K es un conjunto cerrado en X
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para todo K ⊂ X compacto. Veamos que C es un conjunto cerrado en X, para
esto basta demostrar que k4

X(C) ⊂ C. Sea x ∈ k4
X(C), existe un subconjuto

compacto K tal que x ∈ ClK(C ∩K) = (C ∩K), en consecuencia x ∈ C; aśı
C es un conjunto cerrado en X. Por lo tanto, X es un Compgen-espacio.

Sea X un Compgen-objeto y sea C ⊂ X tal que k4
X(C) = C

Veamos que C es un conjunto cerrado en X. Sea F ⊂ X un conjunto compacto;
demostraremos que ClK(C∩K) = C∩K. Sea x ∈ ClK(C∩K) ⊂ K, entonces
x ∈ k4

X(C) = C , en consecuencia x ∈ C ∩K, Asi C ∩K es un conjuto cerrado
en K. Por lo tanto, X es un S(k4)-objeto.

S(k5) = T op.
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