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Resumen

En el contraste de hipdtesis para la comparaciéon de medias de distribuciones
Poisson, el calculo de tamanos de prueba presenta algunas dificultades serias
en términos computacionales debido a la presencia de un parametro pertur-
bador. En este trabajo desarrollamos resultados que permiten reducir dicha
carga computacional. Demostramos que para funciones frontera generales,
cuando la region critica cumple la condicién de monotonia, para obtener el
tamano de una prueba, en lugar de calcular el supremo sobre todo el espacio
nulo bastara con calcular el maximo sobre la curva frontera que determina el
espacio nulo y para funciones margen que sean lineales acotamos su dominio
a un intervalo de longitud finita, esto representa un avance fundamental pues
facilita el cdlculo de los tamanos de prueba de manera considerable.
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Capitulo 1

Introduccion

En este capitulo presentamos una introduccién al tema de investigacion
motivo de la presente tesis. En la primera seccién veremos algunas generali-
dades para la mejor comprension de los temas subsecuentes. La segunda esté
dedicada a dar una breve revision de la literatura sobre el tema. La terce-
ra seccion concierne a las aportaciones de la tesis y en la cuarta seccion se
exponemos la organizacion del trabajo de tesis.

1.1. Generalidades

Las pruebas de no inferioridad son pruebas de hipotesis unilaterales en
las cuales la hipétesis nula y alternativa se acomodan de tal forma que per-
miten decidir, basados en la informacion proporcionada por una muestra, si
un grupo no es mucho peor que otro grupo, en otras palabras, que un grupo
es mejor o no demasiado peor que el otro grupo. Este tipo de pruebas es-
tadisticas son de utilidad por ejemplo cuando se estd interesado en demostrar
que un nuevo tratamiento no es mucho peor que el tratamiento habitual y
cuando el empleo del nuevo tratamiento presenta algunas ventajas sobre el
tratamiento habitual, como por ejemplo es mas barato, mas facil de utilizar,
etc.

Por otra parte, las pruebas estadisticas de superioridad son también prue-
bas de hipétesis unilaterales, planteadas con el objetivo de decidir, basados
en la informacién proporcionada por una muestra, si un grupo es superior a
otro o no.
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Tanto en las pruebas de no inferioridad como en las de superioridad,
el calculo de sus tamanos de prueba se complica debido a la presencia de
un pardmetro perturbador, y que de acuerdo con Basu ([5]), la eliminacién
de parametros perturbadores es reconocido como un problema mayor en es-
tadistica.

En el presente trabajo se abordara la problematica relativa al calculo de
tamanos de prueba, para pruebas de no inferioridad y pruebas de superiori-
dad para la comparacion de dos distribuciones Poisson.

La distribucién Poisson, una distribucién de probabilidad introducida por
Simone Denis Poisson en 1837, ha sido objeto de numerosas publicaciones y
aplicaciones précticas, se aplica a fenémenos sociales, bioldgicos, industriales,
quimicos y fisicos, todos éstos discretos. Ejemplos de eventos que pueden ser
modelados mediante la distribucién Poisson son:

= El ntimero de autos que pasan a través de un cierto punto en via durante
cierto periodo de tiempo.

= El nimero de mutaciones de determinada cadena de ADN por unidad
de tiempo.

= El ntimero de errores de ortografia que uno comete al escribir una
pagina.

» El nimero de llegadas en automoévil a determinado negocio.

= El ntimero de llamadas telefonicas en una central telefénica por minuto.
= El nimero de pacientes de asma que llegan a una clinica en una hora.
= El nimero de servidores web accedidos por minuto.

= El nimero de animales muertos encontrados por kilémetro en una ca-
rretera

= El ntimero de nacimientos, muertes, matrimonios, divorcios y homici-
dios en determinado periodo de tiempo.

= El nimero de nicleos atémicos inestables que se han desintegrado en
un determinado periodo.
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1.2. Revision de la literatura

Dada una prueba estadistica, su tamano de prueba es definido como el
supremo de la funcién potencia en el espacio nulo. En general, el calculo del
tamano de prueba, para pruebas de hipdtesis de no inferioridad y de supe-
rioridad, es complicado debido a la presencia de un parametro perturbador,
convirtiendo este calculo en un problema computacionalmente intensivo.

Para la comparacién de dos muestras binomiales, el problema del calculo
del tamarfio de prueba fue abordado por Rohmel y Mansmann ([28]) quienes
probaron que cuando la regién critica satisface la condicion de convexidad
de Barnard, el tamano de prueba puede ser calculado como el maximo en un
subconjunto de la frontera del espacio nulo para una prueba exacta, después
Frick ([9]) generalizé este teorema a regiones criticas més generales; poste-
riormente Almendra y Sotres ([1]) generalizaron el teorema de Frick tanto a
pruebas exactas como asintéticas.

Relativo al calculo del tamano de pruebas para la comparacion de distri-
buciones Poisson, es usual que se realice el cdlculo de sus niveles de signifi-
cancia para valores particulares de los pardmetros (ver por ejemplo [18], [19],

[20] y [34]))-

Recientemente Liu y Hsueh ([19]) trataron el calculo de tamanos de prue-
ba en la comparacién de distribuciones Poisson, en dicho trabajo los autores
estudiaron el caso en que la funcion frontera es la funcion identidad, dicho de
otra forma, trabajaron el caso de pruebas de superioridad sin considerar las
pruebas de no inferioridad. Estos autores destacan que hay un incremento en
dificultad computacional debido a que el espacio paramétrico para la media
de una distribucién Poisson es un intervalo de longitud infinita.

En tal investigacién se demuestra que cuando la regién critica satisface la
propiedad de monotonia, el calculo de los tamanos de la prueba puede ser
simplificado y asi en lugar de buscar el supremo en todo el espacio nulo sola-
mente basta con buscar el maximo en la funcién frontera. Especificamente, los
autores consideran que dos muestras de variables aleatorias son observadas
(Xi1y o0y Xiny) v (X1, ..., Xop,) donde Xy, ~ Poisson(A) con j=1,...,n1y
Xo; ~ Poisson(Ag) coni=1,..,ny. Sean X3 =>" Xy, y Xo = Z?il Xo;.
La superioridad del segundo tratamiento se basa en el siguiente contraste de
hipdtesis.

Hy: Ao >\ vS. Hi: < A
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Para facilitar el calculo de los tamanos de prueba para pruebas de hipote-
sis de superioridad Liu y Hsueh ([19]) probaron el siguiente teorema.

Teorema. En la comparacion de dos medias Poisson, sea T una prueba
estadistica y supongamos que T satisface la condicién de monotonia. Enton-
ces dado tg, el supremo de P(T > tg|\1, A2) sobre un conjunto compacto en
el espacio paramétrico se alcanza en un punto frontera.

Adicionalmente al trabajo de Liu y Hsueh, Shan ([30]) también para el
caso de pruebas de superioridad supone que X;; es el nimero de eventos
observados y t;; el tiempo observado del j-ésimo individuo del grupo ¢ con
1=1,2y j5=1,...,n;, donde n; y ny es el nimero de individuos en el primer
y segundo grupo respectivamente. El nimero total de eventos en el grupo ¢
es X; =Y " X;; v el tiempo total de exposicién es t; = Y 1" t;;.

Shan ([30]) prueba un teorema el cual garantiza que se puede restringir el
intervalo del parametro a un intervalo de longitud finita, a continuacién se
enuncia dicho teorema.

Teorema. Sea \g = méx{%} donde (z1,22) € C donde C es la

region critica y cumple con la propiedad de monotonia entonces el tamano
de prueba es
Y :Ble)\tl by xge)\tz
. e

1! To!
XE(0.20) (4 T 1 2

Cabe resaltar que tanto Liu y Hsueh ([19]) como Shan ([30]) abordaron el
problema del calculo del tamano de prueba para la comparacién de distribu-
ciones Poisson considerando el caso de pruebas de superiorioridad.

1.3. Aportaciones

El presente trabajo de tesis tiene por interés establecer resultados tedricos
que faciliten el calculo de los tamanos de prueba para la comparacién de
distribuciones Poisson de manera general, es decir, considerando ambos casos,
superioridad y no inferioridad, es por ello que se obtuvieron las siguientes
aportaciones.

1. Establecimiento de las condiciones generales que debe cumplir una fun-
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cién frontera general de tal forma que se puediera generalizar el teorema
Liu y Hsueh ([19]).

2. Generalizacion del teorema de Liu y Hsueh ([19]) a funciones frontera
del tipo establecido en 1.

3. Establecimiento de las condiciones generales que debe cumplir una fun-

cién margen general de tal forma que se puediera generalizar el teorema
Shan ([30]).

4. Generalizacién del teorema de Shan ([30]) a funciones frontera del tipo
establecido en 3.

5. Programa en Mathematica® para calcular tamanos de prueba. Incor-
porando en dicho programa los teoremas de los puntos 2 y 4.

1.4. Organizacién de la tesis

El presente trabajo esta organizado de la siguente manera. En el capitulo
2 se recuerdan algunas nociones preliminares. En el capitulo 3, se plantea el
problema, se establecen los teoremas generalizados, se analiza el comporta-
miento de tres estadisticas de prueba aplicando los teoremas generalizados y
se aplican dichos teoremas al calculo de tamanos de prueba a cuatro ejemplos
de la vida real. En el capitulo 5 se presentan las conclusiones. Finalmente, se
agrego6 un apéndice con los programas para graficar regiones criticas y calculo
de tamanos de prueba.
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Capitulo 2

Preliminares

En la primera seccién de este capitulo revisamos la distribucién de proba-
bilidad de la variable aleatoria Poisson y algunos tipos de convergencia que
nos seran utiles para realizar demostraciones en la segunda seccion en la cual
se analiza la importancia de las pruebas de no inferioridad y ademas veremos
conceptos basicos que nos seran utiles para calcular tamanos de prueba.

2.1. Algunos conceptos

2.1.1. Distribucion Poisson

La distribucién Poisson es comuinmente usada para modelar el nimero de
ocurrencias de cierto evento, por ejemplo en la medicina podemos considerar
el nimero de ataques en un paciente de Parkinson o el nimero de ataques de
asma, en otras areas como control de calidad el nimero de fallas de un avién
utilizando un componente especifico, en contaminaciéon ambiental se toma el
nimero de partes quimicas tomadas de una muestra de aire, ademas de otras
aplicaciones en éstas y otras areas.

Recordemos que

se cumple para todo A € R.
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Consideremos la funcién f(z; ) definida para A > 0 como

A2

z!

flz;A) = , x=0,1,2,.. (2.1)

y para valores de z negativos es definida como cero, entonces f(z;A) > 0,
ademas

S i =3 N N oy
T ’ N =0 ! N =0 ! N o

Entonces f(x;\) satisface las condiciones de funcién de densidad de proba-
bilidad. Si una variable aleatoria X tiene funcién de densidad de la forma

f(z; A) se dice que tiene distribucién Poisson con pardmetro A y lo denotamos
por X ~ Poi()).

En la Figura 2.1 se muestra la funcién de distribucién Poisson para distintos
valores de .

f(x.1)

[X)
0.15} o
°
| I |
. m . f(x.5)
0.10} * .
° | ] ‘QQ‘ . f(X,lO)
. .
e - . . £(x20)
0.05 e "
° | ° < n .
u ° 1 " %o
.
® [} Pe | " u %o
Pl DODOPELAMEY FYPEEE § ¥ FIFII IS T-a,

Figura 2.1: Funcién de distribucion para parametros A = 5, 10, 20.

Definicién 2.1. Sea X wvariable aleatoria con funcion de densidad de proba-
bilidad f(x). La funcion generadora de momentos de X, denotada por Mx (t),
es

Mx(t) = Ele™],

st la esperanza existe para una vecindad de 0. Esto es, si existe h > 0 tal
que para toda t € (—h,h), E[e'X] es finita. Si la esperanza no existe en una
vecindad de 0, decimos que la funcion generadora de momentos no eziste.
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Llamamos a Mx(t) funcién generadora de momentos, porque genera to-
dos los momentos de X.

Una caracteristica de la variable aleatoria Poisson es que su media y
varianza son iguales. Ademas la suma de variables aleatorias Poisson también
es una variable aleatoria Poisson.

2.1.2. Procesos Poisson

Consideremos el espacio de probabilidad (A, F, P).

Definicién 2.2. Un proceso estocastico es una coleccion de variables aleato-
rias {X; : t € B} parametrizada por un conjunto B, llamado espacio parame-
tral, en donde las variables toman valores en un conjunto S llamado espacio
de estados.

Ahora consideremos como A = {0,1,2,...}, F = Pot(A) y P = Poi(\).
Supongamos que un mismo evento ocurre repetidas veces de manera aleatoria
a lo largo del tiempo. Tal evento puede ser, por ejemplo, las llegadas en
automovil a determinado negocio, el nimero de nacimientos o muertes en
cierto periodo de tiempo, la llegada de usuarios a una ventanilla, etcétera.
Definimos un proceso Poisson de la siguiente manera.

Definicién 2.3. Proceso Poisson (A\) Sea {N(t):t > 0} un proceso es-
tocastico con tiempo continuo y espacio de estados discreto donde

N(t,w):[0,00) x A—{0,1,...}
N(t,w) := N(t) = numero de eventos de interés en el intervalo(0,1],
se llama proceso Poisson si satisface las siguientes condiciones
1. N(0) =0.

2.V 0 < s <t, N({t) — N(s) tiene distribucion Poisson de paramétro
At —s).

3.V 0 <t <ty <--- <ty las variables N(t,) — N(tn_1),...,N(ta) —
N(t1), N(t1), son independientes. Esta propiedad se conoce como pro-
piedad de incrementos independientes.
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Observemos que Vt > 0 se cumple que N (t) ~ Poi()), por 1y 2. Ademés
por 2 tenemos que si 0 < s < ¢ entonces N(t) — N(s) ~ Poi(A(t —s)) y
por lo anterior N(t — s) ~ P(A(t — s)), asi, N(t —s) ~ N(t) — N(s), a esta
propiedad se le llama propiedad de incrementos estacionarios.

Teorema 2.1. Sean {Ni(t):t >0} y {Na(t): ¢t > 0} procesos de Poisson
independientes con pardmetros A1 y Ao, respectivamente. Sea N(t) = Ny(t)+
Ny(t), t > 0. Entonces {N(t),t > 0} es un proceso Poisson de pardmetro
A1+ Ao

Demostracion. Veremos que se cumplen las condidiones de la Definicion 2.3.
N(0) = N1(0) + No(0) = 0.

Recordemos que, si X; ~ Poi(\) y o ~ Poi(\y) entonces X1+ Xs ~ Poi(A+
A2). Notemos que para 0 < s < ¢ tenemos N (t) — N(s) = (Ny(t) — Nyi(s)) +
(Na(t) — No(s)), ademdas Ny(t) — Ni(s) ~ Poi(A(t —s)) y Na(t) — No(s) ~
Poi(Ao(t — s)), entonces N(t) — N(s) ~ Poi((A1 + X2)(t — 5)).

La condicion de incrementos independientes se cumple, ya que las variables
Ni(tn) — Ni(tp-1),. .., N1(t2) — Ni(t1), Ni(t1), son independientes y ademés
las variables Ny(t,) — Na(t,—1), ..., Na(ta) — No(t1), N2(t1) son independien-
tes, entonces las variables N(t,) — N(t,_1),..., N(t2) — N(t1), N(t1), son
independientes. O

2.1.3. Informaciéon de Fisher

La informacion de Fisher es una variable aleatoria singular. Consideremos
una variable aleatoria X con funcién de densidad de probabilidad f(z;60) y
denotemos como S al espacio muestral de X.

Definamos u(z, #) de la siguiente forma

u(x, 0) = log(f(z:0)).

Supongamos que para cada valor x € S la funcién de densidad de probabili-
dad f(z;0) es dos veces diferenciable respecto a 6, y sean
2

9
26 26

La informacién de Fisher () de una variable aleatoria X es definida por

W (z,0) = —u(x,0) yu'(z,0) = u(z, ).

1(0) = E[[v(z,0)]"] =

B log(f(x;e))ﬂ . (22)



2.1 Algunos conceptos

11

1(6) = / (2, )] f (a 0) .

Sabemos que [, f(x;0)dz = 1 y ademds supongamos que [, f(x;0)dz es
dos veces diferenciable con respecto a 6, entonces derivando respecto a 6

ambos lados tenemos que
0
— f(x;0)dx = 0.

82

) @f(x, 0)dz = 0.
Tenemos que
. o aaf(30)
u'(x,0) = 5 log(f(x:0)) = )

Asi,

.
Bl = [ 20I17:0) ) — [ a0y

s f(x;0)

y por la ecuacién (2.3)

E/ (z,0)] =F {% log(f(x; 9))} =0.

Entonces por (2.2)

I16] = Var[u/'(z,0)] = Var {%log(f(x; 9))} :

Notemos que

f(I;e)g—;zf(x;H) — [%f(l’, Q)}Q'

u'(x,0) = 3
(#9) 7@ 0)
B )
(.0 = ZLD o).
Asi, )
B (2,0)] = [ 2 f(a:0)dw — 176,

(2.3)

(2.4)

(2.6)
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y por la ecuacién (2.4)
E[u"(x,0)] = —I[0).

Por lo tanto,

I[6] = —Eu"(x,0)] = —FE [88—; (m;@)} : (2.7)

Enunciemos algunos teoremas basicos que se utilizaran mas adelante.

Teorema 2.2. (Ley Débil de los Grandes Niumeros). Sea X, una
sucesion de variables independientes e idénticamente distribuidas con media
comin p y varianza o < co. Sea X, =n~*Y " X;. Entonces

Xni,u.

Definicién 2.4. Sea X,, una sucesion de variables aleatorias y sea X una
variable aleatoria. Sean Fx, y Fx las funciones de distribucion acumulada
respectivamente de X,, y X. Denotemos mediante C(F}) al conjunto de todos
los puntos donde Fx es continua. Decimos que X, converge en distribucion
aX st

lim Fx, (x) = Fx(x), Va € C(Fy).

n—oo

Denotaremos esta convergencia por
D
X, = X.

Teorema 2.3. (Teorema Central del Limite) Sea X1, Xs,..., X, va-
riables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas tal que las fun-
ciones generadoras de momentos existan en una vecindad de 0. Sean i la
media y 0? < oo la varianza de X;. Entonces

VX —p) B N(0,1)

g

Teorema 2.4. (Teorema de Slutsky) Si Y, converge en distribucion a
Y, suponiendo que A, y B, tienden en probabilidad a las constantes a y b,
respectivamente. Entonces

A, +B,Y, 3 a+by.
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2.2. Pruebas de hipdtesis

Una hipétesis estadistica es una aseveracién sobre un modelo probabilisti-
co y una prueba de hipotesis es el procedimiento mediante el cual se juzga la
factibilidad de la hipotesis.

Definicién 2.5. Se llamard hipotesis estadistica a cualquier afirmacion o
conjetura referente a los pardmetros de una o mas poblaciones.

Las dos hipétesis complementarias en una prueba de hipdtesis son llama-
das hipdtesis nula e hipotesis alternativa. Denotadas Hy y H; respectivamen-
te.

Sea X una variable aleatoria con funcién de densidad f(z;6) donde 6 € Q,
con 2 C R”™ el espacio paramétrico, el formato general de las hipétesis nula
y alternativa es Hy : 0 € Qg vs. Hy : 0 € Qf donde y C 2 y denotaremos a
(2§ como €2;. En una prueba de hipétesis, después de observar la muestra, el
experimento deberia decidir; aceptar Hj si es verdadera o rechazar Hj si es
falsa, es decir, que H; es verdadera.

Definicién 2.6. Una prueba de hipotesis es una regla que especifica:

1. Valores muestrales para los cuales la decision es aceptar Hy como ver-
dadera

2. Valores muestrales para los cuales Hy es rechazada y Hy es aceptada
como verdadera.

Al subconjunto C del espacio muestral para el cual Hy se rechazada es
llamado region de rechazo o region critica. Al complemento de la region critica
se le llama region de aceptacion.

El Cuadro 2.1 resume los resultados de una prueba de hipotesis. Ademas
de decisiones correctas, pueden ocurrir dos errores. El error tipo I ocurre si
se rechaza H, cuando es verdadera y el error tipo II ocurre si no rechazamos
Hy cuando Hj es falsa.
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Decisién Hy es verdad H; es verdad
Rechazar Hy Error tipo I Decision correcta
Aceptar Hy | Decisién correcta Error tipo 11

Cuadro 2.1: Cuadro de decisién para una prueba de hipétesis

Definicién 2.7. Denotemos mediante C' a la region critica para una prueba
de hipdtesis, entonces la probabilidad de cometer un error tipo I es Py(X € C)
para 0 € Qg y la probabilidad de cometer un error tipo Il es Py(X € C°) para
0 € Q.

probabilidad del error tipo I, st 0 €

Py(x € C) =
olz ) { 1 — probabilidad del error tipo I1, s10 € Q.

El siguiente ejemplo fue tomado de [13].

Ejemplo 2.1. Supongamos que cierto individuo que llamaremos Z pretende
tener percepcion extrasensorial; es decir, pretende que puede prever el resul-
tado de un experimento aleatorio un niumero mayor de veces que le que cabria
esperar por mero azar. Entonces se plantea el siguiente experimento

En un cilindro con una tapa removible colocaremos & fichas de idéntico
peso y apariencia, cada una de ellas con uno de los digitos 1, 2, 3, 4, 5. Des-
pués de colocarlas en el cilindro pondremos la tapa en su lugar y agitaremos
vigorosamente el mismo con objeto de que las fichas se mezclen. Posterior-
mente extraemos una de ellas y sin permitirle que la vea le prequntaremos
cual es el numero que aparece. Sea 0 la probabilidad de que Z acierte.

Planteamos el siguiente juego de hipotesis
Hy: 0<02wvs. H: 0>0.2.

donde la hipotesis nula es; Z no tiene percepcion extrasensorial y la hipotesis
alternativa representa que Z tiene percepcion extrasensorial.
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El error tipo I consiste en decidir que Z tiene percepcion extrasensorial
cuando no la tiene. Sea X la variable aleatoria que representa el experimen-

to entonces X es igual a 1 si Z acierta y es cero st Z no acierta y asi:
PX=0=1-0yPX=1=60con0<6<1.

Definicién 2.8. La funcion potencia de una prueba de hipdtesis con region
de rechazo C' es la funcion de 0 definida por

B :Q —[0,1]
B(0) = Py(X € C).

Ejemplo 2.2. Supongamos que repetimos, el experimento del ejemplo 2.1,
10 veces de manera independiente (ver [13]). Si'Y es la variable aleatoria
que representa el nuevo experimento entonces Y ~ Bin(10,0). Se plantea el
mismo juego de hipotesis.

Hol QSO.QUS.Hli 0> 0.2.

Entonces rechazamos Hy st Z acierta un numero grande de veces, es decir,
rechazar Hy siY >k con k € N

Planteamos las siguientes tres reglas de decision en el Cuadro 2.2.

\ Prueba \ Regla de decision \ Region de rechazo \
1 Rechazar HysiY>3 | C; ={3,4,5,6,7,8,9,10}
2 Rechazar HysiY> 5 Cy =15,6,7,8,9,10}

3 Rechazar HysiY> 8 C3 =1{8,9,10}

Cuadro 2.2: reglas de decision

Entonces las funciones potencia son, respectivamente:
p1(0) = P[Y > 3 cuando el valor verdadero del pardmetro es 0).
Bo(0) = P[Y > 5 cuando el valor verdadero del pardmetro es 0).
Bs5(0) = P[Y > 8 cuando el valor verdadero del pardmetro es 0.
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B1(0) 2;023 < 10 ) 6v (1 — )"0

Y

w0 =i () )ora-om

By(0) = 31, ( 1;’ ) oy (1— ).

En la Figura 2.2 se muestran las tres funciones potencia.

B©)
1.0}

0.8}

0.6 - — ﬁl (9)
— pa(6)

04/ — B3(0)

: : — 8
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 2.2: funciones potencia del ejemplo 2.3.

La funcién potencia ideal es 0 para todo 8 € €y y 1 para todo 8 € €2y, asi
una buena prueba tiene funcién potencia cercana a 1 para 6 € §2; y cercana
a 0 para 6 € ). Esto es equivalente a que la probabilidad del error tipo Iy
la probabilidad del error tipo II son cercanas a 0.

Definicién 2.9. El tamano de prueba estd definido por

sup 5(0).

(AN
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Definicién 2.10. Supongamos que 0 = (61,02) donde 6, y 63 son parametros
desconocidos. St la inferencia del problema de alguna manera solo relaciona
a 01 y si la informacion obtenida en 0y no es de directa relevancia para el
problema, entonces se clasifica a 03 como pardmetro perturbador (ver [5]).

Cuando existen parametros perturbadores en la funcién potencia, para
eliminarlos, se usan pruebas estadisticas que de tal manera la funcién poten-
cia dependa de menos variables, por ejemplo las pruebas condicionales.

Eliminar pardmetros perturbadores de un modelo es reconocido univer-
salmente como un problema principal de estadistica. Un sorprendentemente
gran numero de métodos de eliminaciéon han sido propuestos por varios es-
critores en el tema (ver [5]).

Las pruebas razén de verosimilitudes y score pueden ser utilizadas en la
presencia de un parametro perturbador y tienen la propiedad de converger
asintoticamente (ver por ejemplo [11]).

2.2.1. Prueba de razén de verosimilitudes

Sea X1, ..., X,, una muestra aleatoria con funciéon de densidad de proba-
bilidad f(z;6), la funcién de verosimilitud es definida como

n

L(6; X1, ..., Xp) = L(0; X) = f(2;0) = [ ] £(X::6).

i=1

Ademds, denotaremos como £(0) a log(L(6)).

Definicién 2.11. Si 0 € Q es el valor en el que L(0; X) alcanza el mdzimo
entonces

hat es el estimador de mdxima verosimilitud y comiunmente se denota por
6.

Definicién 2.12. La estadistica de razon de verosimilitudes generalizada
para probar Hy : 6 € Qquvs. Hy : 6 € () es
A(X) _ Sup@EQo L(07 X) ‘

SUpgpeq L(60; X)
Una prueba de razon de verosimilitudes tiene region de rechazo de la forma
C ={z|A(x) < c} donde c es0 < ¢ < 1.
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Sea €2 el espacio paramétrico y denotemos como 6 al verdadero valor de
0 entonces consideremos las siguientes condiciones de regularidad (ver [12]).

(1) Las funciones de densidad de probabilidad son distintas; es decir, si § # ¢’
entonces f(z;;0) # f(x;0').

(7) La funcién de densidad de probabilidad tiene un soporte comun para
todo 6.

(7i1) El punto 6y, es un punto interior de €.

La primera suposicién establece que los parametros identifican las funcio-
nes de distribucién de probabilidad. La segunda suposicién implica que el
soporte de X; no depende de 6.

(1v) La funcién de densidad de probabilidad f(x;60) es dos veces diferen-
ciable como una funcién de 6.

v) La integral [ f(x;0)dz puede ser diferenciable dos veces con respecto

)
a 0.

Note que las condiciones (i) — (v) significan que el pardmetro € no aparece
en los extremos del intervalo cuando f(z;6) > 0 y que puede intercambiarse
integracion y diferenciacién con respecto a 6.

(vi) Las funciones de densidad de probabilidad f(z;60) es tres veces dife-
renciable como funcién de . Ademas, para todo 0 € €2, existe una constante
¢ y una funcién M (z) tal que

‘wwg o 9)\ < M(2)

con Ey,[M(X)] < oo, para todo 0y — ¢ < 6 < 0y + ¢ y para todo x en el
soporte de X.

Teorema 2.5. Sea X1,..., X,, una muestra de variables aleatorias indepen-
dientes e idénticamente distribuidas con funcion de densidad de probabilidad
f(z;0) para 6 € Q tal que cumple las condiciones (i) — (v) de regularidad.
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Sea 0 el estimador de mdzima verosimilitud de 0. Entonces
~ D 1
— N — .
Vvn(l —0) = (O, 1(9)>

Donde 1(0) es la informacién de Fisher definida en la ecuacién (2.2).

Demostracién. Expandiendo la funcién (6) en serie de Taylor sobre 6, el
estimador de maxima verosimilitud, tenemos

() =(0)+ (0 —0)"(0) +--

donde despreciamos los términos de orden mayor (es justificado por las con-
diciones de regularidad).
Como 0 es el estimador de maxima verosimilitud entonces ¢'(f) = 0. Asi

(

4 ()
\/5(9 - 9) - —%f”(e)

Ahora notemos que

L, _ 1 ) r_ 1 . alog(f(Xue))
T500) = =log(LB: X)) = —= (Z 5 )

i=1

n

1o 1 ¢ 9log(f(Xi;0))
%”9)_\%(52 Bl )

alog(f(X;G))}
00

Se cumple que Var [ = I(0) por la ecuacién (2.6), ademés

Dlog((X:0))
B | el

(Teorema 2.3) tenemos que
1

NG
Como —F [%] = 1(0) por la ecuacion (2.7) entonces por la Ley

} = 0 por la ecuacién (2.5) y por el Teorema Central del Limite

7(6) 3 N(0,1(6)).

Débil de los Grandes Numeros (Teorema 2.2) se tiene que

—=e(0) 5 1(6). (2:8)
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Por lo tanto por el Teorema 2.4 tenemos que

ﬁ(é-e)%zv(o,%).

O

Teorema 2.6. Sea X1,..., X,, una muestra de variables aleatorias indepen-
dientes e idénticamente distribuidas con funcion de densidad de probabilidad
f(z;0) para 0 €  tal que cumple las condiciones de reqularidad. Se desea
probar Hy = 0 € Qq vs. Hy : 0 € Qq. Entonces bajo la hipdtesis nula, cuando
n — 0o

—2log A(X) 2 X3
Ademds, se rechaza Hy al nivel de significancia o si y solo si —2log \(x) >

2
X1,1-2a"

Demostracion. El caso univariado es Hy : 0 = 6y vs. Hy : 0 # 6y.
Expandiendo la funcién ¢(f) en serie de Taylor de orden dos sobre 6, el
estimador de maxima verosimilitud, y evaluando en #y tenemos

0(0) = £(6) + (8 — ) (0) + %(90 —0)20"(0) + (6, — 6)

Como 6 es el estimador de méaxima verosimilitud, entonces

£(00) = 1) + (00— 07'(0) + o(6, — )

£(6) — 1(60) = — 58— 0)°1"(8) + o{6 — )

Ademas,
~ ol L(6y) _op(fy
—2log(A(X)) = —2log ( L(é) ) 20(0) — 24(6y).
Asi,

—2log(A(X)) = (6 — 0)*(=¢"(0)) + o6 — ).
donde o(fy — 0) — 0 y ademds

(b0~ 0P(-0'(0) = 8- 0010)
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(00 — 0)2(~"(8)) = (Va0 - o) [(9)>2 <—§£"<e>>.

Por el Teorema 2.5 tenemos que
(ﬁ(é — 0y) 1(9)) B N(©0,1).

Y usando la ecuacién (2.8)

D
Por lo tanto, —2log A(X) = x3.

Para el caso general, la demostracién se puede encontrar en [26]. [

2.2.2. Prueba score

Sea X1, ..., X,, una muestra aleatoria con funciéon de densidad de proba-
bilidad f(x;#), la funcién score es definida como la derivada de la funcién
log(L(6; X)), es decir

_ 9log(L(6; X))
a 0 '

Denotemos como 6 al SUPgeq, L(0; X) y a la varianza de la funcién score
como J(0).

U(0)

Definicién 2.13. La estadistica score para probar Hy : 0 € Qqvs. Hy : 0 €
Q es

Una prueba score tiene region de rechazo de la forma {z|T(x) < ¢} donde
0<c<1.

Teorema 2.7. Sea X, ..., X, una muestra de variables aleatorias indepen-
dientes e idénticamente distribuidas con funcion de densidad de probabilidad
f(x;0) para 0 € Q tal que cumple las condiciones (i) — (v) de reqularidad. Se
desea probar Hy : 0 € Qg vs. Hy : 0 € Qy. Entonces bajo la hipotesis nula,
cuando n — o0

T(X) = xi
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Demostracion. Notemos que

_ Dlog(L(6; X)) _ z”: Olog(f(Xi; 0))

ve)) 00 00

=1

J(0) = VarlU(0))) = nVar [alog(f (X“(’))} .

00

Se cumple que Var [W} = I(0) por la ecuacién (2.6), ademés

E [W] = 0 por la ecuacién (2.5). Asi

/nl(0) 100)

Entonces por el Teorema Central del Limite (Teorema 2.3) tenemos que

ST~ 0O vrGU®) —0)

2 N(0, 1(0)).

Por lo tanto,

2.2.3. Pruebas de no inferioridad

En este trabajo el término tratamiento se usard de manera amplia, es
decir, podra referirse a una sustancia, una técnica, un proceso de fabricacion,
etc.

En el contexto clinico las pruebas de no inferioridad pueden ilustrarse de
la forma siguiente (ver ([29])).

El significado o propdsito de una comparacién de no inferioridad varia
de un ensayo a otro. A continuacién se presentan diferentes casos para una
comparacion de no inferioridad.

Caso 1: Una prueba controlada con placebo seria poco ético o imposible
de llevar a cabo en la practica, y el requisito estandar es la demostracion de



2.2 Pruebas de hipétesis 23

la eficacia frente a un placebo. En estos casos, el propdsito de una prueba
de no inferioridad es proporcionar evidencia sustancial e indirecta de que el
tratamiento experimental tiene una eficacia mejor que un placebo. Esto se
hace proporcionando evidencia sustancial y directa de ensayos clinicos que
la eficacia del tratamiento experimental no es mucho peor que la eficacia de
un tratamiento activo por alguna cantidad preespecificada no mayor que el
efecto de la terapia de control activo contra placebo. El efecto del control
activo frente al placebo se basa en ensayos historicos que evaluaron el efecto
del control activo en el placebo (o en algin otro tratamiento de referencia)
con un ajuste apropiado si es necesario para aplicar este efecto estimado al
ajuste de la prueba de no inferioridad.

Caso 2: Cuando existe un tratamiento estandar que tiene un efecto muy
grande, puede ser necesaria alguna eficacia minima para que el tratamiento
experimental tenga un perfil de riesgo-beneficio favorable y valioso. En estos
casos, el proposito de un ensayo de no inferioridad es proporcionar evidencia
sustancial e indirecta de que el tratamiento experimental tiene una eficacia
mejor que un placebo por alguna cantidad minima, o que el tratamiento ex-
perimental no es inaceptablemente peor que el tratamiento de control activo.
Esto se hace proporcionando evidencia sustancial y directa de ensayos clini-
cos que la eficacia del tratamiento experimental no es mucho peor que la
eficacia de un tratamiento de control activo por una cantidad minima prees-
pecificada que es comodamente menor que la diferencia entre el efecto de la
terapia de control activo y placebo.

Caso 3: Hay casos en los que puede ser necesario demostrar que un tratamien-
to experimental tiene eficacia similar o mejor que un tratamieto estandar.
Este puede ser el caso cuando el tratamiento experimental esta en la misma
“clase de farmaco” que el tratamiento estandar. Seria necesario demostrar
que el tratamiento experimental tiene eficacia mejor o peor que el tratamien-
to estandar.

Caso 4: El tratamiento experimental sustituye a un farmaco en un trata-
miento estandar de multiples farmacos con el farmaco experimental. Para
que el tratamiento experimental sea considerado como una alternativa al
tratamiento estandar, puede ser necesario que el tratamiento experimental
tenga una eficacia mejor que cada farmaco, combinacion de farmacos y régi-
men para el cual esta combinacién estandar es superior. Si cada componente
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de la combinacién de farmacos para el tratamiento experimental se considera
como “activo”, también puede ser necesario que la combinacion experimental
tenga mas eficacia que cualquier subconjunto de los farmacos en esa combi-
nacion de farmacos. Cuando un nuevo tratamiento estandar demuestra una
supervivencia mejorada con respecto al tratamiento estandar anterior, puede
(0 no) ser poco ético dar a los pacientes ese estandar de atencién anterior
para esa indicacion o linea de terapia. Por lo tanto, es importante que cual-
quier tratamiento que se considera para su uso tenga suficiente eficacia para
ser considerada una terapia ética para la indicacién estudiada.

Caso 5: El propésito de un farmaco experimental es reducir la posibilidad de
toxicidades o efectos secundarios a los pacientes causados por un tratamiento
estandar. Es importante estudiar si el farmaco experimental interfiere con la
eficacia del tratamiento estandar; es decir, estudiar la cantidad de eficacia
del tratamiento estandar que puede perderse proporcionando adicionalmente
a los pacientes el tratamiento experimental. El tratamiento estandar con el
farmaco experimental puede valer la pena para los pacientes en relacién con
el tratamiento estandar solo si el tratamiento estdndar mas el farmaco ex-
perimental tiene menos toxicidades o efectos secundarios que el tratamiento
estandar solo, a pesar de tener un poco menos eficacia que el tratamiento
estandar solo. Sin embargo, una dosis mas baja (o uso menos frecuente) del
tratamiento estandar puede tener también menos toxicidades o efectos se-
cundarios que la dosis regular del tratamiento estandar. Si bien una prueba
que compara la dosis regular del tratamiento estandar con y sin el farma-
co experimental proporciona datos sobre la eficacia y la seguridad de los dos
regimenes, no puede (dependiendo de los resultados del ensayo) proporcionar
evidencia de la necesidad del farmaco experimental a menos que la relacién
dosis-respuesta sobre la eficacia y la seguridad sea conocida para del trata-
miento estandar.

Ademas, las comparaciones de no inferioridad se realizan en estudios de se-
guridad para descartar cualquier aumento inaceptable en el riesgo de algunos
eventos adversos al decidir usar el tratamiento experimental.

Una comparacion de no inferioridad puede implicar un criterio de valoracion
de eficacia, un criterio de valoracién de la seguridad o algin otro criterio
clinico. Cuando existe un tratamiento estandar eficaz no es ético negar a los
pacientes el uso de dicho tratamiento estandar, por lo tanto, no es posible
llevar a cabo pruebas controladas con placebos en estos entornos.
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Capitulo 3

Calculo de tamanos de prueba
para comparacion de
distribuciones Poisson

Este capitulo trata las ideas y conceptos centrales de esta tesis. En la
primera seccién se presenta el marco de trabajo. La segunda seccion estéd
dedicado a dar descripciones de las regiones criticas y de la funcién potencia.
En la seccion tercera se desarrollan los dos teoremas que son el objetivo tedri-
co del trabajo. En la seccién cuatro para tres pruebas estadisticas especificas
analizamos su comportamiento en términos de su tamano de prueba. Final-
mente, en la seccién cinco, a la luz de nuestros resultados, se analizan cuatro
ejemplos de no inferioridad.

3.1. Marco teodrico

Supongamos que un nuevo tratamiento es comparado con un tratamiento
de control en un estudio de grupos paralelos con ny individuos en el grupo del
tratamiento de control y ns individuos en el grupo del nuevo tratamiento.
Si t;; representa el tiempo observado del individuo j-ésimo en el grupo ¢
y Xjj es el numero de eventos del individuo j bajo el tratamiento ¢, sigue
un proceso Poisson con media t1;\; para el grupo de control y t9;\s para el
grupo del nuevo tratamiento, entonces el nimero total de eventos en el grupo
1, X; = Z;“:l X; sigue una distribucién Poisson con media

27
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donde

t; es el tiempo total de observacion en el grupo 1.

La funcién de densidad de probabilidad para el niimero total de eventos
en el grupo ¢ es

e_p'i x
PX,=a]=2"t =12
x!

Estamos interesados en procedimientos estadisticos para contrastar hipéte-

sis de la forma

Ho : )\2 > g(>\1) VS. Hl : )\2 < g()\l) (32)

Donde g : Rt — R* es una funcién tal que g(A;) > A;.

En el caso que g(A1) = A\; el objetivo de la prueba es demostrar la superio-
ridad del nuevo tratamiento.

Si g(A1) > A1 el objetivo de la prueba es probar la no inferioridad del nuevo
tratamiento.

Similarmente al caso de proporciones binomiales (ver por ejemplo [37]),
la funcién g es llamada la curva frontera de Hy o funcion frontera y ésta
puede ser representada en la forma g(A;) = Ay + d(A\1) con g(A1) > Ay, esto
es, (A1) > 0 para toda A\; > 0, la funcién 6 es llamada funcion margen.

Consideramos que la variable observada de interés en cada individuo es
el nimero de ocurrencias de cierto efecto adverso, por ejemplo el niimero de
incidencias o repeticiones de alguna enfermedad como el niimero de ataques
de asma, o el conteo de recaidas en pruebas de esclerosis multiple.

Asi, como estamos tratando con eventos no deseados, la no inferioridad
o superioridad del nuevo tratamiento se basa en la reduccién del niimero de
ocurrencias de tal evento.

Por lo tanto, si el interés de una investigacion es probar la superioridad del
nuevo tratamiento con respecto al tratamiento control, se deben contrastar
hipétesis de la forma

Hy Ao >\ vUS. Hi: X < A\ (33)
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Notemos que ésto corresponde a g(A;) = Ay o equivalentemente §(\;) es
idénticamente cero, cuando d no es idénticamente cero corresponde al caso
de no inferioridad.

El espacio paramétrico puede ser convenientemente representado como

Q= {(\, A2)| A € RT Ay € R}

El espacio bajo la hipdtesis nula es

Qo = {(A1, A2) € QA2 = g(A1)}-

3.2. Regiones criticas y funcion potencia

En este apartado se obtienen caracterizaciones de las regiones criticas y de
la funcion potencia que seran usadas en los teoremas en el apartado siguiente.

En todo este trabajo denotaremos mediante C' a la regién critica para
una prueba estadistica correspondiente al contraste de hipétesis (3.3).

Definicién 3.1. Diremos que una region critica C' para una prueba estadisti-
ca correspondiente al contraste de hipdtesis (3.3) cumple la propiedad de
monotonia si (r1,x3) € C implica que (x1 + 1,23), (z1,20 — 1) € C.

Denotemos N* = {0,1,2,3,...} y definamos las secciones de C' de la
siguente manera.

Definicién 3.2. Dado x; € N* definimos la seccion de C' determinada por
xy como el conjunto Cy, = {x2 € N* | (x1,29) € C}.

Similarmente, para xo € N* definimos la seccion de C' determinada por
x9 como C*? = {x; € N*| (z1,22) € C}.

Cuando la regiéon critica cumple la propiedad de monotonia se tiene la
siguente definicién.

Definicién 3.3. Supongamos que la region critica C' cumple con la propiedad
de monotonia.

Si para 1 € N* fijo la seccion C,, no vacia, definimos M(x1) = maxCy, y
como M(x1) = oo si tal mdzimo no existe.

Si para x3 € N* fijo la seccion C** no vacia, definimos m(zy) = min C*2
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De forma maés explicita, cuando la regién critica C' cumple la propiedad
de monotonia se tiene que C,, = {0,1,2,..., M(z1)} si el méx C,, existe, en
el caso contrario C,, = {0,1,2,...}. Para la seccién de C determinada por
Ty se tiene C*2 = {m(x2), m(za) + 1,m(z2) + 2,...}.

Asi obtenemos los siguientes resultados.

Proposicion 3.1. Si C' cumple la propiedad de monotonia, entonces
(1) vy < 2y implica Cy, C Cyr y M(21) < M(21).
(2) xo < b implica C*2 C C*2 ym(x,) < m(x}).

Demostracion. (1) Sean xq, 2} € N* tal que x; < ] entonces In € N tal que
1 +n = zi.
Veamos que Cp, C Oy ya que si 73 € Cy, entonces (71, 12) € C'y por la
monotonia de C' se tiene que (x1 +n,z2) = (2], 72) € C, es decir, 25 € Cy.
Y como C, C Cy entonces méx C, < méx Cp = M(x1) < M(z7).

(2) Sean x5, x4, € N* tal que x9 < ), entonces In € N tal que x5 = 2}, — n.
Veamos que C*2 C C*2 ya que si 2; € C*2 entonces (z1,25) € C'y por la

monotonia de C se tiene que (z1,25 — n) = (x1,22) € C, es decir, x; € C*2.
Asi, C2 C C*2 = min C*2 < min C*2 = m(zy) < m(z}). O

Denotaremos la funcion de masa de probabilidad para una variable Pois-
son x con media A por f(z;\), es decir

e\

z!

fla;A) =

[{0,1,2,.‘.}(36)-

Observacion 3.1. Si h: Rt — Rt es una funcidn diferenciable entonces

OTZRA) _ pr(n)(f(a — 1:h(N) — s hOV)).
Demostracion.
Of(z:h(N) _ =R (Ne "Mh(N)* N zh/(N)e MM p(N)=1
OA ! x!
Of (w;h(N) sy (VR e Mg(N)”
B :h(A)( (z—1)1 )
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Consideremos S = NU{0}, F = Pot(S) y P(z;) = f(x; ;) entonces para
el espacio medible (S, F, P) notemos que

C:m = Z f ‘Ilatl)\l (34)
z1=m(x2)
Yy
M(z1)
Z f(zastals). (3.5)
xo=0
Para una prueba estadistica con region critica C', la funcién potencia es
B, A2) = Z f(rti ) faa;ta)s).
(Il xz)EC
asi

>\17>\2 Z Z f1'17t1>\1 (1'2;752)\2)-

22=0 z1=m(z2)

— Z f(:L‘Q;tQ)\Q Z f xl,tl)\l

z2=0 z1=m(z2)

y por la ecuacién (3.4)

B(A1,A2) = Z f(za;taA) P(C™2). (3.6)

xo=0

de otra manera

B(A1, A2) = Z Zf$17t1)\1 f(zastae).

z1=m(z2) x2=0

o M(z1)
= flztih) Z f(za5ta)s)
z1=m(z2) z2=0
y por la ecuacién (3.5)
B, Aa) = Z f(x;t: M) P(Cyy). (3.7)

z1=m(x2)
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3.3. Reduccion del calculo de tamanos de prue-
ba

Este apartado esta dedicado a presentar dos teoremas, los cuales confor-
man la parte medular de este trabajo de tesis. Dichos resultados son originales
y son nuestra aportacion al tema sobre el calculo de tamanos de prueba de
no inferioridad y superioridad.

El tamano de prueba para el contraste de hipdtesis (3.3) es

sSup B()‘la)\Z)‘

()\1,)\2)690

Proposicién 3.2. Si C' satisface la propiedad de monotonia (ver definicion
3.1)entonces (0,0) ¢ C.

Demostracion. Supongamos que (0,0) € C' entonces por la ecuacién (3.6)

)\1,)\2 Z f $2,t2>\2 Cm)

x2=0

= F(05t200) P(C°) + ) f(wa;tada) P(C™2)

r2=1
s 1A
— e t2h2 Z e_ml( ! + Z f(@2;t2A2) P(C™?)
x1=0 z2=1

[o.¢]
e 43 " f(xa; 1 da) P(C™).
xro=1
Luego limy,_,o+ B(A1, A2) > limy, o+ €712*2 = 1, esto implica que el tamaiio
de la prueba es mayor o igual que 1, es decir, la correspondiente prueba
estadistica es degenerada.

Por lo tanto, (0,0) ¢ C. O

Teorema 3.1. Sea g : R™ — R una funcion diferenciable tal que limy_o+ g(\) =
0. Si C # O y cumple la propiedad de monotonia, entonces el tamano de
prueba para el contraste de hipdtesis (3.3) estd dado por

sup 6()\17)\2) max ﬁ()\la)\Q)

A2>g(A1) A2=g(A1)
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Demostracion. Por la ecuacién (3.7) tenemos que

B(A1, X)) = Z [zt 0) P(Cyy).

z1=m(x2)
Derivando respecto a A1 y utilizando la Observacion 3.1 se tiene que

%j\;)@ =h Z (f(z1 = Lits ) — flz;tiA)) P(Cyy)

z1=m(x2)

=1t Z flxy = 1;t10)P(Cy,) — Z [z i) P(Cyy)

z1=m(x2) z1=m(z2)

= t1f(m(x2) — 1;t1A) P(Cinay)) +

ty Z f(x1;tiM) P(Cyy41) Z f(x1;tiM))P(Cyy)

x1=m(z2) x1=m(x2)
=t1 | f(m(z2) — 111 M) P(Crngay) Z f@; M) [P(Coyg1) = P(Cay)]
x1=m(z2)

y por la Proposicién 3.1 concluimos que %/\11”\2) > 0.

Similarmente, usando la ecuacion (3.6) y la Observacion 3.1 tenemos que

B N) & | | v
TG = e 3 (Flas = Litada) = flani 1) P(C™)

x2=0
=12 Z f(ag = Lta o) P(C™2) Z f(@a;ta)s)) P(C*?)
| x2=0 xo=0
= tg Z f(lL‘g, t2>\2 Cx2+1 Z f Ig,tg)\g CxQ)
Lz2=0 xo=0
Z f(xa;taXo)[P(C™FY) — (Cm)]] ‘
xo=0

y por la Observacion 3.1, M

pecto a .

< 0, entonces (A1, A2) es decreciente res-
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Denotemos por G a la grafica de g, es decir, G = {(\1, g(\1))|A\ € RT}.
Ademads como g es diferenciable es continua y la frontera €2y es G.
Veamos que para todo punto (A}, \}) € ©Qy — G existe un punto (A}, \) € G
tal que B(A, Ny) < B(A], ), en efecto, como (N, \)) € Q¢ — G entonces
Ay, > g(\]) v ademds como (A1, A2) es decreciente respecto a Ag, basta
tomar (A}, \5) = (A}, g(\])). Esto demuestra que el

sup B(A,A2) < sup B(A1, Aa).

)\229()\1) )\2:.9()‘1)

A priori sabemos que

sup  B(A1,A2) > sup  B(A1, Ag),
A2>g(A1) A2=g(A1)

yva que G C €)y. Por lo tanto

sup 5()\1,)\2): sup ﬁ()\b)\Q)-
A2>g(A1) A2=g(A1)

Como S(A1,9(A1)) es una funcién diferenciable, ya que g es diferenciable y
como limy o+ g(A) = 0, entonces

hm B(A1, g( Z f(21;0) f(22;0).

(:171 $2)€C

Por la Proposicién 3.2 (x,x2) # (0,0), entonces 5(0) = 0, asi

,\EI(I)EL B(Ala g()\l)) =0.

Ademas
= e ()™
B = > FaetdP(C) = 3 M e
z1=m(z2) z1=m(w2) v
luego

lim B, g(A)) = 0.

Por lo tanto, si h € Imf3, donde I'm/3 representa la imagen de la funcion
de potencia, entonces existen ay, by, tal que S(A1,g(M\1)) < h VX & [ap, byl
esto implica que (A1, g(A1))) alcanza un maximo.

]
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El teorema anterior incluye como casos particulares la diferencia y el
cociente de medias.

Notemos que el Teorema principal de Liu y Hsueh ([19]) es el caso parti-
cular del Teorema 3.1 cuando g(\;) = A;.

Para la diferencia de medias la funcién frontera es g(A;) = A; + 9 y para el
cociente de medias la funcién frontera es g(A1) = pA;.

En el caso que g(A) = A, , es decir, p = 1 Shan ([31]) prueba que cuando la
region critica cumple con la propiedad de monotonia, el célculo del tamano
de la prueba puede ser restringido a buscarlo en un intervalo de longitud
finita en lugar del intervalo (0, co).

En esta direccién generalizamos tal teorema para cualquier funcién g(\) =
pA con p > 0 tal y como queda establecido en el siguiente teorema.. Cuando
Ao = g(A\1) la funcién potencia es S(A1, g(A1)) que denotaremos como B(\).
Para este caso tenemos el siguiente teorema.

Teorema 3.2. Sea p > 0, g(\) = p\ y C # O, donde C es la region critica
y cumple con la propiedad de monotonia, entonces el tamano de la prueba
esta dado por

max B(A, pA)

O<AA*
* £ T1+T2
donde \* = MéaxX(, zy)eC {t1+t2p }

Demostracion. Primero notemos que

e Ae e )
fla;A) = oz (x —1)! :Eﬂx_l;)\)'
Asi .
flo =1A) = L f(@;A). (3.8)

Ahora recordemos que
BA) = Z J(@15 6 A) f (@25 T2pA).
(z1,22)€C
Usando la Observaciéon 3.1 tenemos
BN = > tapf(er;a\) [f (w2 — 1,t2pA) — f (a3 tap)]
(z1,22)€C

+ > tif(rastap)[f(mn — 1t A) — flziti\)]-

(x1,22)eC
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Z [Lapf (w1561 A) f 2 — 1, t2pA) + tr f (w5 L2pA) f (21 — 1,81 M)]

381 QCQ)EC

- [tapf(w1;t1A) f (225 t2pA) + 1 f (225 t2pA) f (215 11 )]

(z1,22)eC
usando la ecuacién (3.8) obtenemos que

(N = Z [t2pf($17 31 )t2p>\f(l’2, tapA) + tyf (225 t2pA) 1)\f(331;t1>\)

(z1,z2)eC

— > [(tap + ) f(m1: 6N f(was tap))]

(z1,22)eC

0= X [P ) )]

(z1,2)eC

- Z [(t2p + 1) f (@11 A) f (w25 tapA)] -

(xl,xg)EC

= X (B ) Sl ) ot

($1,$2)€C

r1tx2

La condicién para que cada término sea negativo es que \ > e

Si A" = méx(y, zm)ec {flljpﬁi} entonces para A > A\* la funcién B(\) es

decreciente. Por lo tanto tenemos que el maximo se alcanza en un punto del
intervalo (0, \*]. O
3.4. Comportamiento de tres estadisticas

En el presente apartado consideramos tres pruebas estadisticas especificas
para la razén de medias y analizamos su comportamiento en términos de su
tamano de prueba.

En el caso particular que g(A) = pA tenemos el contraste

Hy: M\ > p>\1 VS. Hi: A< p)\l (39)
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Si p es igual a 1, el objetivo de la prueba es mostrar la superioridad del nuevo
tratamiento; mientras que si p es mayor o igual que 1, el objetivo de la prueba
es mostrar la no inferioridad del nuevo tratamiento.

Para la comparacion de dos variables Poisson mediante el cociente de
medias, son conocidas varias estadisticas (ver por ejemplo [8], [10], [14], [18],
[20] v [30]). Entre las que se destacan las del tipo Wald, razén de verosimi-
litudes, score y exacta condicional (ver [10], [14]). Las primeras tres pruebas
estadisticas son asintoticas y la cuarta prueba es exacta.

Una importante razén para estudiar el comportamiento de tamanos de
prueba de las pruebas asintdticas es que su error tipo I no podria ser contro-
lado por el nivel de significancia nominal para el cual fueron construidas.

Por otro lado, la prueba exacta, por ser exacta tiene su error tipo I contro-
lado y siempre su tamano de la prueba es menor o igual que el nivel nominal,
sin embargo, es posible que sea demasiado conservador, asi es conveniente
conocer el comportamiento de error tipo I.

Con el fin de ilustrar la utilidad de los teoremas obtenidos en esta in-
vestigacion, se analiza el comportamiento de los tamanos de prueba de las
pruebas estadisticas, razon de verosimilitudes, score y exacta condicional.

3.4.1. Las estadisticas

Denotemos por X; el numero total observado de eventos en el grupo 1.
Ademas

Xo=X1+ X5
= tlp
A

= —. 3.10

v=3 (3.10)

El espacio paramétrico es €2 = {(A, A2)|0 < A} < 00,0 < Ay < 00}
El espacio bajo la hipdtesis nula es Qo = {(\1, Ag) € Q|§—f > p}
= {()\1, )\2)|)\2 > p/\l7 Al € RJr, Ay € RJr}
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Recordemos que la estadistica de razon de verosimilitudes es

A(X) _ Sup9€Q0 L<07 X) )
SUpgpeq L(0; X)

Proposiciéon 3.3. La estadistica de razon de verosimilitudes para el contraste
de thdt&SZS HQ . ()\1, )\2) € QD VS. Hl : ()\1, )\2) S Ql es

T1 (X1, Xz) = 2[X; log(X1) + Xz log(Xa/v) — Xolog(Xo/(1+7))].  (3.11)

Demostracion. La funcion de verosimilitud es

e*(t1/\1+t2)\2) (tl)\l)Xl (t2)\2)X2
X! X!

L()\la )‘27 Xl; X2) -

E(/\l, /\2, Xl, XQ) = _(tl/\l —f—tg)\g) —f-Xl log(tl)\l) +X2 log(tg)\g) —log(Xl'Xg')

Asi tenemos que

O =hr Y Oy =Tt

O\, A3 X1, Xo) ; Xity  Ol(A1, Ag; X1, X>) Xoto

e igualando a cero obtenemos los estimadores de méaxima verosimilud, los
cuales son
X X
)\1 = —Yy /\2 = —.
31 12

Bajo la hipotesis nula

e~ t1A (tl)\l)Xl e—t2pM (t2p)\1)X2
X! X! ’

L(A1, pA1; X1, Xo) =

e~ M(ti+pta) (>\1)X1+X2 (tl)Xl (th)X2
X 1X5! ‘

L<)\17P)\1;X1,X2) -

(A, pA; X, Xo) = =Mt + pta) + (X7 + Xo) log(A)
+Xi log(t1) + Xz log(pta) — log(X1!Xo!).

Asi,
8€<)\17 p)\h Xl; X2)
o\

X1+ Xy

= —(t, + pt
(1+p2>+ Al
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entonces los estimadores bajo la hipdtesis nula son

s X1+ Xy X1+ X N X1+ X

- _ L X1+ Xe
bttt PR
Por lo tanto,
Xo Y .
A(X1, X5) = <“‘ﬁ7>> i (o) ((1)?7)) (pip)* ((1)-?7))
GO COR FREE T (xa (2)™
Y

Finalmente la estadistica razén de verosimilitudes es

(X1)™ (&)XZ

5
()"
(1+7)

X X
T (X1, X2) =2 | Xy log(Xy) + Xalog (—2) — Xplog ( 0 )] )
gl L4~

T1<X1, XQ) = 210g

O

Nota: En la estadistica de razén de verosimilitudes X log(X) es definido
como cero si X es igual a cero.

Proposicion 3.4. La estadistica score para el contraste de hipotesis Hy

(A, Xo) € Qo vws. Hy : (A, A2) € Qq estd dado por

(X1 — Xz/V)z‘

Th(X1,Xs) =7 e
0

(3.12)

Demostracion. La funcién de verosimilitud se puede reescribir de la siguente
manera

€_t1>‘1()\1)X1+X26_t2>‘1¢(t22/})x2
L, ho: X1, Xp) = .
(A1, A2 X5, ) X1X,!

C(A1, Ag; X1, Xo) = =t A +(Xo+X5) log(Ar) —ta M+ Xo log(tat)) —log (X 1.X,!).

La funcion score es:

a‘€<)\la)\2;X17X2) . & o\
81# — w 211 -

Uwa)\l) =
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y ademas, 1) = i—f = p.
Asi, obtenemos que

~ o~ X5 X1+ X5 (1+'7)X2_pt_?(X1+X2)

VA = ) T p(1+7)
S ()X -G+ X)X Xy (- X)
Vi) = p(1+7) o) plt)

Adem3s la varianza es

J(W, M) = Var(U(h, A1) = Var(Xs) +9*Var(Xh) — A+t

p2(1+7)? (L 4)?
Xp+X 2, X1 +Xy 2
. () TS 300+ X)
’ 2 1_|_ )2 2(1+ )2
pP(1+ p Y
. X, 4+ X X,

P+ pPA+y)”
Por tanto, la estadistica score esta dado por:

T2(X17 X2> -

O

Por los Teoremas 2.6 y 2.7 bajo la hipdtesis nula la estadistica de razén de
verosimilitudes y la estadistica score tienen asintéticamente una distribucion
ji-cuadrada con un grado de libertad.

Como la hipétesis nula es unilateral y la hipotesis alternativa es ’A\—f < p,
multiplicando ambos lados por %, tenemos “—f < 7y y como fg y 1 son los
valores esperados de x5 y x1, respectivamente, entonces las pruebas de razon

de verosimilitudes y score deben ser aplicadas si

To < YT (3.13)

La prueba exacta condicional se basa en condicionar el niimero total de even-
tos observados X, entonces el nimero de eventos en cada grupo tiene una
distribucién binomial (ver por ejemplo [25]), digamos

. Y
X, ~ Bin(0, X, 0=——.
2 Zn(a 0)7 1+7
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El p-valor de la prueba exacta condicional es
p = F[Xs;0, Xo] = T5(X1, Xo).

Donde F' denota la funcion de distribucién acumulada de la distribucion
binomial con probabilidad de éxito # y tamano muestral Xj.

Asi, para un nivel de significancia « las reglas de decision para las prue-
bas consideradas para el contraste de hipdtesis Hy : (A1, \2) € Qo vs. Hy :
(A1, A2) € Q4 son

= La prueba de razén de verosimilitudes rechaza si T (x1, Z2) > X2 |_on-
= La prueba score rechaza si To(Z1,72) > X311 _9q-

= La prueba exacta condicional rechaza si T3(x1,22) < . Donde X%,1—2a

es el cuantil (1 — 2«a) de la distribucién ji-cuadrada con un grado de
libertad.
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3.4.2. Regiones criticas

Una caracteristica notable de las tres pruebas estadisticas utilizadas en
este trabajo para el contraste de hipdtesis Hy : (A, \2) € Q@  vs. Hj :
(A1, A2) € Q4, es la monotonia de sus regiones criticas. Los teoremas previos
afirman que bajo la condiciéon de monotonia el célculo de los tamanos de
prueba se facilita de manera considerable.

Denotaremos mediante C; a la region critica correspondiente a la estadisti-
ca de prueba T; con i = 1,2, 3.

Proposicion 3.5. Si 2o < vyxy, entonces la region critica Cy satisface la
propiedad de monotonia.

Demostracion. Tenemos que

Ci = {(Il, l’g) ’Tl(.’lfl, ZCQ) > X?l,172a)} . (314)

Veamos que la estadistica es creciente respecto a la variable xq

On(z1,72) _ {log(xl) +1- (log (wll i?) + 1)] = 2o (M) |

81’1 T+ X9

Y como x5 < yx1, entonces

r1(1+7) 214791 - 1+ 2o _,
T+ T2 1+ T2 T+ X2

asi

8T1 (371, ZL‘Q)
aZL‘l

Veamos que la estadistica es decreciente respecto a la variable xqy

aTl(a:l,xg) . i) Qfl‘l'.ilﬁg
O, _2{log<7>—|—1 <log< 147 )H)]

=2l ()]

1 1
1<z <y, = —>—
T2 ES!

> 0.

Adema3s
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At+y)ze _ (A+vze (+y)e  (A+9)z
Y(r1+22) yri+yre T2 tywe (L47) 2 .

asi

(’3T1 (1'1, .fg)
8.172

Por lo tanto, T} (:1:1, :)32) es creciente con respecto a x; y decreciente con
respecto a xo entonces si 11 (xq, x2) > X%l 1-24) implica que

< 0.

Ti(xy + 1,29) > X?l,kza) y Ti(z1, 09 — 1) > X%1,172a)’ es decir, C; cumple la
propiedad de monotonia. O

En las Figuras 3.1 y 3.2 se visualiza que las regiones criticas cumplen con
la propiedad de monotonia para dos ejemplos especificos de la prueba razén
de verosimilitudes.

Grovrenn- ey PR TEREE s peeenenns e PETITEEE ey

[ 3 S S S SR S SIS ST SR S
OO VUOOE SOV WURUR VU NOUOE OO U N
% o
¢} DT S R U SO S SR SR ....... ‘
o U S-SR . ....... . ...... ®
1§ R S S SO R S @ ® . ....... @ Py
Lo e -6 & & - & - & - @
4 6 $

Figura 3.1: Region critica para n; = no = 10 =ty = t9, v = p = 1, prueba
razén de verosimilitudes, a =0.025.
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L R L ey S PP PP L PP PR RPCLRPEPPEPREPPEPPE REEPEERRY:
R UUS U WUUS U WOUOUR VUUU OUOUS VOO N e
P SO OO SOUUOUOE SUUUOUOE S UPURUOE SOURUOOS: SOUPPOOE SUURRON SUROOOS o ®
Xy
3 ................................................... L ST . ...... *
3 ................................. ® e :0eues ‘ ....... o ®
2

Figura 3.2: Regién critica para n; = ny = 10 = t; = t5, v = p =1.5, prueba
razén de verosimilitudes, o =0.025.



3.4 Comportamiento de tres estadisticas 45

Proposicion 3.6. Si xo < ~vxy, entonces la region critica Cs satisface la
propiedad de monotonia.

Demostracion. La region critica de la prueba score con un nivel de signifi-
cancia o es

Cy = {(x1,22) [To(w1,%2) > X{11-2a) } - (3.15)
OMy(onm) 21 (11— %) (ot m) 20— 27
Oxq (21 + 22)?

<x1 — ""fy—2> (2vx1 + 2729 — YI1 + 22)
(1'1 + .732)2

(:cl — %) (yxy + 22(2v 4+ 1))
(21 + x9)? '

Ademas "
To<yr; = x1—— >0

Asi

Ahora

Asi
< 0.

Por lo tanto, T(x1,x2) es creciente con respecto a x; y decreciente con
respecto a xo entonces si To(xq,x2) > X%l 1-24) implica que
To(xy + 1,29) > X%l,kza) vy Ty(xy, 29 — 1) > X%1,172a)’ es decir, Cy cumple la
propiedad de monotonia. O
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En las Figuras 3.3 y 3.4 se visualiza que las regiones criticas cumplen con
la propiedad de monotonia para dos ejemplos especificos de la prueba score.

6? ........ AR ‘ ........ s AR ' ........ .A‘: ........ :, ........ R t
P SRS S U SUUUUUE SRR SURRR SUUURUE SRR e SRR
) SRV JUPPPE SRR SOV SPUIOL FNPPN: SO s SRR SO
X2
7Y TP SR S ST SO SR SR S ....... . ...... P
8 I S L U SR SRR SO o ¢ ....... o ®
1 A
2 4 6 8 10
X1

Figura 3.3: Region critica para n; = no = 10 =t = t9, v = p = 1, prueba
Score, o =0.025.
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X2

Figura 3.4: Regién critica para n; = ny = 10 = t; = t5, v = p =1.5, prueba
Score, o =0.025.
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Proposicion 3.7. C3 cumple la propiedad de monotonia.

Demostracion. La region critica de la prueba exacta condicional con un nivel
de significancia a es

Cs = {(z1,x2) |T5(x1, 22) < a}. (3.16)
Si (z1,72) € C5 tenemos que

Zo

T3(w1,29) = Flae;0, 0] = Flre — 1,0, 30] + ( ) 072 (1—-6)""" < a.

X2

Asi
Ts(z1,9 — 1) = Flza — 150, 20) < a.

Es decir, (21,29 — 1) € Cs.
Notemos que

k=x2
Ts3(xy + 1, 29) = Z ( xol;i- 1 ) 0% (1 — 9)mo+1—k

k=0

_ ki ( " ) ot (1 — ot L= Ozt )

$0—|—1—/{3

Ademads, 0 <k <mzgentonces 1 <z +1=ag+1—a0 <axg+1—k<a9+1
y asi
(1—9)($0+1)

< 1.
l’o—{—l—k‘

Y obtenemos que
T3(.§C1 + 1, LUQ) S T3($1, .’132) < Q.

Por tanto, (r; + 1, 25) € Cs. O
En las Figuras 3.5 y 3.6 se visualiza que las regiones criticas cumplen con

la propiedad de monotonia para dos ejemplos especificos de la prueba exacta
condicional.
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Figura 3.5: Region critica para ny = no = 10 =ty = t9, v = p = 1, prueba
exacta condicional, a=0.025.

Para la prueba score, cuando ny = ny = 60 = t; = ty, a = 0,025,
v = p =1.5 la region critica se muestra en la Figuras 3.7, la funcién potencia
en la Figuras 3.8 y la funcién potencia intersectada por el plano Ay = pA; en
la figura 3.9.

En las Figuras 3.12 y 3.13 se visualiza la funcién potencia restringida a la
funcién frontera de la prueba score y razén de verosimilitudes para distintos
tamanos de muestra.
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Figura 3.8: Funcién potencia de la prueba Score, ny = ny = 60 = t; = to,
a =0.025, v = p =1.5.

Figura 3.9: Funcion potencia de la prueba Score intersectada por el plano
Ao = pAi, p =1.5. La regién bajo la hipdtesis nula (Ay > pA;) es la parte
izquierda.
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Figura 3.10: Funcién potencia de la prueba Score intersectada por el plano
Ay = pA1, p =1.5. La regién bajo la hipdtesis nula (Aa > pA;) es la parte
izquierda.

10

R035

0.0 10

0.5
0o iy

Figura 3.11: Funcién potencia de la prueba Score intersectada por el plano
)\2 = ,0)\1, 1% =1.5.
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Figura 3.12: Funcién potencia restringida a Ay = pA; de la prueba razén de
verosimilitudes para a =0.025, v = p =1.5.
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Figura 3.13: Funcién potencia restringida a Ay = pA; de la prueba score para
a =0.025, v = p =1.5.
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3.4.3. Tamanos de prueba

En esta seccion calculamos tamanos de prueba, para las tres pruebas es-
tadisticas, para a=0.05 y para diferentes tamanos de muestras y diferentes
valores de p. Los célculos se realizaron usando un programa que se escribid
en Mathematica®.

Para calcular el tamano de prueba es necesario encontrar la region de
rechazo o regién critica respecto a cada prueba y luego buscar el supremo de
la funcién potencia en €2, pero a la luz de los Teoremas 3.1 y 3.2 este célculo
se simplifica, reduciéndose de esta forma el tiempo de cémputo.
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Disenos balanceados

En los siguentes cuadros se muestran los tamanos de prueba para las tres
pruebas consideradas para disefios balanceados (ny; = nq) y t;; = 1.

tamano p=1 p=1.1
muestral T1 TQ T3 T1 T2 T3
10 0.04711 0.05000 0.01877 0.04355 0.0531 0.02263
20 0.05204 0.05193 0.03143 0.05217 0.0537 0.03135
30 0.05247 0.05193 0.03534 0.05284 0.0537 0.03407
40 0.05248 0.05194 0.03697 0.05284 0.0537 0.03685
50 0.05248 0.05194 0.03828 0.05284 0.0537 0.03815
60 0.05248 0.05194 0.03876 0.05284 0.0537 0.03966
70 0.05248 0.05194 0.03953 0.05284 0.0537 0.04043
80 0.05248 0.05194 0.04050 0.05284 0.0537 0.04111
90 0.05248 0.05194 0.04117 0.05284 0.0537 0.04176
100 0.05248 0.05194 0.04158 0.05284 0.0537 0.04268
150 0.05248 0.05194 0.04347 0.05284 0.0537 0.04506
200 0.05248 0.05194 0.04428 0.05284 0.0537 0.04506
250 0.05248 0.05194 0.04493 0.05284 0.0537 0.04630
300 0.05248 0.05194 0.04553 0.05284 0.0537 0.04632
350 0.05248 0.05194 0.04586 0.05284 0.0537 0.04632
400 0.05248 0.05194 0.04604 0.05284 0.0537 0.04632
450 0.05248 0.05194 0.04634 0.05284 0.0537 0.04632
500 0.05248 0.05194 0.04653 0.05284 0.0537 0.04632

Cuadro 3.1: Tamano de prueba de disenos balanceados para p = 1,1.1 y
o =0.05. T;: razén de verosimilitudes, T5: score, T3: exacta condicional.
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Tamano p =12 p=13
muestral Tl T2 T3 Tl T2 T3

10 0.04706 0.05297 0.02141 0.05054 0.06035 0.02439
20 0.05430 0.05502 0.03114 0.05423 0.06046 0.03359
30 0.05431 0.05502 0.03532 0.05494 0.06046 0.03445
40 0.05431 0.05502 0.03733 0.05494 0.06046 0.03771
20 0.05431 0.05502 0.03734 0.05494 0.06046 0.04021
60 0.05431 0.05502 0.03847 0.05494 0.06046 0.04026
70 0.05431 0.05502 0.03900 0.05494 0.06046 0.04067
80 0.05431 0.05502 0.04066 0.05494 0.06046 0.04145
90 0.05431 0.05502 0.04266 0.05494 0.06046 0.04203
100 0.05431 0.05502 0.04291 0.05494 0.06046 0.04217
150 0.05431 0.05502 0.04363 0.05494 0.06046 0.04382
200 0.05431 0.05502 0.04457 0.05494 0.06046 0.04463
250 0.05431 0.05502 0.04518 0.05494 0.06046 0.04500
300 0.05431 0.05502 0.04568 0.05494 0.06046 0.04561
350 0.05431 0.05502 0.04597 0.05494 0.06046 0.04588
400 0.05431 0.05502 0.04627 0.05494 0.06046 0.04617
450 0.05431 0.05502 0.04917 0.05494 0.06046 0.04679
500 0.05431 0.05502 0.04997 0.05494 0.06046 0.04715

Cuadro 3.2: Tamano de prueba de disenios balanceados para p =1.2,1.3 y
a =0.05. T7: razén de verosimilitudes, T5: score, T3: exacta condicional.

Podemos observar en los cuadros 3.1 y 3.2 que en el caso p =1.1, 1.2, 1.3,
la prueba estadistica con tamano de prueba mas cercano al nivel nominal es
la prueba de razon de verosimilitudes (77) y la que mas se aleja es la prueba
score (Ty). Naturalmente, la prueba exacta condicional (73), al tratarse de
una prueba exacta, previene la inflacién del error tipo I y por ello el tamano
de prueba es necesariamente menor o igual que el nivel nominal.
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Disenos desbalanceados

En el caso de disenos desbalanceados se muestran los siguentes cuadros
de tamanos de prueba para las tres pruebas estadisticas.

p=1 p=1.1

1 (%) T1 T2 T3 T1 T2 T3

10 15 0.04719 0.06802 0.02551 0.05216 0.05827 0.02606
20 25 0.05038 0.05056 0.03115 0.05297 0.07605 0.03010
20 30 0.04774 0.06802 0.03088 0.05453 0.05827 0.03233
30 45 0.05132 0.06802 0.03621 0.05453 0.05827 0.03511
40 50 0.05479 0.05604 0.03916 0.05145 0.07605 0.03837
40 60 0.05133 0.06802 0.03788 0.05453 0.05827 0.03805
50 75 0.056133 0.06802 0.03942 0.05453 0.05827 0.03933
100 150 0.05133 0.06802 0.04238 0.05453 0.05827 0.04284
200 300 0.05133 0.06802 0.04505 0.05453 0.05827 0.04529
15 10 0.05074 0.04690 0.02522 0.05225 0.04958 0.02407
25 20 0.05207 0.04779 0.03170 0.05439 0.05243 0.03072
30 20 0.05613 0.04945 0.03108 0.05525 0.04958 0.03409
45 30  0.05773 0.04945 0.03539 0.05525 0.04958 0.03562
50 40 0.05294 0.04893 0.03695 0.05444 0.05243 0.03787
60 40 0.05773 0.04945 0.03773 0.05525 0.04958 0.03909
75 50  0.05773 0.04945 0.03933 0.05525 0.04958 0.04020
150 100 0.05773 0.04945 0.04269 0.05525 0.04953 0.04278
300 200 0.05773 0.04991 0.04488 0.05525 0.05006 0.04524

Cuadro 3.3: Tamano de prueba de disenos desbalanceados para p = 1,1.1 y
a =0.05. T}: razén de verosimilitudes, Ts: score, T3: exacta condicional.
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p =12 p =13
ny U T 15 T3 T 15 T3

10 15 0.04103 0.05041 0.02150 0.05642 0.07455 0.03220
20 25 0.04774 0.06802 0.03088 0.05744 0.05977 0.03244
20 30 0.05058 0.05572 0.03358 0.05698 0.07455 0.03286
30 45 0.05104 0.05573 0.03703 0.05698 0.07455 0.03574
40 50 0.05133 0.06802 0.03788 0.05744 0.05977 0.03808
40 60 0.05104 0.05573 0.03883 0.05698 0.07455 0.03874
50 75 0.05104 0.05573 0.04111 0.05698 0.07455 0.03996
100 150 0.05104 0.05573 0.04308 0.05698 0.07455 0.04301
200 300 0.05104 0.05573 0.04517 0.05698 0.07455 0.04511
15 10 0.04484 0.04520 0.02766 0.05035 0.05479 0.02307
25 20 0.05809 0.05265 0.03291 0.05129 0.05925 0.03392
30 20 0.05289 0.04881 0.03338 0.05181 0.05492 0.03274
45 30 0.05294 0.04894 0.03616 0.05284 0.05492 0.03588
50 40 0.05809 0.05265 0.03769 0.05181 0.05925 0.03815
60 40 0.05294 0.04916 0.03898 0.05284 0.05492 0.03923
75 50 0.05294 0.05033 0.03928 0.05284 0.05492 0.04025
150 100 0.05294 0.05037 0.04297 0.05284 0.05492 0.04329
300 200 0.05294 0.05037 0.04527 0.05284 0.05492 0.04511

Cuadro 3.4: Tamano de prueba de disenos desbalanceados para p =1.2,1.3 y
a =0.05. T7: razén de verosimilitudes, T5: score, T3: exacta condicional.

Podemos observar en los Cuadros 3.3 y 3.4 que en el caso n; < ny el
tamano de la prueba T} es mas cercano al nivel nominal y para ny; > ns el
tamano de la prueba T, es mas cercano al nivel nominal para p =1,1.1,1.2.
Cuando p =1.3 el tamano de la prueba 77 es mas cercano al nivel nominal.
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3.5. Ejemplos

En el presente apartado realizamos el andlisis de cuatro ejemplos de no
inferioridad. Uno de ellos en el &mbito de medio ambiente, otro corresponde a
fallas de flotas de aviones y finalmente dos en el contexto de ensayos clinicos.
Los ejemplos son tomados de trabajos previos de investigacion y se analizan
de nuevo a la luz de nuestros resultados. Para dichos ejemplos se consideramos
el juego de hipétesis (3.9) y las pruebas estadistica razén de verosimilitudes
(T1), score (1) y exacta condicional (73).

Ejemplo 3.1. Veamos una aplicacion de las pruebas de no inferioridad al
medio ambiente (ver [15]). Supongamos que tenemos n; (i = 1,2) observa-
crones independientes en la comparacion de dos poblaciones, respectivamente.

Consideramos la comparacion de dos sistemas de filtros de aire, uno es
el sistema estindar (i = 1) y el otro es el sistema experimental (i = 2). La
variable X;; denota el nimero de partes quimicas, tal como cloruro de vinilo
u ozono en la muestra de aire j (j = 1,...,n;) del sistema i (i = 1,2). Donde
Xij sigue un proceso Proceso Poisson con media t;j\; con t;; = v una cons-
tante conocida. Consideramos el contraste de hipdtesis (3.9), para p =1.2 es
de la siguiente manera

HO : )\2 2 (12))\1 Vs. Hl : )\2 < (12))\1

En el trabajo de Kung-Jong Lui ([15]) calculan el nimero de muestras
necesarias para mostrar que el uso del sistema de filtro de aire experimental
es no inferior al sistema de filtro de aire estandar, usando la prueba eracta
condicional, ya que los costos de emplear el sistema estandar son mayores
que utilizar el sistema experimental.

Los datos considerados en dicho trabajo son los siquientes. ny = 77 = no,
tij =1, 6t =77 =19, x;1 = 385, 19 = 385 y sea p =1.2= 1.
Entonces T1(385,385) =6.39008, T»(385,385) =6.41667 y
T5(385,385) =0.00634017. Para un valor de significancia o =0.05 tene-
mos que X%172*0,05) =2.706 y como T1(385,385) > X%172*0,05): T5(385,385) >
X%1—2*0,05) y T3(385,385) < a entonces se rechaza la hipdtesis nula para las
pruebas razon de verosimilitudes, score y exacta condicional, en conclusion,
el filtro de aire experimental es no inferior al estandar.
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La conclusion de que el filtro de aire experimental es no inferior al estandar
coincide con la de [15] ya que éste era el objetivo de Kung-Jong Lui y los
datos fueron costruidos con la finalidad de mostrar no inferioridad del filtro
de aire experimental.

Ademas si o >0.006 entonces Ty, Ty > X?kza)f es decir, la hipotesis nula

se rechaza y para la prueba exacta condicional se rechaza la hipotesis nula si
a >0.00064.

En el Cuadro 3.5 con el objeto de ilustrar la teoria desarrollada en el
presente trabajo presentamos los tamanos de prueba en este caso asi como
los valores criticos donde se alzancan los mdximos correspondientes. Notamos
que el tamano de prueba de la prueba de razon de verosimilitudes es el mas
cercano al valor nominal, en tanto que el mds lejos corresponde a la prueba
score. Adicionalmente aunque el tamano de la prueba exacta condicional es
menor al nivel nominal, no es el valor cercano.

Razon de Score Exacta
verosimilitudes (77) (T3) condicional (T3)
Tamano de prueba 0.0543132 0.0550278 0.0429146
Punto critico A 0.0829367 0.0696746 0.809631

Cuadro 3.5: Tamano de la prueba para a =0.05 y p =1.2 del Ejemplo 3.1.

Ejemplo 3.2. Este ejemplo fue usado por Shiue y Bain (ver [32]).
Supongamos que se recolecta la informacion del nimero de fallas en dos flotas
de aviones con el propdsito de probar igualdad de intensidad de falla (t;);).
Calculan el nimero de horas de vuelo del avion en cada flota (t;). Conside-
remos p =1.1 entonces el contraste de hipotesis es

HO : )\2 > (11)/\1 VS. H; )\2 < (11)/\1

En dicho trabajo se considera una flota con ny = 20 aviones utilizando el
tipo de componente actual, otra flota con ny = 10 aviones usando un nue-
vo tipo de componente y se sabe por un laboratorio de prueba que la razon
de falla del nuevo componente es 2 por cada 100 horas de vuelo, es decir,
Ao =0.02, ademds obtienen que t;; =97.5 horas de vuelo, entonces x1 =78 y
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To — 20.

Usaremos la informacion anterior para ejemplificar el uso de la teoria
desarrollada en nuestro trabajo.
Como consideramos p =1.1 tenemos que T1(78,20) =10.6337,
T5(78,20) =9.72931 y T3(78,20) =0.000872258. Si o =0.05 obtenemos que
X%lfz*(o,ota)) =2.706 entonces T1(78,20) > X%kz*o,os)’ T5(78,20) > X%172*0,o5)
y T5(78,20) < «v. Asi, se rechaza la hipdtesis nula para las pruebas razon de
verosimilitudes, score y exacta condicional, es decir, el nuevo componente es
no inferior al tipo de componente actual.

Ademas si o >0.001 entonces Ty, Ty > X?l—Za) y Ty < « es decir, la
hipdtesis nula se rechaza para las tres prueba estadisticas.

Los tamanos de prueba y los valores criticos donde se alcanzan los mdzi-
mos respectivos de este ejemplo son presentados en el Cuadro 3.6. Similar-
mente como en el ejemplo anterior notamos que el tamano de prueba de la
prueba de razon de verosimilitudes es el mds cercano al valor nominal. En
este ejemplo ninguno de los tres tamanos de prueba rebasan el nivel nominal.

Razon de Score Exacta
verosimilitudes (77) (T3) condicional (73)
Tamano de prueba 0.0499422 0.0496562 0.0243529
Punto critico A 0.534512 0.419127 0.509746

Cuadro 3.6: Tamano de la prueba para a =0.05 y p =1.1 del Ejemplo 3.2.

Ejemplo 3.3. Los datos para este ejemplo fueron tomados de Liu et al.
([17]). Dichos autores consideran una pruebla clinica de 48 semanas en la
cual se compara la tolerancia de losartan y captopril. Un total de 722 pa-
cientes mayores con insuficiencia cardiaca y fraccion de eyeccion baja fueron
asignados aleatoriamente en dos grupos. En el grupo de captopril de ny = 370
indiwiduos se les administro 50mg tres veces por dias. En el grupo de losartin
de ny = 352 individuos se les administro 50mg una vez por dias. El tiempo
de observacion en cada individuo es t;; dada en anos.

El estudio fue conducido para investigar si losartdn ofrece ventajas de sequ-
ridad y eficacia sobre captopril.



Calculo de tamanos de prueba para comparacién de
62 distribuciones Poisson

La taquicardia ventricular fue uno de los eventos en el estudio y fue em-
pleado para la comparacion. X;; es el nimero de eventos del individuo j bajo
el tratamiento i y sigue un proceso Poisson con media ;).

(1) Consideramos p=1.1, tenemos el contraste de hipotesis

HO : )\2 Z (11))\1 vs. H1 : )\2 < (11))\1

En el grupo de captopril t1 =294.2 y en este grupo ocurrieron r; = 4
eventos de taquicardia ventricular. En el grupo de losartdn el tiempo total de
observacion fue to =309.9 y no hubo eventos en este grupo, es decir, xo = 0.
Como p =1.1 tenemos que T1(4,0) =6.156006, T5(4,0) =4.63481 y
T5(4,0) =0.04605. Si o =0.05 obtenemos que X%1_2*(o,05)) =2.706 entonces
T1(4,0) > X{1 w005 12(4,0) > X3 _9.005) ¥ T3(4,0) < a y se rechaza la
hipotesis nula para las pruebas razon de verosimilitudes, score y exacta con-
dicional. En conclusion losartdn es no inferior a captopril.

Ademds si o >0.016 entonces Ty > X?l—Za) =4.5985 y si a >0.007 en-
tonces Ty > X?l—Qa) =0.03814, es decir, la hipotesis nula se rechaza y para la

prueba exacta condicional se rechaza la hipdtesis nula si o >0.047.

Utilizando la teoria desarrollada del presente trabajo, calculamos los ta-
manos de prueba para este ejemplo y los valores criticos donde se alzancan
los maximos correspondientes y los presentamos en el Cuadro 3.7.

Notamos que el tamano de prueba de la prueba de score es el mas cercano al
valor nominal. Adicionalmente aunque el tamano de la prueba exacta condi-
ctonal es menor al nivel nominal, no es el valor cercano.

Razén de Score Exacta
verosimilitudes (77) (T3) condicional (T3)
Tamano de prueba 0.056037 0.0530975 0.0418634
Punto critico A 0.018132 0.0228184 0.130215

Cuadro 3.7: Tamano de la prueba para o =0.05y p =1.1 del Ejemplo 3.3 (7).

(71) Consideramos p=1, tenemos el contraste de hipctesis

Hoi )\2 Z )\1 vS. Hli )\2 < )\1.
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Como p=1, el objetivo de la prueba es demostrar la superioridad de losartan.
Consideramos los mismos tiempos de observacion y el numero de eventos

ocurrido.

Con p =1 tenemos que T1(4,0) =5.75584, To(4,0) =4.21346 y

T5(4,0) =0.0562517. Si . =0.05 obtenemos que X%l_Q*(0705)) =2.706 entonces

T1(4,0) > X%1—2*0,05)7 T5(4,0) > X%1_2*0705) y se rechaza la hipdtesis nula para

las pruebas razon de verosimilitudes y score. Para la prueba exacta condi-

cional no se rechaza la hipotesis nula. En conclusion, para las pruebas T y

Ts losartdn es superior a captopril. En el caso de Ty no se puede concluir la

supertoridad de lostartan a captopril.

Calculamos los tamanos de prueba para este ejemplo y los valores criti-
cos donde se alzancan los mdximos correspondientes y los presentamos en el

Cuadro 3.8.

Razén de Score Exacta
verosimilitudes (7}) (T3) condicional (7%)
Tamano de prueba 0.0527982 0.0575316 0.044114
Punto critico A 0.0389736 0.00947657 0.441226

Cuadro 3.8: Tamano de la prueba para o =0.05 y p =1 del Ejemplo 3.3 (7).

Ejemplo 3.4. Tomemos el Ejemplo 3.3 y ahora consideremos el evento de
estudio el de neumonia. En el grupo de captopril el tiempo total de observa-
cion fue t; =292.8, en este grupo ocurrieron x1 = 9 eventos de neumonia.
En el grupo de losartan el tiempo total de observacion fue to =300.4 y hubo
10 eventos de neumonia, es decir, xo = 10.

Para p =1.1 tenemos que T1(9,10) =0.00591573, T5(9,10) =0.00592032
y T5(9,10) =0.558413. Si a =0.05 obtenemos que X%1—2*(0,05)) =2.706 enton-
ces no se rechaza la hipotesis nula para las pruebas razon de verosimilitudes,
score y exacta condicional, es decir, no se puede concluir que losartdn sea no

inferior a captopril.

Ademas si o >0.47 entonces Ty, Ty > X%kza) =0.00566555, es decir, la
hipotesis nula se rechaza y para la prueba exacta condicional se rechaza la
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hipdtesis nula si o >0.56.

Utilizando la teoria desarrollada del presente trabajo, calculamos los ta-
manos de prueba para este ejemplo y los valores criticos donde se alzancan
los mdzimos correspondientes y los presentamos en el Cuadro 3.9.

Notamos que el tamano de prueba de la prueba de score es el mas cercano al
valor nominal. Adicionalmente aunque el tamano de la prueba exacta condi-
ctonal es menor al nivel nominal, no es el valor cercano.

Razon de Score Exacta
verosimilitudes (7)) (T3) condicional (73)
Tamano de prueba 0.0541523 0.0521211 0.0401907
Punto critico A 0.0244651 0.109784 0.111782

Cuadro 3.9: Tamano de la prueba para a =0.05 y p =1.1 del Ejemplo 3.4.



Capitulo 4

Conclusiones

Similarmente al caso de comparacién de dos muestras binomiales (ver por
ejemplo [1], [9] v [28]), en esta investigacién, para comparar dos muestras
Poisson, obtenemos una forma para reducir el calculo del tamano de prueba
al buscar el maximo en la funcién frontera en lugar del supremo en todo el
espacio nulo, cuando la regién critica cumple la propiedad de monotonia.

El Teorema 3.1 generaliza el teorema principal de Liu y Hsueh ([19])
a cualquier funcién frontera g no acotada, creciente y derivable tal que
lim,, o+ g(p) = 0. Esto contribuye a la reduccién de la carga computacional
con la respectiva reduccién de tiempo de cémputo para una amplia variedad
de funciones. Notemos que el Teorema 3.1 es aplicable a una gran variedad
de curvas frontera entre las que destacan la diferencia y la razon.

El Teorema 3.2 extiende el teorema presentado por Shan ([30]) a cualquier
funcién frontera lineal de la forma g(A) = pA, en este caso la busqueda del
maximo es restringida a un intervalo de longitud finita. El Teorema 3.2 es
aplicable a la razén de medias.

Combinando los dos teoremas es posible un calculo practico de tamanos
de prueba para una amplia variedad de funciones margen.

Como ilustracién del uso de estos teoremas se presentd el andlisis del
comportamiento de tres pruebas estadisticas, la estadistica de razoén de vero-
similitudes, la estadistica score y la estadistica exacta condicional. Para las
configuraciones analizadas se aprecia que la estadistica de razén de verosi-
militudes, 717, es la que presenté un tamano de prueba mas cercano al nivel
nominal.

En los cuatro ejemplos presentados el tamano de prueba de la prueba
de razon de verosimilitudes es el méas cercano al valor nominal y aunque el
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tamano de la prueba exacta condicional es menor al nivel nominal, no fue el
valor mas cercano.



Capitulo 5
Apéndice

En esta seccién se presentan los programas que se realizaron para el calcu-
lo del tamano de prueba para las tres pruebas estadistica Ty, Ty v T3 en el
software Mathematica®).

5.1. Programa para graficar la region critica

El siguiente programa determina los puntos que pertenecen a la region
critica para las tres pruebas y grafica las tres regiones criticas respectivas.
Nos referiremos al grupo del tratamiento control como grupo 1 y al grupo
del nuevo tratamiento como grupo 2.

Clear[x];

Clearly];

(Declaracién de variables)

ro:= 1.2

ny := 77 (tamano muestral del grupo 1)

ne := 77 (tamano muestral del grupo 2)

a := 0.05 (nivel nominal)

my := 1 (tiempo observado de un individuo en el grupo 1)
my =1 (tiempo observado de un individuo en el grupo 2)
t1 := n1*my (tiempo total observado en el grupo 1)

to := no*my (tiempo total observado en el grupo 1)

g :=ro*ty/ty

pl := Quantile[ChiSquareDistribution[1], 1 - 2*a] (X%172*(a)))
cotax = 1
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cotay = iy

(Pruebas estadisticas)

h[u] := Iffu >0, Log[u], 0]

Ti[x-, y-] =2« (zxhlz] +y*hly/g] — (x+y) *h[(z +y)/(1+g)])
Talx, y] =(g* (x —y/9)*)/(x +y)

Ts[x_, y.] :=CDF|[Binomial Distribution[y + =, g/(1 + g)], y]

(Construccion de la region critica para la prueba estadistica 77)
For[i = 1; x = 1, x <= cotax, x++, For[y = 0, y <= cotay, y++, If|
Ti[z,y] >=pl, Pa; = z,y; i++, Break][]]]]
sa =1-1;
regionl = Table[Pay, i, 1, sa];
grafl = ListPlot[regionl, AxesOrigin -;0, 0, PlotStyle -; Directive[Purple]]

(Construccién de la regién critica para la prueba estadistica T)
For[i = 1; x = 1, x <= cotax, x++, For[y = 0, y <= cotay, y++, If|
Tylz,y] >= pl, Pb; = z,y; i++, Break(]]]]
sb =1-1;
region2 = Table[Pb;, i, 1, sb;
graf2 = ListPlot[region2, AxesOrigin -;0, 0, PlotStyle -; Directive[Orange]]

(Construccion de la region critica para la prueba estadistica T3)
For[i = 1; x = 0, x <= cotax, x++, For[y = 0, y <= cotay, y++, I[ T3[z,y] <
a, Pe; = x,y;i + +, Break]]]]]
se=1—1;
region3 = Table[Pe;, i, 1, se];
graf3 = ListPlot[region3, AxesOrigin -;0, 0, PlotStyle -; Directive[Brown]]

5.2. Programa para calcular el tamano de
prueba
En la presente seccién se encuentra el programa que calcula el tamano de

prueba.
Clear|[x];
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Clear[y];

(Declaracién de variables)

ro := 1.2

ny := 77 (tamano muestral del grupo 1)

ne := 77 (tamano muestral del grupo 2)

a := 0.05 (nivel nominal)

my =1 (tiempo observado de un individuo en el grupo 1)
mg := 1 (tiempo observado de un individuo en el grupo 2)
t1 := n1*my (tiempo total observado en el grupo 1)

to := no™my (tiempo total observado en el grupo 2)

g = ro*ty/ty

pl := Quantile[ChiSquareDistribution[1], 1 - 2*a]

cotax = t;

cotay := t9

(Pruebas estadisticas)

hlu_] := Iffu >0, Log[u], 0]

Tix., y]:=2*(zxhlz] +y=*hly/gl — (x+y) bz +y)/(1+9)])
Dfx, y] = (g% (x—y/9)*)/(z +y)

Tg[ [x_, y]] = CDF[Bir;oTnialDistribution[y +x, g/(1 + g)], ]

Flz_, w_| ;= e ™ xw?/2!

(Construccién de la regién critica para la prueba estadistica T})
Forli = 1; x = 1, x <= cotax, x++, For[y = 0, y <= cotay, y++, If]
Ti[z,y] >= pl, Pa; = z,y; i++, Break][]]]]
sa=1-1;
k =(Pa_sa|[1]] + Pas.[[2]])/(t1 + ro * t3)

Clear[x];

Clear[y];

(Tamano de la prueba T7)

maxa := Maximize[ ) % | (F[Pa;[[1]], t1 * 2])%(F[Pa;[[2]], t2 * x]), K>x>0 x|
(Construccién de la regién critica para la prueba estadistica T5)

Forl[i = 1;x = 1, x <= cotax, x++, Forly = 0, y <= cotay, y++, Ilf[Tz[z, y] >=

pl, Pb; = z,y; i++, Break][]]]]

sb=1i-1;

kb =(Pb_sb[[1]] + Pby[[2]])/(t1 + ro  to)
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Clear|[x];

Clear[y];

(Tamano de la prueba T5)

maxb := Maximize[ Zjb:l (F[Pb;[[1]], t1 * x])*(F[Pb;[[2]], t2 * z]), Kb>x>0,x
]

(Construccion de la region critica para la prueba estadistica T5)
For[i = 1; x = 0, x <= cotax, x++, For[y = 0, y <= cotay, y++, U] T3[z,y] <
a, Pe; = x,y; i++, Break]]]
se =1-1;
ke =(Pe_se[[1]] + Pes[[2]])/(t1 + 10 * t3)

Clear|[x];
Clear[y];
(Tamano de la prueba T%)

]maxe i= Maximize[ > 7%, (F[Pe;[[1]], t1 * ])* (F[Pe,[[2]], t2 * ]),Ke>x>0,x

Print[maxa[[1]], maxb|[[1]], maxe|[1]]]
Print[maxal[2]], maxb[[2]], maxe[[2]]]
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