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Resumen

Como es bien conocido desde hace mas de dos siglos, el interferémetro de Young o también
llamado el experimento de la doble rendija produce un patron de franjas brillantes y oscuras
igualmente espaciadas al realizar la observacion a campo lejano. La frecuencia y la orientacién
de estas franjas depende de la distancia de separacion y la orientacion de las rendijas. En este
trabajo de tesis se ha demostrado que al aumentar el nimero de rendijas y al distribuirlas
uniformemente sobre un contorno, el patrén de interferencia resulta tener alta simetria. Para
describir el patréon de intensidad resultante se ha propuesto la interferencia de n rendijas y la
difraccién de Fraunhofer. En primera instancia se implementé un algoritmo para superponer
a campo lejano n campos emanados de fuentes puntuales dispuestas sobre los contornos
regulares; como una alternativa, las fuentes puntuales se describen como deltas de Dirac
desplazadas y se calcula la transformada de Fourier. En segunda instancia, las rendijas
fueron descritas como el muestreo de una funciéon de abertura continua por un peine de
Dirac y posteriormente se calculd la transformada de Fourier. La similitud de los patrones
fue la esperada sobre todo cuando n es muy grande, en todos los casos se aproxima a la
difraccién de la abertura.

Palabras clave

Interferometro, interferencia, difraccion, transformada de Fourier, region de Fraunhofer.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Antecedentes

Cléasicamente la luz es considerada como una onda electromagnética, matematicamente
se describe mediante una funcién que debe satisfacer la ecuacion de onda, la cudl es
una ecuacién diferencial lineal de segundo orden en derivadas parciales, ya que la onda
tiene que ser una funcion de varias variables independientes; es decir, las de espacio y
tiempo. La solucién mds simple son ondas de tipo arménicas, planas o esféricas [1]. Si se
describen fenémenos periédicos en el tiempo, la ecuacién de onda se reduce a la ecuacion de
Helmbholtz [2].

Al propagarse, la luz puede interactuar con distintos objetos o medios, lo que provoca
ciertos fendomenos, para el interés de estre trabajo consideramos un par de ellos, la inter-
ferencia y la difraccion, los cuales estan relacionados entre si. Por un lado, la interferencia
se produce cuando se superponen dos o mas ondas en algin punto en el espacio generando
una onda resultante con una nueva amplitud, mientras que la difraccién se produce cuando
la luz se desvia al encontrar un obstaculo o al atravesar una rendija, estas ondas desviadas
interfieren entre si en algin punto generando una distribuciéon de intensidad llamada
patrén de difraccion. Con ello podemos encontrar que la difraccién y la interferencia son
fendmenos inseparables, al punto que no es siempre sencillo distinguirlos, esto debido a que
la difraccion es una forma particular de interferencia. La difraccion de la luz se divide en
dos clases: cuando el obstaculo que desvia la luz se encuentra a una distancia muy pequena
tanto de la fuente de luz como del detector ocurre la llamada difraccion de Fresnel o de
campo cercano; en el caso contrario, cuando la rendija esta a una distancia muy grande se
observa difraccion de Fraunhofer o de campo lejano. El término campo cercano se puede

considerar como la regién entre el plano de difraccién de entrada y la regién de Fraunhofer [3].

La interferometria estudia la superposicién de dos a mas ondas, en Optica, las ondas
luminosas generalmente coherentes forman un patrén de franjas brillantes y oscuras. Las
franjas brillantes son formadas debido a las ondas que llegan en fase, efecto conocido como
interferencia constructiva, mientras que las franjas oscuras son formadas debido a las ondas
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que llegan en contrafase, conocida como interferencia destructiva. La separacion entre dos
franjas brillantes o dos franjas oscuras es de una longitud de onda.

Es conocido que la forma de las franjas, el contraste de ellas, asi como el nimero, refleja
la diferencia de las fases, amplitudes, estados de polarizacion, grado de coherencia entre las
ondas involucradas en la interferencia [4].
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1.2. Objetivos y Estructura de la Tesis

OBJETIVO GENERAL

Estudiar los diferentes patrones de interferencia de acuerdo al nimero de rendijas pun-
tuales ubicadas sobre el contorno de tres figuras geométricas regulares, dar una explicacién
tedrica a la variacion de dichos patrones y poder compararlo con la difraccién de Fraunhofer

de una distribucién continua.

OBJETIVOS PARTICULARES

Desarrollar el modelo tedrico para las n-rendijas, utilizando superposicién de ondas.
» Implementar numéricamente el modelo tedrico en la computadora.
= Obtener los patrones de interferencia mediante la simulacién.

= Hacer una descripcién tedrica de la variacién de los patrones con ayuda de la transfor-
mada de Fourier.

= Obtener los patrones de difraccion para el caso continuo; esto es, considerar una abertura

en vez de n-rendijas.
= Hacer la comparacién entre los patrones de las n-rendijas y los de las aberturas.
= Implementar experimentalmente el interferometro de Young de las n-rendijas.
= Obtener los patrones de interferencia experimentalmente.

= Realizar las comparaciones de los patrones obtenidos mediante la simulacién con los

experimentales.
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ESTRUCTURA DE LA TESIS

Inicialmente se hace una revision de el Interferémetro de Young, también se aborda la
teoria de difraccion en la que se concluye que los patrones de difraccién para la regién de
Fraunhofer son descritos matematicamente por la transformada de Fourier, por simplicidad
se aborda el caso unidimensional el cual se generaliza a dos dimensiones. Se menciona
ademds toda la teoria de la cual se hard uso en los capitulos tres y cuatro. Se establece
la formulacion matematica del interferometro de n rendijas, con el objetivo de hacer una
comparacion se implementa un algoritmo en Wolfram Mathematica 10 para llevar a cabo
la simulacién de los patrones de interferencia generados por la distribucion de n rendijas
y de los patrones de difraccién generados por las aberturas a las que se aproxima dicha
distribucion.

Se lleva a cabo una comparacién entre los resultados de la simulacion para la distribucion de
n rendijas y la de cada abertura. Para tener métodos adicionales a la superposicion de ondas,
se aborda tedricamente la variacion de los patrones en base al nimero de rendijas mediante
la transformada de Fourier. Finalmente se comparan los resultados de las simulaciones con

los experimentales.

En el capitulo 2 se menciona la representaciéon matematica de una onda luminosa, asi
como la diferencia entre una onda plana y una esférica. Se presentan los conceptos basicos
del experimento de la doble rendija. Se usa la aproximacién paraxial para deducir la
expresion matematica que describe la difraccion para la regién de Fraunhofer; con ello, se
enuncian las propiedades de dicha expresiéon matematica. Se mencionan ademés todos los
conceptos y teoremas que se utilizan en los capitulos posteriores, tales como la funcién delta
de Dirac, la funcién rectangulo, el tren de pulsos de Dirac, la operacién de convolucion, el
teorema del muestreo. Inicialmente se elabora para una dimension y posteriormente, se hace

la generalizacion a dos dimensiones.

En el capitulo 3 se establece la forma del campo electromagnético a considerar. Se
presenta el algoritmo disenado mediante la superposicién de ondas y los resultados de la
simulacion para la distribucion de n rendijas para las tres aberturas correspondientes.

En el capitulo 4 se presentan dos desarrollos tedricos alternativos. El primero, considera
a las rendijas como deltas de Dirac para después hacer uso de la transformada de Fourier
y obtener el patrén de interferencia. El segundo desarrollo tedrico utiliza un muestreo de
una abertura continua de ancho nulo. Para el primer desarrollo, se obtuvieron los patrones
de las tres aberturas y se compararon con los resultados previos; para el segundo método
unicamente se obtuvieron los patrones del cuadrado y se planteé el método para el contorno
del tridngulo.
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En el capitulo 5 se presenta la configuracién del experimento y los resultados experimen-
tales para los tres contornos geométricos.

Finalmente, en el capitulo 6 se presentan las conclusiones del trabajo realizado.







Capitulo 2

La luz como onda electromagnética

2.1. Onda Luminosa

Segun la teoria electromagnética una onda luminosa consiste en un campo eléctrico ﬁ y
un campo magnético ﬁ mutuamente perpendiculares viajando en el tiempo y en el espacio
(figura 2.1).

Figura 2.1: Movimiento de una onda electromagnética

Matematicamente es suficiente con especificar el valor del campo eléctrico como funcion
del tiempo t debido a la relacion E = ¢B. Si esta onda tiene un amplitud A, una velocidad
v y una longitud de onda A, el campo eléctrico en una forma sencilla (caso unidimensional)

se puede expresar como

E(z,t) = A(z) cos 2771-(% — vt) (2.1)
donde o
k= 5N (2.2)

es la magnitud del vector de propagacion conocido como nimero de onda y

2
w=2mv = % (2.3)
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la frecuencia angular con

(2.4)

V=

= o>

Sustituyendo estos valores en la ecuacién (2.1) el campo eléctrico se puede expresar como

E(z,t) = A(z) cos(kx — wt) (2.5)
El argumento completo de la funcién coseno es la fase ¢ de la onda donde
o = (kx — wt) (2.6)

Parat=2=0
E(z,t) = E(0,0)=0

lo cual es un caso especial. Con mas generalidad se puede escribir

E(z,t) = A(z) cos(kx — wt + ¢) (2.7)
donde ¢ es la fase inicial.
La férmula de Euler dice
elhe=wtt0) — cog(ka — wt + @) + isin(kz — wt + @) (2.8)
por lo que
B(z,1) = Re[A(z)e=st+9)] (2.9)

Por facilidad matemaética, la ecuacién (2.7) puede escribirse

Ela,1) = Alr)eiha—er+) (2.10)

entendiendo que se toma la parte real.

Para el caso de una onda que viaja en el espacio tridimensional propagandose en la
direccion del vector E, diferente de la direccion del vector p que va del origen al punto

P(z,y, z) que se considere, esta onda se puede representar por

E(p,t) = A(p)e'*FPwtte) (2.11)
donde

—

k= (ks ky, k) (2.12)

si se trata de una onda plana y por:
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o 5 A )
E0) = Bp,t) = S ettrto (2.13)

si se trata de una onda esférica, donde p = |p]. En la seccién 2.2 se hard uso tanto de la onda
plana como de la esférica.

2.2. Interferémetro de Young

En la figura 2.2 a) se observan dos rendijas puntuales ubicadas simétricamente en el
eje x separadas por un distancia d, éstas son iluminadas por una onda plana coherente y
monocromatica, produciendo dos ondas esféricas que se expanden. Estas ondas interfieren
en la regién donde se superponen. b) Visto desde arriba, la luz difractada a través de las
rendijas, se extiende al plano de observacién donde la interferencia de las dos ondas esféricas
produce una variacion en la irradiancia que se traza a la derecha de uv, cuando los campos
eléctricos se suman para dar un mayor valor se conoce como interferencia constructiva (lineas
segmentadas marcadas con C). Hay otros como las de las lineas segmentadas marcadas con
D, en las que las ondas de las dos fuentes estan siempre desfasadas 180°. Esto sucede cuando
una fuente tiene un campo eléctrico positivo maximo y el otro tiene el mismo valor negativo
por lo que los campos siempre se cancelan y no se detecta luz, esta condicién se llama

interferencia destructiva.

P1(x1,0.0)

v
# plano de

observacion

(a) (b)

Figura 2.2: Experimento de Young. a) Distribucién de las rendijas puntuales. b) Construccién de la interferencia e
irradiancia.

Para encontrar la relacién entre la separacion de las rendijas y la separacion entre érdenes

se observa la geometria de la figura (2.3)
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T
l o9, 0,~8
Ar = dsin@
D > 6,

=
=

Figura 2.3: Geometria del experimento de Young.

I Tt

s PR

Figura 2.4: Lugar geométrico de los 6rdenes m de las franjas brillantes.

Si el plano de observacion estd lejos, se puede considerar 0 ~ 0, ~ 6, ademas Ar = dsin 6.

En el caso de interferencia constructiva, los frentes de onda llegan al plano de observacién
en fase. Esto significa que hay un nimero entero de diferencia de longitud de onda entre las
dos trayectorias recorridas por la luz hasta el punto de una franja brillante. Por lo tanto, los
angulos en los que se producen las franjas brillantes estan dados por

Ar =dsinf =n\ (n=1,2,3...). (2.14)

Si la ecuacion anterior se resuelve para los dngulos € en los que se encuentran las franjas
brillantes y se aplica la aproximacién de que para angulos pequetios (menores a 5°) el seno
puede reemplazarse por su angulo en radianes, se obtiene
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CAPITULO 2. LA LUZ COMO ONDA ELECTROMAGNETICA
2.3. IRRADIANCIA

0= — (2.15)

Ademds, 0 ~ tan(f) = Ymex con lo cual, determinando la posicién de los méximos de

intensidad (Y42 ), se tiene la relacién

Yz = DO. (2.16)

Igualando las ecuaciones (2.15) y (2.16) se obtiene

nDA

Ymax =
d

(2.17)

Para el caso de interferencia destructiva, la diferencia de camino 6ptico es Ar = (n—k%)/\ (n=

1,2,3...), por lo que la posicién de los minimos de intensidad seria

(n+3)DX

Ymin =
d

(2.18)

2.3. Irradiancia

Al hablar de la radiaciéon electromagnética que llega a una superficie, se hace referencia
a la “irradiancia”, designada por I, la cual es la energia media por unidad de area por
unidad de tiempo. Como se mencioné en la secciéon anterior cuando se superponen dos o
mas ondas, en el plano uv se observa un patrén de interferencia, el cual se manifiesta como
una distribucion de méaximos y minimos de irradiancia luminosa, a continuacién se hace el

desarrollo para encontrar dicha irradiancia.

La funcién E(ﬁ, t) que representa a la onda luminosa se puede separar en la variable
temporal y la espacial, al introducir esta nueva funcién en la ecuaciéon de onda se obtienen
dos ecuaciones diferenciales ordinarias. Si se describen fenémenos periédicos en el tiempo,
con frecuencia v = 7= la ecuacién de onda se reduce a la ecuacién de Helmholtz cuyas
soluciones son funciones que sélo dependen de la parte espacial. Considerando este tipo de
soluciones y observando la figura 2.5 se tiene lo siguiente

11



CAPITULO 2.

LA LUZ COMO ONDA ELECTROMAGNETICA

2.3. IRRADIANCIA

\ P2(x2,0,0)

/’

P1(x1,0,0)

plano de

observaciénm

V' (u,v,D) u
punto de
referencia

Z

Figura 2.5: Ubicacién de las rendijas del experimento de Young en el plano xy, donde la coordenada y = 0 es un

caso particular.

Antes de que el frente de onda pase por las rendijas tiene la forma

E(p) = A@)e*?

con ﬁ('ra Y, Z)

(2.19)

De las rendijas emergen dos campos con frentes de onda esféricos, los cuales se propagan una

distancia D >> d hasta donde su superposicién es observada en el plano wv. Estos campos

son representados por

con

(2.20)
T2 =U—p3
Ty = 13| = |U — p3|
P3(x9,0,0)

(2.21)
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CAPITULO 2. LA LUZ COMO ONDA ELECTROMAGNETICA
2.3. IRRADIANCIA

y
Lo AU Lo AT
a0 = 2w g = 2O (2.22)
8] )
= E_’Total(p_i’p_éy v) = 51 (p1,7) + Ez(p_éa ¥) (2.23)
A5, D) + A5, D) (224
y la irradiancia
I~ ’E)Total(p_ivp_éaﬁjp (225)
=1 = [Aj(p1,0)e™™ + Ay(ps, 0)e™™2] - [AL(p1, D)™ + Ay(p3, D)2

= [AL(p1, D)) + [A5(p3, 0)]° + A (pi, 0) Ay (pa, §)eHr2mry)

+ AL (p1, 0) Ay (ps, e )

= [ (51, 0))7 + [Ay(p3, D))" + AL (p1, 0) Ay (p, §) [~ 2 7) 4 k2]
= [AL(p1, D) + [A5(p, )] + 247 (p1, 0) Ay (p2, T) cos(k(ry — 1))

= aj + by cos(ay) (2.26)

con a; = [A}(p1,V)]> + [Ay(p2, V)%, by = 2A%(p1, V) AL (p3, U) y oy = k(ra —71). Donde a; hace
referencia a la luz de fondo, by es el contraste o luz de modulacién y by cos(«y) proporciona

la descripcién del término de interferencia.

Se puede observar que
V1, 0)° = (A1, 9) y 1B, 0)° = [Ay(ps, 7)), (2.27)

Si se agrega una tercer rendija, de ésta emerge otro campo E?:,(p},ﬁ) = Al(p3, T)etkrs,
donde A%(p3,v), 73, p3 cumplen con las ecuaciones (2.21) y (2.7) con lo cual ahora el campo

total se compone de la suma de los tres campos, con ello la irradiancia esta dada por

13



CAPITULO 2. LA LUZ COMO ONDA ELECTROMAGNETICA
2.3. TRRADIANCIA

[AY (P, D)e’™™ + Ag(p3, B)e™™ + A (g3, ©)e™ ] - [ (51, B)e ™" + Ay(p3, D)e” " + A (ps, B)e”*7e]
(AL (51, D)) + [Ab (53, D))2 + [Ay (53, 0)]2 + AL (51, T) A (5, )~ (2 —m)

Al (pi, 0)Af (p3, B)eFra =) 1 AL (93, ) Ay (p3, D)e "R T2) 1 Al (pi, §) Ab (95, ) e (m2 )

AL (51, B) A3 (93, )T Ay (3, §) A3 (3, B)e )

(AL (51, 0)]? + [AS(p3, 0))% + [A5 (95, D)) + Al (51, ) Ab (3, T) [e " (r2 1) 4 gik(rz=r1)]

AL (pi, 0) Ay (p5, ) [e™ R s mm) et rs =] 4 A (3, ) Al (ps, ) [e ™ F (s 7r2) 4 gk(rs—r2)]

[A1 (91, 0)]? + [A5 (93, 0)]* + [A5 (93, 9)]* + 241 (51, ) Ay (92, T) cos(k(r2 — 71))

241 (pi, 0)A5(p3, ¥) cos(k(rs — 1)) + 2A45(p3, ¥) A5 (p3, V) cos(k(rz — 12))

az + 1 cos(y1) + B2 cos(y2) + B3 cos(v3)

as + by cos(az) (2.28)

donde

az = [A}(p1, )] + [Ay(p2, 0))* + [A5(p3, )]
B = 241(p1, 0)A5(p3, V)

B2 = 2A1(p1, V) A5(p3, V)

By = 245(ps, U)A5(p3, U)

no= k(ra—r)

Y2 = k(rs—r)

v3 = k(rg—rs)

by cos(az) = [y cos(y1) + P2 cos(ye) + Ps cos(7s)

(2.29)
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CAPITULO 2. LA LUZ COMO ONDA ELECTROMAGNETICA
2.3. IRRADIANCIA

con

bg = B% + 53 + 5:)? + 20182 cos(y2 — 1)
+ 26183 cos(ys — m1) + 26283 cos(ys — 72)

(2.30)

Bisin(y1) + Basin(y2) + Bz sin(ys)
B1cos(71) + B2 cos(y2) 4 B cos(vs)

tan(ag) = (2.31)

El resultado en (2.28) muestra que aunque se sumen méas campos, al obtener la irradiancia
siempre habra un término referente a la luz de fondo, uno al contraste o luz de modulacién

y otro que proporcione la descripcion del término de interferencia.

2.3.1. Irradiancia para el interferémetro de Young

Para el interferémetro de Young donde las ondas que llegan al plano de observacion son

esféricas, la irradiancia es

] — |eik7‘1 + eikrzl?
=1+4+1+2R {e*e 2}

=2+ 2cos [k(rg —ry)] (232)

1
= 4 cos® {ék(m — 7“1)}

donde 77 y 73 estan dados por (2.21).
Hay dos puntos importantes a recordar acerca de la irradiancia del patrén de interferencia,

estos son:

» La irradiancia varia con el coseno al cuadrado del argumento que se menciona en (2.32).

= Los maximos ocurren para diferencia de camino nulos con niimeros enteros de la longitud
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CAPITULO 2. LA LUZ COMO ONDA ELECTROMAGNETIQA
2.4. DIFRACCION

de onda, mientras que los minimos representan diferencias de camino de los nimeros

impares de la mitad de la longitud de onda.

2.4. Difraccion

La difraccion es un fenémeno ondulatorio que se hace mas notorio cuando un frente
de onda se encuentra parcialmente obstaculizado por un objeto absorbente o refractor. En
éste, las ondas desviadas interfieren entre si en algiin punto generando una distribucién de

irradiancia llamada patréon de difraccion.

2.4.1. Difraccién de Fraunhofer: caso unidimensional

Se considera la difraccién producida por un obstactlo (caracterizado con una transmitan-
cia en amplitud) como una nueva distribucién de amplitud y de fase. La amplitud propagada
puede describirse como una contribucién de ondas secundarias (principio de Huygens), en la

regién de Fraunhofer, se consideran como ondas planas [5].

Figura 2.6: Aplanamiento de ondas esféricas con la distancia.

2.4.2. Aproximacion Paraxial

En la figura (2.7) se muestra una distribucién de fuentes secundarias sobre el plano x, esta
distribucién puede ocupar una regiéon denotada por Az. El campo total de la superposicién
de ondas secundarias se detecta en el plano de observacion paralelo a una distancia D medida
sobre el eje z, se considera el eje u, que es paralelo a x, aqui cada onda esférica tiende a ser
plana. Este campo total define un patron de difraccién conocido como patron de difraccién

de Fraunhofer o de campo lejano.
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CAPITULO 2. LA LUZ COMO ONDA ELECTROMAGNE’TIQA
2.4. DIFRACCION

Figura 2.7: Regién de difraccién

Una onda secundaria puede verse de la forma

Esecundam’a(u,t) = Ag(x)ei(E'F—wt) (233)

donde A es la amplitud de la onda plana incidente, {(z) la transmitancia en amplitud (funcién
objeto) correspondiente al obstéculo en la posicién x. Considerando que las trayectorias de
los rayos forman angulos pequenos con el eje éptico (aproximacion paraxial) se obtiene que

el vector de onda es
k= (ksin®,0,kcos0) ~ k(6,0,1) = k(—%, 0,1) (2.34)
y para 7 = (u,0, D) se tiene

P —kux

+ kD (2.35)

entonces la contribuciéon de una onda secundaria situada en x es proporcional a

—i2Tux

=ERUE ikD  —iwt
secundaria\ %, = .
E (u,t) = A((x)e >0 e""e (2.36)
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CAPITULO 2. LA LUZ COMO ONDA ELECTROMAGNETICA
2.5. PROPIEDADES DE LA TRANSFOMADA DE FOURIER

por lo que la contribucién de todas las ondas secundarias puede estimarse como

E(u,t) AeikDei“”/ dz((z)e 55" (2.37)
y la irradiancia total es
- 2mux )
I(u) = |A|2]/ dr¢(zr)e AD ‘ (2.38)
con
- 2mur -
| dat@ye A0 = [ dng@e = (@)} = . (2.39)

Patron de difraccién determinado por la transformada de Fourier (caso unidimensional),
donde p = 35, que es llamada frecuencia espacial.

Aunque se establece a —oo y a 0o como los limites de integracién para la ecuacién (2.39),
se puede definir a la funcién ((x) igual a cero para valores fuera del intervalo finito Az para
que se pueda resolver con la transformada de Fourier [5].

En adelante se utilizara ((z) si se trata de una dimensién y {(x,y) si se usan dos dimensiones
para definir cualquier funcién y funcién objeto cuando se trate con la transformada de

Fourier.

2.5. Propiedades de la transfomada de Fourier

En base al resultado anterior es necesario mencionar algunas propiedades de la transfor-
mada de Fourier, la cual mapea un conjunto de funciones de un espacio a otro denominado

espacio reciproco.

2.5.1. Propiedades

Sean f(x) y g(z) funciones que tienen transformada de Fourier y a y b escalares se cumple

lo siguiente

» Linealidad

18



CAPITULO 2. LA LUZ COMO ONDA ELECTROMAGNETICA
2.5. PROPIEDADES DE LA TRANSFOMADA DE FOURIER

Flaf(z) +bg(x)} = aF{f(x)} + bF {g(x)}.

» Similaridad (Cambio de escala)

s Traslacion

F{f (@ —a)} = e7#meF{f(x)},

2.5.2. Transformada inversa

Se define la transformada inversa unidimensional de Fourier como

FHwY = [ dudem (2.40)
la cual cumple
FHFL (@)} =7 W)} = (=) (2.41)
ademds
FI\F =1=FF ! (2.42)

donde la I de la ecuacién (2.42) se refiere a la identidad y no se debe confundir con la

irradiancia.

2.5.3. Transformada bidimensional

Generalizando, se define la transformada bidimensional de Fourier como

C(uv) = F{l(x,y)} = / ) / " dudyC(z, y)e ) (2.43)

donde las frecuencias espaciales son:
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CAPITULO 2. LA LUZ COMO ONDA ELECTROMAGNETICA
2.6. LA DELTA DE DIRAC

u (%

i

El caso mas sencillo es cuando la dependencia respecto a cada variable puede separarse, es

decir: ((z,y) = G(2)(,(v)

= F{((x, )}

ﬁ{Cx(fE)Cy(y)} = /OO dxcm(x)e—i%rum /Oo dycy(y)e—z?m/y

—0o0

= L&) (2.45)

().

2.5.4. Transformada inversa bidimensional

Se define la transformada inversa de Fourier en dos dimensiones como

F (v} = /OO /OO dpdv((p, v)e ) (2.46)

donde al igual que en el caso unidimensional se cumple

FHI (w9} = F Hlmv)} = ((z,y). (2.47)

2.6. La Delta de Dirac

Debido a que se utilizara en el capitulo cuatro, es necesario mencionar qué representa la
delta de Dirac y sus principales propiedades, primero en una dimensién para posteriormente
generalizarla a dos.

La delta de Dirac es una distribuciéon que satisface las condiciones:

0 sixz#0,
i(z) = ’

oo six=0

ademds puede describirse con las siguientes propiedades:
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CAPITULO 2. LA LUZ COMO ONDA ELECTROMAGNETICA
2.6. LA DELTA DE DIRAC

=

x=0

Figura 2.8: Representacién de la delta de Dirac.

La Delta de Dirac bidimensional

Generalizando § a dos dimensiones se tiene:

/ / dzxdyd(z,y) =1

/_Z /_Z dzdy f(z,y)d(z — a,y — b) = f(a,b)

Tren de pulsos unidimensional

(2.48)

(2.49)

(2.50)

(2.51)

Una serie de fuentes puntuales con la misma separacién z, y simétricamente distribuidas

respecto al origen en el eje x llamado tren de pulsos de Dirac, puede representarse con una

21



CAPITULO 2. LA LUZ COMO ONDA ELECTROMAGNETICA
2.6. LA DELTA DE DIRAC

serie de Deltas mediante:

((r) = 596;7(55) = Z §(z — jxp)'

j=—o00

(2.52)

Como es una funcion peridédica en toda la recta real, es vélida la aproximacién por serie

de Fourier, donde ésta en su forma compleja esta dada por

W= Y O

2mj

con kj = Y donde el coeficiente C; esta dado por

1 [7 .
C; = —/ da((x)e™*i*,

Lp Ip

Por lo que calculando C; para la ecuacién (2.52) se tiene

1 (7
C; =— dx((x)e”Hi*
Tp J 2
1 [7
= — dzs,, (z)e """
mp _Zp
1
= .
por tanto la serie de Fourier es
Tp
j=—00

S F{@)}=F {xip > ei%’;w}

j=—o00
1 — /00 ;

e Z dxe ™ =»
J:p j=—o00 —0o0

- Y e
Tp oo Tp

(2.53)

(2.54)

(2.55)

(2.56)

(2.57)
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CAPITULO 2. LA LUZ COMO ONDA ELECTROMAGNETICA
2.6. LA DELTA DE DIRAC

es decir,

S s 3 - 259

j=—00
lo cual significa que la transformada de Fourier para un tren de pulsos de periodo x, es otro

tren de pulsos de periodo xi
P

2.6.3. Tren de pulsos bidimensional

La generalizacion del tren de pulsos de Dirac a dos dimensiones donde las fuentes puntua-
les estan simétricamente distribuidas respecto al origen con la misma separacién x, respecto

al eje x y y, respecto al eje y se puede representar de la siguiente manera

((2,Y) = Oapy, (z,) = Z Z 8(z — jap,y — lyp) (2.59)

j=—00 [=—00

donde la funcién es de variables separables, por lo que se puede ver de la forma

C(2,9) = G()Cy(y) = D d(a — jap) Z 3(y — lyp) (2.60)

Jj=—00 [=—o0

donde cada una tiene serie de fourier de la forma (2.56), con lo cual

((ayy) = (xi > emzjf) (yi > e””ylpy> (2.61)

p j=—00

con lo cual la transformada es

j=—00 Yp j=—00
1 & jl & l
. op—=—)— (v ——) 2.62
Tp jZOO Lp Yp lZoo Yp (2.62)
11 &K« j l
= - 5 _— —’]/ —_——
o 2 2T )
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CAPITULO 2. LA LUZ COMO ONDA ELECTROMAGNETIQA
2.7. CONVOLUCION

por tanto la transformada de Fourier para un tren de pulsos de periodo z, en x y y, en y es

otro tren de pulsos de periodo xi en Ty yi en y.
P 'p

2.7. Convoluciéon

La convolucién de dos funciones f y g se define como la integral del producto de ambas
funciones después de desplazar una de ellas una distancia n se denota por f * g, para el caso

unidimensional se tiene

@)+ o) = [ " dnf gl —n) (2.63)

[e.9]

y en el espacio de frecuencias

Flu) * () = / " Fmite —n). (2.64)

[e.e]

Para relacionarlo con el sistema 6ptico se obtiene la transformada de Fourier inversa como

sigue

— [ anit [ dsgtperson (2:65)

o0

aplicando transformada de Fourier en ambos lados se obtiene
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CAPITULO 2. LA LUZ COMO ONDA ELECTROMAGNETICA
2.8. TEOREMA DEL MUESTREO

F{f() - g(x)} = flw) = 3(w) (2.66)

la ecuacién (2.66) indica que la transformada de Fourier de un producto de funciones resulta

ser la convolucién de sus transformadas. También se cumple

F{f(x) x g(x)} = f(u) - 9(p). (2.67)

2.7.1. Convolucion en dos dimensiones

Para dos funciones f(z,y) v g(z,y), la convolucién de éstas es

flx,y) * g(x,y) = /_OO /_OO d&dnf (&, mg(x — &y —n) (2.68)

y en el espacio de frecuencias

f(u,V)*fl(M,V)z/_oo /_Oo dédnf(&,mg(n— & v —n) (2.69)

siguiendo el mismo procedimiento que para el caso unidimensional, se llega a las relaciones

F{f(x,y) - g(z,y)} = f(p,v) *g(p,v) (2.70)

F{f (@, y) *g(z,y)} = f(u,v) - §(p, v) (2.711)

al igual que en el caso unidimensional, para dos dimensiones la transformada de Fourier de

un producto de funciones resulta ser la convolucion de sus transformadas.

2.8. Teorema del muestreo

En el caso unidimensional, cuando se adquiere informacién discretizada (muestras) de un
objeto ((x), se obtiene un conjunto de valores (,,(z), si este muestreo se hace en intervalos

iguales entonces
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CAPITULO 2. LA LUZ COMO ONDA ELECTROMAGNETICA
2.8. TEOREMA DEL MUESTREO

Gn(@) = (() - Y Oz — jxy) (2.72)

j=—00
tomando en cuenta la transformada de Fourier de un tren de pulsos 2.58 y la ecuacién 2.66

se tiene que la transformada de Fourier del muestreo esta dada por

Fn(o)} = {cm -ji . m)}
(@) { > o= ]mp)}
S P
EA2)

con lo cual se deduce que el espectro C~ (1) del objeto sin muestrear se repite periédicamente
en p = xj—p

4

~ ~ 2
() ) Iu— )
\/\ /l\/\ /I\ﬁ "
1 2

Figura 2.9: Transformada de Fourier a un muestreo realizado a ¢(z).
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CAPITULO 2. LA LUZ COMO ONDA ELECTROMAGNETICA
2.9. FUNCION RECTANGULAR

2.8.1. Teorema del muestreo en dos dimensiones

Al adquirir informacién discretizada de un objeto ((x, y), se obtiene un conjunto de valores

Cm(x,y), si este muestreo se hace en intervalos iguales para x y y entonces:

Cm(@,y) Z Z 3(x — jap,y — ly,) (2.74)

j=—o00l=—00

ademas siguiendo un procedimiento similar al caso unidimensional se tiene

F (a0} = )+ Y Za(u__ _yi) oy

Jj=—00l=—00
Z Zx_lyp / / dgdanﬁ (M———g,l/———n)
]_—OOl—foo
. (2.75)
Z Zmlyp_lﬁ< —I/—i>
j=—00l=—00 yp
Il Ny, d L
Ty J_Z_:OOZZ_;OC(:“ v )

lo que indica que el espectro 5 (1, v), del objeto sin muestrear, se repite periédicamente en

p=>Lyv=_,

P Yp

2.9. Funcién rectangular

La funcién rectangular en una dimensién rect(z) se define como

—_

si|z| <

rect(x) = si |z =

N
N Nl= N

e}

si|z| >
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2.9. FUNCION RECTANGULAR

rect(x)

u
|

N

Figura 2.10: Funcién rectangular en 1D con ancho y altura unitarios.

La transformada de Fourier de la funcién rectangulo es

F{rect(x)} = /_OO darect(x)e 2™

o0

— / dl,e—i%rp,x

1 ) .
_ —iTp AT
—12T [6 ‘ }

=

[N

L e — e (2.76)

- 127N

1
= s [2 sin ()]
— sinfr)
= —sin(w
T #

= sinc(p)

donde la funcién seno cociente (sinc(y)) se define como

sinc(p) = — sin(mp) st # 0
s | (2.77)
= lim —sin(7p) =1 sip=0
u—0 T
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2.9. FUNCION RECTANGULAR

1 ~ sinc(p)

Figura 2.11: Gréfica de sinc(u).
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Capitulo 3

Algoritmo

3.1. Consideraciones del campo o6ptico

Se considera nuevamente en el experimento de la doble rendija, donde éstas tienen coor-
denadas pi(z1,41,0), pa(x2,y2,0) y son simétricas con respecto al eje y; a diferencia de la
seccién 2.3 solo se consideran los campos emergentes de ambas rendijas puntuales de la for-
ma (2.20) que s6lo dependen de la parte espacial. Retomando la figura (2.5) con algunas

modificaciones se tiene lo siguiente

D2(x2,¥2,0)

Pi(x1 ¥4,

Figura 3.1: Ubicacién de la doble rendija y el punto de referencia.

Los campos emergentes tendran la forma de una onda esférica expresada por
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E;(pj,v) = A;-(p;-, )i (3.1)

con r; la magnitud del vector que va de la rendija ubicada en ﬁj(xj,yj,O) al punto de

referencia ¥(u, v, D)

Entonces los campos emergentes de cada rendija son

Eq(p1,7) = AL (91, 0)e™™, By(ps, 0) = Ab(ps, )’ (3.2)
ademas
Etotal(p_i7p_é7 77) = El(p_i7 17) + E2(p_é7 77) (33)
por tanto
I = |Etotal(p_ivp_é717)|2' (34)

Generalizando para n rendijas, la irradiancia sera de la siguiente forma

2

I = Etotal(p_i?p_év "'Jp_;la U)

2 n
= ‘Z Ej (p_}v U)
=1

Para comprobar si este método es correcto se verificé para el interferometro de Young,
donde las rendijas puntuales estan colocadas simétricamente con respecto al eje y con coor-
denadas 151(—0.5mm, 1mm,0) y }%(O.Smm, Imm, 0), con el punto de referencia v(u,v,2m)
y una longitud de onda de 633nm. Se realiz6 la simulaciéon en Mathematica 10, graficando
en ryy de —bmm a bmm, el resultado se muestra en la figura (3.2)
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Figura 3.2: Patrén de interferencia de dos rendijas puntuales ubicadas simétricamente respecto a y.

como se puede observar, las franjas son perpendiculares a la recta que une a las rendijas.
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3.2. Simulacién numérica

Se consideran distintos contornos geométricos, sobre los cuales se distribuiran las n ren-
dijas puntuales en el plano z = 0. Esto se debe a que la simetria permite que sea mas facil
su distribucién ademas de que, posteriormente se puede considerar esta distribucién como el

muestreo de un objeto. La simulacién se realizé en Wolfram Mathematica 10.

3.2.1. Simulacién numérica para un cuadrado

El primer contorno es un cuadrado de 1mm de lado cuyo centro coincide con el origen
del plano, inicialmente se consideran 4 rendijas en los vértices de dicho contorno para luego
colocar otra en la parte central de cada lado e ir aumentando de uno en uno el niimero de

rendijas por lado. Esta idea ayuda a construir el algoritmo a partir del siguiente analisis

Se define a PP, como el lado inferior del 4
cuadrado, P, el lado superior, P; el la- Vi
do izquierdo y Pj el lado derecho (figu-
ra 3.3) con lo cual podemos mencionar
lo siguiente:

P,

= Cualquier rendija ubicada a lo lar-
go de P; tendra la misma ordena- .
da negativa y,. 1

v
=

= Cualquier rendija ubicada a lo lar- Py

go de P, tendra la misma ordena-
da Yp.

» Cualquier rendija ubicada a lo lar-
go de Pj3 tendra la misma abscisa
con valor negativo z,.

Pl Va

= Cualquier rendija ubicada a lo lar-
go de P, tendré la misma abscisa

T Figura 3.3: Representacién de los lados del cuadrado para la

distribucién de rendijas en z = 0.
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(sz yl)) (Xh' yb)

Con lo mencionado, las cuatro ren-
dijas en los vértices del contorno del
cuadrado tienen coordenadas: (x4, y,),
(v Ya)s (To, Ys) ¥ (T4, Yp). La diferencia
en los subindices se usa en general para
una figura ubicada en cualquier parte
del plano.

En este caso particular z, = —ux,
Yo = —Yp, cON T, = —0.Dmm y y, =
—0.5mm.

Cabe mencionar que se ha omitido la
coordenada en z, cuyo valor es 0. (Xa ¥a) (%b,¥a)

v
=

Figura 3.4: Ubicacién de las cuatro rendijas iniciales como vérti-
ces del contorno de un cuadrado de 1mm de lado.

Si se desea colocar una rendija en el
centro de cada lado simultaneamente,
ésta se encuentra a la mitad de la dis-
tancia que hay entre los vértices. Dado
que una coordenada no varia a lo largo
de la linea, sélo se suma o resta (de-
pendiendo del punto inicial) la mitad
de la distancia a la otra coordenada del e —72)
vértice inicial. P, I XoYat T
Para que no se repita la ubicacion de

alguna rendija, se hace la siguiente con- by
vencién (figura 3.5) (X“'y" 2 ) | P,

y
r
(Xy — %a) P2
(Xa V1) (Xb - ?,Yh) — (Xp, ¥b)

s Para P, el vértice inicial tiene
coordenadas (Z4, Ya)-

s Para P, el vértice inicial tiene —
(Xan ya) Pl (x + M ) (Xb: ya)
coordenadas (zy, yp). — [T 2 T

s Para P; el vértice inicial tiene
coordenadas (Zq, yp)-

Figura 3.5: Coordenadas de las rendijas ubicadas a la mitad de

» Para P, el vértice inicial tiene cada lado en base al vértice inicial.
coordenadas (zp, Y, ).
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y

2(x, — b -
(xb* (xb3 xa)‘yh) (ng(xb:;xa),\’g)
(%a, )
" (%b, ¥b)
@y ¥a) 2(y, — ya)
Si ahora se desean colocar dos rendi- ("a’yh’ 3 ) oyt =737
jas en cada lado igualmente espaciadas,
para una de ellas se le suma o resta > X
un tercio de la distancia que hay entre ( 2(yh7ya)) (x i} +(y.,—ya))
L. , Xa¥b—— 5 w¥at
los vértices a la coordenada que varia, 3 3
mientras que para la otra, se le suma o
resta dos tercios. o ; i (%, ¥2)
— 2(% —

Figura 3.6: Coordenadas de dos rendijas por lado, igualmente
espaciadas.

Analizando las variaciones para el lado Py, se tiene lo siguiente:

Cuadro 3.1: Coordenadas de las rendijas en Py

0 rendijas por lado (s6lo el vértice)
(1’(1, ya)

1 rendija por lado  (coordenadas de la rendija mas el vértice)
(xa7ya)7 (xa+W7ya)

2 rendijas por lado
(Ta,Ya), (xa+(wb_%a)mya)7 (xa+2w#/a)

donde el primer par ordenado corresponde al vértice de dicho lado, en la segunda fila se
muestran las coordenadas del vértice y las de una rendija, finalmente en la tercera fila se
muestran las coordenadas del vértice y de dos rendijas en ese lado. De manera andloga
se pueden analizar los otros tres lados. Observando este analisis, se puede generalizar la
forma de obtener las coordenadas de cada rendija segin el nimero de éstas que necesitemos
en cada lado, tomando en cuenta que cuando se requieren 0 rendijas por lado, sélo nos

quedarian los vértices.

Sin —1 es el nimero de rendijas por lado independientes de los vértices, para el lado P;

las coordenadas de las rendijas estan dadas por

P = (o 2202 0) (3:6)

donde se ha incluido la coordenada z =0 con 0 < m <n — 1, meN un contador.
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Analizando la tabla, para 0 rendijas porladon—1=0=n =1y m = 0, lo que devuelve
el par ordenado de la primera fila del Cuadro 3.1 que corresponde al vértice.
Para 1 rendija por ladon —1=1=n =2y m vade 0 a 1, lo que devuelve los dos pares
ordenados de la segunda fila, los cuales corresponden al vértice y a la rendija central, lo

mismo se cumple para un nimero mayor de rendijas por lado.

Las coordenadas para los lados restantes estan dadas por

m(zy — T4
PQm = (.Tb - Ma Yo, 0) (37)
n
P3m - (xaa Yp — M7 0) (38)
Pun = (o + 1), ) 39)

Para seguir con el procedimiento de la secciéon 3.1, se necesita de la longitud de onda,
la cual es de 633nm, se considera a las amplitudes A;- = 1m ademads se elige el punto de
referencia (u,v,2m) y se resta a éste el vector de cada rendija de los 4 lados, con lo cual
se obtienen 77,75, 73,7, que estardn en términos de u, v, m, para luego sacar sus normas;
las cuales se pueden ver como funciones de 3 variables y asi construir los campos. Dichos
campos pueden definirse como otras funciones

Ei(u,v,m) = Ajekr(wem (3.10)

y asi con los otros 3 campos. Bajo estas condiciones, se esta trabajando con la regiéon de
Fraunhofer.

Como ya se mencioné antes, si se desea que s6lo haya rendijas en los vértices n =1y m
toma unicamente el valor 0 por lo que se tendrian los 4 campos, si n = 2, m toma los valores
0 y 1 por lo que se tendrian 8 campos y asi sucesivamente. Finalmente se suman

Ey(u,v,m) + Es(u,v,m) + Es(u,v,m) + E4(u,v,m) (3.11)

para los distintos valores de m segun el ntimero de rendijas por lado y se calcula el modulo
al cuadrado de dicha suma para obtener la irradiancia.
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3.2.2. Resultados de la simulacién numérica para el contorno del cuadrado

En base al procedimiento anterior se obtuvieron distintos patrones de interferencia, las
imégenes a la izquierda a; senalan el nimero asi como la distribucion de rendijas puntuales
con ¢ rendijas por lado y 4(i 4+ 1) rendijas en total, mientras que las imagenes de la derecha
(b;) graficadas en un rango de —1.5cm < u < 1.5em y —1.5em < v < 1.5¢m, senalan el
patréon de interferencia resultante al hacer incidir un haz de luz en dicha distribucion de

rendijas.
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by)

Figura 3.7: Distribucién de rendijas (izquierda) y patrén de interferencia resultante (derecha).

Se puede observar que cuando las rendijas estan mas cerca unas de otras, el patrén de
interferencia resultante se parece al patron de difraccién proporcionado por una abertura

cuya forma es el contorno de un cuadrado.
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3.2.3. Simulacién numérica para el contorno de un triangulo

Considerando ahora el contorno de un tridangulo equilatero de 1mm de lado sobre el cual
se distribuirdan las n rendijas puntuales en el plano z = 0, el analisis es muy parecido al
anterior, con la diferencia de que se tendria 3 lados definidos por Py, P, P3, por simplicidad
nuevamente se omite la coordenada z = 0 para posteriormente retomarla al calcular 7; =

UV — Ps.

Los tres lados cumplen con lo siguiente T
(%er¥e)

s Para P, el vértice inicial tiene
coordenadas (24, Yq)-

. . . Ps
s Para P, el vértice inicial tiene /
coordenadas (zy, Y )-

» Para P; el vértice inicial tiene Py
coordenadas (z., ye).

v
R

donde por teorema de Pitagoras, la al-

tura del triangulo es de % con lo cual,

P
la coordenada y. = y, + % vy, =0 &%) 1

ya que es el punto medio entre x, vy .

(Xha Ya)

Figura 3.8: Coordenadas de las rendijas ubicadas en los vértices
del contorno de un tridngulo.

Para obtener las coordenadas de las
rendijas, se menciona lo siguiente

» Cualquier rendija ubicada a lo lar-
go de P; tendra la misma orde-
nada y,, mientras que la abscisa -
serd de la forma x, + M con Py / Y~ Ya = (H) (x = xp)
0 <m < n-—1, meN un conta- | |

> X
. 1 | =
dor de la misma forma que en el —yn
_(Ye— Va
v (T
cuadrado. X — X \ :
= Cualquier rendija ubicada a lo lar-
go de P, cumplird la ecuacion de
3 (Ye—Ya)
la recta con pendiente ot S P, _—
——

= Cualquier rendija ubicada a lo lar-
go de P3; cumplird la ecuacion de

la recta con pendiente Y=Y,
Te—Tq

Figura 3.9: Ecuacién de la recta en la forma punto-pendiente
para y en los lados P> y Ps.
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En base a ello, las funciones para cada lado son las siguientes

Piy = (x + —m(xbn_ ') y, 0> (3.12)

P - (xb _m(zy, — $C)7 |:yc - ya:| {_m(% - xc):| e, O) (3.13)

T.— Xp n

o (x _ mlae—a) [yc = ya} {x Cmee— ) x} W?O) 510

n Te — Ty n

donde la coordenada y de las ecuaciones (3.13) y (3.14) es la ecuacién de la recta en la forma
punto -pendiente y — yo = m/(z — xg) siendo m’ la pendiente y donde el valor de x para
esta ecuaciéon estd definido en base a la primera coordenada. Para construir los campos se
procede de la misma forma que con el cuadrado ya que el valor de z = D = 2m en el plano
de observacién y de la longitud de onda no cambian.
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angulo

érica para el contorno del tria

»

Resultados de la simulaciéon num

3.2.4.

Las imégenes del lado izquierdo ;) senialan el nimero asi como la distribucién de rendijas

con 7 rendijas por lado y 3(i + 1) rendijas en total, mientras que las imagenes de la derecha

, senalan el patrén

<wv < 1l.bem

b; graficadas en un rango de —1.5cm < u < 1.5em y —1.5em

de interferencia resultante al hacer incidir un haz de luz en dicha distribucion de rendijas.
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aiq) by1)

Figura 3.10: Distribucién de rendijas (izquierda) y patrén de interferencia resultante (derecha).

Para un ntimero mayor de rendijas por lado, el patron de interferencia resultante es
similar al patrén de difraccion proporcionado por una abertura cuya forma es el contorno de

un triangulo.
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3.2.5. Simulacién numérica de una circunferencia

Se considera una circunferencia de 1mm de diametro sobre la cual se colocaran n rendijas

puntuales (note que hay un cambio con respecto a los andlisis anteriores) en base a las

siguientes consideraciones

Utilizando coordenadas polares, para
definir un punto con un angulo de rota-
cién 6 y con la magnitud del vector que
va del origen a dicho punto p (radio) se
tiene

x = pcos(h)

s = psend) (3.15)

donde el angulo ¢ dependera del niime-
ro de rendijas que se deseen mediante:

_27T

0(n) (3.16)

n

El radio p toma el valor de 0.5mm por
tal motivo, cuando € = 0 la rendija es-
tard en (xp,0) donde z} tiene el mismo
valor que para los casos anteriores, las
rendijas se colocaran en sentido contra-
rio a las manecillas del reloj. Si se colo-
can dos rendijas se tendria el caso del
experimento de Young, al colocar tres o
cuatro se tendrian los casos anteriores,
el contorno del triangulo y del cuadra-
do respectivamente sélo que con escala
diferente, ademas de que estarian rota-
dos, por lo cual es conveniente elegir de
cinco rendijas en adelante.

plxy)

x=pcos@ y=psing

Figura 3.11: Relacién entre coordenadas polares y cartesianas.

y

(p cos(8),psin(@))

(p cos(20),psin(20))

(p cos(00),psin(08))

X
(x5, 0)

(p cos(30),psin(30))

(p cos(48),psin(48))

Figura 3.12: Distribucién de cinco rendijas en el plano z = 0.
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La distribucién de cinco rendijas se muestra en la figura (3.12) con

con lo cual se puede definir la funcién

2 2
P, = (p cos (m—W) , psin (m—W) ,O) (3.17)
n n

con 0 <m <n—1un contador.
Para construir los campos se procede de la misma forma que en los casos anteriores, el

valor de z en el punto de referencia y de la longitud de onda son los mismos.
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3.2.6. Resultados de la simulacién numérica de la circunferencia

Las imagenes del lado izquierdo a; senalan el nimero de rendijas puntuales y su distri-
bucién a lo largo de la circunferencia con ¢ + 5 rendijas en total excepto en ag; donde hay
50 rendijas. Las imagenes de la derecha b; graficadas en un rango de —1.5em < u < 1.5em
y —1.5em < v < 1.5e¢m, senalan el patrén de interferencia resultante al hacer incidir un haz
de luz en dicha distribucién de rendijas.
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azq ) bZl )

Figura 3.13: Distribucién de rendijas (izquierda) y patrén de interferencia resultante (derecha).

Para un niimero mayor de rendijas el patron de interferencia resultante se parece al patron

de difraccién proporcionado por una abertura anular.
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Capitulo 4

Explicacion tedrica de la simulaciéon

utilizando transformada de Fourier

4.1. Desarrollo con deltas de Dirac

La simulacién se realizé considerando campos emergentes de las rendijas, realizando la
suma de éstos y encontrando la irradiancia; sin embargo, como se analizd en la seccién 2.4,
mediante la transformada de Fourier se puede encontrar un patron de difraccién, aunque
esto se restringe al campo lejano, éste método es otra forma de comparar el resultado de
la simulacién del capitulo anterior considerando que las rendijas se pueden representar por

deltas de Dirac desplazadas. Se consideran los tres contornos geométricos anteriores.

4.1.1. Desarrollo para el contorno de un cuadrado

Al igual que en la seccién 3.2, se considera el contorno del cuadrado de 1mm de lado,

recordando que las coordenadas de las rendijas estan dadas por las ecuaciones

Py, = (l’a + M’ya’0> (4.1)
n

PQm == (wb - Ma Yb, 0 (42)

n

m - Ya
P4m: <xbaya+M70

)
Py, = (x gy — W = Ya) 0) (4.3)
)

se tiene que la funcion objeto estd dada por
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TR YT LT S TR AT W

n
m=

2 O R U )

. . (4.5)

_|_

donde n es fija una vez determinado el nimero de rendijas por lado, utilizando la transfor-
mada de Fourier, tomando en cuenta que la transformada de una suma es la suma de las

transformadas (propiedad de linealidad, seccién 2.5) se tiene

{
+ ;;ﬁ {6 <x — [xb _ m(xbn— xa)] o yb> } N
+g;ﬂ{5<x_%ﬂ, Py_mwzf%q)}
+my{5 (T P )
donde
o)
L/m wdm@ée%—[a _E%Eﬂﬁyy_yoe%%wﬁw> (47)
= _;O”(“[OO*M% o] vya )
ﬁ{acp_Fw_Tﬁ%;ﬁqjy_%)}
/Z Zd:rdyé (:z: — { — W} - yb) —i2m(uvy) (4.8)

—127r (u [a:b— M] +Vyb)
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o o in)

= / dxdyd ($ — T,y — [yb _ (%~ a) ya)] ) e~ 2rpatry) (4.9)

o0 —00 n

—127r (,u,aca—l—u[ 7m(yb ya)} )

7 {6 (w0 any - [+ M=)

/ didys (;p S {y n MD —i2n(u-tvy) (4.10)

oo J —o0 n
—127r (uzb—l-u [y +7(yb ya)])

por tanto
n—1 Cea n—1 ' (o —oa
F{C(z,y)} = Z[e—i%(u[mﬁ%hwa) + Z 6_22“@[%—%%%))
" (o 2] oy (osepor ] (4.11)
—127 ( pxg+v yb_w —i2n(pzy+v[va +M
+ € " + e !

Segun el algoritmo establecido y dadas las funciones que gobiernan cada lado del cuadrado
se puede ver que cuando se decide el nimero de rendijas por lado, por ejemplo 2, para P; la
coordenada x de la primera rendija esta a la izquierda del origen, mientras que la coordenada
x de la primera rendija para P, aparece a la misma distancia que la anterior pero a la derecha
del origen, es decir una coordenada es la inversa de la otra; lo mismo sucede para la segunda
rendija de estos lados. Tambien se puede notar que las coordenadas y de las rendijas en P

seran las inversas a Py

por tanto
- m(zy — x4) _ (fﬂb ~ m(zp — xa)>
n n (4.12)
=T, = —Tp
ademds
gt T =) _ <yb (¥ ya))
n (4.13)
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lo cual coincide con el modelo inicial de que el centro del cuadrado coincide con el origen del

sistema de coordenadas. Ahora sustituyendo la inversa en la ecuacién (4.11) se tiene

—_
[y

i €—i27r(u[xa+W]+uya) + — i27r<u[x —i—w]—s—yya)

F{C(x,y)} =) > e
m=0 m=0
+ — 6—i27r(,uma+1/ [yb—imwb;ya)]) + — 62'27T<ura+l/ [yb—im(yb;ya)]). (414)
m=0 m=0

Sustituyendo el valor de las frecuencias espaciales

u (%

/"L:

en la ecuacién (4.14) para obtener la transformada en términos de las variable u, v que
corresponden al plano de observacion y donde A = 633nm al igual que en la simulacion se

obtiene

Cuyw) = S [ (b oot =55 ) Zewﬂ S ot 2] )
m=0

—i27 Lo+ MD i2ﬁ(iwa+i[yb—w])
+ e ( AD AD[ CL D + e XD XD "
m=0 n;)
=Y 2cos (u {xﬁ w} ﬂya)
m=0 n
n—1
+ 2608£<ua:a+v{yb_w])
m=0 D n

donde para obtener el patron de interferencia se necesita la irradiancia determinada por

B T e}

" (4.17)

Al introducir el resultado anterior en Mathematica 10, se obtienen los siguientes patrones
de interferencia senalados con a;, graficados en un rango de —1.5cm < u < 1.bemy —1.5em <

v < 1.5¢m, donde para cada patrén hay ¢ rendijas por lado y 4(i 4+ 1) rendijas en total.
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ap)
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Comparando este resultado con el obtenido por la simulacién inicial por superposicion de

campos, se observa que es similar. La diferencia en el gradiente de color se utilizé tinicamente

para diferenciar los métodos usados.
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4.1.2. Desarrollo para el contorno de un triangulo

Considerando esta vez el contorno de un triangulo equilatero de 1mm de lado, en el cual

las coordenadas de las rendijas estan dadas por las ecuaciones

Py, = <x . m(mcn_ %a). {yc - y“} [m _mlre = %) x] + Yo, 0) (4.20)

Te — Tg

se tiene que la funcion objeto estd dada por

Utilizando la transformada de Fourier se tiene

y{qx,y)}:gﬁ{é(% e )}
B o o] [[teme] [, )
+ S o (o from 2] - [ a2 ] ] ))

(4.22)

donde
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o0 0)

/ dxdyd (x - [ Tq —<xb _ %)] Y — ya> e~ i2m(patvy) (4.23)

o0 —00 n

—127r (,u, [x +m(zb71a)] +Vya)

e I | g )
S e =[S BN IR

_ e ) 2 )

Tc—xp

(4.24)

P o (e o [ [t )}

-/ dmwcpw%_m@;&qw_H&;@H@_m@;@Lw4+4)ngMm
—oo J—c0 n Te — Tg n

_ omn{pfem mosmn) [t - o) s 14,

n Te—xTq n

(4.25)

con lo cual

n—1

Fia) = Yol )
m=0
n—1

+ 3 el e [z [ ) (4.26)

m=0

n—1
+ 37 el e e e ),

m=0

Sustituyendo el valor de las frecuencias espaciales en la ecuacién anterior se tiene
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-1 -1
F{C(y)} = nz: e—iQﬂ'(%[za-l-im(zbn_za)]-l—%ya) n nz: e—iQw(AiD [th—im(zl;l_zc)]-i-)\%“zz:%] [—m(z‘;_z“)
m=0 m=0
B A e i)
=0
7:L—l X m(zy—za) n-l % m(zp—xc) - m(zp—ac)
_3 bl o) | i o s 0 )
m=0 m=0
n—1
+y i (u[pe—mrerel [ o [temta [[g - memzel g, [y ])
m=0

(4.27)

Para obtener el patron de interferencia se calcula la irradiancia mediante el modulo al cua-
drado del resultado anterior, al simular dicho médulo al cuadrado se obtienen los siguientes
patrones de interferencia senalados con a;, graficados en un rango de —1.5cm < u < 1.5e¢m
y —1.5hem < v < 1.5¢m, donde para cada patrén hay ¢ rendijas por lado y 3(i + 1) rendijas

en total.
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ag) a9)

Qg9 ) agy )

Al comparar este resultado con el obtenido por la simulacién por superposicién de campos

para el contorno del tridagulo, se encuentra que son similares.
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4.1.3. Desarrollo para una circunferencia

Considerando ahora la circunferencia de 1mm de didmetro junto con la ecuacién ( 3.17)

se define la funciéon objeto como

C(z,y) = n_oa <:c _ peos (m%”) Ly — psin <m%”>) (4.98)

cuya transformada es

[y

3
Il

P -5 # {5 ( T peos (”%W) yopem (m%ﬂ))}

3
= o

(4.29)

3

_igﬁ(“p cos (m%’T ) +up sim(m%r ) )

€
0

m

Al sustituir los valores de las frecuencias espaciales en la ecuacién anterior se obtiene

é<u7v) — ni e—i%(ucos(m%)—f—vsin(m%)) (430)

=0

y la irradiancia esta dada por

I — ‘ e—z%(ucos(m%)—i—vsin(mT)) 2 (431)

donde se considera que n empieza en cinco, ya que como se mencioné anteriormente, si se
usa un valor menor para n se retomarian las figuras geométricas anteriores a diferente escala.
Los patrones de interferencia resultantes estan senalados con a;, graficados en un rango de
—1.5em < u < 1.5em y —1.5em < v < 1.5e¢m, donde hay ¢ + 5 rendijas a excepcién de ag
donde hay 50.
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ag ) a)

ag) as )




CAPITULO 4. EXPLICACION TEORICA DE LA SIMULACION UTILIZANDO
TRANSFORMADA DE FOURIER
4.1. DESARROLLO CON DELTAS DE DIRAC

aiz) ag3)

ay) a;s)
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aqg ) QA19 )

azo) az;)
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4.2. Desarrollo utilizando Teorema del muestreo

Otra opcién presentada para utilizar la transformada de Fourier es mediante el teorema
del muestreo (seccién 2.8.1), ya que se han considerado contornos geométricos, éstos son los
objetos a muestrear, con lo cual se representa algo andlogo al mecanismo inicial; sin embargo,
se necesita que el ancho del contorno sea tan pequeno que al muestrearlo se obtengan rendijas
puntuales, en base a ello se definen dos de los contornos usados inicialmente de manera que

se cumpla lo mencionado.

4.2.1. Muestreo para el contorno de un cuadrado de ancho nulo

Para el contorno del cuadrado de 1mm de lado se define la funcién objeto como

C(x,y) = rect (E) ) (y - §yw) + rect <E) ) (y + Eyw>
Y 1 Y 1

+ rect (—) ) (q: — —xw) + rect (—) ) <gg + _xw)
Yuw 2 Yw 2

con el ancho x,, = y,, = lmm, luego segun la ecuacién (2.74), el muestreo de ((z,y) se

(4.32)

realiza con el tren de pulsos bidimensional de la forma (2.59)

o oo

Oupyy (T,y) = Y > 8 (x— jap,y —lyy) (4.33)

j=—00 l=—00

donde siempre habréd deltas en el eje z y y, separadas por una distancia z,, vy, respectiva-
mente, lo cual no es conveniente para muestrear el cuadrado, ya que éste esta centrado con
respecto al origen y s6lo cuando se necesitan 1, 3, 5.. rendijas por lado es cuando se requiere
de las deltas en esos ejes. Por ello en base al algoritmo del capitulo 3 para el cuadrado se
necesita que el tren de pulsos tenga simetria respecto a (z4,¥,) que es el vértice izquierdo
inferior del cuadrado y variando z,, ¥, se logra que haya o no deltas en los ejes, por tanto el

tren de pulsos se modifica en la forma

6a:pyp (ZL’ — Tg, Y — ya) = Z Z 6 (l’ — Tg — jxpay — Ya — lyp) . (434)

j=—00 l=—00

Para hallar su transformada, se sigue el procedimiento de la seccién (2.6.3) de la siguiente

manera
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5wpyp (SL’ — T, Y — ya) = 6$p (I - xa) 5yp (y - ya)

=Y d(r—za—ju) > 6y —ya—Ilyp)

jzfoo l=—00

(4.35)

donde &,, (v —x,4) y 9y, (¥ — ¥a) tienen serie de Fourier de la forma (2.53), por tanto se

calcula C; y C) para cada una, donde

”11’ -7 (4.36)
— _e—ik‘jma

Tp

1 /% p

C=— dyéyp (y - ya) et

o /- (4.37)
— ie_iklya

Yp

o g _2ml
con k; = o yk:l—yp,aﬁ

1 —ikix - i2r iz
6:cpyp(x_xa>y_ya): .1'_6 Fyta Z e ) <

p j=—00

1
Yp
_ i io: e—i27r%:ca6i27rﬁ:c l io: 6—i2ﬂﬁyaei27rﬁy (4 38)
Ty - |

j=—00

donde 0, (x — 4) ¥ 6y, (¥ — o) fueron sustituidas por sus respectivas series de Fourier, con

lo cual la transformada es
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Yp l=—00

1 - iw%z—xa 1 > i2m L (y—vyaq
ﬁ{éxpyp(x—xa,y—ya)}:g{w_p Z Si2m )}ﬁ{_ Z 2T y)}

1 - —i2n-Lg 1 - —i2m L l
_ 1 TS (= L) — 3 e TRy — —) (4.39)
Lp j=—00 Lo Yp l=—00 Y
LS S el L, Ly
LUp yp j=—00l=—00 Yp

Para que el muestreo al contorno del cuadrado se realice de acuerdo a lo que se desea se

tiene que

Cm('ra y) = Q(ZL’, y) : 5xpyp (:B — T, Y — ya)

Ty > > (@ T — Y — Y — L)

j=—00l=—0c0

(4.40)

donde la separacion de las Deltas =, y v, estan en funcién de n (recordando que el nimero

de rendijas por lado es n — 1) de la forma

_QTb—flfa _yb_ya
n n

(4.41)

En base a la ecuacién (2.75) y tomando en cuenta la transformada de el tren de pulsos

modificado, se tiene

F Gl y)} Z Z st L, - L

xp Z/p e — Tp Yp
1 1 00 oo _i27r|:1 Zma -'Ea""ylyaya] ~ ] l
- (Z’b—wa) (W_ya) Z Z € E E C(’u_ zp—za )V T yb_ya)
n n j=—00l=—00 n n
B n n ~ - ion [0 g My ]y gn)  l(n)
(4.42)

lo que indica que el espectro de f (i, v) se repite periédicamente en p = xi(_—"a):a y U= Hn)
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donde el espectro del objeto sin muestrear definido al inicio es

= () o2 1 )
‘7 {t (yﬂ) 5 ( - %) } ‘7 {t (yﬁ) 5 ( " %)} »

IV Y

= xysinc(zp)e” " ™ 4 z,sinc(z,p)e
+ YuSine(y,v)e” T g, sine(y,v)e T T

= 2,,8InC (T4 1) oS (TVYy) + 2y SIne (Y V) cos (T,

)t 52 o o 2
) S

(4.44)

ademds sustituyendo el valor de las frecuencias espaciales p y v en la ecuacién (4.42) y con
el resultado de (4.44) se obtiene

s o Ciom j(n) = I(n) . .
Cm (u,v) = (rbﬁz ) ( . ) Z Z e : {””17)_“”@ a'+?/b—yaya}§(% _ i) % i) >

Yb — Ya

oo oo . j(n) I(n) . 1
() () s s [——]( (525 = 2 Yeon (= (55 = ) 00)
Tp — Ta Yo — Ya / AD  zp —zq AD Yy —Ya

) o A € N €10 Y _— ! ‘
Z Z e [zb—za Up—va ]ywsinc (yw ( L (n) )) cos <7r (L - i) ) Iw) :
V AD Yo — Ya AD o ™ Ta

(4.45)

Con el médulo al cuadrado de Em(u, v) se obtienen los siguientes patrones de difraccién
senalados con a;, graficadas en un rango de —1.5cm < u < 1.5em y —1.5em < v < 1.5em,

cada patrén corresponde a una distribucion de i rendijas por lado y 4(i + 1) en total.
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ag) a;)
ag) ag)

Comparando cualitativamente los patrones de difracciéon obtenidos mediante este método

con los patrones de interferencia obtenidos por medio de deltas de Dirac desplazadas y con

los obtenidos por superposicién de ondas, se encuentra cierta similaridad.
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4.2.2. Muestreo para el contorno de un triangulo de ancho nulo

Se consideran ejes coordenados py,, Py, 1 ¥ We,, We, 1 que se han obtenido al rotar los ejes

z,yy i, v aun angulo 6; (figura 4.1) donde
Do, B cosf; siné;
Do, L —sinfd; cosb;
W, B cos; sind;
We, | —sinf; cosb;

p81 L wel 1

8

<

R =

Do, wy

9,
1 61

Figura 4.1: Ejes coordenados pg,,ps, 1 ¥ We,,wy, 1 obtenidos al rotar los ejes x,y y p, v a un dngulo 6;

Luego pp, — po = 0 con #; = ¢ define una recta infinita con pendiente negativa ubicada a
una distancia py del origen de coordenadas, pp, —po = 0 con O = %r define una recta infinita
con pendiente positiva ubicada a la misma distancia p, (figura 4.2). Con ayuda de estas rectas
pero con una longitud finita, se puede formar el contorno de un triangulo equilatero de 1mm
de lado, por conveniencia se necesita que el centro de éste esté ubidado en el origen del
sistema de coordenadas, para ello, la recta que ayuda a definir el lado inferior del tridngulo
estd dada por y = —ap con ap el apotema del tridngulo; es decir, la menor distancia del

centro a cada lado y con lo cual py = ap donde

ap = —Ty = ——Mm (4.46)

siendo x,, la longitud del lado del tridngulo y cuya altura g, = % con lo que
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ap = — 4.47
p="3 (4.47)
\'f
P, —Po =0
[¢]

! A I > X

ap

y—ap=0

Figura 4.2: Rectas que ayudan a formar el tridngulo equilatero de 1mm de lado, cuyas ecuaciones se muestran
en la forma normal.

Para construir el contorno de un triangulo equilatero de 1mm de lado con ancho nulo, se

define la funcién objeto como

s
[

01

)
)

C(Poy> Doy L, Doy, PO, 1, T, Y) = 0 (Pg, — Do) Tect (

hS
[

+ 9§ (pg, — po) rect ( ;2

+0 <y+ %U) rect (i

o)

(4.48)

N—

Doy L
Tw

donde z,, = Imm, con lo cual el término ¢ (pg, — po) rect ( ) define una recta finita con

pendiente negativa (lado derecho del tridngulo) que va del origen a % con respecto a x y
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de —% a %Tw d (pe, — po) rect (p ij) define una recta finita con pendiente positiva (lado

izquierdo del tridngulo). Finalmente ¢ (y + %”) rect (%) define una recta finita horizontal

(lado inferior del tridngulo).

Se necesita una funcién que sélo dependa de dos variables py, y o, | -
Nuevamente se necesita un tren de pulsos modificado, para que sea conveniente debe

cumplir la forma de la figura (4.3)

® ® ® [ ] ® ® L
¥
[ ® ) l ™ ° L
/- \.
!- \.
.r’- \.
® ° [ e ® ® L
/ \.
(. \.
!. \.
!. »
) —® I - r'y Py I 8, «x [ ]
.r’. \.
_,' ‘_
z. \_
[ [ - -|- -9 - - - .6 Y PY
® ® L] ® ® ® [ ]
® ® ® ® ® ] ®

Figura 4.3: Tren de pulsos modificado para realizar el muestreo del tridngulo equilatero.

matematicamente se expresa

T > > Zw cos(01) Tw Tw T sin(fy)
0q142 (p91 — Do, Po, L — 7) = j;ml; 6| po, —po — yPo L — o l—+J
T (4.49)
= > > 5(ps—po—3j PoyL — = T g T
_ ! 2n 2 n 2n
j=—o0 l=—0c0
es decir, este tren de pulsos tiene simetria con respecto a (pg, %) coordenadas que corres-

;. . s . . \/gx x 4
ponden al vértice superior del triangulo y variando el periodo *37 en pg, y “* en py, | mas

un desplazamiento 7, se logra que haya deltas en donde se necesitan, lo cual puede ser mas
claro con ayuda de las figuras 4.4 y 4.5, donde nuevamente n — 1 es el nimero de rendijas

por lado.
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° Po;, I (Pu: x_‘*)

. . . V3., . . T .
Figura 4.4: Tren de pulsos con periodo 37 en pg, y Ty en pg, 1 mas un desplazamiento %* que permite
realizar el muestreo en los vértices del tridngulo.
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Lw

Figura 4.5: Tren de pulsos con periodo @ en pg, vy %

s : X
en pg, | mds un desplazamiento .

Para lograr hacer el muestreo se necesita la multiplicacién de la funcién con el tren de
pulsos modificado, donde ambos deben compartir las variables py, y pp,1 ¥ para obtener el
patrén de difraccién se obtiene el médulo al cuadrado de la transformada de Fourier de dicha

multiplicaciéon que no es mas que la convolucién de las transformadas.

4.3. Aproximacién al caso continuo

Cuanto més grande es el nimero de rendijas por lado, mas cerca estan éstas unas de
otras, si se toma en cuenta la descripcién de las rendijas por deltas de Dirac o por el
teorema del muestreo de la seccién 4.1 se requeririan mas rendijas por lado para que el
espacio entre ellas fuese mas pequeno, entre mas grande sea el numero de rendijas por lado,
estaran tan cerca que podria considerarse que forman un contorno continuo, por tanto el
patron de difraccion proporcionado por los métodos presentados debe aproximarse de forma
cualitativa al patron que proporcione una abertura cuya forma sea el contorno de alguna de

las figuras geométricas con las que se trabajaron.

Para hacer una comparacion adecuada con los patrones obtenidos hasta ahora, se deberian

usar contornos de ancho nulo; sin embargo, se hara con contornos cuyo ancho sea del orden de
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10~*m, este cambio se hace para trabajar con patrones de difraccién de aberturas conocidas.

4.3.1. Contorno de un cuadrado

Para el contorno de un cuadrado se define la funcién objeto como

((x,y) = rect (i) rect (i) — rect (i) rect (i) (4.50)
T2 Yow T1w Yw

donde al graficar rect (%) rect (%), se obtiene un cuadrado de lado x9, con xoy, = You,

w

de igual forma rect (%) rect (yli) genera otro cuadrado de lado x1,, con X1, = Y1.-
Si Toyw > Tiw ¥V Tow — T1w es del orden de 1074, entonces ((z,y) da el contorno de un

cuadrado cuyo ancho es de ese orden, el cual se muestra en la figura (4.6)

con
Tiw = Y1 = 0.0009m Yy @9 =ya =0.0011m . (4.51)

Figura 4.6: Abertura cuya forma es el contorno de un cuadrado de 1mm de lado y cuyo ancho es del orden de 10~ 4m.

Aplicando la transformada de Fourier a la funcién objeto se tiene

o () (D),

= Ty SINCN (Towft) Y2uSINCN (Yo V) — T108INCN (10 1) Y1wSINCN (Y1)
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reemplazando el valor de u y v con A = 633nm

= . TowU . wU . T1ppU . w?U
C(u,v) = xoysincy ( ;D )y2w81ncN (y;D ) — Z1,SINCN ( ;D )ylwsch (y;D ) (4.53)

ademas

Lol (% Tl

D ) YowSINCy (ng ) — ZypsSincy (ﬁ) Y1wSiney <y;z)v)’ . (4.54)

El patrén de difraccién resultante es

I =

Loy, SINC Ny (

Figura 4.7: Patrén de difraccién de una rendija cuya forma es el contorno de un cuadrado de 1mm de lado y cuyo
ancho es de 10™*m.

4.3.2. Contorno de un tridngulo equilatero
Para formar un tridngulo equilatero de 1mm de lado se considera la region encerrada por
Yo <y < pi(x)

(4.55)

Tl < T < Ty
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donde z1, = —0.5mm, xy, = 0.5mm, y1, = —0.5mm y

(Leayy + g1 ST X1 <@ <0

Llc—Tla
p1(z) = (4.56)
(Lo + gy, st 0 <z <y

T1c—T1b

3
m+x1a7 L1e = 0

\/7
con Yie = 3009

Se requiere restar a éste otro triangulo mas pequeno para obtener un contorno de grosor
0.1mm (figura 4.8), es sencillo ver que ys, = —0.4mm para el segundo tridngulo pero para
que la distancia de (224, ¥24) a la recta izquierda del primer tridngulo sea de 0.1mm se requiere
que T9, = W+%, valor que se calculo con la férmula de distancia entre un punto y
una recta; ademas, ya que los lados de este triangulo deben tener las mismas pendientes se
debe cumplir que % V3, dado que z5. = 0 se tiene que yoe = —T2aV/3 + Y2a, por lo

que la segunda region se define como

Yoo <y < o)
(4.57)

Tog < T < Top

COIl Xop = —XT2q ¥

(Be—Mayg 4 g, ST Xoq < <0

——
oolz) = (4.58)
(B 4y, st 0 < < g

—Z1b
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CAPITULO 4. EXPLICACION TEORICA DE LA SIMULACION UTILIZANDO
TRANSFORMADA DE FOURIER
4.3. APROXIMACION AL CASO CONTINUO

(X1 ¥1c)

X2,V ]
(%20 Vac. -

: ' > X
d=0.1mm
: ¥ (X21,¥2a)
(X1a, ¥1a) II (X1p, Y1a)

»
(x?..a- 3"2:1)

Figura 4.8: Regiones que forman dos tridngulos equildteros.

Restando la segunda region de la primera se obtiene el contorno de un cuadrado cuyo ancho

es del orden deseado, el cual se muestra en la figura (4.9)

Figura 4.9: Abertura cuya forma es el contorno de un tridngulo equildtero de 1mm de lado y cuyo ancho es del orden
de 10™*m.
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CAPITULO 4. EXPLICACION TEORICA DE LA SIMULACION UTILIZANDO
TRANSFORMADA DE FOURIER
4.3. APROXIMACION AL CASO CONTINUO

Aplicando la transformada de Fourier al contorno anterior y calculando el médulo al

cuadrado, el patrén de difraccion resultante es

Figura 4.10: Patrén de difraccién de una rendija cuya forma es el contorno de un tridngulo de 1mm de lado y cuyo
ancho es de 10 *m.

4.3.3. Circunferencia

Para formar un circulo de radio p; = 0.5mm se considera la regiéon encerrada por

—Vpi - 2P Sy < Vpt - a?
(4.59)
—p1<IT<p

de la misma forma, para formar un circulo de radio p, = 0.4mm se considera la regién

encerrada por

—Vp =2t Sy </ —a?
(4.60)
—p2 < T < P2

las cuales se muestran en la figura (4.11).
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CAPITULO 4. EXPLICACION TEORICA DE LA SIMULACION UTILIZANDO
TRANSFORMADA DE FOURIER
4.3. APROXIMACION AL CASO CONTINUO

y
A
P1 /—\&
'\j > X
S

Figura 4.11: Regiones que forman dos circulos de diferentes radios.

Si restamos la segunda region de la primera se obtiene una circunferencia con un ancho
de 0.1mm (figura 4.12)

Figura 4.12: Abertura cuya forma es una circunferencia de 0.5mm de radio y cuyo ancho es de 0.1mm.

Aplicando la transformada de Fourier al contorno anterior y calculando el mdédulo al




CAPITULO 4. EXPLICACION TEORICA DE LA SIMULACION UTILIZANDO
TRANSFORMADA DE FOURIER
4.3. APROXIMACION AL CASO CONTINUO

cuadrado, el patrén de difraccion resultante es

Figura 4.13: Patrén de difraccién de una rendija cuya forma es una circunferencia de 0.5mm de radio y cuyo ancho
es de 0.1mm.

Se puede notar que el patrén de difraccion de cada abertura es similar a los proporcionados
por los métodos anteriores cuando el nimero de rendijas es grande, sélo que hay un cambio

de escala.
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Capitulo 5

Resultados experimentales

5.1. Experimento basado en las condiciones de la simulacion

En los métodos mediante la superposiciéon de ondas, el uso de deltas de Dirac y el teo-
rema de muestreo se consideraban rendijas puntuales, el contorno de un cuadrado y de un
triangulo equilatero de 1mm de lado, una circunferencia de 1mm de diametro, una longitud
de onda de 633nm y una distancia del plano donde estaban distribuidas las rendijas al plano
de observacion de 2 metros; con ello se estaba trabajando en la regién de Fraunhofer. Fx-
perimentalmente, las rendijas no son puntuales. Para reproducir el experimento se trabajé
con rendijas circulares de aproximadamente 0.1mm de didmetro la misma longitud de onda
y distancia entre planos; sin embargo, recordando las ecuaciones que permiten calcular las

posiciones de los maximos o minimos de intensidad para dos rendijas

nDX
Yoar = —. 5.1
= (51)
LD

se puede notar que para cualquiera de los contornos utilizados, al aumentar el niimero
de rendijas por lado y analizar un par de ellas, la distancia d va disminuyendo; por lo cual
Yiar v Ymin van aumentando, para que esto no suceda se debe modificar D; sin embargo
ésto lleva a una pérdida de energia, que provoca que no se puedan visualizar los patrones a

medida que la separacion entre rendijas disminuye. Por tanto este mecanismo no es viable.

Otro mecanismo anélogo para hacer la observacién en la regién de Fraunhofer, es utilizar

una lente, éste método se presenta a continuacion.
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CAPITULO 5. RESULTADOS EXPERIMENTALES
5.2. CONDICIONES DEL EXPERIMENTO MEDIANTE EL USO DE UNA LENTE

5.2. Condiciones del experimento mediante el uso de una lente

Se realizé el arreglo experimental mostrado en la figura (5.1), utilizando un laser con lon-
gitud de onda de 532nm, un espejo convexo para lograr una fuente puntual virtual de mayor
distancia, se colocaron las distintas mascaras (8.3 cm didmetro) con diferentes distribuciones
de rendijas circulares de 2mm de diametro, para luego pasar por la lente objetivo de 120mm
de didmetro y en la distancia focal (f) de 1m se observé el patrén de interferencia, para
registrarlo se utilizo una camara. El cambio en la longitud de onda usada se debe a que la
camara tiene mayor sensibilidad a A = 532nm, este cambio provoca una variacién de escala

1
en un factor de 37

Mascara con rendijas circulares

Fuente Puntual Sensor de camara

Lente
D=120mm
F#=8.3

Figura 5.1: Configuracién experimental.

5.3. Resultados experimentales para el contorno de un cuadrado

En tarjetas de pléastico circulares de 8.3cm de didmetro se perforaron cuatro rendijas
distribuidas en los vértices de un cuadrado de 4cm de lado; ademas de una, dos, tres ...
hasta nueve rendijas por lado aparte de los vértices. Al colocar las tarjetas se obtuvieron los
siguientes patrones de interferencia denotados por a; donde 7 es el nimero de rendijas por
lado
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5.3. RESULTADOS EXPERIMENTALES PARA EL CONTORNO DE UN CUADRADO
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CAPITULO 5. RESULTADOS EXPERIMENTALES
5.3. RESULTADOS EXPERIMENTALES PARA EL CONTORNO DE UN CUADRADO

-
- - -
LA IR ITIRL )
-

ag ) a, )

Figura 5.2: Patrones de interferencia obtenidos experimentalmente para rendijas en los vértices de un cuadrado
ademads de una, dos, ..., nueve rendijas por lado.

Al comparar cada patréon de interferencia con los proporcionados por los tres métodos,
se encuentra que son similares de forma cualitativa. Al comparar el resultado para nueve

rendijas con la abertura continua, también se encuentra que son similares.




CAPITULO 5. RESULTADOS EXPERIMENTALES
5.4. RESULTADOS EXPERIMENTALES PARA EL. CONTORNO DE UN TRIANGULO EQUILATERO

5.4. Resultados experimentales para el contorno de un triangulo

equilatero

Para el contorno de un triangulo de 5em de lado, perforando rendijas en los vértices,
luego con una, dos... hasta once rendijas por lado se obtuvieron los siguientes patrones de

interferencia denotados por a; donde i es el nimero de rendijas por lado

97



CAPITULO 5. RESULTADOS EXPERIMENTALES
5.4. RESULTADOS EXPERIMENTALES PARA EL CONTORNO DE UN TRIANGULO EQUILATERO

98




CAPITULO 5. RESULTADOS EXPERIMENTALES
5.4. RESULTADOS EXPERIMENTALES PARA EL. CONTORNO DE UN TRIANGULO EQUILATERO

Qo) Q1)

Figura 5.3: Patrones de interferencia obtenidos experimentalmente para rendijas ubicadas en los vértices ademés de
una, dos, ..., once por lado.

Al comparar cada patron de interferencia con los proporcionados mediante superposiciéon
de ondas y deltas de Dirac, se encuentra que son similares de forma cualitativa. Al comparar
el resultado para once rendijas con la abertura continua, también se encuentra que son

similares.
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5.5. RESULTADOS EXPERIMENTALES PARA UNA CIRCUNFERENCIA

5.5. Resultados experimentales para una circunferencia

Para una circunferencia de diametro igual a la diagonal del cuadrado se perforaron cinco
rendijas hasta 25 y luego 50, se obtuvieron los siguientes patrones de interferencia denotados

por a; donde 7 + 5 es el nimero de rendijas
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5.5. RESULTADOS EXPERIMENTALES PARA UNA CIRCUNFERENCIA
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5.5. RESULTADOS EXPERIMENTALES PARA UNA CIRCUNFERENCIA

Qq9 ) agq )

a; ) a;3)

(y4) a;s)
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5.5. RESULTADOS EXPERIMENTALES PARA UNA CIRCUNFERENCIA

Q6 ) az)

Q) ay9)

ayp ) azq)

Figura 5.4: Patrones de interferencia obtenidos experimentalmente para 1, 2,..., 25 y 50 rendijas ubicadas en una circunferencia.
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5.5. RESULTADOS EXPERIMENTALES PARA UNA CIRCUNFERENCIA

Al comparar cada patron de interferencia con los proporcionados mediante superposicion
de ondas y deltas de Dirac, se encuentra que son similares de forma cualitativa. Al comparar
el resultado para cincuenta rendijas con la abertura anular, también se encuentra similaridad.

La variacion en la longitud del lado del cuadrado, del triangulo y el diametro de la circun-
ferencia se debe a que tanto el tridngulo como el cuadrado estan inscritos en la circunferencia;
sin embargo, la escala se mantiene, ya que los angulos que se forman son menores a 5° y se
permanece en la regiéon de Fraunhofer.

Como en el experimento se tienen rendijas circulares, en todos los patrones aparece una
envolvente correspondiente al patréon de difraccion de una abertura circular, mientras que

para las simulaciones, la region graficada es sélo una parte de un plano infinito.
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Capitulo 6

Conclusiones

= Se cred un sistema para ubicar las coordenadas de las rendijas de manera sencilla segiin
el contorno, cabe mencionar que aunque se trabajo con simetria respecto a uno o ambos
ejes, la notacién usada en las coordenadas permite que el contorno se ubique en cualquier

parte del plano.

= Dadas las condiciones del algoritmo, se trabaja en la regiéon de Fraunhofer por ello se
presentan las alternativas que hacen uso de la transformada de Fourier; esto es, por
medio de deltas de Dirac o bien el método utilizando teorema del muestreo, donde las
sumatorias incluidas en la irradiancia tienen forma conocida. Ademas se ha verificado
que los resultados obtenidos por ambas alternativas son similares a los obtenidos con el

método establecido inicialmente.

= El método establecido en este trabajo mediante la superposicién de ondas para encontrar
patrones de interferencia se puede comparar con el uso de la transformada de Fourier
cuando las rendijas se representan por medio de deltas de Dirac o bien con el muestreo

de una abertura continua.

= El método establecido y el uso de deltas de Dirac para describir las rendijas proporcionan
un patrén de interferencia, mientras que el uso del teorema del muestreo proporciona

un patron de difracciéon ya que se parte de una abertura continua.

» Cuando se consideran n- rendijas consecutivas, donde n es grande, el patron de inter-
ferencia resultante es similar al patron de difracciéon proporcionado por una abertura

continua.

= El modelo inicial considerando una onda esférica, se puede adaptar no sélo al campo

lejano.

= Si se desea conocer cualitativamente el patron de difraccion de una abertura continua
(un contorno) sélo basta con perforar rendijas consecutivas que obedezcan la forma del

contorno deseado y con ello se obtendra el patrén buscado. Esto es mds accesible ya
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CAPITULO 6. CONCLUSIONES

que si se desea realizar un contorno continuo se requiere que el contorno transparente

se encuentre en un material oscuro o viceversa.

En el algoritmo presentado se manejaron medidas en milimetros en cuanto al contorno
y a las rendijas, las cuales son complicadas de lograr con precisién en el experimento;
sin embargo, gracias al uso de una lente de longitud focal de 1m en la configuracion
experimental mostrada, los contornos y rendijas pueden tomar medidas mas grandes

(cm).

Aunque se realiza este cambio de escala en las medidas del experimento, los resultados

experimentales concuerdan con las simulaciones.
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Cddigos
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APENDICE A. CODIGOS

(*# Cédigo por superposicién de

ondas para el contorno de un cuadradox)
Clear["Global'=*"]

(#*n-1 indica el numero de rendijas por lado,
cuando se buscan 0 rendijas por
lado sélo se tienen los vértives y n=1x)

(#*nd es el numero de decimales que se deseanx)
nd =10;
A=N[633/10°, nd];

27
T

n=10;
A=1;

xa =N[-1/2000, nd]
xg = N[1/2000, nd];
ya =N[-1/2000, nd];
yr = N[1/2000, nd];

zZ=2;

viu_, v_] := {u, v, z}

Plim_] = {mns 2y o)

P2 [m_] {XB z (XB_XA) r YB/ 0}

P3[m_] := {xa, ya- M, 0}
n

Paln_] := {xs, ya+ m(¥s-¥a) 0}

n

9.926043139x10°
-0.0005000000000

Table[{Pl[m], P2[m], P3[m], P4[m]}, {m, O, n-1}];
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APENDICE A. CODIGOS

2 | Por superpOSTCIOT T OTOES COSAT a0 TTD

ListPointPlot3D]|
Table[{Pl1[m], P2[m], P3[m], P4[m]}, {m, O, n-1}],
Axes -» False, Boxed - False, Background - Black,
PlotStyle » PointSize[.03]]

rl[u_, v_, m_] := v[u, v] - P1[m]
r2[u_, v_, m_] := v[u, v] - P2[m]
r3[u_, v_, m_] := v[u, v] - P3[m]
rdfu_, v_, m_] := v[u, v] - P4[m]
(*Normasx*)

rlN[u_, v_, m_] :=Norm[rl[u, v,
r2N[u_, v_, m_] :=Norm[r2[u, v,
r3N[u_, v_, m_] :=Norm[r3[u, Vv,
rd4N[u_, v_, m_] := Norm[r4[u, v,

(*Camposx*)

m]]
m] ]
m]]
m]]




APENDICE A. CODIGOS

POT SUDCTPOSICION O onaas cuaarado.no. | 3

EFl[u_, v_, m_] := A et (k¥IN[u,v,m])
EF2[u_, v_, m_] := A et (k*2N[u,v,m])
EF3[u_, v_, m_] := Ae® (k=3Nu,v.m)
EF4[u_, v_, m_] := A et kz4Nlu,v.m])

(¥Campo totalx)

EFT[u_, v_] := Sum[EFl[u, v, m], {m, 0, n-1}] +
Sum[EF2[u, v, m], {m, O, n-1}] + Sum[EF3[u, v, m],
{m, 0, n-1}] + Sum[EF4[u, v, m], {m, 0, n-1}]

(#*Irradianciax)

EFTN = Abs [EFT [u, v]]?;

ET = Table [EFTN, {v, -1.5107%, 1.5x107?, 8x107%},
{u, -1.5102, 1.5x107%, 8x107°}];

ListDensityPlot[ET, PlotRange -» All,
Frame -» False, ColorFunction - "SunsetColors"]
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APENDICE A. CODIGOS

(#+ Cédigo por superposicién de ondas para

el contorno de un tridngulo equilaterox)
Clear["Global'*"]
(#*n-1 indica el numero de rendijas por lado,
cuando se buscan 0 rendijas por

lado sélo se tienen los vértives y n=1x%)
(*nd es el numero de decimales que se deseanx)
nd = 10;
A=N[633/10° nd];

27
= N
n=12;
A=1;

xa =N[-1/2000, nd];
xg = N[1/2000, nd];
ya =N[-1/2000, nd];
yer = N[-1/2000, nd];
Xc = N[0, nd];

= +
Yc =¥Ya 2000
z=2;
V[u_r V_] °= {ul v, Z}
m (Xp - Xa)
Pl[m_] .= {xA+ - ¥Ya, 0}
n
P2[m_] :=
m (Xp - Xc) Yc-¥B m (Xp - Xc)
{XB- ’ Xp—- —— —Xp| +¥B, 0}
n Xc - Xp n
m (%Xc - X
P3[m_ ] :z{XC_M,
n
Yc-¥Ya m (Xc - Xa)
| |¥c- 7/ - Xa| +¥Ya, 0}
Xc - Xa n

Table[{P1l[m], P2[m], P3[m]}, {m, O, n-1}];
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2 | Por SUPETDUSTCIOT T OTTOTS TITaTTg IO T

ListPointPlot3D[Table[{P1l[m], P2[m], P3[m]}, {m, O, n-1}],
Axes -» False, Boxed -» False, Background - Black,
PlotStyle » PointSize[.03]]

rl[u_, v_, m_] :

v[u, v] - P1[m]
v[u, v] - P2[m]
v[u, v] - P3[m]

r2[u_, v_, m_] :

r3[u_, v_, m_] :

(*Normasx)

rlN[u_, v_, m_] :=Norm[rl[u, v, m]]
r2N[u_, v_, m_] :=Norm[r2[u, v, m]]
r3N[u_, v_, m_] :=Norm[r3[u, v, m]]
(*Camposx*)

EFl[u_, v_, m_] := A el (k¥IN[u,v,m])
EF2[u_, v_, m_] := A et k*2N[u,v,m])
EF3[u_, v_, m_] := A el (k#3N[u,v,m])

(*Campo totalx)
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POT SUPCTPOSICION Og onaas tanguo.no. 1.3

EFT[u_, v_] := Sum[EFl[u, v, m], {m, 0, n-1}] +
Sum[EF2[u, v, m], {m, O, n-1}] +
Sum[EF3[u, v, m], {m, 0, n-1}]

(#*Irradianciax)

EFTN = Abs [EFT [u, v]]?;

ET = Table [EFTN, {v, -1.5107%, 1.5x107%, 8x107%},
{u, -1.5107%, 1.5x107%, 8x107°}];

ListDensityPlot[ET, PlotRange -» All,
Frame -» {{False, False}, {False, False}},

ColorFunction -» "SunsetColors"]
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APENDICE A. CODIGOS

(* Cédigo por superposicién

de ondas para la circunferenciax)
Clear["Global'*"]

(#*n indica el numero de rendijas x)

(*nd es el numero de decimales que se deseanx)

nd = 10;

A=N[633/10°, nd];
27r'

=5

n =50;

A=1;

p=N[1/2000, nd];
27

q= —;
n

z=2;

viu_, v_] :={u, v, z}

Pl[m_] := {pCos[mgq], pSin[mq], 0}

nreo- Table[P1[m], {m, 0, n-1}];
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2 | Por superpOSTCIOTT T OTOES CITCUIOTTD

APENDICE A. CODIGOS

wsop- ListPointPlot3D [Table[P1[m], {m, O, n-1}],

Axes -» False, Boxed -» False,
Background -» Black, PlotStyle » PointSize[.03],
ColorFunction » (RGBColor[l-#, #, 1] &)]

rl[u_, v_, m_] := v[u, v] - P1[m]
(*Normax)

rlN[u_, v_, m_] :=Norm[rl[u, v, m]]
(*Campox*)

EF[u , v, m ] :=Aei (k xlN[u,v,m])

(*Campo totalx)

EFT[u_, v_] := Sum[EF[u, v, m], {m, O, n-1}]

(#*Irradianciax)

EFNT = Abs [EFT [u, v]]?;
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APENDICE A. CODIGOS

POT SUPCTPOSICION O onaas creuio.ny. 13

In758) ET=Table[EFNT, {v, -1.51072, 1.5x1072, 8><10"—5},
{u, -1.51072, 1.5x107?, 8><10"—5}];

nrso- ListDensityPlot [ET, PlotRange -» All,
Frame -» {{False, False}, {False, False}},

ColorFunction -» "SunsetColors"]
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APENDICE A. CODIGOS

(*Algoritmo con deltas de Dirac
para el contorno de un cuadradox)

Clear["Global'=*"]

(#*n-1 indica el numero de rendijas por lado,
cuando se buscan cero rendijas por lado,
sbélo quedan los vértices y n=1x%)

nd = 10;
A=N[633/10° nd];
27r'
=
n=10;

xp = N[-1/2000, nd];
xg = N[1/2000, nd];
ya =N[-1/2000, nd];
ys = N[1/2000, nd];

z=2;
clm_, u_, v_] :=2Cos[k/z (u (xA+ M] + vyA) ] +
n
2Cos[k/z (uxA+ v (yB— M]) ]
n
ied[u_, v_] :=Sum[c[m, u, v], {m, 0, n-1}]

icd[u, v];
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2 | algormmoTOTTOTIESpATSTITD

Plot3D[icd[u, v], {v, -1.5107%, 1.5x107%},
{u, -1.51072, 1.5><10'2}, ColorFunctionaHue]

ict = Abs[icd[u, v]]1?;

DensityPlot[ict, {v, -1.5107%, 1.5x107?},
{u, -1.51072, 1.5« 10'2} , PlotRange - All,
ColorFunction -» "BlueGreenYellow", PlotPoints -» 150,
Frame -» {{False, False}, {False, False} }]
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APENDICE A. CODIGOS

(*Algoritmo con deltas de Dirac para

el contorno de un tridngulo equilaterox)

Clear["Global'=*"]

(#*n-1 indica el numero de rendijas por lado,
cuando se buscan cero rendijas por lado,

sbélo quedan los vértices y n=1x%)
nd = 10;
A=N[633/10°, nd];

27

- ’

A
n=12;
xp = N[-1/2000, nd];
xg = N[1/2000, nd];
ya =N[-1/2000, nd];
%X, = N[0, nd];

=ya+
Yec = ¥Ya 2000

z=2;

tfu_, v_, m_] :=

eoiy (v (e O v yn) | ok T (u (e B ev (G50) (e

i (o (e ) b (B2 (e 2 )y

@ z n Xo-Xa

ptlu_, v_] :=Sum[t[u, v, m], {m, 0, n-1}]

In[236] pt [0 ’ 0] ;

In[23

7)=

ws- ipt = Abs [pt[u, v]]2;

+
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APENDICE A. CODIGOS

2 | algormITOTOTE ST IO P TSI

w0~ DensityPlot[ipt, {v, -1.5107%, 1.5x107%},
{u, -1.51072, 1.5« 10'2} , PlotRange - All,
ColorFunction -» "BlueGreenYellow", PlotPoints -» 180,
Frame -» {{False, False}, {False, False} }]

Out[239]

In[240]
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APENDICE A. CODIGOS

(¥*Algoritmo con deltas de Dirac para una circunferenciax)

Clear["Global'=*"]

(*n indica el numero de rendijas, empieza en 5%)

nd = 10;
A=N[633/10°, nd];
2
=5
n=50;
z=2;
rt =N[1/2000, nd];
27
q= —7
n
-ik
de[m_, u_, v_] :=e=

(urtCos[mqg]+vrtSin[mq])

dcl[u_, v_] := Sum[dc[m, u, v], {m, 0, n-1}]

- del [u, v];
wwe- idel = Abs[del[u, v]]?;
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APENDICE A. CODIGOS

2 | algormmToTOTTETTISCITTTID

«- DensityPlot[idel, {v, -1.5107%, 1.5x107?},
{u, -1.5102, 1.5x107?}, PlotRange - All,
PlotPoints » 200, Frame -» {{False, False}, {False, False} }]

out[379]=
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(*mueestreo para el contorno de un cuadradox)
Clear["Global'*"]

(#*n-1 indica el numero de rendijas por lado,
empieza en 1 *)

nd = 10;
A=N[633/10°, nd];
n=10;

xa =N[-1/2000, nd];
xp = N[1/2000, nd];
ya =N[-1/2000, nd];
yer = N[1/2000, nd];
X, =N[1/1000, nd];
Yw = N[1/1000, nd];
z=2;

n n _i2 jn ln
In[107]:= cl[j_, l_, u_, V_] e = 2xW [ ] [ ] @ . "(XE'XA XA+YB'YA YA)

Xp - Xa YB - ¥Ya
_ u jn > i
Slnc[ﬂ'xw (; - XB—XA)] Cos[ﬂyw (Az ) YB_YA]] '
2] ) e
Xp - Xp Y- ¥Ya
. v 1n u jn
Slnc[ﬂ'yw [; - YB_YA)] Cos[ﬂ Xy (; - XB‘XA)]

nios- sel[u_, v_] :=Sum[el[]j, 1, u, v], {j, -8, 8}, {1, -8, 8}]
scl[u, v];

In[110]):=
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2 | cuadTEUTTETETIIESTESOOTE VO =COPTE D

wi- isel = Abs[sel[u, v]]12;

DensityPlot[iscl, {v, -1.5107%, 1.5x107?},
{u, -1.5107%, 1.5x107?}, PlotRange - All,
PlotPoints -» 150, ColorFunction -» "BlueGreenYellow",
Frame -» {{False, False}, {False, False}}]

Out[112]
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