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Introduccion

Informalmente se llama Logica Proposicional Intuicionista a una logica que
codifican el razonamiento constructivo. Una prueba es constructiva cuando ofrece
un algoritmo para “construir” explicitamente su resultado.

Las Logicas Proposicionales Intermedias son conjuntos de férmulas cerrados
con respecto a modus ponens y substituciéon que son extensiones de la Logica
Proposicional Intuicionista y estan contenidas en la Logica Proposicional Clasica.
Estas logicas pueden caracterizarse mediante herramientas semanticas. Las se-
maéanticas més populares para las Logicas Intermedias son la seméantica algebraica
y la semantica de marcos de Kripke. La semantica algebraica tiene un rol funda-
mental, ya que toda Logica Proposicional Intermedia se caracteriza mediante una
semantica algebraica. La seméantica de Kripke se introdujo para estudiar sistemas
modales y posteriormente se presenté como una buena herramienta para describir
Logicas Proposicionales Intermedias. Una desventaja es que, a diferencia de la
semantica algebraica, no toda Loégica Proposicional Intermedia puede ser carac-
terizada via una seméntica de Kripke. En el capitulo 4 se presenta un ejemplo de

una Loégica Proposicional Intermedia que no es caracterizada por una seméantica
de Kripke.

El objetivo principal de esta tesis es buscar una condicion suficiente para que
algunas Logicas Intermedias sean caracterizadas por una seméntica de Kripke.

En el Capitulo 1 presentamos la nociéon de semantica, posteriormente se plantea
como la mateméatica hace uso de la semantica en el estudio de diversas teorias,
siendo de nuestro interés la Logica Matematica finalmente presentamos ejemplos
de seménticas sin profundizar més en el tema.

En el Capitulo 2 fijamos un Lenguaje proposicional que contiene conectivos y
variables proposicionales para después definir una Logica Proposicional. Nuestro
interés se centra en el estudio de las Logicas Proposicionales Intermedias para ello
es necesario definir a la Logica Proposicional Intuicionista y Clasica, para concluir
este capitulo damos ejemplos de algunas Logicas Proposicionales Intermedias.

El Capitulo 3 se enfoca al estudio de la seméantica algebraica, comenzaremos
examinando las algebras como un tipo de lenguaje y analizamos el Teorema de
Birkhoff que relaciona a las variedades con las clases ecuacionales. Después pre-
sentamos el concepto de reticula, exponiendo algunos resultados y ejemplos. A
continuacion se introduce la nocién de filtro sobre reticulas exponiendo algunos
resultados necesarios para nuestro resultado principal. Introducimos la definicién
de algebra de Heyting y se exponen algunas propiedades relevantes de las mismas.
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Posteriormente se enuncia la caracterizacion algebraica de las logicas que estamos
estudiando a partir de estructuras algebraicas que reciben el nombre de varieda-
des. Por tltimo se extiende la seméntica algebraica de la Logica Proposicional
Intuicionista a todas las Logicas Proposicionales Intermedias.

El Capitulo 4 se dedica al estudio de la semantica de Kripke, ahi introdu-
cimos la nociéon de marco de Kripke y modelo de Kripke, ademas enunciamos
algunas propiedades interesantes como son: completez, separabilidad y canonici-
dad. Se concluye el capitulo presentando algunos ejemplos de logicas intermedias
y exponeniendo los modelos mediante los cuales cada logica queda caracterizada.

Finalmente en el Capitulo 5 mostramos que la relacién entre semantica alge-
braica y de Kripke no es casual, ya que existe una analogia entre ellas. Concluimos
el capitulo siguiendo la técnica propuesta por Fitting en [13] para caracterizar a
las Logicas Intermedias.

Al final de la tesis se incluyen algunos apéndices complementarios. En el apén-
dice A se presenta un ejemplo de una logica no trivial caracterizada algebraica-
mente. En el apéndice B se presentan un ejemplo de un algebra de Heyting que no
es un algebra de Boole. En el apéndice C' se presentan las pruebas de las caracte-
rizaciones semanticas de la Logica de Scott y la Logica Anti-Scott. Por tltimo, en
el apéndice D presentamos un listado de las Logicas Proposicionales Intermedias
presentadas en la tesis.

Miguel Pérez Gaspar

Facultad de Ciencias Fisico Matematicas, BUAP
Puebla, Puebla, México

Noviembre 2014
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Capitulo 1

. Qué es una Semantica?

El término semantica (del griego semantikos, “lo que tiene significado”) se re-
fiere a los aspectos del significado, sentido o interpretacion de signos lingiiisticos
como simbolos, palabras, expresiones o representaciones formales. En principio
cualquier medio de expresion (lenguaje formal o natural) admite una correspon-
dencia entre expresiones de simbolos o palabras y situaciones o conjuntos de cosas
que se encuentran en el mundo fisico o abstracto que puede ser descrito por dicho
medio de expresion.

En matematicas la seméantica es tratada por la teoria de modelos que se encar-
ga del estudio de (clases de) estructuras mateméticas tales como grupos, campos,
grafos, o incluso universos de teoria de conjuntos, en relaciéon con las teorias axio-
maéticas y la logica matematica, en este tltimo contexto hablaremos de semanticas.

Informalmente una teoria matematica esta formada por un conjunto de teo-
remas y axiomas. Los teoremas son proposiciones légicamente deducibles de los
axiomas. En el enfoque moderno, las teorias se conciben como un conjunto de
proposiciones expresables en un cierto lenguaje formal que recoge explicitamente
el conjunto de simbolos de la teoria, los axiomas y las reglas de deduccion.

1.1. Ejemplos de Semanticas

Una manera de estudiar una Teoria matematica es a través de una semantica
para la misma. La semantica ayuda a resolver problemas que con Teoria de prueba
son muy complejos o intratables. Existen diversos tipos de semanticas conocidas,
ejemplos de semanticas son: tablas de verdad, tablas analiticas o tableaux, arboles
semanticos, semantica algebraica y semantica de Kripke, siendo estas dos ultimas
las seménticas de nuestro interés y se estudiaran con mayor detalle en los capitulos
3 y 4 respectivamente.
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1.1.1. Tablas de Verdad

La tabla de verdad de una formula! ¢ es una tabla en la que se presentan
todas las posibles “interpretaciones” de las variables proposicionales que forman
a la formula y dependiendo del comportamiento de los conectivos se obtien el
valor de verdad de la féormula completa para cada interpretacion. En la logica
proposicional, los conectivos logicos se tratan como funciones de verdad. Es decir,
como funciones que toman conjuntos de valores de verdad y devuelven valores
de verdad. El significado de cada conectivo logico puede ilustrarse mediante una
tabla que muestre los valores de verdad que la funcién devuelve frente a todas las
combinaciones posibles de valores de verdad.

En las tablas que tenemos a continuacién podemos observar el comportamiento
de los conectivos de la logica clasica.

Conjunciéon

= N R R
e Y A NS

Disyuncion

o o S
et ey

Condicional

N N ]
ot

Negacion p | —p
t| f
f| t

Tabla 1.1: Tablas de verdad de la Logica Clésica.

!Una férmula es una cadena de caracteres o palabra generada segiin una gramatica formal a
partir de un alfabeto dado. Definiremos de manera formal a una férmula en el capitulo 2.
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1.1.2. Tablas Analiticas o Tableaux
Supongamos que queremos determinar si la férmula:
p=((p—q9) —p —p

conocida como la Ley de Pierce es valida o no en Logica Clésica. Supongamos que
es falsa y comenzamos la construccion de un tableaux que consiste en dos partes.

1. Del lado izquierdo ponemos aquellas subférmulas de ¢ que deben ser verda-
deras.

2. Del lado derecho ponemos las subféormulas de ¢ que deben ser falsas.

La tabla de verdad para la implicaciéon nos dice que ¢ es falsa si y solo si
((p = q) — p) es verdadera y p falsa. Asi ponemos a la primer subformula del
lado izquierdo y la segunda del lado derecho.

(p—4q)—p)—0p
(p—=q)—p|p

Ahora ((p — q) — p) es verdadera, tenemos dos posibilidades o bien, hacemos
p verdadera o hacemos (p — ¢q) falsa. Asi el tableaux se extiende en dos formas:

(p—aq)—p) —p
(p—4q) —p)
p

((p = q) = p) 1(9

pPlg

En ambos tableaux tenemos que p es verdadera y falsa simultaneamente, lo
cual es una contradiccion. Por lo tanto no existe un contramodelo para ¢ y asi

p=((p—q —p —p

es valida en Logica Clasica.

Mas formalmente una semantica de tableaux en un lenguaje £ es un par
t = (IA) donde I' y A son conjuntos de formulas de £, ademés I' contiene
todas las formulas verdaderas (la parte izquierda de un tableaux) y A todas las
formulas falsas (la parte derecha de un tableaux). Para un estudio méas profundo
de semantica de tableaux véase [8].
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1.1.3. Arboles Semanticos

Un arbol seméantico es una sucesion de formulas llamadas ramas o trayectorias
generadas, a partir de un conjunto de férmulas no vacio, por aplicaciéon de reglas
bésicas. El método de demostracion por contradicciéon permite utilizar los arboles
semanticos para comprobar si una proposicion es vélida o no.

t(p A ) (o A )

t'@ A~
o fo fib
tp V) £V 1)
P |
to  ty E’Z
t(p — 1) (o — ¥)
A~ '
£ tw o
t(p < ¥) (i ¢ 1)
P A~
to fp ty fo
ty £ i)t
t(—p) f(ﬂ.w)
féo ty

Figura 1.1: Reglas Basicas de Tabla para la Logica Proposicional Clasica.

Definicion 1.1. Una formula con asignacion es una expresion de la forma tp o
fo, donde ¢ es una formula.



1.1 Ejemplos de Seméanticas 5

Definicion 1.2. Una tabla con asignacion es un drbol binario T, donde cada nodo
consiste de una formula con asignacion.

En caso de que las féormulas que se presentan en cada nodo sean sin asigna-
ciéon, diremos que el drbol 7 es una tabla sin asignacién. Anélogo a la definicion
de valores de verdad de formulas que involucran conectivos, definiremos las reglas
basicas de tablas de asignacion para féormulas, las cuales quedan en realidad de-
terminadas por las tablas de valuacion. Las reglas para la logica proposicional se
presentan en la Figura 1.1.

Definicion 1.3. Sean ¢4, . .., @, un conjunto finito de formulas con asignacion.
Una tabla que inicia con ¢y, ..., o, es una tabla que se obtiene a partir de aplicar
repetidamente las reglas de tabla.

Es posible establecer una relacion de orden parcial de la siguiente manera
¢ < 1) en caso de que ) se obtiene a partir de ¢ mediante la aplicaciéon de una o
més reglas de tabla.

1. Diremos que una trayectoria de un arbol es cerrada si contiene simultanea-
mente un par de formulas de la forma ty y fip.

2. Diremos que un arbol es cerrado si cada una de sus trayectorias lo es. En
otro caso, diremos que la trayectoria es abierta.

3. Para verificar que una féormula ¢ es valida, se elabora una tabla que inicia con
F. Si todas las trayectorias del arbol son cerradas, entonces ¢ es Igicamente
valida.

Para una mayor referencia acerca de arboles semanticos consultar, [27].

Ejemplo 1.4. Ejemplo de una tabla abierta.

t((902 —> (901A902)) % ©1)
<P2 — ﬁ%

/\

/\ f\
flpa = (1 A p2)) o 1
| T

oo tor flp2 = (1 A p2))
flo1 A p2) |
P tpo
for o fon o
N

foo for
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Capitulo 2

Logicas Intermedias

2.1. El Origen de las Légicas Intermedias

Los principios fundamentales de la deduccion logica fueron establecidos por
Aristoteles hace més de 2300 anos. Estos principios son tres: identidad, el tercero
excluido y la no-contradiccion.

El principio de identidad afirma que todo objeto es igual a si mismo: A es A.
De P siempre se infiere P.

El principio del tercero excluido la logica tradicional lo formul6 asi: o bien P
es verdadera, o bien su negacion (—P) lo es.

Segiin el principio de no-contradiccién ninguna cosa puede ser y no ser: Dos
proposiciones contradictorias P y =P no pueden ser ambas verdaderas.

Estos principios fundamentales de la logica se identificaron con las leyes del
pensamiento y, por lo tanto, no se cuestionaban. Asi como la geometria eucli-
diana era la tinica geometria evidentemente posible y asombraba por su exacta
aplicabilidad a la realidad, estas leyes aristotélicas describian con exactitud la que
parecia ser la inica manera correcta de pensar. Sin embargo, en la primera mitad
del siglo X1X, después de una complicada serie de pruebas e intentos al rededor
del famoso postulado de las paralelas (postulado 5 del Libro I de Euclides), el
matemaético ruso Nicolas Ivanovich Lobachevski construydé una geometria en la
que resultaba falso el quinto postulado de Euclides. El descenso de la geometria
euclidiana como categoria de “Gnica” mino6 el estatus de invulnerabilidad del que
gozaba la logica clasica, pues algunos loégicos comenzaron a pensar que, aiin cuan-
do estas tres sencillas leyes correspondiesen con exactitud a nuestra manera de
razonar, eso no las revestia de algtin caracter especial.

En la Logica proposicional clésica todo enunciado tiene uno y sélo un valor
de verdad que se elige entre dos posibles valores de verdad: verdadero o falso. El
principio del tercero excluido hace a la logica una logica bivalente. A principios
de los anos veinte, algunos légicos como Emil Post, Jan Lukasiewicz junto con
Alfred Tarski hicieron a un lado el principio del tercero excluido y mostraron que
era posible construir sistemas logicos trivalentes perfectamente consistentes. Junto
a estas logicas trivalentes que se presentaron como extensiones semanticas de la
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logica clasica apareci6é una en especial a la que denominaron Logica Intuicionista,
la cual fue construida por el matemético y filésofo holandés Luitzen Egbertus Jan
Brouwer.

La logica intuicionista no niega el principio del tercero excluido ni evita la
introduccion de la doble negacion, por ejemplo:

(Vo) ¥y o= ()

son demostrables en intuicionismo. Sin embargo,

(eV=p) vy =(mp) =

no lo son. Més atn, la triple negaciéon de una proposicion si es equivalente a su
negacion, =(—(—¢)) > —p.

A continuacion fijaremos un lenguaje proposicional para posteriormente definir
una Loégica Proposicional y subsecuentemente definir a las Logicas Intermedias
que son extensiones de la Logica Intuicionista. Dichas Logicas Intermedias seran
el principal interés a lo largo de la tesis.

Sea ) un conjunto numerable de variables proposicionales, entonces fijamos un
lenguaje proposicional £y, que contiene conectivos proposicionales (A, V, —,—).
Las formulas de £y son definidas de manera recursiva como es usual.! El conjunto
de férmulas de £y se denota mediante FORM.

Dada una formula ¢, Var(y) denota el conjunto (finito) de variables propo-
sicionales que ocurren en ¢. Si Var(p) C V, donde V' C V, es decir V es un
conjunto de variables proposicionales, decimos que ¢ es una V-férmula.

Una substituciéon ¢ es una funciéon de V a FORM; op denota la férmula
obtenida por reemplazar cada variable proposicional p que ocurre en ¢ con la
formula op.

Definicion 2.1. Una Logica Proposicional L en el lenguaje Ly es cualquier
conjunto de formulas L del lenguaje Ly que satisface las siguientes condiciones:

1. L es cerrado bajo la regla Modus Ponens (MP): ¢ es consecuencia directa
de p =Py @.;

2. L es cerrado bajo la regla de substitucion.

Observacion 2.2. También puede decirse que una logica proposicional L consiste
de:

1. Un conjunto numerable de simbolos V. Una sucesion finita de simbolos es
llamada una expresion.

2. Un subconjunto del conjunto de expresiones llamado el conjunto de formulas
bien formadas.

'Para mas referencias sobre la construccion de formulas véase ([19],[29])
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3. Un conjunto de formulas bien formadas llamadas aziomas de L.

4. Un subcongunto finito de relaciones entre formulas bien formadas, llamadas
reglas de inferencia.

Definicién 2.3.

1. Una prueba en L es una sucesion de formulas 1, @, ..., 0 tal que para
cada i € {1,2,...,k} o bien ¢; es un axioma o ¢; es una consecuencia
directa de algunas formulas precedentes en la sucesion por virtud de aplicar
una regla de inferencia.

2. Un teorema de L es una formula ¢ tal que o es la dltima formula de alguna
prueba en L. Tal prueba es llamada una prueba de ¢ en L y lo denotamos
mediante b, ©.

Comenzamos con una logica basica llamada logica positiva, para mas referen-
cias de esta logica véase [23|. A partir de ahora todas las logicas que definiremos
tienen como regla de inferencia MP.

Definiciéon 2.4. La Légica Positiva (LP) es la logica proposicional en el len-
guaje Ly\{—} = {A\,V, =} es definida mediante el siguiente conjunto de axiomas:

Posl: p — (¢ — p)

Pos2: (p—=(qg—71) = ((p—q — (p—7))
Pos3: pAqg—p

Posd: pAqg—¢q

Posb: p— (¢ = (p N q))

Pos6: p — (pV q)

Pos7: ¢ — (pV q)

Pos8 (p—r)—((g—7r)—=(pVg—r))

Ahora definimos algunas légicas que seran de importancia en el estudio de las
Logicas Intermedias.

Si consideramos a la logica proposicional positiva se puede extender en formas
distintas, por ejemplo:

Definicién 2.5. La Légica Proposicional Intuicionista (Int) es la ldgica pro-
posicional que se obtiene al agregar a la logica positiva los siguientes dos axiomas:

Intl: (p = q) = ((p = —~¢) = —p)

Int2: =p — (p — q)
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Definiciéon 2.6. La Ldgica Proposicional Cldsica (Cl) es la ldgica proposi-
cional que se obtiene al agregar a la logica positiva los siguientes axiomas:

Cll: =p— (p — q)
Cl2: (p— —p) — —p
Cl3: (=p—p) —0p

Existen distintas axiomatizaciones de Cly de Int como podemos ver en [19],
[29] pero hemos elegido estas que cuentan con la misma base de axiomas positivos.

Sabemos que la Logica Proposicional Intuicionista esta contenida propiamente
en la Logica Proposicional Clasica y anadiendo el principio del tercero excluido
¢V = a la primera obtenemos la segunda. Una pregunta natural es qué ocurre
con las logicas que se encuentran contenidas entre ambas.

Definicion 2.7. Una Logica Proposicional Intermedia L en el lenguaje Ly
es cualquier conjunto de formulas L del lenguaje Ly, que es una logica y satisface
que:

Int C L C CL

Dado que en este trabajo s6lo se consideran logicas proposicionales omitiremos
el adjetivo proposicional de ahora en adelante.

2.2. Ejemplos de Légicas Intermedias

Ejemplos de Logicas intermedias aparecen en la Tabla 2.1. LC se conoce como
la l6gica de Dummett, KP denota a la logica de Kreisel-Putnam, Bd; se conoce
como la logica de profundidad 1, finalmente T; denota una logica de Gabbay-de
John. Para una lista mas amplia de Logicas intermedias consultar el Capitulo 4.

Notacion 2.8. Sea A cualquier conjunto de formulas tal que A C CI1, entonces
Int + A denota la légica intermedia L que se obtiene al agregar las formulas de
A a Int. Las formulas en A son llamados axiomas adicionales o axiomas extras

de L.

LC = Int+(p—q) V(g—Dp)

KP = Int+(p—qVr)=(p—=qV(p—r)

Bd, = Int-+p V-p

Ty = Int+ ((po— p1) = p1) A((p1 = po) = po) = (po V 1)

Tabla 2.1: Algunas Loégicas Intermedias.
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Dado un conjunto V de variables proposicionales, LY denota el conjunto de
V-férmulas de FORM.

Sean dos conjuntos de formulas I' y A, la expresion I' F; A significa que
existen formulas @1, wo,..., 0, en I' vy ¥y, 09, ..., 1, en A tales que

PLA@2 A Ao = P Vi Voo Vb € L.

Observacion 2.9. Si una légica L es tal que L := Int + A con A finito, decimos
que L es finitamente axiomatizable.

La siguiente definicion caracteriza la finitud de las logicas intermedias, para
mas referencias véase [18].

Definicion 2.10. Una ldgica intermedia L es finita si y solo si la formula ¢, es
vdlida en ella para alginn > 2, en donde ¢, = (V1 <> V)V (Y1 <> Y3)V. .. V(¢ <
Vn) V (P2 > P3) VooV (g < ) V (3 <> D) VoV (U1 4 ).

Hasta este momento tinicamente hemos definido el lenguaje en el que trabaja-
remos y las teorias o logicas que nos interesan.

Las definiciones que hemos dado han sido en términos axiomaticos por lo cual
definir si una féormula particular es un teorema de una logica implicaria encontrar
una prueba de la misma lo cual en ocasiones no es una tarea sencilla.

Para simplificar esta decision emplearemos la seméntica, especificamente las
seméanticas algebraicas que veremos a continuacion y las de tipo Kripke que vere-
mos en el capitulo 4.
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Capitulo 3

Semantica Algebraica

Para comprender la seméntica algebraica es necesario estudiar el concepto
de algebra, algunos ejemplos de &lgebras son estructuras como los Grupos o los
Anillos. Existen muchas propiedades y resultados formales entorno a las dlgebras.
Por ello en la primera seccion estudiaremos algunos elementos que conforman el
algebra universal. Siguiendo este estudio presentamos la definicion general de lo
que es una identidad, ya que dado un conjunto de identidades podemos definir
o axiomatizar una clase de algebras. Como un ejemplo particular de una clase
de algebras que se pueden axiomatizar tenemos a las algebras de Heyting, dichas
algebras describen algebraicamente a la 16gica intuicionista.

3.1. Elementos del Algebra Universal

En esta seccion se estudian las nociones méas generales y fundamentales del
algebra universal. Algunos ejemplos de estas nociones son las de homomorfismo e
isomorfismo entre algebras, dichos resultados que se aplican a todos los tipos de
algebras.

Usaremos la notacion y terminologia usada en [7] para esta seccion.

Definicion 3.1. Para un conjunto no vacio A y n un entero no negativo, defini-
mos:

Al: A° = {0},
A2: Paran >0, A" es el conjunto de n tuplas de elementos de A.

Definicion 3.2. Sea A un conjunto no vacio, una operacion finita en A es una
operacion de aridad n para algun entero no negativo n. Una operacion en A es
unaria, binaria o ternaria st su aridad es 1, 2 o 3, respectivamente.

Definicion 3.3. Un lenguaje de dlgebras (o tipo de dlgebras) es un conjunto
$ de simbolos funcionales tal que a cada f € § se le asigna un entero no negativo
n. Este entero es llamado la aridad (o rango) de f.

13
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El conjunto de simbolos funcionales de aridad n en § lo denotaremos por §,.

Definicién 3.4. Decimos que un dlgebra A es de tipo § si A = (A, fi1, fo, .-, fx),
donde A es un conjunto no vacio llamado universo (o conjunto fundamental) y
&8 f2 son llamadas operaciones fundamentales en A.

Observacion 3.5. Un dlgebra A es finita si |A| es finita y es llamada trivial si
|A| = 1.

Ejemplo 3.6.

1. Un Grupo es un dlgebra G = (G,-,71 /1) con una operacion binaria, unaria
y nula en donde las siquientes identidades' son verdaderas:
Gl: - (y-2)=(zv-y)- 2
G2: z-l=l-z~ux
G3: vz '~z l z=ra

2. Un Quasigrupo es un dlgebra Q = (Q, /,-,\, 1) con tres operaciones binarias
que satisfacen las siguientes identidades:

Ql: a\(x-y)=y, (v -yly~=x
Q2: x-(x\y)~y, (z/y)-y=ux

Definicion 3.7. Sea X un conjunto de objetos llamados variables. Sea § un tipo
de dlgebras. El conjunto T(X) de términos de tipo § sobre X es el conjunto
mds pequeno tal que:

TR1: X Ug, C T(X).
TR2: Sip1,pay...,pn € T(X) y f € §n, entonces la cadena f(py...pn) € T(X).

Para un simbolo funcional - usamos preferentemente la notacién de infijo, es
decir escribiremos p; - py en vez de -(py, pa).

Para p € T(X) usualmente escribimos p como p(z1,...,z,) para indicar que
las variables que ocurren en p estan entre 1, ..., z,. Un término p es de aridad n
si el nimero de variables que aparecen explicitamente en p es < n.

Ejemplo 3.8.

1. Si § consiste de un simbolo funcional binario simple -, y X = {x,y,z},
entonces x, y, z, x -y, x - (y - z), (x-y) -z son algunos términos de tipo §
sobre X.

2. Sea § dotado de dos operaciones binarias + y -, y sea X = {x,y, 2z}, entonces
z,y, 2, - (y+2), (x-y)+ (z-2) son algunos términos de tipo § sobre X .

ILa nocién de identidad se presenta en una forma mas detallada en la seccion 3.2 de este
capitulo.
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Definiciéon 3.9. Dado un término p(xy, ..., x,) de tipo § sobre algin conjunto X
y dada un dlgebra A de tipo § definimos una funcion p® : A™ — A como sigue:

P1: Sip es una variable x;, entonces

pA<a17 ] 7an) = a;

para ai,...,a, € A. A p™ se le denomina la i-ésima proyeccion.

P2: Sip es de la forma f(p1(x1,...,20),...,0k(x1,...,2,)), donde f € Ty, en-
tonces
A

par, ... a,) = fApMay, ... an), ..., pi(ar, ... ay)).

En particular si p = f € §, entonces p* = fA - pA es el término funcion en A
correspondiente a el término p.

Definicion 3.10. Dado § y X, si T(X) # 0, entonces el dlgebra de términos
de tipo § sobre X, escrito T(X), tiene como su universo el conjunto T'(X), y las
operaciones fundamentales satisfacen

fT(X) : <p17 s >pn> = f(pb s 7pn)7
pa’ra’fESn Y pi ET(X)7 1 SZSn
Definicion 3.11. Supongamos que A y B son dos dlgebras de mismo tipo §. Una

funcion h : A — B es llamada homomorfismo de A a B si para cada f de
aridad n en § y cada sucesion aq,asq, ..., a, de A, se tiene que:

h(fA(a, ... an) = fB(h(ay),. .., h(an)).

Si h es una funcion sobreyectiva, entonces B se dice que es una imagen homomorfa
de A.

St h es inyectiva y sobreyectiva, entonces h es un isomorfismo de A a B. Decimos

que A es isomorfo a B, denotado mediante A = B, si existe un isomorfismo de
AaB

Definicion 3.12. Sea h : A — B un homomorfismo, entonces el Kernel de h,
escrito Ker(h) es definido como:

Ker(h) = {{a,b) € A* : h(a) = h(b)}.

Definicion 3.13. Sea € una clase de dlgebras de tipo § y sea U(X) un dlgebra
de tipo § que es generada por X. Si para cada A € € y para toda funcion

a: X — A

existe un homomorfismo

f:UX)— A
que extiende a « (es decir, f(z) = a(z) para x € X ), entonces decimos que U(X)
tiene la propiedad universal de funciones para € sobre X. El conjunto X es
llamado un conjunto de generadores libres de U(X) y U(X) se dice que es un
generador libre para X .
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Para la demostracion de los siguientes resultados, ver [7].

Lema 3.14. Supongamos que U(X) tiene la propiedad universal de funciones

para € sobre X, entonces, dados A € € y o : X — A, existe un unica extension
B de « tal que 5 es un homomorfismo de U(X) a A.

Teorema 3.15. Para cualquier tipo § y X conjunto de variables, donde X # 0,
si o = 0, el dlgebra de términos T(X) tiene la propiedad universal de funciones
para la clase de todas las dlgebras de tipo § sobre X.

Definicion 3.16. Sean A y B dos dlgebras del mismo tipo. Entonces B es subdl-
gebra de A si B C A y cada operacion fundamental en B es la restriccion de la
correspondiente operacion fundamental en A.

Definicion 3.17. Sean Ay y Ay dos dalgebras del mismo tipo §. Definimos al
producto directo A; x Ay como el dlgebra cuyo universo es el conjunto Ay X As
y tal que para cada f € F ya; € A1, a; € Ay, donde i € {1,2,...,n},

/ /

fAXA(<a1vall>7 AR <an’an>) = <fA1(a1’ Tt 7a7L)7fA2(al17 e "a’n)>’

Definicion 3.18. Sea (A;)ic; una familia indexada de dlgebras del mismo tipo §.
El producto directo A = [],.; Ai es un dlgebra con universo [[, ., A; y tal que

para f € yay,...,an € [[;c; As,
fAay, ... an)(i) = fA(ay(i),. .., an(4)), para cadai € 1.
Introducimos las siguientes clases de operadores entre algebras.
Definicion 3.19. Sea € una clase de dlgebras.
1. A € I(€) siy sdlo si A es isomorfo a algin miembro de €.
2. A € 5S(C) siysdlo si A es subdlgebra de algin miembro de €.
3. A€ H(€) siysolo si A es la imagen homomorfa de algin miembro de €.

4. A € P(€) siy solo si A es un producto directo de una familia no vacia de
dalgebras de €.

Notacién 3.20. Si@ O; y Oy son dos operadores entre dlgebras del mismo tipo
escribimos 010y para indicar la composicion de operadores.

Observacion 3.21. El simbolo < denota el orden parcial usual entre operadores,
es decir, O; < Oy si O1(€) C O4(€) para toda clase de dlgebras €. Un ejemplo de
estoesque Il < HylI <V.

Definicién 3.22.

1. Un operador es idempotente si O?> = OO0 = O.
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2. Una clase € de dlgebras es cerrada bajo un operador O, si O(€) C €.

Lema 3.23. Sea € una clase de dlgebras, entonces las siquientes desigualdades se
tienen: SH(C) < HS(C), PS(€) < SP(€) y PH(C) < HP(C). También H, S, IP
son iwdempotentes.

Demostracion. Veamos que SH(C) < HS(C).

Sean € una clase de algebras y A € SH(C).

Como A € SH(C) tenemos que A es subalgebra de algiin miembro de H(€), a
saber C € H(C), de esto C es una imagen homomorfa de algiin miembro de €, es
decir, existe h : B — C homomorfismo sobreyectivo, para algin B € €, entonces
A < h(B) = C. Por lo tanto h™*(A) < B, y como h(h™!(A)) = A, tenemos que
A € HS(C).

Ahora veamos que PS < SP.

Sean € una clase de élgebras y A € PS(€).

Como A € PS(C), implicamos que A = [],.; A; y para cada i € I, A; < B;.
Entonces [[,.; Aier < [];c; Bier, con lo cual A € SP(C).

De manera similar se verifica que: PH < HP, H> = H,S? =Sy (IP)> =IP. [

Definicion 3.24. Una clase € de dlgebras es llamada variedad si es cerrada
bajo subdlgebras, imdgenes homomorfas, y productos directos, es decir, S(€) C €,
H(€)c &y P Cce.

Definiciéon 3.25. Si € es una clase de dlgebras del mismo tipo, sea
V(€)= m{F : F variedad y € C F'}.

Decimos que V(€) es la variedad generada por €. Una variedad es finita-
mente generada si V' = V(&) para alguna clase finita de éalgebras €.

Teorema 3.26 (Tarski). Si V' es una variedad, entonces V.= HSP(V).

Demostracion. Por ser V una variedad se tiene que H(V)=S(V)=IP(V)=V
ademés I <V, entonces HSP < HSP(V) =V.

Ahora verifiquemos que para cualquier clase de dlgebras €, HSP(€) es cerrado
bajo imégenes homomorfas, subélgebras y productos directos.

Del Lema 3.23 tenemos que H(HSP)(€) = HSP(C).

Por otro lado, S(HSP)(€) = (SH)(SP)(¢) < (HS)(SP)(€) = HSP(C),
finalmente tenemos que

P(HSP)(€) = (PH)(SP)(€) (HP)(SP)(€) = H(PS)P(€)
H(SP)P(€) = HSPP(¢)
HSIPIP(¢) = HSIP(€)
HSHP(E)

HHSP(€) = HSP(Q)

(VAN VAN VAN VAN VAN

Como V(@) es la clase més pequena que contiene a € y es cerrado bajo imagenes
homomorfas, subalgebras y productos directos tenemos que V = HSP. O]
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3.2. Identidades y el Teorema de Birkhoff

En esta seccion estudiamos identidades y uno de los mas célebres teoremas de
Birkhoff que dice que las clases de algebras definidas por identidades son preci-
samente aquellas que son cerradas bajo homomorfismos, subélgebras y productos
directos. Ya hemos visto ejemplos particulares de identidades en el ejemplo 3.6.
Ahora generalizamos la nocion de identidad y la nocién de identidad en un algebra

A.
Definicién 3.27.

1. Una identidad de tipo § sobre X es una expresion de la forma
p=q

donde p,q € T(X). Denotaremos con Id(X) al conjunto de identidades de
tipo § sobre X.

2. Una dlgebra A de tipo § satisface una identidad:
p(ry,. .., xn) =gz, ..., xy)
(0 la identidad es verdadera en A), abreviada por:
AEp(xy,... x,) = q(zy,. .., T0),

0 mds brevemente

AEp=q
si para cada eleccion aq,...,a, € A tenemos que:
p™(ar, ... a,) = ¢™(ay, ..., ap).

3. St una clase € de dlgebras satisface la equivalencia p = q, escribimos:
ClEpryg,
si para cada A € €, A Ep=q.

4. SiY es un conjunto de identidades, decimos que € satisface 32, lo denotamos
por
¢CEX,

si para cada p = q € 3, se tiene € = p = q.

5. Dados € y X, sea

Ide(X) ={prqeldX): Cl=p~q}
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Usamos el simbolo € ¥ X para expresar que € no satisface 3.

Reformulando la definicién de satisfaccién usando la nocién de homomorfismo
tenemos que:

Lema 3.28. Si € es una clase de dlgebras de tipo § y p =~ q es una identidad
de tipo § sobre X, entonces € = p ~ q si y solo si para cada A € € y para
h: T(X) — A homomorfismo tenemos h(p) = h(q).

Demostracion.

[=] Sean p = p(x1,...,2,) vy ¢ = q(z1,...,2,) € T(X), A un algebra de
la clase € y h : T(X ) — A un homomorfismo. Como € = p ~ gy A € €
se tiene que A | p & ¢, entonces para cada eleccion aq,...,a, € A tenemos
pA(ay,...,a,) = q*(a1,...,a,) y dado que h es un homomorfismo, entonces

pA<a1a' an) qA(alv )
pA<h(CE1)7 7h(xn)) - qA(h(xl) ( n))
h(pT® (2, .. 2n) = h(¢T® (:vl, cey T)
h(p) = h(q)

[<] Sea A € €yay...,a, € A. Por la propiedad universal de funciones de
T(X), existe un homomorfismo h : T(X) — A tal que

h(:ci):ai, 1€ {1,2,...,%}.

Entonces
pA(al,...,an) = pA(h(:El),...,h(a:n))
= h(p)
= h(q)
= qA(h(xl), ooy h(zy))
= qA(ala 7an>
Asi€ E=p=q. O

Uno de los objetivos del algebra universal es extraer, siempre que sea posi-
ble, los elementos comunes de diferentes clases de algebras por ejemplo las clases
bésicas de operadores (I, S, P y V) preservan identidades como lo veremos a
continuacion.

Lema 3.29. Para cualquier clase de dlgebras € de tipo § todas las clases
¢, 1(€),S(€), P(€) y V(€)

satisfacen las mismas identidades sobre cualquier conjunto de variables X .
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Demostracion. Veamos que €, I(€) satisfacen las mismas identidades.

Como I(€) < 15(€), I(¢€) < H(C) y I(€) < IP(€), debemos tener
lde(X) 2 Ids)(X), Tdue)(X), Idpe)(X).

Para el resto de la prueba supongamos € = p(zy,...2,) =~ q(z1...,x,). Resta
verificar

Ide(X) C Ids(e)(X), Tdre)(X), Idpe)(X).

Veamos primero que Ide(X) C Idge)(X).
Sean A € Ide(X),B<Aec€C€yb,....,b, € B.ComoB<Ayhb,...,b, €B,
entonces by, ...,b, € A asi

pA(bla s 7bn) = QA(bh ey bn)a

entonces
pB(b1,...,by) = ¢®(b1,...,by).
Asi B = p = ¢. Por lo tanto

Ide(X) = Idse)(X).

Ahora veamos que Idpe)(X) € Ide(X). Supongamos que h : A — B es un
homomorfismo sobreyectivo con A € €.
Si{by,...,b,} C B elegimos {ay,...,a,} C A tal que

h(a;) = b; para i € {1,2,...,n}.

Entonces
A A
pr(ar, ... an) = q>(a1,...,a,)
y como h es un homomorfismo tenemos que

h(p®(ay,...,an)) = h(g™ (a1, ..., an)).

Por lo tanto

Entonces
Asi

Por lo tanto
Ide(X) = ]dH(g)(X).

Ide(X). Supongamos que A; € € para
[L.c; Aier tenemos

Finalmente, veamos que Idp
i € I. Entonces para {aj,...,a,} CA

pAi<a1(i)7 s 7an(i)> = in(CLl(i)? s 7an<i));

e
s
A
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luego
p™(ar, ..., a,)(0) = ¢™(ay,. .., a,)(0)

para ¢ € I, asi
pA(as,. .. an) = ¢*(as, ..., an).

Por lo tanto Ide(X) = Idpe)(X).
Por tltimo para verificar que Ide(X) = Idy(e)(X) por Teorema 3.26 V = HSP,
esto junto con los resultados previos de esta demostraciéon completan la prueba.

]

Definicion 3.30. Sea A un dlgebra de tipo § y sea 0 € Eq(A)?, entonces 0 es
congruente en A, si 0 satisface la “Propiedad de compatibilidad’

(PC) Para cada funcion de aridad-n, f € § y elementos a;, b; € A,

si a;0b; se tiene para i € {1,2,...,n}, entonces

fAay, ... an)0f2 (b1, ..., by).

Definiciéon 3.31. Sea 0 € Eq(A). Para a € A, la clase de equivalencia de un
mddulo 0 es el conjunto:

a/0={be A:{(a,b) b} yA/d={a)0:ac A}.

Definicion 3.32. El conjunto de todas las congruencias en un dlgebra A es de-
notado por ConA. Sea 0 una congruencia en un dlgebra A, entonces el dlgebra
cociente de A por 0, denotado A /0, es el dlgebra cuyo universo es A/6 y cuyas
operaciones fundamentales satisfacen

A a1 /0, ... a,/0) = fA(ay, ... a,)/0

donde ay,...,a, € Ay f es un simbolo funcional en § de aridad n.

Definicion 3.33. El dlgebra de congruencias de A, es denotada mediante
Con A = (ConA C,N,U).

Definicion 3.34. Sea € una clase de dlgebras de tipo §. Dado un conjunto X de
variables definimos la congruencia 0¢(X) en T(X) por:

Oc(X) = ﬂ D (X)

donde
Pe(X)={p € ConT(X):T(X)/pecIS(€)},

entonces definimos la €-dlgebra libre sobre X, denotada por Fe(X) como:

Fe(X) = T(X)/0e(X)

2Eq(A) es el conjunto de todas las relaciones de equivalencia en A.
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donde
X = X/0¢(X).

Para © € X escribimos T para denotar x/0¢(X), y para un elemento en
el conjunto de términos p = p(z1,...,x,) € T(X) escribimos p para denotar
pFeX)(zy, .. T).

Si X es finito, X = {x1,...,x,}, escribimos a menudo Fe(Tq,...,T,) en vez

de Fe(X). Fe(X) es el universo de Fe(X).

Definicion 3.35. Sea A un dlgebra y sea 6 un elemento en ConA. La funcion
natural vy: A — A/0 es definida por vy(a) = a/6.

Omitimos la prueba de los siguientes teoremas, para ver una demostracion de
ellos véase [7].

Teorema 3.36. La funcion natural vy de un dlgebra A al cociente del dlgebra
A/O es un homomorfismo sobreyectivo.

Teorema 3.37. Supongamos que T (X) existe, entonces para una clase de dlgebras
C#0, Fe(X) € ISP(C). Por lo tanto, € es cerrado bajo 1, S, P. En particular

si € es variedad, entonces Fe(X) € €.

Proposicion 3.38. Sean h : A — B y g : A — C dos homomorfismos, si
Ker(g) C Ker(h) y g es una funcion sobreyectiva, entonces existe un homomor-
fismov:C — B tal que h =vog.

Teorema 3.39. Dados una clase € de dlgebras de tipo § y términos p,q € T(X)
de tipo §, tenemos que las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. CEp=yq.

2. Fe(X)Ep=gq.

3. p=7q en Fe(X).

4. (p,q) € 0e(X).

Demostracion. Sean F = F¢(X), p=p(x1,...,2,) y ¢ = q(x1,...,2,) € T(X)
y sea v : T(X) — F el homomorfismo natural.
[1 = 2] Por Teorema 3.37 F € ISP(€) = €. Por lo tanto F = p ~ q.
[2 = 3] Supongamos que Fe¢(X) |= p ~ ¢, entonces:
pr@E, . Tn) = (T T)
D g enF.
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[3 = 4] Supongamos que p = g en F, entonces

vip) = D
= p"M (.. 7))
= QFQ(Y)(% ,Tp)
= q
= v(q),

asi v(p) = v(q), entonces (p, q) € Ker(v) = 0¢(X).

[4 = 1] Supongamos que (p,q) € O¢(X). Por demostrar que € = p =~ q.
Dados A € €y ay,...,a, € A elegimos h : T(X) — A, tal que h(z;) = a;, para
i€ {l,2,...,n}. Como Ker(h) € ®¢(X), tenemos que

Ker(h) 2 Ker(v) = 0¢(X),

Asfi se sigue de la Proposicion 3.38 que existe un homomorfismo g : F — A tal
que h = g o v. Entonces:

h(p) = gov(p)
gov(q)
= h(q).

]

Corolario 3.40. Sea € una clase de dlgebras de tipo § y supongamos que p y
q son términos en T(X), entonces para cualquier conjunto de variables Y con
Y| > | X| tenemos

CleprqsiysilosiFe(Y)Ep~q.

Demostracion. Como F¢ € ISP(C), entonces F¢(Y) € €y por hipotesis tenemos
que € | p = ¢, esto es, para cada A € €, A | p = ¢. Luego en particular
F¢(Y) |= p ~ q. Para el reciproco supongamos que F¢(Y) = p ~ ¢. Queremos ver
que € = p ~ q. Elegimos Xy 2 X tal que |Xo| = |Y| entonces Fe(Xy) = Fe(Y)
y como € = p ~ ¢ si y solo si Fe(Xo) = p & ¢ por Teorema 3.23 se sigue que
CEprqgsiysolosi Fe Ep=g. [

Corolario 3.41. Supongamos que € es una clase de dlgebras de tipo § y X es un
conjunto de variables, entonces para cualquier conjunto infinito de variables Y

Ide(X) = Idg, v (X).
Demostracion. Para p = q € Id¢(X), decimos que
p=p@1,...,2n),q=q(x1,...,70),

tenemos que p,q € T({z1,...,2,}). Como |{z1,...,2,}| < |Y| por Corolario el

3.40, se sigue que € Ep = q siy sélo si Fe(Y) Ep=~q. ]
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Las clases més conocidas de algebras son definidas por identidades.

Definicion 3.42. Sea Y un conjunto de identidades de tipo §.
CAl: M(X) es la clase de dlgebras A que satisfacen 3.

CA2: Una clase € de dlgebras es una clase ecuacional si existe un conjunto de
identidades X, tal que € = M(X). En este caso decimos que € es definida o
axiomatizada por Y.

Lema 3.43. St V es una variedad y X es un conjunto infinito de variables,

entonces V.= M(Idy(X)).

Demostracion. Sean V una variedad y X un conjunto infinito de variables. Por
demostrar que V = M (Idy(X)).

Sea V' = M(Idy(X)). Claramente tenemos que V' es una variedad, pues toman-
do M(Idy(X)) = HSP(IdyX) por el Lema 3.23, se tiene lo deseado y como
V es variedad tenemos que V = HSP C V'. Por lo tanto V' C V’. Luego,
vimos que subalgebras preservan identidades en el Lema 3.29, asi tenemos que

Idy(X) C Idy(X). Asi por el Lema 3.39, tenemos que Fy/(X) = Fy (X).

Ahora sea Y un conjunto infinito de variables. Por el Corolario 3.41, tenemos
que

[dy(Y) = Idg ,5)(Y) = Idp,x)(Y) = Idy(Y).

Por Lema 3.39, se cumple que 0y (Y) = 0y (X) y usando [4 = 2| de ese mismo le-
ma, tenemos Fy/(Y) = Fy(Y). Ahora para A € V' tenemos que A € H(Fy.(Y)),
para un conjunto Y inﬁgito adecuado, es decir, A es una imagen homomorfa de

algin miembro de Fv/(Y) = Fy(Y) € V, asi A € V, entonces se tiene V' C V.
Por lo tanto V' = V. O

Ahora tenemos todos los antecedentes necesarios para probar el famoso teore-

ma de Birkhoff.

Teorema 3.44 (Birkhoff). € es una clase ecuacional si y sdlo si € es una varie-

dad.

Demostracion. Supongamos que € es una clase ecuacional. Por demostrar que
V = V(€). Como € es una clase ecuacional se tiene € = M (), entonces por
Lema 3.23, se tiene que V(€) | X, es decir, V(€) es una clase de algebras que
satisface 3. Por lo tanto V(&) C M(X). Asi € C V(€). Por lo tanto € = V(€), es

decir, V' es una variedad. El reciproco se tiene por el Lema 3.43. O]
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3.3. Reticulas

Una reticula es una estructura que por sus propiedades bésicas, resulta ser mas
natural intuitivamente que otras estructuras algebraicas. El tema fue promovido
en gran medida por Birkhoff en la década de 1930 en su libro Lattice Theory
[5]. Por otra parte, las reticulas, al igual que los grupos o anillos, son una clase
importante de algebras y brindan uno de los teoremas maéas bellos del algebra
universal, el teorema de la base finita de Baker, él cual fue inspirado por el teorema
de la base finita de McKenzie para las reticulas.

Comenzaremos con un breve estudio de reticulas para luego definir algebra de
Heyting.

Definicion 3.45. Un conjunto parcialmente ordenado R = (A, <) es llamado
reticula si para cada subconjunto de A de dos elementos se tiene un infimo y
supremo.

Observacion 3.46. Sea R = (A, <) una reticula. Para cualesquiera a,b € A
denotaremos al sup{a,b} y al inf{a,b} mediante a V' b y a Ab respectivamente.

Definicion 3.47. Una reticula es acotada si tiene un infimo y un supremo
denotado por 0 y 1 respectivamente.

Algunos ejemplos de reticulas se presentan en la Figura 3.1, en donde cada
elemento en A es representado por un pequeno circulo:

o

Si a < b dibujamos el punto b por arriba del punto a y una linea del circulo
de b al circulo de a.

La siguiente proposicion muestra que las reticulas también pueden definirse
axiomaticamente.

Proposicion 3.48. Una estructura R = (A, V,A\,0,1), donde A# 0, V y A son
operaciones binarias y 0, 1 son dos operaciones binarias de aridad cero que se
identifican con el infimo y supremo de A respectivamente, es una reticula acotada
st y solo si para cualesquiera a,b,c € A las siguientes condiciones se cumplen:

1. aVa=a, ala=a,

2. aVb=0bVa, aNb="bAa,

3. aVv(bVe)=(aVb) Ve, aN(bANc)=(aNnd)Ac,
4. aV0=a, aNl=a,

5. aV(bANa)=a, aN(bVa)=a.
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IS
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Figura 3.1: Ejemplos de Reticulas

Demostracion.

[=] * Por demostrar que se satisfacen los axiomas I-5. Veamos solo un caso,
especificamente la primera mitad de 3. Sea (A, V, A, 0, 1) una reticula acotada y
a,b,c € A.
Veamos que aV (bVe) = (aVb)Ve, es decir que sup{a, sup{b, c}} = sup{sup{a, b}, c}.
Si z = sup{a,sup{b,c}}, entonces a < z y sup{b,c} < zluegoa < zyb<zy
¢ < z, asi sup{a,b} < zy ¢ < z. Por lo tanto sup{sup{a, b}, c} < z.
Por otro lado si k = sup{sup{a, b}, ¢} tenemos que sup{a, b} < ky ¢ < k, entonces
a<kyb<kyc<k, estoimplica que a < k y sup{b,c} < k. Por lo tanto
sup{a,sup{b, c}} < k.
Asi hemos demostrado que sup{a,sup{b, c}} = sup{sup{a, b}, c}. Para la demos-
tracion del reciproco, vease [7].

La demostracion de los demés incisos es anéloga. O]

A partir de ahora cuando digamos reticula nos referiremos a una reticula aco-
tada.

Como hemos visto existen dos maneras de definir reticulas una de ellas basada
en la nocién de orden y la otra basada en un sentido algebraico, de la misma ma-
nera que se puede definir un grupo o un anillo; a lo largo del trabajo emplearemos
ambas indistintamente. A continuaciéon presentamos algunas propiedades que se
cumplen en una reticula, para una prueba de estas propiedades véase [26].

Observacion 3.49. Sea R = (A, V, A,0, 1) una reticula y a, b, c € A, se cumplen
las siguientes propiedades:
e a<aVh, b<aVb.
aANb<a, aNb<b.
Sia<b,a<c, entonces a<bAec.
Sia<c,b<ec, entonces aVb<ec.
Sia<c,b<d, entonces aVb<cVdyaAb<cAd.

3Usaremos [=] como simbolo para indicar que demostraremos la parte necesaria de una
proposicion y [<] como simbolo para indicar que demostraremos la parte suficiente.
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0

Figura 3.2: Reticulas no distributivas M5 y Nj, respectivamente

Definiciéon 3.50. Decimos que una reticula R = (A,V,A,0,1) es completa si
para cada subconjunto X C A existe su supremo y su infimo y lo denotamos por
VX y A\ X respectivamente.

Definicion 3.51. Una reticula R = (A,V,A\,0,1) es llamada distributiva si
satisface las leyes distributivas:

RD1: aV (bAc)=(aVb)A(aVec),
RD2: an(bVe)=(anb)V(aAc).

Observacion 3.52. Las reticulas Ms y N5 mostradas en la Figura 3.2 no son
distributivas.

Supongamos que ambas reticulas son distributivas.
Para My tenemos que:

aV(bAc)=aV0=a.

Por otro lado
(aVb)AN(aVve)=1A1=1.

Observamos que a # 1.
Para N5 observemos lo siguiente:

aV(bAc)=aV0=a.

Por otro lado
(avVb)A(aVe)=bA1=0D.

Observamos que a # b.

Asi, no se verifica RD1 en ambas reticulas. Concluimos que M5 y N5 no son
reticulas distributivas.

La observacion anterior es fundamental para identificar reticulas no distribu-
tivas como se ve en el siguiente Teorema.
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Teorema 3.53 (Birkhoff). L es una reticula no distributiva si y sélo si Ms o N5
son isomorfos a una subreticula* de L.

Para una prueba vea [Teorema 3.6 [7]].

3.3.1. Nocidén de Filtro sobre Reticulas

La nocién de filtro fue acunada por Henri Cartan en 1937 y utilizada por
Bourbaki en su libro Topologie Générale como una alternativa a la nociéon de red
dada por E. H. Moore y H. L. Smith en 1922.

En esta seccion presentamos la nocién de filtro sobre una reticula R y pre-
sentamos algunas aplicaciones, mismas que seran de utilidad para el estudio de
filtros sobre dlgebras del mismo tipo.

Definicion 3.54. Sea R = (A, V,A,0,1) una reticula. Un conjunto no vacio V
de elementos de A se dice que es un filtro en R si para cada a,b € A se cumple
que:

F1: Sta eV ybeV, entoncesaNbe V.
F2: SiaeV ya<b, entoncesb e V.

Ejemplo 3.55. {1} y A son filtros en A, llamados filtro trivial e impropio, res-
pectivamente.

Observacion 3.56. Si Vi y Vy son filtros sobre una reticula R, entonces ViMNVy
es un filtro en R.

Definiciéon 3.57. Un filtro, no trivial, es propio si y sélo si 0 ¢ A.

Definicion 3.58. Un filtro V es primo si cada vez que a,b € A yaVb eV,
entoncesa € V obe V.

Notacién 3.59. T(A) denota el conjunto de filtros primos de A.

Definicién 3.60. Sea R = (A, V,A,0,1) una reticula. Para cualquier elemento
fijo ag € A, el filtro principal generado por agy es:

V() ={a€ A:a>ap}.

Definiciéon 3.61. Sea R = (A, V, A, 0,1) una reticula. Para cada conjunto Ay no
vacio de elementos de A, el filtro generado por el conjunto Ay, es el filtro mds
pequeno que contiene a Ay, es decir:

V(A = ﬂ{Vl -V es filtro, Ay C V'}.

4Si L es una reticula y L' es un subconjunto no vacio de L tal que para cualquier par de
elementos a,b € L, aVby aAbambos estdn en L en donde A, V son las operaciones de L,
entonces decimos que L con las mismas operaciones restringidas a L es ua subreticula de L.
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Proposicion 3.62. El filtro generado por un conjunto no vacio Ay de una reticula
R = (A,V,A,0,1) es el conjunto de todos los elementos a € A tales que:

a>arNag A+ N\ ap,
para algunos elementos ay, as, . ..,a, € Ag.

Demostracion. Sea
V(dg)={a€A:a>aiNag A+ Nay, a1,as,...,a, € Ag}.

Verifiquemos que V(Ag) = V(Ay).

[C]® Sea V' un filtro tal que Ay € V'. Veamos que V(A4y) C V.

Sea b € V(Ap), entonces b > a; Aas A- - - Aay, para algunos ai, as, . . . , a, € Ag.
Como Ay C V' y V' es filtro se tiene que b € V'. Por lo tanto V(A C V'. Como
V' fue arbitrario concluimos que V(Ay) C (V' : V' es filtro, Ay C V'}.

[D] Veamos que V(A4y) es filtro y Ay € V(A4p).
Sea a,b € V(Ap), entonces a > a; Aag A---ANa, yb>by ANby A+ Ab, para
algunos a; € Ay, b; € Ap, donde i € {1,2,...,n}, j € {1,2,...,m}. Entonces

a/\bz(al/\ag/\---/\an)/\(bl/\bQ/\-~-/\bm).

Por lo tanto a A b € V(Ay).

Ahora sea a € V' y a < b, de esto se tiene que b > a > a; Nas A --- A\ a, para
algunos a; € Ay, en donde i € {1,2,...,n}, asi b € V(Ay). Por lo tanto V(4y)
es un filtro. Resta verificar que Ay C V(Ao). Sea ¢ € Ag, entonces ¢ > ¢ A c. Asi
c e v(AO) ]

Proposicion 3.63. Sea R = (A, V,A,0,1) una reticula, para cada elemento fijo
ag € A y un filtro V en R, la clase de todos los elementos a tal que

a > ag N\ ¢ para cada elemento ¢ € V,

es el menor filtro que contiene a ag y V, es decir el filtro generado por el conjunto

{ao} UV.
Demostracion. Sean

Vi={a€A:a>ayNc,ceV}y

Vy = ﬂ{V/ -V es filtro y {ag} UV C V'}.

Veamos que Vi = V.

SEn una demostracion de igualdad de conjuntos, digamos A = B, usaremos el simbolo [C]
para denotar que probaremos A C B y simbolo el [2] para denotar que probaremos A D B.
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[C] Tomemos V' un filtro tal que {ag}UV C V'. Sea b € V;, entonces b > apAc,
para algin ¢ € V C V'. Como ag y ¢ € V', se sigue que ag Ac € V', luego b € V'.
Por lo tanto V; C V', dado que V' fue arbitrario se sigue que V; C V.

[D] Verifiquemos que V; es filtro y {ag} UV C V.

Sean a,b € Vq, entonces a > ag A c; v b > ag A cg, en donde ¢q,co € V, luego
a/Nb> (agAci)A(ag A ce) = ag A (c1 A cg). Notar que ¢4 A ey € V, pues V es
filtro y ¢1,co € V. Por lo tanto a A b € V5.

Ahora sea a € Vi y a < b de esto se sigue que b > a > ag A\ ¢ para algun
c € V. Por lo tanto b € V;.

Resta verificar que {ap} UV C V. Sea b € {ag} UV, entonces b € {ap} o
beV.

1. Sib = ag, entonces b > b A c = ag A ¢, para cualquiera ¢ € V.
2. Sibe V, entonces b > ag A b.

Asi b € V4. Por lo tanto V, C V;. O

3.4. Algebras de Heyting

El Algebra de Boole (o algebra booleana) se denomina asi en honor a George
Boole quien fue el primero en definirla como parte de un sistema logico en el
folleto The Mathematical Analysis of Logic (1847). Esta era una respuesta a la
controversia que habia entre Augustus De Morgan y Sir William Hamilton. El
algebra de Boole fue un intento de tratar las expresiones de la logica proposicional
mediante técnicas algebraicas. Las algebras de Boole caracterizan algebraicamente
a la logica clasica.

Las algebras de Boole y de Heyting se presentan como ejemplos de tipos de
algebras.

Definiciéon 3.64. Un dlgebra booleana se define como B = (A, A\,V, =), donde
A,V son operaciones binarias y — es una operacion unaria, tal que (A, N\,V) es
una reticula distributiva con elemento minimo 0 y mdximo 1, que satisface, para
cualesquiera a,b € A :

aN—a=0, aV-a=1

Ejemplo 3.65. Si X es un conjunto y tomamos A y V (como las operaciones
usuales de conjuntos), entonces (P(X),N,U), donde P(X) es el conjunto potencia
de X, es una reticula distributiva. Si se define

—A=—-A=X\A,

el complemento usual de conjuntos, entonces (P(X),N,U, —) es un dlgebra boole-
na.

Observacion 3.66. Si B = (A, A,V, ) es un dlgebra booleana y a,b € A, se
cumplen las siguientes propiedades:
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e ~(aVb)=(—-aAn-D).
e ~(aNb) = (-aV -b).

En matemaéticas, las algebras de Heyting (creadas por Arend Heyting) son con-
juntos parcialmente ordenados especiales que generalizan a las algebras de Boole.
Las algebras de Heyting caracterizan algebraicamente a la légica intuicionista.
Estas algebras, también son llamadas algebras pseudo-booleanas o reticulas de
Brower.

Definiciéon 3.67. Una reticula distributiva (A,V,A,0,1) se dice que es una dl-
gebra de Heyting si para cada a,b € A existe un elemento denotado por (a — b)
tal que para cada c € A tenemos que:

c<(a—b) siysdlosiaNc<b.
Llamamos al simbolo “—” una implicaciéon de Heyting o simplemente una
implicacion.
Observacion 3.68.

1. Para cada elemento a de un dlgebra de Heyting, —a = (a — 0).

2. (0 — 0) = 1. Por lo tanto, podemos excluir a 1 de nuestra notacion de
dlgebra de Heyting.

De ahora en adelante denotaremos por U = (A, V, A, —,0) a una algebra de
Heyting.

Afirmacién 3.69. Sea U = (A, V, A,0,1) una reticula distributiva con una ope-
racion binaria — que satisface que a — (b Ac) = (a = b) A (a — ¢), entonces
para todo a € A, la funcion (a — -) es mondtona.

Demostracion. Supongamos que by < by, entonces by A by = by, por hipotesis
tenemos que a — (b A ¢) = (a — b) A (a — ¢) esto implica que

(a—>bl)/\(a—>bg):a—>(bl/\b2):a—>bl.
Por lo tanto
(a—)bl)/\(a—>b2):a—>bl,

de esto se tiene que
a —r b1 <a— bg.

]

Similarmente al caso de las reticulas, las adlgebras de Heyting pueden ser defi-
nidas de forma axiomaética.
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Teorema 3.70. Una reticula distributiva U = (A,V,A\,0,1) es un dlgebra de
Heyting si y solo si existe una operacion binaria — en A tal que para cualesquiera
a,b,ce A:

i. (a—a)=1,
ii. aA(a—0b)=aANb,
i, DA (@ —b) =b,

iv. a— (bAc)=(a—b)A(a— c).

Demostracion.

[<] Supongamos que (A,V,A,0,1) es una reticula distributiva y existe —
operacion binaria en A tal que son satisfechos los incisos i-iv.

Deseamos verificar que (A, V, A, 0,1) es un algebra de Heyting.

Sean a,b € A tal que existe a — by sea ¢ € A tal que ¢ < (a — b).
Por demostrar que a A ¢ < b.

Como ¢ < (a — b) y a < a, entonces ¢ Aa < (a — b) A a. Ademés por ii
tenemos que (@ — b) Aa = a A b, esto implica que ¢ A a < a A b, también se tiene
que a Ab < b. Por lo tanto ¢ A a < b.

Para el reciproco sean a,b € A tal que existe a — by sea ¢ € A tal que
a A ¢ <b. Por demostrar que ¢ < (a — b).

Ahora supongamos que ¢ Aa < b. Como (a — ¢) < (a — ¢) y ¢ < 1, entonces:

c=cA(a—c)<1A(a—c),
por iy iv, tenemos que:
IN(a—c)=(a—a)AN(a—=c)=a— (aNc).

Finalmente, como cAa < by la funcion es (a — -) es monétona, por la Afirmacion
3.69, entonces:

a— (anc) < (a—Db).

Por lo tanto ¢ < (a — b).

[=] Supongamos que U es un élgebra de Heyting.
Por demostrar que existe una operacion binaria — tal que para todo a,b,c € A
se cumplen los incisos i-iv.

i) Por demostrar que (a — a) = 1. Como 1 es el elemento mayor en A tal que para
cada a € A,a < 1, en particular (a — a) < 1. Por otro lado para cada a € A se
tiene que a < a, entonces a A 1 < a, entonces 1 < (a — a).
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ii) Por demostrar que a A (a — b) = a A b. Tenemos que para cada a € A se
tiene que a < a en particular (¢ — b) < (a — b), entonces de la definicion se
sigue que a A (a — b) < b ademas se tiene que a A (a — b) < a. Por lo tanto
a A (a—b) <aAb. Por otro lado tenemos que a Ab < by de la Definicion 3.67
se tiene que b < (a — b), de aqui se sigue que a Ab < a A (a — b). Por lo tanto
aN(a—b)=aAb.

iii) Por demostrar que b A (a — b) = b. Tenemos que a Ab < by de la definicién se
sigue que b < (a — b). Luego se tiene que b A (a — b) = b.

iv) Por demostrar que a — (bAc) = (a — b) A (a — ¢).
Veamos que se tiene lo siguiente:

a— (bAc)

(@ —b)A(a—c)

(@ —=b)A(a—c) (3.1)

<
< a—=(bAc) (3.2)

Para 3.1 tenemos que (b Ac¢) < by como (& — ) es mondtona, entonces
a— (bAc) <a— b Analogamente, tenemos que a — (b Ac¢) < (a — ¢). Por lo
tanto

a— (bAc)<(a—b)A (a—c).

Para 3.2 veamos que ((a = b) A (a = ¢)) Aa < (bAc).
Notemos que:

((a—=bAN(a—=c)ANa = ((a—b)ANa)A(a—c)
((a — b) Na)
aANb<b

IN

Por lo tanto ((a — b) A (a — ¢)) Aa <b.
Anélogamente, tenemos que:

((a—=b)AN(a—c)Na<ec.
Por lo tanto:
((a—=bA(a—=c)Na<(bAc),

es decir:
(a—=b)AN(a—c)<a— (bAc).

Ademés de la caracterizacion axiomatica del operador — también se satisface
el siguiente resultado:

Proposicion 3.71. En toda dlgebra de Heyting U = (A, V, A, —,0) tenemos que
para cada a,b € A :
a—>b:\/{c€A:a/\c§b}.
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Demostracion. Sean U = (A, V, A\, —,0) un algebra de Heyting y a,b € A.
Por demostrar a — b= \/{c € A:aAc <b}.
Para cada a € A,a < a, en particular a« — b < a — b y como U es algebra de
Heyting a A (a — b) < b.
Por lo tanto:
a—)bg\/{ceA:a/\cgb}.

Por otro lado, si ¢ € A es tal que a Ac < b, entonces ¢ < a — b. Asi a — b es una
cota superior de {c € A:a Ac < b}.
Por lo tanto:

\/{cEA:a/\ch}ga—H).
]

Otra caracterizacion interesante de las algebras de Heyting en términos de la
propiedad distributiva es la siguiente:

Proposicion 3.72. Una reticula distributiva completa (A, A\, V,0,1) es un dlgebra
de Heyting si y solo si satisface la ley distributiva infinita

iel iel
para cualesquiera a,b; € A1 € 1.
Demostracion. Supongamos que U es un algebra de Heyting.
Por demostrar
iel iel

Para cada ¢ € I, b; <\/._,; b; y como para cada a € A,a < a, entonces

el

a/\biga/\\/bi, para cada ¢ € I.
iel

iel icl

Por lo tanto

Ahora sea ¢ € A tal que \/,.,(a Ab;) < c. Entonces para cada i € I, a\b; < c.
Por lo tanto para cada i € I, b; < a — c¢. Esto implica que \/,.; b; < a — ¢ lo que
nos da que aA\/,c; b; < c. Por lo tanto, tomando ¢ = \/,_,(a A b;), obtenemos que

iel el

Para la demostracion del reciproco véase [3]. O
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Ejemplo 3.73.

1. Toda reticula distributiva finita es un dlgebra de Heyting.
Se sigue del teorema anterior 3.72. Cada reticula distributiva finita es com-
pleta y satisface la ley distributiva infinita.

2. Cada cadena C con elemento minimo y mdzximo es un dlgebra de Heyting
donde para cada a,b € C

4 b 1 sia<b,
" lb sia>b.

Proposicion 3.74. Toda dlgebra booleana B es un dlgebra de Heyting , donde

para cada a,b € B tenemos
a—b:=-aVb.

Demostracion. Veamos que se cumplen i-iv del Teorema 3.70.
Sean a,b € B.
Verifiquemos primero que a — a = 1.

a—a = —aVa
= —|(—|—|a/\—|a>
= _|(CL/\_|CL):_'O
= 1
Ahora veamos que a A (a — b) = a A b.
aN(a—b) := aA(—-aVb)
= (aN—-a)V(aNDb)
= 0V (aAb)
= aAb
Veamos que bA (a —b) =b
bA(a—b) = bA(—aVb)
= (bA=-a)V (bAD)
= (bA=a)VDb
b.
Por ultimo veamos que a — (bA¢) = (a — b) A (a — ¢).
a— (bAc) == —aV(bAc)
= (-aVb)A(-aVc)
= (a—=b)A(a—c).
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Cabe mencionar que no toda élgebra de Heyting resulta ser un algebra boolea-
na. Podemos encontrar un ejemplo de ello tomando un algebra de Heyting definida
en términos topologicos, véase el Apéndice B.

La siguiente proposiciéon caracteriza a las adlgebras de Heyting que son boolea-
nas.

Proposicion 3.75. Sea U = (A,V,A,—,0) un dlgebra de Heyting. Entonces las
siguientes son equivalentes:

1. U es un dlgebra booleana,
2. Para cada a € A, aV —a =1,
3. Para cada a € A, =—a = a.

Demostracion.

[1 = 2] Supongamos que U es un algebra booleana.

Por demostrar a V —a = 1.

Como toda algebra booleana es de Heyting, entonces a — b := —a \Vb. Asi para
cadaa € A, a — a =1, entonces 1 =a — a :=a V —a. Por lo tanto a vV —a = 1.

[2 = 1] Supongamos que para todoa € A:aV —a = 1.
Por demostrar que U algebra booleana.
Bastara ver que para todo a € A, existe —a tal que (—aVa)Ab = by (-aAa)Vb = b.
Sea a € Ay por hipétesis tenemos que a V —a = 1, esto implica que —a es el
complemento de a. Por lo tanto (—a V a) Ab=1b.

Por otro lado tenemos que para todo punto a en A, a V —a = 1, entonces
=(a V —a) = =1, luego —a A a = 0, de esto tenemos que (—ma Aa)Vb=0Vb=b.

[1 = 3] Supongamos que U es un algebra booleana.
Por demostrar ——a = a para cada a € A.

Sea a € A
-—a = —a—0

= (a—0)—0
= =(a—=0)VO0
= (aNn=0)VO0
= (an1)VO
= aVO0
= a

3 = 1] Supongamos, que =—a = a para cada a € A.
Por demostrar U &lgebra booleana.
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Seaa € A

aV—-a = -—-—aV —a

—(—a A ——a)
—(—a A a)

— =0

=1

]

Como vimos en la secciéon 3.1 podemos definir homomorfismos, subalgebras y
productos directos de élgebras del mismo tipo. Como un caso particular de estas
nociones en algebras de Heyting, tenemos:

Definiciéon 3.76. Sean U = (A,V,A,—,0) y U = (A, VN, =" 1) dlgebras de
Heyting. Una funcion h: A — A’ es llamada un homomorfismo de Heyting o
simplemente homomorfismo si:

H1: h(aVb) = h(a) V' h(b),

H2: h(a Ab) = h(a) N h(b),

H3: h(a — b) = h(a) —' h(b),
(0) = 0.

Un algebra de Heyting U’ es llamada imagen homomorfa de U si existe un
homomorfismo de Heyting de U en U .

Definiciéon 3.77. Sean U = (A, V,A,—,0) y U = (A, VN, =" 0") dlgebras de
Heyting. Decimos que U es subdlgebra de U si:

SAl: AACA
SA2: Las operaciones V', N', =" son las restricciones de V,\,— a A’.
SA3: 0/ =

Definicion 3.78. Sean U; = (A1, Vi,A1,—1,01) y Uy = (Ag, Vo, Ag, —2,05)
dlgebras de Heyting. El producto de dos dlgebras de Heyting U; y U; es el
dalgebra

U; x Uy := (Al X AQ, V, A\, —>,0)

donde:

PHI1: (a1,a2) V (b1,bs) := (a1 V1 by, as Vo by),
PH2: (ay,as) A (b1, b2) := (a3 A1 by, as Ag by),
PH3: (a1,a2) = (b1,ba) := (a1 —1 by, ag —2 ba),
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PH4: 0 .= (01,02).

Definicion 3.79. Sea {U}ic; una familia de dlgebras de Heyting, donde para cada
i€, U; = (A4 Vi, Niy—4,0;). El producto arbitrario de {U,;};c; es el dlgebra

de Heyting
H Uz = (H Ai7 \/7 /\7 -, 0)7
iel iel
donde para cualesquiera fy, fa € [[;c; Ai, es decir las funciones fi y fo son tales

que fi, fo: I — U;e; Ai y [1(7), fo(i) € A;, tenemos:
Pl (f1V f2)(i) := f1(i) Vi f2(i),

P2: (fi A f2) (@) == fi(d) Ni fa(i),

P3: (fi = f2)(7) == fi(i) =i f2(7),

P4: 0(i) := 0.

Para finalizar la secciéon se presentan algunos resultados sobre filtros en alge-
bras de Heyting mismos que seran necesarios para el capitulo 5.

Lema 3.80. Sea V un filtro en un dlgebra de Heyting U y supongamos que (a —
b) ¢ V, entonces el filtro generado por V U {a} no contiene a b.

Demostracion. Supongamos que el filtro generado por V U {a} contiene a b, en-
tonces por la Proposicion 3.63 tenemos que b > a A ¢, para algin ¢ € V y como U
es un algebra de Heyting, entonces ¢ < a — b y dado que V es un filtro se sigue
que a — b € V, esto es una contradicciéon con la hipoétesis. Por lo tanto el filtro
generado por V y a no contiene a b. O

Lema 3.81. Sea V un filtro propio en un dlgebra de Heyting U y supongamos
que —a ¢ V, entonces el filtro generado por V U {a} también es propio.

Demostracion. Sea V un filtro propio en U. Como —a = a — 0 ¢ V, por el Lema
3.80 el filtro generado por V y a no contiene a 0 y dicho filtro es propio. O]

Lema 3.82. Sea V un filtro en un dlgebra de Heyting U y supongamos que a ¢ V,
entonces V puede extenderse a un filtro primo que no contiene al punto a.

Demostracion. Sea
O={V:Vesunfiltroen Uya ¢ V}.

Por hipoétesis este conjunto es no vacio y es parcialmente ordenado con la relacion
de inclusién y es tal que si tomamos la uniéon de cualquier cadena de filtros en O
es un filtro que no contiene a a. Dado que se satisfacen las hipotesis del Lema de
Zorn en (9, C), entonces existe un elemento maximal en O, digamos V,, tal que
a¢ V.

Afirmacion: V,, es primo.
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En efecto, supongamos que V,, no es primo, entonces existen a; y as € U
tales que a; V ay € V,,, pero ni a; ¢ V,,, ni as ¢ V,,. Entonces por el Lema 3.80,
sean V el filtro generado por V,, y a; y V, el filtro generado por V,, y as.

Supongamos que a € V1 y a € V,. Entonces para algunos ¢, ¢; € V,, tenemos
que a > a; Acpy a>as Acy. Sea ¢ = ¢y Acy, entonces a > a; Acy a > as Acde
estas dos ecuaciones se obtiene que

a=aVa>(aNc)V(aaNec)= (a1 Vay)Aec.

Dado que ¢ € V,, vy a1 V ay € V,,,, entonces a € V,,, esta afirmacion contradice
la hipotesis de que a ¢ V,,.

Supongamos que a ¢ Vi, entonces V,, € O esto implica que V; C V,,.
Pero V; es el filtro generado por V,, y a de esto tenemos que V,, C V;. Por lo
tanto V,, no es maximal. Analogamente suponer que a ¢ V5 nos conduce a una
contradiccion.

Por lo tanto V,, es primo y ademés a ¢ V,,. O

3.5. Modelos Algebraicos

Ahora estamos en condiciones de explicar la conexion entre el algebra de Hey-
ting y la légica intuicionista, asi como un resultado algebraico para la completitud
de Int.

Definicion 3.83. Sea U = (A, V, A, —,0) un dlgebra de Heyting y V el conjunto
de letras proposicionales de Int. Una funcion v : FORM — A es llamada una
valuacion en el dlgebra de Heyting U su:

HV1: v(¢V ) = v(¢) Vu v(¥)
HV2: v(¢ A ) = v(¢) Ay v(1))
HV3: v(¢ — ¥) = v(¢) =y v())
HV4: v(=p) = ~yv(p).

Definicién 3.84.

MH1: §i U = (A,V,A,—,0) es un dlgebra de Heyting y v es una valuacion, el
par (U, v) es llamado un modelo algebraico para el conjunto de formulas
FORM.

MH2: Una férmula ¢ es verdadera en U bajo v (o es llamada algebraicamente
vdlida en el modelo M = (U,v)), siv(p) = 1.

MH3: Una formula ¢ es vdlida (o algebraicamente vdlida) en U, si es verdadera
en todo modelo M.
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Definicion 3.85. Definimos en FORM la siguiente relacion de equivalencia:
r =y(modlnt) siysdlosi z—yelnt e y— xclnt,

Entonces tenemos que FORM/ = es un conjunto ordenado, donde estdn definidas
cuatro operaciones dadas por:

T—=Y = T—Y

TNANY = TANY

TVYy = zVy
- = =T

y la relacion de orden

T <79y sty solo st x—y € Int.

El sistema (FORM/ =,—,A\,V, ) serd llamado el dlgebra de Lindenbaum-
Tarski de la Logica Proposicional Intuicionista.

Usando la construccion del algebra de Lindenbaum-Tarski obtenemos la com-
pletitud algebraica de Int.

Teorema 3.86. Fy @ st y solo si ¢ es vdlida en toda dlgebra de Heyting.
Demostracion.

[=] Supongamos que by @, entonces ¢ es valida en toda algebra de Heyting.
Para verificar esto es necesario mostrar que los axiomas de Int son validos y las
reglas MP y substitucion preservan validez, presentamos sélo dos casos:

Sea U = (A,V, A,0,1) un algebra de Heyting.

n (Posl) p— (¢ — p).

Sia,b,ce A, entoncesa<b—a=aNb<a.

= (Pos2) (p—=>(qg—r) = (p—q) = (p—1)).
Sean a,b,c € A

0<(a—=(b—=¢c)—=((a—b)—(a—c)=(a—(b—c)A(a—bAa<c

(a—=(b—=c)AN(a—b)Aa (a—=(b—=c)Na)A((a—Db)ANa)
(an(b—=c))A(aNDd)
an((b—c)ADb)

(b—=c)NDb

= bAc

C

IN

IN
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Por lo tanto (a — (b = ¢)) A (a = b) Na < c.
[«<] Supongamos ahora que ¢ es valida en toda algebra de Heyting. Veamos

que Fng .
Supongamos que K . Sea v’ : V — FORM/ = dada por v'(p) = p. Se
cumple que v'(¢) = @ # 1 por lo tanto ¢ no es valida, lo cual es una contradiccion.

]
También recordamos la completitud de la Logica Proposicional Clésica.

Teorema 3.87. ¢y ¢ si y solo si es vadlida en toda dlgebra booleana.

Para una prueba del Teorema anterior véase [19)].
Denotaremos por H.A a la clase de las dlgebras de Heyting.

Corolario 3.88. HA es una variedad.

Demostracion. Por el Teorema 3.44, veamos que H.A es una clase ecuacional. Sea
U= (A,V,A,—,0) un algebra de Heyting y consideremos a ¥ = Idy(A).

Afirmacion: HA = M (Idy(A)).

[D] Sea A € M(Idy(A)), entonces se tiene que A es una clase de algebras tal
que A = Idy(X). Por lo tanto A € HA.

[C] Sea A € HA esto implica que A es un algebra de Heyting, entonces existe
“—” en A tal que para a,b,c € A se cumplen los incisos i-iv del Teorema 3.70,
entonces A = Idy(A). Asi A € M(Idy(A)). Por lo tanto HA = M(Idy(A)). O

Podemos extender la semantica algebraica de Int a todas las logicas inter-
medias. Con cada légica intermedia L O Int asociamos la clase de algebras de
Heyting en donde todos los teoremas son validos del siguiente modo:

Definicion 3.89. Sea L una logica intermedia, entonces definimos Vi, de la si-
guiente forma:

V. ={U:U es un dlgebra de Heyting y L C Th(U)},

en donde Th(U) = {p € FORM : ¢ es vdlida en U}.
Como consecuencia del Teorema 3.44 tenemos que:
Proposicion 3.90. V es variedad.

Ejemplo 3.91. Vs = HA y Vo = BA, donde BA denota la variedad de todas

las dalgebras booleanas.

La construccion Lindenbaum-Tarski muestra que toda logica intermedia es
completa con respecto a su semantica algebraica.

Teorema 3.92. Sean L una logica intermedia, Vi la clase de dlgebras de L y ¢
una formula, entonces se tiene que:

Fr @ sty solo si ¢ es vdalida en V.
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Este teorema muestra que toda logica intermedia queda caracterizada por una
coleccion de algebras de Heyting que cumple ser variedad. Méas atn, toda variedad
de algebras induce una logica intermedia.

Dada V C H.A una variedad, por el Teorema de Birkhoff (Teorema 3.44) V

es una clase ecuacional, a saber, {p; =; : 1 € I}.
Sea Ly = Int + A, en donde A = {¢; <> 1; : i € I} es el conjunto de axiomas
adicionales.

Proposicion 3.93. Ly = Int + A es una logica intermedia y V, = V.
Ejemplo 3.94. Ly 4 =1Int y Ly, = Cl.

Para un ejemplo de una logica intermedia no trivial caracterizada algebraica-
mente véase el Apéndice A.



Capitulo 4

Semantica de Kripke

La seméntica de Kripke, (también conocida como semantica relacional) creada
por Saul Kripke y André Joyal a finales de 1950, es una seméantica formal para
algunas logicas no clasicas. Esta semantica primero fue creada para logicas moda-
les, mas tarde se retomé para la logica intuicionista y actualmente se emplea en
muchos otros sistemas no clasicos.

4.1. Definiciones Preliminares

Definiciéon 4.1. Un marco de Kripke es un par P = (P, <) que consiste en:
K1: Un conjunto no vacio P.
K2: Un orden parcial < en P.

Es decir, P es un conjunto parcialmente ordenado. Los elementos de P son lla-
mados puntos del marco P y a < [ se lee como [ es accesible desde o 0 o ve a

B.
Con el simbolo a <  denotamos que a < [y o # 3, también usaremos la
notaciéon S > a y f > a como un sinénimo de a < f y a < 3 respectivamente.

Definiciéon 4.2. Sean P = (P, <) un marco de Kripke yV un conjunto de va-
riables proposicionales. Una relacion I es llamada relacion de forzamiento si
IFC P xV y es tal que para cualquier punto o de Py cualquier variable proposi-
cional p de V, se tiene que:

alkpya<pB, implican que B IF p.

Notacion 4.3. a |- p (« fuerza a p) significa que el par («,p) pertenece a la
relacion de forzamiento, si esto no es verdadero, diremos que o no fuerza a p y
lo denotamos por o ¥ p.

43
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Definicion 4.4. Un modelo de Kripke es una terna K = (P, <,IF) donde:
MK1: P es un conjunto no vacio.

MK2: < es un orden parcial.

MK3: Ik es una relacion de forzamiento.

Decimos que K = (P, <,IF) es un modelo de Kripke basado en el marco de Kripke
P =(P<).

Definiciéon 4.5. Sea P = (P, <) un marco y supongamos que la relacion de
forzamiento I ha sido definida para variables proposicionales. Generalizamos la
relacion de forzamiento o lF ¢, para cada o € P y cada formula ¢ € FORM,
inductivamente en la estructura de @, como sigue:

RF1: Si o =1 A x, entonces alF 9 A\ x siy sélo si -y yalk x;
RF2: Sip =11V x, entonces al- ¢V x sty sélo st alF Y o all yx;

RF3: Sip =1 — x, entonces alF Y — x si y solo si para cada € P, si a < 8
y B I, entonces B IF x;

RF4: Si ¢ = =, entonces a = —) si y sélo si para cada B € P, si o < f3,
entonces B W ).

Definicion 4.6. Dado un modelo K = (P,<,IF) y a € P, I'x(a) denota el
conjunto de formulas forzadas en . StV es un conjunto de variables proposi-
cionales, Fg(a) denota el conjunto de V -formulas forzadas en .

Definicién 4.7.

FV1: Decimos que una formula ¢ es vdlida en K y escribimos K = ¢ si y sdlo
st para cada o € P, al- .

FV2: Un conjunto de formulas A es vdlido en K y escribimos K |= A si y sdlo
st para cada ¢ € A, K |= .

FV3: Decimos que una formula ¢ es vdlida en un marco P y escribimos P |= ¢
si y solo si para cada modelo de Kripke basado en P, K |= .

FV4: Sean T y A dos conjuntos de formulas y sea F una clase de marcos. Decimos
que A es consecuencia de I' con respecto a F, y escribimos I' =z A siy
sélo si para todo modelo K = (P, <,IF) basado en los marcos de F y todo
a € P se tiene que:

Vo € I': alk ¢ implica que I € A : alF .

En [24] la nocién de modelo de Kripke es definida en términos de v-valuaciones
como veremos a continuacion.
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Definicién 4.8. Sean P = (P, <) un marco de Kripke yV un conjunto de varia-
bles proposicionales. Una funcion v :V x P — {t, f}, que satisface la condicion:

Siv(p,a) =ty a < B, entonces v(p,B) = t,

la llamamos una P-valuacion.

Definicion 4.9. Sea P = (P, <) un marco de Kripke y v: FORM x P — {t, f}
una P-valuacion, podemos extender a v a todo FORM de la siguiente manera:
Para cualquier o, 3 en P,

PVI: v(p A, a) =t siy sdlo siv(p,a) =t yv(y,a)=t,
PV2: v(e Vi, a) =t siy sdlo siv(p,a) =1t ov(y,a)=t,

PV3: v(p — ¢, a) = t siy sdlo si para cualquiery en P tal que o < v, v(p,v) = f
ov(y,y) =t

PV4: v(=p,a) =t si y sdlo si para cualquier v en P tal que o < 7y, v(p,7y) = f.
Definicién 4.10. Un modelo de Kripke es una terna K = (P, <,v) en donde:
MV1: P es un conjunto mo vacio.

MV2: < es un orden parcial.

MV3: v es una P-valuacion.

Decimos que K = (P, <,v) es un modelo de Kripke basado en el marco de Kripke
P=(P,<).

Definicion 4.11. Sea K = (P, <,v) un modelo de Kripke.

V1: Decimos que una formula ¢ es vdlida en el modelo K, si v(p,a) =t para
cualquier o en P.

V2: Si para cualquier P-valuacion v, ¢ es vdlida en (K,v), decimos que ¢ es
vdlida en P.

Este concepto es equivalente al concepto de modelo de Kripke en términos de
forzamiento.

Proposicion 4.12. Las definiciones de modelos de Kripke en términos de relacion
de forzamiento y de P-valuaciones (Definicion 4.5 y 4.10 respectivamente) son
equivalentes.

En el resto de este Capitulo usaremos la definiciéon de modelo de Kripke en
términos de forzamiento. Posteriormente en el Capitulo 5 haremos uso de la defi-
nicién de modelo de Kripke en términos de P-valuaciones.
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Proposicion 4.13 (Propiedad de Conservacion). Sean o y 5 € P, para cada
p € FORM, se tiene que:

Stalkpya< B, entonces B 1+ .

Definicién 4.14. Sea K = (P, <,IF) un modelo de Kripke. Si un subconjunto P’
de P satisface la siguiente condicion:

a € P ya<p implica que B € P

. / . .
decimos que P es cerrado (o cerrado hacia arriba).

Definicién 4.15. Un submarco de P es un marco P’ = (P',<') obtenido de
considerar un subconjunto P' de P y la restriccion <' de < a P'. El submarco se
dice que es generado, si P' es cerrado hacia arriba.

Definicién 4.16. Si « es un punto de P, el cono P, de P es el submarco generado
de P obtenido por considerar o y todos los puntos accesibles desde a.

Definiciéon 4.17. Diremos que un marco P = (P, <) es enraizado si existe p
punto minimal de P. La tripleta (P, <, p) denota un marco con raiz p.

Definicion 4.18. Un punto [ es un sucesor inmediato de o si:
S1: a < f.
S2: Para cada punto v de P tal que o < v < 3, tenemos

o bien quey=a oy=0

Definicion 4.19. Un punto final de un marco P = (P, <) es un punto maxi-
mal de P. Fin(a) denota el conjunto de puntos finales accesibles de «. P tiene
suficientes puntos finales si para cada o € P, Fin(a) # ().

Definiciéon 4.20. Decimos que « tiene profundidad n, prof(a) =n, sin es la
longitud mdzxima de una cadena de puntos que comienzan en a (existe una sucesion
de n puntos de P a1 = a < ag < -+ < ap ¥y cualquier otra sucesion de este
tipo contiene a lo mds n puntos). En otro caso diremos que « tiene profundidad
infinita.

Observacion 4.21. Claramente un punto final tiene profundidad 1.

Definicion 4.22. Decimos que la profundidad de un marco P es n < w si
existe un punto « en P tal que la prof(a) = n y para cualquier otro punto 5 en P,
prof(B) < n. Y diremos que la profundidad de P es w si para cada n < w eziste
un punto en P tal que la profundidad de dicho punto es n, en este caso diremos
que la profundidad es infinita.

Observacion 4.23. Las notaciones de submodelos, submodelos generados y conos
de modelos son definidas de manera similar a submarcos, submarcos generados y
conos de marcos para mayor referencia consultar [13].
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4.2. Propiedad de Filtro

Es posible definir a las logicas por diferentes vias por ejemplo de manera
axiomaética, empleando relaciones de consecuencia usando calculo de secuentes,
etc. Desde un punto de vista semantico, podemos hacerlo mediante clases de
marcos.

Definiciéon 4.24. Sea F una clase no vacia de marcos de Kripke, la logica de
la clase de marcos F denotada por L(F) es

L(F)={p e FORM : para todo P = (P,<) € F,P E ¢}.
Proposicion 4.25. Sea F una clase no vacia de marcos, entonces L(F) es una
logica proposicional intermedia.

Para una prueba de esta proposicion véase [12].
A partir de ahora todas las logicas que se consideraran son logicas proposicio-
nales intermedias y, por simplicidad, las llamaremos logicas.

Definicion 4.26. Una ldgica L se dice que es caracterizada (o descrita) por
una clase de marcos F, si se tiene que L = L(F).

Definiciéon 4.27. Sea L una logica proposicional intermedia, un marco de Kripke
P = (P, <) se dice que es un marco para L, si L es vdlida en P y lo denotamos
mediante P = L.

Observacion 4.28. Fr(L) denota la clase de marcos para L. Esta clase es no
vacia, pues al menos contiene al marco de un solo punto.

Proposicion 4.29. Sean L cualquier ldgica intermedia y I'; A conjuntos de for-
mulas, entonces:

1. L C L(Fr(L)).
2. I' b, A implica que T' =gy A.
Demostracion.
1. Supongamos que ¢ € L'y ¢ ¢ L(Fr(L)), entonces existe P = (P, <) €
Fr(L) tal que P ¥ ¢, pero P es un marco para L, esto implica que P |= L,

en particular para ¢ € L, entonces se tiene que P = ¢, lo cual es una
contradiccion. Por lo tanto se verifica que L C L(Fr(L)).

2. Sean K = (P, <,IF) un modelo basado en un marco de Fr(L), « € Py
supongamos que para cada ¢ € I', a IF ¢. Verifiquemos que existe ¥ € A
tal que «a IF .

Como I' F;, A, entonces existen férmulas

901#?27-.-7%%GFY¢17¢2’~-7¢m€A
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tales que
CLA@Qa N Npp =P VP V-V ihy, € L,

como K esta basado en un marco de Fr(L)

alF e Nea A== AN = Y1 VP V- -V 1)y,

ademés para cada ¢ € {1,2,...,n}, por hipotesis se tiene que « IF ¢;, esto
implica que
alk @i Apa A Aoy,

por aplicacion de regla MP se sigue que « IF ¢y Vg V ... V ¥, entonces
existe j € {1,2,...,m} tal que a I 4;. Por lo tanto I' =py ) A.

]

Proposicion 4.30. Si P = (P, <) es un marco para la ldgica L, entonces cual-
quier submarco propio' generado de P es un marco para L.

Para una prueba de esta proposicion véase [8|.

Definicién 4.31. Sea oo € P y sea P, el cono de P generado por a. Decimos que
P, tiene la propiedad de filtro si y solo si para cada 3,7y € P, se tiene que

a<fya<yimplica que (e <dyd<pf yd<r).

St v es la raiz de P, dectimos que P tiene la propiedad de filtro.

Proposicion 4.32. Sean L una ldgica intermedia y P = (P, <, p) un marco de
Kripke con raiz p y con la propiedad de filtro, supongamos que todo cono propio
de P es un marco para L, entonces P es un marco para L.

Demostracion. (Por contradiccién) Supongamos que P no es un marco de Kripke
para L, entonces existe un modelo de Kripke K = (P, <, p,IF) basado en P y una
formula ¢ € L tal que p ¥ ¢.

Probaremos primero el siguiente hecho:

(1) Existe un modelo de Kripke K = (P, <, p,IF') basado en P y o* € P tal
que p < o y a* W .

Sea Sf(p) el conjunto de todas las subformulas de ¢ y definimos una relacion
=, entre los puntos J y § de P de la siguiente manera:

5 =, 8 sipara cada i € Sf(y),
5 Ik siy solosid I .

Afirmacion: =, es una relacion de equivalencia y ademas tiene un ntmero
finito de clases de equivalencia.

1Si P' es un subconjunto de P tal que P # P. Entonces se dice que P’ esun subconjunto
propio de P.
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Mas ain, si @ > p, entonces « I ¢. En efecto, por hipotesis se tiene que el
cono P, es un marco para L 'y ¢ € L, entonces o IF ¢. Por lo tanto a no es
equivalente a p.

Definimos un conjunto P* = {ay, ..., a,} tal que:
p<an,...,p<ap,. (4.1)
Para cada § > p, existe § € P’ tal que § =, § . (4.2)

Como P’ es finito y P tiene la propiedad de filtro, entonces existe un punto
o* € P tal que o > py para cada d € P, a* < 4.

Por lo tanto podemos definir un modelo K = (P, <,IF) basado en P donde la
relacion de forzamiento I satisface las siguientes condiciones, para cada variable
proposicional p:

(A") Para cada 6 > a*, 0 IF psiy solosid IF p.
(B") o IF psiy solosiplp.
Se prueba inmediatamente que:

(A) Para cada § > o* y para cada formula ), & IF 1) si y s6lo si 6 IF 1.

Por induccion en la complejidad en v se verifica que:
(B) Para cada 1) € Sf(p), a* IF 1 siy solo si p I- .
Caso 1. Si ) = p formula atémica, se sigue de (B').

Caso 2. Si ¢ = x A+, entonces
a*IF 1 siysolosi a*IF y A~y
siysolosi oflF xy vy o lF~y
siysolosi plEx vy plky
siysolosi pl-xA~.

Caso 3. Si Y = x V v este caso es andlogo al caso anterior.

Caso 4. Sih = x — 7. Si o ¥ x — ~, entonces existe § € P tal que p < a* < 6
y oI xy o H 4 por (A), 61 x v 6 W . Luego p ¥ x — 7.
Supongamos ahora que p ¥ xy — v, entonces existe ¢ tal que p < 9,0 1F x y
0.

a) Si d = p, entonces x,v € Sf(p) por hipdtesis inductiva se sigue que
o IF x v a* IF ~. Por lo tanto o I y — ~.

b) Si 6 > p, por (4.2), existe k € {1,2,...,n} tal que a, € P’ tal que
§ =, ay. Esto implica que oy IF x vy oy ¥ 7, por lo tanto, por (4.1)
y por (A) ap IF x v ap ¥ ~. Por lo tanto oy W x — 7. Asi (B) es
verdadero.

Por (B) y el hecho de que p ¥ ¢ v p € Sf(p) se tiene que a* ' ¢.
Por (1), el cono propio P,. no es un marco de Kripke para L, lo cual es una
contradicciéon con la hipoétesis. Por lo tanto P es un marco de Kripke para L. [
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4.3. Conjuntos Especiales de Férmulas

Intuitivamente un conjunto de férmulas es consistente cuando no contiene
contradicciones. Formalmente la consistencia puede ser definida en términos se-
manticos o en términos sintacticos.

Definicion 4.33. Sea L wuna ldgica intermedia y A un conjunto de formulas,
entonces A es consistente en L si no eziste una formula ¢ y su negacion —p
ambas demostrables en A.

Definicion 4.34. Sea L una ldgica intermedia. Un conjunto de formulas A es un
conjunto (en el lenguaje Ly) L-saturado si y sdlo si:

LS1: A es consistente,
LS2: Aty ¢ (donde p € FORM ) implica que p € A,
LS3: oV x € A implica o bien que p € A o x € A.

Observacién 4.35.

1. Si L es omitido, se entenderd que A es un conjunto Int-saturado.

2. Del punto LS2 De la Definicion 4.34, tenemos que si A es L saturado,
entonces se cumple que L C A.

3. El conjunto de V-formulas de un conjunto L-saturado A es un conjunto
L,V -saturado.

Definicion 4.36. Un conjunto A es maximal consistente si:
MC1: A es consistente.
MC2: Para toda formula @, o bien ¢ € A 0o ~p € A.

Ahora enunciamos algunos resultados importantes acerca de conjuntos satu-
rados, para mas referencias ver [4].

Proposicion 4.37. A es maximal consistente si y sélo si A es un conjunto Cl-
saturado.

Demostracion.

[=] Supongamos que A es maximal consistente y verifiquemos que se satisfacen
LS1-LS3 de la Definicion 4.34.
Por hipotesis A es consistente. Por lo tanto se verifica LS1T.
Supongamos que A F¢p ¢ v ¢ ¢ A, entonces ~p € A esto implica que A F¢p o,
es una contradiccion con el hecho de que A es maximal consistente. Por lo tanto
se verifica LS2.
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Supongamos que ¢ € Ay oV x € A, pero 7p > x =@V Y €Ay —p € A,
esto implica que A F¢ —¢ — X, luego por aplicacion de la regla MP se tiene que
A F¢p x. Por lo tanto se verifica LS3. Asi A es Cl-saturado.

[«<] Supongamos que A es Cl-saturado y verifiquemos que se satisfacen MC1-
MC?2 de la Definicion 4.36.

Por hipoétesis A es consistente. Por lo tanto se verifica MC1.

Ahora sea ¢ una formula, sabemos que A ¢ —¢ V ¢ y por hipotesis se tiene que
A es Cl-saturado, entonces = V ¢ € A, asi se tiene que =p € A o p € A. Por lo
tanto se verifica MC2. Concluimos que A es maximal consistente. O

Observacion 4.38. Dado un modelo de Kripke K y un punto o de K, I'g () es
un conjunto saturado y I' g(&) es un conjunto V -saturado. Entonces los conjuntos
Ik (a) y Tk (a) son mazimal consistentes.

Definiciéon 4.39. Un conjunto saturado A es realizado en K si A = T'g(«) para
algin punto a de K.

Ahora recordamos un resultado importante acerca de conjuntos saturados,
para una prueba del lema consultar [§].

Lema 4.40 (Lema de Inclusion-Exclusion). Sean L wuna ldgica intermedia y T’
y A dos conjuntos de formulas tales que T' ¥, A. Entonces existe un conjunto
L-saturado T'* tal que T CT* y IT* N A = ().

4.4. Nociones de Completez

Los siguientes conceptos relacionan los aspectos sintécticos y semanticos de
una logica.

Definicion 4.41. Sea L una logica intermedia, entonces diremos que L es com-
pleta (o tiene semdntica de Kripke) si y sdlo si L = L(Fr(L)).

Definicion 4.42. Sea L una logica intermedia, entonces diremos que L es fuer-
temente completa si y solo si para cualesquiera conjuntos de formulas I' y A,
se tiene que

I'Fp A siy solo si I f=pery A

Definicion 4.43. Sea L una ldgica intermedia, entonces diremos que L es fuer-
temente w-completa si y sdlo si para cada conjunto finito de variables propo-
sicionales V' y para cualquiera dos conjuntos de V-formulas TV y AV, se tiene
que:

IV, AY siysdlo siTV =Fr(L) AV,

Proposicion 4.44. Sea L cualquier logica intermedia.

1. L tiene semdntica de Kripke si y solo si para cualquier formula ¢, se tiene
que:
Fr g siy solo si E=pe(r) ¢



52

Semantica de Kripke

2. L tiene semantica de Kripke sty solo st L es caracterizada por alguna clase

no vacia de marcos.

. L es fuertemente completa si y sélo si cada conjunto A L-saturado es reali-

zado en algin modelo de Kripke basado en un marco para L.

. L es fuertemente w-completa si y solo st cada conjunto finito V y cada

conjunto AV que sea V-saturado en L, se tiene que es realizado en algin
modelo de Kripke basado en un marco para L.

Demostracion.

1. [=] Supongamos que L tiene semantica de Kripke y sea ¢ una formula.

Notemos de la Proposicién 4.29, que si 1 ¢, entonces |=p, (1) . Para el
CONVerso, supongamos que =pyz) ¢ y ¥, ¢. Esto implica que ¢ € L(Fr(L))
y ¢ & L, esto es L # L(Fr(L)), es decir, L no tiene semantica de Kripke,
esto es una contradiccion. Por lo tanto L = L(Fr(L)).

[«<] Supongamos que L no tiene semantica de Kripke, entonces existe una
formula ¢ tal que ¢ € L(Fr(L)) y ¢ & L, es decir, |=py1) ¢ y ¥L ¢, lo cual
es una contradiccion.

. [=] Si L tiene seméantica de Kripke, entonces L es caracterizada por una

clase no vacia de marcos de Fr(L). Para el converso supongamos que L
es caracterizada por una clase de marcos. Veamos que L(F) = L(Fr(L)).
Notemos que F C F'r(L), en efecto, supongamos que F < Fr(L), entonces
existe P € F tal que P ¢ Fr(L), esto implica que P no es marco para L, es
decir, P ¥ L, pero por hipotesis L = L(F), entonces P ¥ L(F), esto implica
que existe un ¢ € L(F) tal que P ¥ ¢. Pero como ¢ € L(F) se tiene que
para cada P* € F, P* |= ¢, en particular para P € F, P = ¢, lo cual es
una contradiccion. Por lo tanto F C Fr(L), luego L(Fr(L)) C L(F).

[«<] Supongamos que existe ¢ € L(F) y ¢ ¢ L(Fr(L)), esto implica que
existe P, € F'r(L) tal que Py ¥ ¢, pero como ¢ € L(F), entonces para cada
P* € F, P* = ¢, en particular para P, € F, se tiene que P, = ¢, lo cual
es una contradiccion. Por lo tanto L(F) C L(Fr(L)).

. [=] (Por reduccién al absurdo) Supongamos que L es fuertemente completa

y que existe un conjunto A L-saturado que no es realizado en cualquier
modelo K basado en un marco para L. Si con A¢ denotamos el complemento
de A, tenemos que A =g,y A, en efecto, si K es cualquier modelo basado
en un marco para L y « cualquier punto de K tal que «a IF ¢ para toda
¢ € A. Esto implica que A C I'k (), de donde la inclusiéon es propia, esto
significa que a lF ¢ y p ¢ A. Como L es fuertemente completa, se sigue que
A 7 A°. Entonces existen formulas @1, @9, ..., 0, € Ay 1,09, ... 0, €
A€ tales que Fp o1 Apa A+ A, — U Vo V-V ,. Esto implica que
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Y Vb V- Vb, € A Por lo tanto i, € A para algin k € {1,2,...,m},
lo cual es una contradiccion pues 1, € A°y AN A° = ().

[«<] Supongamos que L no es fuertemente completa, entonces existen con-
juntos I' y A tal que I' =ppy Ay I' . A. Por el Lema 4.40, existe un
conjunto I'* L-saturado tal que I =g,y Ay I' ¥ A. Probaremos que I'™* no
es realizado en cualquier modelo basado en un marco para L. Supongamos
que para algin modelo de Kripke K y algin punto o de K, I'g(a) = I'™.
Obtenemos lo siguiente:

- alF ¢ para cada p € T'.

- al¥ x para cada x € A.

Por lo tanto I' ¥, (1) A, lo cual es una contradiccion.

4. Este caso es andlogo al caso anterior, restringiéndose a V-conjuntos.

4.5. Nociones de Separabilidad

Definimos algunas nociones relacionadas con la separabilidad de los puntos de
un modelo de Kripke por medio de formulas, nociones que serédn necesarias para
caracterizar los modelos de Kripke de ciertas Logicas Intermedias.

Definicion 4.45. Sea K = (P, <,IF) un modelo de Kripke, diremos que K es
separable si y solo si para cada o, f € P, si U'g(a) =Tk (B), entonces a = 5.

Definiciéon 4.46. Sean K = (P, <,IF) un modelo de Kripke y V un conjunto de
variables proposicionales, diremos que K es V-separable si y solo si para cada
o, € P, siTi(a) =Tg(B), entonces a = .

Definicion 4.47. Sea K = (P, <,IF) un modelo de Kripke, diremos que K es

bien separable si y sdlo si para cada o, € P, si Ug(a) C T'(B), entonces
a < f.

Definicion 4.48. Sea K = (P,<,IF) un modelo de Kripke, diremos que K es
completo si y solo si para cada o € P y cada conjunto A saturado tal que
Ik(a) C A, existe f > a tal que I'g(f) = A.

Definicion 4.49. Sean K = (P, <,IF) un modelo de Kripke y V' un conjunto de
variables proposicionales, diremos que K es V-completo si y solo si para cada
a € P y cada conjunto AV A-saturado tal que T'Y-(a) C AV, existe 8 > « tal
que TR () = AV,

En [8] la nocion de ser separable es denominada ser diferenciado o distingui-
ble (differentiated or distinguishable), bien separable es equivalente a ajustado
(tightness) y la nocién de completo es similar a marcos generales descriptivos
(descriptive general frames).



54 Semantica de Kripke

Proposicion 4.50. Sean K = (P, <,IF) un modelo de Kripke y V un conjunto
de variables proposicionales, entonces

1. Si K es separable y completo, entonces K es bien separable y tiene suficientes
puntos finales.

2. 8t K es V-separable y V-completo, entonces K es bien V -separable y tiene
suficientes puntos finales.

3. Si K es V-separable y V' finito, entonces K tiene un numero finito de puntos
finales.

Demostracion.

1. Veamos que K es bien separable. Sean «, f € P tales que I'g(a) = 'k (5),
como 'k (5) es separable, entonces dado que K es completo existe 5 tal
que 8 > a y Tg(B) = I'kg(B), pero K es separable, entonces 3 = 3. Por
lo tanto o < B = f3, es decir K es bien separable. Veamos que K tiene
suficientes puntos finales. Sea o € P, definimos:

D, = {AJA es saturado y I'g (o) C A}.

Este conjunto es ordenado con la inclusion, C y es tal que si tomamos una
cadena A; con i € I, entonces UZ.e 1A € D,. Dado que se satisfacen todas
las hipotesis del Lema de Zorn en (D,,C), entonces existe un conjunto
maximal en D,, digamos A* D I'g(«) el cual es saturado, luego como K
es completo existe e, > a tal que A* = T'g(naz), €NLONCES Ay €8 UN
elemento maximal accesible desde a. Por lo tanto Fin(a) # 0.

2. Este caso es analogo al caso anterior, restringiéndose a V-conjuntos.

3. Sea V- ={p1,...,py} un conjunto finito de variables proposicionales y sean
a, 3 € P tales que a |- p; si y solo si 3 IF p;, entonces T (o) = T%(B) v
como K es separable, esto implica que o = . Como V es finito, entonces
existe una cantidad finita de subconjuntos AV C V tal que a I- ¢ si y sblo
si ¢ € AV, de esto existe una cantidad finita de puntos en P y por lo tanto
una cantidad finita de puntos maximales, es decir puntos finales.

]

Proposicion 4.51. Sea K = (P, <,IF) un modelo de Kripke V -separable y V -
completo, donde V' es un conjunto cualquiera de variables proposicionales. Sean
una V-formula y a € P tal que o ¥ @, entonces existe Gpae > « tal que aupae ¥ @
y para cualquier § > Qpaz, 0 IF @.
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Demostracion. Sea
D = {AY|A es V-saturado, I'y (o) C AV y o ¢ AV}

D con la relacion de inclusion satisface las hipotesis del Lema de Zorn, esto im-
plica que existe un elemento maximal en D, digamos A* como K es V-completo,
entonces existe mqee > a tal que Ty (maz) = A*. Por lo tanto ame. ¥ .
Supongamos que existe d > unqe tal que 0 ¥ ¢, ¢ ¢ T (), T (0) es V-
saturado y I'Y-(a) C T'Y(4), es decir que T'%(5) estd en D, ademas A* debe estar
contenido prgpiamentg en I'V.(6) ya que K es V-separable. Por consiguiente si
LY (maz) = T (), entonces tendriamos ayne, = 6. Por lo tanto tal 6 no existe,
pues contradice la maximalidad de A*. O

Si V es el conjunto de variables proposicionales, tenemos en particular la si-
guiente proposicion.

Proposicion 4.52. Sea K = (P, <,IF) un modelo de Kripke separable y completo.
Sean ¢ una formula y o € P es tal que o ¥ @, entonces existe qupq, > a tal que
Qmaz ¥ © Yy para cualquier § > gy, 0 1F .

4.6. Nociones de Canonicidad

El modelo canénico de una légica L es, en cierto sentido, el modelo més grande
de L, ya que contiene todos los conjuntos saturados que, como ya vimos, son
conjuntos de formulas que satisfacen ciertas propiedades de cerradura.

Cuando un marco de un modelo candnico es un marco para una logica L,
decimos que L es candnica. Como una consecuencia inmediata de la Definicion 4.41
se tiene que las logicas canénicas son completas e incluso fuertemente completas.

Definicion 4.53. Una logica se dice que es canonica si y solo si cada modelo
separable y completo de L estd basado en un marco para L.

Definicion 4.54. Una ldgica se dice que es w-canonica si y solo si para cada
modelo V -finito, V -separable, y V -completo de LV es basado en un marco para L.

La siguiente proposicion es consecuencia directa de las respectivas definiciones.

Proposicion 4.55. Sea L una ldgica intermedia. Entonces:
1. Si L es canonica, entonces L es w-canonica.
2. Si L es fuertemente completa, entonces L es fuertemente w-completa.
3. Si L es candnica, entonces L es fuertemente completa.

4. Si L es w-candnica, entonces L es fuertemente w-canonica.
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Observacioén 4.56. Los reciprocos de 1 y 2 no se cumplen, los contraejemplos
pueden verse en [13], mientras que los reciprocos de 3 y 4 no se sabe cudndo se
cumplen, en este sentido es un problema abierto.

Teorema 4.57 (Van-Benthem). Si una logica L es caracterizada por un clase
definible de marcos de primer orden?, entonces L es candnica.

Definicion 4.58. Sea L una ldgica, el modelo candnico de L es el modelo de
Kripke C; = (Pr, <,IF) tal que:
C1: Py es el conjunto de todos los conjuntos L-saturados.

C2: < coincide con la relacion de inclusion C.

C3: Para toda variable proposicional p y todo A € Py, :

Al p siy solo sipe A

Proposicion 4.59. Para cada formula ¢ y A € Py, se tiene que:
Al siy solo sip € A.

Demostracion. Haremos la prueba por induccién sobre la longitud de la férmula.
Sea ¢ una férmula, entonces:

Caso 1. Si ¢ = p con p € V, entonces por la definicion de modelo canénico se
satisface que
AlFpsiysolosipeA.

Caso 2. Sip =9V xy A € Py, entonces

|[=| Supongamos que A IF 9 V y esto implica que A IF ¢ o A I x, por
hipoétesis inductiva tenemos que ¢ € A o x IF A y dado que A € Py, se tiene
que: AFp v o Akp x.

Supongamos que A Ik, 1. Como L es una logica intermedia tenemos que
v — (Y V x) € L, entonces A k1, ¢ — (), por aplicacion de la regla MP
se sigue que A 7 ¥ V x, esto es equivalente a ¥ V y € A. Analogamente si
suponemos que A -7, y llegamos a que ¥ V xy € A.

[<| Supongamos que ¢ =¥V x € Ay como A es L-saturado se sigue que
Y € A o x € A por hipétesis inductiva se tiene que A I+ o A IF y, esto
ultimo es equivalente a A I+ V .

Caso 3. Si o =¥ Axy A € Pp, entonces

[=] Supongamos que A Fp 1 A x, esto es equivalente a tener A IF ¢y
A IF x por hipotesis inductiva se tiene que ¢ € Ay x € A esto implica

2Para mas detalles acerca de una clase definible de marcos de primer orden vea [9].
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que A Fp ¢y Atp x, entonces A Fp 9 A x. Como ¢ — ¢ € L, entonces
Ak (¢ A x) = (¥ A x), aplicando la regla MP se tiene que A 1 1 A x
esto es equivalente a ) A x € A.

[<|Supongamos que ¥ A x € A, entonces A Fp ¢ A x. De Pos3, Posj y
la aplicacion de la regla MP tenemos que A F; ¢ vy A Fp x. Como A es
L-saturado tenemos que ¥ € Ay x € A aplicando la hipétesis inductiva se
sigue que A IF vy y A lF y, esto es equivalente a A IF 9 A y.

Caso4. Sip =19 — xy A € P, tal que A IF ¢ — x esto equivale a que para
todo I' € Pp, tal que A C I'si I'IF ) implica que T' IF x.

[=]| Si A IF 1, entonces A IF x, por hipétesis inductiva se sigue que ¢ € A
y X € A, ademés x — (¢ — x) € L, esto implica que A b1 ¢ — x y como
A es saturado, se sigue que ¥ — y € A.

[«<] Supongamos que v — x € A. Como A C I' se tiene que ¢p — y € I'.
Ahora supongamos que I' I 1), por hipdtesis inductiva se sigue que ¢ € I' y
ademas (¢ A (¢ — x)) — x € L, entonces I' -1 x. Como I es saturado se
tiene que x € I' y por hipotesis inductiva I' I y. Por lo tanto A I+ — .

O

Si V' es un conjunto finito de variables proposicionales, se define el V-modelo
canénico C; de L, como en la definicion de modelo canénico tomando en cuenta
L, V-conjuntos saturados.

Observacion 4.60. C; es un modelo completo y separable. Esto ocurre ya que
Ic, (A) = A, porlo tanto I'¢, (A) =T'¢, (') si y solo si A =T. Ademds siI' € Pp,
es tal que I'c, (') € A, entonces I' € A y como I'c, (A) = A, entonces C;, es
completo.

Ademds C; contiene como submodelos generados, todos los modelos completos

de L.

Una propiedad similar se tiene para C;. Por lo tanto P, y P} denotan los
marcos de C; y C} respectivamente.

Definiciéon 4.61. Sea L una logica intermedia, entonces
1. L es canonica si y solo si P; es un marco para L.

2. L es w-candnica si y solo si para cada conjunto V finito, P} es un marco
para L.

4.7. p-Morfismos

Introducimos algunos tipos de homomorfismos entre marcos y entre modelos
de Kripke, los cuales son funciones que preservan la validez de férmulas como
podemos ver en las siguientes definiciones.
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Definiciéon 4.62. Sean P = (P,<) y P' = (P',<') marcos de Kripke. Diremos
que P y P’ son isomorfos si existe un mapeo biyectivo f de P a P’ tal que para
cualesquiera o, B € P :

a < B siysolo si f(a) < f(B).

Definiciéon 4.63. Sean K = (P,<,IF) y K = (P, <',IF') modelos de Kripke.
Diremos que K y K son isomorfos si existe un isomorfismo entre P y P’ tal
que para toda vartable proposicional p se tiene que

alkp siy solo si f(a) IF p.

De la Definicion 4.63, tenemos que « y f(«) fuerzan exactamente las mismas
formulas.

Definicién 4.64. Sean P = (P,<) y P' = (P',<") marcos de Kripke. Un p-
morfismo de P en P’ es un mapeo biyectivo f : P — P’ tal que:

PM1: f preserva el orden, es decir, para cualesquiera o, 3 € P:
o < 8 siy solo si f(a) < f(8).

PM2: f es abierta, es decir, para cualquier o« € P y 8 € P'. Si f(a) < B,
entonces existe 3 € P tal que f(3) = B.

Observacién 4.65.

1. Si f es un mapeo sobreyectivo de P a P', entonces f es llamado reduccion
de P aP.

2. También decimos que f reduce P a P’ o P es una f-reduccion de P o P es
f-reducible a P'.

Definicion 4.66. Sean K = (P, <,IF) y K = (P, <',IF) modelos de Kripke,
decimos que f es un V-p-morfismo de K en K' si:

VPM1: f es un p-morfismo de P en P'.

VPM2: Para toda variable proposicional p en V se tiene que:

alkp siy sdlo si fla)lF p.

Proposicion 4.67. Sea f un V-p-morfismo de K en K' donde V' es un conjunto
de variables proposicionales, entonces para toda o € K, T (a) =Ty (f(a)).

Demostracion. Haremos la prueba por induccién sobre la complejidad de ¢.
Sea ¢ € I'y (), entonces:
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Caso 1. Si ¢ = p con p € V, entonces del inciso VPM2 de la Definiciéon 4.66,
se sigue que ¢ € Fé(a), entonces a I- p si y solo si f(a) IF p, es decir,

p € T (f(a)).

Caso 2. Si p = A x, entonces a IF 1 A x si y s6lo si a lF ¢y a lF x aplicando
hipétesis inductiva tenemos que f(a) IF 9y f() IF x. Por lo tanto f(a) IF

U A, ast p € DV, (f(a).
Caso 3. Si ¢ =19V x es analogo al caso anterior.

Casod. Siog =19 = xyal-h = x.Sea € P tal que ' IF ¢y fla) < S,
entonces existe un 3 € P tal que o < 3, f(B) = B, luego f(B) IF ¥, por
hipotesis inductiva § IF ¢ como o« < fy a IF ¢ — ¥, entonces a IF x
y nuevamente por hipotesis inductiva tenemos que f(f3) I x, es decir,
B IF x. Por lo tanto f(a) -4 — xy p € F}/(,(f(oz)). Ahora supongamos
que f(a)lFv¢ — x ysea B € P tal que o < By I 1) aplicando hipotesis
inductiva tenemos que f(B) IF 1 con f(a) < f(f), entonces tenemos que
f(B) I x esto implica que 3 I y, para cualquier 3 > a. Asi a 1) — ¥.
Por lo tanto ¢ € T'}-(a).

]

Proposicion 4.68. Sea P un marco de Kripke y supongamos que existe f un
p-morfismo de P en algun marco P . Entonces para cada formula o,

Py implica que P = .

Demostracion. Supongamos que P = ¢ ysea K = (P, <',IF') un modelo basado
en E, definimos el modelo K = (P, <,IF) del siguiente modo, paraa € Py p € V

alkp siysolosi f(a)l p.

f es un p-morfismo de K en K "conV = V), de la Proposicion 4.67, tenemos
que I'jr = FK(f(a)).

Ahora sea o € P dado que f es sobreyectiva, entonces existe un punto « en
Pyac f'a)ycomo Pl A, particularmente o |= ¢, es decir, p € I'g(a) =
Iy (f(@)), luego o |- . Como o' y K son arbitrarios, entonces P = . O

. . , . /
En particular, si P es un marco para la logica L, entonces P es un marco para
L.

Definiciéon 4.69. Sea P = (P, <) un marco de Kripke con Spl(P) denotamos el
conjunto de todos los marcos de Kripke P tal que para todo submarco generado
P contenido en algin cono P, de P, no existe un p-morfismo de P en P.
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Proposicién 4.70. Sean P = (P,<) y P' = (P', <) marcos de Kripke tales que
P’ ¢ Spl(P), entonces para cualquier formula o,

si P' |= ¢ entonces P = .

Demostracion. Supongamos que P’ }: @, como P’ ¢ Spl(P), entonces existe P~
submarco generado de P tal que P" C P, para algin a € P’y existe f un p-
morfismo de P” en P. Entonces por la Proposicion 4.68 tenemos que P’ E
implica que P |= ¢.

Sea K' = (P", <", ||—”> un modelo basado en BH, entonces definimos
K = (P',<',IF) de tal modo que:

- Si « esté en el complemento de P” | entonces para cada p € V, a " p.

- Sia e P’ entonces a IF" psiy solosi f(a)F p.
Entonces K es un submodelo generado de K. Por lo tanto, si P = A por el
Teorema de Generacion (Teorema 3.11 en [8]) P’ |= ¢, asi P = . O

Definicion 4.71. Sea V' un conjunto de variables proposicionales. Definimos dado
un modelo de Kripke K la relacion =V entre puntos en K del siguiente modo:

a=" B siy sdlo si T (a) =Tk(B).

Observacién 4.72.

=V

1. La relacion es una relacion de equivalencia.

2. ay denotard la clase de equivalencia de o en la relacion =

Definicion 4.73. Sea K = (P, <,IF) un modelo de Kripke, definimos el modelo
cociente de K respecto a V como K, = (P, <'|IF') donde:

COl: P' ={ay :a € P}.
CO2: ay <' By siy sdlo si Ik (o) CTR(B).
CO3: Para cadap € V ay I p siy sdlo si o lF p.
CO4: Para cada p ¢ V, entonces oy I p.
Observacién 4.74.

1. K, es bien separable.

2. El mapeo h que asocia a cada punto o de K con oy de K, es sobreyectivo
y preserva el orden.
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4.8. Modelos de Kripke Finitos

Ahora definimos a los modelos de Kripke finitos que son modelos de Kripke
con suficientes puntos finales y exponemos algunos resultados interesantes.

Proposicion 4.75. Sea K = (P, <,IF) un modelo V -separable finito, donde V es
un conjunto de variables proposicionales. Entonces K es bien separable.

Demostracion. Vamos a demostrar que para cualesquiera o, 5 € P,
si Fg(a) C Fg(ﬁ), entonces o < 3.

Haremos la prueba por induccién sobre la profundidad de a.
Sea 3 € P tal que 'y (o) C TL(B).

Caso 1. Siprof(a) = 1, entonces « es punto final, entonces I' (o) = ' (), dado
que K es separable esto implica que o = f3.

Caso 2. Supongamos que a £ 8y prof(a) > 1, entonces existen dy, .. ., d, suce-
sores inmediatos de «, entonces &, £ f3,...,0, % S, para cada d;,( pues de
lo contrario §; < f y como a < §; se sigue que a < 3, lo cual es una con-
tradiccion) usando la contrareciproca de la hipotesis inductiva, tenemos que
FE(@-) z FE(/B) para cada i € {1,2,...,n}, entonces existen @1, Y, ..., Pn
con @; € I'V(8;) tales que &y IF @1, 53 IF ©a,..., 0, IF @, pero B K ¢; para
ic{l1,2,..., n}. Por otro lado dado que K es separable. Si suponemos que
[} (o) = T¥%(B), entonces o = 3, lo cual es una contradiccion. Por lo tanto
Fé(a) C Fg(ﬂ) es propia. Es decir, existe y formula tal que S IF x vy o ¥ x.
Sea vy =x — @1 Vs V-V, entonces a I v, pero 5 ~, lo cual es una
contradiccion, pues por hipotesis Ty () C TV (3) y asi a < B.

Por lo tanto K es bien V-separable. O

Lema 4.76. Sean K = (P,<,IF) un modelo finito, V' un conjunto de variables
proposicionales y K = (P, <',IF") un modelo de Kripke (posiblemente K = K);
sean o € Py o' € P’ tales que T} (o) = F;,(a/) y sea A un congunto V -separable

tal que FX,(O/) C AV. Entonces existe 8 € P tal que &’ < 8y F}/(, (B) =AV.

Demostracion. Dado que K es finito, entonces podemos encontrar un conjunto
finito X tal que para cada V-férmula ¢, existe ¢ € ¥ tal que para toda a € P,
alFyY < e

Supongamos que X = {11, %o, ..., PVn, X1, X2+ --> Xm} en donde 1; € AV y
xi € AV, i€ {1,2,...,m}. Como AV es saturado, entonces

0= AP A Athy = x1 VX2V Vxm & AV,

porque de suponer lo contrario, como AV es saturado y Ny ¥is 0 Fr Vit X,
se sigue que \/z1 xi € AV y nuevamente por ser AV un conjunto saturado esto
implica que existe x; tal que y; € AV, lo cual es una contradiccion.
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Por hipétesis tenemos que I'¥-(a) = F;,(o/) C AV, entonces o' W' o, esto
implica que existe 5 € P' tal que o < 3 y B IF 1;, en donde i € {1,2,...,n}y
B W x;, en donde i € {1,2,...,m}.

Finalmente, verifiquemos I'};(8') = AV.

[D] Sea ¢ € AV, entonces para algtin i € {1,2,...,n}, a IF ¢ < 9; ya que
Fé(a) = Fé(a/) ademas como ' IF 9;, entonces A IF ¢, luego ¢ € FX,(B/).

[C] Sea ¢ € FIV;, (B), entonces 5 F ¢ ademas existe ¥ € ¥ tal que o - ¢ < 0,
luego o IF ¢ <> ¥ como o < ', entonces ' IF ¢ < ¥ asi § IF 9. Luego para
cada i € {1,2,...,m}, ¥ # x;, pues de lo contrario B IF xi, pero B es tal que
B W x;. Por lo tanto ¥ = 1); para algin i € {1,2,...,n}, ast ¥ € AV ademés
o' -9, luego a =9 y como «a I ¢ ¥, entonces a I ¢, asi ¢ C T (a) C AV,

]

Tomando K = K, se prueba que:
Proposicion 4.77. Sean K = (P, <,IF) un modelo finito y V' cualquier conjunto
de variables proposicionales. Entonces K es V -completo.

Particularmente, tomando V' el conjunto de todas las variables proposicionales,
obtenemos:

Proposicion 4.78. Sea K = (P, <,IF) un modelo de Kripke finito. Entonces K
es completo.

Proposiciéon 4.79. Sean K = (P, <, p,IF) un modelo finito V -separable y K' =
(P, <", p',IF'Y un modelo de Kripke tal que Fg(p) = FX,(pI) y sea h un mapeo de
los puntos de K' a los puntos de K definido como sigue:

h(a') =« si y sdlo si Fg(o/) =Ty (a).

Entonces h es un V-p-morfismo de K/ en K.

Demostracion. Veamos que h estd bien definida. Sea o € P, p <" ', luego
Fé(p) C Fé(a) y como I'i(p) = FE, (p'), entonces Ty (p) = Fg (a') como
FX,(a) es V-saturado y K es finito y separable entonces K es completo esto
implica que existe v € P tal que p < ay (o) = F}/(/ (o). Por lo tanto h(a') = a.

Veamos que h es funcion. Sea o un punto en P’ y supongamos que h(o/) =y
y h(a') = oz, entonces 'l (ay) = Fé(o/) = 'k (a2) y dado que K es V-separable
esto implica que a; = as.

Afirmacion: h es p-morfismo.

Veamos que h es sobreyectiva. Sea a € P, entonces p < avy asi I'(p) € T (),
luego 'y (p) C FE, (ar) con T (r) V-saturado, entonces por el Lema 4.76 tenemos
que o € P'yestal que p <o yT'x(a') =T} (a). Porlo tanto h(a') = a.

Veamos que h preserva el orden. Sean o, 3 € P’ tal que o < 'y sean
a,B € P tales que h(a') = a y h(8') = j3, tenemos que 'y (o) C T, (8) vy asi
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I (o) € Tk(B). Como K es finito y V-separable, entonces es bien-V-separable,

de esto tenemos que o < f3, es decir que h(a) < h(3).
O]

La siguiente proposiciéon nos dice que los modelos finitos para una logica L
estdn basados en marcos para L.

Proposicion 4.80. Sean L una logica intermedia y V' un conjunto de variables
proposicionales y K = (P, <,IF) un modelo finito separable de LV, entonces K
estd basado en un marco para L.

Demostracion. (Reduccion al absurdo) Supongamos que P no es un marco para
L, entonces existen un modelo K = (P, g,lk’> y a € P tal que para alguna
formula ¢ € L se tiene que a ¥ . Sea V,, = {q1,q2,--.,qn} €l conjunto de las
variables proposicionales de ¢, dado que K es finito, es V-separable y por lo tanto
bien-V-separable, entonces existen Vj-formulas €1, ¢2,...,¢, tales que para cada
a€ P, alk ¢ siysolosial-e;.

Consideramos la sustitucion o tal que og; = ¢;. Entonces para cualquier V-
formula n y cualquier o € P:

alF 1 siy solo si alF on.
Haremos la prueba por induccién sobre la complejidad de 7.

Caso 1. Sim = p con p € V, entonces por la definicion de o es inmediato el
resultado.

Caso 2. Sin =¥ Ax. Supongamos que a IF Ay siysélosialF ¢y alF x, por
hipotesis inductiva tenemos que «a Ik 0 y al- o, es decir aI- o () A x).

Caso 3. Sin =1V x es anédlogo al caso anterior.

Caso 4. Si n = 1 — x. Supongamos que a IF 1) — Y esto es equivalente a
decir que para todo 3 > a, si 8 IF 1, entonces S I x, aplicando hipotesis
inductiva tenemos que para todo S > «, si § IF o1, entonces 3 I+ oy, esto
es equivalente a a IF o) — o, es decir, a Ik o(1p — x).

Por lo tanto como o ¥ ¢, entonces o W o, lo cual es una contradiccion, ya que
¢ € L, entonces o € L ademés oy es una V-féormula, luego oy € LY, entonces
K deberia forzar a oy en cualquier a € P particularmente en el a dado. O

Si tomamos a V' el conjunto de todas las variables proposicionales, tenemos la
siguiente proposicion.

Proposicion 4.81. Sea L una ldgica intermedia y sea K = (P, <,IF) un modelo
finito separable de L. Entonces K estd basado en un marco para L.
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Proposicion 4.82. Sea K = (P, <,IF) un modelo V -separable, donde V' es un
conjunto finito de variables proposicionales, y v es cualquier punto de P = (P, <)
con profundidad finita. Entonces el cono P, de P es finito.

Demostracion. Haremos la prueba por inducciéon sobre la profundidad de «.

Caso 1. Siprof(a) = 1, entonces « es un punto final esto implica que P, = {a},
es decir que P, es finito.

Supongamos que prof(a) < n, entonces P, es finito.

Caso 2. Supongamos que prof(a) =n > 1, sean 3,y € P, con [ # ~, entonces
I’g(ﬁ) =+ Fg('y), esto implica que se da alguna de las siguientes condiciones:

a) Que no fuercen las mismas variables proposicionales.
b) Que no vean los mismos puntos.

Como V es finito, entonces existe una cantidad finita de posibles subconjuntos de
V' que se fuercen en un punto « y aplicando hipotesis inductiva, entonces tenemos
que existe s6lo un ntimero finito de puntos de P,. O]

4.9. Marcos con Suficientes Puntos Finales

Si una Logica Intermedia es caracterizada por marcos con suficientes puntos
finales, dicha logica posee una semantica de Kripke. Para obtener dicho resultado
primero presentaremos a los puntos V-finales de un modelo de Kripke y poste-
riormente definiremos los modelos de Kripke V-podados.

Definicion 4.83. Sea K = (P, <,IF) un modelo de Kripke y V' un conjunto finito
de variables proposicionales. Un punto a € P se denominard V -final si para cada
peV,alFpoalk—p.

Afirmacion 4.84. Para todo o € P, existe o > « tal que o™ es V-final.

Demostracion. Sea o € P. Veamos que existe o* > « tal que a* es V-final.

SialFpoalk—ppara todo p € V, entonces a* = a y « es final.

Si o no es V-final, entonces existe a lo mas un nimero finito de variables
proposicionales {p1,ps,...,Pn} tales que a ¥ p; y @ W —p; parai € {1,2,...,n}.
Pero a ¥ =p 1mphca que existe o > « tal que o |- py, entonces si en o se tlene
que &' W py vy o W —ps, aplicando el razonamiento anterior podemos encontrar
a’ > a tal que o I p3 v asi sucesivamente hasta encontrar o™ = a* > « tal que
a* Ik p,. O

Definiciéon 4.85. Sean K = (P, <,IF) un modelo de Kripke, o un punto en Py
ay la clase de equivalencia de puntos que tienen el mismo V -forzamiento que «,
entonces se define el modelo V-podado, K}, = (P',<',IF') de K como sigue:
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MP1: P'={a:a€ P yamnoesV-final Y U{ay :a € Py« es V-final}.
MP2: Para cada o, 5 € P:

1. Si B no es V-final, entonces o <' 3 si y sélo si o < 3.
2. Si B es V-final, entonces a <' By si y solo si Tk (o) CTR(B).

MP3: Para cadap €V ya € P:

1. Si o no es V-final, entonces o IV p si y sdlo si o IF p.

2. Si o es V-final, entonces oy IF p siy sélo si o - p.
MP4: Para cadap & V y o' € P, se tiene que o I+ p.

Observacion 4.86. En el inciso 2 del punto MP2 se cumple la igualdad si y sélo
si a es V-final y « es equivalente a .

Afirmacion 4.87. K;‘)/;z es un modelo de Kripke.

Demostracion. Veamos que K;/d satisface M K1-M K3 de la Definicion 4.4.

» P' () ya que P # 0, luego |P/\ > 1, pues al menos debe existir un punto
oy un o que sea V-final (posiblemente o = o).

» <’ es una relacion de orden. Veamos solamente la antisimetria. Supongamos
quea <" By < a

Caso 1. Si a y 8 no son puntos V-finales es inmediato que o = f3.
Caso 2. Si ay 8 son puntos V-finales es inmediato que a = f.

Caso 3. Supongamos que « es V-final y 8 no es V-final. Como 3 <  a,
entonces I'\-(3) C T'(B) y dado que 3 no es V-final, se sigue que
a <' B esto implica que a < B. Luego I';(a) C T'¥%(B), entonces
I'Y-(o) = Tk (B). Por lo tanto 3 es V-final, lo cual es una contradiccion
por lo tanto este caso no es posible y de manera analoga se tiene para
el caso en que 3 es V-final y @ no es V-final.

» |F es una relacion de forzamiento. Supongamos que «, 8 € P’ son tales que
a <' B ademas a I p con p € V.

e Si 3 es V-final, entonces '} (a) € T (3). Asi B I p implica que 8 I p.

e Si 8 no es V-final, entonces a no es V-final y asi a < (. Entonces
o IF p implica que a IF p, luego B F p de esto se sigue que § I p. Asi
'y = Fg(ﬁ), entonces 3 es V-final, lo cual es una contradiccion.
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Lema 4.88. Sean K un modelo de Kripke y V' un conjunto de variables proposi-

cionales, entonces existe un V -p-morfismo de K en el modelo V -podado Kl‘)/d de
K.

Demostracion. Sea f : P — P’ definida de la siguiente manera, para cada o € P

«Q sl o no es V-final
fla) = .
ay sl aes V-final

= Veamos que f preserva el orden.

Supongamos que o < 3. Entonces tenemos tres casos:

Caso 1. Si # no es V-final, entonces f(a) = a < = f(f).

Caso 2. Si 3 es V-final y a no es V-final, entonces T'y (o) C T (B) esto
implica que f(a) = a <" 8= f(B).

Caso 3. Si ay f son V-finales, entonces f(a) = ay, f(5) = Py y no existe
peVitlquealrpy ¥ poalk—-py W —p Dado que a <
se tiene que I'}.(a) C T'Y(83), entonces I'-(a) = T (B) v asf ay = By.
Por lo tanto f(a) = f(3) de esto se tiene que f(a) < f(5).

= Ahora veamos que f es abierta.

Supongamos que f(a) <" f. Entonces tenemos tres casos:

Caso 1. Si ay 8 no son V-finales, entonces a = f(a) y = f(5) asi a < f.

Caso 2. Si fy es un representante de clase y a no es V-final, entonces existe
B € P tal que f(B) = By ademés f(a) <" B luego ')y (o) C TR (B).

Caso 3. Si f(a) y By son V-finales tales que f(a) < By, entonces existe 3
V-final tal que By es su representante de clase y asi f(5) = Sy, luego
tenemos que f(a) < By = f(3), entonces tenemos que I'l- (o) C T'%(3)
ademés « y 3 son V-finales, esto implica que T (a) = T'x (). Por lo
tanto estdn en la misma clase de equivalencia, entonces ]7(04) < By y
asi tenemos que existe o > « tal que f(«a) < Sy.

ue

Por lo tanto f es un V-p-morfismo de K en el modelo V-podado K ;,/d de K. 0O

Teorema 4.89. Sea F cualquier clase de marcos, entonces existe una clase FFV

que contiene unicamente marcos con suficientes puntos finales y tales que:
L(F) = L(FFN).

Demostracion. Sea K la clase de todos los modelos basados en marcos de F con
KTIN denotamos la clase de todos los V-modelos podados de modelos de K, para
cada conjunto finito V', FF'YN es la clase de marcos de los modelos de K7V,
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|C] Supongamos que ¢ ¢ L(F), entonces existe un modelo K basado en un
marco de F tal que K ¥ ¢, sea V = Vary, entonces existe un punto a € K tal
que o ¥ o, entonces existe o en K;fj tal que o ¥ ¢. Por lo tanto K;/d W @y asi
o ¢ L(FFIN),

[2] Supongamos que ¢ € L(FFN) entonces existe un marco PF™ de tal
manera que PF™N I . Por definicion de FF'N existe P en F y por el Lema
4.88 existe un p-morfismo de P en PV con lo cual tenemos que P = ¢y asi
© € L(F). O

Corolario 4.90. Una logica L tiene semdntica de Kripke si y solo si L es carac-
terizada por una clase de marcos con suficientes puntos finales.

4.10. Ejemplos de Semanticas de Kripke

Los modelos de Kripke son una herramienta muy eficaz en el estudio de la
semantica de algunas légicas intermedias. En las siguientes secciones introducimos
algunos ejemplos de logicas intermedias y caracterizamos los modelos mediante
los cuales cada logica queda descrita.

4.10.1. La Logica de Ramificaciéon Acotada

Consideremos la siguiente familia de féormulas:

n

bby = Al(pi = \/ps) = \/pi) = \/pion = 1.

i=0 i i
La familia de logicas de Gabbay - de Jongh, se define como:
T,, := Int + bb,,.

Definiciéon 4.91. Sea P = (P, <) finito y o € P, decimos que o tiene ramificacion
n, st « tiene a lo mds n distintos sucesores.

Proposicion 4.92. Sea P un marco finito si cada punto o € P la ramificacion
de v es a lo mas n, entonces P es un marco para la logica T,

Para una prueba de esta proposicion vea (|8, Proposicion 2.41).

4.10.2. La Loégica de Profundidad Finita

Consideramos la sucesion de formulas bd,, definidas como sigue:
bdg — J_
bd; = pV-opi=pV(p—Ll)
bd,;1 = puy1V (Pry1 — bdy)
Se define la familia de logicas Bd,, de profundidad finita para n > 1, como
sigue: Bd,, := Int + bd,,.
Los marcos para Bd,, son los marcos de profundidad a lo mas n.
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Proposicion 4.93. P es un marco para Bd,, paran > 1 si y sélo si la profundidad
de cada punto o en P es a lo mds n.

Demostracion.

[=] Supongamos que bd,, no es valida en un punto «g en P, entonces tenemos
que existe un modelo de Kripke K basado en P tal que ag ¥ bd,,. Esto implica
que ag ¥ bd,, de lo cual se sigue que a9 ¥ P, v ap ¥ p, — bd,, entonces
existe oy > aq tal que a; I+ P, y ay ¥ bd,,_; Por la segunda parte tenemos que
a1 W pn_1y ag ¥ p,_1 — bd,_s. Continuando de este modo podemos construir
la cadena «q, a, ..., a, de puntos distintos tales que:

Qo ¥ Pn
ay IF p,
as lFp,, asolkFp,_q

anlFpn, anlbEpu1,..., a,lFprya, ¥ L

Entonces tenemos que prof(ag) > n + 1.

[«<] Supongamos que existe un punto «g en P tal que prof(ag) > n, entonces
existe una cadena de longitud n + 1, digamos g, a1, ..., a, tal que a; # «; si
it # j, entonces definimos el modelo de Kripke K:

Definimos una P-valuacion v : FORM — P(P) del siguiente modo:

v(p) ={a € P:v(p,a) =t}

v(p)) = {ax:ke{n—(i—-1),...,n}t},ie{l,2,...,n}.
v(p,) = Aag,...,an}
op2) = {nra)

v(p)) = {an}
Luego tenemos que o; ¥ P,_; V (pn—; — bd,_(i41))-
Por lo tanto
Qo ¥ Pn Vv (pn — bdn—l)-

4.10.3. La Loégica de Dummett

La logica de Dummett o logica de cadenas es la logica:

LC:=Int+ (p —q) V(¢ = p).
Definicion 4.94. Decimos que un marco P es fuertemente conectado si para
cualesquiera o, B,y € P,

a<pya<yentonces f <y o0vy<p.

Proposicion 4.95. P es un marco para LC si y sdlo si P es fuertemente conec-
tado.

Para una prueba de esta proposicion vea ([8], Proposicion 2.36).
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4.10.4. Lobgicas de Godel

Las logicas proposicionales de Godel de valores finitos fueron introducidas en
[14] para probar que la Logica Proposicional Intuicionista no puede verse como
una logica de valores finitos. En [10], Dummett demostr6 la completitud de las
logicas de Godel.

Las logicas de Godel, estan definidas por:

G, =Int+((p—>¢) V(g—p)+bd,,(n>1).
Las logicas G,, pueden ser caracterizadas semanticamente como sigue:

Teorema 4.96. P es un marco para G,, (n > 1) si y sélo si P es fuertemente
conectado y la profundidad de cada punto o en P es a lo mds n.

4.10.5. La Logica de Kreisel-Putnam

La logica de Kreisel-Putnam KP es la logica:

KP := Int + kp,

donde kp es el siguiente esquema:

kp=(p—=qVr)—=(p—=>qV(p—r).

Lalogica KP sirvié como contraejemplo a la afirmacion de Lukasiewicz de que:
“La logica intuicionista es el sistema mas grande cerrado bajo MP, y sustitucion
que satisface la Propiedad Disyuntiva (PD)”.

(PD) ¢V x € L implica que o bien p € L o x € L.

Definiciéon 4.97. Una logica se dice que es constructiva si satisface la propiedad
disyuntiva (PD).

Proposicion 4.98. Sea L una ldgica intermedia y suponga que L = L(F) para
una clase no vacia de marcos F. Si para cada P, y P, en F existe P € F tal
que P, y P, son submarcos generados de P, entonces L satisface la propiedad
disyuntiva.

Demostracion. Supongamos que V) € Ly que ¢ ¢ Ly ¢ L, luego existen P,
y P, € F tales que P, ¥ ¢ y P, ¥ 1. Por hipotesis tenemos que existe P € F de
tal forma que P, y P, son submarcos generados de P, entonces P ¥ ¢y P ¥ 1,
por lo tanto P ¥ ¢ V 1. Por otra parte ¢ V¢ € L = L(F), entonces para cada
P € F implica que P = ¢ V 9, lo que nos conduce a una contradiccion. O

Empleando esta propiedad se verifica que:
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Proposicién 4.99.

1. T,, satisface la propiedad disyuntiva.

2. Cl y Bd,, no satisfacen la propiedad disyuntiva.
Demostracion.

1. De la Proposicion 4.98, se sigue que T,, satisface (PD).

2. Cl no satisface la propiedad disyuntiva, pues (p — —p) V (=p — p) es una
instancia de axioma que pertenece a Cl pero ni p — —p ni —p — p estan en
ClL

Por otro lado Bd,, no satisface la propiedad disyuntiva, pues bd; = p1V —py,
Bd; = Int + bd; = Cl y CI no tiene la propiedad disyuntiva.

]

Algunos esquemas si permiten que los disyuntandos estén en Bd,. Por ejemplo
si p; = pa, entonces p; V (p1 — p1 V —p1), pero p; — p1 V —p; es una instancia de
axioma (Pos6) y esta en Bd,.

Por contrario tenemos que ps = ——p; ¢ Bdy y =—p1 — p1 V —p; ¢ Bdo.

Proposicion 4.100. Sea P = (P, <) un marco con suficientes puntos finales P
es un marco para la logica KP si y solo si para todo «, B,y € P se satisface que
st < B ya <y, entonces existe § tal que o < 6, § < B, 0 < vy Fin(d) =

Para una prueba de esta proposicion véase [20].

4.10.6. La Loégica de Shehtman

Vimos en la seccion 4.4 que una logica es completa si esté es caracterizada por
una clase no vacia de marcos de Kripke. En 1977, V.B. Shehtman, construyo la
primera logica proposicional intermedia no completa. Su construccion esté basada
en considerar la siguiente familia de férmulas:

1 _ 2 1_ 2 _
a—l_pa a—l_Qa O‘O_q_>p7 Ozo—p—>q,
al i =a? = alVva? a2 =al 5a2val
n+1 _1 n 2n n—117 ) n+l = “'n n n—1»
Br=anp i Nog g — oy Vo, (n <w)

T=P00—= VP, u=0Vh w=m—=pu =0 LVa.

La logica de Shehtman se puede axiomatizar como sigue:

Sh := Int + @ + ¢ + bbs.
Teorema 4.101. La ldgica Sh no es completa.

Para una prueba de esta proposicion véase [22].
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Tn = Int+ AL ((pi = Vizipi) = \/jyﬁipj) = Vizopis (n > 1)
Bd, := Int+p,V(p, — bd,_1)

LC = Int+(p—¢q)V(g—Dp)

G, = Imt+((p—>¢V(g—p)+bd, (n>1)

KP = Int+(-p—qVr)—(-p—=q V(-p—r)

Sh :— Int+ w+ ¢+ bb,

Tabla 4.1: Logicas Intermedias.

4.10.7. Loébgicas Axiomatizadas por Férmulas en una Varia-
ble

Las logicas en una variable son légicas stper intuicionistas teniendo como
axioma adicional una férmula que contiene sélo una variable proposicional, en
esta seccion presentaremos algunos ejemplos de dichas légicas y estudiaremos su
caracterizacion semantica.

Sobolev en [28], muestra que todas las logicas axiomatizadas por formulas en
una variable tienen la propiedad del modelo finito y por lo tanto son decidibles y
admiten una seméntica en términos de modelos de Kripke.

Definicién 4.102. El Int-{p}-modelo candnico K , = (P,,<,0,,IF) se define
en el marco P, = (P,,<,0,) de la Figura 4.1 (las lineas rectas representan la
relacion de sucesor inmediato) y donde la relacion de forzamiento es definida como
Sique:

0k p siy sdlo sid = oy.

p o1 02
03 ( ) 04
05 ( ) 06
o7 og

@)
o

Figura 4.1: Int-{p}-modelo canénico de K.

Consideremos ahora la familia de férmulas nf),:
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nf, = »p
nf, = —-p
nf; = -p
nfy, = —-—p—p
Ilfk = Ilfk_l — Ilfk_g vV Ilfk_4, k > 5.
Ejemplo 4.103. Particularmente los esquemas nf, para n € {5,6,7} son:
nfs = (=—p—p) = (=pVp)
nfs = ((-=p—p) = -pVp) = (-pV-p)
nf; = nfs — ((-—p — p) vV —p).

Esta familia de férmulas se denomina formulas de Nishimura (1960). Toda
logica con axiomas extra en una variable se puede axiomatizar empleando férmulas
en una variable; para mas detalles acerca de las formulas de Nishimura véase [3],
[4].

Algunos resultados acerca de esta familia de férmulas son los siguientes:

Afirmacion 4.104.

1. 6 IFnfy, si y sdlo si o < 0.

2. Si o, <o,, entonces Fint nf,, — nf,,,.

Para una demostracion véase [21].

4.10.8. La Loégica de Jankov

Esta logica se puede axiomatizar como sigue:
Jn:=Int+—-pV-—p=1Int+ (—p—p)— (pV-p).

Estas dos axiomatizaciones en realidad conducen a la misma logica.
Veamos que Fingt—py—yp (7p = p) = (pV D).

(1) = p—p hipotesis

(2) —p—®V-p) (Pos7)

(3) p—=>®V-p) (Pos6)

(4) ——p—(pV-p) transitividad 1 y 3
(5) (=p—=(pV-p)— ((==p) = (V-p) (Pos8)

(6) ((==p) = (pV-p)) (MP 2y 5)

(7) pVvV-w (MP 4y 6)

Por el Teorema de la Deduccién tenemos que

Fnt+—pv——p (7D = D) = (pV —D).

Ahora veamos que Fingq(«—psp)—spv—p (7P V 7D).
(1) (===p— —p) = (-pV —==p) Esquema (==p = p) = (pV —p)
(2) (==p— -p) ———p — —p € Int
(3) —pV-mp (MP 1y 2)
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Definiciéon 4.105. Un marco P = (P, <) es fuertemente dirigido si para cual-
quier o, B,y € P si a < 8y a <y, entonces (5 < 0 y v < 9).

Un ejemplo de marco fuertemente dirigido se presenta en la Figura 4.2.

J

Figura 4.2: Marco fuertemente dirigido

Proposicion 4.106. P es un marco para Jn si y solo si P es fuertemente dirigido.

Para una prueba de esta proposicion véase [§].

4.10.9. La Loégica de Scott

Esta logica se puede axiomatizar como sigue:
St :=Int + ((==p = p) = =pVp) = (==pV —p)).

Definiciéon 4.107. Sea P = (P, <) un marco y « un punto que no es final en P,
a es pre-final si¥V 6 € P, ) > «, entonces 0 es final en P.

Un ejemplo de puntos pre-finales se muestran en la Figura 4.3.

Figura 4.3: § y € son puntos pre-finales y ¢ no es un punto pre-final

Definicion 4.108. Sean o, € P puntos finales de P, se dice que o y B estdn
conectados prefinalmente en P si y solo si satisfacen alguna de las siguientes
condiciones
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CPl: a=p

CP2: Eziste una sucesion 7yi,%a, ..., Vs con n > 1 de puntos finales en P tales
que:

ILm=aymwm=7,
2. Sii e {1,2,...,n— 1}, entonces existe 0; un punto prefinal en P tal
que {i, Yir1} C Fin(d;).

Un ejemplo de puntos conectados prefinalmente se muestran en la Figura 4.4.

a V2 V3 Y4 Yn—2  Yn-1 B

Figura 4.4: o y 3 estan conectados prefinalmente, pero a y ¢ no lo estan.

Observacion 4.109. Si P = (P, <) es un marco de profundidad finita y o,y € P
son tales que a no es final y v € Fin(«) y para todo 5 con a < B < 7y se tiene 3
no es prefinal, entonces P no es un marco para St.

Demostracion. Como « tiene profundidad finita, entonces existe « < 8 < vy v
un sucesor inmediato de 3.

Ademaés debe existir § un sucesor de § tal que v ¢ Fin(d). Entonces definimos
un p-morfismo h del cono P4 de P en el cono P, del siguiente modo:

[\

o
o

ot

i final
h(5)2{01 si d es fina

o3 sl 0 no es final

B < § pero no tiene a v como punto final.
h es un p-morfismo, pero tenemos que o5 ¥ nfg pues o5 no es mayor que og. Por
lo tanto dado que existe un p-morfismo entre P 5y P, , entonces Pg ¥ nfy. O

Proposicion 4.110. Sea P = (P, <) un marco de Kripke de profundidad finita
este serd un marco para St si y solo si para todo a € P y 0,7 € Fin(a), § y
estan conectados prefinalmente en P, .

Para una prueba detallada de esta proposicion véase el Apéndice C.
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Cl := Int 4 (nf; vV nfy) = Int + nf),
Jn := Int 4 (nf; V nf;) = Int + nf;
NL,, := Int+nf,, (m>06)

St = NLg

Ast = NL;

Tabla 4.2: Logicas Axiomatizadas por Formulas en una Variable.

4.10.10. La Logica Anti-Scott

La logica Anti-Scott se puede axiomatizar como sigue:
Ast := Int + nf;.

Proposicion 4.111. Sea P = (P, <) un marco de profundidad finita, P es un
marco para Ast si y sélo si para cada o € P st a mo es un punto final de P,
entonces satisface alguna de las condiciones:

1. Para todo sucesor inmediato § de «, |Fin(d)| = 1.

2. Para cualquier par de sucesores inmediatos 5 y 7y, si B y 7 no son puntos
finales, entonces Fin(f) = Fin(7).

Observacion 4.112. En [11] [Miglioli y Ferrari]

1. Presentan extensiones de St y particularmente una extension mazimal en
la familia de logicas intermedias constructivas EST.

EST = St U {Est,}.

donde Est, se define de la siguiente manera:

Est, = ((m=p1 = 2@ Voo VeV o, Vomg,)
— Ty \V P9 V.-V Ty,

2. Muestran que St es mazimal en el fragmento de légicas intermedias axioma-
tizadas en una variable y ademds el fragmento en una variable de cualquier
logica constructiva estd constituido en:

a) En el fragmento de una variable de St.
b) En el fragmento de una variable de Ast.

3. Asi como para St también construyen para Ast una logica constructiva que
la extiende y es mazrimal.

4. St y Ast son constructiblemente incompatibles, es decir, que la union de
ellas no admite una extension constructiva.

3Si se agrega una formula mas a la légica, esta deja de ser constructiva.
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{a} {b}

{a,b}

Figura 4.5: MV -marcos con 2 y 3 puntos finales.

4.10.11. La Loégica de Medvedev

La logica de Medvedev MV es conocida en la literatura como la logica del
problema finito y surge en el contexto de la interpretacion algoritmica de los

conectivos intuicionistas. En este trabajo estamos interesados en su seméntica de
Kripke.

Definicion 4.113. Sea X un conjunto finito no vacio. El marco de Medvedev
(MV -marco) determinado por X, es el marco P = (P, <) definido como sigue:

Ml: P={Y:YCXyY #0}.
M2:Y < Z siysolosi ZCY.
Observaciéon 4.114.

1. X esla raiz de P.

2. Para cada v € X, {x} es punto final de P.

Ejemplo 4.115. Para Xy = {a,b} y X3 = {a,b,c}, los correspondientes MV -
marcos son representados en la Figura 4.5.

Observacion 4.116. Sea Fyv la clase de todos los MV -marcos, entonces
MV = L(Fuvy)-
De esta caracterizacion se tienen los siguientes hechos:
MV1. St C MV.

MV2. KP C MV.

Aplicando la Proposicion 4.98 se verifica que:

Afirmacion 4.117. La légica de Medvedev MV satisface la propiedad disyuntiva.
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Observaciéon 4.118.

1. MV es el primer ejemplo de logica mazximal constructiva, para mas referen-
cias véase [15].

2. MV no es finitamente axiomatizable ([16]), sélo la semdntica es conocida y
es un problema abierto demostrar si es decidible.

4.10.12. La Loégica de Rombos

La logica de rombos RH presenta una cierta analogia con la logica de Medve-
dev de igual forma damos una caracterizacion seméntica de esta logica.

Definicion 4.119. Sea T un orden lineal, un intervalo de T es una pareja [t1,ts],
donde t; < ts.

Denotamos el intervalo [¢,t] simplemente con t.
El orden en T induce un orden parcial C en los intervalos de T" definido de la
siguiente manera:

[tl,tg] g [Ul,UQ] si y solo si Uy S tl y t2 < Usg.

Definicién 4.120. Sea T un orden lineal finito, el RH-marco P = (P, <) de-
terminado por T es definido como sigue:

R1: P= {[tl,tg];tl,tg c T Yy tl S tg}

R2: [t1,te] < [uy,us] si y solo si [uy,us] C [ty,ts].

t1 to t3 ty

[t1, t4]

Figura 4.6: Ejemplo de un RH-marco con 4 puntos finales.

Observacion 4.121. Los intervalos de la forma t son los puntos finales de P y
los intervalos correspondientes a los puntos finales de T es la raiz de P.
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Ejemplo 4.122. Sea T' = {ti,ta,1t3,t4}, con t; < ty < t3 < t4. El RH-marco
determinado por T estd representado en la Figura 4.6.

Observacion 4.123. Sea Fry la clase de todos los RH-marcos, entonces
RH = L(Frp).
De esta caracterizacion se tienen los siguientes hechos:
RH1. St C RH.
RH2. T, C RH.

Observacion 4.124.

1. Las logicas MV y RH son incomparables ya que KP no esta contenida en
RH y T no estd contenida en MV

2. RH no tiene una axiomatizacion, solo la semdntica es conocida.



Capitulo 5

Relacion entre Semanticas
Algebraicas y de Kripke

En el Capitulo 3 hemos estudiado la semantica algebraica que caracteriza a las
Loégicas Intermedias, de igual forma en el Capitulo 4 se ha tratado la seméantica de
Kripke y se dieron ejemplos de algunas logicas intermedias y de las seméanticas de
Kripke que las caracterizan. En [13] [Fitting] muestra que los modelos de Kripke
son equivalentes a los modelos algebraicos en cierto sentido.

También sabemos que toda logica intermedia acepta una seméantica algebraica
no asi una semantica de Kripke, pero mostraremos que cualquier logica intermedia
finita tiene un modelo de Kripke.

Teorema 5.1. Para cualquier modelo de Kripke K = (P, <,v), existe un modelo
algebraico M = (U, vy) donde U es un dlgebra de Heyting y vy es una valuacion
de FORM en U tal que para cualquier formula p, se tiene que:

¢ es vdlida en K si y solo si vy(p) = 1.

Demostracion. Sea K = (P, <,v) un modelo de Kripke.
Definiremos un modelo de algebraico M = (U,wvy) tal que para cualquier
formula ¢:
¢ es valida en K siy solo si vy(p) = 1.

Tomamos la coleccion,

A={N C P: N es cerrado }.

La relacion de orden en A es la inclusién de conjuntos C.

(A,C) es una reticula distributiva en donde A y V son la interseccion y la
unién de conjuntos respectivamente. Ademas () € A es el elemento minimo y P es
el elemento maximo.

Resta verificar que la reticula tiene pseudocomplemento, es decir que por un
lado si Ny, Ny € A, existe un elemento N € A méas grande tal que Ny N C Nj.

Sea N el subconjunto cerrado méas grande de (P \ Ny) U Ns.

79
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Por otro lado veamos que para cada N3 € P,
NggNSiYSélO si NlmNg QNQ

[=] Supongamos N3 C N. Entonces

N C (P\N)UN,

Ny C (P\Np)UN,
NiNNg C NiN[(P\ Np)UDN,
NiNNs C NiNNyCN,

[«<] Ahora supongamos que Ny N N3 C N,. Entonces

NiNNs C N,
(Nt N N3) U (N3 \ Ny) € NoU(N3s\ Ny)
N3 C NyU (N3 \ Ny)Prop. Distributiva

Pero N3 € A, asi N3 es cerrado. Por lo tanto N3 C N.

Asi U = (A,N,U,0, P) es un algebra de Heyting.

Ahora definimos vy una valuacion en U de la siguiente manera, para cualquier
formula ¢,

vu(p) ={ue P:u(p,u) =t}

Veamos que vy es una valuacion.

1.
vulpA) = {u:vlp A u) =t}
= f{usv(p,u) =ty v, u) =t}
= {u:v(p,u)=t}N{u:v(,u) =t}
= wvulp) Nou(V).
2.

volp V) = {uo(pVibu) =t)
= {u:v(p,u) =toov(,u) =t}
= {u:v(p,u)=t}U{u:v(,u) =t}
= wvulp) Uou(¥).
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3. vu(—p) = —vu(p).

Sea u € vy(—p) tal que u ¢ —vy(p), entonces de la definicion tenemos
que v(—p,u) =ty v(p,u) = t. Como v(—-p,u) = t, de la definicion de
P-valuacion se tiene que para cada r > u, v(p,r) = f. Por otro lado como
v(p,u) = tyr > utenemos que v(p,r) = t, lo cual es una contradiccion. Por
lo tanto vy(—p) C —vy(p). La otra contencion se prueba de forma anéloga.

4. vy(p — q) es el elemento mas grande en A tal que:

vu(p) Nou(p — q) € vulq).

Veamos primero que vy(p) Nvy(p — q) € vy(gq).

Sea v € vy(p)Nuy(p — ¢) tal que v ¢ vy(q), entonces tenemos que v(p, v) =
t, v(p = q) =ty v(g,v) =f Como v(p,v) =ty v(q,v) = f se sigue que
v(p — q) = £, entonces v(p — ¢q) = f esto ultimo es una contradiccion. Por
lo tanto vy (p) Nvu(p — ¢) C vu(q).

Ahora supongamos que existe un B € A tal que vy(p) N B — vy(q), pero
vu(p — q) C B. Entonces existe r € P tal que r € B, pero r ¢ vy(p — q),
es decir v(p — ¢,7) = f, de la definicion esto implica que existe s € P tal
que s > r y en donde v(p,s) =t y v(q,s) = f. Como B € P se sigue que B
es cerrado, entonces s € B, también s € vy(p). Por lo tanto s € vy(p) N B,
lo cual a su vez implica que s € vy(q), es decir v(q,s) = t, lo cual es una
contradiccion.

Por lo tanto vy(p — ¢) es el elemento mas grande en A tal que
vu(p) Nvu(p — q) € vulg).

Claramente la unidad en A es P.

Por lo tanto vy es una valuaciéon de FORM en U y asi tenemos:
vu(p) = 1 siy solo si p es valida en K.

]

Teorema 5.2. Para cualquier modelo algebraico M = (U,vy) donde U es un
dlgebra de Heyting y vy es una valuacion de FORM en U, existe un modelo de
Kripke K tal que para cualquier formula ¢,

¢ es vdlida en K si y solo si vy(p) = 1.
Demostracion. Sea

P = {V : V es filtro primo de A}.
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P con la relaciéon de contencion es un conjunto parcialmente ordenado.
Definimos una P-valuacién v de la siguiente manera:

v(p, V) =t siy solo si vy(p) € V.
Veamos que la estructura (P, C,v) es un modelo de Kripke.

1. El caso base es inmediato de la definicion.

2.
v(eAY, V)=t siysolosi vy(lpAY) eV
siy solosi vy(p) Avg(y) € V
siysolosi vy(p) eV vy wy(@) eV
siysolosi v(p, V)=t y v,V)=t.
3.
vV, V)=t siysolosi vy(pVy)evV
siysolosi vy(p) Vou(w) €V
siysolosi wvy(p) eV o wy(y) eV
siysolosi v(p,V)=t o v(,V)=
4.

Si v(—g, V) =t, entonces vy(—yp) €V,
entonces (VV, <V € P)(—vy(p) = vu(—yp) € V),
entonces (VV. > V)(vu(p) ¢ V.),
entonces v(p,V,) =f.

Supongamos que v(—p,u) = f, entonces vy(—p) ¢ u, por el Lema 3.81
el filtro generado por u y vy(—¢) es propio, por el Lema 3.82 u puede
extenderse a un filtro propio primo r. Entonces u < r y vy(p) € r. Por lo
tanto existe r € P,u <r y v(p,v) =t.

5. El caso de la implicacion se demuestra de forma anéloga al de la negaciéon
aplicando el Lema 3.82.

Por lo tanto K = (P, C,v) es un modelo de Kripke. Notar que la unidad en
K es P.
Resta verificar que:

@ es valida en K siy solo si vy(p) = 1.
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[<] Supongamos que vy(p) = 1. Como 1 es un elemento de cada filtro, enton-
ces para cada V € P, v(p,V) = t.

[=] Supongamos que vy () # 1. Pero {1} es filtro y vy(¢) ¢ {1}. Por el Lema
3.82 el filtro {1} se puede extender a un filtro primo V, tal que vy(¢) ¢ V,. Por
lo tanto V, € Py v(p,V,) =1 O

La construccion de vy a partir de v en el Teorema 5.1 es biunivoca por lo tanto
dada cualquier valuacion en U esta se puede traducir en una P-valuacion en K
de manera anéaloga. Por lo tanto tenemos como corolario del Teorema 5.1 que:

Corolario 5.3. Para cualquier marco de Kripke P, existe un dlgebra de Heyting
U tal que para cualquier formula o,

@ es vdlida en P si y solo si ¢ es vdlida en U.

Por el contrario la definicion de la P-valuaciéon en la construccion del Teorema
5.2 no nos permite dada una P-valuacién arbitraria en K obtener una valuacion
en U, pues la relaciéon entre ellas no se basa en la construccion de las férmulas
si no en los filtros primos. Por ello del Teorema 5.2 tinicamente podemos obtener
como corolario que:

Corolario 5.4. Para cualquier dlgebra de Heyting U, existe un marco de Kripke
P tal que para cualquier formula o,

St ¢ es vdlida en P entonces ¢ es vdlida en U.

No sabemos cuando el reciproco del Corolario 5.4 se tiene y cuando en efecto
una légica intermedia tiene un modelo de Kripke. Pero demostraremos que si
U = (A, V,A,—,0) es un algebra de Heyting en donde A es finito, entonces el
reciproco se cumple. Esto implica que cualquier logica intermedia finita tiene un
modelo de Kripke.

Definiciéon 5.5. Sean K = (P, <,v) un modelo de Kripke y U = (A, V,\,—,0)
un dlgebra de Heyting. Denotamos por:

Ug el dlgebra de Heyting construida de un modelo de Kripke K como en el
Teorema 5.1.

Ky el modelo de Kripke construido de un dlgebra de Heyting U como en el
Teorema 5.2.

Observacion 5.6. Del Corolario 5.3 sabemos que
@ es vdlida en Ky siy solo si ¢ es vdlida en U .

Proposicién 5.7. Sean U = (A,V,A,—,0) y Uk, = (A", V' N, =",0) dlgebras
de Heyting, definimos una funcion h : U — Uy de la siguiente manera:

ha)={V:aeV yVeT(A},

entonces h es un homomorfismo de U en Ug,,.
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Demostracion. Sean a,b € A, entonces

1. h(a Ab) = h(a) A" h(D).

[C] Sea V € h(a Ab) entonces a Ab € V ademés sabemos que a Ab < a'y

a/ANb<b. Como V es un filtro esto implica que a € V y b € V esto a su vez
significa que V € h(a) y V € h(b). Asi V € h(a) A" h(b).

[D] Sea V € h(a) A" h(b), entonces V € h(a) y V € h(b) esto implica que
a € VybeV, dado que V es filtro se tiene que a A b € V, entonces
V € h(aAD).

2. h(aVb) = h(a) V' h(b).

[C] Sea V € h(aVb), entonces aVb € V y como V es filtro primo esto implica
que a € Vobe€V,entonces V € h(a) o V € h(b). Asi V € h(a) V' h(b).

[D] Sea V € h(a)V h(b), entonces V € h(a) o V € h(b) ademas sabemos que
a<aVbyb<aVb Enambos casos se tiene a Vb € V. Asi V € h(a V b).

3. h(—a) = —"h(a).

Sea V € h(-a) tal que V ¢ —'h(a), esto implica que v(—a,V) = t y
v(a,V) = t de esta ultima ecuaciéon tenemos que para cada V. > V,
v(a,V,) = f, entonces v(—a A a,V) = t, pero esto es v(L,V) = t es una

contradiccion.

Por otro lado sea V € —'h(a) tal que V ¢ h(—a), entonces v(a,V) = fy
v(—a,V) = f de esta ultima tenemos que para cada V, tal que V, > V,
v(a,V,) = t, en particular para V > V se tiene que v(a, V) = t, esto nos
da una contradiccion.

4. h(a — b) = h(a) = h(b).

Veamos que h(a — b) es el elemento mas grande tal que

h(a) A h(a — b) < h(D).

Sea V € h(a) A h(a — b), entonces V € h(a) y V € h(a — b) esto a su
vez implica que a € Vy a — b € V y dado que V es filtro se tiene que
a A (a — b) € V mas aun sabemos que a A (a — b) = a A b y nuevamente
como V es filtro se cumple que b € V, es decir V € h(b).

Ahora supongamos que existe h(z) en Py, tal que h(a) A h(z) < h(b) pero
h(a — b) < h(z), entonces existe V € T(A) tal que V € h(z), pero V no
pertenece a h(a — b), entonces z € Vya—b¢ V.

Sea,
V*={ag € A:ay > aAcpara algin ¢ € u},

el filtro generado por V y a que no contiene a b.
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Claramente z € V*. Veamos que V* es filtro primo.

Sean ¢,d € P con ¢V d € V*, esto implica que ¢V d > a A k para algin
k € u, entoncesc >aANkod>aNk Asice V* ode V™.

Por lo tanto V € h(a) A h(z), de esto se implica que V € h(b), es decir
b € V* esto es una contradiccién pues b no esta en el filtro primo generado
por V y a.

O

Lema 5.8. Sea U = (A,V,A,—,0) un dlgebra de Heyting tal que A es finito,
entonces el homomorfismo h: U — Uk de la Proposicion 5.7 es sobreyectivo.

Demostracion. Sea N un elemento en Uk . Entonces N C P cerrado, en donde
P es la clase de todos los filtros primos de A. Decimos que un elemento f en N es
minimal, si para cualquier g en N tal que g < f, entonces, g = f. Dado que A es
finito, entonces N es finito. Por lo tanto para cualquier g € N, existe un elemento
minimal f tal que f <g.

Sean f1, fa, ..., fr todos los elementos minimales en N.

Parai € {1,2,...,k}, definimos

w={9:fi<gygeT(A)}

Afirmacion: N = \/f”:1 u;, pues N € Ug,

Sea fi = {aij : j € {1,2,...,n,}}, entonces denotamos por (fi). = AJZ; ai;.

Afirmacion: g € w; siy solosi (f;)« € g.

[=] Supongamos que g € u;, entonces f; < gy g € T(A) esto implica que
para cada j € {1,2,...,n:}, ai; € g. Asi AL, a;; € g. Por lo tanto (f;). € g.

[«<] Supongamos que (f;). € g. Veamos que f; < gy g€ T(A).

Como g € N, entonces g es un filtro primo en A. Por lo tanto g € T(A).

Sea b € f;, entonces b = a;; para algtn j € {1,2,...,n;}. Como

(fi)s« = /\ ai; < a;j
j=1

y ¢ es un filtro esto implica que b = a;; € g. Por lo tanto hemos verificado que
Ji<g.

Hemos verificado que h((fi)«) = w;.

Por lo tanto
k k

n(\(£)e) =V hl(£)) =\ wi = u.

i=1 i=1

]

Corolario 5.9. Para cualquier dlgebra de Heyting finita U, existe un modelo de
Kripke K tal que para cualquier formula o,

St ¢ es vdlida en U entonces ¢ es vdlida en K.
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Conclusion

La Logica Intuicionista, es un sistema logico desarrollado por Arend Heyting
para proveer de una base formal al proyecto intuicionista de Brouwer. El sistema
enfatiza las pruebas, en vez de la verdad, rechaza el principio del tercero excluido,
pero conserva el principio de explosion. Esto se debe a que si enfatizamos las
pruebas en vez de la verdad, entonces en los conjuntos infinitos el principio del
tercero excluido falla cuando se aplica a una proposicion para la que no existe
demostracion ni de su verdad ni de su falsedad.

Una Logica Super Intuicionista es una logica proposicional que extiende a la
Loégica Intuicionista. La Logica Clasica es la Logica Super Intuicionista consistente
mas fuerte. Asi, las Logicas Super Intuicionistas consistentes son llamadas Logicas
Intermedias.

Existe un continuo de diferentes Logicas Intermedias. Una Loégica Intermedia
se puede construir a partir de agregar uno o més axiomas la Logica Intuicionista.
Ejemplos de Logicas Intermedias son:

Logica Clésica Cl
Logica de Jankov Jn
Logica de Scott St
Logica Anti-Scott Ast
Logica de Dummett LC
Logica de Kreisel-Putnam KP
Logica de Medvedev MV
Logica de Rombos RH

Las herramientas para estudiar a las Logicas Intermedias son similares a aque-
llas usadas para la Logica Intuicionista. Se estudiarén las semanticas de una am-
plia familia de logicas, especialmente logicas axiomatizadas por formulas en una
variable.

Por otro lado de manera general se estudiarén las Logicas Intermedias y sus
caracterizaciones semanticas a este respecto tenemos que:

1. Dada un algebra de Heyting, el conjunto de férmulas que son validas en
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el algebra es una Logica Intermedia. Reciprocamente si damos una Logica
Intermedia es posible construir el dlgebra de Lindenbaum-Tarski que es un
algebra de Heyting. Y asi obtenemos una semantica algebraica para las
Logicas Intermedias.

2. Un marco de Kripke es un conjunto parcialmente ordenado y un modelo
de Kripke es un marco de Kripke dotado de una valuacion. El conjunto de
formulas que son validas en el marco de Kripke es una Logica Intermedia.
Y dada una Logica Intermedia es posible construir una clase modelos de
Kripke en donde la logica es descrita por esa clase de marcos.

En nuestro resultado principal hemos mostrado que toda Loégica Intermedia
finita tiene un modelo basado en marcos de Kripke.

Concluimos que toda Loégica Proposicional Intermedia posee una seméantica
algebraica y si la Logica Proposicional Intermedia es finita entonces posee una
semantica basada en marcos de Kripke y es importante mencionar que el caso
general aiin es una pregunta abierta.

Con el trabajo realizado en esta tesis se logra dar una panoramica de las
Logicas Proposicionales Intermedias y se sientan las bases para atacar el problema
general.

Parte del trabajo futuro es obtener un resultado genérico que describa por qué
no es posible caracterizar una logica intermedia via seméntica de Kripke.



Apéndice A

Logicas de Godel

Recordemos que las logicas de Godel, estan definidas por:

G, =Int+ ((p—q)V(g—p)+bd,,(n>1).

Para definir la seméantica algebraica que caracteriza a las logicas de Godel
definiremos primero un Aro, para un estudio més exhaustivo acerca del tema se
puede consultar [2] y [6].

Definicion A.1. Un Aro es un dlgebra A = (A, —,-, 1) tal que:
Arl. (A, -, 1) es un monoide conmutativo.
Ar2. Para todo x,y,z € A se cumple que:

o (z—uz)=1.

ez -(x—y)=y-(y— ).

o~ (y—z2)=(x-y) — 2

Proposicion A.2. Sea A = (A,—,-,1) un Aro, entonces :

1. (A,-,1) es un monoide conmutativo parcialmente ordenado con una opera-
cion residual “—", donde el orden es definido de la siguiente manera, para
cada a,b,c € A:

a<bsiysdlosi(a—b)=1

y la operacion residual cumple que:

a-b<csiysdlosia<(b— c).

2. El orden parcial en cualquier Aro es una semireticula' ordenada, en donde
aNb=ala—Db).

1Una semireticula es un semigrupo (4,-) que satisface la ley conmutativa y la ley de idem-
potencia: = - x ~ .
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3. Para cualquier a,b,c € A se cumplen las siguientes propiedades:

e (1—a)=

)=

(a—b) < (c—>a)—>(c—>b).
a<(b—a).
a<(a<b)—b.

—(b—c)=b— (a—c).

e (a—1

(a—=0b)<(b—c)— (a—c).
e a < b implica que (b —c¢) <(a—c)y(c—a)<(c—D).

Definicién A.3. Un Aro acotado es un dlgebra A = (A, —,-,0,1) que cumple
lo siguiente:

1. (A, —,-,1) es un Aro,
2. Para cada a € A, 0 < a.

Definicion A.4. Una dlgebra A es un producto subdirecto de una familia inde-
rada de dlgebras (A);er si:

1. A<,/ A

2. mi(A) = A, para cada i € 1.
Definicion A.5. Un Aro bdsico es un producto subdirecto de Aros totalmente
ordenados.
Observacion A.6. Como se puede ver en [1] tenemos que los Aros bdsicos forman
una variedad axiomatizada, relativa a Aros, por la ecuacion:

(x—=y)—=2<((y—2x)—2) — 2

Definicion A.7. Una BL-dlgebra es un Aro bdsico acotado.

Definicion A.8. Una dlgebra de Godel es una BL-dlgebra que satisface la
ecuacion x - x = x, para cada x € A.

Las variedades de BL-algebras, algebras de Godel y Aros bésicos se denotan
mediante BL, G y BH, respectivamente. Por el Teorema de Birkhoff 3.44 estas
variedades son clases ecuacionales, por la Proposicion 3.93 Lgy, Lg v Lgy son
logicas intermedias.



Apéndice B

No toda Algebra de Heyting es un
Algebra de Boole

Analicemos algunas definiciones topologicas para definir dicha algebra.

Definicién B.1.

T1: Una topologia en un conjunto X es una familia T' de subconjuntos de X que
satisface:

1. 0, X eT.
2. SiU,V e, entoncesUNV €T.
8. Si{Ui}ier, entonces |J;c, Us €T

T2: Si T es una topologia en X a la pareja (X, T) le llamamos espacio topolo-
gico y a los elementos que pertenecen a T', conjuntos abiertos.

Ejemplo B.2. Sea X cualquier conjunto.
1. La coleccion de todos los conjuntos de X, P(X) satisfacen los axiomas que
satisfacen una topologia. A esta topologia le llamamos la topologia discreta
y al conjunto de X con esta topologia, espacio discreto.
2. La coleccion {0, X} es una topologia para X. A esta familia le llamamos la
topologia indiscreta y al conjunto X con esta topologia le llamamos espacio

mdiscreto.

Definicion B.3. Sean (X, T) un espacio topoldgico y A C X. Entonces el inte-
rior de A, (Int(A)), se define como:

Int(A) = {U € T: U C A},
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Proposicion B.4. Sea (X, T) un espacio topoldgico. Entonces (T, \,V,—) es un
dlgebra de Heyting, donde N\ y \V son la interseccion y union de conjuntos, ) es su
elemento minimo y — estd dada por:

A= B:=Int(—AUB).

Para una prueba de esta proposicion véase [17].

Observacion B.5. El dlgebra que se construyo en la proposicion anterior es
llamada dlgebra de Heyting topologica que resulta no ser un dlgebra booleana, a
menos que la topologia T sea la topologia discreta.

En efecto si tomamos A € T tal que —A ¢ T, entonces Int(—A) # —A, esto
implica que Int(—A) 2 —A. Luego recordemos que -A = A — 1| en este caso
A— L =Int(—AUD) = Int(—A) y tenemos que:

—=A = Int(—Int(—A)) C —Int(—A) € — — A= A= Int(A).

Por lo tanto no se verifica que para cada A € T', =——A = A y asi dicha algebra
no es un algebra de Boole.

IE] simbolo — denota el complemento usual de conjuntos.



Apéndice C
Semantica de Kripke para St y Ast

Proposicion C.1. Sea P = (P, <) un marco de Kripke de profundidad finita,
éste serd un marco para St si y sdlo si para todo o € P y d,7 € Fin(a), § y v
estan conectados prefinalmente en P,,.

Demostracion.

[=] Supongamos que existe a« € P tal que §, v € Fin(«) son tales que no
estan conectados prefinalmente en P,. Por la Observacion 4.109 tnicamente es
necesario considerar el caso en donde para cualquier punto no final § > « y cada
punto final 0* € Fin(f) existe un punto prefinal A tal que § < A < §*.

Sea @ el conjunto de todos los puntos finales & de P, que estan conectados
prefinalmente con vy (y € & y 6* ¢ ).

Se define el mapeo h entre P, y P,  como:

= Si p es un punto final de P,,.
hip) =01 si ped
hp)=02 si p¢®

= Si € es un punto no final de P,,.
h(e) =03 si Fin(e) C P
h(e) =0y si Fin(e)Nd =10
h(e) = o3 en otro caso

Veamos que h es un p-morfismo.

(i) h es sobreyectivo.

h(Oé) = O3
h(B) 02
h(v) = o
h(é) = 02
h()\) = O3

(ii) h preserva el orden.

Supongamos que pu, k € P, tales que p < k.
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0

T,

OA\/ Ul 02
‘ ﬂ L) 03
@) 05
(8%

Figura C.1: p-morfismo de P, en P,,.

Caso 1. Si k es un punto final entonces h(k) = oy 0 h(k) = 09.
(a) Si p es un punto final entonces x y p estéan prefinalmente conecta-
dos. Por lo tanto h(u) = o1 0 h(p) = o, respectivamente.
(b) Si p no es un punto final entonces varios casos:

» Si Fin(u) € @, entonces h(p) = o3, pero como k es final y
i < Kk, esto implica que k € ® por lo tanto h(k) = o7 y asi
h(p) < h(k).
» Fin(p)N® = (), entonces h(u) = o3 pero dado que p < k, esto
implica que k ¢ @y asi h(k) = o9 y efectivamente h(u) < h(k).
= Existend y~ finalestalesquepn <6, u<+ yy € ®yd ¢ @.
Luego tenemos que si k estd conectado prefinalmente con §
entonces h(k) = 03 y si k esta conectado prefinalmente con 7',
esto implica que h(k) = oy en cualquier caso h(p) < h(k).
Caso 2. Si k no es un punto final, entonces tenemos varios casos:
(a) Si Fin(k) C @, entonces h(k) = 03. Como p < Kk entonces f no es
final y existen varios casos:
» Si Fin(u) C @, entonces h(u) = o3.
» No es posible que Fin(u) N® = (.
= Si existen 6,7 € Fin(u) tal que § € ® y v € ®, entonces
h(p) = os.
Por lo tanto en todos los casos h(u) < h(k).
(b) Si Fin(u) N® = 0, entonces h(k) =
no es final tenemos varios casos:

09. Como p < K, entonces p

= No es posible que Fin(u) € ® ya que Fin(k) # 0 ademas
Fin(k) C Fin(u) y Fin(k) C ®°.

» Si Fin(k) N® = (, entonces h(u) = 0.

= Siexisten 8, v € Fin(p) y 8, € ®, entonces h(u) = os.
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<h
(¢) Siexisten 0,y € Fin(k) y§ ¢ ® y~ € ® como ju < k, entonces
5,7 € Fin(p) y asi h(u) = h(k) = 0s.

En todos los casos h(u)

(iii) h es abierta.

Supongamos que h(a) < 7, tenemos varios casos:

Caso 1. Si 0 = 01, entonces:

(a) Si h(a) = oy, el punto que sirve es el mismo a.

(b) Si h(a) = o3, entonces Fin(a) € ®, luego existe un punto +
final el cual esta prefinalmente conectado con v, como ~ es final y
accesible desde a, a <y h(v') = o7.

Caso 2. Si 0 = 09, entonces:

(a) Si h(a) = oy, entonces el punto « sirve como preimagen de os.

(b) Sih(a) = o3, entonces Fin(a)N®c # (). Por lo tanto existe un pun-
to final § prefinalmente conectado con 4 luego a < 8" y h(8') = o
ya que § ¢ ® de lo contrario tendriamos que § estd conectado
prefinalmente con ¢ y con v, luego ¢ y «v estarian conectados pre-
finalmente.

Caso 3. Si o = o3, entonces:

(a) Si h(a) = o3 es inmediato tomando el mismo « como preimagen
de 03.

(b) Sih(a) = o3, entonces Fin(a)N® = () por lo tanto existe un punto
final v € Fin(a), luego como el marco es de profundidad finita
tenemos que existe 7" tal que a < 7” < 7.

Si 4" no es prefinal por la Observacion 4.109, P, no es un marco

para St.
Si 7" es prefinal, entonces Fin(y") C @, de esto tenemos que
h(v) = o3.
Caso 4. Si 0 = 05, entonces h(a) = o5 y el mismo « sirve como preimagen
de o5.

Por lo tanto i es un p-morfismo de P, en P,y como F,, ¥ nfs, entonces por la
Proposicion 4.68 P, ¥ nfs. Por lo tanto P no es un marco para St.

[«<] Veamos que si P no es un marco para St, entonces existen 6,y € Fin(«)
para algin o € P y tales que no estan conectados prefinalmente.

Supongamos que P no es un marco para St entonces existe un punto o € P
tal que (P, «) ¥ nfs, es decir, (P, «) ¥ nf; — nf; V nfy, es decir existe § > « tal
que:
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(P,8) E nf; (C.1)
(£,8) ¥ nfyy (C.2)
(P75> # nf2 C

!

De la condicién (C.2) tenemos que existe 3 > 3 tal que (P, 3
De la condicion (C.3) tenemos que existe 0 > (3 tal que (P, 0)
Sea h : P3 — P,, definida por:

= .
P.

)
-

Y )

(@) 01 0O 02
B L) 03
o 05

Figura C.2: p-morfismo de Ps en F,..
Veamos que h es un p-morfismo.

(i) h esta bien definida.

Si € € Ps tenemos varios casos:

Caso 1. Si € = f3, entonces h(e) = o5.

Caso 2. Si € es tal que (P, ¢€) |= nfy, entonces h(e) = 0y y no puede ocurrir
algiin otro caso.

Caso 3. Si € es tal que (P, €) ¥ nf; tenemos varios subcasos:

(a) Si (P,€) = nfs, entonces h(e) = o3 y no puede ocurrir algin otro
caso.

(b) Si (P,e) ¥ nfs, entonces como ¢ > fy (P,f) E nf; también
(P,e) = —=—p — p, de esto se sigue que (P,€) = —p V p, pero
(P,€) = —p, es decir (P, ¢€) = nf,.

Por lo tanto h(e) = 0.
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(ii) h es sobreyectiva.

Tenemos que h(f) = o5, entonces por C.2 y C.3 existen 3 y & tales que
h(B) =09y h(6) =01. B# B # 6. Ademas tenemos que (P, 3) ¥ —p pues

=

existe § > [ tal que (P, d) = p. También tenemos que (P, ) ¥ p pues existe
3 > B tal que (P,3) ¥ p. Ademés como nfs = (=—p — p) — (=p V p),
(P,B) E (—p —p) = (-pVp). Como (P,B) ¥ —pV p, entonces se tiene

que (P,3) ¥ —=p — p pues existe v > 8, (P,7) F —~py (P,7) ¥ p.
Particularmente h(v) = o3.

(iii) A preserva el orden.

Supongamos que 4 < y entonces tenemos varios casos:

Caso 1. Si u = x, entonces h(u) = h(x) y no hay algo que probar.
Caso 2. Si p < x, tenemos a su vez varios casos:

(a) Si h(u) = o1, entonces (P, ) = nfy y (P, x) F nfy. Por lo tanto
h(x) = o1.

(b) Si h(p) = o9, entonces (P, u) ¥ nfy; y (P, 1) = nfy, luego (P, x) ¥
nf, y (P, x) E nf;. Por lo tanto h(x) = o,.

(c) Sih(u) = o3, entonces (P, 1) = nfy y (P, 1) = nfs, asi en principio
si (P,x) E nfs, si (P, x) E nf;, entonces h(x) = o1 y si (P, x) ¥
nfy, entonces h(y) = o3.

(d) Si h(p) = o5, entonces para cualquier x se tiene que h(u) < h(x).

(iv) h es abierta.

Supongamos que h(a) < o.

(a) Si h(a) = o, entonces « nos sirve como preimagen.
(b) Si h(a) < o, tenemos varios casos:
» Si h(a) = o3, entonces (P, «) = nf; y (P, «) ¥ nf; esto implica
que para cada o > « (P, o/) ¥ nf, de esto ultimo se tiene que
existe a” > o' tal que (P,a") = nf, y asi h(a") = 0.
» Si h(a) = o5, entonces a = [y por C.3 existe 6 > [ tal que
(P,6) = nfy, luego h(d) = 0.
» Si 0 = 09, entonces h(a) = o3, esto implica que @ = § por C.2
existe 8 > S tal que (P, ") ¥ ——p, entonces existe 5~ > 3 tal
que (P,3") = —p, esto es h(B") = 3.
» Si 0 = 03, entonces h(a) = o3, esto implica que o = [ pero por
el caso donde se verifica que h es sobreyectiva y que existia un
punto cuya imagen era o3, encontramos que existe v > 8 tal que

(£> ,Y) IZ nf37 hlegO h('}/) = 03.

Por lo tanto Ps es h-reducible a P,, y como se observa en la escalera de
Nishimura los puntos o1 y 02 no estan conectados prefinalmente. O
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Proposicion C.2. Sea P = (P, <) un marco de profundidad finita, P es un marco
para Ast si y solo si para cada o € P si a mo es un punto final de P, entonces
satisface alguna de las condiciones:

1. Para todo sucesor inmediato § de «, |Fin(d)| = 1.

2. Para cualquier par de sucesores inmediatos § y v si B y v no son puntos
finales, entonces Fin(fB) = Fin(7).

Demostracion.
[=] (Contrarreciproca) Supongamos que existe un punto no final « tal que no
satisface 1 y no satisface 2, entonces:

A) De 1 tenemos que existe un sucesor inmediato de a digamos 0 tal que
)
|Fin(0)| > 2.

(B) De 2 tenemos que existen dos sucesores inmediatos de v digamos § y v no

finales tales que Fin(83) # Fin(v).

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que existe un punto ¢y € P, tal
que @g € Fin(B) y ¢o ¢ Fin(~y). Entonces existen dos casos:

Caso 1. Fin(8) = {®o}-
Por (A) existe ¢ € Fin(d) tal que ¢1 # ¢p.

Definimos un mapeo h de P, en P, del siguiente modo:

h(1) = o2.
h(¢') = oy si ¢ es un punto final y ¢ # ;.
h(B) = o3.
h(a) = Og.

Si € es tal que a < € y € # 3, entonces

o1 sigy ¢ Fin(e)
h(e) = ¢ oy si Fin(e) = {1}

o4 Otro caso

Nuevamente se puede verificar que h esta bien definida y es un p-morfismo.

Veamos que h es un p-morfismo.

(i) h es sobreyectiva.

hgo) = o1
h(p1) = o9
h(p2) = o1
h(B) = o3
h((S) = 04
h(Oé) = Og
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Figura C.3: p-morfismo de P, en P,,.

(ii) h preserva el orden.

Subcaso 1. Si p, k € P tal que p = &, entonces h(p) = h(k).
Subcaso 2. Si p < k con k punto final, tenemos dos casos:
(a) Si k # @1, entonces h(k) = oy, luego p # 1, pues p no es
final. Por lo tanto h(p) € {o3,04,06}, pero o3 < oy, 04 < 07,
o6 < o1y asi h(p) < h(k).
(b) Si k = ¢, entonces h(k) = 09, nuevamente p no es final y
1 € Fin(p) y como Fin(f) = {¢o}, entonces p # . Por lo
tanto h(p) # o3 ni h(p) # o1. Por lo tanto h(p) < h(k).
Subcaso 3. p < Ky K no es punto final, entonces tenemos varios casos:
(a) Si h(k) = oy, entonces p; ¢ Fin(k), luego p no es punto final.
No es posible que Fin(p) = {1} pues P, es de profundidad
finita por lo cual existe un punto final K > k > p tal que
k' # 1. Por lo tanto h(p) # o9, asi h(p) € {01,03,04,06} de
esto tenemos que h(p) < h(k).
(b) Si h(k) = o9, entonces Fin(k) = {p1}, luego ¢1 € Fin(p).
Por lo tanto h(p) # o01. Ademéas p # [ de esto se tiene que
h(p) # o3, entonces h(p) € {02, 04,06} v asi h(p) < h(k).
(c) Si h(k) = o3, entonces k = 3, como a < p < k'y [ es sucesor
inmediato de « se tiene que p = a y asi o5 = h(p) < h(S) = o3.
(d) Si h(k) = o4, entonces existen dos puntos distintos accesibles
desde &, digamos ¢y, ¢ € Fin(k), luego @1, ¢ € Fin(p) por
lo cual h(p) ¢ {01,02,03}. Por lo tanto h(p) € {04,064} y asi
h(p) < h(r).
(e) No es posible que h(k) = o puesto que esto indicaria que
K=ayquep<a.

(iii) h es abierta.
Supongamos que h(p) < o tenemos varios casos:

Subcaso 1. Si ¢ = oy, entonces h(p) < oy, tenemos a su vez varios
casos:
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(a) Si h(p) o3, entonces p = B, Fin(fB) = {y3}. Luego p < @3y
h(sﬂa) =
(b) St h(p ) = 04, entonces ¢, € Fin(p) y Fin(p) # {¢1}, luego
ex1ste © # @ tal que p< ¢ vy h(p) = o1
(c) Si h(p) = og, entonces p < a'y ¢y € Fin(a), luego p < ¢g y
h(po) = o1
Subcaso 2. Si o = 09, esto implica que h(p) < o9, entonces tenemos
dos subcasos:

(a) Sih(p) = o4, entonces p; € Fin(p), luego p < 1y h(p1) = os.
(b) Si h(p) = o6, entonces ¢ = py p1 > a = p. Por lo tanto
h(p1) = 0.
Subcaso 3. Si o = g3 luego h(p) < o3, entonces h(p) = o¢. Por lo tanto
p=ayf>a=p Ademas h(f) = os.
Subcaso 4. Si o = o4 luego h(p) < o4, entonces h(p) = o6, nuevamente
p=ayd>a>pyasih(d)=o0y.

Caso 2. Fin(B) # {®o}-

Este caso es simétrico al anterior, donde ahora h : P, — P, es definida por:

h(po) = o2
h(ﬁ) = 04
h(5) = 03
h(p1) = o1
h(Oé) = Og

Por lo tanto es posible reducir el cono P, en el cono P, y como P, ¥ nfy,
entonces P, ¥ nf;. Asi P no es un marco para Ast.

[«<] Supongamos que P = (P, <) es un marco que no valida a Ast.
Veamos que existe un punto o en P tal que P, se puede reducir a P,
Como P es un marco que no valida a Ast, entonces existe un punto o en P
tal que
(P, Oé) ¥ Ilf(j — nf, Vv nfg.

Entonces existe un punto 5 > « tal que:

(2,8) E nfs (C.4)
(L,8) ¥ nfy (C.5)
(P,B8) ¥ nfy (C.6)

De la condicion (C.5), tenemos que (P, ) ¥ —=—p — p, entonces existe ¢ >

tal que (P,v) |= ——p pero (P,1)) ¥ p, notemos que 1) # 8 ya que (£, 3) ¥ ——p
esto ultimo por la condicién (C.6).
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También de la condicion (C.6) tenemos que (P, §) ¥ ——p, entonces existe un

punto ¢’ tal que (P,v") = —p. Por lo tanto ¢ # 1.
Por otra parte como (P,v) = ——p, (P,¢) ¥ —py (P,v¢) ¥ p, entonces existe

¢" > 1 tal que (P,") = p, luego ¢ # B porque 1)’ vélida a —p, entonces para
ningtin 6 > ¢, (P,9) = p, pero v > By (P,¢") = p.

Definimos un mapeo h : P, — P, de la siguiente manera:

'0'6 si oK nf4y5% Ilf3
04 si 5):nf4y6}7—‘nf2
o3 si 0 nfyy ¥ nf
gy si 0 fEnfyydEnf
op si dfEnfyyd = nf
op si dfEnf,ydEnf

1

' \/ v TR
6 L) 03 g4
a(‘) 06

Figura C.4: p-morfismo de P, en P,,.
Se puede verificar que h esta bien definida, veamos que h es un p-morfismo.

(i) h es sobreyectiva.
hB) = o6
h<¢) = 01
h(y) = o
h(y') = o

(ii) h preserva el orden.

Supongamos que a < 3, entonces tenemos varios casos:
Caso 1. Si h(«a) = o1, entonces « = nf; y a < 3, esto implica que 8 = nf] y
asi h(B) = o1.

Caso 2. Si h(a)) = oy, entonces o = nf; y como o < 3 se tiene que § = nfy y
asi h(B) = o2.
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Caso 3. Si h(a) = o3, entonces a = nf; y a ¥ nf}, pero como a < 3, esto
implica que 8 |= nf; y asi h(B) € {01, 03}.

Caso 4. Si h(a) = 04 y como « < [ tenemos que 5 = nf, de esto tenemos dos
casos:
(a) Si B ¥ nfy, entonces h(f) = 0.
(b) Si S |= nfy, entonces h(3) = ;.

Caso 5. Si h(a) = g, entonces a ¥ nf; tenemos varios casos:

(a) Si 5K nfy y 8 F nfy, entonces h(5) = 0.

(b) Si 8 |=nf, y ¥ nfy, entonces h(5) € {o4,01}.
(c) Si B | nfy, entonces h(B) = os.

(d) Si S |= nf,, entonces h(S) € {o3,01}.

(iii) h es abierta.

Supongamos que h(a) < o, entonces tenemos varios casos:

Caso 1.

Caso 2.

Caso 3.

Caso 4.

Si h(a) < oy, entonces h(a) € {03, 04,06}

(a) h(a) = o3, entonces a |= nf; y a ¥ nf, entonces para cada 8 > «,
B ¥ —p luego existe v > f tal que v |= p, asi h(y) = o1.

(b) Si h(a) = o4, entonces a = =—p — p y a ¥ —p, esto implica que
existe § > « tal que 8 |= p, luego h(5) = o;.

(c) Si h(a) = og, entonces a ¥ —=—p — py a ¥ ——p de esto existe
B > atal que 8 = —~—py [ ¥ p, andlogo al primer caso tenemos
que existe v > 5 tal que v = p v asi h(y) = o7.

Si h(a) < o9, entonces h(a) € {04, 06}.

(a) Si h(a) = o4, entonces o = nfy y a ¥ nf,. Como a |= p, se tiene
que a ¥ ——p, esto implica que existe § > « tal que § = —p. Por
lo tanto h(f3) = o9.

(b) Si h(a) = g, entonces a ¥ —-—p — py a ¥ ——p de esto existe
B > a tal que B |= —py asi h(f5) = o9.

Si h(a) < o3, entonces h(a) = g, luego a ¥ =—p — py a ¥ ——p de

esto existe f > atal que S = ——py fE py asi h(f) = o3.

Si h(a) < 04, entonces h(a) = og luego a ¥ =—p — py a ¥ ——p.

Como « < [ tenemos que § = nfs y como h es sobreyectiva tenemos

que existe v > « tal que h(y) = oy4.

Por lo tanto existe un punto a en P de tal manera que P, se puede reducir a

P

—06"

O



Apéndice D

Resumen de las Loégicas Utilizadas

D.1. Esquemas de Axioma

’ Esquemas de axioma ‘

bd, p1V

bd, Prt1 V (Pnt1 — bdy), (n > 1)

bb, = No((pi — Vj;éi pi) = VieoPi) = Vi pi, (n > 2)
dum (p—=q)Vig—p)

kp = ((p=aVae)—=(p—=>a)V(p— )

nf; - D

nf; = P

nf; = 7p

nf, ——p —p

nfk = l’lfk_l — nfk_g \Y nfk_4, (/{3 > 5)

D.2. Loégicas Intermedias

’ Logicas Intermedias

T, := Int+bb,, (n>2)

Bd, := Int+bd,, (n>1)

LC := Int+dum

G, = Imt+((p—qV(g—p)+bd, (n>1)
KP :— Int+kp

Sh = Int+ @+ ¢+ bby
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D.3. Loégicas en una Variable

\ Logicas en una Variable

Cl := Int 4 (nf; V nfy) = Int + nf),
Jn := Int 4 (nf; V nf;) = Int + nf;
NL,, := Int+nf,, (m>06)

St = NLg

Ast = NL,
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