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Introduccion

Las familias de grafos expanders son familias de grafos que cumplen con ser
altamente conectados pero contener pocas aristas. Esta caracteristica tan particu-
lar los convierte en herramientas tutiles para la teoria de la informacion, de hecho
gracias a su buena aplicaciéon en la construccion de redes de comunicacion es que
en la década de los 70’s las familias de grafos expanders fueron definidas por L.
A. Bassalygo y M. S. Pinsker [11]. Si bien Pinsker probé su existencia de ma-
nera probabilistica, fue hasta 1973 que Margulis [53| dio la primera construccion
explicita de familias de grafos expanders. Esta construccién motivé el estudio de
estas familias, obteniendo nuevas construcciones basadas en el estudio de cons-
tantes relacionadas a la conectividad del grafo, como lo es el segundo valor propio
més grande asociado al grafo, y en nuevas aplicaciones en la teoria de la informa-
cién, como la construccion de familias de cddigos detectores-correctores de errores
asintoticamente buenos.

Si bien las familias de grafos expanders son ampliamente estudiadas desde el
punto de vista probabilistico y combinatorio, esta tesis tiene como objetivo princi-
pal estudiar a las familias de grafos expanders desde un punto de vista algebraico
con el fin de obtener ejemplos explicitos de estas familias para la construccion de
codigos detectores-correctores de errores. Este estudio se enfocara principalmente
en los valores propios asociados al grafo y en las representaciones de grupos, donde
los elementos de tales grupos fungiran como los vértices de grafos de Cayley. Por
lo que sera necesario revisar un poco de la teoria de grafos, anélisis matematico,
representaciones de grupos y para la construccion de codigos expanders algunos
conceptos de la teoria de codigos. Esta tesis esta dividida en cuatro capitulos, los
cuales describimos a continuacion.

El capitulo 1 contiene el material preliminar para el resto de la tesis, este ma-
terial incluye un resumen de los conceptos basicos de la teoria de grafos, grafos de

Cayley, cubiertas de un grafo, teoria de representaciones de grupos y el espacio
de Hilbert L2

En el capitulo 2 se define lo que es una familia de grafos expanders mediante
cinco constantes, la constante isoperimétrica, la constante de expansion de vér-
tices, la brecha espectral, la constante de expansion espectral y la constante de
Kazhdan. Tomaremos como base la definicion mediante la constante isoperimé-
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trica y a partir de ella se probaran las demés. Un punto muy importante que
debemos dejar claro a partir de este capitulo es el abuso del lenguaje, al referirnos
a un grafo como expander, lo correcto es decir un grafo con cierta cantidad « de
constante de expansion, esta constante puede ser cualquiera de las cinco ya men-
cionadas y con base en a la que se tome, se puede senalar que un grafo tiene mejor
expansion si su constante es mas grande o en algunos casos si es mas pequena.
Si bien este abuso viene desde la literatura, nosotros trataremos de evitarlo, aun-
que en algunos casos sera imposible. Por ello recomendamos al lector estar atento
a los siguientes términos, cuando ponemos la palabra expanders nos referimos
al plural, es decir, una familia de grafos expanders y cuando ponemos ezpander
nos referimos al singular, es decir, un grafo con una cierta constante de expansion.

En el capitulo 3 mostramos un resumen de las primeras construcciones de las
familias de grafos expanders, entre ellas esta la de Margulis en la que se ocupa la
propiedad (T). Si bien esta propiedad es un concepto méas de la topologia alge-
braica, nosotros damos una introducciéon de esta propiedad mediante la constante
de Kazhdan y posteriormente desarrollamos la construccion que da Lubotzky [47]
con base a esta propiedad. También estudiamos la relacion que existe entre las
familias de Ramanujan y las familias de grafos expanders, de donde obtenemos
un ejemplo explicito de familias de grafos expanders. Al revisar estas construccio-
nes nos topamos con resultados que nos indican cuando una familia de grafos de
Cayley no forman una familia de grafos expanders, los cuales sirven para darnos
una nocién de por donde no buscar familias de grafos expanders. Los resultados
ya mencionados son el principio de no expansion de cocientes, en donde nosotros
tenemos la aportacion de dar su prueba mediante el segundo valor propio méas
grande asociado al grafo, y que los grupos abelianos finitos no forman una familia
de grafos expanders.

Finalmente en el capitulo 4 hacemos la conexion entre las familias de grafos
expanders y los codigos detectores-correctores de errores mediante los codigos
expanders, los cuales pertenecen a la clase de los codigos LDPC, por lo que primero
daremos una ligera introduccion a la teoria de cédigos, para ser mas especificos,
a los codigos lineales binarios. Posteriormente definimos los c6digos expanders y
como aportacion mostramos ejemplos explicitos de codigos expanders mediante el
uso de grafos con buena constante de expansion, por medio de estos ejemplos se
refleja la importancia de la expansion para estos codigos. Por ultimo cerramos el
capitulo mostrando un ejemplo de una familia de codigos expanders.
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo introducimos los conceptos de espacio de Banach L?, de teoria
de grafos y de representaciones de grupos que seran de utilidad para los siguientes
capitulos.

1.1. Espacio L?

En esta seccion daremos algunos conceptos relacionados al espacio vectorial
L*(X) con X un conjunto finito.

Definiciéon 1.1.1 Sea X un conjunto finito, definimos el C—espacio vectorial
L?*(X) como sigue
P(X)={f: X —C}

donde para cada f,g € L*(X) y a € C,
(f+9)@) = flz)+g(x) (af)(z):=af(z)

cuyo producto interno y norma estan dadas por

(Fogho =S f@e@ v Wl =V Pz = S 1f@)

Definiciéon 1.1.2 Sea a € X, definimos la funcién 6,: X — C como sigue

1 six=
oy 10
0 si z#a.

El conjunto B = {J, : a € X} es un conjunto ortonormal de elementos de

L*(X). Ademés para cada f € L*(X) tenemos que f = > f(a)d,. Asi que B es
aeX
una base ortonormal de L*(X).

Sea ¢ € C, denotaremos por f. a la funcién de L?(X) tal que f.(r) = ¢ para
todo x € X.
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Definicién 1.1.3 Sea f; € L*(X), definimos los siguientes C- espacios vectoriales

LIX) ={f € L*(X){f, fi)2 = 0}
={fe LX) f(x)=0},

rzeX

L*(X,R)={f: X - R}

LI(X,R) = {f € L*(X,R)[{f, f1)2 = O}
={f e (X, R)| Y f(x) =0}

1.2. Teoria de grafos

Los textos revisados para el desarrollo de esta seccion fueron (24|, [14], [63]
y [38].

Definicién 1.2.1 Sea V' un conjunto, se entiende por un grafo a cualquier pareja
ordenada X = (V,E) donde E C [V]* = {A C V | |A| = 2}. El conjunto V es el

conjunto de vértices o nodos de X y el conjunto E es el conjunto de aristas de X.

La manera de representar un grafo es dibujar un punto para cada vértice y
unir dos de estos puntos con una linea si los dos vértices correspondientes forman
una arista, la forma en la que se dibujan estos puntos y lineas es irrelevante, lo
importante es mostrar cuales vértices forman una arista y cuales no.

Figura 1.1: Grafo con conjunto de vértices V' = {1,...,7} y conjunto de aristas

E={{1,2},{1,5},{2,5},{3,4}, {5, 7}}.

Observacion 1.2.2 A un grafo X = (V, E) se le conoce como grafo dirigido o
digrafo cuando nos interesa la direccion de sus aristas. En un grafo dirigido las
aristas son parejas ordenadas de vértices, es decir, e = (a,b), con a,b € V, es la
arista con vértice inicial a y con vértice final b.
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Definiciéon 1.2.3 Sea X un grafo, decimos que X es un grafo finito si el nimero
de vértices de X es finito. El niimero de vértices de X se le conoce como el orden
de X, el cual se denota por | X| y al nimero de aristas de X se le denota por || X]|.

Definiciéon 1.2.4 Sea X = (V, E) un grafo.
= Se dice que v € V es incidente con e € F, si v € e.
» Si {v,w} € E se dice que v y w son vértices adyacentes o vecinos.

» Siv €V se definen los siguientes conjuntos.

El conjunto de vecinos de v

Nx(v) ={w eV :{v,w} € E}.

El conjunto de aristas incidentes en v

Ex(v)={ec€ E:vee}

» Siv €V es adyacente a si mismo, decimos que e = {v, v} es un bucle o lazo.

= Siv eV, el grado o valencia de v es el namero de aristas incidentes en v,
es decir, |Ex(v)| y se denota por dx (v).

Observacién 1.2.5

» Para cadav € V, [Nx(v)| = |Ex(v)].
= Cada bucle cuenta como dos aristas.
» Siwv €V es aislado, entonces dx(v) = 0.

= Si todos los vértices de X tienen el mismo grado d, entonces decimos que X
es un grafo d-reqular.

Observacion 1.2.6 En la Definiciéon 1.2.1 consideramos a £ como un conjunto,
sin embargo hay grafos donde dos vértices son adyacentes més de una vez, asi que
su arista aparece mas de una vez en E, es decir, I/ es un multiconjunto. A este
tipo de aristas se les denomina aristas maultiples.

Observacion 1.2.7 En el caso de un grafo dirigido X = (V| F), tenemos que
cada vértice v tiene un grado de salida, es decir, el niimero de aristas que salen
de v, y un grado de entrada, es decir, el nimero de aristas que entran a v. Si para
cada v € V| se cumple que v tiene como grado de salida y grado de entrada d
aristas entonces decimos que X es un grafo dirigido d—regular.
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Definiciéon 1.2.8 Decimos que X es un grafo simple si no tiene bucles o aristas
multiples.

En el desarrollo de este trabajo, se estaran empleando grafos finitos simples
no dirigidos a menos que se especifique lo contrario.

Definicion 1.2.9 Sean X = (V. E)y Y = (V', E') grafos y sea 1 una funcion de
V a V' decimos que 1 es un homomorfismo de grafos si para cada {v,w} € FE se
cumple que {¥(v),¥(w)} € E’, es decir, ¢ preserva la adyacencia de vértices.

Observacion 1.2.10 En algunos textos, el homomorfismo de grafos se maneja
como un par de funciones ¢y : V — V' y ¢g: E — E’ donde cada vez que e € E
tiene como vértices incidentes a v, w € V y ¢ g(e) tiene como vértices de incidencia
av',w €V’ entonces Yy ({v,w}) = {v/,w'}.

Definicion 1.2.11 Sean X = (V,E) y Y = (V' E’) grafos, si ¢: V — V' es
biyectiva y para cada v,w € V, {v,w} € E siy solo si {¢(v),¥(w)} € E',
decimos que ¥ es un isomorfismo de grafos de X a 'Y, entonces X y Y son grafos
isomorfos y lo denotamos por X 2Y.

Definiciéon 1.2.12 Se dice que un grafo X = (V, E) es un grafo completo si para
cada v,w € V con v # w tenemos que {v,w} € E. Si el grafo tiene n vértices se
escribe K" en lugar de X.

En la Figura 1.2 se exhibe el grafo completo de 8 vértices K®.

6 —— 5

SN
4
8§@ﬁ3

iy

Figura 1.2: K8,

Definiciéon 1.2.13 Un camino es un grafo P = (V, E) de la forma

V — {U17U27 .. avn}a E - {{UlaUQ}a {1}2;”3}a e {vn—hvn}}

donde todos los v; con ¢ € {1,...,n} son distintos. En este caso se dice que los
vértices vy y v, estan conectados o ligados por P y son llamados los extremos del
camino.
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El nimero de aristas en un camino P es la longitud de P y se denota por || P||. Si
P tiene longitud &, denotamos al camino por P* en lugar de P, si k = 0 tenemos
que PY = K.

Definicion 1.2.14 Un ciclo C' = (V, E) es un grafo de la forma

V= {’1)1,'02, cee 7Un}7 E = {{U17U2}7 {U27U3}7 ) {,Unfhvn}? {Unavl}}

donde todos los v; con i € {1,...,n} son distintos.

Si P es un camino como en la Definicion 1.2.13, tenemos que P + {z1,z,} es un
ciclo. El namero de aristas (o vértices) de un ciclo C' es la longitud de C'. Decimos
que C es un k—ciclo si C tiene longitud k y lo denotamos por C*.

En la Figura 1.3 exhibimos el ciclo C®.

8 3
2
Figura 1.3: C8.

Definicion 1.2.15 La cintura de un grafo X es la longitud del ciclo méas corto
contenido en X y se denota por g(X). En caso de que X no contenga ciclos, se
dice que g(X) = 0.

Definicién 1.2.16 Un grafo X = (V, E) es conezo si para cada z,y € V existe
un camino que conecta a x con y.

Cuando estamos trabajando con un grafo que tiene muchos vértices, resulta com-
plicado estudiar sus propiedades, una herramienta muy tutil para agilizar este
estudio es encontrar un grafo con menor nimero de vértices que conserve la co-
nectividad de los vértices del grafo més grande. Esta herramienta es conocida
como cubierta y se define a continuacion.

Definicion 1.2.17 ([45], Definicion 2.2) Sean X = (V, E),Y = (V', E') grafos y
¢ un homomorfismo de X a Y.

= Si v es un vértice de X decimos que ¢ es biyectiva en v si el mapeo inducido
por ¢ en E,, ¢p, : E, — Ey4) es biyectiva, donde E, es el conjunto de
las aristas incidentes en v y Fgy(,) es el conjunto de las aristas incidentes en

¢(v)-
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= Si para cada vértice v de X ¢ es biyectiva en v, entonces decimos que ¢ es
localmente biyectiva.

= Si ¢ es localmente biyectiva y ¢ : V' — V' es sobreyectiva, entonces ¢ es una
cubierta de X a Y por lo que decimos que X cubre a Y.

Observacion 1.2.18 No debemos confundir isomorfismo de grafos con una cu-
bierta, ya que en una cubierta se pide que ¢ : V — V' sea solo sobreyectiva. De
hecho los isomorfismos son los ejemplos mas sencillos de cubiertas.

Ejemplo 1.2.19 Consideremos los grafos X y Y que se muestran en la Figura
1.4.

U3
V2 Uy ( w2 \
Vg
(a) X = (V, E). (b)Y = (V',E).

Figura 1.4

El homomorfismo ¢: X — Y donde ¢(v1) = ¢(v4) = wy, ¢(ve) = P(v3) = wo
y ¢(vs) = ¢(vg) = ws es una cubierta de X a Y.

Observacion 1.2.20 De cierta manera una cubierta es como comprimir un grafo
grande a un grafo chico, no debemos dejarnos llevar por la nociéon que nos da el
nombre de cubierta en el contexto cotidiano, recordemos que la cubierta en grafos
va de un grafo grande a uno més chico, no al revés.

Proposicion 1.2.21 Sean X = (V, E),Y = (V' E’) grafos tales que X cubre a
Y entonces X es d—regular si y solo si Y es d—regular.

Demostracion.

Si X es d—regular, entonces para cada v € V| |E,| = d. Como X cubre a Y,
existe una cubierta ¢ de X a Y, asi que ¢p,: E, — FEy,) es biyectiva. Entonces
|Esw)| = |Ey| = d para cada v € V. Dado que ¢: V' — V"’ es sobreyectiva tenemos
que para cada v' € V' existe v € V' tal que ¢(v) = v, entonces |Ey| = |Eyw| =
|Ey| = d, es decir, |E,| = d para cada v’ € V'. Por lo tanto, Y es d—regular. Ahora
si Y es d—regular, entonces para cada w € V', |E,| = d. Dado que X cubre a Y,
existe una cubierta ¢ de X a Y. Entonces existe v € V tal que w = ¢(v), como
¢p,: By = Ey) es biyectiva tenemos que d = |E,| = |Egw)| = |Eyl, es decir,
|E,| = d. Por lo tanto, X es d—regular. |
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Lema 1.2.22 Sean X = (V, E),Y = (V' E’) grafos tales que X cubre a Y y X
es conexo, entonces Y es conexo.

Demostracion.
Sean wy,ws € V' y ¢ una cubierta de X a Y, entonces por la sobreyectividad
de ¢: V — V' existen vy, vy € V tales que ¢(v1) = w1 y ¢(vg) = wy. Como X es

conexo, existe un camino P = {ej,...,e,} que conecta a vy y vq, entonces por ser
¢ un homomorfismo de grafos tenemos que P’ = {¢(e1),...,¢(e,)} es un camino
que conecta a w; y wsy. Por lo tanto, Y es conexo. |

Definicion 1.2.23 Sea r > 2 un entero. Un grafo X = (V,E) es llamado
r—partito si V' admite una particion de r clases tales que cada arista tiene sus
extremos en diferentes clases; los vértices en la misma clase de la particion no
deben ser adyacentes.

Figura 1.5: Grafo 3—partito.

Definicion 1.2.24 Un grafo X = (V, E) es bipartito si V' puede ser divido en dos
conjuntos Vi, V5 tales que Vi U Vo =V y Vi NV, = (0, de manera que cada arista
de X es incidente a un vértice en V; y a un vértice en V5. Podemos denotar a un
grafo bipartito como X = (V; U V,, E).

Figura 1.6: Grafo bipartito.

En las Figuras 1.5 1.6 se exhiben un grafo 3—partito y un grafo bipartito,
respectivamente.
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Definicion 1.2.25 Sea X = (V; U V,, E) un grafo bipartito. Si todos los vértices
en V] tienen el mismo grado dy,, y todos los vértices en V5 tienen el mismo grado
dy,, donde dy, # dy,, decimos que X es un grafo bipartito (dy,, dy,)—regular.

Observacion 1.2.26 Sea X = (V; U V4, E) un grafo bipartito regular con grados
dy, y dy, de sus correspondientes conjuntos de vértices. Si dy, = dy, = d decimos
que X es un grafo bipartito d-regular.

Si tenemos un grafo simple, es posible construir un grafo bipartito a partir de
este, a través de una cubierta doble.

Definicion 1.2.27 Sea X = (V, E) un grafo, la cubierta doble de X es el grafo
bipartito X’ con conjunto de vértices V_ UV, tal que V_ y V. son copias de
V, donde un vértice en V_ y un vértice en V, son adyacentes solo si los vértices
correspondientes en V' son adyacentes en X.

Observacion 1.2.28 No se debe confundir la cubierta doble con aplicar dos veces
la definiciéon de cubierta, dado que esta tltima no precisamente genera un grafo
bipartito.

Definicion 1.2.29 ([3]) Sea X = (V, E) un grafo con V' = {vy,vs,...,v,}, la
cubierta doble extendida de X es el grafo bipartito Y = (V- U VT E’), donde
Vo ={v vy, v VE = {ofog ool vy oy = v = of para cada i €
{1,...,n}, en cual {v;,v]} € E'y {v;,v]} € E' siy solosi {v;,v;} € E.

Ejemplo 1.2.30 Tomemos al grafo K3, su cubierta doble es un grafo bipartito
2-regular, mientras que su cubierta doble extendida es un grafo bipartito 3-regular.

vy vy e
U3
/ \ v v v o
Vg ——— Uy ’U3_ ”Ug_ U3_ 1 ’U;
(a) K3 (b) Cubierta doble de K3 (c) Cubierta doble extendida de K3

1.2.1. Operador y matriz de adyacencia

Definiciéon 1.2.31 Sea X = (V, E) un grafo simple con V' = {vy,va,...,v,}. La
matriz de adyacencia de X es la matriz A = (a;;), donde

0 de otro modo.

{1 si {vi,vj} eFE
aij =
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Observacion 1.2.32 La matriz de adyacencia de un grafo simple es una matriz
simétrica, pues cada arista que une v; con v; también une a v; con v;.

Observacion 1.2.33 Si X = (VUU, E) es un grafo bipartito con V = {vy,...,v,}
y U ={uy,...,un}, la matriz de adyacencia de X es de la forma

0 B
BT 0)°

en la cual B = (b;j) es una matriz de tamano n x m, donde

{1 si {Ui,’u]'} ek

bij —
0 de otro modo.

Como esta matriz es la que nos da la informaciéon de adyacencia entre los vértices
de las particiones, B recibe el nombre de matriz de biadyacencia. |[7|

Definicion 1.2.34 Sea X = (V, E) un grafo. En el espacio vectorial L*(V) (ver
Definicion 1.1.1) definimos la siguiente funcion.

o LA(V) — LA(V)
f— A(f),
donde

Proposicion 1.2.35 Sea X = (V| E) un grafo, &/ es un operador lineal sobre
LA(V).

Demostracion.
Sean f,g € L*(V) y a € C. Entonces

daf+g)= Y (af+g9w) = Y af(w)+gw)

wENx (v) wENx (v)
= Y af(w)+ Y gw)
wENx (v) weNx (v)
=a Y flw)+ D gw)
wENx (v) wENx (v)
= ad/(f)(v) + 4 (g)(v)
= (ad (f) + (g))(v),

es decir, o (af 4+ g)(v) = (e (f) + <7 (g))(v), para cada v € V. Por lo tanto,
</ es un operador C-lineal. |
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Teorema 1.2.36 Sea X = (V,E) un grafo, A su matriz de adyacencia y B la
base usual de L?(V'), entonces [«/]5 = A.

Demostracion.

Sean V = {vy,...,v,} y B={dy,...,0, }. Entonces

(= [Z0u)ls [#(6n)ls - [F(6)] ]
Seav e Vyseaie{l,...,n} como(d,)(v)= >  d,(w) tenemos los
wENx (v)

siguientes casos.

Si v; ¢ Nx(v) entonces para cada w € Nx(v), w # v;, asi que
> s ¥ 0-0
wENx(’U) U)GNX

es decir, <7 (d,,)(v) = 0.

Si v; € Nx(v) entonces

Z 57}1 = Uz UZ) + Z 61]1(11}) =1 + 0 = 17
weENx (v) wE];[éX_(U)

es decir, &7 (d,,)(v) = 1.

Entonces
1 si ve Nx(v)
0 si vé¢ Nx(v;)
= Iven) (V);
es decir & (0y,)(v) = 1ny(v,)(v) para cada v € V, asi que & (0,,) = Ly (v,) Para

cada i € {1,...,n}. Dado que B es una base ortonormal de L*(V) y «7(d,,) €
LX(V) tenemos que 7 (6,,) = > A (6,,)(a)da, entonces & (5,,) = > A (0,,)(a)d, =

acV acV
> Iy (a)da, asi que para cada i € {1,...,n}
aeV

42{(51)1-) = 1Nx(v¢)(vl)5v1 +---+ 1Nx(v¢)<vn)5vn'

Entonces
Ine ) (V1) Ing@n)(V1) oo Ing(on)(v1)
() = 1NX(”.1)(UQ) 1NX(W‘2)(U2) 8 1NX(v‘n)('U2)
Ing @) () Inge)(Un) oo Ingn)(Un)

Por lo tanto, [#]5 = (1ny () (vi)) = A. |
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Observacion 1.2.37 &7 es llamado el operador de adyacencia del grafo X u
operador de Hecke.

Corolario 1.2.38 Sea X = (V,E) un grafo y o/ su operador de adyacencia,
entonces &7 es un operador autoadjunto.

Demostracion.

Por el Teorema 1.2.36 la representacion matricial del operador &/ en la base
usual de L?(V) es la matriz de adyacencia del grafo, la cual es simétrica y por
consiguiente autoadjunta. Por lo tanto, &7 es un operador autoadjunto. |

Definicion 1.2.39 Sea X = (V, E) un grafo y &7 su operador de adyacencia, el
espectro de X es el conjunto de valores propios de 27 y es denotado por Spec(X).

Proposicion 1.2.40 Sea X = (V, E) un grafo entonces Spec(X) C R.

Demostracion.
Sea A € Spec(X),entonces existe f € L*(V) \ {0} tal que &(f) = Af. Como
o/ es un operador autoadjunto tenemos que (7 (f), f)2 = (f, < (f))2 entonces

(Afs F2 = (fi Af)2, ast que A(f, f)2 = M, f)2. Como (f, f)a # 0 tenemos que
A=\, asi que A € R. Por lo tanto, Spec(X) C R.

Observacion 1.2.41 Si el espectro consiste en distintos valores propios tales que
A1 > A9 > ... > A\, con multiplicidades mq, ms, ..., m, respectivamente, podemos
denotar al espectro de X como sigue:

Spec(X)z(Ar A )\1).

my ... Mg My
Teorema 1.2.42 Sea X = (V, E) un grafo d—regular entonces
1) d € Spec(X),
2) si A € Spec(X) entonces |\ < d.

Demostracion.

1) Sea f, € L*(V) tal que f.(v) = c para toda v € V con ¢ € C\ {0} fijo.
Entonces

”Q{(fc)(v): Z fc(w): Z C:d'C:d-fc<U),

wENx (v) wENx (v)

es decir, & (f.)(v) = d- f.(v) para cada v € V. Entonces f. € L*(V) \ {0}
es tal que &7 (f.) = d - f.. Por lo tanto, d € Spec(X).
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2) Sea A € Spec(X), existe f € L*(V)\ {0} tal que &/(f) = A\f. Sea vy € V
tal que |f(vo)| = mgi;(\f(v)] donde |f(vo)| > 0 ya que f # 0. Luego

AL Lf (o)l = IMf (o)l = |/ (N)wo)l = | > flw)< Y [f(w)

wENx(’Uo) ’wGNx(vo)

< Y 1fwo)l =dlf(w)l,

wENXx (vo)
es decir, [A| [f(vo)] < d |f(vo)|. Entonces |A| < d.
|

Teorema 1.2.43 Sea X = (V;UV5, E) un grafo bipartito, para cada A € Spec(X)
se cumple que —\ € Spec(X).

Demostracion.
Sea A € Spec(X), existe f € L*(Vi U V3) \ {0} tal que <7(f) = Af. Definimos
la funcion f: V4 U V4, — C como sigue

=~ ) flw) siveW
—f(v) si ves.

Seawv € Vi, siw € Nx(v) tenemos que {v,w} € E, més aun por ser X bipartito
w € Va, asi que Nx(v) C V,. Entonces

= > flw= Y —flw=- Y fw) =-F(f)(v)

wENx (v) wENx (v) wENx (v)

es decir, o (f)(v) = —Af(v) para cada v € V4.

Seav € Vo, siw € Nx(v) tenemos que {v,w} € E, mas aun por ser X bipartito
w € Vi, asi que Nx(v) C V;. Entonces

= > f = > f (f)(v) = Af(v) = M=f(v)),

U)GNX U)GNX

es decir, JZ/(f)( )= —Af(v) para cada v € V5. Asi que para todo v € V; U V3,
A (f)(v) = —Af(v), de ahi que & (f) = —\f. Por lo tanto, —\ € Spec(X). N

Ademas de la matriz de adyacencia, existe otra matriz que nos muestra la
relacion de incidencia que tienen los vértices de un grafo con sus aristas.
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Definicién 1.2.44 Sea X = (V,E) un grafo simple con V = {v,...,v,} y
E = {ey,...,es}. La matriz de incidencia de X es la matriz M = (m;;), donde

1 st v €e
mij =
0 de otro modo.

1.2.2. Grafos de Cayley

Definicion 1.2.45 Sea G un grupo y S C G, se dice que S es un conjunto
generador de G, si G = (S). Si ademés para cada € S tenemos que s™! € S
(—s € S si G es un grupo aditivo), decimos que S es un conjunto simétrico de
generadores de G.

Definicién 1.2.46 Sea GG un grupo finito y S un conjunto simétrico de genera-
dores de G. Se define el conjunto E = {{z,y} € [G)> | zy~! € S}. Y a partir de
E se define el grafo Cay(G, S):= (G, F) llamado grafo de Cayley con conjunto de
vértices G.

Observacién 1.2.47 Si G es un grupo aditivo £ = {{z,y} € [G]* |z —y € S}.
Proposicion 1.2.48 Sea Cay(G,S) un grafo de Cayley entonces

E={{x,sz}|se SyzeG}

Demostracion.

Seanrx € G, se€ Sy E ={{z,sz} |s€Syxe G} Probemos que E' = E.
Sea {z,y} € E tenemos que zy~' € S entonces zy~' = &' para algin s’ € S asi
que st =y con s = (s')7! € S de ahi que {x,y} = {z, sz} € E'. Por consiguiente
E C E'. Ahora sea {x,sx} € E' tenemos que z(sz)™! = zx7ls7! =571 € S, asi
que {z, sz} € F entonces E' C E. Por lo tanto, F = {{x,sz}[s€ Syx € G}. R

Observacion 1.2.49 Si pedimos que S no contenga al neutro del grupo entonces
los elementos de F son subconjuntos de GG con dos elementos distintos, es decir
Cay(G, S) no tendra bucles.

Corolario 1.2.50 Sea Cay(G,S) un grafo de Cayley y = € G. Entonces
Ncay(qg)(l’) = {sx |8 S S}

Demostracion.

Sea x € G, consideremos N = {sz |s € S}. Probemos que Negy(a,s)(x) = N.
Sea y € Negyc,s)(x) tenemos que {z,y} € E, asi que zy~' = s para algin
s" € S entonces y = sx con s = (s')7! € S, de ahi que y € N y por consiguiente
Neay(e,s)(x) € N. Luego sea y € N tenemos que y = sox para algin sg € S
entonces y~! = 27551 de ahi que xy~! = s;' € S, es decir, zy~! € S entonces
{z,y} € E'y por consiguiente y € Negyc,s)(x) asi que N € Negy(a,s)(2). Por lo
tanto, Neaya,s)(z) = {sz |s € S}. |
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Observacion 1.2.51 Sea f € L*(G) y € G,. Si y € Negyc,s)(z) entonces
xy~! = s para algin s € S, asi que y puede reescribirse como y = s~'z.Entonces
el operador de adyacencia del grafo Cay(G, S) es

d(P)= Y, fy) =) f(s'2)
YENCay(a,s)(T) seS
Teorema 1.2.52 Sea Cay(G, S) un grafo de Cayley, entonces:
1) Cay(G,S) es |S|—regular.
2) Cay(G,S) es conexo.

Demostracion.

1) Sea x € G definimos la funcion f: S — Negya,s)(x) tal que f(s) = sz.
Sean s1,s9 € S tales que f(s1) = f(s2) entonces s1z = syz asi que s; = sq,
por lo que, f es inyectiva. Ahora bien, si y € Neay@c,s)(®) tenemos que
y = sx para alguna s € S, de ahi que para toda y € Negy(q,s)(x) existe s € S
tal que f(s) = y. Entonces f es sobreyectiva y por consiguiente, biyectiva.
Asi que para cada x € G, |[Neay@c,s) ()| = |S], entonces cada vértice de G
tiene grado |S|. Por lo tanto, Cay(G, S) es un grafo |S|—regular.

2) Sea z € G, tenemos que x = $182...5, con s; € S, i € {1,....,r} yreN.

Sea 1 el elemento neutro del grupo, tenemos que 1(s,)t = s € S, asi que

er ={1,s.} € E, luego
-1 -1
(8:)(Sp_1-8.) " =8, €5,
por lo que es = {s;, 8,15} € £
-1 _ -1 S
(8r-18:)(Sr—2 " Sr-18;)" = 8,5 €S.
entonces e3 = {s,_15,, 8,285,181 € E.
Siguiendo este proceso, tenemos que
-1 _ -1 S
So...8_15:(81"S2...8_18.) =8, €58,
porloque {ss...8._18,,81:S2...8._18.} € F,esdecir,e, = {sa...8,_18., 2} €
E. Entonces {ey,ey,... ,e,} es un camino que une a = con 1. Asi que, para
cada cada x € (G existe un camino que une a x con 1. Sean x1, x5 € (G existen
P, y P, caminos que unen a x; con 1 y 1 con s respectivamente, entonces

P, + P; es un camino que une a x; con zy. Por lo tanto, Cay(G,S) es
conexo.
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Ejemplo 1.2.53 Para el grupo aditivo Z/mZ tenemos que Cay(Z/mZ,{1,m—1})
es el grafo ciclo C™ y Cay(Z/mZ,{1,...,m — 1}) es el grafo completo K™. En
la Figura 1.8 exhibimos el grafo de Cayley Cay(Z/47,{1,3}), el cual es el grafo
ciclo C* y en la Figura 1.9 exhibimos el grafo de Cayley Cay(Z/47Z,{1,2,3}), el
cual es el grafo completo K*.

0 1 0 1
3 2 3 2
Figura 1.8: Cay(Z/4Z,{1,3}). Figura 1.9: Cay(Z/47Z,{1,2,3}).

Ejemplo 1.2.54 Consideremos al grupo S; = {(1), (12), (13), (23), (123), (132)}
y sea S = {(12),(23),(123), (132)} un conjunto simétrico de generadores de Sj.
Construyamos el grafo de Cayley Cay(Ss,S). Recordemos que en los grafos de
Cayley las aristas tienen la siguiente forma {z,sz} con x € S3y s € S. En la
Figura 1.10 exhibimos el grafo de Cayley Cay(Ss, {(12), (23), (123), (132)}).

Veértice Vecinos

T e

(12) (1) | (132) | (13) | (23)
(13) | (132) | (123) | (23) | (12)
(23) | (123) | (1) | (12) | (13)
(123) | (23) | (13) | (132) | (1)
(132) | (13) | (12) | (1) | (123)
(23)
(123) (13)
(1) (132) (12)

Figura 1.10: Cay(Ss, {(12), (23), (123), (132)}).
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1.3. Representaciones y caracteres de grupos

En esta secciéon mencionaremos algunos conceptos y resultados relacionados a
la teoria de representaciones y caracteres de grupos. Los textos que se consultaron
son [60], [45] y [40].

Definicion 1.3.1 Sea V un espacio vectorial de dimension finita. E1 grupo lineal
general de V' denotado por GL(V') es el grupo de todas las transformaciones
lineales invertibles de V' sobre si mismo.

Definiciéon 1.3.2 Sea G un grupo finito. Una representacion de dimension finita
de G sobre C es el par (V, p) donde V un C—espacio vectorial de dimension finita
y p un homomorfismo del grupo G a GL(V'). Definimos el grado de p como la
dimension de V' como C—espacio vectorial.

Observacion 1.3.3 En ocasiones haremos un abuso de notaciéon al referirnos a
la representacion mediante V, esto lo haremos cuando p ya es conocido, de igual
manera a veces nos referiremos a la representacion como p cuando el espacio
vectorial V' ya es conocido.

Observacion 1.3.4 Tenemos que p: G — GL(V) induce una acciéon de G en V
dada por g-v = p(g)(v), entonces para todo g,h € G, v,w € V y a € C se cumple
que:

1) p(g)v e V.
plgh)v = (p(g) o p(h))v.

)

2)

3) Si eg es la identidad de G, entonces p(eg)v = v.
)
)

=~

p(9) (av) = alp(g)v).

5) p(g)(v+w) = p(g)v + p(g)w

Definicion 1.3.5 Sea (V,p) una representacion de un grupo G y sea (-,-) un
producto interno en V. Si para todo g € G, v,w € V

(p(g)v, p(g)w) = (v, w)
decimos que (V, p) es una representacion unitaria con respecto a (-, -).

Observaciéon 1.3.6 Si consideramos que p define una accion en G sobre V' como
en la Observacion 1.3.4, entonces decimos que (-, -) es G—invariante si para todo
g€ Gyv,weV secumple que (g-v,g-w) = (v,w).

Lema 1.3.7 Sea (V) p) una representacion para un grupo finito G. Entonces existe
un producto interno G—invariante en V.
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Demostracion.
Sea B = {v1,...,v,} una base de V, definamos la funciéon (-,-): V. xV — C
n n
como sigue, para cada v,w € V tenemos que v = Y «u; y w = Y, fiv; para
i=1 i=1
n —
algunos «a;, f; € C con i € {1,...,n}, entonces (v,w) = > a;3;. Probemos que
i=1
n
(-,+) es un producto interno sobre V. Sean v, w,u € V como arriba, u = > v;v; y
i=1
sea p € C. Entonces

n

1) (v+wu)=> (o + Bi)%i = i:loél'%-i- éﬂi% = (v, u) + (W, u).

i=1

%) (pw, w) = z 1B = o z 0iB; = (v, w).

3) (v,w) = . B = Zn:lﬂ— Zn:lmﬁi— anlﬁﬁi— (w, v).

=1
n

4) (v,v) =3 i@ =3 o> > 0.
: 2

i=1 A

5) (v,v) =0<= > |]*=0<= a; =0paracadai € {1,...,n} < v =0.
i=1

Por lo tanto, (-,-) es un producto interno sobre V.

Sea
(,Y:VxV-—C
(0,0) — 3 ()0, pla)w).

zeG

Probemos que (-,-)" es un producto interno sobre V. Sean v, w,u € V' y sea
w € C. Entonces

1)
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(o, w) =3 (p(a) (), p(x)w) = Y (up(a)(v), pla)w)

el zeG

= ulp(@)v, pla)w)

zeG

=1 Y _(p(x)v, plx)w)

zelG
= ,u(v, w>/'

(w,w) = S (o), pla)w) = 3 (pl@)w, p@)o) = 3 (pla)w, pl)o)

zeG zeG zeG

4) Paracadax € G tenemos que p(x)v € V, asi que 0 < (p(x)v, p(x)v), entonces
0= 2 (o), plz)v) = (v, 0
xre

5)
(0,0) =0 <= (p(x)v, p(x)v) = 0 <= (p(z)v, p(x)v) = 0
<~ p(x)v =0
v =0.

Entonces (-,-)" es un producto interno sobre V. Por tdltimo verifiquemos que con
este producto interno p es una representacion unitaria. Sean v,w € V y seaa € G.
Entonces

(pla)o, playw) = 3 (p(@)pla)v, ple)p(a)w) = 3 (p(aa)v, p(za)w)

zeG zelG
= > (o), ply)w)
y=xa€G
= <U7w>,>
es decir, (p(a)v, p(a)w) = (v,w)’. Por lo tanto, (-,-)’ es un producto interno
G—invariante sobre V. u

Definiciéon 1.3.8 El grupo lineal general, denotado por GL(n,C) es el grupo de
las matrices invertibles de tamano n X n con coeficientes en C.

Definicion 1.3.9 Sea GG un grupo finito de orden n. Una representacion matricial
de G es un homomorfismo 7: G — GL(n,C). El grado de 7 es n.
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Definiciéon 1.3.10 Sea G un grupo y 7 una representacion matricial de G, deci-
mos que 7 es una representacion matricial unitaria si para cada g € G tenemos

que 7(g)t7(g) = Lyxn, es decir, si para cada g € G, 7(g) es una matriz unitaria.

Observacion 1.3.11 Sea G un grupo, podemos ir y venir entre las dos defini-
ciones de representaciones de la siguiente manera. Sea 7: G — GL(n,C) una
representacion matricial de G de grado n, entonces la funcion p: G — GL(C™)
definida por p(g)(v) = 7(g)v para cada g € G y v € C", es una transformacion
lineal, entonces (C", p) es una representacion de G de grado n. Ahora si (V) p) es
una representacion de G de grado n y B es una base para V, entonces la funcion
7: G — G(n,C) definida por 7(g) = [p(g)]s es una representacion matricial de G
de grado n.

Definiciéon 1.3.12 Sean (V,p) y (W, ¢) representaciones de un grupo finito G y
sea 6 una funcion de V' a W.

» Siparacada g € Gy v €V, 0(p(g)v) = ¢(g9)0(v), decimos que 0 es G —
mvariante.

= Si f es una transformacion lineal y es G—invariante, decimos que 6 es un
G—homomorfismo.

= Si 6 es un G—isomorfismo, es decir, un isomorfismo de espacios vectoria-
les que es G—invariante, decimos que (V,p) y (W, ¢) son equivalentes y lo
denotamos por p = ¢ o bien V = .

Definicion 1.3.13 Sean 7: G — GL(n,C) y 0: G — GL(m, C) dos represen-
taciones matriciales de un grupo finito G. Si n = m y si existe ' € GL(n,C) tal
que para cada g € G

To(g)T~" =n(g),
decimos que 7 es equivalente a o y lo denotamos por 7 = .

Proposicion 1.3.14 Sean (V, p) y (W, ¢) dos representaciones de un grupo finito
G yseat: V — W un G-isomorfismo. Si (-, -) es un producto interno G-invariante
sobre W entonces

(" VxV-—C
(v, w) — (Y (v), ¥(w))
es un producto interno sobre V.

Demostracion.
Sean u,v,w eV yaeC

1)
(u+v,w)" = (Pu+v),d(w)) = () + (), Y(w))
= (¥(u), (w)) + (Y (v), Y(w))

= (u,w)" + (v, w)".
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2)
(o, )" = (¥(av), (W) = (ap(v), Y(w)) = al(v), P (w))
= afv,w)”
3)
(v,w)" = (Y (v), (W) = (V(w),$(v)) = (w,v)"
4)

(v,0)" = (¥(v),¥(v)) = 0.
5) (v,v)" =0 <= (Y(v),Y(v)) =0 <= Y(v) =0 <= v =0.
Por lo tanto, (-,-)” es un producto interno sobre V. |

Proposicién 1.3.15 Si GG es un grupo finito toda representacion de G es equiva-
lente a una representacion unitaria. (c.f [60])

Definicion 1.3.16 Sea (V, p) una representacion de un grupo finito Gy sea W
un subespacio de V' si para cada g € Gy w € W se satisface que p(g)(w) € W,
decimos que W es un subespacio G—invariante de V.

Observacion 1.3.17 {0} y V son llamados los subespacios G—invariantes trivia-
les de V.

Proposicion 1.3.18 Sean (V,p) y (W, ¢) representaciones de un grupo finito
G, si 0:V — W es un G—homomorfismo, entonces ker 6 es un subespacio
G—invariante de V' y I'm 6 es un subespacio G—invariante de W.

Demostracion.

Como 6 es un G—homomorfismo tenemos que 6 es un transformaciéon lineal
de V en W, luego ker 6 es un subespacio vectorial de V' y I'm 6 es un subespacio
vectorial de W. Sea v € ker 0 y g € G, entonces 0(p(g)v) = ¢(g)0(v) = ¢(g)0w =
Ow, asi p(g)v € ker 6, por consiguiente ker 6 es un subespacio G—invariante de
V. Por otro lado, sea w € Im 6 tenemos que w = @(v) para algin v € V, asi que
o(g)w = ¢(g)0(v) = 8(p(g)v), como p(g)v € V tenemos que ¢(g)w € Im 6. Por
lo tanto, Im 6 es un subespacio G—invariante de W. |

Definicion 1.3.19 Sea (V, p) una representacion de un grupo finito G, decimos
que (V,p) es una representacion irreducible de G si V' es irreducible, es decir,
si V' no contiene ningin subespacio W G—invariante no trivial. De lo contrario,
decimos que (V, p) es una representacion reducible.

Observacion 1.3.20 Para un grupo finito G, tenemos que G denota al conjunto
completo de representaciones unitarias irreducibles de G no equivalentes. 60|

Proposicién 1.3.21 Sea V una representacion irreducible de un grupo finito G
y sean (-,-), (-,-)" dos productos internos G —invariantes sobre V. Entonces, para
todo v,w eV

(v,w) = C{v,w)

para algiun numero real positivo C. (c.f [45])
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Definiciéon 1.3.22 Sea (V, p) una representacion de un grupo finito G y W un
subespacio G—invariante de V| si py: G — GL(W) tal que pw(g9) = p(9)lw
para cada g € GG, decimos que (W, py/) es una subrepresentacion de (V, p).

Observacion 1.3.23 Sea (V, p) una representacion de un grupo finito G' y sean
W, U subespacios G—invariantes de V tales que V. = W @ U. Para cada v € V
tenemos que v = w + u para algunos w € W y u € U determinados de forma
tnica. Entonces para cada g € G

p(g)(v) = p(g)(w +u) = p(g)(w) + p(g)(u) = pw(g)(w) + pu(g)(w)

donde pw = plw ¥ pu = plu. Por lo tanto, p es la suma directa de py v py v lo
denotamos por p = pw @ py-

Teorema 1.3.24 (Teorema de Maschke) Sea (V) p) una representacion unitaria
de un grupo finito G, con producto interno (-,-) G—invariante. Entonces existen
subespacios G—invariantes irreducibles Vi, ..., V,, de V tales que V es igual a la
suma directa ortogonal V=V, @ Vo @ --- @ V,. (c.f [45])

Teorema 1.3.25 (Lema de Schur) Sean (V, p), (W, ¢) representaciones irreduci-
bles de un grupo G.

1) Sié: V — W es un G—homomorfismo. Entonces 6 es un G—isomorfismo o
f(v) = Oy para toda v € V.

2) Si6:V — V es un G—isomorfismo entonces # es un miltiplo escalar del
endomorfismo identidad 1y .

Demostracion.

1) Por la Proposicion 1.3.18 ker 6 es un subespacio G—invariante de V'y I'm 6
es un subespacio G—invariante de W. Supongamos que 6(v) # Oy para algin
v e V\ {0y}, asi que I'm 0 # {Ow } entonces I'm 0 = W ya que (W, ¢) es
una representacion irreducible. Ademas, como (V, p) también es irreducible
tenemos que ker 0 = {0,} o ker 8 =V pero Im 6 = W, luego ker 0 #V,
de ahi que ker # = {0y }. Por consiguiente ker 8 = {0y} y Im 6 = W, es
decir, 6 es biyectiva. Por lo tanto, 6 es un isomorfismo.

2) Como 6 es un G—isomorfismo entonces es un endomorfismo de V' que tiene
un valor propio A € C asi que 6(v) = v para algtn v € V' \ {0} por lo que
(0 — A1,)(v) = 0 entonces ker(f — A1,) # {0} y por la Proposicion 1.3.18
ker(6 —A1,) es un subespacio G—invariante de V' entonces ker(0—A1,) =V
ya que V es irreducible. Luego para cada v € V tenemos que (#—\1,)(v) =0
de ahi que 6(v) = Av para cada v € V. Por lo tanto, § = A1,.
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Proposicion 1.3.26 Sea (V, p) una representacion de un grupo finito G y sea V' =
Uy @U@ ---d U, una suma directa de subespacios G—invariantes irreducibles de
V. Si W es cualquier subespacio G—invariante irreducible de V, entonces W = Uj;
para algun i € {1,...,s}.

Demostracion.
Sea w € W\ {0}, como W C V tenemos que w € V asi que w = uy + - -+ + s
para vectores tnicos u; € U; con i € {1,...,s}. Definimos la funcion
m: W — U;
w —> u;
para aquellos i € {1,...,n} tales que u; # 0, es decir, m; # 0. Esté claro que ; es
una transformacion lineal. Probemos que es G—invariante. Sea w € Wy g € G,
tenemos que para unicos u; € U; con i € {1,....,n}, w = uy + ug + -+ + Uy,
entonces

Ti(pw(9)w) = mi(p(g)w) = mi(p(g)(wr + ug + - - - 4 uy))
= mi(p(g)(u1) + p(g)(u2) + -+ -+ p(g)(un)) = p(g)(wi)
= pu,(9) ()
= pu,(9)(mi(w))

Por lo tanto, para cada w € W, m;(pw(9)w) = pu,(g9)(mi(w)). Como W y U; son
irreducibles y ademéas m; es un G—homomorfismo distinto de cero, el Lema de
Schur 1.3.25 implica que 7; es un G—isomorfismo, de ahi que W = U; para algtn
ied{l,...,n} [

Definicién 1.3.27 Sea (V, p) una representacion de un grupo finito G' y sea B
una base de V. El caracter de (V, p) es la funcion

x:G—C
g trip(g)ls

donde tr es la funciéon traza matricial.
Lema 1.3.28 El caracter de (V, p) no depende de la base B.

Demostracion.
Sean B y B’ bases de V, entonces para alguna matriz invertible T se verifica
que, para todo g € G,

[p(9)ls =T *[p(g)]sT"

Como para cada A € M(n,C), tr(T~*AT) = trA, entonces tr[p(g)|s = tr[p(9)]s.
|
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Definiciéon 1.3.29 Sea G = {¢1, ..., g} un grupo finito, el dlgebra de grupo CG
es un espacio vectorial sobre C de dimension |G| = n, donde sus elementos son de
la forma Ajg; + Aago + -+ Apgn con \; € C, i € {1,...,n}, es decir,

CG = {Z/\igi])\,» €C,ic {1,...,n}}.

=1

Observacion 1.3.30 Como cada A\; € C, podemos formar una funciéon f: G — C
tal que f(g;) = N\, por lo que podemos identificar los elementos de CG con

funciones de L?(G), es decir, se puede identificar el algebra de grupo CG con
el espacio L?*(G).

Definicion 1.3.31 Sea G un grupo finito, la representacion reqular de G es la
pareja (L*(G), L) donde L se define como

L:G— GL(L*(@))
a+— L(a)
donde
[L(a)())(z) = fa™'z)
para todo f € L*(G) y a,z € G. L es conocida como la representacion reqular

1zquierda de G.

Observacion 1.3.32 Algunos textos como [40] manejan a CG como la represen-
tacion regular de G.

El siguiente Lema muestra que la representacion regular izquierda contiene
todas las representaciones unitarias irreducibles dentro de ella.

Lema 1.3.33 (La representacion regular izquierda es la madre de todas las re-
presentaciones) Sea GG un grupo finito con elemento neutro eg y sea L su repre-
sentacion regular izquierda. Entonces

a) El caracter de L es

Gl sig=e
XL(Q)—{| ‘ g ¢

0 en otro caso.

b) Cada representacion irreducible p € G esta contenida en L con multiplicidad

d,, donde d, es el grado de p. Esto es, si G = {p1,...p}, entonces L es
isomorfo a la suma directa de las copias de todos los p;

L = dp1p1 b---D dprpr-

c) Sid, es el grado de p,

> & =G|

pe@
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Demostracion.
Solo probaremos a). La demostracion de b) y ¢) se encuentran en el Lema 2
de [60].

a) Si G = {g1,92,...,9n}, entonces B = {4,,,...,0,,} es una base de L*(G).
Sea g € G

L(g)ls = ([L@)@JB (L(9)Sy)s

| iw@ile).

Luego, si z € G para i € {1,...,n} tenemos que

e -} 1=

)1 stz =gy,
0 en otro caso
= 5ggi(x)

De ahi que, para cada = € G, [L(g)(dy,)](x) = d44,(x) y por lo tanto,
L(g)(04,) = 64y para cada i € {1,...,n}. Notemos que &y, = d, siy
solo si g = eq. Entonces la entrada diagonal en la g;—ésima columna de la
matriz [L(g)|s es distinta de cero si y solo si 645, = 0, si y solo si g = eq,
por consiguiente,

n sig=eq,
0 en otro caso.

xL = tr{L(g)]s = Z5gg¢(gi> = {

Corolario 1.3.34 Sea G un grupo finito y sea G = {V4....V,} el conjunto de
representaciones irreducibles no isomorfas de G donde V; es la representacion
trivial de G, si d; = dim(V}), entonces L?(G) X do Vo @ ... ® d, V.

Demostracion.

Sea Cf; = {afi| a € C} el conjunto de las funciones constantes de L*(G) y sea
L3(G) = {f € L*(G)] {f, f1)2 = 0}. Probemos que L}(G) = Cfi". Sea f € L3(G)
y a € C tenemos que (f,afi)s = a(f,fi)2 = 0, por lo que L}(G) C Cfi.
Luego, sea g € Cfi tenemos que (g, af1)» = 0 para cada a € C, si a # 0, se
cumple que 0 = {(g,afi)s = alg, f1)2, es decir,{g, fi)2 = 0, por lo que Cfi- C
L3}(G). Entonces L}(G) = Cfit, asi que L*(G) = Cf; ® L}(G). Sean f € Cfy
v g,z € G, [L(9)(f)](z) = f(¢g 'z) = f(x) ya que f es una funcién constante,
entonces a Cf; le corresponde la representacion trivial y es invariante bajo la
accion de la representacion regular izquierda. Luego por el Lema 1.3.33 b), L3(G)
debe descomponerse en las restantes representaciones que estdn contenidas en
L*(@). |
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1.3.1. Teoria de representaciones de grupos abe-
lianos finitos

Proposicion 1.3.35 Si GG es un grupo abeliano finito entonces toda representa-
cion (V, p) irreducible tiene dimension 1.

Demostracion.
Sea r € GG, definimos

TV —V
v — p(x)v.

Probemos que 7, es un G—homomorfismo. Recordemos que p induce una acciéon
sobre V' que satisface las propiedades ya enunciadas en la Observacion 1.3.4 las
cuales seran utilizadas en la prueba. Sean u,v € V, g € G y a € C tenemos que

7(p(g)v) = p(x)p(g)v = p(x + g)v = p(g + x)v = p(g)p(x)v = p(g)7(v)
y
To(autv) = p(z)(autv) = p(x)(au)+p(r)v = a(p(z)(w))+p(r)v = at,(u)+7.(v),

es decir, 7,(p(g)v) = p(g)72(v) para cada v € V y para cada g € G y 7.(au +
v) = at;(u) + 7,(v) para cada u,v € V y para cada a € C. Asi que 7, es un
transformaciéon lineal G—invariante, por lo tanto, 7, es un G—homomorfismo.
Dado que G es un grupo abeliano existe —x € G tal que = + (—x) = eg, entonces
para cada v € V,

72 0 T_a(t) = To(7—a(v)) = Talp(~2) (1)) = pla)p(—2)v = plec)o = v = Id(v)

Tt 07o(0) = 7o (7(0)) = T (p(2)(v)) = p(—)p(@) = plec) = v = Id(v),

es decir, 7, o 7_,(v) = Id(v) = 7_, o 7,(v), asi que T, es invertible para cada
x € G y por consiguiente 7, es G—isomorfismo. Luego, por el Lema de Schur
1.3.25 tenemos que 7, = A\, 1y para algin A\, € C, asi que p(z)v = A\,v para cada
velV.

Sea U un subespacio de V con U # {0}, como paracadag € Gy u € U p(g)u =
Agu € U, es decir, p(g)u € U tenemos que U es un subespacio G—invariante de
V, pero V es irreducible asi que V = U, dado que U # {0} existe uy € U, luego
span{up} es un subespacio de U, mas atn como p(g)Aug = A ug € span{ug}
para cada Auy € span{ug} y g € G tenemos que span{ug} es un subespacio
G—invariante de V, asi que span{up} = U = V por ser V irreducible. Por lo
tanto, V' tiene dimension 1. |
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Proposicion 1.3.36 Sea m € Z con m > 2. Entonces el conjunto de las repre-
sentaciones irreducibles de Z/mZ es

{pala € {0,1,...,m —1}}
donde
bo: ZJmZ — GL(1,C)
k — [exp(2iak)].
Demostracion.
Sea ¢: Z/mZ — GL(n,C) una representacion matricial irreducible de Z/mZ,

por la Proposicién 1.3.35 n = 1, entonces para 1 € Z/mZ existe Ay € C tal que
#(1) = M. Como 1 tiene orden m tenemos que

1] =¢ (ml) =¢(1)" = [M]" = 7],
es decir, AT" = 1, asi que A7 es una raiz m—eésima de la unidad por consiguiente
existe a € {0,1,...,n — 1} tal que Ay = exp(2£2), asf que ¢(1) = exp(2%) con
ac{0,1,...,m— 1}. Sea k € Z/mZ tenemos que
o(k) = p(k1) = o(1)* = (exp(*5;2))" = exp(*5%),

( 2miak )

es decir, ¢(k) = exp Notemos que ¢ no depende de la eleccion del
representante ya que si kq, k‘g € 7Z tales que k; = ky mod m tenemos que ky =
ko + ml para algtn [ € Z. Entonces
¢(k1) = exp(Fiah) = exp(Zralkatml)y oy (2miake ) exp(2rrial)

m

Por lo tanto, ¢ es una representacién irreducible de grado 1 donde ¢(k) =

eXp( 2miak ) ]

Reciprocamente, cualquier funcion de la forma

$u: Z/mZ — GL(1,C)

F s [exp(22et))

con a € {0,1,...,m — 1}, es una representacion matricial de Z/mZ ya que para
cada kq, ks € Z/mZ tenemos que

GalF1 + Fz) = [exp(FHR )] — [oxp(2miehs )] fexp( 2282 )] = g, (k1) du(k2)-

Por ltimo, veamos que las representaciones no son equivalentes. Sean a,b €
{0,1,...,m — 1} supongamos que ¢, = ¢, entonces existe a € C\ {0} tal que
para cada k € Z/mZ

[a]da(k)[a] ™ = (k)
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como el producto en C es conmutativo tenemos que gba(_) = ¢y(k) entonces
ex p(2’”ak) = ex p(2’”bk ) de ahi que a = b. Entonces si ¢, = ¢, se cumple que
a=>bcona,be{0,1,...,m—1}. Por lo tanto, el conjunto de todas las represen-

taciones irreducibles de Z/mZ es {¢pala € {0,1,...,m —1}}.
|

Corolario 1.3.37 Sea a € {0,...,m — 1} y sea p,: Z/mZ — GL(C) dada por
pa(k)z = exp(2Z%) > para cada k € Z/mZ y z € C, entonces py, p1, ... pm—1 SON
todas la representaciones irreducibles de Z/mZ.

Recordemos que el Teorema Fundamental de los Grupos Abelianos Finitos nos
dice que un grupo abeliano finito es el producto directo de grupos ciclicos y como
todo grupo ciclico es isomorfo a algin grupo de la forma 7/ mZ entonces un grupo
abeliano finito es isomorfo a un producto de la forma "= X "= x ... X ZZ, asi que
si encontramos las representaciones de grupos de la forma — X mZ X ... X mZ,«Z

obtendremos las representaciones de cualquier grupo abehano finito.

Proposmlon 1.3.38 Sea G un grupo abeliano finito que esté dado por —== x -~ mQZ X

. X m. Entonces el conjunto de las representaciones matriciales 1rredu01bles de
T

G es
{¢a|la = (a1, az,...,a,)}
donde

( 2ma1 g1 ) ( 271'2(1292 ) N ( 2miargr )

mr

exp . exp

¢a(G1, .-, ) = [exp
= [exp(i0)]

con § = 2rugL | 2mazga 4 . 4 2margr

mi mo my

Demostracion.

Sea ¢: G — GL(n,C) una representacion matricial irreducible de G, por la
Proposicion 1.3.35n = 1. Seae; = (0,...,0,1,0,...,0) donde 1 esta en la j—ésima
posicion con j € {1,...,r}. Como todo elemento de G se puede escribir como una
combinacion lineal de los e; tenemos que ¢ estara determinada por los valores que
tome en cada e;, luego para cada e; existe A\; € C tal que ¢(e;) = [\;] y como
e; tiene orden m; tenemos que \; es una raiz m;—ésima de la unidad, es decir,
P(ej) = [exp(%mj )] cona; €{0,1,...,m;—1} paracada j € {1,...,r}. Entonces
si nos tomamos a g = (g1, ...,¢,) € G tenemos que

¢( (Ea e 7@) ) = ¢( gier + -+ grey ) = ¢<91€1) ce ¢<gr6r)
=p(e))” ... o(e)r
= [exp (2] ... [exp(Zes )|

 foxp(2218) . xp( 2]

El que ¢ no dependa del representante se sigue de la misma forma que en la
demostracion de 1.3.36.
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Reciprocamente cualquier funcién de la forma

¢a: G — GL(1,C)

k—s [eXp(—Qmalgl) .. .exp(—%i‘;:g")]

mi

con a = (ay,as,...,a,) donde a; € {0,1,...,m; — 1} para cada j € {1,...,7}, es
una representacion matricial de G ya que para cada (g1, g2, - - -, gr), (h1, ha, ..., hy) €
G tenemos que

Qba((gl,gQ, s 7g7') + (hh h27 RS hr))
= ¢a(<gl + hl, -5 0r + hT))

_ [exp(Qm'al(gl+h1)) o eXp(Qm’ar(gr+hr))]
mi me,
= [exp(P1h) . exp(Fete )] [exp (2T ) L exp(aet)]

= ¢a((gla g2, ... 7gr>)¢a((h17 h27 ceey h?"))

Por tltimo, el que las representaciones no sean equivalentes se sigue de manera

similar a lo realizado en la demostracién de 1.3.36.
[ |

Z
moZ

Corolario 1.3.39 Sea GG un grupo abeliano finito que esta dado por LZ X X
mi

oo X ﬁ. Entonces el conjunto de las representaciones irreducibles de G es
T

{pa: G— GL(C)la = (ay,as,...,a,)}
donde

Pa(T1, - - Gr)2 = exp(if)z

con9:Q’Tfn—lf”—i—%;i—igz—i—---—}—%ﬁ—:m,paracada(gﬂ,...,@)GGyzE(C.



Capitulo 2

Familias de grafos expanders

Las familias de grafos expanders son sucesiones de grafos regulares con la ca-
racteristica de que al tomar un subconjunto de vértices, no muy grande, este tiene
muchos vecinos distintos. Esté caracteristica de conectividad puede ser medida
mediante distintas constantes.

En este capitulo abordaremos la definicién de una familia de grafos expander
mediante la constante isoperimétrica, la constante de expansion de vértices, la
brecha espectral, la constante de expansion espectral y la constante de Kazhdan.

2.1. Constante isoperimétrica

Definicion 2.1.1 Sea X = (V, E) un grafo y F C V, la frontera de aristas de F,
denotada por E(F,V \ F), es el conjunto de aristas que tienen un extremo en F
y otro extremo en V' \ F.

Ejemplo 2.1.2 En el grafo de la Figura 2.1, el conjunto F' consiste en todos los
vértices blancos y su frontera de aristas son todas las lineas punteadas. Ahora si
analizamos el complemento de F), es decir, los vértices negros, tenemos que los
elementos de su frontera de aristas vuelven a ser las lineas punteadas. En otra

palabras tenemos que E(F,V \ F)=E(V \ F, F).

Figura 2.1

29
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Definiciéon 2.1.3 Sea X = (V| F) un grafo, la constante isoperimétrica de X se
define como:

h(X):min{|E (F’|;/|\F)’ :FCVy|F|§’—‘2/’}.

Observaciones 2.1.4

» Sea F' C V con |F| < 2 tenemos que |E(F,V \ F)| > h(X)|F]|, es decir,
el tamano de la frontera de aristas de F' es al menos h(X) veces el tamano
de F'. Entonces cuando h(X) es grande, cada conjunto F' con no mas de la
mitad de los vértices de X tendra muchos vecinos distintos en relacién con
su tamano.

» En el Ejemplo 2.1.2, vimos que E(F,V\ F) = E(V\F, F) paracada F' C V,
entonces la definicion de la constante isoperimétrica puede darse en términos
més generales

|E(F VA F)
min{[F|, [V\ F[}

h(X):ml’n{ :ch}.

= La constante isoperimétrica también es conocida como constante de expan-
sion de aristas, conductancia o constante de Cheeger (este ultimo particu-
larmente cuando se enfatizan las conexiones geométricas). [45]

Ejemplo 2.1.5 Consideremos el grafo ciclo C*, si F C V tal que |F| < %,
entonces |F| =10 |F| = 2.

o O

Figura 2.2: C4.

[E(F VA F)

=2
|F|

Si F consta de un solo vértice, entonces |[E(F,V\ F)| =2y

Si F' consta de dos vértices que son adyacentes mediante una arista, tenemos que

|E<F:V\F)|:2YW:L
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Por ultimo, si F' consta de dos vértices que no son adyacentes, se sigue que
E(FV\F
BV R =4y P

Entonces el minimo valor que puede tomar W es 1. Por lo tanto, h(C*) = 1.

Ejemplo 2.1.6 Analizaremos la constante isoperimétrica de los grafos completos.
Sea F' un subconjunto de vértices con no més de la mitad de vértices del grafo.
Para K*, F solo puede tener un elemento, entonces 22N — | B(F v\ F)| = 2.

[E
Por lo tanto, h(K?) = 2.

Figura 2.3: K3,

Para K*, F puede tener uno o dos vértices, pero a diferencia de C*, en K* estos
At : ¢ |E(FV\F)|
dos vértices siempre son adyacentes, asi que ===~ es 3 0 2, como se muestra

|7
en la Figura 2.4. Por lo tanto, h(K?) = 2.

(b) |E(IT,}‘7/|\F)\ —9

Figura 2.4: K*.
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Ahora pasemos al caso general. Sea K™ un grafo completo con conjunto de vértices
V. Si F C V con no més de la mitad de vértices de V, entonces |F| < § sin es

par, pero si n es impar F' puede tener a lo mas ”T’l vértices.

Luego
[EFVAFE)| _[V\F||F|
= =|VAF|l=n—|F|.
|| ||
Sin es par
|[E(F VA F)|

:n—|F|2n—ﬁ:ﬁ.
2

|| 2

Pero, si n es impar

|E(F,V\ F)| n—1\ n+1
—n—|F|>n— —
7] n-|Flzn 2 2

es decir, para cada ' C V con no mas de la mitad de vértices, tenemos que

E(EV\F)|
F

5 sin es par
n 1 . .
2= sines impar.

Por lo tanto,
sin es par

2= sinesimpar.

n
_J2
h(K”) o {n—H
En el caso de grafos regulares, es posible acotar el valor de su constante iso-
perimétrica.

Proposicion 2.1.7 Sea X = (V, E) un grafo d—regular, entonces 0 < h(X) < d.

Demostracion.

Por definicién h(X) es el minimo del cociente de dos cardinalidades, por lo
que h(X) > 0. Luego, sea v € V tenemos que |E({v}, V \ {v})| = |Ex(v)| = d,
ya que X es un grafo d—regular entonces h(X) < w =d. |
Proposicion 2.1.8 Sea X = (V, E) un grafo, h(X) = 0 si y solo si X es un grafo
1O CONEXo.

Demostracion.

Si h(X) = 0 entonces existe Fy C V con |Fy| < |21| tal que UE(FTT‘;‘\FO)' =
lo que |E(Fy, V' \ Fp)| = 0 asi que para los vértices de Fjy no existen aristas que los
unan con los vértices de V' \ Fp, por lo tanto, X es un grafo no conexo. Recipro-
camente, si X es un grafo no conexo, entonces existen vy, vs € V tales que ningin
camino los conecta. Sea F' = {v € V : v; y v son los extremos de algtin camino}.
Si F = (), entonces v; es un vértice aislado, por lo tanto, E({vi},V \ {v1}) = 0,

asi que
[E{oi}, VA {ui})l
w2

0 por

0=
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es decir, 0 > h(X). Ahora si F' # (), supongamos que E(F,V \ F) # (. Sea
e € E(F,V \ F), tenemos que existen u € F'y w € V' \ F tales que e = {u,w},
como u € F existe un camino P con extremos v; y u, entonces P+ e es un camino

que une a v; con w, por consiguiente w € F' pero esto contradice el hecho de que
w € V' \ F, por consiguiente E(F,V \ F) = (. Entonces

__IBEV\F)
= ([ FL A Fy 2

es decir, 0 > h(X) y por la Proposicion 2.1.7. 0 < h(X). Entonces, h(X)=0. R

En una familia de grafos expanders debemos de procurar que a medida de que
los vértices crezcan, las constantes isoperimétricas no se acerquen a cero ya que
esto nos indicaria que los grafos son no conexos, para evitar esto pediremos que
las constantes de expansion estén acotadas lejos de cero.

Definicién 2.1.9 Sea (a,,) una sucesion de nimeros reales distintos de cero, de-
cimos que (a,) esta acotada lejos de cero si existe € > 0 tal que para todo n € N,
a, > €.

Definicién 2.1.10 Sea (X,,) una sucesion de grafos d—regulares tal que |X,,| — oo
cuando n — oo. Decimos que (X,,) es una familia de grafos expanders, si la
sucesion h((X,)) esta acotada lejos de cero.

2.2. Constante de expansion de vértices

La constante de expansion de vértices como su nombre lo dice, es una constante
que nos permitira conocer la conectividad de un grafo mediante el estudio de los
vértices conectados a un subconjunto de vértices, esta constante da paso a la
definicién mas popular de grafo expander.

Definicion 2.2.1 Sea X = (V, E) un grafo d—regular con [V|=nyc¢>0. X es
un (n, d, c)—expander si para cada A C V con |A| < § se cumple que

A
otz (1- L) 1
n
donde A es el conjunto de vértices en V' \ A que son adyacentes a algin vértice
de A, 0A se suele llamar la frontera de vértices de A y la constante ¢ es llamada
la constante de expansion de vértices .

Observacion 2.2.2 La constante de expansion de vértices ¢ de un grafo X =
(V, E) se puede ver como

04|
Al (1 )

¢ = min

:ACVy]A|§|%|
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En la seccién anterior estudiamos la frontera de aristas y aqui definimos la
frontera de vértices, si bien ambas nos dan informacién sobre los vecinos de un
subconjunto de vértices, no necesariamente tienen la misma cantidad de elementos.

Lema 2.2.3 Sea X = (V,F) un grafo y A C V con A # (). Entonces |04] <
[E(A,V\ A)].

Demostracion.

Si no existen vértices en V' '\ A que estén conectados mediante una arista con
algin vértice de A, tenemos que E(A,V \ A) = ) y A = (). Por lo tanto, se
satisface que |0A| < |E(A,V \ A)|. Supongamos que existen vértices de V'\ A que
estan conectados mediante una arista a algtn vértice de A. Sea

f:E(A,V\A) — 0A
{a,v} — v.

Dado que para cada v € A, existe algtin a € A tal que {a,v} € E, tenemos
que {a,v} € E(A,V \ A) tal que f({a,v}) = v, asi que f es sobreyectiva. Por lo
tanto, |0A| < |E(A,V \ A)|. |

Observacion 2.2.4 En el lema anterior f no necesariamente es inyectiva ya que

dos vértices en A puede que sean adyacentes a un mismo vértice en el complemento
de A, como se muestra en la Figura 2.5, en donde {ay,v} # {aq, v}.

Figura 2.5

Proposicion 2.2.5 Sea X = (V, E) un grafo d—regular con n vértices, se cumple
lo siguiente:

a) Si X es un (n,d,c)—expander, entonces h(X) >

o

b) X es un (n,d, @) —expander.

Demostracion.
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a) Si X es un (n,d,c)—expander, entonces para cada A C V con |A] < F se
cumple que
A V—-A
|0A| > ¢ (1 — u) |Al = ¢ (g) |Al.
n n
Asi que
|0A|n
~ AV - Af
como |V — Al > 7
|8A|n 2
Al
entonces
c |04
- <=
27 |4
por el Lema 2.2.3 [0A| < |E(A,V \ A)], asi que § < W Entonces por
la Definicién 2.1.3 de la constante isoperlmetrlca se cumple que h(X) > £.
b) Para cada A C V con |A| < § tenemos que

E(AV\A)| |EAV\A|V-Al _|EAV\A
h(X)S’ (A, V' )’:‘ (A, V\ AV ’S‘ (A, V\ )\n
4] AV — A ANV — A
Dado que X es un grafo d—regular, para cada vértice v € A hay d aristas

incidentes en v, pero puede que no todas estas aristas tengan como punto
final un vértice de A, asi que puede haber a lo mas d aristas de la forma

{a,v} en E(A,V \ A). Entonces |E(A,V \ A)| < d|0A|, asi que

d|0A|n
h(X) < ———.
AV = A

Por consiguiente,

|A||V — A]
>
|OA| d (

0 (\Aln—\A!)
:_X( 1Y

es decir, para cada A C V con |A| < % se cumple que

a2 M0 (1= L)

Por lo tanto, X es un (n, d, @) —expander.
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Observacion 2.2.6 En la Definicion 2.2.1 tenemos que si A C V' tal que |A| < 2,

A ., L
entonces 1 — % > %, por lo que € = 5 €s una constante de expansion de vértices
més compacta para nuestra definiciéon, como se muestra a continuacion.

Definicion 2.2.7 Sea X un grafo d—regular con n vértices y € > 0, decimos que
X es un e—expander si para cada A C V con |A| < ‘—‘g' se cumple que

|0A| > €| Al

Proposicion 2.2.8 Sea X = (V, E) un grafo d—regular con n vértices. Entonces
se cumple lo siguiente:

a) Si X es un e—expander, entonces h(X) > «.

b) X es un (@)—expander.
Demostracion.
Se sigue de la Proposicion 2.2.5. ]

Ahora que establecimos relaciones entre la constante de expansion de vértices
y la constante isoperimétrica, podemos definir las familias de grafos expanders
mediante la constante de expansion de vértices.

Teorema 2.2.9 Si (X,,) es una sucesion de grafos d—regulares tal que |X,,| — oo
si n — 00, entonces (X,,) es una familia de grafos expanders si y solo si existe
e > 0 tal que para cada n € N, X, es un e—expander.

Demostracion.

Si (X,,) es una familia de grafos expander, entonces existe £; > 0 tal que para
cada n € N se cumple que h(X,) > ;. Por la Proposicion 2.2.8 tenemos que

h(Xn)

y >fexpander, entonces para cada A, C V,, con

para cada n € N, X, es un <

|A,| < @, se cumple que

h(X, €
04, > M), S

Sea € = £} tenemos que para cada n € N, X,, es un e—expander. Ahora, si existe
e > 0 tal que para cada n € N, X,, es un e—expander. Por la Proposicién 2.2.8
tenemos que h(X,) > ¢, entonces (h(X,)) es una sucesion acotada lejos de cero.
Por lo tanto, (X,,) es una familia de grafos expanders. |
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2.2.1. Grafos biexpanders

Definicion 2.2.10 Sea X = (V- UV E) un grafo bipartito d—regular donde
los aristas van de V~ a VT y |[V7| = |[V*t| = n. Sea ¢ > 0 decimos que X es un
(n, d, c)—biexpander si para cada A C V™ con |A| < § se cumple que

04] > {Hc( - %)} Al

Observacion 2.2.11 Los primeros grafos expanders construidos fueron mediante
grafos bipartitos, es por ello que en algunos textos se considera grafos expanders
cuando se trabaja con bipartitos y cuando se trabaja con grafos no bipartitos
reciben el nombre de magnificadores. Nosotros consideraremos grafos expanders
cuando trabajemos con grafos no bipartitos y cuando usemos grafos bipartitos los
llamaremos grafos biexpanders.

Notemos que la definicion 2.2.10 de biexpanders es muy similar a la definicion
2.2.1 de grafo expander, de hecho es posible pasar de un grafo expander a un
biexpander utilizando la doble cubierta extendida (ver Definicion 1.2.29).

Proposicion 2.2.12 Sea X = (V, E) un grafo (n,d,c)—expander, entonces su
doble cubierta extendida es un grafo (n,d + 1, ¢)—biexpander.

Demostracion.

Sea V' = {vy,...,v,} el conjunto de vértices de X y sea Y la cubierta doble
extendida de X, tenemos que Y es un grafo bipartito con conjunto de vértices
V- UV* donde V™ y V¥ son copias de V en el que v, y v son adyacentes si
y solo si i = j o {v;,v;} € E, de ahi que Y es un grafo (d 4+ 1)—regular. Sea
A= C V7™ con A~ < g, recordemos que A~ es copia de algin A C V, entonces

A
|0A™| = |A| + |0A] > |A| + ¢ <1 _| |) | Al

n

[l
CREE

es decir, [0A™| > [1 +c (1 - %)} |A~|. Entonces Y = (V- U V™, E) es un

grafo bipartito (d + 1)—regular con |V ~| = |[V*| = n, donde para cada A~ C V'~
con A~ < & se cumple que

04| > [Hc( —%)} A

Por lo tanto, Y es (n,d + 1, ¢)—biexpander.
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Observacion 2.2.13 De manera similar a la Observacion 2.2.6, si consideramos
€ = 5 tenemos la siguiente definicion de grafo biexpander.

Definicién 2.2.14 Sea X = (V- U V™, E) un grafo bipartito d—regular donde
las aristas van de V~ a VTy |[V~| = |VT| = n. Sea ¢ > 0 decimos que X es un
e—biexpander si para cada A C V'~ con |A| < § tenemos que

[0A] = (14 ¢)[A].

En el caso de que X sea un grafo bipartito cuyas particiones tengan distintas
cardinalidades, existe una definicion de grafo biexpander.

Definicion 2.2.15 Sea X = (V- UV ™, E) un grafo bipartito (dy -, dy+)—regular
donde los aristas van de V- a VT y [V-| =m |Vt =n con m > n. Seae > 0
decimos que X es un (m,n,dy-,dy+,e)-biexpander si para cada A C V'~ con
|A] < % se cumple que

0A] > ¢]Al.

2.3. Brecha espectral

La brecha espectral es una constante que relaciona la regularidad del grafo con
su segundo valor propio méas grande en valor absoluto. En esta secciéon estudiare-
mos la conexién que existe entre la brecha espectral y la constante isoperimétrica,
para ello haremos uso del Laplaciano discreto y el Teorema Rayleigh- Ritz.

2.3.1. Laplaciano discreto

Sea X = (V, E) un grafo, le asignaremos una orientacion al conjunto de aristas
del grafo, es decir, para cada e € E etiquetaremos los vértices a los que une como
e~ el inicio de e y e™ el final de e.

e~ et

e

Figura 2.6

Definicién 2.3.1 Sea X = (V| E) un grafo, el gradiente de X es la funciéon
D: L*(V) — L*(E) definida para cada f € L*(V) como

(D(f))(e) mide el cambio de f a lo largo de la arista e del grafo.
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Definicion 2.3.2 Sea X = (V, E) un grafo, la divergencia de X es la funcion
D*: L*(E) — L*(V) definida para cada f € L*(E) como

(D (MN) =Y fle) = fle).

(D*(f))(v) mide el flujo total de entrada del vértice v.

Definicion 2.3.3 Sea X = (V, E) un grafo, el Laplaciano de X es la funcion
A: L*(V) — L*(V) definida por A = D* o D.

Lema 2.3.4 Si X = (V, E) es un grafo d—regular y </ su operador de adyacencia,
entonces A = dl — o .

Demostracion.
Sea fe L*(V)yveV

(A(f)) = (D" o D(f))(v)
=Y D(f)(e) = Y D(f)e)

= YU = fe) = S ) = S

= | Yt = s | - | X rw) - Y )

eck eck eck eckE
v=et v=e™t v=e" v=e"
w=e w=et

=[S ro+>d o |- Y fw) + Y fw)

eck eck eck eckE
v=et v=e" v=et v=e"
w=e~ w=et
=df(v)— > flw)
wENx (v)

= ((dI = )()(v),

es decir, (A(f))(v) = ((dI — ) (f))(v) para cada f € L*(V) y v € V. Por lo tanto
A=dl— 4. u

Corolario 2.3.5 A es un operador lineal.

Observacion 2.3.6 Por el Lema 2.3.4 podemos expresar los valores propios de
</ en términos de A y viceversa.
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Teorema 2.3.7 Sea X = (V, E) un grafo d—regular, f € L*(V) y g € L*(E),
entonces

(D(f),g)2= (/D (9)2 vy (AU, Ha=D_If(e") = fle)”

ecE

Demostracion.

- _ if(eﬂg(e) - ZE f(e)gle)
_ iZE f(v)g(e) — ; f(v)g(e)
- gﬂm > g<ev>:i; ) 3 70
— vezvf(w(v Z gle) — ZE g(ev>e
=>f (v)(zj(g))(v))v_e_
= 2?@*(9»2

€s decir, <D(f>7g>2 = <f7 D*<g)>2
Luego
(A(f), [)2 = (D" o D(f), f2 = {f, D*(D(f
)

es decir, (A(f), fl2 = 2 [(f(e¥) = f(e))*. u

ecE

2.3.2. Teorema Rayleigh-Ritz

Denotemos por Ay(X) al segundo valor propio méas grande asociado a un grafo
X. El Teorema Rayleigh- Ritz nos proporciona un método ttil para determinar
Ao (X).
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Teorema 2.3.8 (Rayleigh-Ritz) Sea X = (V, F) un grafo d—regular con |V | =n

entonces of
o(X) = max U ) e
retivey  (f,fl2 reLidwp
| Fll2=1
Equivalentemente, tenemos que
A
d—X(X)= min (B, f)e = min (A(f), f)e.
reiivre) (fif)2  reLvp
I Fll2=1
Demostracion.
Sea {fi,92,---,9n} una base ortonormal de L*(V,R) tal que g; es una eigen-
funcion de o asociada al valor propio A\; con i € {2,...,n} y fi es la funciéon

constante 1 que también funge como eigenfuncion asociada al valor propio Ay = d.

Sea f € L*(V,R) con ||f|l2 = 1, entonces f = ¢ f1 + caga + -+ + 19, para
algunos ¢; € Ry 0 = (f, f1)2 = c1{f1, fi)2 +c2(92, f1)2 + - -+ cnlgn, f1)2 = c1. Asi
que f = caga + -+ + Cufn-

Luego

1=2

= (X)) £15
= Xo(X).

Entonces Ao(X) > max ((f), f)a.
feL3(V,R)
[fll2=1

Dado que g, € L%(V, R) con |lg2]l = 1y (@ (g2), g2)2 = (A2(X) g2, g2)2 = Aa(X),
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tenemos que

Ao (X) = rr12éx (A (), e
gy

Luego, por el Lema 2.3.4 tenemos que

(Af), 2= (dl =) ([f), [ha = d{f, [)a— (A (f), 2 = dIfII; = (L (f). [)2
>d— \(X),

entonces d — Ao(X) < min  (A(f), f)a-
feL?(VR)
[l fll2=1

Y dado que (A(g2), g2) = d(g2, g2)2 — (#(g2), g2)2 = d — A2(X), tenemos que
d—Xy= min (A(f), f)2.

fELF(VR)
I fll2=1

Observacion 2.3.9 Por el Corolario 1.2.38 el operador de adyacencia o/ de un
grafo es autoadjunto, entonces para cada f € Li(V) tenemos que (< (f), f)2 =
(f, o f)o = (A (f), f)e2, asi que ((f), f)2 es un real. Siguiendo las ideas plan-
teadas en la prueba del Teorema 2.3.8 se demuestra que

Ao(X) = feniég/)<d(f>7 [
[l fll2=1

2.3.3. Desigualdad de Cheeger

Sea X un grafo d—regular, tenemos que

4= Ma(X)

< h(X) < /2d(d — X(X)) (2.1)

estas desigualdades fueron dadas por Cheeger [19] y Buster [16] para el caso conti-
nuo, posteriormente Dodziuk [25], Alon y Milman [4| dieron pruebas independien-
tes para el caso discreto. A continuacion probaremos (2.1) mediante los Teoremas
2.3.10 y 2.3.11 haciendo uso del Laplaciano discreto y el Teorema Rayleigh-Ritz.

Teorema 2.3.10 Sea X = (V, F) un grafo d—regular entonces

d = Xo(X)

S < (X)),

Demostracion.
Sea I C V tal que h(X) = |E(F, V\F)|/|F|. Definimos las siguientes funciones

[V\F| st veF
g9(v) = .
—|F| si ve V\F
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vy f=9/llgll2

Notemos que que f,g € L¥(V,R) ya que

(9. 1)=) gw)= [V\FI+ Y —|F|

veV veF vEV\F

= [FI[V\F[ = [V F[[F] = 0.

Por el Teorema 2.3.7 tenemos que

(A(g).g)2 =) lgleN) —gleD)P =D (V\F|+|F|)?

) ecE(F,V\F)

=|E(FV\F)(IV\F|+|F])*

Ademas
gl = lg@)P =D _IVNFPP+ > (=|F|)?
veV veEF veEV\F
= |FI[V\F]P+|V\F||F]
= [V\ FIF|(|V\ F| + |F]).
Entonces

(Alg),9) _ |EE VBV F +|F])?
lgll3 VA FIEI(VA F + [F])

o (IVAE| 4 IF]
‘h(X)< V\F| )

(A(f) 2=

< h(X)2.
Luego, por el Teorema Rayleigh-Ritz 2.3.8 tenemos que

d = Xo(X) < (A(f), )2

2h(X)

VANRVAN

Por lo tanto,

Teorema 2.3.11 Sea X = (V, E) un grafo d—regular, entonces

h(X) < V2d(d— 2o(X)).

La prueba de este teorema es mas laboriosa por lo que la dividiremos en los Lemas
2.3.12 y 2.3.15.
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Sea g € L*(V,R) — {0} tal que «7(g) = Xo(X) g, entonces 0 = (g, f1)

> g(v), por lo que g* (R;y) = {v € V | g(v) > 0} C V. La funciéon —g también

veV
es una eigenfuncion asociada a \y(X), sea g definida como sigue

[0 silem®aI<
—g sV \gm(Ry) < UL

Sea Vt={veV|g) >0}y fe L*V,R) definida por

o) = {5(@) sive VT,

0 en otro caso.
Lema 2.3.12 (A( ) >
f 7f 2
— et I d— (X
U\ ) 2(X)
Demostracion.

Sea v € V. Por el Lema 2.3.4 tenemos que

(AN() = (dI = (f))(v) = df (v) = (& (f))(v) = df(v) = Y flw).

wENx (v)
SiveVT,
AN =dfw) = Y fw)=dgw)—| > flw+ >, f(w)
wENx (v) wENx (v) wENx (v)
weVt weV\VT
=dgl)— | > gw+ >0
wENx (v) wENx (v)
weVt weV\V+
=dgv) - g(w)
wENx (v)
weV+t
<dgv) - g(w)
wENx (v)

es decir, (A(f))(v) <dg(v) — Xo(X)g(v) para cada v € V.

Luego
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veV+

= (d = X(X))(f, [,

es decir, (A(f), f)e < (d—=Xa(X)){f, f)2- Por lo tanto, (AS. ) < (d—X(X). W

<f7f>2

Si se orientan las aristas del grafo, de tal forma que para cadae € E, | f(e™) >
f(e™). Podemos definir la siguiente constante positiva

By =Y (f(e")?*=fle)?)

Lema 2.3.13 N
By < \/24(A(), 1)2{F, 1)
Demostracion.
Bf=%;U@ﬂ2—ﬂaf)=%;Uwﬂ+f@v)uwﬂ—f@w)
e =§waﬂmwﬁﬁ?ﬁw
=§waﬂmwﬁmﬁn

Sea ¢ € L?(E,R) tal que ¢(e) = f(e*) + f(e™), entonces

By =Y (f(e") + 1) (PIE)

ecE
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= > (6(e) (PN

eckE

< (¢, D(f))2

<@z - ID(f)]|2 (Desigualdad Cauchy Schwatz)

eckE eelR

=\/Z|fe++f \/Z|fe+ )P

- Z flet) + fle )) (Af)s )2 (Teorema 2.3.7)

ecE

D 2(f(eM)?+ fe)?) - VIA), )2 ((a+b)* <2(a®+b*) a,b € R)

ecE

23 fler)? + flen) VA, e

eeE

= 24 @2 V(AD),

veV

= V2d(f, f)2 - V{Af). )2
= 2d(f, f)2(A(f), o

Por lo tanto, By < \/2d(f, [)2(A(f), ). [

Lema 2.3.14
h(X)(f, f)2 < By

Demostracion.

La prueba de este lema hace uso de dividir los vértices del grafo en curvas de
nivel, al ser un concepto mas geométrico algunos resultados son dificiles de seguir.
Por lo que se le invita al lector consultar el Ejemplo 2.3.16 para tener una nociéon
més clara de las curvas de nivel de un grafo.

Sean 0 = By, 51, . .., By los valores de f sobre los vértices del grafoy L; = {v €
V| f(v) > B} coni € {0,1,...,r}. Los conjuntos L; seran nuestras curvas de
nivel. Notemos que

LrgLr—lg"'nggLOZM

E(Log,V\Lg) =D yparai>1,L; C V7. Seaeuna arista tal que f(e™)—f(e™) # 0,
entonces f(e”) = ;v f(e") = F;i con j <1

By =Y f(e")? = f(e")

ecE
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> fleh)? - + > flef e”)?
eckE e€R
fle™)=8; f(e™)=B;

F(et)=6: Fe)=5;

1<t j=i

> B8
eckE

fle™)=B;

feh)=p
7<1

2 2 2 2 2 2
Z 51 - ﬁj + ((ﬁi_1 - 51‘—1) +ot (5j+1 - j+1))
eclk
fle™)=8;
f(€+)=,31
1<

= Z (57,2_ i2—1)+< 1'2—1_ i2—2)+"' ( j+1 52)
ecE
fle™)=8;
fleh)=8
1<t

Z Zﬁz BE),

ecE l=j+1
fe™)=8;
feh)=p

1<t

es decir,

= > Z (87 = B)- (2.2)

ecE l=j+1
fle™)=8;
fleh)=8;
1<t
Notemos que e es una arista que conecta al vértice et (f(eT) = ;) con el
vértice e~ (f(e”) < f3;), asi que e cruza cada curva de nivel §; entre et y e~ con
j < | <. En la expresion de B; esto corresponde a la expansion de 87 — 7
sumando ? — 32 de cada curva de nivel 3 por la que e cruza, es decir, 37 — 37
aparece para cada arista e € E(L;, V' \ L;). Entonces

Yo N BB =D B VLB -5 (23)

ecE  I=j+1
f(e™)=B;
f(e*)=6;

1<t

Dado que parai > 1, L; CV*ty |[VT] < |2ﬂ, entonces |L;| < |2ﬂ, asi que por

la Definicion 2.1.3 de la constante isoperimétrica w > h(X), de ahi que

|E(Li, V\ Li)| = | L[ h(X). (2.4)
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Sustituyendo (2.4) en (2.3) tenemos que

By =Y " |E(L,V\ L)|(8 - B,)
=1

> Llh(X) (8] — By)
=1

= h(X) Y |Lil(5 = Bir)

=1

h(X) (IL1|(BF = B3) + -+ + L. |(B2 = B24))
WX) (1L 182 + (|Loot| = Lo [)B24) + -+ + (ILa| — | L2])B7)

= h(X) (ILrlﬁf + > (1Ll - ILz+1|)Bz2> :
=1

Notemos que para i@ < r, L; \ L;11 es el conjunto de nivel donde f toma el
valor f3;, es decir, |L; \ Lit1| = |f<(8;)]. Entonces

r—1
By > h(X) <|Lrlﬁf 3 (1L~ 1L + 0)

=1

= h(X) <|fm>|53 L) 8+ |f“(ﬁo)|ﬁ§>

=1

= h(X) (Z\f“(ﬂz)\ -ﬁ?)

=h(X)>_ f(v)
veV
= hX)(f, f)2-
Por lo tanto, By > h(X)(f, f)2- |
Lema 2.3.15 (ASP)
2 ) 2
M=

Demostracion.

De los Lemas 2.3.13 y 2.3.14 tenemos que
W(X)(f, a2 < V2, £)o{], o

Entonces
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Demostracion del Teorema 2.3.11.
De los Lemas 2.3.12 y 2.3.15 tenemos que

s 20{A(f). /)
M=)

Por lo tanto, h(X) < 1/2d(d — X2(X)).

< 2d(d — Mo(X)).

Ejemplo 2.3.16 Consideremos el grafo Cs = (V, E) y la funcién f: V — R tal
que

f(v1) =3 f(vs) =3
f(v2) =0 f(ve) =0
fluz) =1 f(vr) =0
flva) =2 flvs) = 2.

Figura 2.7: Cy orientado.

Luego By =0, f1 =1, By = 2 y 3 = 3 son los valores que toma f por lo que las
curvas de nivel de Cg son:

Lo = {v1, v, v3, 04, V5, V6, V7, Vs },
Ly = {vy,v3,v4, 05,08},

Ly = {1117714,?15,718},

Ly = {vy,vs}.

Por otro lado,

E(L07V\L0) = ®7
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E(Lla V \ Ll) = {{U2a Ul}a {UQv U3}a {UG’ U5}’ {1}7’ US}} )
E(Ly, V' \ La) = {{va, v1}, {vs, va}, {ve, vs}, {vr, vs}},
E(L?n V \ L3) = {{7127 Ul}a {USa Ul}a {UGv U5}7 {U47 U5}} :

En la Figura 2.8 se ilustran las curvas de nivel para el grafo C® orientado.

Figura 2.8: Curvas de nivel de C®.

Veamos que se satisfacen (2.2) y (2.3).

By =Y f(e")’ = f(e)

eckE

SO DI (oo L (G L S (o O
ecE ecl
fle™)=8; fle7)=5;
flet)=p; fet)=pi
1<t j=i

= > B =8+ {{vs,vr}} -0
eck
fe™)=B;
fleh)=p
1<t

2 2 2 2 2 2
= Z 5@ _Bj +(( i—1 i—1)+"'+< G+1 T j+1))
eckE
f(e™)=8;
fleh)=8
1<
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= Z (6@2_ 1'271)"‘( 1'271_ 372)+"' ( j+1 62)
eckE
f(e™)=8;
feh)=p;
1<t

= > Zﬁl BEy)

eeE I=j+1
f(e™)=B;
f(€+):ﬁz

1<t

Por lo que se cumple (2.2). Luego

> Zﬁl )

eeE I=j+1
fle™)=5B;
fet)=5;
1<t
1 2 3
= > DB =80+ D> Y BB+ >, D (B -8
eckE =1 eckE =1 eckE =1
f(e7)=Po f(e™)=pho f(e™)=po
flet)=p flet)=p2 f(e)=ps3
2 3 3
+ DBE =B+ Y, D (B -6+ > (B =5)
eck =2 eck =2 ecElR =3
fle™)=p fle™)=h fle™)=82
f(eT)=p2 f(et)=ps3 flet)=ps3

= > B8+ D> B8+ (88D

ecE ecF

fle™)=ho fle™)=Bo
fleT)=p fleT)=B2
2 2 2 2 2 2 2 2
+ > B-B+BE-+B -8+ D, (B8
eck eck
fe™)=Po fle™)=p1
fem)=ps f(eM)=p2
2 2 2
+ Z (B3 = B7) + (B3 — B3) + Z (B3 — B3)
ecFE eckE
fle™)=p1 fle™)=pa
f(et)=ps3 fe™)=p3

= Y BE-B)+ > BI-8)+ (8 -5

ecl ecFE
fle7)=ho fle7)=pho
flet)=p flet)=p2
2 2 2 2 2 2 2 2
+ > BB+ B =B+ (B -6+ D (BB
ecFE ecel
fe™)=Bo fle™)=p1

flet)=ps3 flet)=p2
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+ > BB -8+ Y. (B -8

eclF eck
fle7)=p f(e™)=p2
f(eT)=ps3 fleT)=83

H{U27U3}H +H{U77U8}}‘ — 63) + (85 = B7)]
+{{U27U1} {06705}} (87 = B7) — B+ (85 = 53)]
o [{{vs, ik | - (82 = 82+ 101 - [(83 — 82) + (82 — B3)]

| {{on s fos o} |- (85— 9)

= 8 -5 [[{two vt} + [{forw } + [{ a0}, fwe 0} }]
+ (8- 8- [ {torwap}| + [{on 00} Lo v} + [{Hem.vd}
F B3 [[{aon) o} | + [{ s, fus o) ]

= (B — 53)){{% v}, {vr, vs}, {v2, 01}, {v, Us}} ‘+
(83 = 89)|{ {vm. o5} v o} v, s .} |+
(83 = 8)|{ vz, o1} v, s fon, v . |

= (87 = BO)|E(L1, V\ L) + (B3 — B E(La, V \ L)
+ (B3 — B)IE(Ls, V \ La)|

3

=D _IB(L,V\ Ll(B] = 62.).
I=1
Por lo tanto, se verifica (2.3).

Definicion 2.3.17 Si X es un grafo conexo d—regular, d — A\o(X) es llamada la
brecha espectral de X.

La desigualdad de Cheeger 2.1 nos muestra que entre més grande sea la brecha
espectral, mejor sera la constante isoperimétrica y por ende mejor expander. Por
lo tanto podemos caracterizar una familia de grafos expander en base a la brecha
espectral.

Teorema 2.3.18 Sea (X,,) una sucesion de grafos d—regulares tales que |X,| —
oo cuando n — co. (X,,) es una familia de grafos expanders si y solo si la sucesion
(d — X2(X,)) esta acotada lejos de cero.
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Demostracion.
Si (X,,) es una familia de grafos expander, entonces existe € > 0 tal que para
cada n € N, h(X,,) > e. Por la desigualdad de Cheeger (2.1) tenemos que

entonces d — \y(X,,) > ;—Z > 0. Por lo tanto, (d — X\y(X,,)) esta acotada lejos de
cero.

Ahora, si (d — \(X,,)) esta acotada lejos de cero, existe ¢ > 0 tal que para
cada n € N, d — \y(X,,) > e. Por la desigualdad de Cheeger 2.1 tenemos que

d— AQ(Xn) g
hX,) >R S 2
(Xn) 2 ——F— 23
Por lo tanto, (X,,) es una familia de grafos expanders. |

Ejemplo 2.3.19 El grafo de Cayley Cay(Z/nZ,{1,—1}) es el grafo ciclo C™ con
n vértices. La matriz de adyacencia de C™ es la siguiente matriz circulante

01000 ...0°1
10100 ... 00
10000 ... 10

Sea & = exp (2mi/n) y a € {0,1,...,n — 1}. Los valores propios de C™ son
Xa = €7+ €7D

(27Ta) . (27Ta) (27ra(n—1)) . (27ra(n—1))
=cos|— ) +esm|— | +cos{ —— | +1sm | ———
n n n n

2
:2008(—7m)

n

Si n es par

n

-2 2003(%) 2008(4“) 2008(27”) 2
1 2 2 2 1

Spec(C™) = (
Si n es impar

n

2008(%) 2603(4”) 2(:08(27”) 2
2 2 2 1

Spec(C") = (
El segundo valor propio mas grande del grafo ciclo C™ es 2 cos (%’r) Como los

grafos ciclo son 2—regulares tenemos que su brecha espectral es 2 — 2 cos (27”)
Luego

2
lim 2 — 2cos (—W) = 0.
n—o00 n

Por lo tanto, (C™) no es una familia de grafos expanders.
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Observacion 2.3.20 En el ejemplo anterior mostramos una familia de grafos
que no es expander, no obstante dar un ejemplo concreto de una familia de grafos
expander no es una tarea sencilla. En el capitulo 3 se desarrollara més el tema de
la construcciéon y la no-construccién de familias de grafos expanders.

Definicion 2.3.21 Sea X un grafo d—regular con n vértices y sean \; < Ay <
-+« <\, los valores propios asociados a X. Definimos la constante de expansion
espectral de X como

AMX) =max{|\] : 1 <i<ncon |\|#d}.

Observacion 2.3.22 Algunos autores(ver [37] y [58|) suelen definir al grafo X
como \(X)—espectral expander o (n,d, A\(X))—expander.

Dado que \y(X) < A(X) tenemos que d — A(X) < d — A\o(X). Entonces un
corolario del Teorema 2.3.18 es el siguiente.

Corolario 2.3.23 Sea (X,,) una sucesion de grafos d—regulares tales que |X,,| —
oo cuando n — oo. Si la sucesion (d — A(X,)) esta acotada lejos de cero, entonces
(X,) es una familia de grafos expanders.

La siguiente proposicién nos da un método para calcular la constante de expan-
sion espectral de un grafo, de manera similar al que nos da el Teorema Rayleight-
Ritz 2.3.8 para calcular el segundo valor propio méas grande del grafo.

Proposicion 2.3.24 Sea X = (V| E) un grafo d—regular con |V| = n, entonces

fer2vr)y  (f, f) = mix [(F(f), f)al.

fELF(VR)
[ fll2=1

Demostracion.

Sea {f1,92,---,9n} una base ortonormal de L?(V,R) tal que g; es una eigen-
funcion de o asociada al valor propio A\; con i € {2,...,n} y fi es la funciéon
constante 1 que también funge como eigenfuncion asociada al valor propio Ay = d.

Sea f € L*(V,R) con ||f|l2 = 1, entonces f = cifi + caga + -+ + Cngn para
algunos ¢; € Ry 0= (f, fi)2 = c1(f1, fi)2 +c2(92, fi)o + -+ culgn, f1)2 = c1. Asi

que f=cogo+ -+ Cpgn-
Luego

‘(‘Q{(f)’f>2| = <‘Q{ (chgl> >chg]>
= <Z)\icigiazcjgj>
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< ZZ [(Nicigis c;95)2]

i=2 j=2

=> ) " INicici{gi, gj)e|

i=2 j=2

n
= Inlle
i=2

A(X)Z il

A £12
AX).

IN

Entonces A(X) > méx [(Z(f), f)al-
FELF(VR)
[l fll2=1

Dado que existe un valor propio asociado a X, digamos A; tal que A\(X) = | )], la
eigenfuncion g; € L(V,R) con ||g;|| = 1 satisface que

(A (9:), gi)2| = [{Nigi, gi)2| = |Ail = A(X).

Por lo tanto, A(X) = méax [((f), f)2]|. [
JELI(VR)
[Fll2=1

Al igual que la brecha espectral, la constante de expansion espectral nos da
informacion acerca de la conectividad del grafo. El siguiente Lema dado por Alon
y Chung [2| nos da informacion acerca del nimero de aristas que pueden ser
incidentes a un subconjunto de vértices del grafo.

Lema 2.3.25 ([2], Lema 2.3) Sea X = (V, E') un grafo d—regular con n vértices y
constante de expansion espectral A\(X). Sea A C V con |A| =yn, con 0 <y < 1.
Entonces, el nimero de aristas contenidos en el subgrafo inducido por A en X es

a lo més
nd, 5 ANX)
- (] —
5 (77— (1=7))
Demostracion.
Denotemos por E(A) al conjunto de aristas que unen dos vértices de A. Pro-

bemos que E(A) < 2 (y% + % (1—=7)). Sea f € L*(V) dada por

- ﬁ sive A
: sivég A
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Notemos que f € L3(V) ya que

(Fof)e = TR =S Fw) =Y Fw)+ 3 fw)
veV veV veEA vg A
()
=141 (74) + (0= 14D 25
=0.
Ademas
1FI3 = (F. Fra = 1@ = Y [F @)l + Y1 F(w)P
veV vEA v A
- T ()
- 14 ( ) - 14 ()
=mt

es decir, || f]|2 = %' + -

Al Luego por Teorema 2.3.7 tenemos que

(AT 2= (") = fle)

eckE

= D) = fe)P+ D0 Ifeh) = flen)P+ Y 1) = fle)

eteA et¢A et€A
e €A e ¢A e ¢X

+ > 1) = fle)P

eck
etgX
e” €A

- Z )_Tll_n—lm‘z*’ Z

eck eck
eteA etgA
e ¢A e~ €A

= > (ﬁ+n—1|,4|>2

c€E(A,V\A)

= 1BAV\ A (& +2a)

2 _
es decir, (Af, fo = |E(A,V \ A)| (%‘ + _1|A‘> . Consideremos f = H]JfHQ’ de
los calculos anteriores tenemos que
2
- 1 1
@F.F _ [BAVAAD (5 + ) o
(Af, fla = —=5= = = [E(AVAA) (g + 77 ) -
I1F113 iy ( A 'A')
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Luego, de la Proposiciéon 2.3.24 y del Lema 2.3.4 tenemos que
ANX) =2 (e (f), [zl = (d] = A)(f), [)2]

— [d(f, )2 — (A(P), o
= |a= 1BAVA )] (& + 20|

Entonces
AMX) —d
B v ) < 25D
[Al 7 n—]4]
Dado que |A| = yn tenemos que
AMX) —d AMX)—d  AMNX)—-d
BV ) < 7250 SR E A2 ) aym ),
n n—yn yn2—~2n2 yn—y2n

es decir, —|E(A,V \ A)| < M(X)(yn —~?*n) — d(yn — v*n). Luego, al ser X es
un grafo d—regular tenemos que el total de aristas que salen de A son d|A|, pero
estas aristas pueden tener como punto final un vértice en V'\ A asi que pertenecen
a F(A,V \ A), o bien pueden tener puntos iniciales y finales en vértices de A asi
que este tipo de aristas estan en E(A) pero se estarian contando dos veces. Por
lo tanto

2|E(A)|+ |E(A,V \ A)| = d|A|.

Entonces
()| = DA IEAVAD]  don o+ XY m = %) = dlym = 7Pn)
_ AX)(n — v*n) + dy*n
2
-2 (XD - 4.
Por lo tanto, |E(A)| < 24 (%(7(1 —9)) +’y2) . -

2.4. Constante de Kazhdan

En las secciéon anterior relacionamos la constante isoperimétrica con la bre-
cha espectral de cualquier grafo X, pero en el caso de un grafo de Cayley X =
Cay(G, S) existe otra constante que esta relacionada con las representaciones irre-
ducibles de GG, que recibe el nombre de constante de Kazhdan. En esta secciéon
daremos algunas de sus propiedades y mostraremos la relaciéon que tiene con la
constante isoperimétrica y la brecha espectral.
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Definicién 2.4.1 Sea G un grupo finito y S C G. Si (V, p) es una representacion
unitaria de G, con producto interno G—invariante (-, -). Para S # (), definimos la
constante

k' (G, S, p,(-,-)) = min méx ||p(s)v — v||. (2.5)

Jvl|=1 s€S

Si S = 0 definimos £'(G, 0, p, (-,-)) = 0.

Observacion 2.4.2 El minimo en (2.5) existe. Si elegimos una base B para V'
e identificamos a V' con C" donde n = dimV', dado que todo elemento de V' lo
podemos ver en términos de la base B y las funciones de las operaciones suma,
resta, multiplicacion y la raiz cuadrada de ntimeros no negativos son continuas,
tenemos que ||p(s)v — v|| es una funciéon continua.

Recordemos que si f y g son continuas, tenemos que méx{f, g} = +(f+g+|f—gl)
asi que max{f, g} es una funcion continua, generalizando este hecho tenemos que
el maximo de un numero finito de funciones continuas es continua. Como S es
un conjunto finito, tenemos que {||p(s)v —v|| : s € S} es un conjunto finito de
funciones continuas, entonces max{||p(s)v—vl|| : s € S} = Iilezag( llp(s)v —v|| es una

funcién continua.

Luego, como la esfera unitaria en V' es cerrada y acotada por Teorema de Heine-
Borel tenemos que la esfera unitaria en V' es compacta y una funciéon continua en
un conjunto compacto alcanza su minimo. Por lo tanto, el minimo en (2.5) existe.

Observacion 2.4.3 El hecho de que el minimo exista implica que para cualquier
representacion unitaria irreducible p: G — GL(V) existe un vector unitario
veVyse S tales que ||p(s)v —v|| = (G, S, p, (-,-)).

En la definicion de «'(G, S, p, (-, -)) pedimos que el producto interno sobre V'
sea G—invariante, este producto existe por el Teorema 1.3.7. La siguiente propo-

sicion nos muestra que £'(G, S, p, (-, +)) no depende del producto interno, es decir,
KJ/<G7 Su P <'a >> = R,(Ga Su P)

Proposicion 2.4.4 Sea G un grupo finito, S C G y (V, p) es una representacion
unitaria de G. Si (-,-) y (-, )" son dos productos internos G—invariantes en V' con
normas || - || y || - || respectivamente, entonces

K,(G’ S’ P, <" >) = R/(Gv Sv P, <" >/)

Demostracion.

Usando (-,-) en el Teorema de Maschke 1.3.24 podemos descomponer a V'
en una suma directa ortogonal de subespacios irreducibles G—invariantes de V,
es decir, V.=V, & Vo, & --- & V,,. Haciendo lo mismo con (-,-)" tenemos que
V =V/eV]®---@&V, . Porla Proposicion 1.3.26 tenemos que n = m y reordenando
los términos V; = V/, ...V, = V! por lo que existe un isomorfismo G—invariante
¢;: V; — V! para cada i € {1,...,n}, con estos isomorfismos consideremos el
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isomorfismo G—invariante ¢: V' — V tal que ¢(V;) = V/ para cadai € {1,...,n}.
Luego por la Proposiciéon 1.3.14, tenemos que
(" VxV-—C
(v,w) — (v, w)" = ((v), (w))’

es un producto interno sobre V. Observe que Vi @ - - - @ V,, sigue siendo una suma
directa ortogonal con respecto a (-, -)”. Entonces por la Proposicion 1.3.21 existen
ntmeros reales positivos C, ..., C, tales que para v,w € Vj

(v,w)" = Ci{v,w). (2.7)

(2.6)

Dado que V=V, & --- @ V,, tenemos que para cada v € V existen tnicos v; € V;

con i € {1,...,n} tales que v = > v;. Luego, consideremos la siguiente funcion
i=1

v {veV: ||v|=1} —{veV: || =1}
- — o(v;)
Uzlzlvllﬁzzlﬁ

zn: u; tales que ¥(v) = ¥ (u)

n
Sean u,v € {v € V : |jv]| =1} conv = > v; y u=
i=1 i=1

asi que Y (f%il) = ‘b(lgi) de ahi que ) WJ;\/%(W) = 0, entonces
i=1 i=1 i=1

o - P(vi) — o(w) - P(vi) — p(w;)
o= (3 A Sz

i=1

. ¢(Uz‘) - ¢(Uz)
2. G, <¢(Uz') — ¢(u;), ; —Jc >

Por consiguiente (¢(v;) — ¢(u;), ¢(vi) — ¢(ui),) = 0, asi que ¢(v;) — d(u;) = 0,
entonces ¢(v;) = ¢(u;) y como ¢ es inyectiva tenemos que v; = u; para cada
i€ {l,...n}, de ahi que v = u. Por lo tanto, ¥ es inyectiva.

~—~

n

Luego, sea u € {v € V : ||v|" = 1} tenemos que u = > u; para algunos u; € V/
i=1

con i € {1,...n}, como /C; u; € V; y ¢ es un isomorfismo G'—invariante existe
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n
v; € V; tal que ¢(v;) = v/C; u;. Tomemos v = Y v;, notemos que v € V con
i=1

[v]] =1 ya que
n n n n
(v,v) :<ZUZ,ZUJ>—ZZ Vi, Vj) Zv@,vl —i—ZZ Vi, Vj)
i=1 =1 j=1 =1 j=1
J#i

n

= Z(UmW

i=1
_ Zn: <Ui7 Uz‘>”
i=1 Ci

_ 3 o), ow))

=1
n n

= uzauz + uzau]
=1

i=1 j=1
J#i

n n

= Z Z<uw uj>/

i=1 j=1

(B

= <u= u>/

=1.

Entonces v € {v € V : ||v|]| = 1} es tal que

SCT S
Z¢— Z SN

Asi que 1 es sobreyectiva y por consiguiente, biyectiva.

Sean s € Sywv e {veV:|v| =1} conv = > v, por la Observacion

1=1
1.3.23 tenemos que para cada [ € {1,...,n} p(s)u, € Vi vy p(s)d(v) € V/, asi
que p(s)vy; —v € Vi y para a € C\ {0} a(p(s)p(v) — ¢(v)) € V], entonces para
i,j €{l,...,n} con i # j ocurre que

(p(s)0; = viy ps)vy — v;) = 0
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(o (p{8)6(u8) — 6u0) , @ ((£)6(e3) — H(w3))) =0,
ast que por el Teorema de Pitagoras
o - Z lofs)or — ul? ©:5)
y "
( > ap(s)or:) — o) ) = > (lapls)oe) — s, @9
luego - B
lofs)o vl = ip<s>vi o
=3l =l (Por 25)
- Z O (s — ") (Por 2.7)
= Z CH(|1p(s) — o(v;)||)? (Por la definicion de (-, -)" 2.6)
- nl (1 - (p(3)6(w0) — (e ))?
(32 5 - )0 — 60w ) (Por 29)

=1
- (|-
=1

= (lo(s)(®(v)) — ¥ (w)|[)*,

es decir, [|p(s)v — vl = (|lo(s)(¥(v)) — L))"

2
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Luego, si denotamos por v = 1 (v) tenemos que

, , , , /
min max S)U — V|| = INIn max S v)— [
min mix p(s)v — v = min mix o(s)v(0) = V(o)

— g 4 /_ Al
= ain mix [p(s)v" —'|[".

Por lo tanto, «'(G, S, p, (-,-)) = K'(G, S, p, (-,-)). u

Lema 2.4.5 Si (V,p) y (W, ¢) son representaciones unitarias de G equivalentes,
entonces k'(G, S, p) = K'(G, S, ¢).

Demostracion.

Como (V, p) y (W, ¢) son equivalentes (Definicion 1.3.12) existe un G—isomorfismo
Y:V — W, asi que para cada g € Gy v € V, ¥(p(g)v) = ¢(g)¥(v). Sea (-,-) un
producto interno G—invariante sobre W y sea

(,)Y:VxV-—C
(v1,v2) — (v1,v2)" = (Y (v1), 1 (v2)),

por la Proposicion 1.3.14, (-,-)’ es un producto interno sobre V. Notemos que
||l = 1 si y solo si |[¢p(v)]| = 1. Si w = ¥ (v) tenemos que

K'(G, S, p) = min méx||p(s)v — v/

[v]l'=1 seS
= ain mix [ (p(s)v =)
= i max[|¢(s)i(v) — D)
= [nin méx [|(s)w —w] = (G, S, ).
Por lo tanto, «'(G, S, p) = K'(G, S, ¢). |

Definicién 2.4.6 Sea GG un grupo finito no trivial y sea S C G, Definimos

k(G,S) = mpl’n{/i’(G, S, p)}. (2.10)

El minimo es sobre todas las representaciones unitarias no triviales irreducibles
de G. k(G, S) es llamada la constante de Kazhdan del par (G, S5).

Observacion 2.4.7 Por del Teorema 1.3.33 G tiene s6lo un ntmero finito de
representaciones irreducibles, salvo equivalencia. Ademaés, el Corolario 1.3.34 nos
garantiza la existencia de representaciones irreducibles no triviales. Entonces, por
el Lema 2.4.5, la constante de Kazhdan se toma sobre un conjunto finito de valores.
Por lo tanto, existe un minimo.
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Observacion 2.4.8 La constante de Kazhdan nos dice que para cualquier repre-
sentacion unitaria irreducible y para cualquier vector unitario v sobre el espacio
de representacion, existe un elemento en S que mueve a v a una distancia a lo
menos k. Mas aun x es la constante méas grande que satisface lo anterior.

Observacion 2.4.9 Por la Observacion 2.4.3 existe un vector unitario v’ € V' y

s € S tal que ||p(s)v" — || = K'(G,S,p) = ”Ir|1|1n max||p( Ju — v||. Asi que para

w w H_ 1
[w] [l |

cadaw €V
W(G.S,p) = llp(sh! — /]| < Hp<s>

p(s)w — w.
w|
Luego, por la definicion de la constante de Kazhdan, (G, S) < &'(G, S, p), enton-

ces .
k(G,S) < — - ||p(s)w — w]|.

Por lo tanto, si w € V existe s € S tal que [|p(s)w —w| > ||w| (G, S).

Ejemplo 2.4.10 Sea G = Z/5Z y S = {1}. Por el Corolario 1.3.37 para cada

a € {1,...,5}, (V,pa.) es una representacion irreducible de G donde para cada
g € Gywv e C ocurre que p,(9)v = exp(Z)v. Sea v € C con |jvf| = 1y
aec{l,....,5}

lpa(T)v — o]l = [[exp(*52)v — v]| = ||(exp(*52) — 1)v]

= exp(*5) = 1] - ||v]
| eXp(Zmag) 1|’

donde

|exp Zmiag ) 1’ = | cos (2”%) -1+ isin(z?gﬂ

= \/(COS(QW%) —1)2+ (Sm<27r5ag))2

— 2008(2”“9) +1) + (81n(27r5ag)>2

= 2sin(% - 1) (sin(%) = \/—1“;5(“))



64 Capitulo 2.Familias de grafos expanders

Entonces
(Do — ol = 25in(2) = 117 po(T)w — o] = 2sin(Z) = 1,90
[ps(T)v — || = 2sin(3E) = 1,90 [pa(T)v — v|| = 2sin(%F) = 1,17

|ps(1)v — v|| = 2sin(m) = 0.

Asi que K'(G, S, p1) = K'(G, S, ps) = 1,17, K/ (G, S, p2) = K'(G, S, p3) = 1,90 y
K'(G, S, ps) = 0. Dado que ps es la representacion trivial tenemos que k(G, S) =
min{x'(G, S, p,) ra € {1,...,4}} = 1,17.

La siguiente proposicién nos muestra que la constante de Kazhdan no suele
ser muy grande.

Proposiciéon 2.4.11 Sea GG un grupo finito no trivial y sea S C (. Entonces
k(G,S) < 2.

Demostracion.
Sea (V, p) una representacion unitaria irreducible de G y (-,-) un producto
interno sobre V', entonces para cadav eV y se S

lo(s)oll = V/{p(s)v, pls)v) = V/(v,v) = |lv]l.

Sea u un vector unitario de V' y s € S, por la desigualdad del triangulo tenemos
que

lp(s)o = vl| < [lp(s)v]l + [lo]| = loll + flol =1+ 1 = 2.
Por lo tanto, x(G, S) < 2. |

Ahora que ya conocemos la informacién basica de la constante de Kazhdan,
procederemos a relacionarla con la constante isoperimétrica y la brecha espectral.
Pero como la constante de Kazhdan se toma sobre todas las representaciones
unitarias no triviales irreducibles de GG, nos apoyaremos de la constante (G, S, L)
donde L es la representacion regular izquierda restringida a L3(G) (al restringir
evitamos la representacion trivial) mediante los dos lemas siguientes.

Lema 2.4.12 Sea G un grupo finito no trivial y S C G con d = |S|. Consideremos
k= k(G,S) y p: G — GL(V) una representacion de G que no contiene a la
representacion trivial. Entonces «/'(G, S, p) > 5

Demostracion.

Por el Teorema de Maschke 1.3.24 podemos descomponer a V' como una suma
directa ortogonal de subespacios G—invariantes irreducibles V; V56 - -&V,,. Lue-
go sea p; el homomorfismo asociado a V;, es decir, py, = p; paracadai € {1,...,n}

n
y sea v un vector unitario con v = »_ v; donde v; € V;, por la Observacion 2.4.9
1=

0
para cada v; existe s; € S tal que ||pi(s;))vi — vil| > K||vi]|. Sean g1, ..., g4 los
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elementos de S y sea w; = Y, v; (por ejemplo si para vy y vs tenemos que
5i=gj
d
Sy = S5 = gi entonces wy = ., v; = Uy + v5) podemos escribir a v = ) wj.
S$i=g1 j=1
Notemos que si j,l € {1,...,d} con j # [ entonces g; # g;, asi que los s; que son

iguales a g; no pueden ser los mismos que los de g;, por consiguiente los v; que son
sumandos de >  v; no pueden ser los mismos que los de > v; y como (-, ) es

S$i=4g; S$i=4gi
aditivo y cada v; es ortogonal a vy si i # ¢’ tenemos que w; = > v; es ortogonal
5i=g1
aw, = Y, v, esdecir, w; es ortogonal a w; si j # . Como v es un vector unitario

Si=4ai

d d
L= ol =D llwill® < Y llwil* = d - [lwg |1,
j=1 j=1

es decir, 2 <[lwyl?* = Y |lvi]| para algtn Iy € {1,...,d}.

$i=4g1
Luego
d d 2
(i) = o[> = [ p(gie) Y Jws =Y w;
j=1 j=1
d 2
= 1> pla)w; — w
j=1
> ||p(glo)wlo - wl0||2
2
= ||r(91) Z Vi Z Vi
Si=4ig Si=4ig
2
= Z p(glo)vi — U 5
5i=dlg,
es decir,
2
lpgi)v = ol = {[ Y plgio)vi — vi| - (2.11)
S$i=9ig

Para cada v; recordemos que, p(gi,)v: = pi(gi,)vi € Vi, entonces p(g;,)v; — v; €
Vi ast que para i # @', (p(gi,)vi — vi, p(gip)ve —vir) = 0.

Entonces
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> g )vi Z (g )vi — vil|* = Z i (guy Jvi — wil|?

$i=4d1, =91 =914
> Z K|y |
5i=9ig
=" > ol
Si:glo
= K7[|wy,||?
(2
> VR
es decir,
2
;2
Z p(gig)vi — vi|| > i (2.12)
Si:glo

Luego, de (2.11) y (2.12) tenemos que |[p(g1)v — v||> > %-. Asi que pa-
ra cada vector unitarlo v se cumple que méxseg ||p(s )v —|| > 7 Entonces

-l =% . Por lo tant G, S, |
||qu|1|m1m§§(Hp( s)v — | or lo tanto, '( p) = 75

Lema 2.4.13 Sea GG un grupo finito no trivial y S C G con d = |S|. Consideremos
K = /f(G S), L la restriccion de la representacion regular izquierda L a L2(G) y

#(G, S, L) =#K(G,S,L). Entonces k > & > .
Demostracion.

Sea (V, p) una representacion irreducible no trivial de G, por la demostracion
del Corolario 1.3.34 tenemos que V es un subespacio invariante de L?(G), entonces
si v es un vector unitario de V, tenemos que v es un vector unitario en L}(G)
y por definicion de k = &/(G, S, L) existe so € S tal que ||L(sp)v — v|| > kK.
Por la Observacion 1.3.23, para todo s € S, L(s)v = Ly(s)v = p(s)v, asi que

k < |lp(so)v — v||, pero k = ”Hﬁln maSXHp( )V — v|| entonces k > K. Luego, por
1 se

la demostracion del Corolario 1.3.34 tenemos que L*(G) = L2( )® Cfy y que la
representacion trivial 1 cae en el espacio Cfy, entonces L = L@ 1y (L3(G), L)
es una representacion de GG que no contiene a la representacion 1, ast que por el
Lema 2.4.12 kK = k(G, S, L) > Z5- Por lo tanto, x > k> 7 [
Proposicién 2.4.14 Sea G un grupo finito no trivial y .S un conjunto simétrico
de generadores de G con d = |S|. Consideremos k = k(G,S) y h = h(Cay(G, 5)).
Entonces h > ’Z—Z.

Demostracion.

Sea A C G tal que |[A] <9 B =G\ Ay#%=r(G,S, L) donde L es la

2
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restriccion de L a L2(G). Sea f € L2(G) dada por
~ . }IB]| sizxe A
flo) = {—|A| sixz € B.
Notemos que f € L3(G) ya que
(Fo R =Y f@)filz) =) fla) =Y fl@)+ > f(x)
zeG zeG €A zeB
=>IBl+ > —|A|
€A z€B
= |A[|B| + (=|B] |A])
=0.
Ademas
IF13 = 4F, P2 =Y @)=Y 1@+ Y If @)
zeCG z€A z€B
SOILIED ST
€A r€B
= |A[|B[* +|B| |A]”
= |A[|BI(|B| + |Al)
= |A[|B|G],
es decir, _
1£15 = [A] | B]|G]. (2.13)
Sea f = ﬁ7 tenemos que f es un vector unitario en L?(G), asi que por la
definicion de ® tenemos que existe sy € S tal que
IL(s0)f = fl3 > A% (2.14)

Recordemos que para cada z,y € G, [L(y)f](z) = [Ly)fl(z) = fly'z)

entonces
( sisg'lr€e Ayx € B
|B| + |A] 0
|f(sg'w) — flx)] = size Ay s,z e B,
0 en otro caso.

\

Sea E -1 el conjunto de aristas en Cay(G,S) de la forma {x,sy 'z} donde

r€Ays;'r€Bosy'r €Ay x € B. Entonces

IZ(s0) ] = FII5 =Y 1L(s0) (@) = @) =D |F(sg'x) = fa)]

zeG zeG
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Si sg! es el neutro de @, entonces ||L(so)f — fll2 = 0. Luego, si s no es el

neutro de (G, tenemos que

IL(so)f — FI3 = | f(so'x) — fla)[?

zeG

= Y f(so'a) = f@P+ D [f(se'e) = fla)?
TEA salmGA
SO_I.IEB z€B

= [E1|(|B] + | A])?

— || [GI2

Sisy ! tiene orden 2, tenemos que 5o ! es su propio inverso, entonces si z,y € G

tales que sy 'z = y tenemos que sy 'y = sy ' (sy 'x) = x, asi que |f(sy'z) — f(z)] =
|f(s0y) = f(y)], por consiguiente ||L(so)f — fIl3 = 2|E.1| |G|” ya que habra
sumandos que aparezcan dos veces.

Entonces

0 sisy' es el elemento neutro,
IL(s0)f — f? = 2[E 1] |G|?> sisy® tiene orden 2,

|ESO_1| |G|?>  sisy! tiene orden mayor que 2.

Asi que | L(so) f — 2 < 2[E 1] |G|?, ademés por (2.14) y (2.13) tenemos que

. T ~_~2
R < | E(s0)f — £l = L= T
1713

2|E,| |G
= TA[|B[1G

2B, |6l
Al|B|
y como |B| > g, tenemos que

~2 2|E551’ ‘G’ 4‘Eso_1’ |G’ 4’E561‘
K ~ S =
Al |B] Al 1G] A

22 |E571|
De ahi que T < |/‘£| .
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Recordemos que E -1 es el conjunto de aristas de la forma {x,s;'x} donde

v € Ay sy'z € B o bien s;'v € Ay x € B, en cualquiera de los dos casos
{x,s;5'z} es una arista que tiene un extremo en A y otro extremo en B = G \ A,

ast que E -1 C E(A,G\ A), de ahi que |E881| <|E(A,G\ A)|. Entonces

R _|B(A,G\A)
TS

Luego, por la Definicién 2.1.3 de la constante isoperimétrica tenemos que h >
o~ =2 2
. Ademas, por el Lema 2.4.13 tenemos que k > \/ia, entonces h > - > 5. Por

1
lo tanto, A > Z—Z. [ |

B2

Proposicion 2.4.15 Sea G un grupo finito no trivial y sea S un conjunto simé-
trico de generadores de G con d = |S|. Consideremos = (G, S) y Ag el segundo

S [2(d— )
valor propio més grande de Cay(G, S), entonces k > 1/ =2

Demostracion.
Sea L es la restriccion de L a L2(G) y f un vector unitario en L?(G). Probemos
que existe sg € S tal que

2(d — o)

IE(s0)f = flla 2 /=

Sea o7 el operador de adyacencia del grafo Cay(G, S). Por la Observacion 2.3.9
del Teorema Rayleigh-Ritz tenemos que

Ay = x (o .
2 fg?@( (f), 2
I fll2=1

Entonces

Ny > (f), f)a=Y_ o f(z) f(x)

zeG

= Z Z f(s7iz) f(x) (Por la Observacion 1.2.51)

zeG seS

=> > fs7') flw)
s€S reG
- Z(E(s)f, )2, (Por la Definicion 1.3.31)

sES

dado que (7 (f), f)2 es un real, tenemos que S (L(s)f, )2 = 32 Re((L(s) [, f)2),

seSs seS

es decir, Ay > Re((f(s)f, f)2). Ademés, como S es un conjunto finito tenemos
ses
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que {Re(( (s)f, [)2) : s € S} también lo es. Por lo tanto, existe so € S tal que
para todo s € S, Re((L(s)f, f)2) = Re({L(so)f, f)2), entonces

d=2o <d =3 Re((L(s)f, f)2) <d =3 Re({L(50) . )o)
= d —d[Re({L(s0) f, f)2)]
= d[1 — Re((L(s0) f, f)2)].

Asi que sp € S tal que

d— X

L= Re((L(so)f. f)2) = —

Luego

1E(s0)f = flla = \/(E(s0)f — £, L(s0)f — f)
— (E(s0) £, Ts0) )z — (E(s0) . F)z — (f, Lso) f)a + (£, )2
V1= Es0)f, fo — > E(so) )2 + 1
_\/2—23@ L(s0)f, o)
_ \/2 1 — Re((L(s0)f, f)o)]

= (57)
es decir, so € S tal que || L(so)f — fll2 > v/ 2(d+d’\2), entonces

2(d — Xg)
d Y

miix | Z(s)f = fll2 = | E(s0)f = £z =

para cada f € L?(G) unitario, por consiguiente

= 2(d — )\2)
A= min max|L — > ||L — >
i mix|E(s)7 = fl > |EGs0)f = fll = 22,
[l fll2=1
es decir, & > /29222 luego por el Lema 2.4.13 k > & > /29222 Por lo
tanto, Kk > Q(d;’\”, -

Mediante las relaciones, mostradas en las Proposiciones 2.4.14 y 2.4.15, entre la
constante de Kazhdan, la constante isoperimétrica y la brecha espectral, podemos
caracterizar una familia de grafos expanders mediante la constante de Kazhdan,
a través del siguiente Teorema.



2.4. Constante de Kazhdan 71

Teorema 2.4.16 Sea d un entero positivo y sea (G,) una sucesion de grupos
con |G,| — oo cuando n — oco. Para cada n € N sea S,, un conjunto simétrico
de generadores de G tal que |S,| = d. Entonces (Cay(G,,S,)) es una familia de
grafos expanders si y solo si existe € > 0 tal que para cada n € N se cumple que
K(Gp, Sp) > €.

Demostracion.
Si (Cay(Gy, Sy)) es una familia de grafos expanders, por el Teorema 2.3.18
existe € > 0 tal que para cada n € N se cumple que d — A\o(Cay(G,,S,)) > ¢,

entonces
O G, 2,

y por la Proposicion 2.4.15 tenemos que

K(Gn, S) > \/2(d - A?“;?/(Gm )

asi que k(Gp, Sp) > ,/%5. Por lo tanto, si ¢’ = %5 tenemos que para cada

n € N se cumple que (G, S,) > €. Ahora, si existe £ > 0 tal que para cada
n € N se cumple que (G, S,) > €, entonces

K(Gp, Sp)? S g2

i —aa "
y por la Proposiciéon 2.4.14 tenemos que
Gy Sn)?
h(Cay(Go, 5,)) = Lm0

de ahi que h(Cay(G,, S,)) > i—z. Entonces, si ¢ = % tenemos que para cada

n € N se cumple que h(Cay(G,, S,)) > €', es decir, (h(Cay(Gy, S,))) esta acotada
lejos de cero. Por lo tanto, (Cay(G,, S,)) es una familia de grafos expanders.

[ |






Capitulo 3

Construccion de expanders y
algunas familias de grafos
no-expander

Ahora que conocemos qué es una familia de grafos expanders, entendemos que
calcular cualquier constante estudiada en el capitulo 2 a una familia de grafos
es una tarea laboriosa, por consiguiente dar construcciones explicitas de familias
de grafos expanders resulta complicado, tanto asi que se han dado resultados de
cémo algunas familias de grafos no generan familias de expanders.

En este capitulo daremos un resumen de las primeras construcciones de grafos
expanders, asi como un método de construccion a partir de grafos de Ramanujan
y por ultimo exhibiremos algunas familias de grafos de Cayley que no forman
familias de grafos expanders.

3.1. Construccién de Margulis

La primera construccion explicita de familias de grafos expanders fue dada por
Margulis [53| quien construy6 una familia de biexpanders 5—regular. Cabe desta-
car que él en un principio estaba interesado en construir familias de concentradores
que son una familia de grafos que contiene grafos biexpanders.

En esta seccion mostraremos un resumen de la construcciéon original que se
presenta en su articulo "Ezplicit Construction of Concentrators" |53|, asi como
algunas construcciones que se dieron a base del trabajo de Margulis.

Definiciéon 3.1.1 Sea X un grafo bipartito con biparticion (I, O) tal que || = |O).
Sean ¢ y a nimeros positivos tales que ¢ > 1y a < 1, decimos que X es un
(o, ¢)—concentrador si para cada A C I con |A| < a|I| se cumple que

|0A| > c|A|.
Observacion 3.1.2 Cuando a = % tenemos la Definicion 2.2.14 de grafo biex-

pander, es decir, X es un (¢ — 1)—biexpander.

73
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Construccién original de Margulis: Sea m un entero positivo, consideremos

I, =L x2yO0O, = % X %, donde % es el grupo de los enteros modulo

mZ mZ
m. Definimos el grafo bipartito X, con biparticion (I,,,, O,,) de manera que cada

elemento (x,y) € I, esta conectado a los siguientes cinco elementos de O,,:

D(z,y)  2)x+Ly)  3)(z,y+1l)  Yz,e+y)  5)(-yz)

Ejemplo 3.1.3 Tomemos m = 2, entonces X5 es un grafo bipartito donde cada
particion cuenta con cuatro elementos, los cuales estan conectados a los elementos
mostrados en la Tabla 3.1.

Vecinos
(x,y+1)

(0,0) (0,0)

Figura 3.1: X5.

Para este tipo de grafos, Margulis demuestra el siguiente Teorema.

Teorema 3.1.4 ([53|, Teorema 2.3) Existe una constante positiva d tal que para
cada entero m > 1, X, es un (1 + d(1 — a), «)—concentrador para cualquier «
que satisfaga que 0 < a < 1.

Observacion 3.1.5 Desafortunadamente el valor de d es desconocido, Margulis
solo prueba su existencia.
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Observacion 3.1.6 Cuando a < %, tenemos que X, satisface la Definciéon 2.2.10,
es decir X,,, un (m?, 5, d)—biexpander.

Ejemplo 3.1.7 En el Ejemplo 3.1.3 construimos a X, para calcular su constante
de expansion de vértices, tomemos un subconjunto A de I con |A| < 5 =2y
veamos que ocurre con 0A.

» Caso |4| =1

Estimemos el valor de la constante de expansion de vértices ¢ de la definicion
de biexpander 2.2.10.

e Si|0A| =3,
3
3=loA] = [1+c(l-H1 =1+
a,siquecgg.
o Si|0A| =4,
4= 10A] > [14e(1- D1 =142

asi que ¢ < 4.

» Caso |A| =2

Para tomar 2 elementos de un conjunto de 4 elementos hay 6 posibles formas

Estimemos el valor de la constante de expansion ¢ de la definicién de biex-
pander 2.2.10
4=10A1>[1+c(l-2)2=[1+%]2

es decir, 2 > 1+ 5 asi que ¢ < 2.
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Entonces ¢ = min{g, 4,2} = 2. Por lo tanto, X, es un (4, 5, 2)—biexpander.

Para concluir la revision de esta construcciéon daremos un esbozo de las herra-
mientas que utiliz6 Margulis para la demostraciéon de Teorema 3.1.4.

Sea H, el grupo multiplicativo de las matrices con entradas enteras de la forma

S o
O Q>
— e

con determinante 1. Y sea S, el grupo multiplicativo de las matrices con entradas
enteras de la forma

OO =
o = O
— e

Luego, para cada entero positivo m definimos 7T;,, como una funcién biyectiva que

va de H, a una transformacion lineal de % X % dada por

T (M)|(z,y) = (az + by + u, cx + dy + v)

a b u
para cada (z,y) € = x 2 donde h= | ¢ d v
0 01

Posteriormente, a cada una de estas funciones biyectivas se le asocia un opera-
dor lineal en L?(I,,) denotado por T,,(h) de la siguiente manera, si f € L*(1,,)
entonces para cualquier (x,y) € I,

[T (W) (2,y) = f ([T (W)](2, ) -

Asi que
Tp: H, — GL(L*(I))
h s Ty (h)
donde
Tn(h): L*(1,,) — L*(L,)
f = [Tn(h)]f
y
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Se prueba que T, es un homomorfismo de grupos, por lo que (L2(Im),fm) es
una representacion de H,, mas aun, cumple con ser unitaria. Por tltimo, una
herramienta en la que se basa fuertemente la prueba es la propiedad (T), la cual
abordaremos brevemente en la siguiente seccion, esta propiedad es aplicada al
grupo H., su subgrupo S. y la representacion (L*(I,,), Tp,)-

3.1.1. Construccién de Angluin

En 1979, Angluin [6] escribié unas notas acerca de la prueba de Margulis y dio
una construcciéon mas simple que satisface el Teorema 3.1.4, mediante el siguiente
Lema.

Lema 3.1.8 ([6], Lema 1) Sea {hy, hs,...hy} C H, que genera a H,. Para cada
entero m mayor que 1, definimos G,, al grafo obtenido de conectar cada (x,y) € I,
con los siguientes k£ + 1 elementos de O,, :

(@,9), [Tn(h))(2,y), [Tn(h)l(@, 1), -, [Tn(he)](2,y).

Entonces el Teorema 3.1.4 se cumple para G,, en lugar de X,,.

Sean

110 0 1 1
h=(010 y ho=|-1 0 0
00 1 0 0 1

Angluin muestra que {hq, ho} generan al grupo de matrices H,. Obteniendo asi
una construccion de grado 3 que satisface el Teorema 3.1.4.

Por lo tanto, para cada entero positivo m, G,, es un grafo (m?, 3, d)—biexpander
donde cada vértice (x,y) de I, esta conectado con los siguientes tres vértices de
Om

1)(z,y) 2)(r +y,y) 3)(y + 1, —x).

Ejemplo 3.1.9 Tomemos m = 2, entonces (G5 es un grafo bipartito donde cada
particiéon cuenta con cuatro elementos, los cuales estan conectados a los elementos
mostrados en la Tabla 3.2.

Vértice Vecinos
)

Tabla 3.2
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Figura 3.2: Gs.

3.1.2. Construcciones de Gabber y Galil

En 1981, Gabber y Galil [32] proponen dos construcciones similares a la de
Margulis, en las cuales se conoce la constante de expansion de vértices.

. - _z 2z _ z
Sea m un entero positivo, consideremos I, = == x & = O,,, donde % es el
grupo de los enteros modulo m.

Construccion 1: Definimos el grafo bipartito Y,, con biparticion (1,,, O,,) de
manera que cada elemento (z,y) € I, esta conectado a las siguientes cinco per-
mutaciones de O,,:

oo(z,y) =(,y),
or(z,y) =(z,x +y),
oo(z,y) =(z,x +y+ 1),
o3(z,y) =(z +y,y),
os(z,y) =z +y+1,y)

Construcciéon 2: Definimos el grafo bipartito ffm con biparticion (I,,, O,,) de
manera que cada elemento (z,y) € I, esta conectado a las siguientes siete per-
mutaciones de O,,:

oo(z,y) =(z,y),

o1(z,y) =(z,y + 22),
oa(z,y) =(x,y + 2z + 1),
o3(z,y) =(z,y + 2z + 2),
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oy(z,y) =(v +2y,y),
r,y) =(x+2y+1,y),
o6(7,y) =(x + 2y + 2,y).

—

05

Ejemplo 3.1.10 Veamos los primeros tres elementos de la familia (Y,,).

Para m = 2 tenemos que Y5 es un grafo bipartito donde cada particion tiene cuatro
elementos, los cuales estan conectados a los elementos mostrados en la Tabla 3.3.

Vértice Vecinos

(z, 1)

Tabla 3.3

Figura 3.3: Y5.

Para m = 3 tenemos que Y3 es un grafo bipartito donde cada particiéon tiene
nueve elementos, los cuales estan conectados a los elementos mostrados en la Tabla
3.4.
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Y para m = 4 tenemos que Y, es un grafo bipartito donde cada particion tiene

dieciséis elementos, los cuales estan conectados a los elementos mostrados en la

Tabla 3.5.

Vecinos

Vértice

(z+y,y) | (z+y+1,y)

—~
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l_l
~—
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Figura 3.5: Yj.
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Para este tipo de grafos Gabber y Galil demuestran el siguiente Teorema:

Teorema 3.1.11 (|32], Teorema 2) Sea m un entero positivo, Y;, es un (m?, 5, ¥§)_

biexpander y Y,, es un (m?2,7, %g)—biexpander.

A partir de éstas construcciones Jimbo y Maruoka [42|, mostraron que para
cada entero m > 1 los grafos bipartitos 8—regulares T, con biparticion (1,,, O,,)
donde cada elemento (x,y) € I, esta conectado a las permutaciones o;(z,y) y
o, (z,y) con i € {1,2,4,5} de la construccion 3.1.2, su segundo valor propio més
grande del grafo A, < 5v/2. Y en base a este resultado Alon, Gabber y Milman |3
crearon familias 9-regulares y 12—regulares en donde se da una mejor estimacion
de la constante de expansion.

3.2. Propiedad (T) de Kazhdan

En 1967 Kazhdan cre6 una propiedad para grupos localmente compactos defi-
nida en términos de representaciones unitarias llamada la Propiedad (T). En esta
seccion utilizaremos esté propiedad para construir familias de grafos expanders,
para ello haremos uso de la definicion de la Propiedad (T) mediante la constante
de Kazhdan (Definiciéon 2.4.6), para ver otras definiciones y mas resultados de la
Propiedad (T) consulte [12], [15], [29], [35] y [47].

Definiciéon 3.2.1 Un grupo topoldgico es una terna (G, -, 7) donde:
i) (G,-) es un grupo.
ii) (G, 7) es un espacio topologico.
iii) Las funciones

2 GExE—G G — G
(x,y) — xy r—x

son continuas.
iv) {e} es un conjunto cerrado.

Observacion 3.2.2 Una manera practica de expresar iii) es pedir la continuidad
de la funcién

0. GXxGE—G
(z,y) —> zy "

Ejemplos 3.2.3

1) (R,+) con la topologfa euclidiana.
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2) (Z,+) (Q,+) con la topologia inducida de R.
3) Cualquier grupo G con la topologia discreta.

4) El grupo lineal general GL(n,C), es decir, el grupo multiplicativo de las
matrices invertibles de tamano n x n con coeficientes en C, con la topologia
generada por la métrica

" 1/2
d(A,B) = (Z |aij — bz‘jF)

1,7=1

y sus subgrupos O(n) el grupo de las matrices ortogonales y SL(n,C) el
grupo lineal especial.

Definiciéon 3.2.4 Un grupo topolégico GG cuya topologia es localmente compacta
se dice que es un grupo localmente compacto.

Observacion 3.2.5 De ahora en adelante todos los grupos topologicos se consi-
deran localmente compactos, a menos que se indiqué lo contrario.

En un grupo topologico G las representaciones se suelen definir como homo-
morfismos de grupos que van de GG en un espacio de Hilbert H que son fuertemente
continuas, es decir p: G — L*(G) es una representaciéon unitaria de G si p es un
homomorfismo de grupos y para cada f € L*(G) la funcién g — p(g)f es una
funcion continua [12].

Nosotros vamos a trabajar con el espacio de Hilbert L?(G) que en esta seccion lo
debemos considerar como L?*(G, 1) donde p es la medida de Haar. La represen-
tacion regular izquierda (Definicion 1.3.31) es una representacion unitaria para
un grupo topolégico localmente compacto G en el espacio de Hilbert L?(G). La
prueba de esta afirmacion se puede consultar en el Ejemplo 2 de la pagina 135
de [10].

Dado que los grupos topolégicos no son el objeto de estudio de este trabajo no
los desarrollaremos a profundidad, si el lector desea conocer mas le recomendamos
ver [17], [23| y [10]. De aqui en adelante solo basta recordar qué es un grupo
topologico y la definicion de la constante de Kazhdan.

Definiciéon 3.2.6 Sea G un grupo topologico, decimos que G tiene la Propiedad
(T) si existe un conjunto compacto @ tal que x(G, Q) > 0.

Observacion 3.2.7 Como todo conjunto finito es compacto, tenemos que G tiene
la Propiedad (T) si existe un conjunto finito @ tal que k(G, Q) > 0 (ver Definicion
2.4.6 de la constante de Kazhdan).

Observacion 3.2.8 Al conjunto () de la Definicién 3.2.6 se le conoce como con-
junto de Kazhdan.
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Proposicion 3.2.9 Sea G un grupo topologico finitamente generado por S. Si G
que tiene la Propiedad (T) entonces (G, S) > 0.

Demostracion.
Supongamos que k(G,S) = 0, por definicién tenemos que para cada repre-
sentacion unitaria no trivial p se cumple que ||p(s)v — v|| = 0 para cada vector

unitario v y para cada s € S. Por lo que p(s)v = v para cada vector unitario v y
para cada s € S. Dado que p es un homomorfismo de grupos tenemos que para
cada vector unitario v

r—veces

es decir, para cada vector unitario v, s € Sy r € Z, p(s")v = v.

Sean si,...,s; los elementos de S, @ el conjunto de Kazhdan de G y ¢ € @,
entonces q = si'sy? -+ -5, con rq,...r; € Z. Entonces para cada vector unitario v
se cumple que
lp(q)o — vl = llp(si'sy* - -~ 51 )v — ol = llp(st')p(s5*) - - plsy' v — 0]
= [lv—1]

=0,

es decir, para cada representacion unitaria no trivial p se cumple que ||p(q)v —
v|| = 0 para cada vector unitario v y para cada q € @, entonces k(G,Q) = 0
lo que contradice el hecho de que G tenga la Propiedad de (T). Por lo tanto,
k(G,S) > 0. |

Como mencionamos al inicié del capitulo, la Propiedad (T) fue utilizada por
Margulis para la existencia de familias de grafos expanders, posteriormente Lu-
botzky profundizo méas en el estudio de la Propiedad (T) logrando una construc-
cion de familias de grafos expanders.

Proposicion 3.2.10 ([47|, Proposicién 3.3.1.) Sea G un grupo finitamente ge-
nerado que tiene la Propiedad (T). Consideremos (NN,,) la familia de subgrupos
normales de G de indice finito tales que |G/N,| — oo cuando n — oo y S un
conjunto simétrico de generadores de G tal que |S| = d. Si 7, es la proyecciéon
canodnica de G/N,,. Entonces la familia Cay(G/N,, 7,(5)) es una familia de grafos
expanders.

Demostracion.

Sea N,, € (N,), denotemos por H, = G/N,,. Consideremos la representacion
regular de H,, que es (L*(H,),L). Por la prueba del Corolario 1.3.34 podemos
descomponer a L?*(H,) como L?(H,) = L?(H,) ® Cf;, ademas se prob6 que el
espacio de las funciones constantes Cf; le corresponde la representaciéon trivial,
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por lo que L?(H,) contiene representaciones no triviales. Sea A C H, tal que

|A| < @ y B = H, \ A. Consideremos la siguiente funcion

_JIBl sizecA
fl2) = {—|A| si € B.

Notemos que f € L}(H,) ya que

(f,f1) =D fl@)y=>Y_IBl+>_ —4

TEH, TEA z€EB

= [A[|B] = [B| [A] = 0.

Ademas

IF13= D [f @) =D IBF+ ) (~lA])’

reH, €A r€B
= |Al [B* +|B| |A]?
= B[ [A] |Hal-

Como G tiene la Propiedad (T), por la Observacion 2.4.9 tenemos que para f
existe algin s € S tal que

IL(s)f = fllz = &(G, )| f]]2- (3.1)
Notemos que

B si stz e A
|
—|A|l si s7'z € B.

[L(s)f)(z) = f(s™'x) {

Entonces
(|B] + |A| si s'lreAyxreB
([L(s)f] = M) = f(s7'w) = fx) = S =(IB| +|A]) si s'seByzecA
\0 en otro caso
(|H,| si s'lreAyxreB
=<{ —(|H,|) si ss'lvreByxzeA
0 en otro caso.

\

Sea F4(A, B) el conjunto de aristas del grafo de Cayley Cay(H,, 7,(S)) entre
Ay su complemento que estan generados por el elemento s de la desigualdad (3.1).
Si s no es su propio inverso |E (A, B)| = [{x € B|s7'z € A}U{z € Als~'x € B}|
va que si s> = 1 para los elementos z € A tales que s™'z € B tenemos que que
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s(s7lx) =x € A, por lo que {z,s 'z} y {s7!(s7'z), sz} son la misma arista.
Por lo tanto,

E,(A, B)| > %]{x € Bls'w € A}U{z € Als"'z € BY|. (3.2)
Luego
IL(s)f = flI5 = > [([L(s)f] = F)())?
= > A= N@P+ Y ()] = PP
€A z€EB
zs~'eB zsT1€A
= > HL+ Y = (H)P
€A z€B
xs~leB xs~lcA

=|{z e Bls'z € Ayu{z € Als"'x € B}| |H,|*.
Entonces por la desigualdad (3.2) y (3.1)

2|E,(A, B)| [Ha|* 2 | L(s)f = fllz > K(G, S)* I £13
= r(G,5) | B[ |A] [Hy-

Asi que |Es|(2"B)‘ > ”(GQ’l“j{)i"B'. Dado que |B| > @ y Es(A,B) C E(A,B) te-
nemos que |E(|i’|3)| > ”(Gf)Q, asi que “(G4S)2, entonces por la Definicién de la

constante isoperimétrica 2.1.3 tenemos que h(Cay(H,,m,(5))) > “(GT’S)Q. Asi

que para cada subgrupo normal H,, h(Cay(H,,7,(S))) > “(GT’S)Q, de ahi que
(h(Cay(H,,m,(S)))) esta acotada lejos cero. Por lo tanto, (Cay(H,,m,(S))) es
una familia de grafos expanders. |

Una construcciéon mas reciente que hace uso de la Propiedad (T) es la que
proponen Martin Kassabov, Alexander Lubotzky, and Nikolay Nikolov mediante
el siguiente Teorema.

Teorema 3.2.11 ([43], Teorema 1) Existe k € Ny ¢ > 0 tal que para cada grupo
simple no abeliano finito GG, que no sea un grupo de Suzuki, tiene un conjunto S
de k generadores para los cuales el grafo de Cayley Cay(G, S) es un e—expander.

La prueba del teorema anterior es la acumulacion de diversos trabajos por lo
que invitamos al lector revisar [43].

3.3. Grafos de Ramanujan

En el capitulo 2 estudiamos la constante de expansion espectral (Definicion
2.3.21) y su relacion con las familias de grafos expanders. Un dato interesante
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sobre esta constante es que es posible estimar que tan grande puede ser mediante
el Teorema de Alon-Boppana el cual nos dice que para un grafo d—regular X el
limite superior para su constante de expansion espectral A(X) es 2v/d — 1. [45].
Los grafos que alcanzan este limite son conocidos como grafos de Ramanujan y
al tener una constante de expansion espectral tan grande se convierten en los
mejores ejemplos de grafos expanders, asi que en esta secciéon nos dedicaremos a
conocer un poco de los grafos de Ramanujan y mostraremos la construccion de
una familia de grafos Ramanujan que a su vez es expander.

Definicion 3.3.1 Sea X = (V, E) un grafo d—regular y A(X) su constante de
expansion espectral, decimos que X es un grafo de Ramanujan si

AX) < 2vd— 1.

Ejemplo 3.3.2 El grafo 3—regular de la Figura 3.6 se llama grafo de Petersen, el
cual nosotros lo estaremos denotando por P10. Con ayuda del software SageMath
V.10.0 [61] obtendremos su espectro.

[1]: P10= graphs.PetersenGraph()
P10.spectrum()

(1J: (3, 1,1, 1,1, 1, -2, -2, -2, -2]

Figura 3.6: Grafo de Petersen.

El grafo de Petersen es un grafo de Ramanujan ya que su constante de expan-
sion espectral es A(P10) = max{|1|,| — 2|} =2y 2 < 2,822 =2 2y/3 — 1.

Ejemplo 3.3.3 Los grafos ciclo C™ son grafos 2-regulares, entonces por el Teorema
1.2.42 para cada A € Spec(C™) se cumple || < 2, entonces \(C") < 2 =24/2 — 1.
Por lo tanto, los grafos ciclo son grafos de Ramanujan.

Teorema 3.3.4 Sea (X,,) una sucesion de grafos de Ramanujan d- regulares con
d > 3, entonces (X,,) es una familia de grafos expanders.
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Demostracion.

Sea (X,,) una sucesion de grafos de Ramanujan d- regulares con d > 3, por
definicion tenemos que para cada n € N A\(X,,) < 2v/d — 1, pero por la definicion
de la constante de expansion espectral tenemos que A2(X,) < A(X,), asi que
Ao (X)) < 24/d — 1. Luego por la desigualdad de Cheeger 2.1 tenemos que

d—2Vd—T _d—X(X,)
= 2

. < h(X,).

d—2+/d—1 > 3—2v2
= T2

Dado que d > 3 tenemos que > (. Entonces para cadan € N

2
se cumple que h(X,) > 3_3*/5, es decir, (h(X,)) esta acotada lejos de cero. Por
lo tanto, si d > 3, cualquier sucesion de grafos de Ramanujan d—regulares es una

familia de grafos expanders. |

Observacion 3.3.5 Mediante el Teorema 3.3.4 tenemos una forma més sencilla
que la del Ejemplo 2.3.19 para probar que los grafos ciclo (C™) no son familias de
grafos expanders.

Entonces la construccion de familias de grafos expanders, se resume en cons-
truir familias de grafos de Ramanujan d—regulares para un d fijo mayor o igual a
tres.

3.3.1. Construcciéon de Lubotzky, Phillips y Sar-
nak

En 1988, Lubotzky, Phillips y Sarnak [49]| construyeron una familia infinita de
grafos de Ramanujan a partir de grafos de Cayley de los grupos PSL(2,Z/qZ)"
y PGL(2,Z/qZ)*.

Sean p y ¢ un par de primos relativos congruentes a 1 modulo 4 y sea ¢ un
entero tal que i2 = (—1) mdd ¢. Por el Teorema de los cuatro cuadrados de Jacobi
(ver A.0.4) hay 8(p+1) soluciones o = (ap, ay, a, az) para a3 +a? + a3 + o = p.
Entre ellas hay p+1 soluciones donde @ es mayor que cero e impar y a; es par para
j €41,2,3}. A cada solucion « le asociamos la siguiente matriz en PGL(2,Z/qZ).

— oo + iOél agi + o3
a = : .
—Qg + 103 Qg — 10

Si usamos este conjunto de matrices como el conjunto simétrico de generadores
S de un grafo de Cayley, obtenemos un grafo (p + 1)-regular que denotaremos

'El grupo lineal especial proyectivo PSL(2,7Z/qZ) es el cociente del grupo SL(2,Z/qZ) ( el
grupo lineal especial de matrices de tamano 2 x 2 con determinante 1 y entradas sobre el campo
Z/qZ.) con su centro {I}, donde I es la matriz identidad de tamarfio 2 x 2

2El grupo lineal general proyectivo PGL(2,7Z/qZ) es el cociente GL(2,7/qZ) con su centro
{al : « € Z/qZ}, donde I es la matriz identidad de tamafio 2 x 2.
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por XP?. En [49] se prueba que X?? es un grafo de Ramanujan debido a que la
expansion espectral A(XP?) (ver Definicién 2.3.21) es menor a 2,/p.

Ademés XP? puede ser bipartito o no, esto se define partir del simbolo de
Legendre (ver A.0.3) de py q.

5

o X? = Cay(PGL(2,Z/qZ),S).
e X7 ¢s bipartito.

o | X7 =q(q* —1).

o g(XP?) > 4log, q — log, 4.

5

o XP = Cay(PSL(2,Z/qZ),S), ya que los elementos de S generan a
PSL(2,Z/Z,)

e X771 no es bipartito.

o |XPi| = q(qz—l)‘

e g(X?) > 2log,q.

Dado que hay una infinidad de primos ¢ congruentes a 1 méd 4 (ver A.0.7),
existe una familia infinita de grafos de Ramanujan (p + 1)—regulares y por ende
una familia infinita de grafos expanders.

3.4. Algunas familias de grafos no-expanders

Durante el estudio de construcciones de familias de grafos expanders, se han
encontrados resultados sobre familias de grafos de Cayley que no forman familias
de grafos expanders, esto es de gran interés dado que nos da un panorama por
donde no debemos buscar familias de grafos expanders.

Para el desarrollo se esta seccion se utilizo material de [45].

3.4.1. Principio de no expansién de cocientes

El estudio del grupo cociente de un grupo G es una herramienta rapida para
estudiar el comportamiento de los elementos de GG a través de sus clases laterales.
Esto puede trasladarse a los grafos de Cayley, donde el grafo del grupo cociente
recibe el nombre de grafo cociente. En esta subseccion daremos algunas de sus
propiedades mediante el uso de cubiertas (Definicion 1.2.17) y la brecha espectral
(Definiciéon 2.3.17) que nos serviran para probar que si una sucesion de grupos
(G,) tiene una sucesion de grupos cocientes que no forma una familia de grafos
expanders, entonces (G,,) tampoco lo forma.
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Definicién 3.4.1 Sean X,Y grafos y ¢ un homomorfismo de X a Y. Sea f €
L*(Y). Definimos f* € L*(X) como f* = fo¢ y decimos que f* es el pullback de
f via ¢.

Lema 3.4.2 Sean X = (V,E),Y = (V', E’) grafos tales que X cubre a Y. Si

o, o/ son los operadores de adyacencia de X y Y respectivamente y f € L*(Y),
entonces

(7(n) =),

Demostracion.

Sea ¢ una cubierta de X a Y (ver Definicion 1.2.17) y v € V| si e es una
arista incidente en v denotaremos por e(v) al otro vértice incidente en la arista e.
Tenemos que

(7)) @) = ((#0) 00) ) = (D) @)= > Fo(w)

wENy (¢(v))

= Y f(

e'€E (v)

(o = Y fw= ) few)= > fdle((w)

uENX ) UENX ) EEE(’U)

Como ¢ es una cubierta de X a Y, entonces ¢, : I, — Fy(,) es biyectiva. Asi que
para cada €' € Ey,) existe e € E, tal que € = ¢(e), es decir, {¢(v), €' (o(v))} =

{é(v), p(e(v))}, por consiguiente €'(p(v)) = ¢(e(v)). Entonces

(7(0) W= 3 Fow) =Y o = (e () (v),

e’GE’ (v) ecE(v)

es decir, (,@//V(f)>* (v)= > flo(e((n))) = (Z(f*)) (v) para cada v € V. Por lo

ecE(v)

tanto, (ﬂffv(f))* = (A (f*)).
[ |

Lema 3.4.3 Sean X = (V, E),Y = (V' E') grafos tales que X cubre a Y. Enton-
ces cada valor propio de Y es un valor propio de X.

Demostracion.

Sean &7, o/ los operadores de adyacencia de X y Y respectivamente y sea
A € Spec(&), entonces existe f € L2(Y) \ {0} tal que &7 (f) = Af. Por el Lema
3.4.2 tenemos que (/(f*)) = (/( f))* — (A f)" = Af*, con f* € LX(X)\ {0}
Por lo tanto, A € Spec(</). |
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Proposicion 3.4.4 Sean X = (V, F)
>

( Y = (V', E’) grafos finitos d-regulares tales
que X cubre a Y, entonces Ay(X) (

(Y

~—

Demostracion.

Sea A2(Y") el segundo valor propio méas grande de Y, por el Lema 3.4.3 tenemos
que A2(Y') es un valor propio de X. Como A2(X) es el segundo valor propio méas
grande de X tenemos que A2(Y) < Ay(X). |
Definiciéon 3.4.5 Sea GG un grupo finito, S un conjunto simétrico de generadores
de Gy H < G. Definimos el grafo cociente Cos(G/H, S) como el grafo orientado
cuyos vértices son las clases laterales izquierdas de H en GG y las aristas son de la
forma {xH, sz H} para cada s € S.

Observacion 3.4.6 G/H denota el conjunto de las clases laterales izquierdas
de H en G, cuando H es un subgrupo normal de G entonces G/H es el grupo
cociente.

Proposicion 3.4.7 Cos(G/H,S) es un grafo |S|-regular.

Demostracion.

Supongamos que S = {s1,...,8,}, sea xH un vértice de Cos(G/H, S), por la
definicién de grafo cociente tenemos que las aristas que genera el vértice xH son
{zH,syxH},{xH,soxH},... {xH, s,xH}, asi que el grado de el vértice tH es
n = |S|. Por lo tanto, Cos(G/H, S) es |S|-regular. [
Ejemplo 3.4.8 Consideremos el grupo S;3 = {(1), (12), (13), (23), (123), (132)},
S = {(12),(23),(123),(132)} un conjunto simétrico de generadores de S; y el
subgrupo H = {(1), (23)}. Tenemos que G/H = {H, (12)H, (13)H} ya que

(12)H = {(12), (12)(23)} = {(12), (123)} = {(123)(23),(123)} = (123)H

(13)H = {(13), (13)(23)} = {(13). (132)} = {(132)(23), (132)} = (132)H.

Construyamos el grafo cociente Cos(G/H, S}, para ello recordemos que en los
grafos cocientes las aristas tienen la siguiente forma {zH,sxH} con tH € G/H
yseS.

(12)H
Vértice ‘ Vecinos
zH (12)zH (23)zH | (123)zH (132)zH |
H | (12H | H (12)H | (13)H
(12H | H | (13)H | (13)H H
C(13)H | 13)H | (12)H H (12)H
H }—— (13)H®

&%

Figura 3.7: Coos(Ss5/H, S).
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Lema 3.4.9 Sea GG un grupo finito. Sea H < G y S un conjunto simétrico de
generadores. Entonces Cay(G, S) cubre a Cos(G/H, S).

Demostracion.

Consideremos la funcién ¢: G — G/H dada por ¢(a) = aH. Probemos que
¢ es un homomorfismo de grafos (Definicion 1.2.9). Sea {a,b} una arista de
Cay(G, S), por la Definicién 1.2.46 de grafo de Cayley tenemos que ab™! € S.
Notemos que ab~'bH = aH, entonces por la Definicion 3.4.5 de grafo cociente
{aH,bH} = {¢p(a), p(b)} es una arista de Cos(G/H, S), asi que ¢ preserva la adya-
cencia de vértices. Por lo tanto, ¢ es un homomorfismo de grafos. Ahora probemos
que ¢ es una cubierta (Definicion 1.2.17) para ello solo basta probar que ¢: E, —
FE4(q) es biyectiva para cada a € G, ya que la sobreyectividad de ¢: G — G/H es
clara. Sea a € Gy s € S, denotaremos por e(a, s) la arista {a, sa} de Cay(G, S)
inducida por sy €(aH, s) la arista {aH, saH} de Cos(G/H, S) inducida por s. Sea
e(¢(a), s) una arista incidente en ¢(a), si nos tomamos e(a, s) € E, tenemos que
d(e(a, s)) = {d(a), ¢(sa)} = {akl,saH} = {¢(a), sp(a)} = &(@(a), s), es decir,
para cada €(¢(a), s) € Eyq) existe e(a, s) € E, tal que ¢(e(a, s)) = e(¢(a), s), asi
que ¢: E, — Ey(,) es sobreyectiva, ademas por el Teorema 1.2.52 y la Proposicion
3.4.7 el grado de a y ¢(a) es igual a |S], es decir, |E,| = |S| = |Eg(|, por consi-
guiente ¢: F, — Fy,) es biyectiva para cada a € G. Entonces ¢ es una cubierta
de Cay(G,S) a Cos(G/H, S). Por lo tanto, Cay(G, S) cubre a Cos(G/H, S).

|

Ejemplo 3.4.10 Consideremos al grupo Dg = {1, a,a?, ab, a®b,b} y S = {a, a*, b}
un conjunto simétrico de generadores de Dg. Construyamos el grafo de Cayley
Cay(Dg, S). Recordemos que en los grafos de Cayley las aristas tienen la siguiente
forma {z,sx} con x € Dg y s € S, para hacer méas énfasis en la forma de estas
aristas denotaremos por e(z, s) al arista de Cay(Dsg, S) incidente en x e inducida
por s, es decir, {z, sz} = e(z, s).

Vértice Vecinos
T ‘ ax ‘ a’x ‘ bx

Figura 3.8: Clay(Ds, S).

B = {{1,&}, (1,a%), {1,b}} _ {e(l,a), e(1,a?), 6(1,b)}.
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E, {a,a*}, {a,1}, {a,aQb}} = {e(a,a), e(a,a?), e(a,b)}.

-1

E, {{aQ,l}, {a? a}, {a2,ab}} = {e(aQ,a), e(a?, a?), e(aQ,b)}.
-1
{

Eu {ab,a®b}, {a,b}, {ab, a2}} = {e(ab, a), e(ab,a?), e(ab, b)}

E,2, = 3 {a’b,b}, {a®b,b}, {a®b, a}} {e(aZb, a), e(a®b,a?), e(a’b, b)}
- {{b, ab}, {b,a2b}, {b,l}} - {e(b, a), e(b,a?), e(b, b)}.

Consideremos el grupo H = {1,b}, tenemos que G/H = {H,aH,a*H}. Cons-
truyamos el grafo cociente Cos(G/H, S}, para ello recordemos que en los gra-
fos cocientes las aristas tienen la siguiente forma {zH,szH} con zH € G/H
y s € S, para hacer mas énfasis en la forma de estas aristas denotaremos por
e(zH,s) al arista de Cos(Dg/H, S) incidente en zH e inducida por s, es decir,
{zH,sxH} =¢(zH,s).

Vértice Vecinos

aH
xH arH ‘ a’xH ‘ bxH / \\

a’H

Figura 3.9: Cos(Dg/H, S).

w={{H,all}, {H,aH}, {H,H}} = {e(H,a), e(H,a®), e(H,b) }.
B = {{aH, a2HY, {aH, HY}, {aH, QQH}} - {E(aH, a), e(aH,a?), e(aH, b)}.

By = {{aQH,H}, (a2H,aHY, {a%H, aH}} - {é(aQH,a), e(a®H, a?), e(a?H, b)}.
Comparemos,

E, = {{a,aQ}, {a, 1}, {a,aQb}} = {(a, a), e(a,a?), e(a, b)}
Bor = {{aH, a2HY, {aH, H}, {aH, a2H},} - {E(aH, a), e(aH,a?), e(aH, b)}.
Dado que ambos conjuntos tienen la misma cantidad de elementos y que estos se

pueden relacionar a través del elemento en S que induce cada arista, tenemos que la
siguiente funcién es biyectiva
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¢Ea: Ea — EaH
e(a,a) — e(aH,a)
e(a,a®) —s e(aH,da?)
e(a,b) — e(aH,b).
Haciendo el mismo analisis con los conjuntos Fy con Ey y E,2 con E, 2 tenemos que

¢E, Y 9E,, son biyectivas. Entonces, ¢: Dg — Dg/H dada por ¢(zr) = xH para cada
x € Dg es una cubierta. Por lo tanto, Cay(Dg, S) cubre a Cos(Dg/H, S).

Corolario 3.4.11 Sea G un grupo finito. Sea H < GG y S un conjunto simétrico
de generadores de G. Entonces \y(Cay(G, S)) > Xa(Cos(G/H, S)).

Demostracion.
Por el Lema 3.4.9 tenemos que Cay(G, S) cubre a Cos(G/H, S), entonces por
la Proposicion 3.4.4 tenemos que \y(Cay(G, S)) > Xo(Cos(G/H, S)). |

Observacion 3.4.12 Si H <G entonces las clases laterales izquierdas coinciden
con las derechas y si S = {sH | s € S}, entonces Cos(G/H, S) = Cay(G/H,S).

Definiciéon 3.4.13 Sean (G,,) v (Q,) sucesiones de grupos finitos. Decimos que
(G,) admite a (@,) como una sucesion de cocientes si para cada n € N existe
H, <G, tal que G,,/H,, = Q,.

Observaciéon 3.4.14 Si para cada n € N, .S, es un conjunto simétrico de genera-
dores de G,,, H,, es un subgrupo normal de GG, y ¢,, es un isomorfismo entre G,/ H,,
y Qn, entonces los grafos Cay(G/H,S) y (Cay(Qn, ¢n(S,))) son isomorfos.

Definicion 3.4.15 Sea (G,) una sucesion de grupos finitos, decimos que (G,,)
forma una familia de grafos expanders si para algin entero positivo d existe una
sucesion (5,,) donde para cada n € N tenemos que S,, es un conjunto simétri-
co de generadores de G, con cardinalidad d, la sucesion de grafos de Cayley
(Cay(Gp, Sy)) es una familia de grafos expander.

Proposicion 3.4.16 (Principio de no expansiéon de cocientes) Sea (G,,) una su-
cesion de grupos finitos. Si (G,,) admite a ((),) como una sucesion de cocientes
y (@) no forma una familia de grafos expanders, entonces (G,,) tampoco forma
una familia de grafos expanders.

Demostracion.

Supongamos que (G,,) forma una familia de grafos expanders, entonces para
algun entero positivo d existe una sucesion (S,,) con S,, un conjunto simétrico de
generadores de G, y |.S,| = d para cadan € N tal que (Cay(G,, S,)) es una familia
de grafos expander, asi que por el Teorema 2.3.18 (d — A\y(Cay(G,, S,))) es una
sucesion acotada lejos de cero, es decir, existe € > 0 tal que d—\o(Cay(G,,, S,)) >
e para cada n € N. Dado que (G,,) admite a (@),,) como una sucesion de cocientes,
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entonces para cada n € N existe un isomorfismo ¢,,: G,,/H, — Q, con H, <G,,.
Entonces por las Observaciones 3.4.12 y 3.4.14

AQ(COS(GH/HTH Sn)) = )\Z(Cay(Gn/HnaS_n)) = >\2(Cay<Qn> ¢n(§)))

Luego por el Corolario 3.4.11 tenemos que
)\Q(Cay<Gn7 Sn)) Z )\2(005(Gn/Hn7 Sn))a

asi que (Cay(Gy, Sp)) > Aa(Cay(Qn, ¢n(S))). Entonces d— o (Cay(Qy, ¢n(S))) >
d — X (Cay(G,, S,)) > ¢, por lo que (d — X\a(Cay(Q,, #,(S)))) esta acotada lejos
de cero, pero por el Teorema 2.3.18 esto implicaria que(Cay(Qn, ¢,(S))) es una
familia de grafos expanders, contradicciendo el hecho de que (@,) no forma una
familia de grafos expanders. Por lo tanto, (G,) no forma una familia de grafos

expanders.
|

Observacion 3.4.17 Otra forma de probar de la Proposicion 3.4.16 es mediante
el uso de la constante isoperimétrica (ver [45] pag 52-54).

3.4.2. Los grupos abelianos finitos no forman una
familia de grafos expanders

Los grupos abelianos finitos son grupos faciles de trabajar, asi que al tratar de
construir una familia de grafos expanders es natural que se trate de utilizar grupos
abelianos finitos. Sin embargo estos grupos no funcionan. En esta subseccion,
probaremos que los grupos abelianos finitos no forman familias de grafos expanders
utilizando la constante de Kazhdan (ver Definicion 2.4.6).

La prueba es un corolario de la Proposicion 3.4.19 que nos establece una co-
ta para la constante de Kazhdan de grupos abelianos finitos. Para probar tal
proposicion haremos uso del siguiente Lema.

Lema 3.4.18 Sea 6 un ntimero real. Entonces |e?? — 1| < |4

Demostracion.
Sea f(x) = cos(x) — 1+ % Veamos que f(x) > 0 para cada = € R. Tenemos
que

£(0) =cos(0) —1+ % =0
f'(x) = —sin(z) +

f'(0) = —sin(0) + 0 =
f"(z) = —cos(z) + 1

Recordemos que si una funcion real g es continua en [a, b], diferenciable en (a,b)
y ¢'(z) > 0 para todo = € (a,b) entonces g es creciente en (a,b). Entonces para
x > 0 tomemos b € (0,x), dado que cos(b) < 1 entonces 1 — cos(b) > 0, asi que
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f"(b) > 0 para todo b € (0,z), de ahi que f/'(z) > 0y por consiguiente, f(z) >0

para cada x > 0. Luego, como f es una funcion par tenemos que f(x) > 0 para
2

cada z € R. Entonces para toda x € R, cos(r) > 1 — %-. Luego

e — 1> = |cos(#) — 1 +isin()|* = (cos(#) — 1)? + (sin(f))?
= cos?(f) — 2cos() + 1 + sin*(0)

=2 —2cos(0)
<2-2(1-%)
=2—-2+6%
es decir, |e? — 1|2 < 62, Por lo tanto, |¢? — 1| < |0] para cada 0 € R. |

Proposicion 3.4.19 Sea G un grupo abeliano finito no trivial y S C G con

|S| = d. Entonces k(G, S) < \GPQ/—Z
Demostracion.

Sea k = k(G, S). Si k = 0 la proposicion es verdadera. Supongamos que x > 0.
Sea C' = ( W es decir C' es el menor entero que es mayor o igual a =& 2” . Supongamos
que |G| > C’d Por el Teorema Fundamental de los grupos abehanos ﬁmtos tenemos
que G es isomorfo a un producto de la siguiente forma % X == X. . Sea A el
conjunto de todas las representaciones irreducibles de G el cual fue determmado
en el Corolario 1.3.39, entonces si p es una representacion irreducible de G y
g € G tenemos que p(g) es de la forma exp(if) para algin 6 € [0,27), asi que
para cada g € G, p(g) es un numero complejo distinto de cero con modulo 1.
Luego para cualquier z € C en el circulo unitario, denotaremos por [(z) al tnico
elemento en [0, 27) que satisface exp(il(z)) = z. Consideremos nuestro conjunto
simétrico generadores de G como S = {s1,..., 54}, a cada representacion de G le
asignaremos una d—tuple en [0, 27)? mediante la siguiente funcién

I: A—0,27)
p— (Up(s1)),1(p(s2)), - - Lp(s4)))-

Luego, sean ai,...,aq € Z con 1 < a; < C para toda j € {1,...,d} y sea
a=(ay,...,aq), definimos

2m(a; — 1 2
B, = {Tz(r17---,7‘d)€[Ov%)d:%gw< gl]}

Probemos que [0,27)? es una unién disjunta de C? conjuntos B,, para ello
primero nos tomaremos dos d—tuples distintas, digamos a = (a,...,a4) y @’ =
(ay,...,al) y probaremos que B, N By = (. Procederemos por contradiccion,
supongamos que existe r = (ry...,rq) € B, N By, como a # d existe j €
{1,...d} tal que a; # a}. Sin pérdida de la generalidad supongamos que a; < aj,
como ambos son enteros tenemos que a; < a;- — 1, multiplicando esta desigualdad
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2m 2ma; 271'(‘1;'*1)
por & tenemos que —z* < C1

. Por definiciéon de los conjuntos B, y B
tenemos que r; < 275” y Zﬂ(agﬁ) < rj, entonces r; < 27;” < Zﬂ((gfl) < 1y,
es decir, r; < r; lo cual es una contradiccion, por lo tanto B, N By = ). Sea
A= {(ay,...,aq) € Z% : 1 < a; < C para toda j € {1,...,d}} probaremos
que |J B, = [0,27)% Si nos tomamos r € |J B,, entonces existe a € A tal
acA acA
que 7 € B, y por definicion de By, r € [0,27)¢, asi que |J B, C [0,27)? Ahora
acA
sea r' = (r},...,7}) € [0,27)% para cada j € {1,...,d} definimos el siguiente
p Cr! Ccr’
entero a; = min{C, [ + 1]}. Dado que 1 < C'y 1 < |52 + 1] tenemos que
1 < a; y por la definicién de cada a; tenemos que a; < C, asi que para cada

je{l,....d}, 1 <a; <C.Seaa = (a,...,as) veamos que 1’ € B,, para ello

primero probaremos que para cada j € {1,...,d} 7} < 278”

2ma; ) ) 2ma;

T = 2m y como 1’ € [0,2m)4, se satisface que r} < 2m, asi que r} < L.
!

Crl. .
-, entonces por la propiedad de la

. 51 a; = C, entonces

. Cr’
P — J )
Si a; = [52 + 1], supongamos que a; <
5 2 : Cr', Cr'. ..,
funcion piso tenemos que |52 +1] < |52 lo cual es una contradiccion, entonces

Cr', 2ras
j ) . / T )
7 < aj, de ahi que r; < & Por otra parte, como a; es un entero que es
271'((1]'—1)

. c cr' )
menor o igual a LQ—;J + 1], tenemos que a; < 2—;] + 1, de ahi que —4%— < 7’3..

Entonces para cada j € {1,...,d} se cumple que W <r;<
/

= (r},...,1) € B, con a € A, es decir 7’ € |J B,. Entonces [0, 27)
acA acA

Por lo tanto [0,27)¢ = |J B,.
acA

Luego, por el Corolario 1.3.39 |A| = |G| asi que hay |G| representaciones
irreducibles y como |G| > C?, tenemos que por el principio del palomar (o el
principio de cajas) debe haber dos representaciones irreducibles py, ps tales que
[(p1),C(p2) € B, para alguna d—tuple a. Definimos

5: G —s GL(C)

g plg) =

Notemos que p es una representacion de G ya que para cada g, h € G

pilg+h)  pilgp(h)  pulg) pr(h)
palg 1) palpal)  pale) pul) PN

Mas atn, como p; y po son distintas y de grado 1 tenemos que p es no trivial y es
irreducible. Dado que I'(p;), ['(p2) € B, para alguna d—tuple a = (ay, as, ..., aq),

es decir, (I(p1(s1)),l(pr(s2)), .-, U(p1(sa))), (L(p2(s1)), L(pa(s2)), - .., Up2(sa))) €
B, tenemos que para cada j € {1,...,d}

plg+h) =

2m(a; — 1)
C

2ma;

C

< (pi(sy) <
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27(a; — 1) 21a;
UL <o) < T
asi que
2r(a; — 1)  2ma; 2ra; 2mw(a; — 1)
é - C’] <(p1(s;) — Upa(sy) < (]] - é ;
es decir,
27 2T
0 = l(p1(s;) — Up2(s;) < ok
entonces

2

[Upa(s5)) = Upa(sil < - (3.3)
Recordemos que para cada j € {1,...,d} tenemos que p;(s;) = exp(i I(p1(s;)) )
y pa2(sj) = exp(i [(p2(s;)) ). Entonces

Ploy) = L — SRELA — cxp(i n(59) ~ Ll )

De la igualdad anterior, el Lema 3.4.18 y la desigualdad (3.3) tenemos que

|P(s5) — 1 = [exp(i [I(p1(s5)) — Upa2(s;))] ) = 1
< [U{pa(s5)) = Upa(s5))]

es decir, |p(s;) — 1| < % para toda j € {1,...,d}. Sea v un vector unitario de
C® tenemos que ||p(s;)v — v|| = |p(s;) — 1||v] < %”, entonces k'(G, S, p) < %” de
27

ahi que k = k(G,S) < &, asl que C' < 27” pero esto contradice el hecho de que

C' > 2% Por lo tanto, |G| < C*.

Luego, dado que C' es el menor entero tal que 2?” < (' tenemos que C' < 2?” +1,
asf que |G| < C* < (22 +1)% entonces

2
|G|$ < T (3.4)
K

Despejando « de (3.4) tenemos que r < |G|12+71 Por lo tanto, x(G, S) < ‘G|12+71

Corolario 3.4.20 Si (G,,) es una sucesion de grupos abelianos finitos tales que
|G| — oo cuando n — oo y sea S, un conjunto simétrico de generadores de G,
para cada n € N con |S,| = d donde d es un entero no negativo fijo. Entonces
(G,) no forma una familia de grafos expanders.
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Demostracion.
Por la Proposiciéon 3.4.19 tenemos que para cada GG, con n € N

2w
0 < K(Gp, Sn) < W-
Como lim,, wﬁ% = 0 tenemos que lim,, o K(Gp, Sy) = 0, asi que kK(G,,, Sp)
no esta acotada lejos de cero. Entonces por el Teorema 2.4.16 (G},) no forma una
familia de grafos expanders. |

Observacion 3.4.21 Otra forma de probar que los grupos abelianos no forman
familias de grafos expanders es exhibiendo que sus grafos de Cayley no tienen
didmetro logaritmico, para ello es necesario ocupar resultados de combinatoria
(ver |45] pag 102-104).



Capitulo 4
Codigos

Si bien un grafo por si solo tiene una infinidad de aplicaciones, el hecho de
que tenga la propiedad de ser altamente conectado lo vuelve muy ttil en areas
como lo es la teorfa de la informacién. Por ejemplo, es posible construir familias
de buenos codigos correctores de errores utilizando familias de grafos expanders.

En este capitulo estudiaremos algunos conceptos bésicos sobre la teoria de
c6digos y su relacion con las familias de grafos expanders. Los textos base para
su desarrollo son (52|, [5], [55], [39], [31], |41], |46] y [18].

Los codigos detectores-correctores de errores fueron inventados para detectar y
corregir errores producidos por el ruido en los canales de comunicacion. Supongase
que un mensaje u se codifica en una palabra-coédigo x la cual es enviada por el
canal, debido al ruido del canal se recibe el vector y el cual puede ser diferente de
x, esto es y = x+ e donde e es un vector error. La decodificacién debe determinar,
a partir del vector y, que mensaje u o estimado de u fue transmitido. En la Figura
4.1 se muestra un sistema general de transmisiéon de informacién como el que se
acaba de describir.

ruido

e=e€...6e,

Figura 4.1: Sistema general de transmisién de informacion.

Definiciéon 4.0.1 Sea A = {a;,as,...,a,} un conjunto de tamano ¢ al que lla-
maremos alfabeto y sea A™ el conjunto de n—tuplas de elementos de A. Un cddigo
C de longitud n sobre A es un subconjunto no vacio de A™. Los elementos de C se
denominan palabras-codigo.

Definiciéon 4.0.2 Sea C un codigo de longitud n tal que |C| = M, decimos que C
es un (n, M)—codigo.

101
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Observacion 4.0.3 En la practica, el alfabeto de un cédigo es un campo finito
F, donde ¢ es la potencia de un primo o un anillo finito R. Un cédigo sobre el
alfabeto Fy se llama cddigo binario. En este capitulo se trabajara solo con este
tipo de codigos.

Definicion 4.0.4 Sean z = (z1,...,2,),y = (Y1,...,Yn) € Fy. La distancia de
Hamming de = a y, denotada por d(z,y), es definida como

d(z,y) = [{i:1<i<n,a; #y}.

Definicion 4.0.5 El peso de Hamming de x = (x1,...,x,) € F%, denotado por
wt(x), se define como

wt(z) = [{i: 1 <i<n,x; #0}.

Observacion 4.0.6 A partir de las definiciones 4.0.4 y 4.0.5 se tiene que d(x,y) =
wt(x—y), yaquesid(x,y) = s, entonces hay s coordenadas en las que z y y difieren
y n — s coordenadas en las que coinciden, asi que en la diferencia x — y hay n — s
ceros y s coordenadas distintas de cero, por lo tanto wt(x —y) = s.

Los siguientes tres Teoremas son resultados conocidos en la teoria de codigos
y su pruebas pueden consultarse en [5].

Teorema 4.0.7 la funcion d: Fy x Fy — N U {0} dada por d(z,y) satisface las
siguientes propiedades para toda z,y, z € F3.

1) d(xz,y) >0y d(z,y) =0siysolosiz=y,
2) d(z,y) = d(y,z),
3) d(z,y) < d(z,z)+d(zy).

Por lo tanto, (Fj,d) es un espacio métrico.

Teorema 4.0.8 La distancia minima de un codigo C, la cual se denota por d(C),
es el peso minimo de cada palabra-cddigo diferente de cero.

Definiciéon 4.0.9 Sea C un coddigo de longitud n y distancia minima d(C). La

. . . . d(c
distancia minima relativa de C es %

La distancia minima del codigo juega un papel esencial en la respuesta a la
pregunta ;cuéntos errores puede corregir un c6digo?

Teorema 4.0.10 Un codigo C con distancia minima d puede corregir [1(d — 1)]

Observacion 4.0.11 En base al Teorema 4.0.10, nosotros consideraremos a un
codigo como bueno si tiene una distancia minima grande y consideraremos a
una familia de codigos asintdticamente buena si sus distancias minimas relativas,
permanecen constantes a medida que la longitud de los codigos crece.
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4.1. Cobdigos lineales

Definiciéon 4.1.1 Un codigo lineal C de longitud n sobre Fy es un subespacio de
F3.

Definicién 4.1.2 Sea C un codigo lineal en F3.

» El cddigo dual de C, denotado por C*, es el complemento ortogonal de C
como subespacio de F3.

s La dimension de un codigo lineal C es la dimensién de C como subespacio
de F7.

Observacion 4.1.3 Un codigo lineal C de longitud n y dimension k& sobre Fy es
llamado un [n, k]—codigo lineal. Si la distancia minima d es conocida, decimos que
C es un [n, k, d]—codigo lineal binario.

Definiciéon 4.1.4 Una matriz generadora para un coédigo lineal C es una matriz
G cuyas filas forman una base para C.

Definicion 4.1.5 Una matriz verificadora de paridad H para un codigo lineal C
es una matriz generadora para el codigo dual C*.

Observaciones 4.1.6 ([46], Observaciones 4.5.2)

» Si C es un [n, k]—codigo lineal, entonces su matriz generadora G es una
matriz de tamano k x n y su matriz verificadora de paridad H es una matriz
de tamano (n — k) X n.

= Dado que existe mas de una base para un espacio vectorial, tenemos que
existe mas de una matriz generadora para un codigo lineal. Ademés, aun
cuando la base sea fija, una permutacion (distinta de la identidad) de las
filas de una matriz generadora también conduce a una matriz generadora
diferente.

= Las filas de una matriz generadora son linealmente independientes. Lo mismo
sucede para las filas de una matriz verificadora de paridad. De hecho para
mostrar que una matriz G de tamano k xn es una matriz generadora para un
[n, k]—codigo lineal dado, basta con mostrar que las filas de G son palabras-
c6digo de C y que son linealmente independientes. Alternativamente, esto
se puede hacer mostrando que C esté contenido en el espacio de filas de G.

Definiciéon 4.1.7 Sea C un [n, k|—codigo lineal.

» Si la matriz generadora de C es de la forma (1| X) se dice que esta en su
forma estandar.
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» Si la matriz verificadora de paridad de C es de la forma (Y'|I,,_) se dice que
esta en su forma estédndar.

Teorema 4.1.8 Sea C un [n, k|—codigo lineal con matriz generadora G. Sea v €
2, entonces v € C si y solo si v es ortogonal a cada fila de G, es decir, v € C*
si y solo si GvT = 0. En particular, dada una matriz H de tamafio (n — k) X n,
tenemos que H es la matriz de verificadora de paridad de C si y solo si las filas de
H son linealmente independientes y GHT = 0. (c.f [46])

Observacion 4.1.9 Una formulacion equivalente del Teorema 4.1.8 es la siguien-
te:

Sea C un [n, k]—codigo lineal con matriz verificadora de paridad H. Sea v € F%,
entonces v € C si y solo si v es ortogonal a cada fila de H, es decir, v € C si y solo
si HvT = 0. En particular, dada una matriz G' de tamaifio k x n, tenemos que G es
la matriz generadora de C si y solo si las filas de GG son linealmente independientes
y HGT = 0.

Corolario 4.1.10 ([46], Teorema 4.5.9) Si G = (Ix|X) es la forma estandar de
una matriz generadora de un [n, k]—codigo lineal C, entonces la matriz verificadora

de paridad de C es H = (—X7|I,,_1).

Ejemplo 4.1.11 Sea C el [n, 1]—codigo lineal que s6lo contiene las palabras codigo
(0...0) y (1...1), el cual es llamado cddigo binario de repeticion de longitud n,
cuya matriz generadora es

G=(1|1...1)
la cual esté en su forma estandar. Asi que su matriz verificadora de paridad es
1
H = I(nfl)
1

Un dato importante del codigo binario de repeticion de longitud n es que su
codigo dual consiste en todas las n—tuplas que tienen peso par, es decir, Ct =
{(z1...2,) € FYx1+ -+ 2, =0 mdd 2}. Este codigo tomara relevancia en la
seccion 4.2 por lo que le llamaremos el cidigo dual del codigo binario de repeticion
y lo denotaremos por P.

Como ya hemos visto podemos obtener un codigo lineal mediante su matriz
generadora o su matriz verificadora de paridad, pero puede que el c6digo no satis-
faga algin pardmetro que necesitemos, para estos casos existen técnicas que nos
ayudan a obtener nuevos codigos a partir de cdédigos ya conocidos. A nosotros en
particular nos va a interesar la longitud del c6digo, dos técnicas que modifican
este pardametro es la extension y perforacion del codigo.

Definicion 4.1.12 El proceso de agregar una o mas coordenadas a las palabras-
c6digo de un codigo se conoce como extender el codigo. La forma mas comiin
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de extender un coédigo es agregando una verificacion de paridad general, que se
realiza de la siguiente manera. Si C un [n, k, d|—codigo lineal binario. Definimos
el codigo extendido C como

n+1
C = {(.ﬁ[}l.TQ...xn-Tn-t,-l) c ]Fg (331332...,1’71) & Cy sz = O}
=1

Observaciones 4.1.13 ([39])
= Todas las palabras-codigo de C son de peso par.

= Cesun [n + 1,k,gl]—cédigo lineal donde d = d si d es pary d=d+1sid
es impar.

= Si G es matriz generadora de C, entonces la matriz generadora de C se obtiene
agregando una columna a G de tal forma que la suma de las coordenadas
de cada fila sea cero.

» Si H es la matriz verificadora de paridad de C, entonces una matriz verifi-
cadora de paridad para C es la matriz

Ejemplo 4.1.14 Sea H la matriz verificadora de paridad del [7,4, 3]—codigo de
Hamming #H;3 (Ver 4.1.1).

0001111
H=({0110011
1010101

Al extender H3 obtenemos un [8,4,4]—codigo lineal con matriz verificadora de
paridad

o O
O~ O =
— = O
e R e B S
— O =
S~ =
— =
o O O =

Definicién 4.1.15 Sea C un [n, k, d|—codigo lineal binario. Perforar el codigo C
consiste en eliminar una o mas coordenadas de cada palabra-codigo de C, estés
palabras-codigo perforadas forman un nuevo cédigo lineal llamado cddigo perfo-
rado y que suele ser denotado por C*.
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Observaciones 4.1.16

= Si eliminamos r coordenadas entonces C* es un codigo de longitud n — r.

= Si G es la matriz generadora de C, entonces la matriz generadora de C* se
obtiene a partir de la eliminaciéon de las columnas correspondientes a las
coordenadas que se desean eliminar [39)].

s El software SageMath nos permite hacer uso de esta técnica, pero hay que
tener cuidado ya que el software comienza a contar todo desde cero, es decir,
la primera coordenada en SageMath serd la coordenada cero.

Teorema 4.1.17 Sea C un [n, k, d|—codigo lineal binario con d > 1y sea C* el
codigo C perforado en la i—ésima coordenada. Entonces C* es un [n, k, d*] codigo
lineal, donde d* = d — 1 si la palabra-cédigo de C cuyo peso es d, tiene la i—ésima
coordenada distinta cero, en otro caso d* = d.(c.f [39])

Ejemplo 4.1.18 Sea C = {00000, 11000,00111,11111} un [5,2, 2]—co6digo lineal
binario, donde 11000 es la palabra-c6digo con menor peso. Si perforamos a C en
la primera coordenada, C; = {0000, 1000,0111,1111} el cual es un [4, 2, 1]—codigo
lineal. Si ahora perforamos a C en la coordenada 5, C: = {0000, 1100,0011, 1111}
el cual es un [4, 2, 2]—codigo lineal.

4.1.1. Cobdigos de Hamming

Los codigos de Hamming son probablemente los codigos correctores de errores
més famosos. Fueron descubiertos de forma independiente por Marcel Golay en
1949 y Richard Hamming en 1950. Son coédigos correctores de un solo error, muy
faciles de codificar y decodificar. [5]

Si bien los codigos de Hamming se definen sobre todos los campos finitos
F,, Gnicamente trabajaremos con los cédigos binarios de Hamming. Si el lector
quisiera abordar mas sobre esta familia de c6digos recomendamos revisar [5] y [52].

Sean r > 2,n = 2" — 1y F}, como |F;\ {0}| = 2" — 1, hay 2" — 1 r—tuples
binarios distintos de cero.

Definicién 4.1.19 Definimos la r x (2"—1) matriz de chequeo de paridad H, cuyas
columnas en orden son los bits de las representaciones binarias de los ntmeros
1,2,...,2" — 1 (es decir, H, esta formada por el conjunto de todos los r—tuples
binarios distintos de cero como sus columnas). El cddigo lineal binario de Hamming
H, de longitud n = 2" — 1 (r > 2) es el espacio de soluciones del sistema lineal
homogéneo dado por la matriz H,.

Teorema 4.1.20 H, esun [n = 2" — 1,k = 2" — 1 — r, 3]—co6digo lineal binario.
(c.f[5])

Ejemplo 4.1.21 Sea r = 3, Hs es un [7, 4, 3]—codigo lineal binario de Hamming
con matriz de verificadora de paridad

0001111
H=101100 11
1010101
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4.1.2. Cédigos LDPC

Los codigos de verificacion de paridad de baja densidad conocidos como codigos
LDPC por sus siglas en ingles Low Density Parity Check, o también como Codigos
de Gallager, fueron inventados por Gallager [33| en 1960 pero fueron olvidados
durante casi 30 anos porque la complejidad de su decodificacion estaba mas alla
de las capacidades del hardware de la época. En 1981, Tanner [59] los generalizo e
introdujo su representacion grafica, los famosos grafos de Tanner. Finalmente en
1997, Mackay y Neal |51 redescubrieron estos codigos y provocaron una intensa
investigacion al respecto. Desde entonces, los cédigos LDPC se han convertido en
un area activa de investigacion en las aplicaciones en la comunicacion digital.

Definicion 4.1.22 Un codigo LDPC' es un c6digo lineal cuya matriz verificadora
de paridad H contiene en su mayoria 0's y relativamente pocos 1’s, es decir, su
matriz verificadora de paridad H es dispersa o de baja densidad.

Observacion 4.1.23 Decimos que un coédigo LDPC es regular si en su matriz
verificadora de paridad H, todas las columnas tienen el mismo peso w. y todas
las filas tienen el mismo peso w,. Por el contrario, si todas las columnas y/o filas
de H no tienen el mismo peso decimos que el codigo LDPC es irregular.

Una caracteristica peculiar de los codigos LDPC, es la correspondencia que
hay entre la matriz verificadora de paridad H y la matriz de biadyacencia de un
grafo bipartito. En base a ésto es posible a representar los codigos LDPC como
grafos bipartitos y a su vez construir coédigos LDPC a base de grafos bipartitos.

Los grafos que representan los codigos LDPC son llamados grafos de Tanner,
estos son grafos bipartitos Z = (X U C, E) donde los vértices de X reciben el
nombre de vértices de variable y los vértices de C' reciben el nombre de vértices
de restriccion o de verificacion. Luego si H = (h;;) es la matriz verificadora de
un codigo LDPC, cada columna de H serd representada en el grafo como un
vértice de variable mientras que cada fila de H sera un vértice de restriccion,
ademas conectaremos mediante un arista al vértice de variable z; con el vértice
de restriccion ¢; si y solo si hy; = 1.

Observaciones 4.1.24

= Los vértices de variable reciben este nombre ya que estaran relacionados
con los bits de las palabras-c6digo. En ocasiones se suele omitir la palabra
vértice y solo se les llama variable.

= Los vértices de restriccion reciben este nombre ya que tales vértices represen-
tan una ecuacion de verificacion de paridad. En ocasiones se suele abreviar
vértice de restriccion y solo se les llama restriccion.

= La matriz verificadora de paridad H es la matriz de biadyacencia de Z.
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= Se suelen usar vértices circulares para los vértices de variable y vértices
cuadrados para los vértices de restriccion.

= SiC es un codigo LDPC (w,, w,)—regular entonces Z = (X UC, E) sera un
grafo bipartito (dx,dc)—regular en el cual w., = dx y w, = d¢. Por otro
lado, si C es un coédigo LDPC irregular entonces Z sera un grafo bipartito
irregular.

En la Figura 4.2 se muestra un ejemplo pictorico de la construccion del grafo
bipartito para un c6digo LDPC muy simple.

Figura 4.2

Ahora, a partir un grafo bipartito construiremos un cédigo LDPC.

Definicion 4.1.25 Sea Z = (X UC, E) un grafo bipartito (dy, d¢)-regular donde
X es un conjunto de m vértices de variable, C' es un conjunto de n vértices de
restriccion y m > n. Un codigo C(Z) de verificacion de paridad de baja densidad
o simplemente un c6digo LDPC de longitud m es

C(Z)={r=(21,...,2m) €EFY|2201) + To2) + - + T2ia0) = 0, 1 <@ <nj,

donde z(7,j) es una funcion tal que para cada vértice de restriccion ¢;, las
variables vecinas a ¢; son (1), . - ., T2(i,de)-

Observacion 4.1.26 Una forma rapida de definir la funcion z(, j) es mediante la
matriz de biadyacencia B del grafo Z = (X UC, F) ya que para cadai € {1,...n}
tenemos que {z(i,1),...,2(i,dc)} = {k € {1,...m}|by; = 1}.
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Observacion 4.1.27 Desarrollando a fondo la Definicion 4.1.25 tenemos que

( Tt - FTa1d0) =0)
Tyt .. +Tu240) =0
C(Z) =< (x1,x9,...2,,) € F ' ’
( ) ( 122 ) 2 Tt oo FTiide) = 0
Tem)t - TTnde) = 0)

Es decir, obtenemos un sistema de n ecuaciones lineales, donde la i—ésima ecua-
cion lineal va a ser la suma de los vértices de variable que son vecinos del vér-
tice de restriccion ¢;. Luego, la matriz asociada con este sistema de ecuaciones
es una matriz verificadora de paridad H de tamano n x m para C(Z). Asi que
C(Z)={x € F|Hz" = 0}.

Observacion 4.1.28 Es posible generalizar la Definicion 4.1.25, introduciendo
condiciones més complejas a los vértices. El codigo resultante se le denomina co-
digo LDPC generalizado (o GLDPC). Tanner fue el primero en definir esta clase
de codigos, agregando como nueva condicién que todos los vértices de restric-
cion estén asociados a un cédigo denominado codigo interno cuya longitud sea
igual a dc. Por lo que ahora una palabra es una palabra-cédigo si y solo si los
bits conectados a cada vértice restriccion forman una palabra-codigo del codigo
interno.

Por dltimo, un factor importante para la construccion de buenos cédigos LDPC
es la cintura de su grafo de Tanner. Recordemos que la cintura de un grafo es la
longitud de su ciclo méas corto. Chaohui, et.al [34| plantean la importancia de que
un c6digo LDPC tenga una cintura grande y cito: "Al decodificar, la circulacion de
informacion entre diferentes nodos es provechosa para la correccion de errores. Sin
embargo, la circulacion de la informacion se ve obstaculizada por la existencia de
ciclos, por lo que la informacion errénea en los ciclos no puede ser actualizada por
informacion extrinseca en el tiempo y hace que los errores sean dificiles de corregir.
A medida que se acorta la longitud de los ciclos, aumenta la frecuencia de reciclaje
de informacion incorrecta y aumenta la dificultad de la correccion de errores.|...| En
vista del dano de los ciclos cortos, muchos algoritmos de construccion de codigos
LDPC estan disenados para maximizar la cintura de los codigos LDPC, es decir,
tratando de evitar generar o eliminar ciclos cortos, y mejorar la conectividad de
los ciclos cortos cuando no puedan ser evitados o eliminados."

4.2. Codigos expanders

En 1996, Sipser y Spielman [56] propusieron nuevas familias de codigos detec-
tores correctores de errores asintéticamente buenas mediante familias de grafos
expanders. Si un c6digo pertenece a una de estas familias se les denominara codi-
go expander, el cual pertenece a la clase de los codigos LDPC generalizados.
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En esta secciéon mostraremos la construccion original de Sipser y Spielman de
codigos expanders, asi como algunas de sus propiedades y ejemplos.

Definiciéon 4.2.1 Sea Z = (X U C, E) un grafo (dy, dc)—regular donde X es el
conjunto de m vértices de variable y C' es el conjunto de n vértices de restriccion
conn <mydy <dc. Sea z(i,j) una funciéon disenada de modo que para cada
restriccion ¢;, las variables vecinas de ¢; son Z, 1), ..., T.(id-)- Sea S un codigo
detector-corrector de errores de longitud dg. El cddigo expander C(Z,S) es un
codigo de longitud m donde (y; ... yn) € F3* es una palabra codigo de C(Z,S) si
para cada 1 <@ <n (Y1) - - - Yo(ide)) € una palabra-codigo de S.

Observacion 4.2.2 En 2001 Zémor [64] redefinio los codigos expander, asignando
un codigo Cyp a X y un codigo C; a C', mejorando propiedades de distancia y
decodificacion. Para conocer mas sobre estos codigos invitamos al lector a revisar

[64], 19] [8]

Observacion 4.2.3 El hecho de que se utilice la palabra expander en estos codigos
es por que los mejores grafos que se pueden utilizar para construir estos codigos
son los grafos con una buena constante de expansion, para ser mas especificos
estos deben ser grafos biexpander no balanceados (ver Definicion 2.2.15). A lo
largo de esta secciéon mencionaremos las propiedades que obtienen estos codigos
en base a la expansion del grafo.

Observacion 4.2.4 Si S es un [d¢, k|—codigo lineal con matriz verificadora de
paridad H tenemos que (yi...ym) € C(Z,S) si y solo si para cada 1 < i < n
H(Ys(i1) - - - Ys(iae))” = 0. Entonces,

( hia Yz(1,1) + .+ h1dc Yz(1,de) = 0 )
hot y.qy + .o+ hoge Yo1,40) =0
hac—k1 Y01 + o+ hde—kdc Yz(1.dc) =0
h171 Yz(2,1) + ... + hl,dc Y2(2,dc) = 0
hag—k1 Y1,1) + ..+ hac—k.dc Y2(2,dc) = 0
C(Z,S) =19 (W1 -ym) €FY : - ;
hiyy.any  + -0+ hide Yaide) =0
hic—k1 Y=y + oo+ Pdg—kde Yz(ide) =0
h171 Yz(n,1) + ... + hl,dc Yz(n,de) = 0
L hag—k1 Yzn1y + oo+ hde—kde Ye(nde) =0 )

Es decir, obtenemos un sistema de (d¢ — k)n ecuaciones lineales, donde la matriz

asociada a este sistema de ecuaciones es una matriz verificadora de paridad H de
tamaifio d¢ x (de — k)n para C(Z,S). Por lo tanto, C(Z,S) = {y € F|Hy" = 0}.
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Ejemplo 4.2.5 Consideremos el siguiente grafo bipartito Z; = (X UC, E).

Figura 4.3: Grafo bipartito (2, 4)—regular Z; con 8 vértices de variable y 4 vértices
de restriccion.

Recordemos que una forma rapida para definir la funcion z(i, j) es mediante
la matriz de biadyacencia del grafo Z; (ver observacion 4.1.26). Sea B la matriz
de biayacencia de Z;

Ci Cy C3 (4

0 1 0 1I\m

1 1 0 0 )

0 1 1 0]

|1 0 0 1|

1 0 0 1|5

0 1 1 0|z

0 0 1 1]ay

1 0 1 0/ ag

Para cada 1 < i < 4 tenemos que {z(i,1),...,2(:,4)} = {1 < k < 8|by; = 1}.
Entonces

2(1,1) 2(1,2) =2(1,3) =z(1,4) 2 45 8
2(2,1) 2(2,2) 2(2,3) 2(2,4)| [1 2 3 6
2(3,1) 2(3,2) 2(3,3) 23,4)| |3 6 7 8
2(4,1) 2(4,2) 2(4,3) 2(4,4) 1457

Luego, consideremos como codigo interno a & = {0000,0100,1011,1111} un
[4,2]—codigo lineal con matriz verificadora de paridad

1001
HZQ(}1J'
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Por definicion tenemos que (y; ... ys) € C(Z1,S) siy solosiparacadal <i <4
se cumple que

Yz(is1)
H Ya(i2) | _ (0) .
Y=(i,3) 0
Yz(i,4)
s Parai—1
Yz(is1) Y2
(0) e R . <1 00 1) a | _ (yz4—ys)'
0 Y=(i,3) 001 1)(ys Ys + s
Yz(i,4) Ys
Asi que
y2 +ys =0 (4.1)
ys +ys =0 (4.2)
s Para i=2
Yz(is1) n
(0) — g | Y62 | — (1 0 0 1) Yo | _ (yl +y6) .
0 Y=(i,3) 0011 Y3 Ys + Ys
Yz(i,4) Ys
Asi que
y1+ys =0 (4.3)
yz +ye =0 (4.4)
s Para i=3
Y(i,1) Y3
O\ _ | %aa | Z (L 00 1\ fws| _ (ys+uys)
0 Yz(i,3) 001 1) |yr Y7 + Us
Yz(i,a) Us
Asi que
ys+ys =0 (4.5)
yr+ys =0
s Parai—4
Yz 7, Y1

(i,1)

ON _ gl %ea | _ (L 00 I\ Jwaf| _ (vitwr

0 Y2(3,3) 0011 Ys ys +yr)
(

i,4) Y
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Asi que

y1+yr =0 (4.7)
s +yr =0 (4.8)

Las ecuaciones lineales 4.1,4.2, 4.3, 4.4, 4.5, 4.6, 4.7, 4.8 forman un sistema de 8
ecuaciones lineales de donde se obtiene la siguiente matriz

01 000O0O0O0T1
000O01O0O0T1
10000100
[Afl_OOlOOlOO
0010O0O0O0T1}"’
000O0O0OO0T1T1
1 0000O0T10
00001010

la cual es una matriz verificadora del codigo C(Z;,S) y para obtener todas sus
palabras-codigo haremos uso del software SageMath V.10.0 |61].

[1]: Hi=Matrix(GF(2), [[0,1,0,0,0,0,0,1],\
[0,0,0,0,1,0,0,1],\
[1,0,0,0,0,1,0,0],\
[0,0,1,0,0,1,0,0],\
[0,0,1,0,0,0,0,1],\
[0,0,0,0,0,0,1,1],\
[1,0,0,0,0,0,1,0],\
[0,0,0,0,1,0,1,011)
ExpanderCodel=codes.from_parity_check_matrix(H1)

ExpanderCodel
[1]: [8, 2] linear code over GF(2)

[2] : ExpanderCodel.list()

[2]: [¢o, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0),
(1, 1, 1, 0,1, 1, 1, 1),
(0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0),
(1, 1,1, 1,1, 1, 1, 1)]

Por tltimo, verificaremos que al restringir las palabras-codigo de C(Z;,S) en
las posiciones z(i, 1), 2(4, 1), 2(4,3), 2(¢,4) con i € {1,...4} obtenemos palabras-
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codigo de S. A continuacién se muestra el caso i = 1

@ 0 @0 0@ B 0)=(0000) €S
1 X 01X X 1)=(1011)es
@ 0 @ 1 0@ @ 0)=(0100)eS
X1 ¥11¥%yY1)=>111)eS

Para los demas casos, decidimos perforar C(Z;,S) (ver Definicion 4.1.15) con
ayuda del software SageMath V.10.0 [61]. Los codigos de SageMath se pueden
consultar en B.2.

Observacion 4.2.6 Un ejemplo simple de codigos expander se obtiene utilizando
un grafo biexpander Z y el codigo dual del codigo de repeticion P (ver Ejemplo
4.1.11). La matriz de chequeo de paridad del codigo expander C(Z, P) es la matriz
transpuesta de la matriz de biadyacencia del grafo Z. [56]

Ejemplo 4.2.7 Consideremos el siguiente grafo bipartito Z, = (X UC, E)

Figura 4.4: Grafo bipartito (2, 3)—regular Zs con 6 vértices de variable y 4 vértices
de restriccion.

A igual que en el Ejemplo 4.2.5 definiremos la funcién z(i, j) mediante la matriz
de biadyacencia del grafo Zy (ver observacion 4.1.26). Sea B la matriz transpuesta
de la matriz de biadyacencia de Z.

Ci Cy C3 (4

1 1 0 0\ m=

0 1 1 0]z
|0 0 1 1]

1 0 0 1|2y

0 1 0 1 Ty

1 0 1 0/ z
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Para cada 1 < i < 4 tenemos que {z(i,1),...,2(4,3)} = {1 < k < 6|b; = 1}.
Entonces

2(1,1) 2(1,2) 2(1,3) 146
22,1) 2(2,2) 22,3 |12 5
2(3,1) 2(3,2) 2(3,3)| |2 3 6
2(4,1) 2(4,2) 2(4,3) 345

Consideremos como codigo interno a P = {000,101,011, 110} el codigo dual
del codigo de repeticion de longitud 3. Por el Ejemplo 4.1.11 tenemos que H =
(111) es una matriz verificadora para P. De acuerdo con la definicion de codigo
expander tenemos que (y;...ys) € C(Z2,P) siy solo si para cada 1 < i < 4 se
cumple que

Yz(is1)
H | Y2 | =0 (4.9)
Y=(4,3)

Pero como H = (111), la ecuacién 4.9 nos va a arrojar que y(;1)+¥-(i2) +¥=@,3 = 0
para cada 1 <1 < 4. Formando asi el sistema de 4 ecuaciones 4.10.

y1+ys+ys =0
y1t+y2+ys =0
Yo+ ys+ys =0
yst+ys+ys =0

(4.10)

Notemos que al determinar la matriz f‘jg asociada al sistema obtenemos la matriz
transpuesta de la matriz de biadyacencia B del grafo 75, debido a que para cada
1 <i <4 definimos {z(i, 1), 2(7,2), 2(7,3)} = {1 < k < 6|bg; = 1}.

Hy

I

O O = =

O = = O

_—_ 0 O

_ O O =

— o~ O

O = O
_ O ) O O
O = O O = =
_ O O = = O

Dado que H, es una matriz verificadora del codigo C(Zy,P), obtendremos las
palabras-codigo del codigo expander con ayuda del software SageMath V.10.0 [61].
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[1]: H2=Matrix(GF(2), [[1, 0, O, 1, O, 1]1,\

(1, 1, 0, 0, 1, 0]1,\

[0, 1, 1, 0, 0, 11,\

[0, 0, 1, 1, 1, 011)
ExpanderCode2=codes.from_parity_check_matrix(H2)

ExpanderCode2
[1]: [6, 3] linear code over GF(2)

[2] : ExpanderCode2.list()

[2]: [(0, 0, O, 0, O, 0),
(1, 0, 0, 1, 1, 0),
(0, 1, 0, 1, 1, 1),
(1, 1, 0, 0, 0, 1),
(0, 0, 1, 1, 0, 1),
(1, 0, 1, 0, 1, 1),
(0, 1, 1, 0, 1, 0),
(1, 1, 1, 1, 0, O]

Para que el codigo expander C(Z,S) sea un buen codigo necesitamos que Z
sea un grafo biexpander no balanceado (ver Definicion 2.2.15) con constante de
expansion grande y que el codigo interno S tenga buena distancia minima. En la
siguiente proposicion se refleja la necesidad de estas dos condiciones para obtener
una cota para la distancia minima del c6digo expander.

Teorema 4.2.8 ([56|, Teorema 7) Sea Z = (X UC, E) un (m,n,dx,dc, %)—
biexpander y S un cédigo detector-corrector de errores con longitud d¢ y distancia
minima d(S). Entonces la distancia minima del co6digo expander C(Z,S) es por lo

menos %

Demostracion.

Supongamos que d(C(Z,S)) < 3. Entonces existe una palabra-cédigo distinta
de cero, digamos w tal que wt(w) < m/2. Sea V el conjunto de vértices de variable
que son distintas de cero en w, entonces |V| < m/2. Como Z es biexpander no
balanceado tenemos que |0V > %W\, es decir, V tiene mas de %\V\ vértices
de restriccion como vecinos. Por otro lado como los elementos de X tienen grado
dx tenemos que salen dx|V| aristas de V. Entonces si calculamos el namero de

aristas que inciden en promedio en cada restriccion vecina de V' tenemos que

dx|V| _ dx|V] _
ov] < v

d(S)’

por lo que debe existir un vértice de restriccion, digamos ¢, que tenga menos de
d(8) vecinos en V, pero como las variables vecinas de ¢’ forman una palabra-codigo
de S debe tener al menos d(S) variables vecinas distintas de cero, por lo que w
no puede ser una palabra codigo de C(Z,S). Asi que d(C(Z,S)) > m/2. |
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Ejemplo 4.2.9 En el Ejemplo 4.2.7 el grafo Z, es un (6,4, 2,3, 1)—biexpander
(para ver los calculos de su constante de expansion consulte B.3). Y P es un codigo
con distancia minima igual a 2. Entonces % = % = 1 que es precisamente la
expansion de Z, asi que en base al Teorema 4.2.8 la distancia de C(Zs, P) debe ser
por lo menos 3 y al observar las palabras-codigo obtenidas en el ejemplo podemos

comprobar que en efecto la distancia minima de C(Z, P) es igual a 3.

En el caso del Ejemplo 4.2.5 el grafo Z; es un (8,4, 2,4, %)—biexpander (para
ver los céalculos de su constante de expansion consulte B.1). Y S es un codigo
con distancia minima igual a 1. Entonces % = % =2> % por lo que C(Z;,S)
no satisface el Teorema 4.2.8, es decir, la distancia C(Z1,S) no es a lo méas 4, de

hecho al observar sus palabras-codigo tenemos que su distancia es 1.

4.2.1. Decodificaciéon: Algoritmo de decodificacién
secuencial

Una ventaja de los codigos expanders es su decodificacion. Sipser y Spielman
dan un algoritmo de decodificacién secuencial basado en el bit-flipping para la
decodificaciéon de estos codigos.

Definiciéon 4.2.10 Decimos que una restriccion ¢; es satisfecha si
To(i1) T T2(2) T oo Ta(inde) = 0 mdd 2,

es decir, si la suma de las variables vecinas a ¢; es congruente a 0 mod 2. De lo
contrario, decimos que ¢; es una restriccion insatisfecha.

Supongamos que recibimos una palabra w = (wy, ..., w,), asignamos el valor
w; al vértice de variable x; para cada i € {1,...,n}. Luego determinemos si las
restricciones se satisfacen o no y localicemos a la variable que este conectada a
més restricciones insatisfechas, a esta variable le vamos a cambiar su valor, es
decir, si la variable tenia asignada el valor 1 lo cambiaremos a 0 y viceversa.
Después volvemos a determinar si las restricciones se satisfacen o no, si atn hay
restricciones insatisfechas buscamos nuevamente la variable con mas restricciones
insatisfechas y cambiamos su valor. Repetimos este proceso hasta que todas las
restricciones queden satisfechas. Y los valores obtenidos en las variables son los
bit de nuestra palabra decodificada.

Algoritmo de decodificacién secuencial simple.
e Si hay una variable que tiene mas restricciones insatisfechas que satisfechas,
invierta su valor.

e Repita hasta que no quede ninguna variable de ese tipo.
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Ejemplo 4.2.11 Consideremos el codigo expander generado en el Ejemplo 4.2.7.
Supongamos que enviamos la palabra (000000) y recibimos la palabra (000100).
Asi que procedemos a asignar a cada bit de la palabra a un vértice de variable
como se muestra en la siguiente figura.

Al determinar el estatus de las restricciones tenemos que ¢y y ¢4 son insatisfe-
chas.

La variable que esta conectada a ambas restricciones ¢; y ¢4 es x4 asi que
cambiaremos su valor a 0. Y volvemos a determinar el estatus de todas las res-

tricciones.

Esta vez tenemos que todas se satisfacen. Por lo tanto la palabra que fue enviada
es (000000).
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La siguiente implementacion del algoritmo de decodificacion simple es dada
por Sipser y Spielman en [56] y a partir de ella se dan los Teoremas 4.2.12 y
4.2.14.

Entrada: Un grafo bipartito no balanceado (dx,d¢c)—regular B = (X U C, E) con n vértices
variables, m vértices de restricciéon y una asignacion de valores a las variables.

Fase de configuracion
Para cada restriccién determine si es satisfecha o no por las variables.

Inicializar los conjuntos Sy, ..., S4, a conjuntos vacios.

Para cada variable cuente el nimero de restricciones insatisfechas en las que aparece. Si el
numero es i, entonces coloque esa variable en el conjunto 5.

Bucle
Mientras los conjuntos Stq, /27, ---,S4y estén vacios hacer
Encontrar el mayor ¢ tal que si S; no este vacio.
Elegir una variable v del conjunto S;.
Cambiar el valor de la variable v
Para cada restriccion ¢ que sea vecina de v hacer
Actualice el estatus de la restriccion c.
Para cada variable w vecina de la restricciéon ¢ hacer
Vuelva a calcular el ntimero de restricciones insatisfechas en las que
aparece w.
Mueva w al conjunto indexado por este ntimero.
Fin Para
Fin Para
Fin Mientras
Fin Bucle
Si todas las variables estan en Sy entonces
emita los valores de las variables
si no
informe "fallo al decodificar".
Fin Si

Teorema 4.2.12 ([56], Teorema 10) Sea Z un (m,n, dx, dc, 22 )—expander. Sea
P el codigo dual del codigo de repeticion de longitud dx. Entonces el algoritmo
de decodificacion secuencial simple corregira m/4 errores del codigo C(Z, P).

Observacion 4.2.13 Una caracteristica importante de la decodificacion de codi-
gos expanders es que esta se puede hacer en tiempo lineal, nosotros no abordare-
mos esta caracteristica pero si el lector quisiera indagar més en ello lo invitamos
a leer [56] y [57] .

El Teorema 4.2.12 nos dice que dado un grafo con cierta expansion, el algoritmo
de decodificacion simple corregira ciertos errores, asi que la expansion del grafo
es muy importante para el funcionamiento del algoritmo, es més el algoritmo solo
funcionaré si el grafo que utilizamos tiene buena expansion, es decir, es expander.
El siguiente Teorema prueba lo anterior.
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Teorema 4.2.14 (|56, Teorema 24) Sea Z = (X UC') un grafo bipartito (dx, d¢)—
regular con m vértices de variable y n vértices de restriccion y dx < d¢ tal que
el algoritmo de decodificacion secuencial simple decodifica con éxito conjuntos de
a lo mas am errores en el codigo C(Z,P). Entonces todos los conjuntos de am
variables deben tener por lo menos

dx—1

2d¢o

dx—1

3+ 3%

am |1+

vecinos.

Actualmente se siguen desarrollando mejores algoritmos de decodificacion para
estos codigos. En la siguiente tabla se muestran los avances que se han tenido.

Algoritmo de decodificacién para C(Z,S)
con Z un (m,n,dyx,dc,c)—biexpander

.. Numero de
Expansion

B Condiciones sobre S errores Tiempo
necesaria T e
Sl[fser y 3dx | Codigo dual del codigo de m .
Spielman €= repeticion de longitud d 4 Lineal
1996 [56] 4 pe > Jongiiud ax
Feldman 5 1 5 9
et.al £> —+— Lineal ( c - ) m Polinomial
2007 [30] 3 3dx 2%—-1) 2
Chilppagari [+2 d(S) > m .
20 -1 [>1 >

2010 [21] | ©7 204 1) (8) =z con 2 Lincal
Viderman 2 1 . m

£ - Lineal = i
2013 [62] e > 3 6dx 9 Lineal
Dowling 9 m

> — —
y Gao >0 Z(gi)f - 2; (= 1) -1 D) Lineal
2018 [27] $ e
Chen et.al 3 . (ﬂ — ) m| .
2 Lineal To(i—e) 1 Lineal

> ea

2023 [20] 7y conn >0
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4.2.2. Construcciéon explicita

Los grafos biexpanders no balanceados con buena expansion son construidos
de manera aleatoria. A pesar de ello existe un método para obtener grafos bi-
partitos no balanceados mediante un grafo de incidencia arista-vértice obtenido
de un grafo d—regular Y. Recordemos que si Y tiene una constante de expansion
espectral pequena (Definicion 2.3.21) entonces Y sera un buen expander. Asi que
ahora nos enfocaremos en la constante de expansion espectral de Y, y a partir
de esta daremos una nueva cota para la distancia minima de codigos expanders
construidos mediante grafos de incidencia arista-vértice.

Definicion 4.2.15 Sea Y = (V| E) un grafo, el grafo de incidencia arista-vértice
Z es un grafo bipartito con conjunto de vértices £ UV y con conjunto de aristas
{(e,v) € E x V : v es incidente con e}.

Proposicion 4.2.16 Sea Y = (V, E) un grafo d—regular con n vértices, enton-
ces el grafo de incidencia vértice-arista obtenido de Y es un grafo bipartito Z
(d,2)—regular en el que su particién izquierda tiene 22 vértices y su particion

2
derecha tiene n vértices.

Demostracion.

Dado que la particion derecha de Z son los vértices de Y entonces hay n
vértices en la particion y como salen d aristas de cada vértice de Y tenemos que
el grado de los vértices de la particion derecha es d. Luego para obtener el niimero
de elementos de la particion izquierda hay que calcular el nimero total de aristas
de Y, para ello notemos que cada arista incidente a v € V' se cuenta dos veces en

el grado de v que denotamos por dy (v) entonces la suma Y dy(v) cuenta 2|F|,
veV
por lo que

nd
Bl =3 dv(v)=3) d=3|Vld= .

veV veV

asi que la particion izquierda de Z tiene %d vértices. Por tltimo como cada arista de
Y es incidente a dos vértices, tenemos que el grado de cada vértice en la particion
izquierda de Z es 2. |

Ejemplo 4.2.17 Consideremos el grafo completo K* el cual es 3—regular. Para
construir su grafo de incidencia arista-vértice debemos considerar a las aristas
de K* como los elementos de la particion izquierda y a los vértices de K* como
los elementos de la particion derecha. Luego para conectar un elemento x; de la
particion izquierda con los elementos de la particion derecha debemos fijarnos
en aquellos vértices ¢; que son incidentes a z; en K*. Por ejemplo z; solo va a
estar conectado a ¢; v ¢y ya que son los tinicos vértices de K* que inciden en ;.
Siguiendo de esta manera obtenemos un grafo bipartito (2, 3)—regular, el cual es
precisamente Z5 del Ejemplo 4.2.7.
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o )

L1

(G—e) 2
5 Cl

T4 T2
Cy

e, (@)

(b) Grafo de incidencia arista-vértice obte-
(a) K*. nido de K*.

Proposicion 4.2.18 Sea Y un grafo d—regular con matriz de incidencia M y
sea Z el grafo de incidencia arista-vértice de Y con matriz de biadyacencia B.
Entonces M = BT,

Demostracion.

SeaY = (V, E) un grafo d—regular con n vértices y sea Z el grafo de incidencia
arista-vértice de Y. Por la proposicion 4.2.16 tenemos que Z es un grafo bipartito
donde su particion izquierda es el conjunto E con %d elementos y su particion
derecha es el conjunto V' con n elementos. Al ser Z bipartito tenemos que su

matriz de biadyacencia B es una matriz de tamano %d x n donde

1 si {e;,v;} esuna arista de Z
ij =
0 otro caso.

Entonces la matriz transpuesta de B es una matriz de tamano n x %d donde

ji =

1 si {e;,v;} esun arista de Z
0 otro caso.

El hecho de que {e;,v;} sea una arista de Z implica que v; sea incidente con
e;, asi que
1 si v; es incidente con e;
7 0 otro caso.

Pero esto mismo es lo que deben satisfacer las entradas de la matriz de inci-
dencia M del grafo Y que también es de tamato n x %l. Porlo tanto M = BT. N

Observacion 4.2.19 Con la Proposicion 4.2.18 tenemos una forma aun mas facil,
que la de la Observacion 4.1.26, para obtener la funcion z(i, j). Si M es la matriz de
incidencia de un grafo d—regular Y con n vértices, entonces para cada 1 <17 < n,

{2(6,1),...,2(5,d)} = {5 € {1,..., & }my;; = 1}.
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Mas atin, si nosotros tenemos un grafo d—regular Y con n vértices del cual
conocemos su matriz de incidencia M ya no es necesario obtener graficamente su
grafo de incidencia arista-vértice Z ya que la Proposicion 4.2.16 y la Observacion
4.2.19 nos dan la informaciéon de Z que es necesaria para la construcciéon de un co-
digo expander. En el siguiente diagrama se muestran los elementos para construir
un coédigo expander a base de grafos regulares con buena constante de expansion
espectral.

Grafo Expander Codigo _ Codigo Expander
Z interno S C(Z,S)

Z es el lgrafo de

incidencia arista- nd

vértice del grafo S es un ¢(2,8) = {1, y%d) €F,?
d—regular Y con n coédigo lineal para cada 1<i<n

vértices y matriz de longitud H(y.(i,1) - Ya(ia) " = 0}

de incidencia M d y matriz

verificadora

Funcion z(i,7) donde de paridad H
para cada 1 <i<n —
{z(3,1),...,2(z,d)} =

{7 € {1,...,%‘1} :

mi; = 1}.

Ya que para calcular la expansion de un grafo estamos usando la constante
de expansion espectral, veamos como influye en la distancia del coédigo expander
mediante el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.2.20 Consideremos el grafo de Petersen P10 y el grafo de Cayley
Cay(Dyg,{a,a*,b}), los cuales se muestran en las Figuras 4.6 y 4.7 respectiva-
mente.

Figura 4.6: Grafo de Petersen P10. Figura 4.7: Cay(Do, {a, a*,b}).
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Notemos que cada grafo tiene 10 vértices y es 3—regular asi que los codigos
expanders que pueden generar son de longitud LQXQ% = 15. Pero cada grafo tiene
distinta constante de expansion espectral ya que al calcular sus espectros mediante
el software SageMath V.10.0 [61].

[1]: P10= graphs.PetersenGraph()
P10.spectrum()

[(11: [3, 1, 1,1, 1,1, -2, -2, -2, -2]

[2]: D = groups.presentation.Dihedral(5)
Elementos=D.list ()
Generadores = D.gens()
a=Generadores [0]
b=Generadores[1]
ad=axaxax*xa
S= [a, b, a4]
D10 = Graph([ Elementos, lambda x, y : x*xy~(-1) in;
-3]1)
D10.spectrum()

[2]: [3, 1.6180339887498957, 1.6180339887498957, 1, -0.
-38196601125010517,
-0.38196601125010517, -0.6180339887498957, -0.
-6180339887498957,
-2.6180339887498957, -2.6180339887498957]

Tenemos que A\(P10) = 2 y A(Cay(Dy,{a,a*,b})) = 2,61. Entonces P10
tiene mejor constante de expansion espectral ya que es méas pequena. Veamos
como influye esto en la distancia de sus codigos expanders. Para ello elegiremos
de nuevo el codigo dual del codigo de repeticion P = {000, 101,011,110} como
nuestro coédigo interno. Sean Zp1g y Zpig los grafos de incidencia arista-vértice
de P10 y Cay(Dyg,{a,a*,b}) respectivamente, por la Observacion 4.2.6 tenemos
que las matrices verificadoras de paridad de los codigos expanders C(Zpig, P) y
C(Zp1o, P) son las transpuestas de la matrices de biadyacencia de Zp19 y Zp1o res-
pectivamente, pero gracias a la Proposicion 4.2.18 estas matrices son sus matrices
de incidencia de P10 y Cay(Do, {a,a*, b}). Asi que con ayuda del software Sage-
Math V.10.0 [61] obtendremos cada cédigo expander y sus respectivas distancias.
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O

=P10.incidence_matrix

MatrizDeIncidenciaP10
MatrizDeIncidenciaP10

[3]:

[11100000000000 0]
[10011000000000 0]
(0001011000000 0 0]
[00000101100000 0]
(01 000001010000 0]
[00100000001100 0]

[3]:

[O00010000000110]
[O0O000010001000 1]
[00O000000100110 0]
[O0O000000010001 1]

Matrix(GF(2), MatrizDeIncidenciaP10)
codes.from_parity_check_matrix(H3)

H3 =

(4] :

CEP10
CEP10

[15, 6] linear code over GF(2)

[4]:

CEP10.minimum_distance()

[5]:

[5]:

O

=D10.incidence_matrix

MatrizDeIncidenciaD10
MatrizDeIncidenciaD10

[6]:

[11100000000000 0]
[10011000000000 0]
[01000110000000 0]
[00100001100000 0]
(0001000001100 0 0]
[00000101000100 0]
[00000010010010 0]

[6]:

[000010001000010]
[0D0O000000000110 1]
[D0O000000001001 1]
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[7]: H4 = Matrix(GF(2), MatrizDeIncidenciaD10)
CED10=codes.from_parity_check_matrix(H4)
CED10

[7]: [15, 6] linear code over GF(2)
[8]: CED10.minimum_distance()
[8]: 4

Entonces el codigo expander C(Zp1o, P) tiene distancia 5 y el codigo expan-
der C(Zpio, P) tiene distancia 4, asi que entre més pequena sea la constante de
expansion espectral mejor distancia minima tendra el cédigo expander.

De hecho, el siguiente Teorema nos reafirma la importancia de tener un grafo
con constante de expansion espectral pequena, es decir, un grafo con buena ex-
pansion y un codigo interno con una distancia minima grande para la construcciéon
de un buen codigo expander. Dado que estamos trabajando con la constante de
expansion espectral, haremos del Lema 2.3.25 dado por Alon y Chung , para la
demostracion del Teorema.

Teorema 4.2.21 ( [56|, Lema 15) Sea S es un codigo lineal de longitud d y
distancia minima d(S). Sea Z un grafo de incidencia arista-vértice de un grafo
d—regular Y con constante de expansion espectral A\(Y'), entonces

d(C(2.8)) > %d (%) |

Demostracion.

Sea Y un grafo d—regular con n vértices del cual Z es generado. Por la Propo-
sicion 4.2.16 tenemos que Z tiene %d vértices de variable y n vértices de restriccion.
Luego por el Lema 2.3.25 tenemos que cualquier conjunto de %d('y2 + %7(1 —))
variables puede tener a lo menos yn restricciones como vecinos, es decir, si existe
una palabra codigo distinta de cero, digamos w, tal que

wt(w) < 2(y? + 21— ),

Y denotamos por V' al conjunto de variables distintas de cero de w, |V| < %d(’y2 +
%7(1 —7)), el Lema 2.3.25 nos asegura que V' puede tener a lo menos yn vértices
de restriccion como vecinos. Como cada variable tiene dos vértices de restriccion
como vecinos, tenemos que salen 2|V| aristas de V' entonces el promedio de aristas

que tiene cada restricciéon vecina de V' es

n A
V| _ 20507+ A1 -7))
yn yn
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Sid(y + %(1 — 7)) < d(S). Entonces debe haber una restriccion con menos de
d(7+¥(1—7)) variables vecinas distintas de cero, pero esto no es posible por que

cada restriccion es una palabra-codigo de S, asi que su distancia debe ser mayor o
igual d(S). Entonces d(C(Z,S)) > " (1?4220 (1—9)) y d(v+222 (1)) > d(S).

(S)=AY)

De esta ultima desigualdad tenemos que v > d da(y)~ Y como

2
Entonces d(C(Z,S)) > 4 (%) ‘ .

Ejemplo 4.2.22 Consideremos el grafo completo K que se muestra en la Figura
4.8 y denotemos por Zgo su grafo de incidencia arista-vértice.

Figura 4.8: K.

El grafo K tiene muy buena constante de expansion espectral ya que al cal-
cular su espectro con ayuda de SageMath V 10.0 [61].

[1]: K9= graphs.CompleteGraph(9)
K9.spectrum()

(t]: 8, -1, -1, -1, -1, -1, -1, -1, -1]

Tenemos que A(K?) = 1. Como K* es 8—regular tomemos el c6digo extendido
Hs del [7,4,3]—codigo de Hamming Hg, el cual tiene distancia minima igual a
4 (ver Observacion 4.1.13), como codigo interno. Entonces en base al Teorema
4.2.21

— 9x8 [4—1\7
d(C(ZK97H3))> 9 (8——1) —6,61
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Lo cual es cierto ya que al calcular el codigo expander C(Z o, 7/{\3) (ver B.4) obte-
nemos que este tiene distancia minima igual a 10.

Hasta ahora hemos mostrado ejemplos con grafos relativamente sencillos que
tienen buena expansion para poder comprender la definicion de coédigo expander
y su distancia. No obstante, ninguno de ellos pertenece a una familia de grafos
expanders. Asi que para finalizar el capitulo utilizaremos una de las familias de
grafos expander que fueron construidas por Lubotzky, Philips y Sarnak [49], las
cuales fueron descritas en la subseccion 3.3.1, para construir una familia de c6digos
expanders.

Ejemplo 4.2.23 Sea p = 13, tenemos que existe una infinidad de nimeros primos
g que son congruentes a 1 mod 4 y que son residuos cuadraticos de 13, asi que
(X139) es una familia de grafos expanders donde cada grafo es 14—regular, sus
constantes de expansion espectral son menores a 21/13. y cuentan con Chmd))
vértices. A los grafos de incidencia arista-vértice de los grafos de la familia (X 1!39)
los estaremos denotando por Z;3,. Luego, como codigo interno nos tomaremos el
codigo perforado en la primera entrada del [15,11,3]—codigo de Hamming H,,
es decir, (Hy)j. Con ayuda del software SageMath V.10.0 |61] calcularemos su
distancia minima.

[1]: CH1511 = codes.HammingCode(GF(2), 4)
CpCH1511= codes.PuncturedCode (CH1511, 0)
CpCH1511 .minimum_distance ()

[1]: 2

Entonces por el Teorema 4.2.21 tenemos que las distancias minimas relativas
(Definicién 4.0.9) de los miembros de la familia de codigos expanders (C(Z134, (H4)7)
son mayores que (%)2 ~ 0,58. Asi que (C(Z134, (H4)}) es una familia de co-
digos expanders asintéticamente buena. Adicionalmente cada cdédigo expander de
la familia (C(Z134, (H4)}) es un buen cédigo LDPC generalizado ya que cada grafo

X134 tiene una cintura mayor o igual a 2log; q.



Conclusiones

Durante este trabajo se estudiaron cinco constantes que pueden definir a una
familia de grafos expanders, las constantes de caracter mas algebraico (la brecha
espectral, la constante de expansion espectral y la constante de Kazhdan) se uti-
lizan actualmente en la construccion de familias de grafos expanders, debido a
que se sigue estudiando grupos que satisfagan la propiedad (T) y en el caso de
los grafos de Ramanujan se tiene como un problema abierto la construcciéon de
familias de grafos de Ramanujan d—regulares no bipartitos para cada d > 3 [45].

Ademés, mediante estas constantes de caracter algebraico, se exhibieron resul-
tados que nos ayudan a saber por donde no buscar familias de grafos expanders,
tales resultados son el principio de no expansion de cocientes y que los grupos
abelianos finitos no forman familias de grafos expanders.

Se hizo la conexién entre familias de grafos expanders con los c6digos detectores-
correctores de errores mediante los codigos expanders, en donde se ilustro la im-
portancia de usar un grafo con buena expansion y se presenté una familia de
c6digos expanders. La construccion de los codigos expanders presentados se hicie-
ron con la ayuda de grafos de incidencia arista-vértice de grafos no bipartitos con
buena constante de expansion espectral, ya que la construccion explicita de grafos
biexpanders no balanceados sigue siendo un problema abierto, pero esta constante
no es tan practica para la decodificacion de estos cédigos como lo es la constante
de expansion de vértices, por lo que seria interesante establecer una relacion entre
las constantes de expansion espectral de un grafo regular y su grafo de incidencia
arista-vértice y mediante la desigualdad de Cheeger tener una aproximacion de
la constante de expansion de vértices del grafo de incidencia arista-vértice, o bien
encontrar directamente una relacion entre las constantes de expansion de vértices
del grafo regular y su grafo de incidencia arista-vértice.
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Apéndice A

Teoria de numeros

Definiciéon A.0.1 Sean a y n dos enteros positivos coprimos. Decimos que a es
un residuo cuadrdtico médulo n si la congruencia > = a mdéd n tiene solucion.
Si la congruencia no tiene soluciéon decimos que a no es un residuo cuadratico
modulo n.

Ejemplo A.0.2 Calculemos todos los residuos cuadraticos médulo 17. Como 17 es
primo elevaremos al cuadrado todos los ntimeros del 1 al 16 y después obtendremos
sus congruencias moédulo 17.

’=1=1 52=25=38 9?2 =81 =13 13> = 169 = 16
2 =4=4 62 =36=2 10> = 100 = 15 14> =196 =9
3?=9=9 7?=49=15 11’2 =121=2 152 =225=4
42 =16 = 16 8 =64=13 122 =144 =8 16> =256 =1

Entonces 1,2,4,8,9,13,15 y 16 son los residuos cuadraticos modulo 17.

Definiciéon A.0.3 Sean p un primo impar y m un entero. El simbolo de Legendre

(%) se define como

0 si p divide a m

m
(—) =<1 si a es residuo cuadratico modulo p

p . . . .
—1 si a no es residuo cuadratico modulo p.

Teorema A.0.4 (Teorema de los cuatro cuadrados de Jacobi) Sea 74(n) el nu-
mero de formas en las que se puede expresar el entero n como la suma de cuatro
cuadrados. Entonces

8> m si n es impar
mln
ra(n) = 4 o4 S>> m si nes par.
mln
m impar

131
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Ejemplo A.0.5 Para n = 1, tenemos que 74(1) = 8> m = 8(1) = 8, asi que
m|l

existen 8 formas de expresar a 1 como la suma de cuatro cuadrados. A continuaciéon

presentamos las 8 formas.

P+024+02+0°=1 (=1 +0*°+0*+0*=1
C+1°4+0°+0>=1 0*+(-1)*+0°+0°=1
0 +0*+12+0*=1 0?+0*+ (—=1)*+0* =1
2 2 2 2 __ 2 2 2 2 _
0°+0°+0°+1°=1 0°+0°+0°+(-1)*=1

Para n = p con p un primo, tenemos que r4(p) =8> m =8(p+ 1).
mlp

Teorema A.0.6 ([22|, Teorema 2.2.7) Sea p un primo impar. Los siguientes
argumentos son equivalentes:

a) p=1 mdd 4.
b) La congruencia 2> = —1 mdéd p tiene solucién en Z.
c¢) p es la suma de dos cuadrados.

Proposicion A.0.7 Existe una infinidad de ntmeros primos congruentes a 1
mod 4.

Demostracion.

Supongamos p1, pa, - - ., Pr son todos los primos congruentes a 1 mod 4. Con-
sideremos N = (2p1p2---pn)? + 1, es claro que N =1 mdd 4 y que N # p; con
i €{1,...n}, asi que N no puede ser primo. Dado que N es impar tenemos que
2 no puede dividir a /N, entonces existe un primo impar p que divide a N, es
decir, N = (2p1p2---pn)?+1 =0 mdd p, de ahi que (2pips -+ pn)? = —1 méd p,
entonces por el Teorema A.0.6 p =1 méd 4. Si p = p; para algan i € {1,...n}
tenemos que p|N y p|(2p1p2 -+ pn)?, asi que p|N — (2p1p2 -+ pn)? = 1, es decir,
p|1 lo cual es una contradiccién. De ahi que p es un primo impar congruente a 1
mod 4 distinto de p; con i € {1,...,n}, contradiciendo la afirmacién al inicio de
la prueba. Por lo tanto, existe una infinidad de ntimeros primos congruentes a 1
maéd 4. |



Apéndice B

Calculos para codigos expanders

B.1. CaAlculos de la constante de expansiéon de Z;

Figura B.1: Grafo Z;.

Calculemos su constante de expansion. Para ello tomemos un subconjunto A
de X con |A| < § =4y veamos que ocurre con JA.

» Caso |4| =1
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A | 9A |94

{21} | {ea,ca}
{22} | {e1, 00}
{z3} | {ca, c3}
{24} | {e1,ca}
{zs} | {er,ca}
{z6} | {co,c3}
{z7} | {c3,ca}
{zs} | {e1, 3}

N[NNI NN DN DN

Estimemos el valor de ¢ que satisface que la Definicion 2.2.15 de biexpander
no balanceado.

2= |0A] 2 £]4| =
asi que € < 2.

» Caso |A| = 2.

Para tomar 2 elementos de un conjunto de 8 elementos hay 28 posibles
formas.

{1,229} {c1, ¢, ¢4} 3
{1,235} {ca,c3,¢4} 3
{1, 24} {c1, ¢, ¢4} 3
{z1, 25} {c1,¢9,¢4} 3
{1, 76} {ca, c3,¢4} 3
{1, 27} {c2,c3,¢4} 3
{.131,33‘8} {61,02703,04} 4
{%2,1’3} {01762,03} 3
{zg, 24} {c1,¢2, ¢4} 3
{$2,[E5} {61,02,64} 3
{xy, 26} {c1, ¢, c3} 3
{ZEQ,ZL’7} {01,02703,04} 4
{9, 8} {c1, ¢, c3} 3
{3, 24} {c1, ¢, c3,¢4} 4
{3, 25} {c1,¢2,c3,¢4} 4
{3, 26} {ca,c3} 2
{113,1’7} {02,03,64} 3
{3, xs} {c1, ¢, c3} 3
{ZE47ZE5} {01704} 2

Sigue en la pagina siguiente.
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{$4,I6} {61,02,63,04} 4
{24, 27} {c1,¢3,¢4} 3
{z4, 28} {c1,¢3,¢4} 3
{5, 6} {c1,¢2,¢3,¢4} 4
{z5,z7} {c1,¢3,¢4} 3
{5, 23} {c1,¢3,¢4} 3
{zg, x7} {ca, c3,¢4} 3
{z6, s} {c1, ¢, c3} 3
{z7, 28} {c1,¢3,¢4} 3

Estimemos el valor de ¢ que satisface que la Definicién 2.2.15 de biexpander
no balanceado.

e Si|0A| =2,
2 =|0A| > ¢|A| = 2e,

asi que € < 1.

e Si |0A| =3,
3 = |0Ale|A| = 2¢,
asi que € < %
o Si|0A| =4,

4= |0A] > e|A| = 2¢,

. 4
asi que e < 5 = 2.

» Caso |A| = 3.
Para tomar 3 elementos de un conjunto de 8 elementos hay 56 posibles
formas.
0A |0A|
{z1, 29,23} | {c1,¢2,¢3,¢4} 4
{w1, 9,24} {c1,09,¢4} 3
{x1, 29,25} {c1,09,¢4} 3
{1’1,.T27I6} {01702,03704} 4
{z1,29,27} | {c1,¢2,¢3,¢4} 4
{z1,20, 28} | {c1,02,¢3,¢4} 4
{z1,23,24} | {c1,02,¢3,c4} 4
{z1, 23,25} | {c1,¢0,c3,¢4} 4
{1, 23,26} {ca,¢3,¢4} 3
{x1, 23,27} {ca,c3,¢4} 3
4

{x17'r37x8} {01702703704}
Sigue en la pagina siguiente.
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{1, 24, x5} {c1, ¢, ¢4} 3
{z1,24,26} | {c1,02,03,¢4} 4
{z1, 24,27} | {c1,02,¢3,c4} 4
{z1, 24,28} | {c1,¢2,¢3,c4} 4
{I1,1‘5,£B6} {01762,03,04} 4
{$17$5,JI7} {61702,03704} 4
{$1,[E5,CL’8} {01702,63704} 4
{1, 26, 27} {ca,c3,c4} 3
{z1, 26,28} | {c1,C2,3,¢4} 4
{z1, 27,28} | {c1,¢2,c3,c4} 4
{zg, 23,24} | {c1,02,c3,c4} 4
{$271‘3,$5} {01762,03,04} 4
{xg, 3,26} {c1,09,c3} 3
{$2,ZE3,I7} {01702,63704} 4
{z9, 3, x5} {c1, ¢, 3} 3
{9, 24, x5} {c1, ¢, ¢4} 3
{z, 24,26} | {c1,02,c3,c4} 4
{112,1’4,1‘7} {61,02,03,64} 4
{ZL‘Q,I’4,I’8} {61702,03,04} 4
{ZL‘Q,ZL’5,CE6} {61702,03704} 4
{$2,(E5,I7} {01702,C37C4} 4
{za, 5,28} | {c1,c2,c3,¢4} 4
{z2, 6,27} | {c1,c2,¢3,¢4} 4
{zg, 6,28} | {c1,c2,c3,c4} 4
{112,I‘7,£L‘8} {61702,03,64} 4
{$37JI4,1'5} {61702,03704} 4
{$3,$4,CL’6} {01702,03704} 4
{3, 24,27} | {c1,02,03,¢4} 4
{3, 24,28} | {c1,02,3,¢4} 4
{z3, 25,26} | {c1,02,c3,c4} 4
{z3, 25,27} | {c1,c2,c3, ¢4} 4
{ZE3,I‘5,.’L’8} {01762,03,04} 4
{3, x6, 27} {ca,c3,¢4} 3
{z3, 16, 28} {c1, ¢, c3} 3
{z3, 27,28} | {c1, 2,3, ¢4} 4
{z4, 25,26} | {c1,c2,c3,¢4} 4
{x4, 25,27} {c1,¢3,¢4} 3
{114,1’5,1‘8} {01,63,64} 3
{15471‘6,1'7} {01762,03,04} 4
{ZL‘47ZE6,CL’8} {61702,03704} 4
{4, 27,28} {c1,¢3,¢4} 3

Sigue en la pagina siguiente.




B.1. Calculos de la

constante de expansion de 7,

{]}5, Tg, I7}

{Clv C2, C3, C4}

{x57 T, xS}

{Cl7 C2, C3, C4}

{1'5, X, :CS}

{Cla C3, 04}

{.TG, X7, l’g}

{Cl7 C2, Cs3, C4}

| QO |~

Estimemos el valor de ¢ que satisface que la Definicion 2.2.15 de biexpander

no balanceado.

e Si|0A| =3,

3= |0A] > ¢|A| = 3¢,

asi que € < 1.
e Si|0A| =4,

4 =10A] > ¢|A| = 3¢,

asf que € < %.

» Caso |A| = 4.

Para tomar 4 elementos de un conjunto de 8 elementos hay 70 posibles

formas.

0A

{x17 X2, T3, x4}

{clu C2, C3, C4}

0A]

{xb T2, T3, l’5}

{Cla Co, C3, C4}

{xb X2,T3, 336}

{Cla Co, C3, C4}

{1'1, X2,T3, 1’7}

{01, C2, C3, 04}

{xlv To, T3, xS}

{Cla Cy, C3, C4}

{x17 T, Ty, C(‘15}

{Cl) Co, 04}

{xla T2, T4, Te, }

{CIJ Cy, C3, C4}

{x17 Lo, Ty, X7, }

{Clu C2, C3, C4}

{xb X2,T4,Ts, }

{Cla Co, C3, C4}

{xb X2, Ts, xﬁ}

{Cla C2, C3, 04}

{xh To, T5, .’I)7}

{Cla Co, C3, 04}

{xlv To, T5, 1’8}

{Cla Cy, C3, C4}

{l’l, T, T, CU7}

{Clu Cy, C3, C4}

{x17 T2, T, $8}

{Cl, C2, C3, C4}

{1'1, T2, X7, xS}

{Cla Co, C3, C4}

{xb X3, T4, 1’5}

{Cla Co, C3, C4}

{xb X3, T4, 1‘6}

{Cla C2, C3, 04}

{:L‘17 XT3, Ty, 1'7}

{Cla Co, C3, 04}

{xlv XT3, Ty, CCS}

{Cla Cy, C3, 04}

{xl, X3, Ts, %}

{Cla Cy, C3, C4}

H | s s s s s | s A | QO | |

Sigue en la pagina siguiente.
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{$1> €3, s, $7}

{Cla C2, C3, C4}

{1’1, X3, Ts, xs}

{cla C2, C3, C4}

{xla x3, T, 1'7}

{027 C3, C4}

{Zlfl, X3, Te, x8}

{Cla Co, C3, C4}

{901, €3, X7, 908}

{Cla C2, C3, 04}

{.'L'l, Ty, Ts, I6}

{Cla C2, C3, C4}

{xl) Ty, X5, l’7}

{Cla C2, C3, C4}

{x17 L4, Ts, xB}

{Cla C2, C3, C4}

{361, Ty, T, 1‘7}

{Cla Cg, C3, C4}

{xb T4, Te, xS}

{Cla Co, C3, 04}

{1'1, Xy, X7, l‘g}

{01, Co, C3, 04}

{ffl, X5, Te, 907}

{Cla C2, C3, 04}

{901, X5, Tg, 958}

{Cla C2, C3, C4}

{xl, X5, X7, Ig}

{Cla C2, C3, C4}

{xla L6, L7, SCg}

{Cla C2, C3, C4}

{1'2, X3, T4, x5}

{Cla Co, C3, C4}

{x27 X3, Ty, xﬁ}

{Cla C2, C3, 04}

{1'2, €3, T4, 5157}

{Cla Co, C3, 04}

{:L‘27 XT3, Ty, l'g}

{Cla C2, C3, 04}

{-752, €3, s, xﬁ}

{Cla C2, C3, C4}

{$2> €3, Ts, $7}

{Cla C2, C3, C4}

{552, X3, Ts, 558}

{clu C2, C3, C4}

{z27 €3, T, x7}

{Cla Co, C3, C4}

{x27 X3, Te, x8}

{c1,¢2,c3}

{1'2, €3, T, xS}

{c1,¢2,¢3, ¢4}

{1‘27 Ty, T5, 1’6}

{Cla C2, C3, C4}

{IQ) Ty, L5, l”y}

{Clu C2, C3, C4}

{Jfg, Ty, X5, x8}

{Cla C2, C3, C4}

{x27 T4, Te, fL'7}

{clu C2, C3, C4}

{x27 T4, Te, xS}

{Cla Co, C3, 04}

{Zlfg, Xy, X7, x8}

{Cla C2, C3, 04}

{902, X5, Tg, 907}

{Cla C2, C3, 04}

{902, X5, Te, 958}

{Cla C2, C3, C4}

{932, X5, X7, xs}

{Cla C2, C3, C4}

{.]}'2, Te, L7, x8}

{Cla C2, C3, C4}

{903, T4, Ts, 1‘6}

{Cla Cg, C3, C4}

{x37 Xy, Ts, 337}

{Cla Co, C3, 04}

{.1'3, Xy, Ts5, 1'8}

{Cla C2, C3, C4}

{"L‘37 Ty, T, 1'7}

{Cla C2, C3, 04}

{1'3, Ty, T, IS}

{Cla C2, C3, C4}

{x37 Ty, X7, l’g}

{Cla C2, C3, C4}

R | s | s | s R | | s ] s s s | e QO s | | | | s e e e e e s e e e | e e O

Sigue en la pagina siguiente.
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{$3,$5,$6,I7} {01702703764}
{$37Q357376>x8} {01702703704}
{23, x5, 27, 28} | {c1,¢2,¢3,¢4}
{373,336,27775158} {01,02703,04}
{904,%5,%’,377} {61,02703,04}
{904,$57$6,$8} {01,02703,04}
{$4,$57$7,$8} {01,03704}

{$4,l‘67$7,5€8} {01702703764}
{1'5,%67377,378} {01,02703,04}

4
4
4
4
4
4
3
4
4

Estimemos el valor de ¢ que satisface que la Definicion 2.2.15 de biexpander
no balanceado.

o Si|0A| =4,
3 — |9A| > | A] = 4,
asi que € < %.
o Si|0A| =4,

4= 04| > el A| = 4e,

asi que € < 1.

Entonces e = min{2, 1, %, %, %} = %. Por lo tanto Z; esun (8,4, 2,4, %)—biexpander.

B.2. Perforacion de C(Z;,S)

En el software SageMath V.10 [61] llamamos a C(Z;,S) como ExpanderCodel.
La funcién punctured perforara el c6digo en las posiciones que se indiquen dentro
de los corchetes. Cabe destacar que SageMath empieza a contar las posiciones
desde cero, asi que la tltima posiciéon es 7 y no 8.

[2] : ExpanderCodel.list()

[2]: [¢o, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0),
(1, 1, 1, 0,1, 1, 1, 1),
(0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0),
(1, 1,1, 1,1, 1, 1, 1]

[3]: CpECl=ExpanderCodel.punctured([0,2,5,6])
CpEC1.1ist()

(3]: (¢, o, 0, 0), (1, 0, 1, 1), (0, 1, 0, 0), (1, 1,,
-1, 1)]



140

Apéndice B.Calculos para cédigos expanders

[4]:

(4] :
[5]:

[5]:
[6]:

[6]:

B.3.

CpEC2=ExpanderCodel .punctured([3,4,6,7])
CpEC2.1list ()

[(0, 0, 0, 0), (1, 1, 1, DI

CpEC3=ExpanderCodel .punctured([0,1,3,4])
CpEC3.1ist ()

(o, 0, 0, 0), (1, 1, 1, 1]

CpEC4=ExpanderCodel .punctured([1,2,4,7])
CpEC4.1ist ()

[(O’ O’ O’ O), (1, O, 1, 1), (O, 1, O’ 0)3 (1’ 1’LJ
-1, 1)]

Calculos de la constante de expansion de 2,

Figura B.2: Grafo bipartito Z,.

Calculemos su constante de expansion. Para ello tomemos un subconjunto A
de X con |A| < § =3y veamos que ocurre con JA.

» Caso |4| =1
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A

T 0A | |94

{1}

{e1, e}

{22}

{ea; c3}

{3}

{cs,ca}

{24}

{61764}

{5}

{62764}

{6}

DO DN NN DN

{01703}

Estimemos el valor de ¢ que satisface que la Definicion 2.2.15 de biexpander

no balanceado .

asi que € < 2.

» Caso |A| =2

2

= [0A] > e[A] =¢,

Para tomar 2 elementos de un conjunto de 6 elementos hay 15 posibles

formas.

{131,372} {Cl,CQ,Cg} 3
{z1,23} | {c1,¢2,c3,¢c4} | 4
{z1,24} | {c1,c0,c4} 3
{z1,25} | {c1,c0,c4} 3
{z1,26} | {c1,c0,c3} 3
{za, 23} | {co,c3,04} 3
{$2,$4} {C1,02,03,04} 4
{za, 25} | {co,c3,¢4} 3
{$Q,$6} {Cl,CQ,Cg} 3
{zs3, 24} | {c1,¢3,c4} 3
{$3,$5} {62,03,04} 2
{z3, 26} | {c1,c3,¢4} 3
{24, 25} {c1, ¢, ¢4} 3
{4, 26} {c1,¢3,¢4} 3
{z5,26} | {c1,c2,c3,¢c4} | 4

Estimemos el valor de ¢ que satisface que la Definicion 2.2.15 de biexpander

no balanceado.

° Si|8/4|=:3

. 3
asi que € < 3.

3= |0A| > e| A| = 2,
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e Si|0A| =4
4 = [0A| > ¢|A| = 2¢,
asiquesﬁ%:Z
» Caso |A| =3

Para tomar 3 elementos de un conjunto de 6 elementos hay 20 posibles

formas.

64’4

{x1, 29,23} | {c1,¢0,¢3,¢4} | 4
{z1, 29,24} | {c1,C0,C3,c4} | 4
{$1,£L‘2,ZE5} {61702,03,04} 4
{1, 19, 26} {c1, ¢, c3} 3
{I1,$3,$4} {01702,63704} 4
{z1, 23,25} | {c1,¢0,¢3,¢4} | 4
{z1, 23,26} | {c1,¢0,¢3,¢4} | 4
{z1,24,25} | {c1,c,c4} 3
{I1,5E4,$6} {01,62,03,04} 4
{131,1'5,1‘6} {61702,03704} 4
{IQ,I3,5E4} {01702,63704} 4
{9, 3,25} {ca,c3,c4} 3
{xg, 23,26} | {c1,¢0,¢3,¢c4} | 4
{xg, 24,25} | {c1,¢0,¢3,¢c4} | 4
{xa, 24,26} | {c1,¢0,¢3,¢4} | 4
{I'Q,ZL'5,ZE6} {01702,03,04} 4
{1’3,1'4,1'5} {01702,03704} 4
{3, 14,76} {c1,¢3,¢4} 3
{Ig,l’5,$6} {01,02,C3,C4} 4
{x4, 25,26} | {c1,¢0,¢3,¢c4} | 4

Estimemos el valor de £ que satisface que la Definicion 2.2.15 de biexpander

no balanceado .

e Si |(9A‘ =3

asi que € < 1.

o Si|0A| =4

asf que € < %.

Entonces ¢ = min{2, 3,

31é

73

3 =|0A] > ¢|A| = 3¢,

4 =[0A| > ¢|A| = 3¢,

} = 1. Por lo tanto, Z, es un (6,4, 2, 3, 1)—biexpander.
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B.4. Codigo expander C(Z 0, 7/{;)

A continuacion presentamos el codigo realizado en SageMath V.10.0 [61]| para
obtener el codigo expander C(Zxo, Hs).

[1]: | import sympy as sp
import numpy as np

#Declaramos las wvariables y1,y2,...,y36
nombres_variables = []
for i in range(0,36):
nombres_variables.append (’y{}’.format(i+1))
Y=sp.symbols(nombres_variables)

[2]: | #Usaremos el cddigo extendido del [7,3]-cddigo de,
—~Hamming como nuestro coédigo interno y lo,
—~denotaremos por Ce

CH = codes.HammingCode (GF(2), 3)
Ce=codes.ExtendedCode (CH)
Ce

[2]: Extension of [7, 4] Hamming Code over GF(2)
[3]: | #Introducimos manualmente la matriz vertficadora dey

—paridad del codigo interno

H=[[1, 1,1, 1,1, 1,1, 1],

o, o, o, 1, 1, 1, 1, 0],
[O, 1’ 1’ O, O! 1’ 1, O],
[l, O, 1, O’ 1’ O’ 1’ O]]

#Convertimos a una matriz simbolica de sympy

H1 = sp.Matrix(H)

[4] : #Usaremos el grafo completo de 9 vértices
K9=graphs .CompleteGraph (9)
M= K9.incidence_matrix()
M
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[4]:

[111111110000000000000000 0 0
000000000 0]
[1000000011111110000000000 0
-0 00000000 O0]
[0100000010000001111110000 0
000000000 0]
[00100000010000010000011 111,
-0 00000000 O0]
[0001000000100000100001000 0
111100000 0]
[0000100000010000010000100 0
-100011100 0]
[0O000010000001000001000010 0
01001001 10]
[O00000100000010000010000 10
001001010 1]
[O0O00000100000010000010000 1,
000100101 1]

[5]: | #Procedimiento para obtemer la funcion Z
z =[]
for i in range(0, 9):
Mrowl= M.row(i) #Tomamos la i-ésima fila de M
x = np.array([Mrowl])

fila_de_Z=np.flatnonzero(x == 1) #Pedimos que,
—elija las entradas que tienmen 1 en la filay
—seleccionada

print(fila_de_Z+1) #La t-ésima fila contiene lasy
—posiciones de las wartables vecinas a lay
wrestriccion c_{1}

Z.append(fila_de_Z)

[
N
© © W

4567 8]

10 11 12 13 14 15]
16 17 18 19 20 21]
10 16 22 23 24 25 26]
11 17 22 27 28 29 30]
12 18 23 27 31 32 33]
13 19 24 28 31 34 35]
14 20 25 29 32 34 36]
15 21 26 30 33 35 36]

L T B T e T e T e Y e T e Y |
00 ~NO Ol WN -
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[6]: | #Funcion que multiplica la matriz verificadora de,
—paridad H1 del cédigo interno con el wvectory
—columna que contiene las wvariables cuyos indices,
—son los valores de una fila de Z, devolviendo
—ststemas de ecuaciones.

def multiplicacion(fila_de_Z):
nombres_variables = [] #Borrdén y cuenta nueva
for indice in fila_de_Z:

nombres_variables.append (’y{}’.
—format(indice)) #Guardamos en un array losy
—nombres de las variables cuyos indices son losy
—valores de una fila de Z

y=sp.symbols(nombres_variables) #lVolvemos a
—~simbolos de sympy los nombres de las wvariables

y_restriccion = sp.Matrix([yl) #Colocamos en um,
—vector fila todas las variables cuyos indices
—~son los valores de una fila de ZT=y_restriccion.
T #Transponemos el wvector fila

return H1xT # Multiplicamos por la matriz,
—wverificadora de paridad y sSe nos devuelve un
—sistema de ecuaciones

[7]: #Procedimiento para guardar en un sélo arregloy
—~todas las ecuaciones
eqns = []
for fila_de_Z in Z:

resultado_de_multiplicacion =
—multiplicacion(fila_de_Z+1)

for j in range(0, resultado_de_multiplicacion.
—shape[0]): #Ciclo para formar las expresiones de,
—~las filas de la matriz,
—resultado_de_multiplicacion igualadas a cero,
—pasamos el resultado a sage y guardamos dichay,
—expresion en un arreglo llamado eqgns

eqns . append (sp.
—~Eq(resultado_de_multiplicacion[j],0)._sage_Q))

[8]: eqns
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[(8]: [yl +y2 +y3 +y4d+yb + y6+ y7 + y8 ==0,
y4+y5+y6+y7==0’
y2+y3+y‘6+y7==0’
yl +y3 +y5 +y7 ==0,
yl + y10 + y11 + y12 + y13 + y14 + y15 + y9 == 0,

yil + y12 + y13 + y14 == 0,
y10 + y13 + y14 + y9 == O,
yl + y10 + y12 + y14 == O,

y16 + y17 + y18 + y19 + y2 + y20 + y21 + y9 == 0,
y17 + y18 + y19 + y20 == 0,
yl6 + y19 + y20 + y9 == 0,
yl6 + y18 + y2 + y20 == O,
y10 + y16 + y22 + y23 + y24 + y25 + y26 + y3 == 0,
y22 + y23 + y24 + y25 == 0,
y10 + y16 + y24 + y25 == 0,
yl6 + y23 + y25 + y3 == 0,
yil + y17 + y22 + y27 + y28 + y29 + y30 + y4 == 0,
y22 + y27 + y28 + y29 == 0,
y11l + y17 + y28 + y29 == 0,
y17 + y27 + y29 + y4 == O,
y12 + y18 + y23 + y27 + y31 + y32 + y33 + yb == 0,
y23 + y27 + y31 + y32 == 0,
y12 + y18 + y31 + y32 == 0,
y18 + y27 + y32 + y5 == 0,
y13 + y19 + y24 + y28 + y31 + y34 + y35 + y6 == 0,
y24 + y28 + y31 + y34 == 0,
yi13 + y19 + y31 + y34 == 0,
y19 + y28 + y34 + y6 == O,
yl4 + y20 + y25 + y29 + y32 + y34 + y36 + y7 == 0,
y25 + y29 + y32 + y34 == 0,
y1l4 + y20 + y32 + y34 == O,
y20 + y29 + y34 + y7 == 0,
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y15 + y21 + y26 + y30 + y33 + y35 + y36 + y8 == 0,
y26 + y30 + y33 + y35 == 0,

y15 + y21 + y33 + y3b == 0,

y21 + y30 + y35 + y8 == 0]

[9]: #Construccion de la matriz asociada al sistema de,
—ecuaciones eqs
matriz_asociada_al_sistema = matrix([[lhs.
—coefficient(u) for u in Y] for eq in eqns fory
—~1lhs in [eq.lhs()]])
print (matriz_asociada_al_sistema.str())

(11111111 0000000000000 O0 Oy

00
~000000000O00O0]
[00011110000000000000000O0 0 0
000000000 0]
[011001100000000000000000 0 0
000000000 0]
[10101010000000000000000O0 0 0
000000000 0]
[1000000011111110000000000 0
000000000 0]
[O0O0000000011110000000000 0 0y
000000000 0]
[0O00000001100110000000000 0 0
000000000 0]
[1t0000000010101000000000O0 0 0y
000000000 0]
[0100000010000001111110000 0
-0 00000000 O0]
[O0O0O0000000000000111100000 0
-0 00000000 0]
[O0O00000010000001001100000 0
-0 00000000 0]
[0100000000000001010100000 0
000000000 0]
[00100000010000010000011 111,
000000000 O0]
[O0O0O00000000000000000011110,
~000000000O00O0]
[O0O0000000100000100000001 10
000000000 O0]
[001000000000000100000010 10,
~000000000O00O0]
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[0001000000100000100001000 0

-111100000 0]
[O0O0000000000000000000100 0 0y

-111000000 0]
[0O0O0O000000010000010000000 0 0

011000000 0]
[0O001000000000000100000O0O0 0 0

-1 01000000 0]
[0O000100000010000010000100 0

100011100 0]
[O0O00000000000000000000100 0

-1 00011000 0]
[O0O0O000000001000001000000 0 0

000011000 0]
[O000100000000000010000O0O0 0 0

-1 00001000 0]
[0000010000001000001000010 0

01001001 10]
[O0O00000000000000000000010 0

010010010 0]
[0O0O0O000000000100000100000O0 0

~000010010 0]
[0O00001000000000000100000 0 0

010000010 0]
[O0O0000100000010000010000 10,

001001010 1]
[O0O0O000000000000000000000O0 10,

001001010 0]
[O0O0O0000000000100000100000 0

000001010 0]
[0O0O00001000000000000100000 0

001000010 0]
[O0O00000100000010000010000 1,

000100101 1]
[O0O0O000000000000000000000O0 1,

~0001001010]
[O0O0000000000001000001000 0 0y

000000101 0]
[O0O0O0000100000000000010000 0

00010000 10]
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[10]:

[10]:

[11]:

#Generamos el codigo expander a través de la matrizy

—asoctada al sistema

H3=matrix(GF(2) ,matriz_asociada_al_sistema)

ExpanderCodeK9 = codes.from_parity_check_matrix(H3)

ExpanderCodeK9

[36, 4] linear code over GF(2)

Codewords=ExpanderCodeK9.1list ()
print (np.array(Codewords))

[[00000000000O
0000000000 0]
100110010110
41000110010 1]
011001100110
40011001101 0]
111111110000
41011111111 1]
[O00000001111
0011011010 0]
[100110011001
41011101000 1]
011001101001
~00000101110]
111111111111
41000100101 1]
[D0O00000000O00O
0111011010 0]
[100110010110

-1111101000 1]
(011001100110
-01000101110]

111111110000
41100100101 1]
[0O0O0000001111
40100000000 0]
[100110011001
41100110010 1]

O

1.

Ou

1.

1.

Ou

1.

Ou

1.

Ou

1,

Oy

Ou

1.
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[011001101001011100001101 0y,
0111001101 0]
[t111111111111111111111111,
1111111111 1]]

[12]: ExpanderCodeK9.minimum_distance ()
[12]: 10
[13]: print(ExpanderCodeK9.weight_distribution())

(1, o, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 2, 0, 0, 0, 1, 0, 1,,
-0, 6, 0, 1, 0, 1, 0, 0, O,
2, 0, 0, 0, 0, O, O, O, O, O, 1]

[14]: #Comprobacion:

#Calculamos los complementos de las filas de Z

Z_complemento = []

indices_0_35 = {i for i in range(0,36)} #Indicesy
—~del 0 al 35 en forma de conjunto

for fila_de_Z in Z:

Z_complemento.append(list(indices_0_35.

~difference(set(fila_de_Z)))) #Calculamos la,
—diferencia de conjuntos y lo volvemos lista

[15]:  #Perforaremos el codigo expander en losy
—complementos de las filas de Z vy wverificamos,
—~que las palabras-cédigo del codigo perforado
—estén en el cddigo interno

for complemento in Z_complemento:
Cp=ExpanderCodeK9.punctured(complemento)
print (?*’*80+’\n’)
print (’Cédigo perforado en las entradas\n {}’.
—.format (complemento))
for palabra in Cp.list(Q):
if palabra not in Ce.list():
print(’La palabra {} no estad en el
—cbddigo interno’.format(palabra))
else:
print(’La palabra {} esta en el cdédigo,
—interno’.format (palabra))
print(’\n’)
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>k 3k 3k >k 3k 5k 5k >k 5k 5k >k 5k 3k >k 5k 5k >k 3k 5k >k >k 5k 5k >k >k 3k >k 5k 5k %k 5k 5k >k 5k 5k >k >k >k 5k %k >k >k >k %k >k >k 5k >k >k >k >k 5k %k %k >k %k %k >k *k %

Cdédigo perforado en las entradas
8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23,.,
24, 25, 26, 27,

28, 29, 30, 31, 32, 33, 34, 35]

La palabra (0, 0, 0, 0, 0, O, O, O) estd en el cddigo interno

La palabra (1, 0, O, , 0, 0, 1) estd en el cddigo interno

La palabra (0, 1, 1, , 1, 1, 0) estd en el cddigo interno

La palabra (1, 1, 1 1, 1, 1) estad en el cdédigo interno

1, 1
0, 0
1, 1

3 b

sk ok ok ok ok sk ok ok sk sk ok ok s ok ok s ok ok s ok ok sk ok ok sk sk ok sk sk ok ok s ok ok s ok ok sk sk ok sk sk ok sk sk ok ok s ok ok s ok ok sk ok ok sk ok ok sk

Coédigo perforado en las entradas
(1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25,
~26, 27, 28,
29, 30, 31, 32, 33, 34, 35]
La palabra (0, 0, O,
La palabra (1,
La palabra (0, 1,

0 0) estd en el cddigo interno
0
1
La palabra (1, 1,
0
0
1
1

1) estd en el cdédigo interno
1) esta en el cdédigo interno
0) estad en el cdédigo interno
1) esta en el cdédigo interno
0) estd en el cddigo interno
0) esta en el cdédigo interno
1) estad en el cédigo interno

-
-
-
-

3 3

-
-
-
-

-
-
-
-

La palabra (O,
La palabra (1,
La palabra (O,
La palabra (1,

b

-
-
-

3

-
-
-
-
-

3

-
-
-
-
-

= =, P, P, O O O
= = B, 2, O O O O
P P, O OFr,r P, OO

-

P O O O O
P OO, O mFr O

-

b

-
-

>k 3k 5k >k >k 5k >k >k 5k 5k >k 3k 5k >k 3k 5k >k %k 5k >k 5k 5k >k >k 5k 5k >k >k 5k >k 3k 5k >k %k 5k >k >k 5k >k >k >k >k >k >k 5k >k 3k 5k >k >k 5k %k >k >k >k >k >k >k >k >k *k

Cédigo perforado en las entradas
(o, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 21, 22, 23, 24, 25,
~26, 27, 28,

29, 30, 31, 32, 33, 34, 35]

La palabra (0, 0, 0, 0, 0, 0, O, 0) estd en el cddigo interno
La palabra (1, 0, O, 0, 0, 1, 1, 1) estd en el cddigo interno
La palabra (0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0) estd en el cddigo interno
La palabra (1, 1, 1, 0, 0, 0, O, 1) estd en el cddigo interno
La palabra (0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 0) estd en el cddigo interno
La palabra (1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1) estd en el cddigo interno
La palabra (0, 1, 1, 1, 1, 0, O, 0) estd en el cddigo interno
La palabra (1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1) estd en el cddigo interno
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>k >k >k 3k 3k 5k 3k 5k 5k 3k >k >k >k >k k 3k 5k 5k 5k 5k 5k >k >k >k >k >k 3k 5k 5k 5k 5k >k >k >k >k 5k 3k >k 3k 5k 5k >k >k %k >k >k 3k 3k >k 5k >k >k >k %k %k >k %k %k %k >k %k

Coédigo perforado en las entradas
o, 1, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 10, 11, 12, 13, 14, 16, 17, 18, 19, 20,
~26, 27, 28,

29, 30, 31, 32, 33, 34, 35]

La palabra (0, 0, 0, 0, 0, 0, O, 0) estd en el cddigo interno
La palabra (1, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1) estd en el cddigo interno
La palabra (0, 1, 0, O, 1, 0, 1, 1) estd en el cddigo interno
La palabra (1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0) estd en el cddigo interno
La palabra (0, 0, 1, 0, 1, 1, O, 1) estd en el cddigo interno
La palabra (1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0) estd en el cddigo interno
La palabra (0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0) estd en el cddigo interno
La palabra (1, 1, 1, 0, 0, 0, O, 1) estd en el cddigo interno
La palabra (0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 0) estd en el cddigo interno
La palabra (1, 0, 0, 1, 1, 0, O, 1) estd en el cddigo interno
La palabra (0, 1, 0, 1, 0, 1, O, 1) estd en el cddigo interno
La palabra (1, 1, 0, 1, 0, 0, 1, 0) estd en el cddigo interno
La palabra (0, O, 1, 1, 0, 0, 1, 1) estd en el cddigo interno
La palabra (1, 0, 1, 1, 0, 1, 0, 0) estd en el cddigo interno
La palabra (0, 1, 1, 1, 1, 0, O, 0) estd en el cddigo interno
La palabra (1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1) estd en el cddigo interno

>k 3k 3k >k 3k 5k >k 3k 5k >k >k 5k 5k >k 3k 3k >k 5k 3k >k 3k 5k >k >k 5k >k >k 5k 3k >k 3k 3k >k 5k 3k >k 3k 5k >k >k >k >k >k >k >k >k >k 5k >k %k 5k >k %k >k >k >k >k >k >k >k %

Cdédigo perforado en las entradas
o, 1, 2, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 11, 12, 13, 14, 15, 17, 18, 19, 20,
22, 23, 24, 25,

30, 31, 32, 33, 34, 35]

La palabra (0, O, 0, 0, 0, 0, O, 0) estd en el cddigo interno
La palabra (1, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1) estd en el cddigo interno
La palabra (0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0) estd en el cddigo interno
La palabra (1, 1, 1, 0, 0, 0, O, 1) estd en el cddigo interno
La palabra (0, 0, O, 1, 1, 1, 1, 0) estd en el cddigo interno
La palabra (1, 0, 0, 1, 1, 0, O, 1) estd en el cddigo interno
La palabra (0, 1, 1, 1, 1, 0, O, 0) estd en el cddigo interno
La palabra (1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1) estd en el cddigo interno

>k >k >k >k 3k 5k 3k 5k 5k 3k >k %k >k >k 3k 3k 5k 3k 5k 5k 5k >k >k 5k >k k 3k 5k 5k 5k 5k >k >k >k >k >k 3k >k 3k >k 5k >k >k %k %k 5k %k %k >k 5k >k >k >k %k %k >k %k %k %k >k %k

Coédigo perforado en las entradas
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(o, 1, 2, 3, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 12, 13, 14, 15, 16, 18, 19, 20,

21, 23, 24, 25,
27, 28, 29, 33, 34, 35]
La palabra (O,
La palabra (1,
La palabra (O,
La palabra (1,
La palabra (O,
La palabra (1,
La palabra (O,
La palabra (1,
La palabra (0,
La palabra (1,
La palabra (O,
La palabra (1,
La palabra (0,
La palabra (1,
La palabra (0,
La palabra (1,

O
O

0) estd en el cddigo interno
1) estd en el cdédigo interno
1) esta en el cdédigo interno
0) estad en el cdédigo interno
1) esta en el cdédigo interno
0) estd en el cddigo interno
0) esta en el cdédigo interno
1) estad en el cédigo interno
0) estad en el cdédigo interno
1) esta en el cdédigo interno
1) estad en el cdédigo interno
0) estd en el cddigo interno
1) estd en el cdédigo interno
0) estad en el cdédigo interno
0) esta en el cdédigo interno
1) esta en el cdédigo interno

-
-
-

-
-
-
-
-
-

-
-
-
-
-
-

-
-
-
-
-
-

-
-
-
-
-
-

-
-
-
-
-
-

-
-
-
-
-
-

-

-
-

-
-
-
-
-
-

-
-
-
-
-
-

-
-
-
-
-
-

-
-
-
-
-
-

-
-
-
-
-
-

-
-
-
-
-
-

P PP RPPRPRPRPPOOOOOOO
R P, O 00O Fr,r P OOk, P, P, P, OO

-

,RP OO FrRr P OO, OFR,r P OO, F+HO

-

PO FrRrP O O0OFrPrPOFRFRFOFP,rOFr P, OMFO

P P, OO FR,r P OO0ORFr, P, OOFk Kk, OO
R =, P, PP O 00Ok, Pk, P, P, OOO

3k >k >k 3k 3k 3k 3k 5k 5k 3k 5k >k >k >k >k 3k 3k 3k 5k 5k 5k >k >k 5k >k >k 3k 3k 5k 5k 3k >k %k >k >k 5k 3k 3k 3k ok 5k 3k >k %k %k >k 5k 3k >k 5k 5k >k >k %k %k >k >k %k %k >k %k

Coédigo perforado en las entradas
(o, 1, 2, 3, 4, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 13, 14, 15, 16, 17, 19, 20,
21, 22, 24, 25,
26, 28, 29, 31, 32, 35]
La palabra (O, 0, 0,
La palabra (1, s
La palabra (O,
La palabra (1,
La palabra (0,
La palabra (1,
La palabra (O,
La palabra (1,

0) estd en el cddigo interno
1) estd en el cdédigo interno
0) esta en el cdédigo interno
1) estd en el cdédigo interno
0) estad en el cdédigo interno
1) estad en el cédigo interno
0) estd en el cddigo interno
1) estd en el cdédigo interno

-
-
-
-

-

b

-
-
-

-
-

3

-
-
-

-
-

b

0
0
0
1,
1
1
1

-
-
-

-
-

>

-
-
-

-
-

b

-
-
-

B 2, OO, P, OO
= = O O = O

E e e e e
P OOFr OFr +r O
P OO Fr OFr KFr O

-

b

-
-
-

>k >k >k 3k 3k 3k 3k 5k 5k 3K 5k >k >k >k 3k 3k 3k 5k 5k 5k 3k >k >k >k >k >k 3k 3k 5k 5k 3k 5k >k >k >k 3k 3k 3k 3k 5k 5k 3k >k %k >k >k 3k 3k >k 5k 5k 5k >k >k %k %k >k %k %k %k %k

Coédigo perforado en las entradas
o, 1, 2, 3, 4, 5, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 14, 15, 16, 17, 18, 20,
-21, 22, 23, 25,

26, 27, 29, 30, 32, 34]
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La palabra (O,
La palabra (1,
La palabra (O,
La palabra (1,
La palabra (O,
La palabra (1,
La palabra (O,
La palabra (1,

0) estd en el cddigo interno
0) esta en el cédigo interno
1) esta en el cdédigo interno
1) estad en el cdédigo interno
0) esta en el codigo interno
0) estd en el cdédigo interno
1) esta en el cdédigo interno
1) estad en el cédigo interno

-
-
-
-
-
-

-
-
-
-
-
-

-
-
-
-
-
-

-
-
-
-
-
-

-
-
-
-
-
-

-
-
-
-
-
-

= O H-C):A(D — O
n—sn—nool—‘v—soo
|—~|—~|—\|—\POOO
HOOHP»—L!—LO
HOOHPHHO
e H-H*SD<D o O

-
-
-
-
-
-

>k 3k 3k >k 3k 3k >k 3k 5k >k >k 5k 5k >k 3k 3k >k 5k 3k >k 3k 5k >k >k 5k >k >k >k 5k >k 3k 5k >k 5k 3k >k >k 5k >k >k >k >k >k >k >k >k >k 5k >k %k 5k %k >k >k %k >k >k >k >k >k %

Cdédigo perforado en las entradas
(o, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 15, 16, 17, 18, 19,
~21, 22, 23, 24,
26, 27, 28, 30, 31, 33]
La palabra (0, 0, 0, O,
La palabra (1, 0, 0, 1
La palabra (0, 1, 1, O,
La palabra (1, 1, 1, 1

0) esta en el cbédigo interno
1) esta en el cdédigo interno
0) esta en el codigo interno
, 1) esta en el cédigo interno

-
-
-

-
-
-

= O =, O
= = O O
= = O O

-
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A
alfabeto 101
algebra de grupo 23
arista 2
multiples 3
B
brecha espectral 52
bucle 3
C
camino 4
caracter 22
ciclo 5
cintura 5
codigo 101
binario 102
de repeticion 104
bueno 102
de Hamming 106
dual 103
expander 110
extendido 105
GLDPC 109
interno 109
LDPC 107, 108
irregular 107
regular 107
lineal 103
perforado 105
conjunto simétrico de
generadores 13
constante de expansion de
vértices 33
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constante de expansion

espectral 54
constante de Kazhdan 62
constante isoperimétrica 30
cubierta 6
cubierta doble 8
cubierta doble extendida 8

D
dimensién 103
distancia de Hamming 102
distancia minima 102
relativa 102
divergencia 39
E
espectro 11
F

familia de cédigos
asintoticamente buena
102

frontera de aristas 29
frontera de vértices 33
G
gradiente 38
grado 3
grafo 2
bipartito 7
cociente 92
completo 4
conexo 5
de Cayley 13
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de incidencia arista-vértice adyacencia, 11
121
de Ramanujan 88 P
de Tanner 107 palabras-codigo 101
dirigido 2 peso de Hamming 102
finito 3 Propiedad (T) 84
homomorfismo 4 pullback 91
isomorfismo 4
r-partito 7 R
rfagullar i representacioén 16
sunple irreducible 20
grupo lineal general 16 matricial 18
grupo localmente compacto 84 regular 23
grupo topolégico 83 izquierda 23
L unitaria 16
) restriccion insatisfecha 117
laplaciano 39 N .
. .. restriccion satisfecha 117
lazo véase también bucle, 3
M 5
matriz de adyacencia 8 subespacio G-1I.1‘Var1ante 20
matriz de biadyacencia 9 subrepresentacion 21
matriz de incidencia 13
matriz generadora 103 v
matriz verificadora de paridad valencia véase también grado, 3
103 vértice 2
adyacente
dy t 3
O restriccién 107
operador de adyacencia 11 de variable 107
operador de Hecke véase incidente 3
también operador de vecino 3



Indice simbolico

(cr, ¢)—concentrador
(m7 n, dV_ ’ dV“'? 5)

(n,d, c)—biexpander

(n,d, c)—expander

Cvk
Cay(G, S)

Cos(G/H,S)
E(F,V\ F)

Ex(v)

GL(V)

Descripcion

Representacion regular.

Representacion de dimension finita de un grupo
finito.

Grafo bipartito con conjunto de vértices V-UV ™
donde |[V~=| = m, |[Vf| = n, con n > n,
(dy -, dy+)—regular y con la constante de expan-
sion de vértices €.

Grafo bipartito d—regular donde cada particion
tiene n vértices y la constante de expansion de
vértices del grafo es c.

Grafo d—regular con n vértices y constante de
expansion de vértices c.

Ciclo de longitud k.

Grafo de Cayley del grupo G' con conjunto simé-
trico de generadores S.

Grafo cociente.

Frontera de aristas del subconjunto de vértices
F.

Conjunto de aristas que inciden en el vértice v en
el grafo X.

Grupo de todas las transformaciones lineales in-
vertibles del espacio vectorial de dimensién finita
V' a si mismo.

Grupo de todas las matrices invertibles del espa-
cio vectorial de tamano n x n con coeficientes en
C.

Grupo multiplicativo de matrices con entradas

abu
enteras de la forma (8 8 v )

Z L

mZ mZ .

Grafo completo de n vértices.
Representacion regular izquierda.

157
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92
29

16

18

76

74

23
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Simbolo Descripcion Pagina
L*(X) C-espacio vectorial que consiste en las funciones 1

que van del conjunto finito X a C.

L*(X,R) Espacio vectorial cuyos elementos son funciones 2
de L?(X), cuyo codominio es R.

L3(X) Espacio vectorial cuyos elementos son funciones 2
de L*(X), cuyo producto interno con la funcién
constante 1 es igual a cero.

L}(X,R) Espacio vectorial cuyos elementos son funciones 2
de L?(X,R), cuyo producto interno con la fun-
cion constante 1 es igual a cero.

Nx(v) Conjunto de vecinos del vértice v en el grafo X. 3

O L x L 74

P* Camino de longitud k. )

S, Grupo multiplicativo de matrices con entradas 76
enteras de la forma (é g ?)

Spec(X) Espectro del grafo X. 11

X =(V,E) Grafo X con conjunto de vértices V' y conjunto 2
de aristas E.

X =MWVUVWE) Grafo bipartito X con conjunto de vértices ViUV, 7
y conjunto de aristas E.

Xri Grafo de Ramanujan construido por Lubotzky, 90
Phillips y Sarnak.

Z=(XUC,E) Grafo bipartito donde los vértices de X son lla- 107
mados variables y los vértices de C' son llamados
restricciones.

[n, k|—codigo lineal ~ Codigo lineal binario de longitud n, y dimension 103
k.

A Laplaciano discreto. 39

(%) Simbolo de Legendre. 131

k(G,S) Constante de Kazhdan del par (G, S). 62

k(G, S, L) min (= méxees || L(s)v — v 66

H,(G7 S, p, <'7 >) ml/nH”UH:l MAXse s Hp(S)U - UH 58

A(X) Constante de expansion espectral del grafo X. 54

Ao (X) Segundo valor propio méas grande asociado al gra- 40
fo X.

C Codigo. 101

C(2) Codigo LDPC construido apartir del grafo bipar- 108
tito Z.

C(Z,S) Codigo expander construido a partir del grafo bi- 110
partito Z y el codigo interno S.

C* Codigo perforado. 105

ct Codigo dual. 103



Indice simbolico 159
Simbolo Descripcion Pagina
D Gradiente. 38
D* Divergencia. 39
H, Codigo de Hamming de longitud 2" — 1 y dimen- 106
sion 2" — 1 —r.

P Codigo dual del codigo binario de repeticion. 104

o Operador de adyacencia. 9

0A Frontera de vértices del subconjunto de vértices 33
A.

e—biexpander Grafo bipartito con constante de expansion de 38
vértices compacta €.

e—expander Grafo con constante de expansion de vértices 36
compacta e.

G Conjunto de representaciones unitarias irreduci- 20
bles no equivalentes de G.

L Representacion regular izquierda restringida a 66

R L3(G).

C Codigo extendido. 105

| X || Nimero de aristas del grafo X. 3

C; 1—ésima restriccion. 107

d(C) Disatncia minima del cédigo C. 102

d(z,y) Distancia de Hamming entre las palabras-codigo 102
Ty y.

d— Xo(X) Brecha espectral del grafo X. 52

dx(v) Grado del vértice v en el grafo X. 3

et vértice final de la arista e. 38

e vértice inicial de la arista e. 38

fe Funcién contante ¢ en L*(X). 1

9(X) Cintura del grafo X. 5

h(X) Constante isoperimétrica. 30

wt(x) Peso de Hamming de la palabra-cédigo x. 102

T J—ésima variable. 107

2(i,7) Funcién donde para cada restriccion ¢; sus varia- 108
bles vecinas son X, 1), ..., X:(i.do)-

| X| Nimero de vértices del grafo X. 3
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