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Resumen

Esta investigacion presenta un estudio de la propagaciéon de haces gaussianos en medios no
lineales locales, estudiando los patrones de difraccion a campo lejano y los perfiles de intensidad
de la ecuacion de paraxial no lineal, el trabajo se centra en el efecto de auto-modulacion de
fase inducido por el efecto Kerr optico, donde el cambio de fase no lineal Ad; es directamente
proporcional a la intensidad del haz segin A®g = konoI(r)L.

El modelo resuelve la ecuaciéon paraxial no lineal mediante el método de operador dividido paso
a paso (split-step Fourier), considerando un medio local con cambios de fase no lineal de 7 a 47w
radianes, en diferentes posiciones respecto a la cintura del haz: z = —zy, 0, y +z2¢.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Contexto Historico de la Optica

La optica se puede definir como la ciencia de la vista, es decir, es una rama de la fisica que se
encarga de estudiar las propiedades de la luz al igual que sus fenémenos [54], sus raices provienen
de civilizaciones occidentales, siendo estas fuente de inspiraciéon para cientificos que han trabajado
en mejorar el conocimiento sobre la luz.

Una de las primeras ideas sobre la luz, eran de caracter religioso. En Egipto, el dios del sol Ra
era considerado la deidad del cual su ojo expedia la luz del dia [72]. En textos biblicos, la luz se
presenta con un origen divino, creada antes que el sol y la luna.

EucLides(300 A.E.C) propuso propiedades de la luz, como la propagacion rectilinea de los rayos
de luz y la ley de reflexion [55]. Estos principios al combinarse con el de Hero (100 D.E.C), que
indica que la luz sigue la trayectoria de mas corta, y la ley de refraccién, que sus origenes se
remontan desde Ptolomeo(170 D.E.C) sentaron las bases para la 6ptica geométrica.

1.1.1. Evolucion Historica de la Luz

Antes del siglo XVII, el modelo para describir la luz consistia en la aplicacion formaciones
geométricas de rayos que se propagaban en el espacio. En el siglo XIX cuando James Clerk Maxwell
formul6 su teoria electromagnética, diciendo que la luz se propaga como ondas electromagnéticas
y que existe un campo electromagnético [15].

Las ecuaciones de Maxwell, presentan complejidad matematica y dificultades para su interpreta-
cion. Para abordar estas limitaciones, Hermann von Helmholtz realizé una serie de simplificaciones
[34]. Que incluyeron:

= La formulacién de la ecuacién de Helmholtz independiente del tiempo

= La introduccion de la aproximacién paraxial.

Estas simplificaciones dieron lugar a la ecuaciéon de Helmholtz, que proporciondé un modelo
practico para modelar sistemas épticos reales.
1.2. Propagacion de Haces en Medios No Lineales

Cuando un haz gaussiano se propaga a través de un medio no lineal, experimenta fenémenos

que alteran su comportamiento. La introduccién de medios no lineales permite superar el problema
de la difraccion mediante efectos que se compensan.
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1.3 Objetivos de la Investigacion

El efecto Kerr no lineal, introduce una perturbaciéon en la constante de propagacion axial dada
por:

ky(ky) = ky(ky) + Ak, (1.1)

donde Ak, representa la perturbacion no lineal dependiente de la intensidad del haz [58].
La ecuacion que describe la propagacion de haces en medios no lineales es la ecuacion de
Schrédinger no lineal:

2
— + ——=—= + |u|"u=0. 1.2

Esta ecuacion describe el caso espacial (segundo termino) donde existen la difracciéon (tercer
termino) y el efecto de auto-enfoque.

Los enfoques para modelar estos fenémenos se pueden clasificar en dos categorias:

El primer enfoque[65], se basa en la aproximacion de medio delgado, que asume que el cam-
po eléctrico a la salida del medio no lineal puede describirse mediante una modulacion de fase
instantanea aplicada al haz incidente.

Frente a estas aproximaciones, el presente trabajo propone un enfoque mediante la soluciéon
numérica de la ecuacion de onda paraxial no lineal (NPWE) durante la propagacion en el medio.

La metodologia desarrollada en este trabajo proporciona una herramienta para estudiar la
automodulacion de fase en sistemas como: Cristales fotonicos y materiales ferroeléctricos|61], fibras
Opticas con no linealidad Kerr [20], semiconductores en condiciones de alta intensidad luminosa
[60] y medios dieléctricos convencionales en regimenes no lineales[65].

1.3. Objetivos de la Investigacion

1.3.1. Objetivo General

Desarrollar un modelo numérico basado en la ecuaciéon de onda paraxial no lineal para estudiar
la propagaciéon de haces Gaussianos en medios no lineales locales, analizando los efectos de auto
modulacion de fase y sus patrones de difracciéon a campo lejano.

1.3.2. Objetivos Especificos

1. Revision de la ecuaciéon de onda paraxial lineal

= Estudiar los fundamentos matemaéticos de la propagacion de haces en medios lineales
= Analizar las soluciones analiticas para haces Gaussianos en aproximacion paraxial

= Revisar los parametros caracteristicos de haces Gaussianos (cintura, longitud de Ray-
leigh, divergencia)

2. Revision de conceptos fundamentales de 6ptica no lineal local

» Estudiar el efecto Kerr 6ptico y su dependencia con la intensidad

= Analizar los mecanismos de auto-focalizaciéon y auto-modulacion de fase
3. Formalizaciéon del marco teérico para propagacion no lineal local

= Derivar la ecuacion de Schrédinger no lineal paraxial para medios locales
= Establecer las condiciones de borde y parametros de simulacién

= Definir los criterios de convergencia y estabilidad numérica

4. Desarrollo e implementaciéon de la herramienta computacional
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1.3 Objetivos de la Investigacion

= Implementar el método Split-Step Fourier para resolver la ecuacion no lineal
= Desarrollar algoritmos para el célculo de perfiles de intensidad y fase

= Crear rutinas para la visualizacién de resultados 2D.
5. Analisis de resultados de simulaciéon

= Estudiar la evolucion de parametros del haz (ancho, curvatura de fase)

= Analizar los patrones de difracciéon en campo lejano

1.3.3. Alcances y Limitaciones
= Alcance:
e El estudio de medios no lineales locales con respuesta Kerr instanténea

e Se considera propagacion paraxial y en una dimensién transversal

e Kl analisis se enfoca en haces Gaussianos de diferente cintura inicial
» Limitaciones:

e No se incluyen efectos de no localidad en la respuesta no lineal
e No se consideran efectos temporales

e El modelo asume medios homogéneos y sin pérdidas







Capitulo 2

Fundamentos Teéricos de la
Propagacion de Haces

El estudio de la propagaciéon de haces en medios 6pticos es la base teérica para comprender y
modelar fenémenos 6pticos, desde la focalizacion hasta la formacion de patrones complejos. En el
contexto de esta investigacion, el presente capitulo establece los fundamentos matematicos y fisicos
que gobiernan la dindmica del campo electromagnético.

2.1. Postulados de la Optica de Ondas

2.1.1. Ecuacién de Onda

La luz se propaga en forma de ondas. En espacio libre, las ondas de viajan con velocidad c,.
Un medio transparente homogéneo como el vidrio se caracteriza por una tnica constante, su indice
de refraccion n (> 1). En un medio con indice de refraccion n, las ondas de luz viajan con una
velocidad:

Co
—_— 2.1
¢ n ( )

Una onda 6ptica se describe mateméaticamente por una funciéon real de posiciéon r = (z,y,2) y
tiempo ¢, denotada u(r,t) y conocida como la funcién de onda. Satisface la ecuacion:

1 9%u
c2 Ot?
donde V? es el operador Laplaciano, V2 = §%/0x? + 0%/0y? + 0%/92%. Cualquier funcién que
satisfaga (2.2) representa una onda optica.
Debido a que la ecuacion de onda es lineal, se aplica el principio de superposicién; es decir, si
up(r,t) y us(r, t) representan ondas opticas, entonces u(r,t) = ui(r,t)+us(r, t) también representa
una onda 6ptica.

Viu — =0, (2.2)

2.1.2. Intensidad, Potencia y Energia

La intensidad I(r,t), definida como la potencia por unidad de drea (unidades de watts/cm?),
es proporcional al promedio del cuadrado de la funciéon de onda:

I(r,t) = 2(u?(r,t)). (2.3)
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La operacion (-) denota promedio sobre un intervalo de tiempo que es mucho mas largo que el
tiempo de un ciclo.

La potencia optica P(t) (unidades de watts) que fluye hacia un area A normal a la direccion
de propagacion de la luz es la intensidad integrada:

P(t) = /A I(r,t)dA. (2.4)

La energfa (unidades de joules) recolectada en un intervalo de tiempo dado es la integral tem-
poral de la potencia éptica sobre un intervalo de tiempo.

2.2. Ondas Monocromaticas

Una onda monocromética se representa por una funcién de onda con dependencia armonica del
tiempo:

u(r,t) = a(r) cos[2mvt + ¢(r)], (2.5)
donde:
= a(r) = amplitud
s o(r) = fase inicial
s v = frecuencia (ciclos/s o Hz)
» w = 27v = frecuencia angular (radianes/s)

Tanto la amplitud como la fase son generalmente dependientes de la posicion.

2.2.1. Representacion Compleja y la Ecuacién de Helmholtz
Funcién de Onda Compleja

Es conveniente representar la funcion de onda real u(r,t) en términos de una funciéon compleja
debido a su facilidad de manejo matemaético:

U(r,t) = a(r) explip(r)] exp(i27vt), (2.6)
de modo que:
u(r,t) = Re{U(r, )} = %[U(r,t) U (1)), 2.7)

La funcién U(r,t), conocida como la funciéon de onda compleja, describe toda la onda ; la
funcién de onda u(r,t) es simplemente su parte real. Al igual que la funciéon de onda u(r,t), la
funcion de onda compleja U(r,t) también debe satisfacer la ecuacion de onda:

1 9°U
2

6
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Amplitud Compleja
La ecuacion (2.6) puede escribirse en la forma:
U(r,t) = U(r) exp(i2nvt), (2.9)
donde el factor independiente del tiempo U(r) = a(r) exp[ip(r)] se denomina amplitud comple-
ja.
La funcién de onda u(r,t) esta, por lo tanto, relacionada con la amplitud compleja por:

u(r,t) = Re{U(r) exp(i27vt)} = %[U(r) exp(i2mvt) + U*(r) exp(—i27vt)]. (2.10)

En una posicion dada r, la amplitud compleja U(r) es una variable compleja cuya magnitud
|U(r)| = a(r) es la amplitud de la onda y cuyo argumento arg(U(r)) = ¢(r) es la fase.

Ecuacion de Helmholtz

Sustituyendo U(r,t) = U(r)exp(i27vt) en la ecuacion de onda (2.8), obtenemos la ecuacion
diferencial:

(V2 +EHU(r) =0, (2.11)

llamada ecuacion de Helmholtz, donde:

2
=0 (2.12)
c c
se denomina nimero de onda.
Intensidad Optica
La intensidad 6ptica se determina usando (2.3), cuando:
2u?(r,t) = 2a°(r) cos?[2nvt + p(r)] = |U(r)[*{1 + cos(2[2nvt + ¢(r)])}, (2.13)

se promedia sobre un tiempo mayor que un periodo, 1/v, el segundo término de (2.13) se anula,
de modo que:

I(r) = |U(r) . (2.14)

Por lo tanto, la intensidad 6ptica de una onda monocromatica es el valor absoluto al cuadrado
de su amplitud compleja. La intensidad de una onda monocromética estacionaria no varfa con el
tiempo.

Frentes de Onda

Los frentes de onda son las superficies con la misma fase, p(r) = de fases constantes; las
constantes a menudo se toman como multiplos de 27, ¢(r) = 27¢, donde ¢ es un entero. La normal
al frente de onda en la posicion r es paralela al vector gradiente V(r) (un vector con componentes
Op/0x, Op/dy, y Op/0z en un sistema de coordenadas cartesiano). Representa la direccion en la
que el cambio de la fase es maxima.




Fundamentos Teoéricos de la Propagacion de Haces
2.3 Ondas Paraxiales

Onda Plana

Una soluciéon simple de la ecuacién de Helmholtz en un medio homogéneo es la onda plana, la
cual tiene amplitud compleja:

U(r) = Aexp(—ik - r) = Aexp[—i(kyx + kyy + k.2)], (2.15)

donde A es una constante compleja llamada envolvente compleja y k = (kg, ky, k) se llama
vector de onda. Para que la ecuacion (2.15) satisfaga la ecuacion de Helmholtz (2.11), k2 +k24k2 =
k2, de modo que la magnitud del vector de onda k es el nimero de onda k.

Dado que la fase arg(U(r)) = arg(A)—k-r, los frentes de onda obedecen k-r = kyz+k,y+k,z =
2mwq + arg(A) (¢ = entero). Esta es la ecuacion que describe planos paralelos al vector de onda k
(de ahi el nombre de onda plana). Estos planos estdn separados por una distancia A = 27 /k, de
modo que:

A= e (2.16)
donde A se llama longitud de onda. La onda plana tiene una intensidad constante I(r) = |A|?
en todo el espacio, por lo que transporta potencia infinita. Esta onda es una idealizaciéon, ya que
existe en todas partes y en todo momento.
Si el eje z se toma en la direccion del vector de onda k, entonces U(r) = Aexp(—ikz) y la
funcion de onda correspondiente, es la ecuacion (2.10), dada es:

u(r,t) = |A] cos[2mvt — kz + arg(A)] = |A| cos[2mv(t — z/c) + arg(A)]. (2.17)

La funcion de onda, por lo tanto, es periodica en el tiempo con un periodo 1/v, y periodica
en el espacio con un periodo 27/k, que es igual a la longitud de onda A. Dado que la fase de la
funcion de onda compleja, arg(U(r,t)) = 2nv(t — z/c) + arg(A), varia con el tiempo y la posicion
en funcion de la variable ¢t — z/¢, ¢ se llama velocidad de fase de la onda.

En un medio con indice de refraccion n, la velocidad de fase ¢ = ¢,/n y la longitud de onda
A =c¢/v = ¢,/nv, de modo que A = \,/n donde A\, = ¢,/v es la longitud de onda en el espacio.
Para una frecuencia dada v, la longitud de onda en el medio se reduce en relacién con la del espacio
por el factor n. Como consecuencia, el ntumero de onda k = 27/ aumenta en relaciéon con el del
espacio (k, = 2m/),) por el factor n.

(o} AO
< . k= nk, (2.18)

2.3. Ondas Paraxiales

Se dice que una onda es paraxial si sus normales al frente de onda son rayos. Una forma de
construir una onda paraxial es con una onda plana Aexp(—ikz), considerarla como una onda
portadora, y modular su envolvente compleja A, haciéndola una funciéon de posicion lentamente
variable A(r) en funcion de la direccion de propagacion, de modo que la amplitud compleja de la
onda modulada se convierte en:

U(r) = A(r) exp(—ikz) (2.19)

La variacién de A(r) con la posicion a lo largo del eje de propagacion debe ser lenta dentro de
la distancia de una longitud de onda A = 27 /k, de modo que la onda mantiene aproximadamente
su naturaleza de onda plana.

La funcién de onda u(r,t) = |A(r)| cos[2nvt— kz+arg[A(r)]] de una onda paraxial se representa
en la Figura 2.1a como una funcién de z en t = 0y x = y = 0. Esta es una funcion sinusoidal de
z con amplitud |A(0,0, z)| y fase arg[A(0,0, z)] que varia lentamente con z. Dado que el cambio
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de la fase arg[A(z, y, z)] es pequenio dentro de la distancia de una longitud de onda, los frentes de
onda planos, kz = 2mwq, de la onda plana portadora se curvan solo ligeramente, de modo que sus
normales son rayos paraxiales [Fig. 2.1b].

2.3.1. Ecuaciéon de Helmholtz Paraxial

Para que la onda paraxial (2.19) satisfaga la ecuacion de Helmholtz (2.11), la envolvente comple-
ja A(r) debe satisfacer otra ecuacion diferencial parcial obtenida sustituyendo (2.19) en la ecuacion
de Helmholtz (2.11). La suposicion de que A(r) varia lentamente con respecto a z significa que
dentro de una distancia Az = )\, el cambio AA es mucho mas pequeno que la de la propia A; es
decir, AA <« A. Esta desigualdad de variables complejas se aplica a las magnitudes de las partes
real e imaginarias por separado.

Dado que AA = (0A/0z)Az = (0A/0z) ], se sigue que 0A/0z < A/X = Ak/2x, y por lo tanto

0A
— < EkA. 2.2
B < (2.20)

De manera similar, la derivada 0A/dz varia lentamente dentro de la distancia A, de modo que
0?A/02* < kOA/Dz, y por lo tanto

24
S <RA (2.21)

Sustituyendo (2.3) en la ecuacién de Helmholtz y despreciando §%*A/92% en comparacién con
kOA/0z o k*A, obtenemos

0A
V3A—i2k— =0, 2.22
T ¢ Oz ( )
donde V2.A = 0?/022 + 8 /0y? es el operador Laplaciano transversal.
La ecuacion (2.22) es la aproximacion de la funcion envolvente lentamente variable de la ecua-
cion de Helmholtz. La llamaremos la ecuacién de Helmholtz paraxial. Es una ecuacién diferencial
parcial que se asemeja a la ecuacion de Schrédinger.

2.4. FEl Haz Gaussiano

2.4.1. Amplitud Compleja

El concepto de ondas paraxiales se introdujo en la Seccién 2.3. Una onda paraxial es una onda
plana e~7*# (con ntimero de onda k = 27/ y longitud de onda \) modulada por una envolvente
compleja A(r) que es una funcion de posicion que varia lentamente (ver Fig. 2.1). La amplitud
compleja es:

U(r) = A(r) exp(—ikz) (2.23)

Se supone que la envolvente es aproximadamente constante dentro de una vecindad de tamano
A, de modo que la onda es localmente similar a una onda plana con frentes normales al frente de
onda que son rayos paraxiales.

Para que la amplitud compleja U(r) satisfaga la ecuacion de Helmholtz, V2U + k2U = 0, la
envolvente compleja A(r) debe satisfacer la ecuacion de Helmholtz paraxial (2.22):

0A
ViA—i2k— =0 2.24
T Leh s ( )
donde VZ = 9?02 + 8?/0y? es la parte transversal del operador Laplaciano.

Una solucién simple a la ecuaciéon de Helmholtz paraxial proporciona la onda paraboloidal:
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Paraxial

Wavefronts rays

YU

(a) (b)

Figura 2.1: (a) La magnitud de una onda paraxial como funcion de la distancia axial z. (b) Los
frentes de ondas y el frente de onda normal de una onda paraxial.[58]

A(r)—éex —'k‘p—2 2 =22 P 2.25
= e |-k ), pt =2ty (2.25)

donde A; es una constante. La onda paraboloidal es la aproximacion paraxial de la onda esférica
U(r) = (A1 /r) exp(—ikr) cuando z e y son mucho menores que z.

Otra soluciéon de la ecuacion de Helmholtz paraxial proporciona el haz gaussiano. Se obtiene
a partir de la onda paraboloidal mediante una transformacion. Dado que la envolvente compleja
de la onda paraboloidal (2.25) es una solucion de la ecuacion de Helmholtz paraxial (2.24), una
version de la misma, con z — £ reemplazando a z donde £ es una constante:

2
A(r) = Al) exp [—ikp} . q(z)=2-¢ (2.26)

q(z 2q(2)

también es una solucién. Esto proporciona una onda paraboloidal centrada en el punto z = £ en
lugar de z = 0, cuando & es complejo, la Ecuacion (2.26) sigue siendo una solucion de (2.24), pero
adquiere propiedades draméticamente diferentes. En particular, cuando £ es puramente imaginario,

digamos £ = —izg donde zg es real, la Ecuaciéon (2.26) da lugar a la envolvente compleja del haz
gaussiano:
Al . p2 :| .
A(r :exp[—zk , q(z) =z +1iz. 2.27
= 2(n) T 220

El parametro zy se conoce como el rango de Rayleigh.

Para separar la amplitud y la fase de esta envolvente compleja, escribimos la funciéon compleja
1/q(z) = 1/(z 4+ iz0) en términos de sus partes real e imaginaria, definiendo dos nuevas funciones
R(z) y W(z), tales que:

1 1 A

o= R AwR)

Se mostrarda que W (z) y R(z) son medidas del ancho del haz y del radio de curvatura del
frente de onda, respectivamente. Sustituyendo la Ecuacion (2.28) en la Ecuacion (2.27) y usando
la Ecuacion (2.23), se obtiene una expresion para la amplitud compleja U(r) del haz gaussiano:

(2.28)
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2.4 El Haz Gaussiano

2
Wo

P p’
W(z) P [ W2(z

Ulr) = 4o 2R(2)

)] exp {—ikz — ik +ic(2)], (2.29)

1/2

1+ (;)21 , (2.30)

R(z) =z {1 + (?)1 , (2.31)

W(Z) = Wo

¢(2) = tan™"! Zio (2.32)
1/2
Wy = (?) . (2.33)

Se ha definido una nueva constante Ag = A;/jzo por conveniencia. Contiene dos parametros, Ag
v 2o, que se determinan a partir de las condiciones . Todos los demas parametros estan relacionados
con el rango de Rayleigh zg y la longitud de onda A por las Ecuaciones (2.30) a (2.33).

2.4.2. Propiedades

Las Ecuaciones (2.29) a (2.33) se utilizardn ahora para determinar las propiedades del haz
gaussiano.

Intensidad
La intensidad I(r) = |U(r)|? es una funcion de las distancias axial y radial z y p = (22 +y?)'/%:
WO 2 2p2
I =1y | —— —— 2.34
(p.2) = Do {W(z)} P [ W2(2) .
donde Iy = |Ag|?. En cada valor de z la intensidad es una funcién gaussiana de la distancia

radial p. Esta es la razon por la cual la onda se llama haz gaussiano. La funcién gaussiana tiene
su pico en p = 0 y desciende con el aumento de p. El ancho W(z) de la distribuciéon gaussiana
aumenta con la distancia axial z.

Sobre el eje del haz (p = 0) la intensidad:

Wo r _ Iy
W(z) 14 (2/20)%’

tiene su valor maximo Iy en z = 0 y desciende gradualmente con el aumento de z, alcanzando
la mitad de su valor pico en z = 42 (Fig. 2.2). Cuando |z| > 2, I(0, 2) ~ Iy22/2?, de modo que
la intensidad disminuye con la distancia de acuerdo con una ley del cuadrado inverso, como en las
ondas esféricas y paraboloidales. La intensidad pico general I(0,0) = Iy ocurre en el centro del haz
(z=0,p=0).

10,2) = I { (2.35)

Potencia

La potencia total transportada por el haz es la integral de la intensidad sobre un plano trans-
versal (digamos a una distancia z):

P:/ I(p,z)2mpdp, (2.36)
0

lo que da:
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2.4 El Haz Gaussiano

—zy 0 ) z

Figura 2.2: Intensidad normalizada del haz.[5§]

1
P= §IQ(WW()2). (2.37)

El resultado es independiente de z. Asi, la potencia del haz es la mitad de la intensidad pico
multiplicada por el area del haz. Dado que los haces a menudo se describen por su potencia P, es
util expresar Iy en términos de P usando la Ecuacion (2.37) y reescribir la Ecuacion (2.34) en la
forma:

2P 202
I(p,2) = ———exp |- —F | . 2.38
02 = 507 774, (239
La relacion entre la potencia transportada dentro de un circulo de radio py en el plano trans-
versal en la posicion z y la potencia total es:

! /Po I(p,z)2mpdp=1—ce 205 (2.39)
— =1l—exp|————~|- .
P 0 p? p p p 1172(,2)

Radio del Haz

Dentro de cualquier plano , la intensidad del haz asume su valor pico sobre el eje del haz y cae
por un factor 1/e? ~ 0,135 a la distancia radial p = W(z).
La dependencia del radio del haz con z esta gobernada por la Ecuacion (2.30):

1/2

1+ (;)2] . (2.40)

El valor minimo Wy en el plano z = 0, llamado la cintura del haz. Asi, W, es el radio de
la cintura. El didmetro de la cintura 2W, se llama tamano del spot. El radio del haz aumenta
gradualmente con z, alcanzando v2Wj en z = zy, y continiia aumentando monétonamente con z
(Fig.2.3). Para z > zg el primer término de (2.40) puede ser despreciado, resultando en la relacion
lineal:

W(Z) = WO

W() ~ %’z — oz, (2.41)

donde 0y = Wy /7. Usando (2.33), también podemos escribir:

A
bp = —. 2.42
o= i (242)
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2.4 El Haz Gaussiano

Divergencia del Haz

Lejos del centro del haz, cuando z > zg, el radio del haz aumenta aproximadamente lineal con
z, definiendo un cono con semi-angulo 6y. Por lo tanto, la divergencia angular del haz se define por
el angulo:

2 A
— 2.43
T 2Wo’ ( )

La divergencia del haz es directamente proporcional a la relacién entre la longitud de onda A\ y
el didmetro de la cintura del haz 2W), si la cintura se comprime, el haz diverge.

Profundidad de Foco

Dado que el haz tiene su ancho minimo en z = 0, logra su mejor enfoque en el plano z = 0. En
cualquier direccion, el haz gradualmente crece . La distancia axial dentro de la cual el radio del
haz se encuentra dentro de un factor v/2 de su valor minimo (es decir, su area se encuentra dentro
de un factor de 2 de su minimo) se conoce como la profundidad de foco (Fig. 2.3), se puede ver a
partir de la Ecuacion (2.40) que la profundidad de foco es el doble del rango de Rayleigh:

\ |

Wo'r

Figura 2.3: Profundidad de Foco de un haz Gaussiano. [5§]

2 2
229 = ”ZVO . (2.44)

La profundidad de foco es directamente proporcional al area del haz en su cintura, e inversa-
mente proporcional a la longitud de onda.

Fase

La fase del haz gaussiano, a partir la Ecuacion (2.29) es:

=kz — . 2.45
wlp,2) =z = C(2) + gp0s (2.45)
Sobre el eje del haz (p = 0) la fase:
0(0,2) = kz = ((2), (2.46)
comprende dos componentes. El primero, kz, es la fase de una onda plana. El segundo representa
un retraso de fase ((z) dado por la Ecuacion (2.32) que varia desde —w/2 en z = —oo hasta +m/2

en z = 00, conocida .
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2.5 La ecuacion de onda electromagnética y la aproximacion paraxial

Frentes de Onda

El tercer componente en la Ecuacion (2.45) es la curvatura del frente de onda. Representa la
desviacion de la fase en puntos fuera del eje en un plano transversal dado de aquella en el punto
axial. Las superficies de fase constante satisfacen k[z + p?/2R(z)] — ((2) = 2mq. Dado que ((z)
y R(z) varian relativamente lento, son aproximadamente constantes en puntos dentro del radio
del haz en cada frente de onda. Por lo tanto, podemos escribir z + p?/2R = g\ + (A/27, donde
R = R(z) y ¢ = ((2). Esta es precisamente la ecuacion de una superficie paraboloidal de radio de
curvatura R.

2.5. La ecuaciéon de onda electromagnética y la aproximacién
paraxial
Para describir la propagaciéon de un haz laser en cualquier medio, se utiliza el conjunto de las

ecuaciones de Maxwell. para un medio dieléctrico, no magnético, sin cargas libres (pjipre = 0) y sin
corrientes libres (Jypre = 0), estas ecuaciones toman la forma:

V-D=0 (Ley de Gauss), (2.47)

V-B =0 (Ley de Gauss para el magnetismo), (2.48)

VxE= —86—]? (Ley de Faraday), (2.49)
oD .

VxH= v (Ley de Ampére-Maxwell), (2.50)

donde E es el campo eléctrico, H es el campo magnético, D es el campo de desplazamiento
eléctrico y B es el campo de induccién magnética. Para un medio lineal, isétropo y no dispersivo,
lo que los relacionan son D = ¢E y B = puoH, donde € es la permitividad dieléctrica del medio y
1o es la permeabilidad del vacio.

Para obtener una ecuaciéon que gobierne la propagacion del campo eléctrico E, se toma el
rotacional de la Ley de Faraday (Ecuacion 2.49):

0
VX(VXE):—a(VXB). (2.51)
Utilizando la identidad vectorial V x (V x E) = V(V - E) — V2E y sustituyendo la Ley de
Ampére-Maxwell (Ecuacion 2.50) para V x B (B = puoH), se obtiene:

0 (0D
V(V-E)-V’E=—po— | = | 2.52
(V-E) w (%) (252)
Asumiendo que el medio es homogéneo (¢ = 0), la Ley de Gauss (Ecuaciéon 2.47) implica que
V - E = 0. Sustituyendo D = ¢E y asumiendo que € no depende del tiempo, se llega a la ecuaciéon
de onda electromagnética homogénea para el campo eléctrico:

2
E
V2E — puoe—— = 0. (2.53)

La velocidad de fase de la onda en el medio est4 dada por v = 1/,/[g€, es conveniente expresar
esto en términos de la velocidad de la luz en el vacio ¢, = 1/,/mo€o y el indice de refraccion lineal

del medio ng = \/€/eg = co/v. Asi, uge = poeond = ng/ci, y la Ecuacién (2.53) se reescribe como:
ny 0’°E

-0~ = 2.54
v 2 ot? 0 (2.54)
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2.6 Deduccion de la Ecuacion Paraxial de Onda No Lineal (NPWE)

Esta es la ecuacion de onda fundamental que describe como se propaga cualquier perturbacion
electromagnética en un medio lineal, homogéneo e isdétropo. Su solucién mas simple es una onda
plana monocroméatica E(r,t) = Ege'®™=“Y donde k es el vector de onda cuya magnitud es
k| = k = now/c = noko, siendo kg el namero de onda en el vacio.

Se parte de una solucion de la Ecuacion (2.54) que supone una onda monocromética que se
propaga en una sola direccion (e.g., +2z) y cuya amplitud varia lentamente en el plano transversal
(z,y) y a lo largo de z. Esto conduce a la funcion envolvente:

1 ,
E(r,t) = ikA(x,y,z)el(kZ*‘”t) +c.c., (2.55)

donde A(z,y,z) es la amplitud compleja , X es el vector unitario que indica la polarizaciéon
lineal, y c.c. denota el complejo conjugado. La suposicion fundamental es que la variacion de A a
lo largo de la direccion de propagacién z es mucho mas lenta que la de la onda portadora e**, es
decir, [02A4/02%| < k|0A/0z|.

Para encontrar la ecuacion que controla A(z,y, z), se sustituye la funcion envolvente (Ecuacion
2.55) en la ecuacion de onda (Ecuacion 2.54). Calculando las derivadas:

E 1 A .
R (gz + z‘kA) et t e, (2.56)
O’E 1. /0%A - 0A i(kr—w
92 = 3% ( o2 T2k, - ’“QA) et e, (2.57)
2E 1 .
La = X (e A) ke e (2.58)

El Laplaciano V2E se puede separar en la parte transversal y la parte longitudinal: V?E =

ViE + %ig, donde

5 0? 0?
Vi = 922 + Rk (2.59)
es el operador Laplaciano transversal.

Sustituyendo todo en la Ecuacién (2.54) y notando que k? = niw?/c, los términos propor-
cionales a —k?A y n2w?/c3A se cancelan exactamente. Ademas, bajo la aproximacion paraxial
(|02A)022| < k|0A/Dz|), el término 02A/0z% puede despreciarse frente a 2ik0A/dz. Tras estas
simplificaciones y dividiendo toda la ecuacion por el factor comin (1/2)e?**=«!) se obtiene la
ecuaciéon paraxial de ondas:

HA
2 A+ 2ik=— =0. 2.
V3iA+2i 5 0 (2.60)

2.6. Deduccion de la Ecuacion Paraxial de Onda No Lineal

(NPWE)

En 6ptica no lineal, la polarizaciéon del medio P se expande en una serie de potencias del campo
eléctrico:

P = eox'VE + Py, = eoxVE + eoxPEE + ¥ EEE + .. ., (2.61)

donde y") es la susceptibilidad lineal (relacionada con el indice de refraccion lineal ng =
V1+xW) y Pyy, es la polarizacion no lineal. Para un medio isétropo y centrado en la inversion
(como un vidrio o un liquido), los términos de orden par (x(?), etc.) se anulan. El primer término
no lineal no nulo es el de tercer orden, x®), que da lugar al efecto Kerr optico.
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2.6 Deduccion de la Ecuacion Paraxial de Onda No Lineal (NPWE)

La polarizacién no lineal de tercer orden se escribe como:
Pur = cox¥ |E2E. (2.62)

Esta polarizacion no lineal actiia como un término fuente en la ecuacién de onda. Partiendo
de las ecuaciones de Maxwell y asumiendo un medio sin cargas ni corrientes libres, se obtiene la
ecuacion de onda no lineal inhomogénea:

0’E 0?Pr

2
E — — = Uy
\Y Ho€o 912 Ho e

(2.63)

donde Pt = eox(l)E + PN es la polarizaciéon total. Para un medio lineal, Py, = 0 y se recupera
la Ecuacion (2.54). El término no lineal 82812“ es el responsable de todos los fenémenos dpticos
no lineales.

Se asume que la polarizacion no lineal Pyp, también puede expresarse con una envolvente

lentamente variable:

1 .
Pni(r,t) = E)EPNL(JU, y, z)etF*wt Lce (2.64)

Sustituyendo las Ecuaciones (2.55 y 2.64) en la Ecuacién (2.63), y realizando el mismo proce-
dimiento de aproximacion que llevo a la Ecuacion (2.60) (es decir, despreciando 9?A/02? frente a
k|0A/0z| y asumiendo que tanto A como Pyp, varian lentamente en la escala de una longitud de
onda), se llega a:

A _
2@'14;83—2 + V2 A = —pow? Pype” k==wt), (2.65)

El lado derecho de esta ecuacion actiia como un forzamiento no lineal que modifica la propagacion
libre del haz.
Para el efecto Kerr 6ptico, la polarizacion no lineal Pyp, esta directamente relacionada con la

envolvente del campo A.
Par = eox® | A2 A. (2.66)

La modificacién del indice de refracciéon An inducida por esta polarizacion no lineal se define a
través de la relacion: )

An = ()] 4|2 2.67
=X |A| (2.67)

Combinando las Ecuaciones (2.65, 2.66 y 2.67), y notando que ppeow? = “c’—; = k?/n3, se obtiene el
término no lineal en su forma final:

; 2k?
—pow? Pype 2wt — —n—AnA. (2.68)
0

Finalmente, se incorpora también la atenuacién 6ptica incluyendo un término de absorcion.
Esto se hace permitiendo que el ntimero de onda k sea complejo, k = k, + ia/2, donde « es el
coeficiente de absorcion lineal. Sustituyendo este k complejo en la derivaciéon y manteniendo sélo

términos de primer orden en «, se anade el término ikaA.
Reuniendo todos los términos, se llega a la ecuacion paraxial no lineal de ondas (NPWE):

n2 82E 82PNL
VE - 2 =
oz M

(2.69)

El siguiente paso es introducir la funcién envolvente lentamente variable (Ecuacion 2.55) en esta
ecuacion no lineal. Sustituyendo E(r,t) = %&A(w, y,z)e' 2wt te ey Py = %&PNLei(kz_“t)—i-c.c.
en la Ecuacion (2.69), y realizando el mismo procedimiento de aproximacion que llevé a la Ecuacion
(2.60) (es decir, despreciando 0?A/9z? frente a kDA/dz y asumiendo que Pyi, varia lentamente),
se obtiene la ecuacion paraxial no lineal de ondas (NPWE):
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2
Qik% +V2A+ ELAN +ikaA = 0. (2.70)
0z no
Donde 94
 k— 2.71
ik 55 (2.71)

la ecuacion (2.71) representa la evoluciéon de la envolvente A a lo largo de la direccion de

propagacion z. El factor 2ik surge naturalmente de la derivacién y asegura que la ecuacion sea
consistente con la propagacion de una onda.

0?A 0?4

VidA= "+ ——, 2.72

€1 o2 ayg ( )

la Ecuaciéon (2.72) es el operador Laplaciano transversal. Describe el fenémeno de la difrac-

cion, que es la tendencia natural de un haz a expandirse a medida que se propaga debido a su

confinamiento espacial finito.

2k?
—AnA. (2.73)
no
La ecuacion (2.73) incorpora los efectos no lineales. La modificaciéon no lineal del indice de
refraccion An es una funcién de la intensidad optica I = |A|?. Para el efecto Kerr 6ptico, esta
dependencia es instantanea y espacialmente local:

An = nol = ny|AJ?, (2.74)

donde ny es el coeficiente no lineal de tipo Kerr (usualmente dado en m2?/W). Este término es
responsable de la auto-modulacion de fase: la fase del haz se modifica a si misma a través de su
propia intensidad, lo que puede llevar a efectos como el auto-enfoque o auto-des-enfoque.

ikaA. (2.75)

Este término describe la absorcién optica. El coeficiente de absorcion o puede ser constante
(absorcion lineal) o puede depender de la intensidad (absorcion no lineal), como en la absorcion
de dos fotones:

CK(I) = op + 5.[, (276)

donde «q es el coeficiente de absorcion lineal y 8 es el coeficiente de absorcion de dos fotones. La
parte imaginaria ¢ indica que la absorcion afecta principalmente a la amplitud (y no a la fase) del
campo.

La NPWE (Ecuacion 2.70) es una ecuacion diferencial parcial que describe la evolucion de la
envolvente compleja A(x,y, z) de un haz laser a que se propaga en un medio no lineal.

2.7. Limites de la Aproximacién Paraxial

El trabajo de M. Lax, W. H. Louisell y W. B. McKnight. [44] establece las bases matematicas
para la aproximacion paraxial partiendo directamente de las ecuaciones de Maxwell, resolviendo
asi una aparente paradoja fundamental en 6ptica de haces.

Cuando se estudia la propagacion de luz en medios isétropos inhomogéneos con indice de
refraccion variable, surge una inconsistencia matemaética. Si se asume un campo eléctrico polarizado
planamente en la direccion x (5 = [04,0,0]), las ecuaciones de Maxwell exactas implican que J,
debe ser independiente de la coordenada x. Sin embargo, en el tratamiento paraxial convencional
se buscan soluciones gaussianas que dependen explicitamente de las coordenadas transversales,
violando esta condicion.
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2.7 Limites de la Aproximacion Paraxial

Esta aparente contradiccién se resuelve mediante un procedimiento sisteméatico de expansiéon
que muestra que la aproximaciéon paraxial corresponde al término de orden cero en un desarrollo
asintotico.

Escalamiento y Expansiéon Sistematica

El enfoque de M. Lax, W. H. Louisell y W. B. McKnight. [44] introduce un escalamiento natural
basado en los parametros caracteristicos del haz gaussiano:

r=w€, y=wn; z=IC (2.77)

donde wy es el radio de la cintura del haz y [ = kw3 es la longitud de difraccién. El pardmetro
de expansion natural es:

wo 1
- 0_ - 2.78
f l k‘wo ( )
El campo eléctrico se expresa como:

§ = e (Fr + 2F.), (2.79)

y se desarrolla en series de potencias de f:
Fr=F + PR 4 (2.80)
Fe=fFV + PEY 4. (2.81)

Ecuaciones de Orden Cero y Primer Orden

Sustituyendo las expansiones en las ecuaciones de Maxwell escaladas, se obtiene:
Orden Cero (Aproximacién Paraxial Estandar):

(0)

_ OF. o
V2EY 4+ 2i 5 = —(glymoFY. (2.82)

Primer Orden (Componente Longitudinal):
F = ivp - B, (2.83)

Esto demuestra que el campo de orden cero es puramente transversal y satisface la ecuaciéon
paraxial convencional, mientras que el campo de primer orden es longitudinal y est4d determinado
completamente por la divergencia transversal del campo de orden cero.

Interpretacion Fisica y Magnitud de las Correcciones

La relacion entre los componentes longitudinal y transversal es:

|0-| _ 1
|5T| kwo.

(2.84)

El componente longitudinal presenta un desfase de 7/2 respecto al transversal, lo que tiene
implicaciones en la estructura del frente de onda y la densidad de energia.
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2.7 Limites de la Aproximacion Paraxial

Implicaciones para Medios No Lineales

Para medios con no linealidad Kerr (An = nyI), el formalismo permanece vélido siempre que
el parametro de no linealidad satisfaga:

I
< (2.85)
no

En este caso, la ecuacion paraxial de orden cero se convierte en la ecuacion no lineal de Schro-
dinger (NLSE) utilizada comtnmente en 6ptica no lineal:

V2 + 2k 2L 4 2k2 "2 2y — 0. (2.86)
0z no
La aproximacién paraxial, que condujo a la ecuacion paraxial de ondas (Ecuacion 2.60), es una
herramienta fundamental para el estudio de la propagacion de haces laser. Sin embargo, su validez
esta sujeta a condiciones especificas sobre la naturaleza del haz. Esta seccién tiene como objetivo
establecer de manera rigurosa los limites de esta aproximacion, cuantificando el error cometido al
despreciar el término 92A/9z? y discutiendo las consecuencias de su incumplimiento.
Para fundamentar esta aproximacién, partimos de la expresiéon para el campo eléctrico da-
do(Ecuacion 2.55):
E(r,t) = %XA(m,y, z)etthz=wt) e, (2.87)
La suposicion fisica subyacente es que la amplitud compleja A(x,y,z) varia lentamente en la
direccién de propagacién z en comparacion con la variacion rapida de la onda portadora e™=.
Matematicamente, esto implica que la escala longitudinal caracteristica de variacion de A, llamada
L., es mucho mayor que la longitud de onda A = 27 /k:

L. >\ (2.88)

Para cuantificar esto, sustituimos la forma de la envolvente lentamente variable en la ecuacién de
onda homogénea (Ecuacion 2.53). Como se mostro6 en la Seccion 2.5, esto conduce a una ecuacion
exacta antes de cualquier aproximacion:

0A  9%A
2 g o4 v a
Vi A+ 2ik P + 5.2 0. (2.89)

. ., . . . L . 2 .
La aproximaciéon paraxial consiste en despreciar el término ‘?jz’;‘ frente a 2@]@%—’:, argumentando que
es significativamente menor. Para establecer el criterio de validez, comparamos la magnitud de
ambos términos. Estimamos las derivadas como:

0A |A]
— |~ 2.90
‘ 0z L.’ (2.90)
0%2A |A]
— |~ = 291
022 L? (291)
Por lo tanto, la condicién para que la aproximacion sea vélida es:
0?A)02? 1/L? 1
~ Z — 1. 2.92
2ik0AJ0z| " kL. kL. & (2:92)

Esto confirma que la aproximacion paraxial es valida cuando kL, > 1, o equivalentemente, L, > .
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2.8 El operador de difracciéon y su evolucion.

2.7.1. Ecuaciones de Propagaciéon No Paraxiales

Para situaciones donde la aproximacién paraxial no es suficiente, es necesario recurrir a métodos
de propagacién mas generales. La expresion exacta para la propagacion en el espacio de Fourier
(espacio reciproco) es una alternativa robusta. Dado el campo en un plano z = 0, A(z,y,0), su
transformada de Fourier es fl(kz, ky,0). El campo en un plano z > 0 se obtiene entonces mediante:

Az, y,2) = F! {[l(km, ky,0) eikzZ}7 (2.93)

donde k, = |/k? — kZ — k2. Esta expresion es valida para cualquier dngulo, siempre que [k | < k

(ondas homogéneas). Sin embargo, su implementaciéon numérica es mas costosa computacional-
mente que el método Split-Step paraxial, debido a la necesidad de calcular la raiz cuadrada para
cada componente espectral.

ky=k— % - £ ... (2.94)

lo que conduce a una ecuacion diferencial parcial con derivadas de orden superior (e.g., V‘j_),
conocida como ecuaciéon de onda de angulo ancho.

2.8. El operador de difraccién y su evolucion.

La Ecuacion Paraxial de Ondas No Lineal (NPWE) derivada en la seccion anterior gobierna la
evolucion de la envolvente compleja A(x,y, z) de un haz laser durante su propagacion en un medio
optico. Esta ecuaciéon puede reescribirse aislando la derivada con respecto a z:

0A i

0z 2k
Esta forma manifiesta que la evolucién del haz es gobernada por la competencia entre tres
operadores distintos:

k
VA - i And - %A. (2.95)

1. Un operador de difraccion lineal: D = Q—IkVi

2. Un operador no lineal que modula la fase: N = —i ko An

no
3. Un operador de absorcién que atenda la amplitud: L= -5
El foco de esta seccién es analizar en detalle el primer operador, 15, que describe el efecto puro
de la difraccién, es decir, como se propaga un haz en ausencia total de no linealidades y pérdidas
(An =0, a = cte.).
Bajo estas condiciones, la NPWE se reduce a la ecuaciéon paraxial de difraccion:

0A i

La solucién formal de la Ecuacion (2.96) para un paso de propagacion Az se puede escribir
utilizando la nocién de operador de evolucién:

A(z,y,z + Az) = exp (Az . ;kVi) Az, y, 2) (2.97)

Sin embargo, la naturaleza no conmutativa y la dependencia espacial de los operadores N y
L en la ecuacion completa (Ecuacion 2.95) hacen que encontrar una soluciéon analitica exacta sea
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2.8 El operador de difracciéon y su evolucion.

complicadp para el caso general no lineal. Por esta razon, el método numérico de Split-Step Fourier
(o Split-Step) se convierte en una herramienta necesaria.

La idea fundamental del método Split-Step es aproximar el operador de evoluciéon para un paso
pequenio Az asumiendo que los efectos de difraccion y no linealidad actiian independientemente a
lo largo de medio paso cada uno. La precision de esta aproximacion es del orden O(Az?).

La evolucion del operador de difraccion, aislado en el espacio de Fourier, es, por tanto, concep-
tualmente simple y computacionalmente eficiente. Su acciéon sobre un haz arbitrario se reduce a
aplicar un desfase lineal en el espacio reciproco, donde cada componente espacial de Fourier (que
corresponde a una onda plana propagandose en una direccién definida por k; = (k,, k,) adquiere
un desplazamiento de fase distinto.

Para ilustrar la accion pura del operador de difraccién, considérese su efecto sobre el modo
fundamental de propagacion: el haz Gaussiano. Un haz Gaussiano a la cintura (z = 0) tiene un
perfil de campo dado por A(r,0) = Ag exp(—r?/w?), donde wy es el radio de la cintura. La evolucién
de este haz gobernada tinicamente por la Ecuacion (2.96) tiene una solucion analitica conocida:

A(r,2) = AO% exp (— w§(2z)> exp (—i [kz — () + QZQZ)D : (2.98)
w(z) = woy /1 + (;)2 (2.99)
R(z) =z (1 + (ZZO)Q> , (2.100)

¢(2) = arctan (Z) : (2.101)

20

donde zy = mwing/\ es la longitud de Rayleigh y define la escala de distancia sobre la cual
la difraccion expande significativamente el haz. El radio del haz w(z) crece monotonicamente, la
curvatura del frente de onda R(z) cambia de signo en z = 0, y la fase de Gouy ((z) acumula un
deslizamiento de fase extra de m a medida que el haz pasa por la cintura.

21






Capitulo 3

Optica No Lineal y el Efecto Kerr
Local

La no linealidad es una propiedad del medio de propagacién, las propiedades se describen
mediante la relacion entre el vector de densidad de polarizacion P(7,t) y el vector de campo

eléctrico E (7, t):

P(t) = eoxVE(1). (3.1)

En este caso, la polarizacion depende de la intensidad del campo eléctrico, donde x(!) se conoce
como la susceptibilidad lineal. En 6ptica no lineal, la respuesta 6ptica se describe con la ecuacion
(3.1), expresando la polarizacion P(t) como una serie de potencias del campo E(t):

P(t) = g0 [\ E(t) + XD E2(t) + XV B (1) + - (3.2)

P(t) =P () + PA(t) + PO(t) + - - (3.3)

Las cantidades x(® y x(® representan las susceptibilidades 6pticas no lineales de segundo y
tercer orden.

Para medios centrosimétricos, el término no lineal de segundo orden esta ausente. La no linea-
lidad dominante es entonces de tercer orden y el material se denomina medio Kerr:

PO(t) = eox P E(t)? (3.4)
Sustituyendo E(t) en la polarizacion de tercer orden:

PO (t) = eox P [EW] = eox® [E(w)e™ + E* (w)e™ "]’

(3.5)
Expandiendo el cubo:

[E@)]? = B3 (w)e™! + 3B (w)E* (w)e™! + 3B(w)E*?(w)e™“! 4 E*3(w)e "3t (3.6)
Simplificando usando |E(w)|? = E(w)E*(w):

[E(t)? = B3 (w)e™! 4 3|E(w)|?E(w)e™! + 3|E(w)|*E* (w)e ™! + E*3(w)e ! (3.7)

Por lo tanto:
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PO (1) = gox® [E?(w)e™ + 3|E(w)[PE(w)e™" + 3|E(w)[*E* (w)e ™" + E*}(w)e” '] (3.8)

Para la componente a frecuencia w, la amplitud compleja Py, (w) es el coeficiente de e?“*:

Pnr(w) = 3€0X(3)|E(w)|2E(w) (3.9)

Para la componente a frecuencia 3w, la amplitud compleja Py (3w) es el coeficiente de e?3+t:

Prni(3w) = eox P E3(w) (3.10)

Si se omite €g, se obtiene el resultado esperado:

Prni(w) = 3xP|E(w)|?E(w) (3.11)

Prr(3w) = x® E3(w) (3.12)

Efecto Kerr Optico

El efecto Kerr optico es el fenomeno no lineal de tercer orden que describe la modificaciéon
instantanea y local del indice de refraccion de un material inducida por la intensidad del campo
Optico que se propaga.

La componente de polarizacion a frecuencia w corresponde a un incremento de la susceptibilidad
Ax:

PNL(UJ)

— 3O B2 = 6@ T 3.13
Fw) X" E(w)]” = 6nx (3.13)

EoAX =

donde I = |E(w)|?/2n es la intensidad éptica de la onda inicial. Dado que n? = 1 + ¥, esto
equivale a un incremento del indice de refraccion:

on OV1+x) 1
S R N (319
Ax
Sustituyendo la ecuacion (3.13) en (3.15):
(3)
An =3 (3.16)

Eon

Por lo tanto, el cambio en el indice de refraccién es proporcional a la intensidad optica. El
indice de refracciéon total es una funcion lineal de la intensidad:

n(I) =n+ nol (3.17)
donde:
3nox®
= 3.18
2 n2eg ( )

Para un medio isotropico, esta respuesta se cuantifica mediante la modificacién del indice de
refraccion, dada por:

n=ng+ nal (3.19)
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La consecuencia de la Ecuacion (3.19) es la auto-modulacion de fase. Un haz con un perfil de
intensidad transversal no uniforme induce un perfil de indice de refracciéon igualmente no uniforme,

An(z,y) = nol(z,y) (3.20)

. La fase no lineal después de propagarse una distancia L en el medio es:

onL(z,y) = koAn(z,y)L = konoI (x,y)L (3.21)

Auto Modulacién de Fase Como resultado del efecto Kerr 6ptico, una onda que viaja en un
medio no lineal de tercer orden experimenta auto modulacién de fase. El cambio de fase para un
haz de potencia P y area transversal A, que viaja una distancia L en el medio, es:

_2mnn(I)L  2m(n+noP/A)L

= = 3.22
¢ Ao Ao (3-22)
siendo alterado por:
PL
Ap =2 — 2
¢ =2mny oA (3.23)

El cambio en el indice de refraccion conduce a un cambio en el vector de onda dentro del medio.
. Ahora tenemos:

21Ny

Ao

2
Ak(l’, Y, Z) = knl - klin = %An(l’u Y, Z) = I(l’, Y, Z) (324)
0

Este cambio en el vector de onda se traduce en una modificaciéon de la fase 6ptica acumulada
durante la propagacion, la fase total acumulada por el haz al propagarse una distancia L en el
medio no lineal viene dada por:

L L
Brotal = / Froaidz = / (ki + AR()] dz = ki + A (3.25)
0 0

donde el cambio de fase no lineal A¢ es:

L L
2
Ad(z,y) = / Ak(z,y,z)dz = / %An(m, Y, 2)dz (3.26)
0 0 Ao
Para un medio delgado (L < zp, donde zj es la longitud de Rayleigh) y con una intensidad que
varfa lentamente en la direccion z (lo que permite despreciar la dependencia con z de I dentro del
medio), la integral se simplifica notablemente. Bajo estas condiciones, podemos aproximar:

2mna L
Ao

Ad(a,y) ~ %An@:,y)L - I(z,y) (3.27)

Usando la definicién del nimero de onda en el vacio ky = i—:, obtenemos la expresion funda-
mental para el cambio de fase no lineal:
A¢(z,y) = koAn(x,y)L = konoI (z,y)L (3.28)
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Efectos de Auto-accion Los efectos de auto-accion se refiere a como un haz de luz modifica
su propagacion mediante la respuesta no lineal de un material. Estos incluyen autoenfocamiento y
auto-atrapamiento .

El autoenfocamiento ocurre cuando un haz con distribucién transversal no uniforme modifica
las propiedades del medio de propagacion, causando que el haz se enfoque en materiales con no
positivo, el material actiia como un medio gradiente que genera un cambio de fase no uniforme,
curvando el frente de onda y funcionando como una lente positiva.

El auto-atrapamiento ocurre cuando un haz se propaga con didmetro constante d como
consecuencia del autoenfocamiento y difraccion. Este fendémeno solo puede ocurrir si la potencia
del haz es exactamente igual a la potencia critica [9]:

7(0,61)22
p,="—270 3.29
877,0”2 ( )

En general, los efectos de auto-accién pueden describirse mediante la ecuacion de onda no lineal.

Perfil de fase para un haz Gaussiano

Para un haz con perfil de intensidad transversal Gaussiano, la intensidad viene dada por:

272
I(r) = Ipexp (—w2>

donde:
= Iy es la intensidad pico en el centro del haz (r = 0)

» w es el radio del haz a la posicion z (definido donde la intensidad decae a 1/e? de su valor
mAaximo)

» 7 =+/22 + 1?2 es la coordenada radial

Sustituyendo en la Ecuacion 3.28, obtenemos el perfil de cambio de fase no lineal:

A¢(r) = Agg exp (—irj) (3.30)

donde A¢g = konalpL es el cambio de fase no lineal méaximo sobre el eje (r = 0).

3.0.1. Relacién con la ecuacién paraxial no lineal de onda (NPWE)

Finalmente, es crucial destacar que este cambio de fase no lineal A¢ se incorpora naturalmente
en la ecuacion paraxial no lineal de onda (NPWE) que derivamos en el Capitulo 2. Recordando la
forma de la NPWE :

2
2k 24 +V3iA+ 2K A A 4 ikad = 0. (3.31)
0z no
El término ) )
2R AnA = %n2|A|2A (3.32)
no Nno

es el responsable de acoplar la intensidad del haz con su propia fase, generando la auto-modulacion
de fase.
El operador no lineal

k
N = —i—An, (3.33)
no
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introducido en la Seccién 2.3 actia especificamente sobre la fase del campo, modificindola
segin:
exp(iA¢d) = exp(ikonal L) (3.34)

Esta modificacion de fase es la que conduce a todos los fenémenos no lineales discutidos en esta
seccion.
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Capitulo 4

Resultados numeéricos

4.1. Descripciéon del Modelo de Propagacion

Se considera un haz Gaussiano de cintura wg y longitud de onda A cuya amplitud compleja a
la salida del medio esta dada por:

— 2

exp [wj] exp {;‘L} exp {—ikz - ik#(z) +ic(2)], (4.1)

wo

w(z)

E(r,z) = Ay
donde:
= Aj es una constante de amplitud,
s w(z) es el ancho del haz a la distancia z,
s R(z) es el radio de curvatura del frente de onda,
= ((z) es el término de fase debido al efecto Guoy,
= L es el grosor de la muestra,
= « es el coeficiente de absorcion lineal del medio.

Se considera que el campo inicial no se vera afectado al propagarse por el medio méas que por
un pequenio cambio de fase A¢ a la salida del medio. El cambio de fase A¢ se obtiene de integrar
el cambio en el indice de refraccion An a lo largo del grosor de la muestra:

A=k /OL An(D)dz, (4.2)

donde An(I) representa la contribucion no lineal del indice de refraccion, que puede incluir
términos locales y no locales.
En el modelo propuesto, la no localidad del medio se manifiesta a través de:

= Modificacién del ancho del perfil de cambio de fase respecto al ancho del perfil de intensidad
incidente

s Alteracion de la magnitud del cambio de fase maximo sobre el eje de propagacion

= Cambios en la amplitud del campo de salida
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Estos efectos se modelan mateméticamente mediante la inclusion de un término de convolucion
en la expresion del cambio de fase no lineal [41]:

An(l)=nol +s- (Rx1), (4.3)
donde:
= 1y es el coeficiente no lineal Kerr,
= s es la fuerza de la no localidad,
= R es la funcion de respuesta no local,

= x denota la operacién de convolucion.

4.2. Modelo de Respuesta No Local

La no linealidad de un material representa una propiedad fundamental que caracteriza la res-
puesta del medio ante la presencia de un campo externo. Se suele considerar que la respuesta
del material en un punto especifico depende del valor del campo unicamente en ese mismo punto
[49]. Cuando se cumple esta condicion, se dice que el material es local. Sin embargo, numerosos
materiales exhiben un comportamiento que complican esta simplificacion.

En el caso de un medio no local, dicho cambio puede representarse mediante la expresiéon
fenomenologica [41]:

An(I)=s / R(E—MI(E, 2)dE (4.4)
donde:
» La integral [ dg se realiza sobre todas las dimensiones transversales
= s indica el signo de la no linealidad, tomando valores 1 o —1
» s =1 corresponde a no linealidad positiva (autoenfocamiento)

» s = —1 corresponde a no linealidad negativa (autodesenfocamiento)

R(7) es la funcién de respuesta, considerada real, localizada y simétrica
» La funcion de respuesta satisface la condicién de normalizacion [ R(F)dF = 1

El ancho de la funciéon de respuesta R determina el grado de no localidad del material.
Para el caso particular de una respuesta local, donde R(7) = 6(7), obtenemos:

An = sI(T, z) (4.5)

Esto significa que el cambio en el indice de refraccion en un punto esta determinado exclusiva-
mente por la intensidad de la luz en ese mismo punto.
Para la implementacién numérica, utilizamos una funciéon de respuesta gaussiana:

22 4 2
2031 ’

R(z,y) = % exp (— (4.6)

2moz,
donde o, representa el ancho caracteristico de la respuesta no local [35].
En este trabajo, solo se enfoca en resolver el caso donde el medio lineal es local, y describimos
un método numérico basado en técnicas de operador dividido y transformada discreta de Fourier
[24].
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Ecuacién de Onda y Método de Solucién

Partimos del supuesto habitual de que la propagaciéon de un componente de frecuencia tnica
puede describirse mediante la ecuacion escalar de Helmholtz:

0’E n 0*E n 0’E L w?

ox?  Oy? 022 2

n*(w,z,y)E =0, (4.7)

donde E(w,z,y,z) es la componente transversal del campo eléctrico, w es la frecuencia circu-
lar de la luz, y el indice de refraccion n(w,z,y) se supone que depende solo de las coordenadas
transversales x e y.

La solucion a la ecuacion (4.7) en z = Az puede escribirse formalmente en términos del campo
en z = 0 como:

2 1/2
E(x,y,Az) = exp |tiAz (Vi + acjzn2> E(x,y,0), (4.8)
donde V2 = BB—; + aa—;.La raiz cuadrada en la Ec. (4.8) puede escribirse en la forma
2 1/2 2
(Vi + w2n2> = 2VJ- 7 + (w/c)n. (4.9)
c (V2 +22n2)” 1+ 2

Sin en el primer miembro del lado derecho de la Ec. (4.9) se reemplaza por el valor de referencia
ngp, la Ec. (4.9) se convierte en

) w2 ) 1/2 Vi
(VL tan ) = V2 112 1k +k+ E[(n/no) —1], (4.10)
1

k = (now)/c. (4.11)

La aproximacion en la Ec. (4.10) es valida para variaciones suficientemente pequenas en n(x,y),
como se muestra en el Apéndice (A.1). Deseamos restringir la soluciéon para F a una sola onda
propagandose en la direccion positiva z. Si la dependencia temporal de F(w, x,y, z) es exp(iwt), E
puede expresarse de la forma

E(z,y,z) = e(z,y, 2) exp(—ikz). (4.12)
Sustituyendo en la ecuacion (4.8) y tomando el signo negativo se obtiene:

Vi
(Vi +k%)

e(z,y,Az) = exp [iAz Ve X(I,y)] e(z,y,0), (4.13)
donde x = k[(n/ng) — 1].
A segundo orden en Az, la ecuaciéon (4.13) puede reescribirse en la forma de operador dividido
simetrizado:

1Az V2
i Az) —exp |- 27 2 o
e(z,y,Az) exp[ D) (V2¢+k2)1/2+k] exp(—iAzy) "
1Az %1 . .
e [_2 (V2 +k2)1/2 + k] €(z,y,0) + O(Az)”,
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donde el error surge de la no conmutaciéon de V2 y x(z,y). Esta expresion es adecuada pa-
ra generar una soluciéon numérica y, debido a la unitariedad de los operadores, la solucion sera
incondicionalmente estable.

Una representacion numeérica precisa de la ecuacion (4.14) puede obtenerse expresando e(z, y, z)
como una serie de Fourier bidimensional con un namero finito de [24]:

N/2 N/2 o
Gwr= > Y om@en|Tmetw). (1.15)

m=—N/24+1n=—N/2+1

donde L es la longitud de la malla computacional.
La propagaciéon del haz a través de una distancia Az en un medio homogéneo de indice de
refraccion ng transforma o,,,(0) en:

(82) = 0 (0) exp i ey (4.16)
Omn Z) = Omn €xXp (tAz (_H% _ Ki 4 k2)1/2 Tk ) .
donde k. y Ky son los nimeros de onda transversales:
2 2
Ky = ?, Ky = % (4.17)

En conclusién, la aproximacion extendida de Fresnel permite la division de operadores, crucial
para el uso de métodos espectrales de solucién, pero no esta restringida a haces que se propagan
en angulos pequenos con respecto al eje z.

Comparacion de Perfiles de Intensidad
T T T

T

T
Entrada
Salida Medio | |

Intensidad Normalizada
© o o o o o o o
N w ke [$,] o ~ [e°] ©
T T T T T T T T
| ! I I | I I

°
T
I

0 I I I I I 1 I 1
-500 -400 -300 -200 -100 0 100 200 300 400 500
Posicion

Figura 4.1: Perfiles de intensidad a la entrada y a la salida del medio, calculado con la ecuacién de
Helmholtz.

Formulaciéon Matematica de la Aproximacion Paraxial

Partiendo de la ecuacién de Helmholtz escalar:

V2E + k*E =0, (4.18)

y considerando un campo que se propaga predominantemente en la direcciéon z, expresamos el
campo eléctrico como:

E(x,y,2) = (x,y, 2)e” "2, (4.19)
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donde ¥(z,y,z) es la envolvente lentamente variable. Sustituyendo en la ecuacion (4.18) y
despreciando el término 9%1)/92? bajo la aproximaciéon paraxial, obtenemos la ecuacién paraxial
de ondas:

. 81/)
V2 — g
Y — 2ik 0, (4.20)

2 _ 0° 9?
donde Vi = 7= + =
Para incluir efectos no lineales, la ecuacion (4.20) se extiende como:

V2 — 20k 0% 4 op? An(l)
0z no

Y+ ika(l)y =0, (4.21)
donde:

» An(I) =nal + s(R « I): cambio no lineal del indice de refraccion

» al) = ag + BI: coeficiente de absorcion no lineal

= ng: coeficiente no lineal Kerr (m?/W)

= s: fuerza de la no localidad

= R: funcién de respuesta no local

= x: operacién de convoluciéon

Método de Operador Dividido (Split-Step) Paraxial

El método de operador dividido descompone la ecuacién de propagacion en operadores lineales
y no lineales que se aplican secuencialmente. Para la ecuacion (4.21), identificamos dos operadores
principales:

op .o
% b+ Ry, (422)

donde:
» D= ﬁVi: operador de difracciéon lineal
« N = %An([) - #: operador no lineal

El algoritmo completo para un paso de propagacion Az sigue la estructura simetrizada:

Paso 1: ) =N (A;) ¥(2) (4.23)
Paso 2: ¢ = F~! [mexial(Az) ~]~'[1/)(1)]} (4.24)
Paso 3: ¢Y(z+Az)=N (A;) »®@ (4.25)

donde F y F~! representan las transformadas de Fourier directa e inversa, respectivamente.
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EVOLUCION DE LA INTENSIDAD DENTRO DEL MEDIO NO LINEAL - VISTA DESDE ARRIBA

Posicién x (mm)

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Posicion z en el medio (mm)

Figura 4.2: Propagacién de un haz gaussiano en un medio no lineal local.

Campo de Salida

El campo de salida %ga1ida(z,y) se obtiene mediante la propagacion numérica del campo de
entrada a través del medio no lineal utilizando el método de operador dividido (split-step Fourier)

Este proceso garantiza que el campo de salida capture todos los efectos no lineales y de propa-
gacion de manera numerica, siguiendo el esquema simétrico del método split-step Fourier.

Una vez obtenido el campo a la salida del medio no lineal(Fig 4.3), se procede a calcular el
patrén de difracciéon en campo lejano mediante la transformada de Fourier:

Elejano(k:m ky) = ]:{Esa,lida(xa y)}a (426)

Ilejano(kzy ky) - ‘Elejano(kzv ky)|27 (427)

donde (kg, k,) son las coordenadas en el espacio de Fourier, relacionadas con las coordenadas
angulares en el plano de observacién.
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Figura 4.3: Distribucion de intensidades a la salida de un medio no lineal.
Este enfoque permite describir numéricamente los patrones de difracciéon del fenémeno de auto-
modulacién espacial de fase, proporcionando una herramienta para el estudio de las propiedades
no lineales de materiales.

El patréon de difraccién en campo lejano se obtiene mediante la transformada de Fourier del
campo de salida:

'Lblejano(kza ky) = f{'l/]salida(xv y)}a (428)

Ilejano(kxa ky) = |wlejano(k:1:7 ky)‘2 (429)
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Resultados numéricos
4.2 Modelo de Respuesta No Local

Las coordenadas fisicas en el plano de observacion estan relacionadas con las frecuencias espa-
ciales mediante:

Ad Ad

donde d es la distancia de propagacién en espacio libre.

La aproximacién paraxial es valida cuando se satisfacen las siguientes condiciones:

A
1y O < 1, (4.31)
TWwo

donde 0.« es el angulo maximo de divergencia del haz.

Mientras que el método exacto de Helmholtz utiliza el operador:

k3 + k;
Ecxacto = exp 1Az = Y 5 (432)
,/kz—k%—kg—i-k
la aproximacién paraxial emplea:
Az
‘Cparaxial = €xp <_Z2/€(ki + k;)) 5 (433)

que corresponde al primer término de la expansion en serie de Leyacto para k2 + k;?l < k2.

La implementacion permite capturar efectos complejos, como la auto-modulacién espacial de
fase y la formacion de patrones de difraccién no lineales a campo lejano.
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Figura 4.4: Patrones de difracciéon y perfiles de intensidad a campo lejano en un medio local s = 0
colocado a diferentes pocisiones respecto a wp: a) z = —zg, b) 2 =0, ¢) z = z9, APy = 7.
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4.2 Modelo de Respuesta No Local
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e)z =z, )z =229, )z =420 y ADy = 27.
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Figura 4.8: Patrones de difracciéon y perfiles de intensidad a campo lejano en un medio local s =0
colocado a diferentes posiciones respecto a wg: a) z = —4z9, b) 2 = =220, ¢) 2 = —20, d)2 =0,
e)z =z, )z =229, )z =420 y ADy = 3.
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Figura 4.9: Patrones de difracciéon y perfiles de intensidad a campo lejano en un medio local s =0
colocado a diferentes posiciones respecto a wg: a) z = —4z9, b) 2 = =220, ¢) 2 = —20, d)2 =0,
e)z =z, )z =229, )z =420 y ADy = 47.
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Figura 4.10: Comparaciéon de perfiles de inten-
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Figura 4.11: Comparacion de perfiles de inten-
sidad a la entrada y a la salida de un medio
local s = 0 colocado a diferentes posiciones res-
pecto a wp:a) 2 = —20, b) 2 =0,¢) 2 = 20 y
ACI)O =A4r
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4.3. Fases negativas

Intensidad Normalizada
o o
S (4]

p/mm

Intensidad Normalizada
o o
N (4]

p/mm

o
~

Intensidad Normalizada
o
(4]

o o
Now

o

p/mm
(c)

Figura 4.12: Patrones de difraccion y perfiles de intensidad a campo lejano en un medio local s = 0
colocado a diferentes posiciones respecto a wp: a) z = —4z9, b) z = =220, ¢) 2 = —20, d)z2 =0,
e)z = 29, £)z =220, g)z = 429, y APy = —1.
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e)z = 20, f)z = 220 , g)z = 420, y ADy = —27.
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Figura 4.14: Comparacion de perfiles de intensi-
dad a la entrada y a la salida de un medio local,
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Figura 4.15: Comparacién de perfiles de intensi-
dad a la entrada y a la salida de un medio local,
colocado a diferentes posiciones respecto a wy:
a) z=—z0,b) 2=0,¢) z = 29,y APy = —27
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Figura 4.16: Patrones de difraccién y perfiles de intensidad a campo lejano en un medio local
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Figura 4.17: Patrones de difraccion y perfiles de intensidad a campo lejano en un medio local
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Figura 4.18: Comparacion de perfiles de intensi-
dad a la entrada y a la salida de un medio local
colocado a diferentes posiciones respecto a wy:
a) z=—z09,b) 2=0,¢) 2 =29, y APy = —37
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Figura 4.19: Comparacién de perfiles de intensi-
dad a la entrada y a la salida de un medio local
colocado a diferentes posiciones respecto a wy:
a) z=—z20,b) 2=0,¢) 2 =29, y APy = —4r
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Figura 4.20: Patrones de difraccion a campo lejano y perfiles de intensidad a la entrada y a la salida
de un medio no lineal local, por el metodo de modelacion numérica empleada por [19] , colocado
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Capitulo 5

Conclusiones

= Se implement6 un algoritmo basado en el método de operador dividido paso a paso (Split-
Step Fourier) para resolver la ecuacion paraxial no lineal que describe la propagacion en
medio no lineal. El modelo fue verificado al reproducir los patrones de difraccién no lineal
reportados en [19, 26].

= Se verifico una relacion entre la magnitud del cambio de fase no lineal maximo relacionado
con la intensidad del haz en el medio y la morfologia del patron de difraccion a campo lejano.
que deriva en una interferencia mas compleja durante la propagacién a campo lejano

= Se demostr6 que el enfoque basado en la solucién numérica de la ecuacién de onda paraxial
no lineal (NPWE) es una mejora frente a las aproximaciones de medio empleadas en [26].
Mientras que este modelo, es eficientes, se ve limitados al despreciar los efectos de propagacion
del medio.

= Se modelaron efectos acumulativos en la propagacion , donde la no linealidad y la difraccion
interacttian de manera continua.

= Se proporciono informacioén en posiciones intermedias en su propagacion sobre el medio no
lineal, permitiendo analizar la evolucion del haz y los procesos de auto-modulacién.

» El analisis de los perfiles de intensidad transversales a la entrada y salida del medio revel6 una
reduccion consistente del ancho del haz. Este estrechamiento es una evidencia del fenémeno
de autoenfoque no lineal, el cual es mayor sobre la cintura del haz, donde el frente de onda
plano.

= Se observé que cuando el medio se sittia antes de la cintura del haz los patrones de difraccion
presentan anillos méas delgados mejor definidos y con una intensidad més pronunciada entre
los maximos y minimos. Cuando el medio se coloca después de la cintura, los anillos se vuelven
més difusos y anchos

= El modelo implementado puede extenderse para analizar los efectos de no-localidad a través
del término de convolucién.
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Apéndice A

SPS Apéndice

A.1. Discusiéon Adicional del Método de Solucién para la
Ecuaciéon de Helmholtz

Buscamos una solucion a la ecuacién de Helmholtz:

0’E 2

w
5.2 = ~ViE — C—QnQ(x,y)E, (A1)
que tenga la forma:
E(z,y, 2) = exp(£idz) E(z,y,0), (A.2)
donde la aplicacion del operador exp(+iAz) esta definida por una expansion en serie de Taylor:
1
exp(+idz) =1+iAz — §A2z2 +--- (A.3)
Sustituyendo la expresion (A.2) en (A.1) obtenemos la relacion que debe satisfacer A:
w? on\ >
A =Vi 4 50’ =Vi+k? (1+) : (A.4)
C no

donde k = now/cy n =ng + on(z,y).
Podemos evaluar la precision de las siguientes formas aproximadas para el operador soluciéon

A:
A = Vi +E(1+ on (A.5)
t= 2k no ’ '
Ay = (V2 + k2)1/2 +k%”. (A.6)
0

El operador A; proporciona una soluciéon a la aproximacion de Fresnel o parabdlica de la
ecuacion de Helmholtz. El operador Ay es equivalente a la expresion en la ecuacion (4.13).
Al elevar al cuadrado A; obtenemos:

on on AV
A=(14+— V4 VZ— 4L
! (+2n0> 1+v12n0+4k2

2
+ k2 <1+5n> .
no
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SPS Apéndice
A.1 Discusion Adicional del Método de Solucién para la Ecuacién de Helmholtz

Para 6n = én® = constante y E(z,y,0) = Egexpli(k.z + yy)], la aplicacion de A% es equiva-
lente a:

ond K1\ 2 ono\ >
A= 14— — (—) 2rEP 14+ —) . A8
|: + U0 2k "1 + + no ( )
Esta es una buena aproximaciéon siempre que:
ond K1
— <1, =1 A9
o <LT < (A.9)
Al elevar al cuadrado A, y usar la expansion:
v2 1Vi
2 2\1/2 _ 1 1
k =k(l4+—%—=—5+ - Al
(V= (14 g - ST ) (A.10)
obtenemos:
onl 1m0 /K2 on0 2
A3 =11 —— (= TR 1+ — ) . A1l
2 {+n0+4n0(k)]ﬁl+ +n0 ( )

La ecuacién (A.11) es una buena aproximacion si dn°/ng < 1, pero a diferencia del caso de la
ecuacion (A.8), no hay restriccion en el tamano de 1 excepto que sea menor que k.

En conclusion, la aproximacion extendida de Fresnel permite la division de operadores, crucial
para el uso de métodos espectrales de solucién, pero no esta restringida a haces que se propagan
en angulos pequenos con respecto al eje z.
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