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Introduccion

Los seguros sobre las personas cubren los riesgos que pueden afectar su
existencia, integridad fisica o salud, por lo cual las companias aseguradoras
cubren estos riesgos mediante el pago de una prima en caso de su ocurrencia,
sin embargo, al existir distintos estados de salud en los que se puede encontrar
una persona, calcular el costo y el beneficio de esta cobertura depende del
estado en que se encuentre la persona en el momento de la contratacién y en el
momento de la reclamacién del seguro.

Existen procesos o fenémenos que pueden cambiar a través del tiempo,
estos se conocen como procesos estocasticos, en los cuales no se puede predecir
el resultado de dicho cambio; en un seguro sobre personas el individuo se puede
encontrar en distintos estados de salud como son: supervivencia, invalidez,
hospitalizacién, jubilacién entre otros, la ciencia actuarial se auxilia de procesos
estocdasticos a tiempo discreto o continuo para calcular la probabilidad de que
el individuo se encuentre en un estado en cierto tiempo.

Uno de los riesgos que afectan tanto fisica como econémicamente es sin
duda la pérdida de la salud, ocasionada por alguna enfermedad o accidente,
para cubrir tal eventualidad existen en nuestro pais los servicios de salud
proporcionados por instituciones como el IMSS.

La motivacion de un seguro de invalidez es ofrecer una cobertura accesible
para personas saludables que se encuentren laborando pero que puedan
estar expuestos a un accidente o enfermedad no profesional, debido a que la
indemnizacién otorgada por el Instituto consiste en el 35% del salario de la
persona, esta puede quedar en una situacién de inseguridad econémica al ver
reducidos sus ingresos.

En el presente trabajo se plantea un seguro complementario para los tra-
bajadores afiliados al IMSS, representado como un proceso estocastico con tres
estados (Saludable, Incapacitado y Fallece).

El problema principal radica en calcular las probabilidades de transiciéon de
un estado a otro, para lo cual se plantea un sistema de ecuaciones utilizando
la ecuacién de Kolmogorov. En caso de que el sistema no tenga una solucién
analitica, se aproximard la solucién mediante el método numérico Runge Kutta
de orden 4.
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A través de los 4 capitulos se daran los conceptos basicos de teoria del
interés, probabilidad, seguros y dlgebra lineal necesarios para el planteamiento
del problema, posteriormente se explicardan los métodos para encontrar una
solucion numérica o analitica, para asi presentar la aplicacién con dos ejemplos
utilizando datos proporcionados por el IMSS en las tablas presentadas en
“Valuacion Actuarial del Seguro de Invalidez y Vida al 31 de diciembre de
2014”7 para México.

Debido a que las fuerzas de mortalidad son distintas para cada edad, el
sistema de ecuaciones cambiard dependiendo de la edad de la persona al
momento de la contratacién, es decir, para cada edad se tendrda un sistema
distinto, de este modo el cédlculo para distintas edades puede ser un proceso
complicado si se realizan manualmente como se vera en el ejemplo presentado,
por lo cual se automatizara mediante la creacién de un programa en Visual
Basic for Applications (VBA) en Excel, en el que bastard con ingresar los datos
necesarios para obtener el resultado.



Objetivos

Capitulo 1: Presentar conceptos basicos de teoria del interés y probabilidad,
necesarios para el planteamiento y cédlculo de anualidades contingentes y
seguros.

Dar definiciones y algoritmos para determinar valores y vectores propios de
una matriz a fin de ejemplificar el crecimiento poblacional y como auxiliares en
la solucién de sistemas de ecuaciones diferenciales.

Capitulo 2: Definir los conceptos de probabilidad de supervivencia y
fallecimiento y utilizarlos para el cdlculo de anualidades contingentes y seguros
de vida.

Capitulo 3: Presentar y ejemplificar algunos métodos para la solucién
numeérica de ecuaciones diferenciales ordinarias, el método Runge Kutta de
orden 4 se utilizard en el Capitulo 4 para solucionar el problema concreto del
seguro de invalidez propuesto.

Capitulo 4: Demostrar la ecuacién de Kolmogorov y relacionarla con el calculo
de seguros con més de dos estados.

Ejemplificar el calculo de un seguro de invalidez complementario a la cobertura
ofrecida por el IMSS.

Apéndice C: Automatizar la tarea del calculo del seguro propuesto en el
capitulo 4, utilizando VBA.
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Capitulo 1

Conceptos Basicos

La mayoria de los autores coinciden en fijar como fecha de nacimiento de la
ciencia actuarial el ano 1693, afio en que el astrénomo inglés Edmund Halley
publica un estudio sobre mortalidad y célculo de primas de anualidades, no hay
que olvidar que el calculo actuarial de vida estd fundamentado primordialmente
en las técnicas de las matematicas financieras, la probabilidad y el analisis
estadistico [13].

1.1. Teoria del Interés

El interés puede ser definido como la compensacién que un prestatario paga a
un prestamista de capital por el uso de este. Asi, el interés puede ser visto como
una forma de renta que el prestatario paga al prestamista para compensar la
pérdida de uso del capital que tiene el prestamista mientras el capital ha sido
prestado.

Una transacciéon financiera comun es la inversién de un monto de dinero a
una tasa de interés. El monto inicial de dinero (capital) invertido es llamado
principal y el monto total recibido después de un periodo de tiempo es llamado
valor acumulado. La diferencia entre el valor acumulado y la inversién inicial es
el monto de interés, generado durante el periodo de inversion.

1.1.1. Interés compuesto

La teoria de interés compuesto asume que el interés generado es
automaéaticamente reinvertido. La palabra “compuesto” se refiere al proceso en
el cual el interés es reinvertido para generar intereses adicionales.

Definicién 1.1. : La tasa efectiva de interés i es el monto de dinero que una
unidad invertida al principio de un periodo generard durante el periodo, donde
el interés es pagado al final del periodo.
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Para encontrar la funcién asociada al interés compuesto, se considera la
inversién de 1, el cual acumula 1 4 ¢ al final del primer periodo. Este balance
1 + 4 puede ser considerado como el principal al principio del segundo periodo
y generard intereses de i(1 + ¢) durante el segundo periodo. El balance al final
del segundo periodo es (1 + i) + (1 +14) = (1 + )%, Similarmente el balance
(1 + )2 puede ser considerado como el principal al principio del tercer periodo
y generard un interés de i(1 + 4)? durante el tercer periodo. El balance al final
del tercer periodo es (1+414)%+i(1+14)% = (1+4)3. Continuando con este proceso
indefinidamente, se obtiene

a(t)=(1+i) parat=1, 2, 3,...

Esta se define como funciéon de acumulacién para el interés compuesto para
valores positivos de t.

Ejemplo 1.1. El valor acumulado de $2000 invertidos por 4 anos, a una tasa
de interés compuesto de 8 % por ato, es:

Valor acumulado = $2000(1.08)* = $2720. 98,

el término 1 + 4 es llamado factor de acumulacién, ya que acumula el valor de
una inversién al principio de un periodo a su valor al final del periodo.

El monto que una persona invierte inicialmente para que el balance sea
1 al final de un periodo es (1 +1)~!. Se define:

1
v = .
141

El término v es llamado factor de descuento, ya que descuenta el valor de una
inversion al final de un periodo a su valor al inicio del periodo, el cual se puede
generalizar para periodos de tiempo mayores a un periodo. Se define a=!(t)
como la funcién de descuento
1
-1 t
a (t)=—F="v
®) (1+4)t

Ejemplo 1.2. : El monto que debe ser invertido a un interés compuesto del
9% anual para acumular $1000 al final de 3 anos, es:

1000
10000° = ——— = $772.18,
YT 1 09)3
en cierto sentido, la acumulacién y el descuento son procesos opuestos.
El término (1 + )! se refiere al valor acumulado de 1 al final de ¢ periodos. El

factor v? se refiere al valor presente (o valor descontado) de 1 para ser pagado
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al final de ¢ periodos.

Se ha definido la tasa efectiva de interés ¢ como una medida del interés pagado
al final de un periodo. Por otro lado, la tasa efectiva de descuento, denotada
por d, es una medida del interés pagado al principio del periodo. Asumiendo
que una persona presta 1 a una tasa efectiva de descuento d, entonces, en
efecto, la inversion original es 1 — d y el monto de interés (descuento) es d.

Definicién 1.2. : La tasa efectiva de descuento d es la division de la cantidad
de interés generada durante el periodo entre la cantidad invertida al final del
periodo.

La tasa de interés i se puede expresar en términos de la tasa de descuento d
como:

. d
=1
Se reexpresa d como funcién de i:
. d
‘T1-4
1—id=d
d(1+1i) =1
i
B

Ejemplo 1.3. : Una persona acuerda pagar $2000 dentro de diez anos, si se
le aplica una tasa de descuento compuesto del 8%. En la tabla se observa la
cantidad descontada cada ano por intereses y el principal que recibe el dia de
hoy.

Periodo | Fondo | Descuento
0 868.78 75.54
1 944.32 82.11
2 1,026.43 89.25
3 1,115.69 97.01
4 1,212.71 105.45
5 1,318.16 114.62
6 1,432.78 124.59
7 1,557.37 135.42
8 1,692.80 147.20
9 1,840.00 160.00
10 2,000.00
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Note que usando la definicién de descuento compuesto se tiene que:

Valor presente = 2,000(1 — 0.08)*°
= 868.77,

sin necesidad de construir la tabla anterior.

1.1.2. Anualidades

Definicién 1.3. Una anualidad puede ser definida como una serie de pagos
realizados en intervalos iguales de tiempo. El intervalo entre los pagos de la
anualidad es llamado periodo de pago.

Considerando una anualidad en la cual pagos de 1 son realizados al final de
cada periodo por n periodos, donde n es un entero positivo. Tal anualidad es
llamada anualidad inmediata (o posiblemente anualidad ordinaria). Se asume
que la tasa de interés es i por periodo, donde ¢ > 0. El valor presente de la
anualidad es calculado un periodo antes de realizar el primer pago y se denota
por az, mientras que el valor acumulado de la anualidad es calculado en el
periodo n y se denota por Sg.

Se puede derivar una expresién para am como una ecuaciéon de valor al principio
del primer periodo. El valor presente de un pago de 1 hecho al final del primer
periodo es v. El valor presente de un pago de 1 hecho al final del segundo periodo
es v2. Este proceso contintia hasta el valor presente de un pago de 1 hecho al
final del n-ésimo periodo es v™. El valor presente total Sz debe ser igual a la
suma de los valores presentes de cada pago, es decir:

am = v+ o m

Sin embargo, esta férmula es poco practica para valores grandes de n. Es posible
derivar una expresién més compacta tomado la férmula anterior como una
progresién geométrica.

am:v+v2+...+v"71+v"
1—0o"
=
1—w
(=)
=0 -
)

o 1="

i
Una expresion para Sz puede ser calculada de manera andloga como una

ecuacion de valor al final del n-ésimo periodo. El valor acumulado de un pago
de 1 hecho al final del primer periodo es (1 + i)"~!. El valor acumulado de
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un pago de 1 realizado al final del segundo periodo es (1 + )" ~2. Este proceso
contintda hasta el valor acumulado de un pago de 1 realizado al final del n-ésimo
periodo es 1. El valor total acumulado S5 debe ser igual a la suma de valores
acumulados de cada periodo, es decir

Sm=1+0+d)+..+1+)" 2+ +)" "
De igual manera, tomando la progresion geométrica tenemos

Sm=1+1+d)+..+1+)"2+1+)""

(1 4)m-1
(149 -1
(1+i)”—1'

]

En una anualidad anticipada, los pagos son realizados al principio de cada
periodo. El valor presente de esta anualidad es calculado al tiempo en que el
primer pago es realizado y se denota por dz. El valor acumulado es calculado

un periodo después de que el ultimo pago es realizado y se denota por Sm

Se puede encontrar una expresién para drm de igual forma que se hizo para una
anualidad inmediata como:

m = 1+v+02+... +o" L

Asumiendo la progresién geométrica

. 1—o"
am:

1—v

1—o"

v

1—o"
7

Similarmente para Sm tenemos

Sa=0+)+ 0+ + .+ A+ T+ 14"

PN U

B

_(+a)n -1
(L+i) -1

d
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1.2. Probabilidad

La teoria de la probabilidad es la parte de las matematicas que se encarga del
estudio de los fenémenos o experimentos aleatorios. Se entiende por experimento
aleatorio todo aquel experimento tal que cuando se le repite bajo las mismas
condiciones iniciales, el resultado que se obtiene no siempre es el mismo.
La teoria de la probabilidad tiene el objetivo de modelar matematicamente
cualquier experimento aleatorio de interés.

Definicién 1.4. : Una variable aleatoria (generalmente denotada por X ) es
una funcion del espacio muestral en el conjunto de numeros reales que ademds
satisface cierta condicion de medibilidad. Representa una traduccion de cada
uno de los resultados del espacio muestral en niumeros reales.

La funcién de distribucién acumulada o simplemente funcién de distribucién de
una variable aleatoria X es la funcién F(z) : R — [0, 1], definida como sigue:

F(z) = P[X < z].

En palabras, F'(z) denota la probabilidad de que la variable aleatoria X tome
un valor menor o igual que z.

Definicién 1.5. : Una variable aleatoria X es discreta si puede tomar solo un
nidmero finito (o infinito numerable) de valores diferentes.

Para una variable aleatoria discreta X, la funcién de masa de probabilidad p(a)
estd definida por:
pla) = P[X = al.

El conjunto de todos los valores de probabilidad constituye la distribucién de la
variable aleatoria. Es necesariamente cierto que:

> plz)=1.

Donde la suma es sobre todos los valores de = en el dominio.
El valor esperado de la variable aleatoria, denotado por E[X], es un promedio
ponderado de todos los valores que puede tomar X. Asi tenemos

E[X] = pr(a:)

El valor esperado también es llamado como la media o el primer momento de la
variable aleatoria. En general, el término F[X™], n > 1, es llamado el n-ésimo
momento de la variable aleatoria y se define como:

BIX") = )" a"p(a), si existey_ [2"[p(x) < oc.
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A pesar de que E[X] representa un promedio ponderado de los valores posibles
de X, esto no nos dice nada sobre la variacién de esos valores. Por lo cual, si X
es una variable aleatoria se define la varianza de X denotada por Var(X) como:

Var(X) = B[(X - E[X])*) = (@ — Ela])’p(a).

O una forma alternativa es
Var(X) = E[X?] — (E[X])%
La funcién de distribucion de una variable discreta es:

F(z)=P[X <a] =) py).

t<z

A continuacién se mencionan algunas distribuciones de probabilidad conocidas.

Distribucién de Poisson
Es una distribucién discreta de un parametro con funcién de probabilidad dada
por
-\
e A
p(z) = —3

para x =0,1,2,..., donde A > 0. Y su valor esperado es:
E[X]= M\
Y su varianza es también
Var(X) = A.
Distribucién Binomial
En el modelo binomial se encuentra el concepto de repetidos ensayos
independientes con cada ensayo terminando entre éxito o fracaso. La
probabilidad de éxito en un solo ensayo, denotado por p, es constante sobre
todos los ensayos. La variable aleatoria X, que denota el nimero de éxitos de n
ensayos independientes, se dice que tiene una distribucién binomial. La funcién
de probabilidad es:
n _
o) = (0w

x
para x =0,1,2,....,n, el valor esperado es:
E[X] = np.
La varianza esta dada por:
Var(X) = np(1l — p).

Definicién 1.6. : Una variable aleatoria es continua si existe una funcion f
no negativa, definida para todos los nimeros reales x € (—00,00), teniendo la
propiedad de que para cualquier conjunto B de niumeros reales:
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P[X € B] :/Bf(m)dx.

La funcién f es llamada funcion de densidad de probabilidad de la variable X

y satisface
/ flx)dx = 1.

Donde la integral es sobre todos los valores que puede tomar x.

Anélogamente al caso discreto, se puede considerar el promedio ponderado de
la funcién de la variable aleatoria, el cual es el valor esperado o primer momento
de la variable aleatoria, asi tenemos

E[X] = /z:vf(x)

En general tenemos

BIX") = [af(a). s [ [a"17() <
x x
como el n-ésimo momento. De esta forma, la varianza estd dada por

Var(X) = B[(X - E[X])?] = / (x — Ela])? - f(2)da.

x

Otra forma es
Var(X) = E[X?] — (B[X]).

Al igual que en el caso discreto, la funciéon de distribucién de la variable aleatoria
X estd dada por F(z) = P[X < z]. Esto significa que:

Fo) = | " )y,

Y se tiene la relacion
d

f@) = T F().

Las siguientes dos distribuciones de probabilidad continuas son frecuentemente
utilizadas en el calculo de seguros y probabilidades de supervivencia.

Distribucién uniforme

Es caracterizada por una densidad de probabilidad constante en todos los puntos
del dominio. Si la variable es definida en el intervalo a < X < b, y si la funcién
de densidad es constante, la funcién de densidad estda dada por:
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para a < x < b. Esto significa que la funcién de densidad es el reciproco de la
longitud del intervalo en que la variable estd definida. La media de la distribucién
es:

B(X) = a+ b.
2
La varianza es (b )2
—a
Var(X) = ——~.
ar(X) 15
Y la funcién de distribucién es
T —a
F =
(@) =3—

Distribucién exponencial
Esté definida sobre todos los valores positivos de = por la funcién de densidad

f(z) = e 2.

con x >0y A > 0. El valor esperado es:

1

E(X)=—-.

(X) =5

La varianza es 1
Var(X) = ﬁ,

y la funcién de distribucién se define como:
F(z)=1—e"7.

La distribucién uniforme y exponencial se utilizardn para aproximar valores de
probabilidades entre dos edades enteras en la Seccién 4.3.

1.3. Algebra

Sea A una matriz de n x n. La funcién L : R"™ — R"™ definida por
L(z) = Az, para x € R", es una transformacién lineal. Una cuestién de
considerable importancia es la determinacién de vectores x, si los hay, tales
que x y Az son paralelos.

1.3.1. Valores propios y vectores propios

Definicién 1.7. : Sea A una matriz de n X n. El nimero real \ es un valor
propio de A si existe un vector x distinto de cero en C" tal que:

Ax = A\x.

Todo vector x distinto de cero que satisfaga la ecuacion anterior es un vector
propio de A, asociado con el valor propio A.
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Observacion: Los valores propios también se llaman valores caracteristicos,
autovalores, valores latentes o eigenvalores (del alemédn eigen, que significa
"propio”). De manera similar, los vectores propios también se llaman vectores
caracteristicos, autovectores, vectores latentes o eigenvectores.

Ejemplo 1.4. :

b
Il

o= O
O Nl
[ |

Entonces:

4|

_ =
[E—
Il
—
= O
O N

| —
Il

N | =
— =

—_

= N

De modo que

“=[1]

es un vector propio de A asociado al valor propio \; = % Ademés:

S S IR P B
+=[ 4]

es un vector propio de A asociado al valor propio Ay = —

o

A

(el ST

N

De modo que

1
3
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Esto ilustra el hecho de que x es un vector propio de A, y por lo tanto, z y Az
son paralelos.

an=[ 7]

*' ()

J

Figura 1.1: Vectores propios gréficamente [9]

Calculo de valores propios y vectores propios.

En el ejemplo siguiente se determinan los valores y vectores propios asociados
de una matriz utilizando un método sistematico.

Sea,
1 1
A= [ ! } .
Para determinar los valores y vectores propios, es decir, todos los nimeros reales
y los vectores no nulos [ 31 ] que satisfagan:

1 1 T —\ T
-2 4 i) - xT9 ’
Esto se convierte en un sistema de ecuaciones

T +T9 = /\1‘1

—2x1 + 4x0 = Ao

(/\—1)551—902:()
2x1 + (/\ — 4)332 =0.
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El anterior es un sistema homogéneo de dos ecuaciones en dos incégnitas, el cual
tiene solucién no trivial si y solo si el determinante de su matriz de coeficientes
es cero; es decir, si y solo si

A—-1 -1
2 A—4

Esto significa que
A=1DA=-4)+2=0
0=M—5X+6=(\—3)(A—2).

Por lo tanto Ay =2 y Ao = 3 son los valores propios de A.
Para determinar todos los vectores propios de A asociados con Ay = 2, se forma
el sistema lineal

Ax =2z

| aln]= ]

1+ x9 = 221

esto da como resultado

—2x1 + 419 = 219

o también
Tr1 — T2 = 0

2x1 — 2x9 = 0.
Lo cual también se pudo haber obtenido sustituyendo A = 2 en
A=1Dx; —22=0
21 + (A —4)z2 = 0.
Todas las soluciones de este sistema estdan dadas por
T1 = T2
o = cualquier numero r € R # 0.

Por lo tanto, todos los vectores propios asociados con el valor propio A\ = 2

estan dados por [H Donde r es cualquier niimero real distinto de cero.

De manera analoga, para Ay = 3 se obtiene
261 —x9 =0

2(E1 — Ty = 0.

Todas las soluciones de este sistema estan dados por

1
xr1 = §JJ2
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r9 = cualquier nimero real 7.

Por lo tanto, todos los vectores propios asociados con el valor propio Ay = 3
estan dados por [ %T T}. Donde r es cualquier niimero real distinto de cero.

Se puede decir que A es un valor propio de A si y solo si
p(A) =det(A — \I) =0.
p(A) se llama el polinomio caracteristico de A.

En general, se pueden calcular los valores propios y vectores propios en tres
pasos:

Procedimiento para calcular valores propios y vectores propios
i. Se encuentra p(A) = det(A — A\I).

ii. Se encuentran las raices A1, g, ..., Ay, de p(A) = 0.
ii. Se resuelve el sistema homogéneo (A — \;I)v = 0, correspondiente a cada
valor propio A;.

1.3.2. Diagonalizacion

Definicién 1.8. : Se dice que una matriz B es semejante o similar a una matriz
A, si existe una matriz no singular P de n x n tal que:

B=P'AP.

Si A y B son matrices semejantes de n X n, entonces A y B tienen el mismo
)
polinomio caracteristico y, por consiguiente, tienen los mismos valores propios.

Definicion 1.9. : Una matriz de n X n es diagonalizable si existe una matriz
diagonal D tal que A es semejante a D.

Una matriz A es diagonalizable si y solo si tiene n vectores caracteristicos
linealmente independientes. En tal caso, la matriz diagonal D semejante esta
dada por

A 0 0 -+ 0
0 X 0 - 0
D=0 0 X3 -~ 0
o 0 0 - A
donde A1, Ao, -+, A, son los valores propios de A. Si P es una matriz cuyas

columnas son vectores propios linealmente independientes de A, entonces

D =P AP
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Procedimiento para diagonalizar una matriz A
Paso 1 Se encuentran los valores propios

Paso 2 Para cada valor A\; de A, de multiplicidad k;, determinamos una
base para el espacio solucién de (\;I, — A)z = 0. Si la dimensién
del espacio vectorial propio es menor que kj;, entonces A no
es diagonalizable. De acuerdo con ello, determinamos n vectores
propios linealmente independientes.

Paso 3 Sea P la matriz cuyas columnas son los n vectores propios
linealmente independientes determinados en el paso 2. Entonces,
P~ 'AP = D, es una matriz diagonal cuyos elementos de la
diagonal son los valores propios de A correspondientes a las
columnas de P.

1.3.3. Ejemplo de crecimiento poblacional

Ejemplo 1.5. Se tiene al inicio del mes una pareja de conejos recién nacidos,
se sabe que cada pareja de conejos adultos genera una pareja de conejos cada
mes. Si los conejos tardan un mes en convertirse en adultos.

¢ Cudntas parejas de conejos hay en el n-ésimo mes?

Sea U, el nimero de parejas de conejos en el mes n-ésimo, el problema se puede
expresar en la siguiente relaciéon:

Un+1 = Un + Un—l-

Reescribiendo lo anterior

U71,+1 = Un + Un—l
U,= U,+0-Uy,_1.

En notacién matricial

(o )-0o)(on)

Dada la relacién anterior podemos expresar para n

(o )=o) (e )

Sustituyendo y repitiendo el proceso se tiene

(-0 ) ()
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Donde la condicién inicial es Uy =1y U; = 1.

El problema se convierte en determinar la potencia n-ésima de la matriz
1 1

A= .
1 0

Para esto, calculamos los valores propios de la matriz A.

Esto es
1 +2x2 = Ary
T = A\Ts.

Asf tenemos el sistema
(I=XNz1+ 22=0

Xr1— )\%2 = 0.

El cual tiene solucién si y solo si el determinante es diferente de cero

1-x 1
1 —-A

’:(1—)\)(—)\):)\2—)\—1

Usando la féormula general para ecuaciones de segundo orden

L1124 (-1 1+45
N 2(1) 2

A

Resolviendo para obtener los vectores propios tenemos

1-v5 1
)\1: 2 V1:<1\/3>

W LT v2—< ) )

—1+5
2

De aqui se tiene que la matriz formada por los vectores propios es

Con inversa
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Sea D la matriz cuyos elementos de la diagonal son los valores propios

1-5
5 0

D =
0 145

Se tiene que A = PDP~! esto implica que A® = PD"P~! es decir

1-v5\" _
NG —1§¢5 —145\/5 0 (1+2\/5>" 1+2\/5 1
n+1 n+1 n
_(1=+5 145 _(1=+5
| (=2) " + (%) (%) +

Pl (97 () (597 () ()

2 2

Dadas las condiciones iniciales Uy = 1 y U; = 1 se tiene:

U_l 1+\/5n+1 1_\/gn+1
v | e B

Note que la solucién obtenida es la sucesién de Fibonacci.




Capitulo 2

Matematicas actuariales

El riesgo acompana al hombre y es consustancial a su naturaleza, pero no todos
los riesgos son iguales, podria definirse el riesgo como la posibilidad de que ocurra
un acontecimiento incierto, fortuito y de consecuencias negativas o danosas.
Una forma de prevencion del riesgo es adquirir un seguro de vida o una anualidad
para evitar que una persona se vea afectada por una inseguridad econdémica.
Las matemadticas actuariales costruyen modelos a partir de las matemaéticas,
probabilidad, estadistica y finanzas para cuantificar las consecuencias financieras
de un riesgo.

2.1. Modelos de supervivencia

Un modelo de supervivencia es una distribucién de probabilidad de una variable
aleatoria, frecuentemente es resumida en forma de tabla la cual es llamada
tabla de vida, esta es el cuadro estadistico que resume el impacto de dicho
fenémeno demografico en una poblacién determinada en un ano o periodos de
anos. Usualmente nos proporciona informacién de cada ano individual lo cual
dificulta la obtencién de un modelo continuo.

Denotamos T una variable aleatoria continua que mide la edad de la persona
hasta que ocurre el momento de su fallecimiento.

Para la edad de fallo de una variable aleatoria Ty, definimos Fy(t) como la
funcién de distribucién de Ty

Fo(t) =P (To <t).

La funcién de supervivencia de una variable aleatoria Ty se denota Sy(t) y es
definida por:

So(t) =1— Fy(t) = P(Tp > ). (2.1)

De aquf se sigue que Sp(0) =1 y se representa como pg = So(t).

21
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Sea fo(t) la funcién de probabilidad de la variable continua de la edad al
momento del fallecimiento, en general se define la funciéon de densidad de
probabilidad como la derivada de la funcién de distribucién acumulada es decir:

folt) = §Fo(t)
= —45() vt > 0.
Esto implica que:

Fo(t) = /0 foly)dy
sut) = | " )y,

Definimos la fuerza de mortalidad como una medida condicional del fallecimiento
instantaneo a la edad y, es decir la persona llega con vida a la edad y y fallece
inmediatamente después.

M@)So(y) = foly).

Esto implica que

pero
—4-80(y)
So(y)

- —di‘lylnwo(y)).

Integrando ambas partes de la igualdad de 0 al ¢

Ao(y)

So(t) = e Jorowdy,

Considere ahora que una persona ha sobrevivido hasta la edad x y se desea
conocer cuanto tiempo ha de transcurrir hasta su fallecimiento, este tiempo que
transcurre desde que alcanza la edad x hasta su fallecimiento se denota por T}.
A partir de las definiciones anteriores

TO = x—l—Tx

Denotaremos ;p, como la probabilidad de que una persona que hoy tiene x anos
sobreviva hasta la edad x + t, lo que equivale a

tPe = P(Tm>t)

P(T0—$>t‘T0>‘T)

SO (1‘ + t)
S() (LC)
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Al definir
__Ld
Mo+t = o di tPx

Entonces
1Dy = e Jo parads,

Dado un modelo de supervivencia, con probabilidades de supervivencia ¢p,, se
puede construir la tabla de vida para el modelo desde una edad inicial xg a la
edad méaxima w. Se define una funcién [, para x¢o < z < w como sigue:

Sea l;, un nimero arbitrario positivo (llamado el radix de la tabla) y, para
0 <t <w-— xp, se define:

lx0+t = l;co tPxq-

De esta definicién, se ve que para xg < x < w

lz—l—t = lzo x+t—xz0Pxo
= lxo z—xoPxo tPx

= lm tPx

lx—i—t
tPx = .
la
Donde I, representa el nimero de personas a la edad = y l,1+ es el nimero de
personas que contintdan con vida a la edad = + t.

Ademids:

lac - lac+t

l.
Da la probabilidad condicional de no llegar con vida a la edad = + ¢ dado que
se estd vivo a la edad x.

tdy =

Ejemplo 2.1. Dada la funcion de distribucion:

Folw) =1— (1—%0)é

para 0 < z < 120.

Se puede determinar la tasa de mortalidad, usando que So(z) = (1 — %) °, al

derivar
d 1 T\~ 1
7506 = 5 (1= 135) (_120>
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simplificando Ag(z) = — - Sy(2)/So(x) se tiene

No(z) = % (1 — %0)_1.

1
1 6
p=1— (1
e ( 120—3;)

al evaluar por ejemplo ¢, v Aoz + l) para x = 20 y x = 110 se tiene que
q20=0.00167, g110=0.01741, X\o(20 + %) = 0.00168 y XAo(110 + %) = 0.01754.
Notamos que Ao(z + %) es una buena aproximacién de ¢, cuando la tasa
de mortalidad es pequena, pero no es una buena aproximacién, al menos en
términos absolutos, cuando la tasa de mortalidad no es cercana a 0.

También sabemos que

Un modelo de supervivencia puede ser representado como un simple modelo
de Markov de dos estados, en tiempo continuo, donde el estado 1 es continuar
vivo y el estado 2 es la muerte (el cual es un estado absorbente).

El modelo es representado por el siguiente diagrama.

Estado 1 Estado 2
(Sobrevivir) (Fallecer)

En el proceso no se puede regresar al estado 1 una vez que se le ha
dejado, esto quiere decir que el evento de estar en el estado 1 en el tiempo
x + t, dado que se estd en el estado 1 en el tiempo x solo puede ocurrir si el
proceso nunca deja el estado 1.
Sea una persona con vida de edad z, dicha persona se encuentra en el estado 1.
Entonces la probabilidad de continuar en el estado 1 al tiempo x + ¢ estd dada
por

tPx = tpil.
Es decir, ;pl! representa la probabilidad de estar en el estado 1 al tiempo x + ¢
dado que se estd en el estado 1 al tiempo .
Asi, la probabilidad de morir antes del tiempo x + ¢t dado que se estd con vida
al tiempo x es

tdz = tp:102‘

Lo cual se presenta de forma mas explicita en el Capitulo 4.

Ley de Mortalidad Mexicana

Las probabilidades de supervivencia permiten estimar funciones matematicas
que se resumen en modelos de comportamiento que se expresan con base en la
funcién de supervivencia y la tasa instantdnea de mortalidad.

Definiciéon 2.1. Las leyes de mortalidad son expresiones analiticas de la
funcion de supervivencia que pretenden estimar el comportamiento de la
mortalidad en funcion de la edad.
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Una ley de mortalidad que sea vélida para cualquier poblacién humana
probablemente no existe. Sin embargo, para determinadas poblaciones y ciertos
tramos de edad, es posible encontrar el ajuste de alguna ley tedrica.

La ley de Gompertz asume que cada individuo presenta una resistencia a
las enfermedades (y a fallecer por causas naturales) decreciente en funcién
de la edad, por lo que la fuerza de mortalidad crece con la edad y su
crecimiento relativo es constante. Por tanto, se deduce que dicha fuerza crece
exponencialmente.

uy =BC* x>0, B>0, C>1.

Posteriormente, Makeham enuncié dos leyes de supervivencia. La primera ley
considera la tasa instantanea de mortalidad anadiendo una constante arbitraria,
que representa la mortalidad accidental a la fuerza de mortalidad de Gompertz,
es decir, que ademas de considerar la mortalidad por causas naturales, introduce
la mortalidad accidental del individuo, independiente de la edad

e =A+BC* >0, B>0,C>1, A>—-B.

Esta ley presenta buenos ajustes en edades intermedias (adultas), mientras que
proporciona problemas en las edades extremas, principalmente en las edades més
jovenes puesto que en las edades infantiles la mortalidad es decreciente, por lo
que se formula la segunda ley mas eldstica y fundamentada que la anterior,
anadiendo otro sumando proporcional a la edad.

Con base en la tabla de mortalidad de México entre los afios 2003 y 2010,
Alejandro Mina Valdés [1] estimé la funcién de Gompertz-Makeham ampliada,

la cual es: _ v Y
1(i) = 899360 * 0.9967" * 0.9364"%°" x 1.0003"

En la cual, con el fin de obtener la concavidad de las tendencias de los valores
de las edades 0, 1, 2, 3 y 4, se desplazd el origen al valor -10.4, el cual se
asocia al ano 1, as{ -10.2, se asocia a la edad 2 anos, por lo que cada dos
decimales es un afo de edad. Tomando un radix de 1,000,000 personas. Asi,
i =—10.4,—-10.2,...,8.4 asociados a la edad real z = 1,2,...,95.

2.1.1. Supuestos de edades fraccionarias.

Una tabla de vida {l;},>4, proporciona exactamente la misma informacién
que la correspondiente distribucién de supervivencia, S;,. Sin embargo, una
tabla de vida tabulada solo en edades enteras no contiene toda la informacién
del modelo correspondiente, dado que los valores de [, en edades enteras x
no son suficientes para poder calcular probabilidades para edades no enteras.
Necesitamos hacer algunos supuestos acerca de la distribucién de probabilidad
para la variable aleatoria de tiempo de vida futuro entre edades enteras. Por lo
cual usaremos el término supuesto de edades fraccionarias.
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Distribucién uniforme de muertes

El supuesto de la distribucién uniforme de muertes (UDD) es el supuesto de
edades fraccionarias mas comun. Este puede ser formulado de dos diferentes,
pero equivalentes formas como sigue:

UDD1

Para un entero z que representa la edad de una persona, y para 0 < t < 1,
asume que:

tdz = tqq.
UDD2
Sea K la parte entera de T, y definiendo una nueva variable R, tal que:

T, =K;+ R,.

El supuesto UDD2 es que, para un entero x, R, ~ U(0,1), y R, es independiente
de K.

Para la demostracién de la equivalencia entre supuestos, asumimos que UDD1
es verdadero, entonces para el entero z, y para 0 <t < 1,

PR, <t] =) Pk <T, <k+i
k=0

= Z kPx t(%-s—k)
k=0
=t.
Esto prueba que R, ~ U(0,1). Para probar la independencia de R, y K,
PR, <ty K, =k =Pk<T, <k+1
=k Pz t9z+k

=1 kD Qutk
— PR, < P[K, = k).

Para probar la implicacién inversa, asumimos que UDD2 es verdadera. Entonces
para un entero x, y para 0 <t < 1,

=P[K, =0y R, <{

= PR, <t|P[K, = 0]

como K, y R, se asumen independientes. Asi,
tdz = tqq.

El supuesto UDD sirve para determinar el valor de [, a partir de las personas
que estan con vida a la edad entera z y el nimero de personas que fallecen en
el periodo, es decir:

lprt = lp — td.
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Entonces I, es una funcién linealmente decreciente de t.
Asi tenemos que la fuerza de mortalidad se puede aproximar bajo este supuesto
como:

4y

_ dt te+t
M:v«kt —
lz—i—t

B —4 (1, —td,)
T, —td,
Qx

Esta aproximacién se utilizard en el ejemplo de aplicacién del seguro como
proceso estocastico con el método Runge Kutta de orden 4.

Fuerza de mortalidad constante

Un segundo supuesto de edades fraccionarias es que la fuerza de mortalidad es
constante entre edades enteras. Asi, para un entero x y 0 < ¢ < 1, asumimos
que fiz+¢ no depende de ¢, y lo denotamos como p. Podemos obtener el valor
de pr usando el hecho de que:

Py — e vt

Por lo tanto, el supuesto de que piz4+ = p para 0 <t < 1 nos da p, = e H o

py = —In(ps).
Bajo el supuesto de fuerza de mortalidad constante:

Ge=1—e".
siempre que u* sea pequeno, y para 0 <t < 1,
e =1— e Mt

Este supuesto se utilizara en el ejemplo de seguro como proceso estocastico con
una solucién analitica.

2.2. Breve historia del seguro

La presencia de esquemas para la proteccion a la vida en la historia del hombre
se comienza a advertir desde el Imperio Babilénico y su rey Hammurabi(1810 -
1750 a.c.). Dentro del Cédigo de Hammurabi se preveia indemnizar a las esposas
y descendientes, en caso de la muerte del cényuge. Del mismo modo, se conoce
que las sociedades religiosas griegas garantizaban a sus miembros un entierro
con todos los rituales. Luego, bajo el Imperio Romano, nacieron las primeras
mutuales, los colegios romanos, que eran asociaciones con beneficios definidos y
cuyo financiamiento se basaba en contribuciones regulares establecidas. Otras
formas primitivas de seguro surgieron, mas tarde en Inglaterra cuando nacen las
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“guilds”, mutuales que proveian asistencia a los miembros en caso de muerte,
enfermedad, captura por piratas, naufragio, incendio de la casa o pérdida de
herramientas de trabajo. En estas sociedades no existia indemnizacién o ayuda
garantizada, més bien era un sistema de caridad organizada.

El seguro maritimo -atn sin reglamentacién- fue la primera actividad en la que
se desarroll6 el seguro y el documento histérico que puede considerarse como la
primera péliza de seguro maritimo, lleva fecha 23 de octubre de 1347. Se debe
al descubrimiento de Enrico Bensa, estudioso italiano en materia juridica.
Antes de desarrollarse el sistema corporativo de seguros financieros, los primeros
aseguradores que aparecieron fueron personas que individualmente asumian
uno o varios riesgos. Normalmente los contratos de vida tenian una duracién de
un ano, y para minimizar la exposicién al riesgo no se firmaban con un plazo
mas largo, porque podia suceder que el asegurado sobreviviera al asegurador.
En relacién con los seguros de vida se conoce que aunque estas pélizas se habian
sugerido desde 1695, no fue sino hasta 1706 cuando se cre6 una compania
especializada, la Amicable Society. En octubre de 1699 se creé en Londres la
Life Assurance and Annuity Association, considerada la primera compania
mutual.

En relacion a México, antes del periodo colonial, se encuentran entre los
mayas y entre los chichimecas algunas situaciones que pueden considerarse
como cierta forma de seguro, al hablarse de indemnizaciones y del pago de
deudas.

Fue en el ano de 1789, cuando se constituyé la primera compania de seguros
en México. Se puede decir que tanto el inicio como el final del siglo XIX han
marcado dos momentos altamente significativos para el seguro mexicano: el
establecimiento de la segunda institucién de seguros (1802) y, a noventa anos
de esa fecha, la primera Ley del seguro.

Durante el periodo 1998-2003 se verific6 un intenso movimiento estructural
del sector, se autorizaron nueve instituciones de seguros, en su mayoria filiales
de instituciones de seguros extranjeras, todas las especializadas en Rentas
Vitalicias (Pensiones) y las correspondientes al Ramo de Salud. A finales del
ano 2003 del total de las 85 empresas de seguros que integraron al sector, 11
se dedicaron a Pensiones; 14 al ramo de Salud y el resto, 60 a todas las demés
operaciones que se contemplan en la actividad.

En la actualidad la Comisién Nacional de Seguros y Fianzas es el ()rgano
desconcentrado de la Secretaria de Hacienda y Crédito Publico, encargada de
supervisar que la operacion de los sectores asegurador y afianzador se apegue
al marco normativo, preservando la solvencia y estabilidad financiera de las
instituciones de Seguros y Fianzas, para garantizar los intereses del publico
usuario, asi como promover el sano desarrollo de estos sectores con el propdsito
de extender la cobertura de sus servicios a la mayor parte posible de la poblacion.
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2.3. Anualidad

El capital diferido es una cantidad de dinero que se pagaria al cabo de n anos
a una persona de edad actual z, a condicién de que esté, entonces, con vida.
Se trata de un capital (por ejemplo K), cuyo pago es un evento aleatorio,
porque esté condicionado a que la persona de edad x cumpla = + n anos para
recibirlo; por tanto, el precio justo de esta eventualidad, estd dado por la
esperanza matematica o depdsito que el individuo en cuestién debe efectuar
hoy para recibirlo solo si se encuentra con vida a la edad x + n.

La prima P estd dada por el valor descontado Kv™ por la probabilidad de
supervivencia.

lil? n
P=FKuv" ,p,=K(1+i)™" z+ .

Tratandose de un capital unitario se indica por:

ZI n o\ —
nEy = npg0" = l+ (I+4)™"

que toma el nombre de factor de actualizacién demografico-financiera.

Valor conmutado: Los llamados simbolos de conmutacién son relaciones
matematicas artificiosas que ayudan a simplificar los desarrollos algebraicos.
Es necesario advertir que la tasa de interés influye en el valor presente de
cualquier tipo de seguro, pues a menor tipo de interés la prima serd mas alta.
Un valor actual es menor cuando el capital futuro pierde mas interés en el
proceso de actualizacién.

Se introduce el simbolo:

D, = 1,v*

que podria denominarse solo tedrica y curiosamente niimero de sobrevivientes
descontados a una determinada tasa de interés anual por un tiempo equivalente
a su edad.

Si el valor de , F, se multiplica y divide por v* resulta

lern n v® lm+n1}$+n Dr+n
nbBy = vo— = =
s v lv" D,

Con lo que obtenemos una nueva forma de expresar el factor de actualizacion
demografico-financiera pero sobre la base de haber tomado definitivamente un
determinado tipo de interés.

Una renta vitalicia, también llamada anualidad, es una sucesién de pagos
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o cobros anuales que efectia una persona de edad actual x solo y unicamente
si se encuentra con vida para realizarlos. El término vitalicio en este caso, no
necesariamente se refiere a que dicha persona tendra la renta hasta su muerte,
sino mientras viva, porque puede ser efectivamente hasta el ultimo aniversario
de su vida como también por un plazo de n afios (temporal).

El valor presente de una anualidad vitalicia anticipada, es la suma de los valores
presentes individuales de la cuota anual trasladados desde el momento de su
pago en una edad z + n, con n = 0,1,...,w — x, donde w representa la edad
maxima alcanzada segun los registros estadisticos de la tabla de mortalidad,
hasta el momento de contratacién a la edad x, utilizando el factor , F,, siendo
n el plazo de retroceso de cada cuota.

Gy = OE;E +1 Ew + .o tw—z Em

o D$+0 Dx+1 Dag-l—w—z
-, "D, 77D,

Dy +Dyy1+Dygo+ ...+ Dy,
— D, )

Introducimos el simbolo:

Nye=Dy+Dyy1+...4+ D,

Con lo que resulta la férmula del valor presente de una anualidad vitalicia
anticipada:

Otro enfoque que se puede analizar es el de cardcter estocastico de las
prestaciones y aportaciones que aparecen en las operaciones de seguro de vida,
es decir, a través de sus distribuciones de probabilidad y no solamente a partir
de sus valores medios o esperados.

De acuerdo con este planteamiento, las funciones biométricas se pueden
expresar de la forma siguiente:

gz = Plx <Tp <z + 1T > x].

Donde T; es la variable aleatoria que mide el tiempo transcurrido hasta el
fallecimiento de la persona cuya edad inicial es x = 0, es decir, recién nacido.
Se trata pues, de probabilidades condicionadas al suceso aleatorio de haber
alcanzado a edad (z).

Tomando como referencia el estudio de una anualidad vitalicia anticipada(d,,).
Sea T, el nimero de anos completos de supervivencia de una persona cuya
edad inicial es (), variable que en principio se considera de tipo discreto.

El campo numérico o espacio de probabilidad de T, es:

t:0,1,2,...,w — 2 — 1 (w=Edad méxima = [, = 0)
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Se desea conocer la probabilidad de que una persona de edad x sobreviva

exactamente t anos completos, la probabilidad seria:

P[T _ t} = Py — lx+t _ lw+t+1 o lm+t - lx+t+1
xr — - xr

t 1 p— p—
Pz =T L L
Verificandose la condicion:

= t|qw = Pz " Gz+t

w—z—1

lpat — Uy 1
PR S
t=0 t=0 z z

Lo que implica que la probabilidad de que una persona eventualmente fallezca
es uno.

El ndmero de términos de la renta vitalicia que percibird la persona (z) es, a
su vez, la variable aleatoria T, + 1, debido a que hemos supuesto que la renta
es anticipada.

Dado que el numero de pagos que recibe la persona depende de la variable
aleatoria T, se puede obtener el valor presente financiero de la anualidad
anticipada como:

1 —pTetl

dTm+H = d donde d =17 -wv.

Esta variable estd totalmente especificada una vez conocida T,. En efecto,
resulta:

Periodo | Campo numérico(Y’) Probabilidad(P)

2 CLQI Pz =2 Pz = 1|QI
t+1 &t+1 tPx —t+1 Pz = t‘q:v
w—x am w—z—1Pz = w7171|%

El costo de la anualidad anticipada corresponde con el valor esperado de la
variable aleatoria dm:

w—x w—x w—x
E[a’Tm+1] = Z de(t +1) = Z dﬂ t|ge = Z dﬂ tPxqz+t-
t+1=1 t+1=1 t+1=1

Este valor medio coincide con el valor presente actuarial tradicionalmente
asignado a este tipo de rentas calculado previamente. La igualdad se demuestra
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a continuacion:

Ay
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El cual ya se habia obtenido anteriormente.
La varianza de d7— es:
x+1

o (ig) = Y (igry) Pt +1) — d2.

2.4. El seguro de vida

Es un contrato entre una compania de seguros y una persona llamada asegurado,
mediante el cual, el asegurado se compromete a pagar una prima ya sea de
una vez (prima unica) o en pagos sucesivos (primas). A su vez la compaiifa se
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compromete a pagar una suma fija a los beneficiarios designados en la pdliza al
recibir pruebas de la muerte del asegurado.

De acuerdo a lo expuesto anteriormente, sea T, el tiempo transcurrido desde
la fecha de efecto de la poéliza hasta el fallecimiento del asegurado cuya edad
inicial es (z). El valor presente de las prestaciones reconocidas a favor del
asegurado (o beneficiario) es by, v+ en donde by, es la variable aleatoria que
recoge las prestaciones que figuran en la pdliza, es decir, el beneficio recibido y
v™* una ley financiera de descuento.

Se describen las dos clases basicas de pdlizas de seguro de vida:

Seguro temporal a n anos: La suma asegurada es pagadera a los beneficiarios
solamente si la persona asegurada fallece dentro del periodo establecido. Este
periodo puede ser de 1 o mds anos, y generalmente es de 5, 10, 15 o 20 anos.
El seguro temporal cubre solo una contingencia, no una certidumbre.

Para un capital asegurado unitario, las variantes en este caso son:

1 sit<n
bt_{ 0 sit>n (22)
vp={ v sit>0 (2.3)
T .
7, ) ove siTy<n
br,v™ = { 0  siT,>n (24)

Siendo t el campo numérico de T,.
Las funciones de distribucion y de densidad de la variante T, son,
respectivamente:

Fw(t)— tqx
d
(1) = - Fa(t
falt) = S F(t)
= tPxMat
t>0.

La condicién de existencia de f,(t) permite escribir,

/ tDxfatedt = 1.
0

Como:
t9z =1 — ¢ps
d d
—(1 - ) — — 5, r) — z M
dt( t Pa) dt(tp) tPx M+t
es decir,

—d(tpz) = P - Patedt.
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En consecuencia, la prima pura tinica de acuerdo con el principio de equivalencia
es, teniendo en cuenta que by, v’= es funcién de T,:

E[bvaTm] :/ o' o (t)dt z/ vl Pl pdt = /_L~ .
0 0 @

El momento ordinario de orden k de b, vT= es:

E[(bvaTz)k} = /0 (Ut>k tpx,uz-‘rtdt = /() 6(76k)t tpac/‘x+tdt-

La segunda integral muestra que el momento de orden k de la variable es igual
a la prima pura calculada al nuevo tanto de interés dk.
En consecuencia, la varianza de br, v’z es:
2 Toy _ 28 (A )2
o (br,v*) = Ai:m (Ai,:m) .
Donde 24, _ es la prima tnica de un seguro temporal unitario valorado a una
xrin,

fuerza de interés 20.

El seguro temporal definido anteriormente corresponde al caso de una
variable aleatoria continua 7.

En el formato de tabla de vida, los beneficiarios reciben la suma asegurada al
final del periodo en el cual ocurre el fallecimiento del asegurado si y solo si el
fallo ocurre durante los primeros n intervalos de tiempo, es decir, K} < n.

La variable aleatoria del valor presente de los pagos se define como:

7 =

v si K;<n
x‘:m

0 siKr>n’
el costo del seguro es la esperanza de la variable aleatoria Z, - podemos
xTin,

interpretar P[K} = t] como ¢_1|¢s, la persona de edad = sobrevive t — 1 afios y
fallece en el siguiente.
El costo del seguro temporal asociado es:

n
_ t
Aalt:m - ;btv tfl‘q:v

para el caso particular en que el beneficio b; es una unidad monetaria

n
_ t
Ai:m_;v tfl‘q:rr

Seguro de vida entera: Proporciona un seguro para toda la vida, si no
se termina previamente por falta de pago de una prima vencida o si no se
rescata por su valor en efectivo; la péliza vence para su pago solo en caso de
fallecimiento de la persona asegurada.
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Considerando también una suma unitaria resulta

=o' ; t>0
bp,v’e =0T= . T, >0.

La prima pura unica es:

o0 o0
Elbr,v™=] = E[v™=] = / V' Pt pdt = / e papiprrdt = Ay
0 0
La varianza o riesgo actuarial en sentido estricto es:

o2 (bpoT) = 24, — (4,)%

Los seguros definidos anteriormente se limitan a que el pago es al final del ano
en que ocurra el fallecimiento (A4, T) o bien en el instante mismo que la persona
xTin,

fallece (fli'm), por cuestiones operativa ninguno de los dos refleja un escenario
real, ya que los beneficiarios no esperaran largos periodos de tiempo para recibir
la suma asegurada porque esto podria perjudicarlos a nivel econémico, pero
tampoco la aseguradora es capaz de emitir un pago en el instante mismo de
un deceso. Como se observard en el Capitulo 4 se opta por determinar las
probabilidades de supervivencia quincenales para un individuo de edad = para

hacer una modelacién mas “realista”.
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Capitulo 3

Runge Kutta

Las ecuaciones diferenciales sirven para modelar problemas que involucran
el cambio de una variable respecto a otra. En la mayor parte de ellos hay
que resolver un problema con valores iniciales, es decir, resolver una ecuacion
diferencial que satisface una condicién inicial dada.

En situaciones comunes, la ecuacién diferencial que modela el problema resulta
demasiado complicada para resolverla con exactitud, por lo que se recurre a
distintos métodos para aproximar la solucién. Uno de ellos se vale de métodos
para aproximar la solucién del problema original. Este procedimiento es el que
se emplea por lo regular, pues los métodos de aproximacién dan resultados més
exactos y una informacion realista sobre el error.

Mientras que los métodos analiticos estan limitados a ciertas formas especiales
de ecuaciones, los métodos numéricos no tienen tales limitaciones a solo formas
estandares. No obstante, la solucién se obtiene como una tabulaciéon de los
valores de la funcién en varios valores de la variable independiente, y no como
una relacién funcional.

3.1. El Método de Euler

El método de Euler es la técnica de aproximacion mas sencilla para resolver
problemas con valores iniciales. Aunque rara vez se emplea en la préctica,
la simplicidad de su deduccién sirve para ejemplificar las técnicas con que
se desarrollan algunos de los métodos mas avanzados, sin el &dlgebra tan
complicada que acompana a tales desarrollos.

37
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Este método tiene por objetivo obtener una aproximacién de un problema bien
planteado con valores iniciales:

% ::f(t7y)aa§t§ba y(a):a
Puede ser que no se obtenga una aproximacién continua a la solucién y(t);
por el contrario, se generaran aproximaciones a y en varios valores, llamados
puntos de red, en el intervalo [a,b]. Una vez obtenida la solucién aproximada
en los puntos, se puede obtener por interpolacién la solucién aproximada en
otros puntos del intervalo.

En primer lugar se estipula que los puntos de red tienen una distribucion
uniforme en todo el intervalo [a,b]. Se garantiza esta condicién al seleccionar
un entero positivo NV y los puntos de red:

t; = a+th, para cada i =0,1,2,..., N.

La distancia comin entre los puntos h = (b—a)/N = t;+1 — t; recibe el nombre
de tamano de paso. Se utiliza el Teorema de Taylor para deducir el método de
Euler.

Supongamos que y(z) la tnica solucién de la ecuacidn inicial, tiene dos derivadas
continuas en [a, b], de modo que para cada i =0,1,2,.... N — 1,

Y(tivr) = y(ti) + (tigr — ta)y'(t:) + wy"(f)

Para algin nimero £ en (¢;,t;+1). Como h = t,11 — t;, se tiene

o) = it + by (0 + Pyg)

El método de Euler construye w; = y(t;) para cada i = 1,2,..., N, al eliminar
el término restante. Por tanto,

Wy = @

Wit+1 = W5 + hf(t“ wl) para cada i = O7 1, ceey N —1.

Método de Euler graficamente.

En las siguientes gréaficas se muestra la aproximacién a una funcién mediante
el método de Euler, ademas se presenta el algoritmo para llevar a cabo dicho
método:
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YA
Yoy =yb) 1 Y =fwy),
@) =a
W) T
) +
W =aT .
! ! ! I > 1 t } t N
l‘():tll 7 ,'2 . ty=b to=a t; t, ... ty=b t
(a) Gréfica de la funcién (b) Un paso del método de Euler
YA
Y =1y,
() + y(a) = a
Wy 4+ ——— T
|
I
|
i
Wy - —————— I
Wi | _ | |
o T I I
P ! -
t0=la t, t, ... tN|=b ¢

(c) Serie de pasos del método de Euler

Figura 3.1: Gréficas de la proximacién del método de Euler a una funcién [6]

Algoritmo 1 Método de Euler

Aproximar la solucién del problema con valores iniciales

Y = f(t,y),a<t<b yla) =a

en (N + 1) ndmeros uniformemente espaciados en el intervalo [a, b].
ENTRADA: extremos a,b entero N condicién inicial «.
SALIDA: aproximacién w a y en los (N + 1) valores de t.
Paso 1 Tome h = (b — a)/N;
t=a;
w=q;
SALIDA (¢, w).
Paso 2 Para i = 1,2, ..., N haga los pasos 3,4.
Paso 3 Haga w = w + hf(t,w); (Calcule w;).
t = a+ ih. (Calcule ;).
Paso 4 SALIDA (¢, w).
Paso 5 PARAR.
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Ejemplo 3.1. Tomando h = 0.2, aprozimar la solucion del problema con valores
iniciales:
y =yt +1, 0<t<2, y(0) = 0.5.

Se wutilizard el algoritmo con N = 10 para determinar las aproximaciones y
compararlas con los valores exactos dados por y(t) = (t +1)? — 0.5¢.

Con N =10, tenemos h = 0.2,t; = 0.25,wg = 0.5 y

Wiy = w; + h(w; — 2 +1) = w; + 0.2[w; — 0.4i% 4+ 1] = 1.2w; — 0.008i* + 0.2,
parat=0,1,...,9. Por tanto:

wy = 1.2(0.5) —0.009(0)> +0.2 = 0.8;  wy = 1.2(0.8) —0.008(1)* +0.2 = 1.152;

y asi sucesivamente. En la siguiente tabla se muestra la comparacion entre los
valores aproximados en t; y los valores reales.

t; Wy yi =y(ti) | |y —wil

0.0 | 0.5000000 | 0.5000000 | 0.0000000
0.2 | 0.8000000 | 0.8292986 | 0.0292986
0.4 | 1.1520000 | 1.2140877 | 0.0620877
0.6 | 1.5504000 | 1.6489406 | 0.0985406
0.8 | 1.9884800 | 2.1272295 | 0.1387495
1.0 | 2.4581760 | 2.6408591 | 0.1826831
1.2 | 2.9498112 | 3.1799415 | 0.2301303
1.4 | 3.4517734 | 3.7324000 | 0.2806266
1.6 | 3.9501281 | 4.2834838 | 0.3333557
1.8 | 4.4281538 | 4.8151763 | 0.3870225
2.0 | 4.8657845 | 5.3054720 | 0.4396874

Cuadro 3.1: Comparaciéon de valores obtenidos mediante el método y valores
reales de la funcion

Se observa que el error crece un poco a medida que el valor ¢ aumenta. Este
crecimiento controlado del error es consecuencia de la estabilidad del método de
Euler, el cual implica que en el peor de los casos, el error esperado aumente de
forma lineal.

3.2. Derivacion de Métodos

Los primeros métodos Runge Kutta aparecieron en 1895, pero seria hasta
la década de los sesentas que comenzaron a desarrollarse como forma de
resolver ecuaciones diferenciales ordinarias. Denominados asi en honor a dos
matematicos alemanes, llamados Carle David Tolmé Runge y Martin Wilhelm
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Kutta. Ellos desarrollaron algoritmos que resuelven de una manera eficaz una
ecuacion diferencial y que son a la vez el equivalente de una aproximacion a la
solucion exacta al hacerla coincidir con los n primeros términos del desarrollo
en serie de Taylor.

Para tener una idea de cémo se desarrollan los métodos de Runge Kutta,
se mostrard la obtenciéon de un método de segundo orden simple. Aqui, el
incremento en y es un promedio ponderado de dos estimaciones del incremento,
denominadas k1 y ko. Asi, para la ecuacién dy/dx = f(x,y).

Yn+1 = Yn + brk1 + bako,
ko = hf(xn + C2h7yn + Cle)'

Puede pensarse que los valores kq y ko son estimaciones del cambio en y cuando
x avanza por h, ya que son el producto del cambio en z y un valor de la
pendiente de la curva, dy/dz. Los métodos de Runge Kutta siempre usan la
estimacién de Euler simple como la primera estimacion de Ay, k1. El problema
es concebir un esquema para elegir los parametros, by, by, co. Lo anterior se
logra haciendo que la ecuacién (3.1) coincida lo mejor posible con el desarrollo
en serie de Taylor, donde las derivadas y se escriben en términos de f, a partir

de dy/dx = f(z,y).
h2
Yn+1 = Yn + hf(xnayn) + 7f/(xnvyn) + ..

Debido a que df /dx = f, + fy,dy/dx = f, + f,f, una forma equivalente es

1 1
Yn+1 :y7l+hfn+h2 <2fm+2fyf) . (32)

Todas las derivadas de la ecuacién (3.2) se calculan en el punto (x,,y,). Ahora
vuelve a escribirse la ecuacién (3.1) sustituyendo las definiciones de k1 y ka:

Yn+1 = Un + blhf(xn; yn) + thf[xn + Cth Yn + Cth(J?»,H yn)] (33)

Para que el dltimo término de la ecuacién (3.3) sea comparable con la ecuacién
(3.2), f(z,y) se desarrolla en una serie de Taylor en términos de z,,Yn,
recordando que f es una funcién de dos variables, reteniendo sélo términos de
la primera derivada:

f[xn +coh, yn + Cth(xmyn)] = (f + fzcoh + fyCth)n' (3'4)

En el lado derecho de las dos ecuaciones (3.2) y (3.4), f y sus derivadas
parciales, todas, deben evaluarse en (z,, yn).



42 CAPITULO 3. RUNGE KUTTA
Al sustituir la ecuacién (3.4) en la ecuacién (3.3), se tiene

Ynt+1 = Yn + bihfn + th(f + fzcoh + fchhf)n

o bien, reordenando,

Ynt1 = Yn + (b1 + bo)hfr + B (cabafr + cobaf fy)n- (3.5)

La ecuacién (3.5) es idéntica a la ecuacién (3.2) si
1
b1 +b2 = 1, Cgbg = 5

Observe que sélo es necesario satisfacer dos ecuaciones por las tres incégnitas.
Un valor puede elegirse de manera arbitraria (con restricciones menores), por
tanto, se tiene un conjunto de métodos de segundo orden. Por ejemplo, al

2 . 3 . .
tomar b; = —, se tiene by = c; = —. Con otras opciones se obtienen otros

§7
conjuntos de parametros que coinciden con el desarrollo en serie de Taylor.

1
Si se toma by = ok las otras variables son by = —, co = 1. Este ltimo conjunto

de pardmetros proporciona el algoritmo de Euler modificado; el método de
Euler modificado es un caso especial de un Método de Runge Kutta de segundo
orden.

Nos enfocaremos en un método Runge Kutta explicito de 3 etapas que
puede ser escrito como:

Yn+1 = Yo+ h(biky + boks + bsks)
ki = f(zn,yn)
ky = f(xn+ hea, yn + heoky)
ks = flzn+ hes,yn + hics — asz2)kr + hasaks).

Asumiremos que la funcién f(z,y) es suficientemente suave y diferenciable,
reduciremos la notacion a:

_ df(z,y)
T dx

B f(x,y)
T dx?

_ & f(z,y)

f= f(x,y) K dady

fa:x: facy:

Al expandir en series de Taylor y(z,41) alrededor de x,, se tiene:

1 1
Y(ni1) = y(zn) + hy™W(z,) + §h2y(2) () + Ey(?’)(ﬂcn) + o(hY).
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y () = f

Y (2n) = fot fo¥f = foffy

YO (@n) = faw+ fagf + F(Fye + Fou£) + Lo + £1)
fow +2f foy + P2 Fyy + fy(fo + F1y)-

Los cual se reescribe como
Y(onsr) = Y 502 (o FF) S (e F1) Fy (e 20 Fry + P )]

Al expandir k;, 1 =1,2,3

kv = f
2
b = Fhes (fatRfy) + 5 (fuw 2K fay + o)
h2
ks = f+hecs (fx + ffy) + ? <02a32(f9c =+ ffy)fy + %Cg(fmc + 2ffxy + foyy)>

y sustituir en la ecuacién anterior se tiene
Unpr = Y(@a) +h(by+ba+bs) f+h? (baca +bscs) (fa + [ Fy) +
1
§h3 (2b302a32 (fw =+ ffy) f'y + (b2cg + b3C§) (fxz + foLy + f2fyy)) :

En la cual se puede observar que haciendo b3 = 0 y tomando h hasta orden 2,
se obtiene la ecuacién obtenida para el método de dos etapas.
De aqui se obtienen las condiciones

bi+ba+b3=1
1

bQCQ + bgCg = =
2

2 2 1
b202 + b3€3 == g

=

bscoaze =

Existe una infinidad de soluciones a las ecuaciones anteriores, utilizaremos la
solucién by = 1/4,by = 0,b3 = 3/4,¢1 = 0,¢2 = 1/3,¢3 = 2/3,a32 = 2/3 para
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obtener el siguiente método

h
ynt (k1 + 3ks3)

Yn+1
kl - f(xnayn)
h h
ke = flent3un+ ki)
2h 2h
k3 f(xn+?ayn+?k2)'

3.2.1. El Runge Kutta de orden cuatro

Los métodos Runge Kutta de cuarto orden son los méas utilizados y se obtienen
de manera semejante. Resulta mayor complejidad al tener que comparar
términos hasta h2, y asi se obtiene un conjunto de 11 ecuaciones en 13 incégnitas.
El conjunto de 11 ecuaciones puede resolverse si dos incégnitas se escogen
arbitrariamente.

El método Runge Kutta de orden cuatro, aplicado a un sistema de dos ecuaciones
diferenciales dadas con funciones f y g respectivamente, tiene solucién dada por:

dx
- t
pr f(z,y,1)
kl = hf(xvyvt)
_ k1 1y h
ky = hf(l'+2,y+2,t+2)

B ke 1o, h
ks = hf<x+2,y+2,t+2)
k4 = hf(x+k‘3,y+l3,t+h)

1
w(t+h) = w@(t)+ g (k1 +2ke + 2ks + ka)
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dy
DL — t
I 9(z,y,t)
ll = hg(x,%t)
_ ki L, h
la = hg<x+2,y+2,t+2>
B ks l , h
ls = hg(ac—i— 2,y+2,t+2>
l4 = hg(x+k3,y+l3,t+h)
1
y(t+h) = y(t)+ 6 (I 42l +2l3 4+ 14) .

Este método se utilizard para dar una solucién numérica méas exacta al problema
de aplicacién a un seguro de invalidez del siguiente capitulo.
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Capitulo 4

El seguro como proceso
estocastico

4.1. Los procesos Estocasticos

Existen procesos o fenémenos que pueden cambiar a través del tiempo, estos
se conocen como procesos estocdsticos, en los cuales no se puede predecir
el resultado de dicho cambio. En muchas situaciones reales, los modelos
estocasticos se acercan mas a la realidad que los modelos deterministicos, pues
estos incorporan el azar por medio de funciones probabilisticas. Por lo cual es
importante conocer algunas caracteristicas de estos procesos.

4.1.1. El proceso estocastico

Un proceso estocdstico es una coleccién de variables aleatorias {X; : t € T}
parametrizada por un conjunto 7', llamado espacio parametral, en donde las
variables toman valores en un conjunto S llamado espacio de estados.

En los casos mas sencillos se toma como espacio parametral el conjunto
discreto T = {0,1,2,...} y estos nimeros se interpretan como tiempos. En
este caso se dice que el proceso es a tiempo discreto, y en general este tipo de
procesos se denota por {X, : n=0,1,...}, o explicitamente.

Xo, X1, Xo, ...

asi para cada n, X, es el valor del proceso o estado del sistema al tiempo n.
Este modelo corresponde a un vector aleatorio de dimensién infinita. EI proceso
se puede ver en la siguiente figura.

47
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Xn(w)
Xs
X3 i
X] .
. PR, 75
XU P ‘,‘ ..“ ““ ,_‘,
— } } n
1 2 3 4 5

Figura 4.1: Proceso estocdstico a tiempo discreto [18]

El espacio parametral puede también tomarse como el conjunto continuo
T = [0,00). Se dice entonces que el proceso es a tiempo continuo, y se denota
por:

{Xt it Z 0}

El cual puede ser representado graficamente como:

Xi(w)

X,

} } } (3
ty ta ts

Figura 4.2: Proceso estocdstico a tiempo continuo [18]

4.1.2. Cadenas de Markov

Una cadena de Markov es un proceso estocastico a tiempo discreto
{X,: n=0,1,...}, con espacio de estados discreto, y que satisface la propiedad
de Markov, esto es, para cualquier entero n > 0, y para cualesquiera estados
20, .-, Tntl, Se cumple:

P(zpi1|zo, .- s 2n) = P(@py1|zn).

Si al tiempo n + 1 se le considera como un tiempo futuro, al tiempo n como el
presente y a los tiempos 0,1,...,n — 1 como el pasado, entonces la condicién
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anterior establece que la distribucién de probabilidad del estado del proceso al
tiempo futuro n + 1 depende unicamente del estado del proceso al tiempo n, y
no depende de los estados en los tiempos pasados 0,1,...,n — 1.

Cadenas de Markov a tiempo discreto:

Para una cadena de Markov a tiempo discreto, se empezard definiendo un
modelo constituido por m estados, donde m > 2. El proceso se mueve
aleatoriamente entre estos estados. La variable X,, toma el valor numérico del
estado en el cual se encuentre el proceso al tiempo n, para n = 0,1,..., asf los
posibles valores de X,, son {1,2,...,m}. En otras palabras, si X,, = i se dice
que el proceso estd en el estado i al tiempo n. El estado inicial del proceso al
tiempo 0 debe ser especificado.

El elemento bésico de una cadena de Markov es la probabilidad condicional de
que el proceso esté en el estado j al tiempo n + 1, dado que estd en el estado 4
al tiempo n. Para un proceso estocastico de cadena de Markov, la probabilidad
de estar en el estado j al tiempo n + 1 depende solo del estado en el que se
encuentre al tiempo n, es decir, después de moverse a un nuevo estado, se
puede olvidar completamente en qué estados se estuvo en el pasado, esto es lo
que distingue a las cadenas de Markov de los demds procesos estocasticos en
general.

En notacién matemaética, esta probabilidad condicional es escrita como
P[X,+1 = j| X, =] y es llamada probabilidad de transicién.

Si la probabilidad de transicién de moverse del estado i al estado j permanece
constante en el tiempo se dice que el proceso es homogéneo, y si la probabilidad
de transicién varia con n el proceso se dice que es no homogéneo.

La probabilidad de transicién homogénea es denotada por p'/, asi se tiene

P = PXyi1 = jlXn =1].

Donde ¢ y j pueden ser 1,2,...,m,yn=20,1,2,...

Dado que el proceso esta en el estado ¢ en algin punto de tiempo discreto, debe
estar en algin estado en el siguiente punto de tiempo discreto (incluso en el
mismo estado ). Esto significa que:

ipij =1.
j=1

Si p # 0, entonces es posible permanecer en el estado i en el siguiente intervalo
de tiempo, mientras p” = 0 no es posible permanecer en el estado i. Mds atin,
si p* = 1, entonces no es posible moverse del estado 7 hacia otro estado. En este
caso, se dice que el estado 7 es un estado absorbente.

El conjunto de todas las probabilidades de transicién para todo (i,j) estdn
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contenidas en la matriz de probabilidades de transiciéon P, definida como:

pll p12 L. plm
. p21 p22 L. p2m
pml pm2 . pmm

Todos los resultados anteriores son con base en la propiedad de que todo el
conjunto de probabilidades de transicién permanece constante sobre pasos
sucesivos en el proceso.

Ahora, generalizando el proceso al caso donde las probabilidades de transicién
no necesariamente son las mismas sobre intervalos sucesivos. Se define p’,
para k = 0,1,2,..., denota la probabilidad de que un proceso en el estado i
al tiempo k, esté en el estado j al tiempo k + 1. Esto es, p)’ representa la
probabilidad de moverse del estado ¢ al estado j el intervalo discreto de tiempo
(k+1).

El conjunto de probabilidades pzj para todo i y j se encuentran en la
matriz de probabilidades de transicién sobre el (k + 1)-ésimo intervalo, la cual
se denota por P*. Para la probabilidad de miltiples pasos se define:

Un proceso de Markov con diferentes matrices de probabilidades de transicion
sobre diferentes intervalos de tiempo es llamado proceso no homogéneo.

Ejemplo 4.1. Considere un modelo de tres estados en el que una persona
puede estar saludable, enferma o bien fallecer. Asumimos que las probabilidades
de pasar de un estado a otro son constantes a través del tiempo y estin
representadas en la siguiente figura

0.6
Estado 1:
Saludable 01
0.4 0.4
0.3 1
Estado 2: Estado 3:
Incapacitado | - > Fallece

Figura 4.3: Representacién grafica de proceso estocastico con 3 estados
[Elaboracién propial
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Entonces la matriz de transicion asociada es:

0.6 03 0.1
P=|04 04 02
0 0 1

Observacién 1: El estado 3 (fallece) es un estado absorbente.

Observacion 2: Si se desea conocer dénde se encuentra una persona que hoy
esta en el estado ¢ luego de n periodos, bastara con calcular la potencia n-ésima
de la matriz de transicion.

Cadena de Markov a tiempo continuo

Nuevamente se considera un modelo con m estados, donde Y(t) denota la
variable aleatoria discreta con valores posibles {1,2, ..., m} que indica el estado
en el que se encuentra el proceso al tiempo ¢, para t > 0. Asi, Y (¢) = i denota
el evento en el que el proceso esta en el estado ¢ en algin tiempo ¢. El proceso
es un proceso a tiempo continuo porque se puede observar en algin tiempo ¢
en los ntimeros reales, a pesar de que Y (t) sea una variable aleatoria discreta.
Al igual que en el caso de tiempo discreto, es necesario saber el estado inicial
al tiempo 0.

Andlogamente al tiempo discreto, la probabilidad de que un proceso no
homogéneo que se encuentre en el estado i al tiempo n, esté en el estado j
después de r intervalos de tiempo, ahora se considera

oy = PY(t+7) =Y (t) =],

La probabilidad condicional de que el proceso esté en el estado j al tiempo t+1r
dado que estd en el estado i al tiempo t.

Si P[Y(t+r) = j|Y(t) = i] es independiente de ¢, y depende solo de r, la
longitud del intervalo de tiempo, el proceso se dice que es homogéneo.

4.2. La ecuacién de Kolmogorov

La ecuacién de Kolmogorov es una férmula que permite descomponer la
probabilidad de pasar del estado i al estado j en n pasos, en la suma de
probabilidades de las trayectorias que van de ¢ a j, y que atraviesan por un
estado k cualquiera en un tiempo intermedio.

En el caso discreto tenemos la ecuacién de Chapman-Kolmogorov, la cual
enuncia: Para cualquier par de ntimeros enteros r y n tales que 0 < r < n,
y para cualesquiera estados i y j se cumple:

npij = Z Tpik n—rpkj-
k
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Demostracion: Por el teorema de probabilidad total y la propiedad de Markov:
w0 = P(X, = j|Xo = i)
=D P(Xo = jIX0 = b, Xo = i) /P(Xo = i)
k

=Y " P(X, = j|X, = k)P(X, = k| Xo = i)
k

= Z n—rpkj rpik-
k

En el caso continuo, la ecuacién de Kolmogorov permite expresar a las
probabilidades de transicién para cualquier tiempo ¢ > 0, en términos
de probabilidades infinitesimales, es decir, probabilidades de transicién en
intervalos de tiempo de longitud muy pequena.

En un seguro de vida en el cual la persona se puede encontrar en distintos
estados de salud como son: supervivencia, invalidez, hospitalizacién, jubilacion,
las coberturas y costos actuariales se pueden plantear como un proceso
estocdstico a tiempo discreto o tiempo continuo.

Para el calculo de las probabilidades de transicién entre los estados se puede
plantear la ecuacion de Kolmogorov y obtener el sistema de ecuaciones asociado
a dichas probabilidades. Por lo cual se parte de lo siguiente:

Supuesto 4.1. Para cualesquiera estados i y j y cualesquiera tiempost y t+ s
donde s > 0 la probabilidad condicional

PY(t+s) =Y (t)=1i].

La probabilidad condicional esta bien definida en el sentido de que no depende
de mninguna informacion antes del tiempo t. Dicha propiedad de que las
probabilidades de eventos futuros dependan del tiempo presente pero mo del
pasado se conoce como Propiedad de Markov.

Supuesto 4.2. Suponemos que para cualquier intervalo de tiempo de tamano
h, la probabilidad de que ocurran dos o mds transiciones es de orden h, es decir:
Para cada funcion de h, decimos que es de orden h si :

Intuitivamente la funcién converge a cero mds rdpido que h.
Definicién 4.1. Para estados i y j en un modelo de estados maultiples
wi = PY(z+1t)=j]Y(z)=1],
tpzi = P[Y(z+s) =1 para toda s € [0,¢]|Y (x) =1].
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0¥ es la probabilidad de que una persona que esta con vida a la edad x en el
estado i _este en el estado j a la edad x +t, donde j puede ser igual a i.

Pero ¢p% es la probabilidad de que una persona de edad x que esta en el estado
i continue en el estado i durante todo el periodo de tiempo de las edades x a la
x4+ t.

Supuesto 4.3. Para todos los estados i y j y todas las edades x > 0, se asume
que p¥ es una funcion diferenciable de t.

Definicién 4.2. Para i # j definimos

j
ij ; hD
) = lim —=

h—0+t h

Llamemos fuerza de transicién a la medida instantdnea de la transicién a un
punto de tiempo, denotaremos p% como la fuerza de transicién entre los estados
1y j alaedad x.

Otra forma de expresar la fuerza de transicién es:

np = hpld + o(h).

De esta férmula para valores pequenos de h se tiene la aproximacién:

Y~ hy.
Observacion - _

Py = Dy
La probabilidad de que una persona de edad = que se encuentra en el estado ¢ y
que luego de un tiempo t este en dicho estado la simbolizamos con +p%’, es mayor
o igual a la probabilidad de que la persona no deje el estado ¢ en el intervalo de
tiempo ¢ simbolizada +p .

La diferencia entre ambas probabilidades es que el proceso haga dos o maés
transiciones en el intervalo de tiempo %, lo cual bajo el supuesto 2 es de orden t.

0y = 0y +o(t).

La probabilidad de que la persona deje el estado ¢ en algin momento entre las
edades z y  + h, con la posibilidad de regresar, es 1 — ,p.’, se puede reescribir
en términos de la fuerzas de transicién:

n

L= wpl = Y ¥

3=0,j#i
= h Y pd+o(h)
J=0,j#i
i = 1—h > +o(h).

j=0,j#i
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La probabilidad ;, ,pi, se expresard como la probabilidad desde la edad x hasta
la z + t multiplicada por la probabilidad de z + t hasta x + t 4 h, es decir,

i

t+hPy =  tPg hPzit

n
= tp;i 1—-h Z H;]-q-t‘f'o(h)
J=0,j#i

= tpii —h tp? Z Nij-i-t +o(h)

J=0,j#i
Reordenando términos
1 = = = - o o(h)
7 ( t+hDy — tpil) = — Z Hi'yr + o
§=0,j#i
.1 7 AN TN g . o(h)
;lfi%ﬁ ( t+hPy — tpx) = Tt OZ:#%H + A%T
§=0,j#i
d = —_- .
i thy = — Dy Z Mt
§=0,j#i
d — n .
It In ( tp;z) = - Z M;Jth-
Jj=0,j#1

Integrando ambos lados de la igualdad
tpg = e(_ Jo X i 1ilse).

Ahora se tiene una expresién para la probabilidad de no dejar el estado i en
términos de las fuerzas de transicién entre los estados i y j, con i # j.

Teorema 4.1 (Ecuacién de Kolmogorov). Sean i y j dos estados no
necesariamente distintos, en un modelo multiestado en el cual existen n + 1
estados posibles. Para x,t,h >0

n+1
ot = = Y (il = W) o). D)
k=0,k#j
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Demostracion.
n
wnpld =+ > i
k=0,k#j
n
vy = apd | 1—h Z plhe—o) |+ D i i,
k=0,k#j k=0,k#j
n
g y .
wnp = ¥ [1-h Z iy —olh) | +h D wpFull, +o(h)
k=0,k#j k=0,k#j
n+1
ot = =n > (= wiul,) + o),
k=0,k#j

Usaremos la ecuaciéon de Kolmogorov para determinar un sistema de ecuaciones
diferenciales para el calculo de ¢pZ.
Ordenando términos de la ecuacién 4.1.

1 Qs k o(h)
g y "
7 (t-&-hp? - tplzj) = - Z ( Y :qurt — Py /’Lwlﬁrt> + h
k=0,k#j
Cuando h — 0
d n+1
k k
= (tp;’“uxit - tpiiui+t)
k=0,k#j

Esta tltima férmula se conoce como la ecuaciéon de Kolmogorov.

d i = ik, ki i CE
a tPe T Z tPe Hatt | — tPx Z Hpt
k=0,k#j k=0,k#j
n+1
ﬂ ij Z ik kj _ ij,J
g thy = tPz Mgyt tPy Mg+t
k=0,k+#£j

j +1
donde p5,, =370, ] Mz+t 0
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4.3. Aplicacién

Uno de los riesgos que afectan tanto fisica como econémicamente es sin duda
la pérdida de la salud ocasionada por alguna enfermedad o accidente. Para
cubrir tal eventualidad existen en nuestro pais los servicios de salud, que
son proporcionados a través de instituciones publicas y privadas, las primeras
representadas por la Secretaria de Salud, los servicios médicos del departamento
del Distrito Federal, las instituciones de seguridad social integradas por el
IMSS y el ISSSTE, los servicios que presta PEMEX, Ferrocarriles Nacionales
de México, la Secretaria de la Defensa Nacional, la Secretaria de Marina y por
lo que se refiere al sector privado encontramos los centros hospitalarios. La
posibilidad de optar por instituciones piuiblicas o privadas, permite cubrir la
atenciéon médica a través de recursos propios, sin embargo esta tltima eleccion
representa un costo que suele ser elevado, lo que limita su utilizacién a sectores
especificos de la poblacién [16].

Parte del objetivo principal de este trabajo es ejemplificar cémo utilizar
la ecuacién de Kolmogorov en el cdlculo de un seguro con més de dos estados.
Para ello plantearemos un seguro de invalidez complementario a la cobertura
ofrecida por el Instituto Mexicano del Seguro Social el cual es la institucién de
seguridad social mas importante de nuestro pafs.

Asi mismo se investigaron las tablas de probabilidades de invalidez y
fallecimiento del Instituto tomando como versiéon mads reciente la del “Informe
al 31 de diciembre de 2014”.

De acuerdo con el Primer Tribunal Colegiado en Materia de Trabajo del
Primer Circuito Judicial de la Federacién se define:

“La invalidez es un estado fisico que se traduce en la pérdida de la capacidad de
trabajo, debido a una disminucién notable de la salud en la persona, ocasionada
por una enfermedad de tipo general o accidente no profesionales”.

En palabras mas coloquiales en nuestro pais una persona se considera invalida
si tiene alguna enfermedad o un accidente no relacionados con su trabajo que
reduzca la capacidad de trabajar.

La Ley del Seguro Social en su articulo 119 es atin mas explicita al respecto:
“Para los efectos de esta ley existe invalidez cuando el asegurado se halle
imposibilitado para procurarse, mediante un trabajo igual, una remuneracion
superior al cincuenta por ciento de su remuneraciéon habitual percibida durante
el dltimo ano de trabajo y que esa imposibilidad derive de una enfermedad o
accidente no profesionales”.

Para poder recibir una pensién en el ramo de Invalidez y Vida por parte del
IMSS, ademés de contar con la imposibilidad fisica para trabajar, esta debe
ser evaluada y determinada por los servicios médicos del Instituto mediante el
dictamen médico establecido para tal fin.

Adicionalmente se requiere un minimo de 250 semanas cotizadas si la invalidez
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es mayor al 50 % pero inferior al 75% y en caso de invalidez superior a 75 % se
requiere de 150 semanas de cotizacién.

El proceso se resume en el siguiente diagrama:

Eventos que generan prestaciones en dinero en el Seguro de Invalidez y Vida

Invalidez

Valoracién médica por el
Instituto

Subsidio con cargo al Seguro de
Enfermedades y Maternidad

Valoracién médica por
Instituto

Reingreso e
Bbcaai definitiva
Pension

temporal

Ley de
1973: Pensi6n en
curso de pago

. " Ley de 1997: Renta
Valoracién médica por el Vitalicia
Instituto

Figura 4.4: Proceso para recibir el Seguro de Invalidez y Vida [Direccién de
Prestaciones Econdmicas y Sociales, IMSS].

Como se puede observar en el diagrama existen dos tipos de pensiones, la
temporal y la definitiva.

Una pensién por invalidez temporal es ofrecida por el Instituto al cumplir el
estado de invalidez y consiste en el 35 % del salario promedio correspondiente a
las ultimas 500 semanas de cotizacién anteriores al otorgamiento de la misma
o las que tuviere para obtener dicha pensién.

De acuerdo con el IMSS en su articulo 120 fraccién I, 121 y 141, una
pension se otorga por periodos renovables en caso de existir posibilidad de
recuperacién para el trabajo, dichos plazos estdn establecidos en quincenas con
un maximo de un ano, luego de realizar un dictamen médico se puede dar una
prérroga de 26 semanas maés.

Asi dentro de los dos anos siguientes a la fecha de expedicién del dictamen
temporal, el IMSS realiza la revaloracién médica del pensionado a fin de definir
si existe recuperacién para volver al trabajo o se adquiere el carAjcter de
pension definitiva.

La motivacion del seguro de invalidez es ofrecer una cobertura accesible
para personas que se encuentren saludables y laborando para que en caso de
sufrir una enfermedad o accidente no profesional reciban el 35% de su salario
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por parte del IMSS y el otro 65 % de la aseguradora, de esta forma el individuo
no se encontrard en una situacién de inseguridad econémica al menos por un
plazo de dos anos, en los cuales se podria dar dictamen de recuperacién o bien
pudiera encontrar un empleo con remuneracién del 50 % o més de su anterior
salario, o recibe la pension de forma definitiva.

En caso de fallecimiento de trabajador o pensionado se otorgan por concepto
de gastos de funeral 2 meses de salario minimo general vigente en el Distrito
Federal a la fecha de fallecimiento lo cual segun la Comisién Nacional de los
Salarios Minimos mediante la resoluciéon publicada en el Diario Oficial de la
Federacion del 19 de diciembre de 2016 vigente a partir del 1 de enero de 2017
da un monto diario de $80.04, es decir el pago de funeral es por $4,802.4, dicho
monto es insuficiente para cubrir los gastos funerarios y/o cualquier otra deuda
que pudiera tener el asegurado, por lo que se propone para nuestro producto
una indemnizacién de $200,000.00.

Se considera el siguiente problema:
Un trabajador de edad = que se encuentra saludable contrata un seguro de
invalidez con la siguiente cobertura:

= Si la persona se encuentra saludable y fallece, sus beneficiarios reciben al
final de la quincena en que fallezca una suma asegurada S.

= Si la persona estd incapacitada por una enfermedad o accidente no
profesional recibe quincenalmente el 65% de su salario mientras se
encuentre incapacitada.

Las condiciones son las siguientes:
= La cobertura es inicamente por un periodo de 2 anos.

= Se paga una prima de forma quincenal anticipada siempre y cuando esté
saludable.

= La tasa de interés compuesto es 3.7 % anual !.

., Cuanto se debe pagar quincenalmente por dicha cobertura?

Para obtener las probabilidades de transicién necesarias para el calculo del costo
de la invalidez y beneficio del seguro, se utiliza la ecuacion de Kolmogorov.

En general se presentan dos casos, en el primero el sistema de ecuaciones
resultantes tiene una solucién analitica y en el segundo no tiene solucion
analitica, por lo cual se aproxima mediante un método numérico, en este
trabajo se emplea el método Runge Kutta de orden 4.

En ambos casos, utilizamos la ecuacién de Kolmogorov para obtener las
probabilidades de transicién.

IReferencia tomada del IMSS para el calculo del seguro.
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El problema se representa en el siguiente diagrama:

11
| L
Estado 1:
12 Saludable 13
J L Wate
22 33
Kzt j Loy
23
Estado 2: et Estado 3: f)
Incapacitado cd Fallece

Figura 4.5: Representacién grafica del seguro con 3 estados [Elaboracién propial

La ecuacién de Kolomogorov para el caso de tres estados 1(Saludable),
2(Incapacitado) y 3(Fallece), se usa para plantear dos ecuaciones diferenciales:

d 1 12,21 11 (12 13
o tPy = tPx Mpat — tDy (:ux-i-t +:ua:+t)
d 1 11,12 12 (21 23
it tPy =  tPx Maqy — tDPy (/ux-i-t + Ngc-s-t) .

En el modelo una vez que se cae en el estado 3(fallece) no es posible regresar
a algun otro estado, ademds no es posible regresar del estado 2(Incapacitado)
al estado 1(Saludable), bajo el supuesto de que la persona seguird esperando la
valoracién médica del Instituto hasta el final del plazo de dos anos.

d

0t tpglgl = - tpglcl (Nglca-t + Niﬁ-t)
d 15 11,12 12 (23
o tPy =  tPx Mgyt — tPx (/~Lz+t) .

Para el calculo del seguro, es necesario considerar los siguientes supuestos:

1. La persona se encuentra saludable al inicio del proceso.

2. Si la persona enferma o tiene un accidente, el padecimiento es irreversible
por lo que es imposible mejorar.

3. El estado 3 (fallece) es un estado absorbente.
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4.3.1. Sistema de ecuaciones diferenciales

En caso de que las fuerzas de transicién sean constantes en al menos un intervalo
de tiempo, las ecuaciones de Kolmogorov se expresan como:

d

— by = =y e+ ]

— Py =y — P

Ademas, la condicién inicial pg = ( 0 >7 es decir, opl! =1y gpi? = 0. El cual

en forma matricial es de la forma.

/
ip! —(p?+pk®) 0 P! 1
12 = 12 23 12 | conPo= :
tDy M e tDy 0

La solucién es de la forma P(t) = C1VieM! + CoVae2t, con Cy, Cy constantes,
V1, Vi vectores propios y A1, Ao valores propios de la matriz.

Primero determinamos los valores propios de la matriz usando el polinomio
caracteristico..

| —(pa? + 1) — A 0

= (=(pa” + p2’) = N(=p2® = N)
P —p = A

A==y + )
)\2 = —,U,ig.

Una vez que tenemos los valores propios, procedemos a calcular los vectores
propios, para Ai:

Sl S U U vy 0

Entonces, tenemos
pavr + (g 4 g — p3?)oa = 0.

23 .12 _ 13
oy = <ux Mo~ fa > .
1

Tomando vy = pl? obtenemos el vector propio

py =y — py?
Vi = 12 .
I

Despejando vy
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—pt = pg 0 v1 0
12 0 v ) o)

Asi, podemos tomar el vector
0
Vo = :
1

Al sustituir A1, Ao, Vi y V5 se tiene el sistema

11 23 12 13
< tPo ) =0 < Ba' = Ha = Ha > e~ +mt L o < 0 )e—#?t.
tpglf Mglf 1

Las constantes C7 y Cy se determinan sustituyendo la condicién inicial. Note
que dicha condicién asi como las fuerzas de transicién se modifican ano con afio.
Para el primer ano se tiene:

1 il Gl U 0
=C4 + Cq .
0 pl? 1
Con lo cual tenemos las siguientes dos ecuaciones

1= Ci(u3’ — 1 = 1)

0= CH,LI&C2 + CQ.

Para Ao

Despejando C de la primera ecuaciéon obtenemos el valor
1
Ci=——+—++—"—.
AR e
Sustituyendo el valor de C en la segunda ecuacion y despejando Cs obtenemos
L m
pa = g — pg?

De esta forma, dados los valores de Cy y Cs, el sistema matricial queda de la
forma

L 1 [ G s ety 12 0\ s
2 p23 — pi? — 3 k2 p2d — pl? —pl3 \ 1 '

Por lo tanto, la solucion para cualquier tiempo ¢ tal que
0<t<1es:

Cy =

11 (2418
il =e (3" +ns")

12
12, 13 _ 23
Ha o (WPt _ =l t].

tp12 = 53 12 13
r T 23 12 13
H3” — g™ — My
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Para encontrar las probabilidades para el segundo ano, es decir cuando
1 <t < 2 se sigue el procedimiento anterior, tomando como condicién inicial el
sistema anterior evaluado en ¢ = 1, y obtenemos:

11 (2 13y (12 418 -1
il =e (g +1g”") o= (g +rga) (E=1)

e~ (W) 12 o= (uada+zta) (t=1)

12 = 241
r = 23 2 13
lu’erl - Ma:+1 - lj‘z+1
12 13
[y (g2 uy®) _ gmn et g% -2
Tl s T e | T w1 13 et
M M My Hayy1 — Mziq — Mz

Como se menciond anteriormente, el sistema de ecuaciones generalmente tiene
una solucién analitica cuando las fuerzas de transicién son constantes en un
intervalo de tiempo, para este ejemplo utilizaremos las probabilidades obtenidas
de “Valuacién Actuarial del Seguro de Invalidez y Vida al 31 de diciembre de
2014”7 del IMSS, con estas y aplicando el supuesto exponencial para la fuerza
de fallo, tenemos

Mz = — hl(px)-

De este modo podemos considerar, por ejemplo, para una persona del género
masculino de 50 anos las fuerzas de transicién como siguen:

= u12 = 0.00330746

= pl3 =0.00352621

123 = 0.03187258

(142 = 0.00379017

uEd = 0.00370686

= 123 =0.03190355.

Realizando los célculos correspondientes al primer ano tomando en cuenta que
la persona debe estar saludable al momento de contratacién, obtenemos las
siguientes probabilidades
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t

11
tDy

12
tDy

0

1.000000000

0.000000000

1/24

0.999715304

0.000137700

2/24

0.999430689

0.000275178

3/24

0.999146156

0.000412434

4/24

0.998861703

0.000549469

5/24

0.998577331

0.000686283

6,24

0.998293040

0.000822876

7724

0.998008830

0.000959249

8/24

0.997724701

0.001095402

9/24

0.997440653

0.001231335

10/24

0.997156686

0.001367048

11/24

0.996872800

0.001502542

12/24

0.996588994

0.001637817

13/24

0.996305269

0.001772874

14/24

0.996021625

0.001907712

15/24

0.995738062

0.002042332

16/24

0.995454580

0.002176735

17/24

0.995171178

0.002310920

18/24

0.994887857

0.002444888

19/24

0.994604616

0.002578639

20,/24

0.994321456

0.002712174

21/24

0.994038377

0.002845493

22/24

0.993755379

0.002978595

23/24

0.993472461

0.003111482

24/24

0.993189623

0.003244154
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Cuadro 4.1: Probabilidades de transicién del primer afio obtenidas por el método

analitico [Elaboracién propia].
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De igual forma, utilizando la férmula encontrada para 1 < ¢t < 2 podemos
obtener las probabilidades para el segundo ano del seguro.

t

1T
tDy

12
tDy

25/24

0.992879422

0.003396564

26,/24

0.992569319

0.003548723

27/24

0.992259312

0.003700630

28/24

0.991949402

0.003852287

29/24

0.991639588

0.004003694

30,24

0.991329872

0.004154850

31/24

0.991020252

0.004305757

32/24

0.990710729

0.004456414

33/24

0.990401303

0.004606823

34/24

0.990091973

0.004756983

35/24

0.989782740

0.004906894

36,24

0.989473603

0.005056558

37/24

0.989164563

0.005205974

38/24

0.988855620

0.005355143

39/24

0.988546773

0.005504065

40/24

0.988238022

0.005652740

41/24

0.987929368

0.005801169

42/24

0.987620810

0.005949352

43/24

0.987312349

0.006097290

44/24

0.987003984

0.006244982

45/24

0.986695715

0.006392430

46,/24

0.986387543

0.006539633

47/24

0.986079467

0.006686592

48/24

0.985771487

0.006833307

Cuadro 4.2: Probabilidades de transicion
método analitico [Elaboracién propia].

del segundo ano obtenidas por el
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De esta forma, una vez obtenidas las probabilidades podemos calcular el costo
de la cobertura ofrecida, primero determinamos el costo de cubrir la incapacidad
de la siguiente forma:

48
Costo incapacidad = Z(O.GS)(Salario)(ip})g)(l.OB?)57;.
t=1

Tomando un salario quincenal de $5,000 y utilizando los datos dados en la tabla
obtenemos

Costo incapacidad = (0.65)(5000) ((;jpég)(l.O?;?%) ot (%pgg)(l.oz’)?%‘f))

= (0.65)(5000)(0.15596656)

= $506.89.

Ahora, calculamos el costo del seguro temporal a dos afios en caso de
fallecimiento, con una suma asegurada de $200,000.

La fuerza de transicién del estado 1(Saludable) al estado 3 (Fallecimiento)
estd dada por pil = 0.00352621 para el primer afo de la cobertura y
pid = 0.00370686, entonces la probabilidad de que una persona de edad z
fallezca si se encuentra saludable es:

1
1— e Jo"maodt &0 <t <23
T 1
B 1—e Jormidt i 93 <t <47,

Entonces el costo del seguro sera

47
Costo seguro = ($200, 000) 2(1.037)ﬁ(ipéé)(iq50+2%).
t=0
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El cual podemos ver como:

23

1
Costo seguro = ($200, 000) 2(1,037);7 (ﬁp%é)(l — e S 0.00352621dt)
t=0
a7 . N
+($200,000) > (1.037) % (. phg)(1 — e Ji#* 0.00370686dt
t=24
$200, 000)(0.00693052)

= (
= $1, 386.10.
Por lo tanto, el costo total es:

Costo total = Costo incapacidad + Costo seguro = $506.89 + $1,386.10 = $1,892.99.

El valor de la cobertura debe coincidir con el valor presente de los pagos
quincenales anticipados realizador por el asegurado siempre y cuando se
encuentre en el estado 1 (Saludable).

47

> (L037)= ﬁpggl

t=0

Valor presente pagos = P

—47
2

P {1 +(1.037) 3 (0.999715304) + - - - + (1.037) Z* (0.986079467)

= 46.02P.

Por el principio de equivalencia actuarial

Valor presente de los pagos = Costo cobertura
46.02P = $1,892.99
P = $41.13.

En este caso, un hombre de 50 anos pagaria $41.13 quincenales si se encuentra
saludable por el seguro ofrecido que en caso de incapacidad recibe $3,250 a la
quincena y $200,000 en caso de fallecimiento, durante los dos afios del plazo de
la cobertura.
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Con el fin de facilitar el cdlculo del seguro para distintos datos, se realizé un
programa en VBA en Excel (el cédigo se encuentra en el Apéndice C), el cual
incluye el caso analitico y el caso en que se aproxima la solucié mediante el
método Runge Kutta, asi para el caso calculado anteriormente se ingresaron
los datos dados:

P <
Célculo del Seguro &J
Método: Analitico -
Género: {+ Masculino " Femenino

Edad: 50
Suma asegurada: 200000

Salario quincenal: 5000
Tasa de interés anual: 3.7 %o

Calcular

Figura 4.6: Datos programa VBA método analitico[Elaboracién propia]

El programa realiza los calculos correspondientes y muestra un mensaje con
el resultado, el cual se puede observar que coincide con el resultado obtenido
anteriormente.

-
Métoda analitico &J

Una persona de 50 afios debera realizar pagos quincenales de §41.13 para recibir
5200,000.00 en caso de fallecimiento o 53,250.00 quincenales mientras se
encuentre incapacitado,

J

Figura 4.7: Resultados programa VBA método analitico[Elaboracién propia]

4.3.2. Solucién numérica de Ecuaciones diferenciales

Puede existir el caso en que las fuerzas de transicién son conocidas pero
dependen de una variable como el tiempo. Para el siguiente ejemplo préctico se
considerard el supuesto “UDD” para las fuerzas de transicion, es decir, tomando
los datos de “Valuacién Actuarial del Seguro de Invalidez y Vida al 31 de
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diciembre de 2014” del IMSS al igual que en el caso anterior, bajo este supuesto
las fuerzas de mortalidad se calculan de la siguiente manera:

qx
1 —tq,

Pyt = 0<t<1.

De esta forma, para el ejemplo mencionado anteriormente, las fuerzas de
mortalidad son:

12 _ _0.003302
M50 = 1-0.003302¢

13 _ _0.00352
® M50 = 1-0.00352%

23 _ 0.03137
® M50 = 1—0.03137¢

e ;12 — _0.003783
HM51 = 1-0.003783%

13 _ _0.0037
® H51 = 1-0.0037¢

23 _ _ 00314
K51 = 1=0.03142¢ -

Utilizando nuevamente la ecuacion de Kolmogorov y las fuerzas de transicion,
queda el siguiente sistema para el primer ano

d [ 0.003302 N 0.00352 i
dt = 1-0.003302t ' 1—0.00352¢ ) P=
d S 0.003302 ol 0.03137 o2
dt 1—0.003302t ) = 1-0.03137¢ ) "=
y para el segundo ano de la cobertura
d 0.003783 0.0037 -
>, tpm = - + tPy
dt 1—0.003783t ' 1—0.0037¢
d e 0.003783 ol _ 0.0314 o2
dt e 1 —0.003783t ) "'* 1—0.0314¢ ) "=~

Para determinar la solucién de las ecuaciones diferenciales se usara el Método

Runge Kutta de orden 4 propuesto anteriormente, con tamano de paso h = 2—14,

tomando en cuenta la condicién inicial de que la persona se encuentra saludable
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al momento de la contratacion del seguro.

d o4y _ (0003302 0.00352 "
at P = 1—0.003302t ' 1—0.00352¢) "=
b~ L[ (0003302 0.00352 "
L=y 1-0.003302¢ ' 1—0.00352t ) Y=
Lo L [< 0.003302 N 0.00352 >
LV 1-0.003302(t + &) 1 —0.00352(t + )
k
(2+5)]
b L [ ( 0.003302 . 0.00352 >
57 1-0.003302( + &) 1 —0.00352(t + &)
k
<tpalcl + 22)]
Lo L [( 0.003302 N 0.00352 >
Ty 1-0.003302(t + &) 1 —0.00352( + ;)
(tpglcl + k3)]
1
tJrip}cl = it 5 (k1 + 2ko + 2k3 + ky)
d o, 0.003302 n (003137 1
at = = \ 120003302t ) = 1-0.03137t) =
;oL 0.003302 (003137 15
U 91 [\1-0.003302¢ ) P 1-0.03137t) =
Lo L 0.003302 ( )
27 21 |\1-0003302(t + & '

)
() (o ﬂ

o) (o

) (o

o= L 0.003302
7 24 [\1-0.003302(t + &
0.03137 b
1—0.03137(t + 2 +3
1 0.003302
ST Uk
s 24 [(1 ~0.003302(t + 214)) (eph! + ks)
0.03137 .
- iy
(1 — 0.03137(t + 214)) (¢pz 3)}

1
taPe = iyt 5 (I + 2l + 213+ 1y) .
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Para el segundo ano se tienen :
d | < 0.003783 0.0037 ) 11
= - t

at Pe 1-0.003783t " 1—0.0037¢) "=
goo L { < 0.008783 0.0087 ) ”’ﬂ
4|7 \1-0.003783¢ " 1—0.0037
h oo L { < 0.003783 . 0.0037 >
24 | \1-0003783(t + &) 1—0.0037(t + %)

k
(%)

— 1 [_( 0.003783 N 0.0037 )
7 24 \1-0003783(t + &) ' 1—0.0037(t + %)

k
(tpglcl + ;)}

by = L { < 0.003783 . 0.0037 >
b 1—-0.003783(t + &) 1 —0.0037(t + ;)
(it + k3)]
1
t+ﬁpil = pit4 5 (k1 + 2kg + 2k + ky)
d [/ 0.003783 Lo 0os N o,
dt v = 1-0.003783t ) = T —oo031d ) P=
L = 1 [(_0.003783 1 (_0.0314 1
U7 21 [\1-0.003783t ) = o031 ) P=
L, = 1[( 0.003783 ) ( )
> = 21 \\Toommmser o) P
0.0314
1—0.0314(f + 2
1 0.003783 ey
s = o 1 )
3 24 Kl —0.003783(t + 418)) (tpw 5
0.0314 Y b
_ b
(1 —0.0314(t + 418)) (tpx > )}
1 0.003783
S ok
4 24 {(1 —0.003783(t + 214)> (epy + k3)
0.0314 Y
- +1
(1 —0.0314(t + 214)) (tpz 3)}

1
tiPs = Dyt 5 (42l + 213+ 14) .
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Al hacer los calculos en Excel se obtienen las probabilidades

t

11
tDy

12
tDy

0

1.000000000

0.000000000

1/24

0.99971573

0.000137502

2/24

0.9994315

0.000274804

3/24

0.99914731

0.000411905

4724

0.998863161

0.000548805

5/24

0.998579052

0.000685503

6,24

0.998294984

0.000822001

7724

0.998010956

0.000958297

8/24

0.997726968

0.001094391

9/24

0.997443021

0.001230284

10/24

0.997159114

0.001365974

11/24

0.996875247

0.001501461

12/24

0.996591421

0.001636746

13/24

0.996307635

0.001771829

14/24

0.99602389

0.001906708

15/24

0.995740185

0.002041384

16/24

0.99545652

0.002175856

17/24

0.995172896

0.002310125

18/24

0.994889312

0.002444190

19/24

0.994605768

0.002578051

20,/24

0.994322265

0.002711707

21/24

0.994038802

0.002845159

22/24

0.99375538

0.002978406

23/24

0.993471997

0.003111448

24/24

0.993188656

0.003244284
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Cuadro 4.3: Probabilidades de transicién del primer afio obtenidas por el método
Runge Kutta [Elaboracién propia].
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De igual forma, utilizando la férmula encontrada para 1 < ¢t < 2y tomando como
condicién inicial pl! = 0.993188656 y pl? = 0.003244284 podemos obtener las

probabilidades para el segundo ano del seguro.

t

1T
tPy

12
tPy

25/24

0.9928778

0.003396949

26,24

0.992566994

0.003549375

27/24

0.992256235

0.003701565

28/24

0.991945526

0.003853517

29/24

0.991634865

0.004005231

30,/24

0.991324253

0.004156706

31/24

0.99101369

0.004307944

32/24

0.990703175

0.004458942

33/24

0.990392708

0.004609702

34/24

0.990082291

0.004760222

35/24

0.989771922

0.004910503

36,24

0.989461602

0.005060544

37/24

0.98915133

0.005210345

38/24

0.988841107

0.005359906

39/24

0.988530933

0.005509226

40/24

0.988220807

0.005658306

41/24

0.98791073

0.005807144

42/24

0.987600702

0.005955741

43/24

0.987290722

0.006104096

44/24

0.986980791

0.006252210

45/24

0.986670909

0.006400081

46/24

0.986361075

0.006547710

47 /24

0.98605129

0.006695097

48/24

0.985741553

0.006842240

Cuadro 4.4: Probabilidades de transicién

método Runge Kutta [Elaboracién propia).

del segundo ano obtenidas por el
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En el problema la persona tiene un salario quincenal de $5,000 pesos, por lo
que recibe $3,250 siempre y cuando este incapacitado durante el periodo de dos
anos a partir de la contratacion, usando una tasa de interés anual efectiva del
3.7%.

El costo asociado a dicha cobertura es

48
Costo incapacidad = 2(0.65)(Salario)(ﬁpég)(l.%?)57t.

t=1

Usando la informacién de la tabla

Costo incapacidad = (0.65)(5000) ((ﬁpgg)u.om%) +. 4 (%pgg)(mg?%‘f))

= (0.65)(5000)(0.15604855)

= $507.15.

También se contrata un seguro de vida temporal a dos anos que paga una suma
asegurada de $200, 000 en el caso de fallecimiento si la persona esta saludable.

La fuerza de transicién del estado 1(Saludable) al estado 3 (Fallecimiento) estd
dada por pl} = 209352 - para el primer afio de la cobertura y pid = ;20987
la probabilidad de que una persona de 50 anos fallezca si se encuentra saludable

es:

L 450+ 5
Pero
_ vpp 1
21950+ 57P50 Tl5y 950 = 54950
Lo que implica que
q 54 450
24 24 1— ﬂq50
De este modo, tenemos:
0.00352
24 .
| £(0.00352) si0<t<23
1 t = - 24
HP50+4 = 0.0037
24 :
H0.0037) si23 <t <47.

24
El valor presente del beneficio por fallecimiento es

47

—t
Costo seguro = ($200, 000) g (1.037)=1 <ip%é>(iq50+i)'
t=0
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El cual podemos ver como

23 ., 0.00352
Costo seguro = ($200,000) > (1.037) = ( - pid) (J{M)
t=0 T 24

47 . 0.0037
S 11 24
+ ($200, 000) E (1.037) 7% (1 p5o) | t0.0037)
t=24 24

= ($200,000)(0.00691233152602)

= $1,382.46.

El costo total de ambas coberturas es
Costo = Costo incapacidad+Seguro temporal = $507.15+$1, 382.46 = $1, 889.62.

Las condiciones de contratacion establecen pagos anticipados quincenales de una
prima P para cubrir las coberturas elegidas, se calcula una anualidad anticipada
temporal capitalizable quincenal.

47

> (1.037)= ;apéél

t=0

Valor presente pagos = P

- P {1 4 (1.037) 7 (0.99971573) + - - + (1.037) (0.98605129)}

46.02P.

Por el principio de equivalencia el valor presente de los pagos debe ser igual
al costo de la cobertura contratada, igualando ambas expresiones se obtiene el
valor de la prima P mensual.

Valor presente de los pagos = Costo cobertura
46.02P = $1, 889.62

P = $41.06.
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Aligual que en el caso analitico, utilizando el programa en VBA y seleccionando
el método Runge Kutta, al ingresar los datos del ejemplo:

r <
Calculo del Seguro &J
Método: Runge-Kutta = {
I
Género: {+ Masculino " Femenino

Edad: 50
Suma asegurada: 200000

Salario quincenal: 5000
Tasa de interés anual: 37 %

Calcular

Figura 4.8: Datos programa VBA método Runge Kutta[Elaboracién propia]

Se observa que el resultado es el mismo que se obtuvo manualmente:

Métoda Runge-Kutta &J

Una persona de 50 afios deberd realizar pagos quincenales de 541.06 para recibir
§200,000.00 en caso de fallecimiento o 541.06 quincenales mientras se encuentre
incapacitade.

Figura 4.9: Resultados programa VBA método Runge Kutta[Elaboracién
propial

Al concluir con nuestro ejemplo numérico y su automatizacién en VBA | podemos
notar que el costo de la cobertura ofrecida es accesible para el trabajador.

En comparacion a esto, el IMSS cobra sobre el salario base del trabajador el
1.75 % al patrén, el 0.625 % al trabajador y el 3.75% de las cuotas patronales
para el Estado, entonces para un trabajador con un salario de $5,000 mensuales,
el régimen financiero del Instituto recibirfa $122.03 por el ramo de Invalidez y
Vida.

Cabe senalar que la cobertura del Instituto tiene restricciones (no toma en
cuenta la edad), pero también beneficios siendo los principales el acceso al
servicio médico y una pensiéon vitalicia, nuestro ejemplo es unicamente un
complemento que beneficiaria a las personas con una invalidez pero con
probabilidades de recuperacién.
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4.3. APLICACION 7

Para poder verificar la aproximacién del método Runge Kutta, se tomaron
distintos salarios (tomados del tabulador de salarios BUAP “Benemérita
Universidad Auténoma de Puebla Tabulador de Puestos con Pagos Brutos
Mensuales 2017”) para una persona de 50 anos y utilizando el programa en
VBA una comparacién del método Runge Kutta se obtuvieron los siguientes
resultados:

Edad | Prima quincenal R.K. | Prima quincenal A.
30 13.97 13.99
33 16.03 16.04
36 18.63 18.66
39 21.87 21.89
42 26.06 26.1
45 31.62 31.67
48 39.27 39.34
51 49.91 49.98
54 63.16 63.25
57 76.93 77.04
60 65.38 65.58
63 75.82 76.1
66 91.93 92.3
69 113.78 114.29
72 141.19 141.89
75 171.79 172.8

Cuadro 4.5: Comparacién de primas quincenales para una persona de 50 anos
con distintos salarios [Elaboracién propia].

Comparacién de métodos con distintas edades
5173.00
$153.00
5133.00
$113.00

$93.00 —e—Prima quincenal R K.

—e—Prima quincenal A
$73.00
$53.00

$33.00

513.00

Figura 4.10: Comparacién de primas quincenales para una persona de 50 anos
con distintos salarios [Elaboracién propia].
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De igual forma, se tomé un salario de $7,246.375 y se hizo una comparacién de
los dos métodos tomando en cuenta distintas edades, asi se obtuvo:

Salario quincenal | Prima quincenal R.K. | Prima quincenal A.
13023.71 58.75 58.81
11110.085 54.53 54.59
9385.915 50.73 50.79

8764.75 49.36 49.42
8118.875 47.93 48

8042.125 47.77 47.83
7319.46 46.17 46.24
7246.375 46.01 46.08
6653.875 44.71 44.77
6462.335 44.28 44.35
6049.165 43.37 43.44
5499.25 42.16 42.23
4896.21 40.83 40.9
4283.21 39.48 39.55
3753.375 38.31 38.39
2558.54 35.68 35.75

Cuadro 4.6: Comparaciéon de primas quincenales para una persona con un salario
de $7,246.375 para distintas edades [Elaboracién propia).

Comparacién de métodos con distintas edades

5173.00
$153.00
$133.00
$113.00

$93.00 —e—Prima quincenal RK.
—e—Prima quincenal A.
§73.00

$53.00
$33.00

513.00

Figura 4.11: Comparacién de primas quincenales para una persona con un salario
de $7,246.375 para distintas edades [Elaboracién propia].



Conclusiones

Esta tesis tuvo como objetivo principal plantear un seguro de invalidez
complementario a la cobertura que ofrece el IMSS, de este modo se utilizaron
los conceptos y métodos presentados en el trabajo para plantear el seguro como
un proceso estocastico y poder calcular las probabilidades de transicién de
estado a estado necesarias para calcular el costo y beneficio de la cobertura.

Como se mencioné anteriormente, la cobertura ofrecida por el IMSS solo
depende del salario del trabajador, por otro lado para el planteamiento del
seguro presentado en esta tesis se tomé en cuenta la edad de la persona al
momento de la contratacién, para poder calcular de una mejor manera el costo
de dicho seguro con base en las probabilidades de transicion.

Al realizar un caso con solucién analitica y un caso por aproximacion
numeérica, se mostré que cuando las fuerzas de transicién no son constantes en
un intervalo de tiempo, es decir, que dependen de algin factor como el tiempo,
ejemplo en el que se utilizo el supuesto “UDD”, un método numérico puede dar
una aproximacién cercana al resultado, en este caso con el método de Runge
Kutta de orden 4, se obtuvo un resultado similar al obtenido analiticamente.
En el ejemplo presentado, en ambos casos (analitico y numérico) se obtuvo
que una persona de 50 anos cuyo salario es de $5,000 quincenales, tendria que
pagar $41.13 y $41.06 quincenales respectivamente, la cual es una cantidad no
significativa en relacién a su salario, para una cobertura de $200,000 en caso
de fallecimiento o de $3,250 quincenales durante los dos afos del plazo en caso
de incapacidad, mismo que se verificé con el programa creado en VBA, el cual
optimiza el tiempo para calcular el seguro.

De esta forma, se puede concluir que es posible ofrecer a los trabajadores
una cobertura complementaria que pueda asegurarles conservar su seguridad
econdmica y la de su familia por un periodo de dos anos en caso de invalidez o
fallecimiento, por un costo que no tiene un gran impacto en sus ingresos.

Para hacer la propuesta de seguro m&s completa se deberian incluir a la
esposa e hijos con algin beneficio lo cual genera un modelo con muchos
mas estados; el cual se decidié no implementar por la falta de datos reales y
confiables, con los cuales si unicamente se considerara realizar los cdlculos (ya
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que se tienen mas variables a considerar como el hecho de que el trabajador
continie casado, o que el hijo sea menor de edad o si la esposa se encuentra
saludable, entre otras), la probabilidad de supervivencia se podria calcular con
la Ley de Mortalidad Mexicana propuesta por Alejandro Mina.
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82 APENDICE A. TABLA DE FUERZAS DE TRANSICION (ANALITICO)

Apéndice A

Tabla de fuerzas de
transicién (Analitico)

Edad [ p;” P pa 1 pe

Hombres | Mujeres | Hombres | Mujeres
15 0.000013 | 0.000104 | 0.00091 | 0.00041 | 0.031769
16 0.000022 | 0.000093 | 0.00093 | 0.00041 | 0.031769
17 0.000035 | 0.000087 | 0.00096 | 0.00041 | 0.031769
18 0.000049 | 0.000081 | 0.00098 | 0.00041 | 0.031769
19 0.00007 | 0.000085 | 0.001011 | 0.00041 | 0.031769
20 0.000092 | 0.00009 | 0.001041 | 0.00042 | 0.031769
21 0.000116 | 0.000097 | 0.001071 | 0.00042 | 0.031769
22 0.00014 | 0.000106 | 0.001111 | 0.00042 | 0.031769
23 0.000164 | 0.000117 | 0.001141 | 0.00042 | 0.031769
24 0.000187 | 0.000131 | 0.001181 | 0.00042 | 0.031769
25 0.000211 | 0.000146 | 0.001221 | 0.00042 | 0.031769
26 0.000235 | 0.000165 | 0.001261 | 0.00043 | 0.031769
27 0.00026 | 0.000186 | 0.001301 | 0.00043 | 0.031769
28 0.000287 | 0.00021 | 0.001351 | 0.00043 | 0.031769
29 0.000316 | 0.000238 | 0.001401 | 0.00044 | 0.031769
30 0.000347 | 0.00027 | 0.001451 | 0.00044 | 0.031769
31 0.000381 | 0.000305 | 0.001511 | 0.00045 | 0.031769
32 0.00042 | 0.000343 | 0.001561 | 0.00045 | 0.031769
33 0.000463 | 0.000386 | 0.001631 | 0.00046 | 0.031769
34 0.000511 | 0.000433 | 0.001691 | 0.00046 | 0.031769
35 0.000564 | 0.000483 | 0.001762 | 0.00047 | 0.031769
36 0.000625 | 0.000538 | 0.001842 | 0.00048 | 0.031769




Edad | p3° fy ns ns uz
Hombres | Mujeres | Hombres | Mujeres

37 0.000693 | 0.000597 | 0.001922 | 0.00049 | 0.031769
38 0.000769 | 0.000661 | 0.002002 | 0.00049 | 0.03178
39 0.000856 | 0.000731 | 0.002092 | 0.0005 0.03178
40 0.000953 | 0.000807 | 0.002182 | 0.00052 | 0.03178
41 0.001065 | 0.000891 | 0.002283 | 0.00053 | 0.03178
42 0.001192 | 0.000985 | 0.002393 | 0.00054 | 0.03179
43 0.001338 | 0.00109 | 0.002503 | 0.00056 | 0.03179
44 0.001507 | 0.001209 | 0.002623 | 0.00057 0.0318

45 0.001703 | 0.001344 | 0.002754 | 0.00059 | 0.031811
46 0.001933 | 0.001499 | 0.002884 | 0.00061 | 0.031821
47 0.002201 | 0.001677 | 0.003035 | 0.00063 | 0.031831
48 0.002516 | 0.001882 | 0.003185 | 0.00065 | 0.031842
49 0.002883 | 0.002116 | 0.003346 | 0.00068 | 0.031862
50 0.003307 | 0.00238 | 0.003526 | 0.0007 | 0.031873
51 0.00379 | 0.002673 | 0.003707 | 0.00073 | 0.031904
52 0.004326 | 0.002987 | 0.003908 | 0.00077 | 0.031924
53 0.004899 | 0.003309 | 0.004118 | 0.0008 | 0.031965
54 0.005474 | 0.003619 | 0.004339 | 0.00085 | 0.031996
55 0.005997 | 0.003879 | 0.00458 | 0.00089 | 0.032048
56 0.006386 | 0.004231 | 0.004842 | 0.00094 0.0321

57 0.007102 | 0.004353 | 0.005113 | 0.001001 | 0.032162
58 0.007231 | 0.004559 | 0.005405 | 0.001061 | 0.032244
59 0.005817 | 0.00354 | 0.005716 | 0.001131 | 0.032327
60 0.002953 | 0.001961 | 0.006058 | 0.001211 | 0.03243
61 0.002881 | 0.001961 | 0.006411 | 0.001291 | 0.032544
62 0.002909 | 0.002018 | 0.006793 | 0.001391 | 0.032688
63 0.003022 | 0.002124 | 0.007206 | 0.001501 | 0.032843
64 0.003212 | 0.002272 | 0.007639 | 0.001631 | 0.03303
65 0.00348 | 0.002455 | 0.008113 | 0.001772 | 0.033236
66 0.003822 | 0.00267 | 0.008617 | 0.001932 | 0.033484
67 0.00424 | 0.002907 | 0.009162 | 0.002122 | 0.033764
68 0.004728 | 0.003158 | 0.009737 | 0.002333 | 0.034095
69 0.005283 | 0.003411 | 0.010353 | 0.002573 | 0.034467
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Edad [ p;? pa P P T

Hombres | Mujeres | Hombres | Mujeres
70 0.005893 | 0.003652 | 0.011021 | 0.002854 | 0.034892
71 0.006541 | 0.003868 | 0.011739 | 0.003175 | 0.035389
72 0.007205 | 0.004046 | 0.012508 | 0.003546 | 0.035948
73 0.007853 | 0.004174 | 0.013339 | 0.003978 | 0.036602
74 0.008449 | 0.004243 | 0.014231 | 0.00449 | 0.037359
75 0.008956 | 0.00425 | 0.015185 | 0.005083 | 0.038221
76 0.009335 | 0.004197 | 0.016211 | 0.005787 | 0.039209
77 0.009556 | 0.004088 | 0.017319 | 0.006622 | 0.040353
78 0.00959 | 0.003935 | 0.01851 | 0.007609 | 0.041687
79 0.009429 | 0.003749 | 0.019795 | 0.008778 | 0.043221
80 0.009075 | 0.003544 | 0.021173 | 0.010192 | 0.044997
81 0.008546 | 0.003336 | 0.022665 | 0.01189 | 0.047071
82 0.007874 | 0.003018 | 0.024262 | 0.013947 | 0.049495
83 0.007097 | 0.002705 | 0.025995 | 0.016444 | 0.052336
84 0.00626 | 0.002407 | 0.027865 | 0.019499 | 0.055682
85 0.005408 | 0.002131 | 0.029882 | 0.023238 | 0.059644
86 0.004578 | 0.001884 | 0.032048 | 0.027844 | 0.064357
87 0.003804 | 0.001666 | 0.034395 | 0.033557 | 0.069993
88 0.003107 | 0.00148 | 0.036934 | 0.040655 | 0.076795
89 0.002499 | 0.001325 | 0.039666 | 0.049516 | 0.085035
90 0 0 0.046672 | 0.06738 | 0.095124

91 0 0 0.053728 | 0.08558 | 0.107574
92 0 0 0.063046 | 0.098219 | 0.123049
93 0 0 0.074034 | 0.112844 | 0.142486
94 0 0 0.08703 | 0.129801 | 0.167106
95 0 0 0.10242 | 0.149487 | 0.198585
96 0 0 0.120711 | 0.172427 | 0.239171
97 0 0 0.142497 | 0.199268 | 0.291891
98 0 0 0.168561 | 0.230773 | 0.360726
99 0 0 0.199891 | 0.267971 | 0.450844
100 0 0 0.237775 | 0.312166 | 0.568649
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Apéndice B

Tabla de probabilidades de
transicion (Runge Kutta)

Edad [ ¢, a4 0" a4’ @’
Hombres | Mujeres | Hombres | Mujeres
15 0.000013 | 0.000104 | 0.00091 | 0.00041 | 0.03127
16 0.000022 | 0.000093 | 0.00093 | 0.00041 | 0.03127
17 | 0.000035 | 0.000087 | 0.00096 | 0.00041 | 0.03127
18 0.000049 | 0.000081 | 0.00098 | 0.00041 | 0.03127
19 0.00007 | 0.000085 | 0.00101 | 0.00041 | 0.03127
20 0.000092 | 0.00009 | 0.00104 | 0.00042 | 0.03127
21 0.000116 | 0.000097 | 0.00107 | 0.00042 | 0.03127
22 0.00014 | 0.000106 | 0.00111 | 0.00042 | 0.03127
23 0.000164 | 0.000117 | 0.00114 | 0.00042 | 0.03127
24 0.000187 | 0.000131 | 0.00118 | 0.00042 | 0.03127
25 0.000211 | 0.000146 | 0.00122 | 0.00042 | 0.03127
26 0.000235 | 0.000165 | 0.00126 | 0.00043 | 0.03127
27 0.00026 | 0.000186 | 0.0013 | 0.00043 | 0.03127
28 0.000287 | 0.00021 | 0.00135 | 0.00043 | 0.03127
29 0.000316 | 0.000238 | 0.0014 | 0.00044 | 0.03127
30 0.000347 | 0.00027 | 0.00145 | 0.00044 | 0.03127
31 0.000381 | 0.000305 | 0.00151 | 0.00045 | 0.03127
32 0.00042 | 0.000343 | 0.00156 | 0.00045 | 0.03127
33 0.000463 | 0.000386 | 0.00163 | 0.00046 | 0.03127
34 0.000511 | 0.000433 | 0.00169 | 0.00046 | 0.03127
35 0.000564 | 0.000483 | 0.00176 | 0.00047 | 0.03127
36 0.000625 | 0.000538 | 0.00184 | 0.00048 | 0.03127
Edad [ ¢;° %" %" %" 0




Edad [ ¢, % 0" a0’ %
Hombres | Mujeres | Hombres | Mujeres

70 0.005876 | 0.003645 | 0.01096 | 0.00285 | 0.03429
71 0.00652 | 0.003861 | 0.01167 | 0.00317 | 0.03477
72 0.007179 | 0.004038 | 0.01243 | 0.00354 | 0.03531
73 0.007822 | 0.004165 | 0.01325 | 0.00397 | 0.03594
74 0.008413 | 0.004234 | 0.01413 | 0.00448 | 0.03667
75 0.008916 | 0.004241 | 0.01507 | 0.00507 | 0.0375
76 0.009292 | 0.004188 | 0.01608 | 0.00577 | 0.03845
7 0.00951 | 0.00408 | 0.01717 | 0.0066 | 0.03955
78 0.009544 | 0.003927 | 0.01834 | 0.00758 | 0.04083
79 0.009385 | 0.003742 | 0.0196 | 0.00874 | 0.0423
80 0.009034 | 0.003538 | 0.02095 | 0.01014 | 0.044

81 0.00851 | 0.00333 | 0.02241 | 0.01182 | 0.04598
82 0.007843 | 0.003013 | 0.02397 | 0.01385 | 0.04829
83 0.007072 | 0.002701 | 0.02566 | 0.01631 | 0.05099
84 0.00624 | 0.002404 | 0.02748 | 0.01931 | 0.05416
85 0.005393 | 0.002129 | 0.02944 | 0.02297 | 0.0579
86 0.004568 | 0.001882 | 0.03154 | 0.02746 | 0.06233
87 0.003797 | 0.001665 | 0.03381 0.033 0.0676
88 0.003102 | 0.001479 | 0.03626 | 0.03984 | 0.07392
89 0.002496 | 0.001324 | 0.03889 | 0.04831 | 0.08152
90 0 0 0.0456 | 0.06516 | 0.09074
91 0 0 0.05231 | 0.08202 | 0.10199
92 0 0 0.0611 0.09355 | 0.11578
93 0 0 0.07136 | 0.10671 | 0.1328
94 0 0 0.08335 | 0.12173 | 0.15389
95 0 0 0.09735 | 0.13885 | 0.18011
96 0 0 0.11371 | 0.15838 | 0.21272
97 0 0 0.13281 | 0.18067 | 0.25315
98 0 0 0.15512 | 0.20608 | 0.30283
99 0 0 0.18118 | 0.23507 | 0.36291
100 0 0 0.21162 | 0.26814 | 0.43371
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Apéndice C

Cddigo de programa en
VBA

Funcién para el cdlculo de la pensién

Private Sub CommandButtonl_Click ()

If UserForml.ComboBox1l.Text = ”"Analitico” Then
Sheets (” Tablas fuerza mortalidad”). Activate
If edad < 15 Then
MsgBox "La edad minima para contratar el seguro es de 15
anos”
End If
If hombre = True Then
mux12 = Application. WorksheetFunction.VLookup(Val(edad),
Range ("A:F”), 2)
mux13 = Application. WorksheetFunction . VLookup(Val(edad) ,
Range ("A:F”), 4)
mux23 = Application. WorksheetFunction.VLookup(Val(edad),
Range (”A:F”), 6)
muxx12 = Application. WorksheetFunction.VLookup(Val(edad +
1), Range(”A:F”), 2)
muxx13 = Application. WorksheetFunction.VLookup(Val(edad +
1), Range(”A:F”), 4)
muxx23 = Application. WorksheetFunction.VLookup(Val(edad +
1), Range(”A:F”), 6)
Else
If mujer = True Then
mux12 = Application. WorksheetFunction.VLookup(Val(edad) ,
Range ("A:F”), 3)
mux13 = Application. WorksheetFunction.VLookup(Val(edad),
Range ("A:F”), 5)

89



90 APENDICE C. CODIGO DE PROGRAMA EN VBA

mux23 = Application. WorksheetFunction.VLookup(Val(edad),
Range("A:F”), 6)

muxx12 = Application.WorksheetFunction.VLookup(Val(edad +
1), Range(”A:F”), 3)

muxx13 = Application. WorksheetFunction.VLookup (Val(edad +
1), Range(”A:F”), 5)

muxx23 = Application.WorksheetFunction.VLookup(Val(edad +
1), Range(”A:F”), 6)

Else

MsgBox ”Se debe seleccionar el género de la persona”

End If

End If

Sheets (”seguro”) . Activate

Cells . Clear
Columns (”A:A”) . Select
Selection . NumberFormat = "# 7?77/7?777
Range (”A1”) . Select
For i = 0 To 48

Cells (1, 1) = "t”
Cells(i + 2, 1) =1 / 24
Cells (1, 2) = 7tpx11”
Cells (1, 3) = 7tpx12”

If i < 25 Then

Cells(i + 2, 2) = Exp((—mux12 — mux13) x Cells(i + 2, 1))

Cells (i + 2, 3) (mux12 / (mux23 — mux13 — mux12)) = (
Exp(—(mux12 + mux13) % Cells(i + 2, 1)) — Exp(—mux23 =*

Cells(i + 2, 1)))

Else

Cells (i + 2, 2) = Exp(—(mux12 + mux13)) * Exp(—(muxxl12 +
muxx13) x (Cells(i + 2, 1) — 1))

Cells(i + 2, 3) = ((Exp(—(mux12 + mux13)) * muxxl2 * Exp
(—(muxx12 + muxx13) % (Cells(i + 2, 1) — 1))) / (
muxx23 — muxx12 — muxx13)) 4+ ((((mux12 / (mux23 —
mux12 — muxl13)) % (Exp(—(mux12 + mux13)) — Exp(—mux23)
)) — (Exp(—(mux12 + mux13)) * muxx12 / (muxx23 —
muxx12 — muxx13))) * Exp(—muxx23 * (Cells(2 + i, 1) —

1)))
End If

Cells (1, 4) = "v't”

Cells(2 + i, 4) = Application. WorksheetFunction.Power (1 +
(tasa / 100), —Cells(2 + i, 1))

Cells (1, 5) = ?v t*xtpx1l”

Cells(2 + 1, 5) = Cells(2 + i, 4) * Cells(2 + i, 2)
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Cells (1, 6) = ”"v " t*tpx12”

Cells(2 + i, 6) = Cells(2 + i, 4) x Cells(2 + i, 3)
Next

Cells (1, 7) = "Edad”

Cells (1, 8) = edad.Value

Cells (2, 7) = ”Salario”

Cells (2, 8) = salario.Value

Cells (3, 7) = ?Género”

If hombre = True Then

Cells (3, 8) = ”Masculino”

Else

Cells (3, 8) = ”"Femenino”

End If

Cells (4, 7) = ?Suma asegurada”

Cells (4, 8) = suma. Value

Cells (5, 7) = ?Tasa de interés”

Cells (5, 8) = tasa & "%

Cells (6, 7) = ?Costo de cobertura”

Cells (6, 8) = Round(Application.WorksheetFunction .Sum(

Range(Cell (3, 6), Cells (50, 6))) = 0.65 * salario, 2)

Cells (7, 7) = ?Costo del seguro”

Cells (7, 8) = Round(suma * ((Application.
WorksheetFunction .Sum(Range ( Cells (2, 5), Cells (25, 5))
) % (1 — Exp(—mux13 / 24)) 4+ Application.
WorksheetFunction .Sum(Range( Cells (26, 5), Cells (49, 5)
)) * (1 — Exp(—muxx13 / 24)))), 2)

Cells (8, 7) = ”?Costo total”

Cells(S, 8) = Cells (6, 8) + Cells(7, 8)

Cells (9, 7) = "prima quincenal”

Cells (9, 8) = Round(Cells (8, 8) / Application.

WorksheetFunction.Sum(Range( Cells (2, 5), Cells(49, 5))
), 2)
Rows(”1:17).Select
Selection .Font.Bold = True
Columns(”g:g”) . Select
Selection.Font.Bold = True
Cells (1, 1).Select
Range ("Al1:F2”) . Select
Range (Selection , Selection .End(xlDown)).Select
Selection . Borders (x1DiagonalDown) . LineStyle = xINone
Selection . Borders (x1DiagonalUp) . LineStyle = x1None
With Selection.Borders(xlEdgeLeft)
.LineStyle = xlContinuous
.ColorIndex = 0
.TintAndShade = 0
.Weight = x1Thin
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End With

With Selection.Borders(xlEdgeTop)

.LineStyle = xIContinuous
.ColorIndex = 0

.TintAndShade = 0

.Weight = x1Thin
End With

With Selection.Borders(xlEdgeBottom)

.LineStyle = xlContinuous
.ColorIndex = 0

.TintAndShade = 0

.Weight = x1Thin
End With

With Selection.Borders(x1EdgeRight)
.LineStyle = xlContinuous
.ColorIndex = 0

.TintAndShade = 0
.Weight = xIThin
End With

With Selection.Borders(xlInsideVertical)

.LineStyle = xlContinuous
.ColorIndex = 0

. TintAndShade = 0
.Weight = x1Thin
End With

With Selection.Borders(xlInsideHorizontal)

.LineStyle = xIContinuous
.ColorIndex = 0

.TintAndShade = 0

.Weight = x1Thin
End With

Range ("G1:H9” ) . Select
Selection . Borders (xlDiagonalDown ). LineStyle

= xINone
Selection . Borders(xlDiagonalUp).LineStyle = xINone
With Selection.Borders(xlEdgeLeft)
.LineStyle = xlContinuous

.ColorIndex = 0
.TintAndShade = 0
.Weight = x1Thin

End With

With Selection.Borders(x1EdgeTop)

.LineStyle = xlContinuous
.ColorIndex = 0

.TintAndShade = 0

.Weight = x1Thin
End With
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With Selection.Borders(xlEdgeBottom)
.LineStyle = xIContinuous
.ColorIndex = 0
. TintAndShade = 0
.Weight = x1Thin

End With
With Selection.Borders(xlEdgeRight)
.LineStyle = xlContinuous

.ColorIndex = 0
.TintAndShade = 0
.Weight = x1Thin

End With
With Selection.Borders(xlInsideVertical)
.LineStyle = xlContinuous

.ColorIndex = 0
.TintAndShade = 0
.Weight = x1Thin

End With
With Selection.Borders(xlInsideHorizontal)
.LineStyle = xlContinuous

.ColorIndex = 0
.TintAndShade = 0
.Weight = x1Thin

End With

Range ("H2") . Select
Selection.Style = ” Currency”
Range ("H4” ) . Select
Selection.Style = ” Currency”
Range (”H6:H9”) . Select
Selection.Style = ”Currency”

Range (”Al1”) . Select

Unload UserForml

MsgBox ”Una persona de 7 & edad & 7 afios deberda realizar
pagos quincenales de $” & Cells (9, 8) & _

7 para recibir $” & Format(Cells (4, 8), "##,##0.00") & 7
en caso de fallecimiento o $” & _

Format(Cells (2, 8) % 0.65, ”"## ##0.00”) & ” quincenales
mientras se encuentre incapacitado.”,, "Método anali
tico”

End If

If UserForml.ComboBox1.Text = ”"Runge Kutta” Then
Sheets (” Tablas fuerza mortalidadl”). Activate



94 APENDICE C. CODIGO DE PROGRAMA EN VBA

If edad < 15 Then

MsgBox "La edad minima para contratar el seguro es de 15
anos”

End If

If hombre = True Then

qx12 = Application.WorksheetFunction.VLookup(Val(edad),
Range("A:F”), 2)

qx13 = Application. WorksheetFunction.VLookup(Val(edad) ,
Range("A:F”), 4)

qx23 = Application.WorksheetFunction.VLookup(Val(edad),
Range(”A:F”), 6)

qxx12 = Application. WorksheetFunction.VLookup(Val(edad +
1), Range(”A:F7), 2)

qxx13 = Application. WorksheetFunction.VLookup(Val(edad +
1), Range(”A:F”), 4)

qxx23 = Application. WorksheetFunction . VLookup (Val(edad +
1), Range(”A:F”), 6)

Else

If mujer = True Then

qx12 = Application.WorksheetFunction . VLookup(Val(edad),
Range(”A:F”), 3)

qx13 = Application.WorksheetFunction.VLookup(Val(edad),
Range(”A:F”), 5)

qx23 = Application. WorksheetFunction.VLookup(Val(edad) ,
Range(”A:F”), 6)

qxx12 = Application. WorksheetFunction . VLookup (Val(edad +
1), Range(”A:F”), 3)

qxx13 = Application. WorksheetFunction.VLookup(Val(edad +
1), Range(”A:F”), 5)

qxx23 = Application. WorksheetFunction.VLookup(Val(edad +
1), Range(”A:F”), 6)

Else

MsgBox ”Se debe seleccionar el género de la persona”

End If

End If

Sheets (”seguro”) . Activate

Cells . Clear
Columns (”A:A”) . Select

Selection . NumberFormat = "# ?77/7?7?”
Range ("A1”) . Select

Cells (1, 1) = "t”

Cells (1, 2) = k17

Cells (1, 3) = 7117

Cells (1, 4) = "k2”

Cells (1, 5) = 7127
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Cells (1, 6) = k3"

Cells (1, 7) = "13”

Cells (1, 8) = "k4”

Cells (1, 9) = 7147

Cells (1, 10) = "tpx11”

Cells (1, 11) = 7tpx12”

Cells (1, 12) = "vtxtpxll”

Cells (1, 13) = 7vt*tpx12”

Cells (1, 14) = 7 (qx/24)/(1—(t/24)*qx) *(vtxtpx1l)”

Cells (2, 10) =1

Cells (2, 11) =0

Cells (2, 12) = (1 + tasa / 100) "~ (—=Cells(2, 1)) = Cells
(2, 10)

Cells (2, 13) = (1 + tasa / 100) ~ (—Cells(2, 1)) % Cells
(2, 11)

Cells (2, 14) = (qx13 / 24) / (1 — (Cells(2, 1) / 24) x
qx13) * Cells (2, 12)

For i =1 To 48

If i > 24 Then

qx12 = qxx12

qx1l3 = qxx13

qx23 = qxx23

End If

Cells(2, 1) =0

Cells(i + 2, 1) =1 / 24

Cells(i + 2, 2) = (1 / 24) % (—((qx12 / (1 — Cells(i + 2,
1) % qx12)) + (gx13 / (1 — Cells(i + 2, 1) % qx13))))
x Cells(1 + i, 10)

Cells(i + 2, 3) = (1 / 24) = ((gx12 / (1 — Cells(i + 2,

1) * gx12)) % Cells(1 + i, 10) — (qx23 / (1 — Cells (i
+ 2, 1) % qx23)) x Cells(1 + i, 11))

Cells(i + 2, 4) = (1 / 24) = (—((gx12 / (1 — (Cells(i +
2, 1) + (1 / 48)) = qx12)) + (gx13 / (1 — (Cells(i +
2, 1) + (1 / 48)) % qx13)))) * (Cells(1 + i, 10) +
Cells(i + 2, 2) / 2)

Cells(i + 2, 5) = (1 / 24) x ((gqx12 / (1 — (Cells(i + 2,
1) + (1 / 48)) * gx12)) * (Cells(1 + i, 10) + Cells (i
+ 2, 2) / 2) — (qx23 / (1 — (Cells(i + 2, 1) + (1 /
48)) * gx23)) * (Cells(1 + i, 11) + Cells(i + 2, 3) /
2))

Cells(i 4+ 2, 6) = (1 / 24) % (—((gqx12 / (1 — (Cells(i +
2, 1) + (1 / 48)) * qx12)) + (gx13 / (1 — (Cells(i +
2, 1) + (1 / 48)) = qx13)))) = (Cells(1 + i, 10) +
Cells(i + 2, 4) / 2)

Cells(i + 2, 7) = (1 / 24) = ((qx12 / (1 — (Cells(i + 2,
1) + (1 / 48)) * gx12)) = (Cells(1 + i, 10) + Cells (i
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) — (gx23 / (1 — (Cells(i + 2, 1) + (1 /
)) = (Cells(l + i, 11) + Cells(i + 2, 5) /

* (—((gx12 / (1 — (Cells (i
qx12)) + (gqx13 / (1 — (Cells (i
)))) *= (Cells(1 + i, 10) +

_|_
+

((qx12 / (1 = (Cells(i +

(Cells (1 +

Cells (i + 2,

1) + Cells (i

Cells(i + 2, 10) Is (i 1, 10) + (1 / 6) = (Cells (i
+ 2, 2) +2 x Cells(i + 2, 4) +2 % Cells(i + 2, 6) +
Cells (i + 2, 8))

2,
i, 10) + Cells(i
)+ (1 / 24))
+2,7)))

ES

Il
Q
@
—
w

Cells(i + 2, 11) = Cells(i + 1, 11) + (1 / 6) * (Cells (i
+ 2, 3) +2 % Cells(i + 2, 5) +2 % Cells(i + 2, 7) +
Cells (i + 2, 9))

Cells (i + 2, 12) = (1 + tasa / 100) - (—Cells(i + 2, 1))
x Cells(i + 2, 10)

Cells(i + 2, 13) = (1 + tasa / 100) = (—=Cells(i + 2, 1))
* Cells(i + 2, 11)

Cells(i + 2, 14) = (qx13 / 24) / (1 — (Cells(i + 2, 1) /
24) % gx13) x Cells(i + 2, 12)

Next

Cells (1, 15) = "Edad”

Cells (1, 16) = edad.Value
Cells (2, 15) = ”Salario”
Cells (2, 16) = salario.Value
Cells (3, 15) = ?Género”

If hombre = True Then
Cells (3, 16) = ”Masculino”

Else

Cells (3, 16) = ”?Femenino”

End If

Cells (4 ) = ”Suma asegurada”

Cells (4, ) = suma. Value

Cells (5, ) = "Tasa de interés”

Cells (5, 16) = tasa & "%

Cells (6, ) = 7Costo de cobertura”

Cells (6 ) = Round( Application.WorksheetFunction .Sum(
Range( Cells (3, 13), Cells(50, 13))) % 0.65 % salario

2)

Cells (7, 15) = ”Costo del seguro”

Cells (7, 16) = Round(suma % (Application.
WorksheetFunction .Sum(Range ( Cells (2, 14), Cells (49
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)))

14))

Cells (8, 15) = ”?Costo total”

Cells (8, 16) = Cells (6, 16) + Cells (7, 16)

Cells (9, 15) = ”prima quincenal”

Cells (9, 16) = Round(Cells (8, 16) / Application.
WorksheetFunction.Sum(Range( Cells (2, 12), Cells (49,
12))), 2)

Rows(”71:17).Select
Selection.Font.Bold = True

ActiveWindow . ScrollColumn =
ActiveWindow . ScrollColumn
ActiveWindow . ScrollColumn
ActiveWindow . ScrollColumn =
Range (”"A1:N1”) . Select
Range (Selection , Selection .End(xlDown)).Select
Selection . Borders (x1DiagonalDown) . LineStyle = xINone
Selection .Borders(xlDiagonalUp).LineStyle = xINone
With Selection.Borders(xlEdgeLeft)

.LineStyle = xlContinuous

.ColorIndex = 0

. TintAndShade = 0

.Weight = x1Thin

Il
— N QO

End With
With Selection.Borders (xlEdgeTop)
.LineStyle = xIContinuous

.ColorIndex = 0
.TintAndShade = 0
.Weight = x1Thin

End With
With Selection.Borders (xlEdgeBottom)
.LineStyle = xlContinuous

.ColorIndex = 0
.TintAndShade = 0
.Weight = x1Thin

End With
With Selection.Borders(xlEdgeRight)
.LineStyle = xlContinuous

.ColorIndex = 0
.TintAndShade = 0
.Weight = x1Thin

End With
With Selection.Borders(xlInsideVertical)
.LineStyle = xlContinuous

.ColorIndex = 0
.TintAndShade = 0



98

APENDICE C. CODIGO DE PROGRAMA EN VBA

.Weight = x1Thin

End With
With Selection.Borders(xlInsideHorizontal)
.LineStyle = xlContinuous

.ColorIndex = 0

. TintAndShade = 0

.Weight = xIThin
End With
ActiveWindow . ScrollColumn = 2
Range (”701:P9”) . Select
Selection . Borders (xlDiagonalDown) . LineStyle = xINone
Selection . Borders(xlDiagonalUp).LineStyle = xINone
With Selection.Borders(xlEdgeLeft)

.LineStyle = xlContinuous

.ColorIndex = 0

. TintAndShade = 0

.Weight = x1Thin

End With
With Selection.Borders(xlEdgeTop)
.LineStyle = xlContinuous

.ColorIndex = 0
.TintAndShade = 0
.Weight = x1Thin

End With
With Selection.Borders (xlEdgeBottom)
.LineStyle = xlContinuous

.ColorIndex = 0
.TintAndShade = 0
.Weight = x1Thin

End With
With Selection.Borders(xlEdgeRight)
.LineStyle = xlContinuous

.ColorIndex = 0
.TintAndShade = 0
.Weight = x1Thin

End With
With Selection.Borders(xlInsideVertical)
.LineStyle = xIContinuous

.ColorIndex = 0
.TintAndShade = 0
.Weight = x1Thin

End With
With Selection.Borders(xlInsideHorizontal)
.LineStyle = xIContinuous

.ColorIndex = 0
.TintAndShade = 0
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.Weight = x1Thin
End With
Range ("P1”) . Select

Columns (70:0”) . Select
Selection .Font.Bold = False
Selection .Font.Bold = True
Range ("P2”) . Select
Selection.Style = ”Currency”
Range ("P4”) . Select
Selection.Style = ” Currency”
Range ("P6:P9”) . Select
Selection.Style = ”Currency”

Columns (”N:N”) . EntireColumn . AutoFit
ActiveWindow . ScrollColumn = 3
ActiveWindow . ScrollColumn = 4
Columns (70:0”) . EntireColumn . AutoFit
Range ("P9”) . Select

Unload UserForml

MsgBox "Una persona de "7 & edad & 7 anos deberd realizar
pagos quincenales de $” & Cells (9, 16) & _

7 para recibir $” & Format(Cells (4, 16), "#+#,#+#0.00") & 7
en caso de fallecimiento o $” & _

Format(Cells (9, 16), "##,#+#0.00") & ” quincenales
mientras se encuentre incapacitado.” ;, "Método Runge
Kutta”

End If

End Sub
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