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Introduccion

La ecuacién central de la mecanica cuantica es la ecuacién diferencial de Schrodin-
ger, la cual es de segundo orden, lineal y homogénea, para sistemas en los que la
particula esta confinada por el potencial dado. Como es conocido, solo para estos
sistemas aparece la cuantizaciéon de la energia. El método tradicional para resolver
esta ecuacion es el de series de potencias.

El método de factorizacién [9], llamado también método de Dirac, es alternati-
vo al de series de potencias. Tiene varias ventajas, una de ellas es que s6lo hay que
resolver una ecuacién diferencial de primer orden, en contraste con la ecuacion de
Schrodinger. Es esencialmente algebraico, pues utiliza los conceptos del algebra
lineal y de las transformaciones lineales de vectores. Como veremos a lo largo de
este trabajo, el método algebraico como técnica de calculo es muy sencillo. Sélo es
aplicable a sistemas con confinamiento, es decir, que la particula en cuestién esta
atrapada por el potencial, y como se sabe, solo en este caso existe la cuantizacion
de la energia. La factorizacion, basada en ciertos operadores llamados de ascenso
y descenso u operadores de escalera, permite una interpretacion fisica mas clara
y directa de la cuantizacion. Casi desde el comienzo de la mecanica cuantica, el
método ha sido usado continuamente como linea de investigacién para encontrar
soluciones exactas de la ecuacién de Schrodinger. Es interesante el comentario de
la Ref. [6] “El método basado en los operadores de escalera es diabdlicamente
inteligente y divertido”

En este trabajo de tesis utilizamos el método de factorizacién, pero con la
novedad de que introducimos el tiempo en los operadores de escalera, partiendo de
un hamiltoniano que depende del tiempo por medio de la frecuencia variable w(t)
de un oscilador armoénico simple. A través de un riguroso analisis tanto matematico
como fisico, establecemos la manera en que el tiempo entra en los operadores por
medio de una funcién f(t).

Una vez obtenidos lo operadores de escalera, los aplicamos a tres tipos de
osciladores:

1. El oscilador armonico simple pero ahora con frecuencia variable.

2. El oscilador isoténico, el cual tiene una barrera infinita en su centro de
fuerzas, por lo que también es llamado oscilador arménico singular.

3. El oscilador que nosotros llamamos de tipo Mielnik, el cual es una generaliza-
cién de los operadores de escalera y por lo tanto de todo tipo de osciladores.



II

Nuestra formulacion es més general, pues consideramos que puede incluir a
més osciladores, a través de la eleccién particular de la funcién f(t).

Como ejemplos de aplicacién de nuestros resultados, analizamos el caso de los
sistemas 1 y 2 estacionarios, es decir, cuyo hamiltoniano no depende del tiempo, y
finalmente la manera de usar nuestros resultado para establecer una transforma-
cién de operadores para analizar teéricamente el uso de frecuencia variable w(t)
para experimentos actuales de alta precision sobre atomos, moléculas, espines y
otros objetos, de manera individual [10].
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Capitulo 1

Fundamentos de la mecanica
cuantica

1.1. Introducciéon

En la mecanica clasica el movimiento de un objeto sujeto a una fuerza F estd
descrito por la ecuacién de movimiento de Newton, cuya solucion es la posicién
7(t). Conocida esta funcién y las condiciones iniciales del movimiento, es posible
saber todo sobre ese movimiento en cualquier instante de tiempo y con toda
precision. Cuando se hace el experimento para comprobar lo que dice la ecuacién
de Newton, la confirmacion de teoria y observacion es total. En este sentido la
ecuacion de Newton permite una descripcion determinista de los fenémenos fisicos.

Necesitamos una teoria también con un propésito parecido, pero tomando en
cuenta que ahora la accién de observar (medir) altera el objeto en estudio. En este
sentido podemos decir lo que es un objeto pequeno: es aquel que al observarlo, se
perturba, de manera que no es posible predecir con precision en que estado estara
después de esa observacion.

Es claro que la ecuacién de Newton no puede ser usada para estudiar objetos
pequenos, como moléculas, a&tomos y otros mas.

Es entonces cuando surge la necesidad de una descripcién tedrica nueva para
estudiar objetos pequenos: la mecanica cuantica. Ahora la ecuacién de movimien-
to correcta es la ecuacion de Schrodinger, la cual no solo toma en cuenta a la
perturbacion que produce la medicién, sino otro factor que no se presenta en la
mecanica clasica, el comportamiento ondulatorio de todo objeto, lo que da lugar
al principio de superposicion: La combinacion lineal de estados dinamicos también
es un estado posible. Esto esta contenido en la ecuaciéon de Schrodinger, pues es
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una ecuacion diferencial lineal, y la suma de soluciones, llamadas funciones de
onda, también es una solucién, otra funcién de onda. Es natural entonces que la
herramienta matematica basica de la mecanica cuantica sea el algebra lineal.

La mecénica cuantica tiene diferentes formulaciones en la manera de manejar
el tiempo: se habla de la representacion de Schrodinger en la que el tiempo aparece
en la funcién de onda. También se tiene la representacion de Heisenberg en la que
el tiempo aparece en las observables. En la practica se usa una representacién
mixta, que es la que utilizamos en este trabajo de tesis.

A continuacion revisamos los aspectos de la ecuacion de Schrodinger que son
necesarios para para lo que sigue.

1.2. Ecuacién de Schrodinger

La ecuacion de Schrodinger es la base de una de las representaciones ampliamente
utilizadas de la teorfa cuantica. La ecuacién de Schrodinger dependiente del tiempo

es
\I} o~
m% = H(z,y,2,) U (2,y,2,t) (1.1)

donde la solucién V¥ (x,y, z,t) es llamada funcién de onda, depende de la posicién
(x,y,z) y del tiempo t. H (x,y,2,t) es el operador hamiltoniano; es decir, es el
operador de energia en la representacion de Schroédinger, ya que puede haber
fuerzas dependientes del tiempo que actien en el sistema.

El hamiltoniano clasico es la suma de la energia cinética y la energia potencial.

2

P
Hclasico = —+V
2m

donde P es el momento clésico y V' es la energia potencial.

El operador hamiltoniano de la mecanica cuantica es obtenido reemplazando
las variables dinamicas clésicas de los operadores cuanticos correspondientes. En
particular, el operador asociado al momento lineal p es

p=—ili—. (1.2)

H=———+V(z). (1.3)
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En tres dimensiones, el hamiltoniano es

_ B2

= _" 2 1.4
o VoV (@:9,2), (1.4)

donde el operador Laplaciano V2 es

0? 0?02
2 —_— — [ [
V= Ox? + Oy? + 022

1.3. Solucion estacionaria

Cuando el hamiltoniano es independiente del tiempo , es decir, H (z,y, 2), la
ecuacion de Schrodinger dependiente del tiempo se puede separar en partes inde-
pendientes del tiempo haciendo la sustitucién.

U(x,y,z,t) =1 (z,y,2) F (). (1.6)

La funcién de onda se toma como un producto de una funcién independiente
del tiempo ¢ (z,y, 2), y una funcién dependiente del tiempo, F' (t). Sustituyendo
la ecuacion (1.6) en la ecuacién (1.1) tenemos

~

o (. 2) F (1) = H (,,2) 0 (2,9,2) F (1) (L.7)

En el lado izquierdo, ¢ no es una funcién del tiempo, por lo que no es afectada
por la derivada. En el lado derecho, H no depende de t, moviendo F'(t) al lado
izquierdo de H. La ecuacién (1.7) puede escribirse como

i (2,9, 2) g0 F ()= F (0B (5,9, )6 (2.9.2), (1)

dividiendo entre ¥ = ¢ F’, tenemos

1 dF
lh d_ — (I7 y7 Z)'QZ)(I, y7 Z)‘ (1‘9)
F(t) dt v (z,y,2)
El lado izquierdo de la ecuacién (1.9) depende solo de ¢ y el lado derecho
depende de una coordenada espacial. Cada lado de la ecuacion (1.9) es igual a
una constante E:

LdF(t):E:@

1 F@) dt " (1.10)
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La primera igualdad da lugar a la ecuacién diferencial

dF(t
im0 _ prey (1.11)
dt
cuya soluciéon es _
F(t)=e 7! (1.12)
de manera que (1.6) es ahora
Uy, 2t) = ¥ (@,y,2) e (1.13)
donde 9 (x,y, z) es solucién de
Hy = Ey (1.14)

que surge de la segunda igualdad de (1.10).La expresién (1.13) es conocida como
la solucién estacionaria. La parte temporal (1.12) es una funcién que indica el
caracter ondulatorio de la ecuacién de Schrodinger.

La Ec. (1.14) es llamada ecuacién de Schrodinger estacionaria o independiente
del tiempo. Representa un problema del valor propio o eigenvalor en la representa-
ciéon de Schrodinger. El operador hamiltoniano, el cual es el operador de energia,
tiene como valor propio a la constante £/, por lo que es la energia correspondiente
a la funcién propia ¢ (x,y, z) que no depende del tiempo.

1.4. Evolucion temporal de un sistema cuantico

En la Seccién 1.3 tratamos el caso de los sistemas cuanticos en los que el hamilto-
niano es independiente del tiempo. Fisicamente esto significa que estos sistemas
estan aislados, es decir, el medio no interviene en la evolucion temporal del sistema.
Podemos decir Ref. [11] que la condicién que establece los estados estacionarios
es la ecuacién de Schrodinger

z‘aqj” - HU, = E, U,
ot

y entonces automaticamente la solucién es la funcién de onda estacionaria (1.13).
Esto lo utilizamos en el Capitulo 6 al reducir nuestros resultados generales sobre
los osciladores arménico e isotonico dependientes del tiempo al caso estacionario.
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Pasamos al caso més general en el que la interaccién contenida en el hamiltoniano
depende del tiempo. Ahora el sistema no estd aislado. Se puede simbolizar la
situacion con el hamiltoniano

~

~ 1
H = H (7,t) :—§V2+V(:U,y,z,t).

En efecto, es una fuerza externa la que altera al sistema Ref. [11]. Como vere-
mos, los niveles de energia también dependen del tiempo. Como es de esperarse,
no se cumple la ley de conservacién de la energia, lo cual también se manifiesta en
nuestros resultados. Desde el inicio de la mecanica cuantica existe el interés sobre
estos sistemas dependientes del tiempo. Tedricamente se ha analizado el tema y
las consecuencias que se derivan, con algunos resultados experimentales que con-
firman la teoria. Pero algunos hechos tedricos se habian mantenido como meras
curiosidades, debido a que su confirmacién experimental era muy dificil de realizar
debido a las dificultades técnicas de laboratorio. Pero actualmente ha cambiado
la situacién. Ahora con las sofisticadas técnicas de enfriamiento y de observacion
no destructiva, es decir, minimizando la inevitable perturbaciéon del sistema al
realizar las mediciones Ref. [10,12], se han realizado experimentos muy finos di-
rectamente sobre atomos, moléculas, sobre el espin, y otros. Se ha encontrado que
la modulacién de frecuencia w(t) en osciladores es un método ultrasensible para
observar varios fenémenos cuanticos Ref. [10].

En este trabajo nos interesan dos tipos de osciladores dependientes del tiempo:
el oscilador arménico simple, cuyo hamiltoniano es

Fon (,8) = —+ 0 4 Ly (1.15)
OANL Y = T2 T oY '
y el oscilador isoténico, con hamiltoniano
~ 102 1 [(1+1)
H(z,t) = —=—= + —k(t)2* + ——= 1.16

En ambos casos el tiempo aparece en la funcién k(t), de la cual se deriva la
frecuencia w(t) mediante w(t) = \/k(t)/m = \/k(t). Este es el punto de partida
de este trabajo de tesis.

1.5. Factorizacion de Dirac

El problema del oscilador armoénico cuantico se resolvera en el capitulo 2 utili-
zando la representacion de Dirac la cual consiste en un tratamiento utilizando
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conceptos de algebra lineal: operadores A actuando sobre kets la) de un espacio
vectorial. Los valores propios los cuales son observables, son independientes de
la representacion utilizada para resolver el problema. Sin embargo, los métodos
para resolver el problema son fundamentalmente diferentes. La representacion de
Dirac proporciona un método matematicamente atractivo para el célculo de las
propiedades asociadas en el oscilador armoénico. La representacién de Dirac en
el problema del oscilador armoénico sirve por ejemplo, como base para la teoria
cuantica de la radiacion.

Existe una diferencia fundamental entre variables dindmicas de mecanica clési-
ca y mecanica cuantica. En teoria cudntica, los operadores lineales, los cuales
representan las variables dinamicas, estan sujetos a un algebra en el cual la ley
conmutativa de multiplicacién no es valida en general. Con sistemas cuanticos, en
particular para el oscilador armonico. Los eigenvalores de los operadores hermiti-
cos son numeros reales. Esto es muy importante, pues como se dijo antes, estos
son las cantidades fisicas medibles.

Ya que las obsevables medidas en el laboratorio son siempre nimeros reales,
los operadores que representan observables deben ser hermiticos. En lo que se
refiere a la notacién, usaremos dos maneras de representar los estados los cuales
son llamados representaciones:

1. Representacion de Schrodinger que consiste en que una funcién de onda
U, (z) representa el estado dindmico n.

2. La representacion de Dirac, en la cual los estados estan representados por
"kets” |n).

Desde luego que son completamente equivalentes: ¥, (x) < |n). Usaremos
cada representacion segin sea necesario.

El método de factorizacién de Dirac consiste en introducir dos operadores a y
a™, llamados operadores de escalera, que factorizan al hamiltoniano en las formas

aat = Hos+ C (1.17)
ata=Hos—C (1.18)
y con las propiedades
av, ~ P, (1.19)
’dﬂ/}n ~ Pni1 (1'20)

La factorizacién del hamiltoniano (1.17) y (1.18) no es la factorizacién alge-
braica ordinaria. En efecto, el dlgebra de estos operadores no es conmutativa, pues
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el conmutador es
[a,a*] =1.
En los libros de texto de mecanica cuantica estos operadores de escalera son
estaticos, es decir, independientes del tiempo. Nosotros introducimos el tiempo en
precisamente en @ y at a través de la funcién k(t), y mediante estricta aplicacién

de principios fisicos, construimos los nuevos operadores, nombrados ahora a(t) y
at(t).
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Capitulo 2

Oscilador armonico

2.1. Introducciéon

En este Capitulo presentamos la solucion del sistema cuantico conocido como
oscilador armoénico estacionario, por medio del método de factorizacion o método
de Dirac. Este método es esencialmente algebraico, en el sentido de que el conjunto
de estados dinamicos del oscilador determinados por la ecuacién de Schrodinger,
como se dijo en el Capitulo 1, forman una base del espacio vectorial de Hilbert, y
que los operadores ttiles en la descripcion del comportamiento de las cantidades
observables, son operadores lineales que solo transforman vectores de Hilbert en
vectores del mismo espacio, es decir, se aplica las técnicas del algebra lineal. El
método de factorizacién es muy claro y elegante.

Presentamos entonces el método aplicado al oscilador estacionario, en el sen-
tido de que el potencial no depende del tiempo. En el siguiente Capitulo haremos
nuestra generalizacion del método de factorizacién del oscilador arménico pero
ahora dependiente del tiempo.

2.2. Los operadores de escalera

Partimos de un operador hamiltoniano del oscilador arménico independiente del
tiempo. El hamiltoniano es

~ 1 d? 1
Hon=—=—— + =22 2.1
o4 2 dz? * 2" (2.1)

9



10 CAPITULO 2. OSCILADOR ARMONICO

Proponemos al operador diferencial

a:%<d‘i+x). (2.2)

Vamos a construir el adjunto de a. La definicién de operador adjunto a™ es,
dados dos estados v, y ¥, la siguiente

(nl@lm) = (m|@" |n)"

watm) = [ v @ av o= | [ vt (<o) o]
= {/ ¢;a+¢ndl‘] = (m|a" |n)",
asi que el operador adjunto de (2.2) es

a+:%( d‘im). (2.3)

Los operadores @ y a* deben cumplir las condiciones de factorizacién del ha-
miltoniano

~ 1
aat = Hoa+ 5, (2.4)
NF fe 1
a'a=Hoa —3 (2.5)

Esto se debe cumplir para que @ y a* puedan ser operadores de escalera, como
vamos a demostrar mas adelante. Para demostrar (2.4) calculamos el producto
aat. Antes debemos recordar que el producto de operadores AB consiste en la
aplicacién sucesiva sobre el vector |): primero B y luego A. El orden debe ser
respetado, pues el algebra de operadores es no conmutativa.

Tomamos una funcién de prueba u (z), y le aplicamos el operador aa* es;

aa+u(x)=%(d%+x)%<_%”> u(e)

— de_:? + G:ﬁ + %)} u(z)
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por lo que
1 d? 1 1 = 1
Gat = = 4 a4 == Hou+ = 2.6
aa 5gz Tt Ty 04t 5 (2.6)
De la misma manera, para comprobar (2.5) se demuestra que ata es

1 d? 1 1 ~ 1
ita= -t —2®— = = Hoy — = (2.7)

Ahora calculamos el conmutador de @ y a*. Para esto restamos (2.4) y (2.5)
llegando a
1 1

[a,at] =aa* —a*a = Hoa + 5 Hoa + ;=1 (2.8)

También calculamos los conmutadores de los operadores @ y a* con el hamil-
toniano (2.1) utilizando (2.4) y (2.5). Asi

[a, ﬁOA} —GHos — Hopa =a[a,a"] =4 (2.9)
y asi mismo
[a+,ﬁ10A] — G (2.10)

2.3. El estado base
Empezamos con el estado propio |F) normalizado del hamiltoniano ﬁ[o Al
Hos|E) = E|E) (2.11)
y aplicamos el operador @. Llamamos |@) al vector resultante
Q) =alE).
Veremos las propiedades de |@) . Su dual es
(@ =(E|a",

¥y Su norma €s

(@IQ) = (Ba*a|B) = B~ 3 20,
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por lo que vemos que hay un limite inferior para la energia, que llamamos Ej,
E>E)=-. (2.12)

Por otro lado, ya que la forma del potencial del oscilador arménico tiene la
propiedad
1
V(z) = 5952 >0,

entonces la energia de la particula que esta sujeta a este potencial también debe
cumplir que
E>0

lo cual confirma a la desigualdad (2.12). Ahora vamos a aplicar el operador @ a
(2.11)

4Hou |E) = GE|E) = Ea|E)
pues @ es lineal. Pero por (2.9)
[6, j"—\,OA] = aﬁoA — [/‘.}OAZL\ =a= a]/‘.;oA = ﬁoAa—Fa = <I/‘jo,4 + 1) Zl\,
asi R R
aHoa|E) = (HOA + 1) @|E) = EG |E)
o escrito de otra forma
Hoa (@|E)) = (E - 1) @|E)). (2.13)

Por tanto el vector |Q)) =@ |E) es un vector propio del hamiltoniano con valor
propio E — 1. Podemos decir que

Q|E)=|E—1). (2.14)

Estrictamente debe ser a |E) = a|F — 1) donde « es una constante, pero para
lo que sigue es suficiente tomar o = 1.
Asi que la ecuacion de Schrodinger para el estado (2.13) con energia £ — 1 es

Hoa|lE—1)=(E—-1)|E—1), (2.15)

es decir, si |E) es un estado propio del hamiltoniano, también loesa |E) = |E — 1).
Aplicando sucesivamente @ tenemos

alE) = |E-1)
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@ |E) = |E - 2)
@ |E) = |E - 3)
@ |E) = |E —n). (2.16)

Pero como hemos visto hay un limite inferior en la energia. Si el estado de
minima energia es |Ep), entonces

@|Eo) =0, (2.17)

pues no hay un estado de energia menor. Con la identificacion mencionada en el
Capitulo 1: |Ey) <= 1 podemos trabajar indistintamente en las representacio-
nes de Dirac y de Schrédinger. En la representacién de Schrodinger (2.17) es la

ecuacion diferencial
! d + WY 0
—_— — x =
V2 \dx 0

o () = em2%,

En el lenguaje acostumbrado de la mecanica cuantica, decimos que g (z)
representa al estado base del oscilador armonico.

Finalmente, las expresiones (2.16) implican la cuantizacién de la energfa. Tam-
bién indican que el operador @ aniquila al estado |E) y crea el estado |E — 1). Otra
forma de decirlo es que el operador @ pasa del estado |E) de energia F al estado
|E — 1) de energia E — 1. Por eso es llamado operador de aniquilacién y también
operador de descenso. Nosotros preferimos este tltimo nombre.

Para el operador a* se puede demostrar por el mismo camino que nos llevé a
(2.14) que se cumple la expresién

que tiene por solucién
(2.18)

at|B) = |E+1) (2.19)

y que el estado |E + 1) es también estado propio del hamiltoniano, es decir, sa-
tisface la ecuacién de Schrodinger

HoalE+1)=(E+1)|E+1). (2.20)
Podemos entonces construir la tabla
a"|E)=|E+1)

@)*|E) = |E +2)
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(@)’ |E) = |E+3)

(@")" |E) = |E +n) (2.21)

Por las mismas razones que expusimos para el operador de descenso, podemos
decir que @™ es un operador de ascenso. Asi @ y a* producen todos los vectores
propios del hamiltoniano.

2.4. Las funciones de onda y el espectro de
energia

En la representacién de Schrodinger los operadores @ y a*™ son

Q= % (% + x) : (2.22)

at = % (—% + x) . (2.23)

Aplicando el operador de ascenso a™ al estado base (2.18) obtenemos la funcién
de onda para los estados 1,2, ...,n, es decir,

¢1 = A+@/)0 ($)7
by = (@) o (),
s = (@)’ 4o (2),

Uy = (@) " o (2). (2.24)
Realizando los célculos con el operador de ascenso a* en la forma diferencial
(2.3) se puede demostrar que, por ejemplo, el primer estado excitado ¥ es
P =a g (z) = 2ze 2" (2.25)
y que el segundo estado excitado esta representado por la funciéon de onda

by = (@)% o () = (422 —2) e 3"

2

(2.26)
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y asi sucesivamente, hasta llegar al estado n representado por 1, (). De acuerdo
a la lista de los polinomios de Hermite de Ref. [4, 5], se llega a que la funcién de
onda para cualquier n es

2

U () = CoH, (z) 2" (2.27)
donde (), es una constante que sirve para normalizar y H, (x) es el polinomio de
Hermite de gradon =10,1,2,....

Finalmente, para determinar cémo es el espectro de energia, comenzamos con
el valor minimo

E0:§7

y recordando que los incrementos son por una unidad, es decir

El - E0+1,
E, = Ei+1=EFy+2,
By = By+1=F+3,

podemos concluir que al estado n le corresponde la energia
1
E,=n+ 3 (2.28)

Hemos resuelto el problema del oscilador armoénico estacionario por métodos
estrictamente algebraicos. Excepto la ecuacién diferencial (2.7) que es de primer
orden y por lo tanto facil de resolver, no hemos tenido la necesidad de resolver
directamente la ecuacién de Schrodinger, la cual, entre otros aspectos, es de se-
gundo orden y solo admite soluciones en forma de series de potencias, que por
supuesto da los mismos resultados (2.27) y (2.28) que hemos obtenido mediante
el método de factorizacion de Dirac.

La comparacién entre el método tradicional de series y el de factorizacién
de Dirac, que hemos expuesto, da una clara ventaja a la tultima en términos de
claridad, elegancia y facilidad de calculos, y solo requiere de una interpretacion
correcta de los resultados. La factorizacién es el método que seguiremos en el reto
de este trabajo de tesis.
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Capitulo 3

Oscilador armoénico temporal

3.1. Introduccion

En este Capitulo iniciamos el trabajo de tesis con el andlisis del desarrollo temporal
de un oscilador armoénico. Como se mencion6 en el Capitulo 1, en esta forma
de manejar el tiempo, éste aparece en los operadores y no en las funciones de
onda. Desde luego que al final de los calculos el tiempo debe aparecer en las
funciones de onda, pues a final de cuentas, estas funciones son las que tienen toda
la informacion que la naturaleza nos permite conocer sobre el sistema cudntico
que estamos estudiando. A diferencia de la mayoria de los trabajos que aparecen
en la literatura, aqui introduciremos el tiempo en los operadores de escalera.

3.2. Construccién de los operadores de escalera

El hamiltoniano del oscilador armonico es el mismo que en el Capitulo 2:

Aon(t) = — & L Ly (2.1)
=——+4+ -k(t)x :
o4 2dz? " 2 ’
excepto que introducimos una k que vamos a especificar en lo siguiente.
El tiempo es incluido en los operadores de escalera

a0 =5 (705 +aa), (3.)

(<50 +a ) (32)

17
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a través de las funciones f(t) y g(t). Si f(t) = g(t) = 1 en (3.1), recobramos las
formas (2.22) y (2.23) para a y a' respectivamente.

Se puede demostrar, como se hizo en la Seccién 2.2, que efectivamente (3.2)
es el adjunto de (3.1). A continuacién analizaremos como deben ser las funciones
f(t)y g(t) para que a(t) y at (t) cumplan su papel de operadores de escale-
ra. La primera condicién que imponemos a estos operadores es que factorizen al
hamiltoniano (2.1) de la siguiente manera

1 1 d? 1

a(t)at (t) = Hoa(t) + 2K(t) = —5% + 51{:( )o? + K (t) (3.3)

donde K (t) es un numero complejo, que puede depender del tiempo ¢, y que vamos

a determinar. Vemos que (3.3) es equivalente a (2.4), pues ambas factorizaciones

coinciden cuando K (t) = 1. Para saber cual es el valor de K(t) en nuestro en-

foque, seguimos desarrollando el dlgebra necesaria. Ahora calculamos el producto

a(t)a™ (t) directamente. Haciendo las operaciones necesarias y tomando en cuenta
que f(t) y g (t) no dependen de la posicién x, encontramos que

a0 ()= 1 [P 5+ P a+ (g — oot v g B

Comparando (3.4) con (3.3) deducimos que

fP=1, lgI* =k (3.5)
fg —gf*=0 (3.6)
K=fg=gf (3.7)

La ultima igualdad de (3.7) se deduce de (3.6). Hemos encontrado dos con-
diciones importantes de las funciones complejas f (¢) y g (t). Su magnitud debe
ser 1 y \/k(t) respectivamente, y ademds nos sirven para saber como debe ser la
constante (independiente de x) K (t) la cual evidentemente es real y depende del
tiempo .

Asi que ahora (3.4) es

AT (1) =~ Lkt 1 g = Boa) 4+ 2K (9

entonces, la expresion equivalente a (2.5) es

@ (1)@ (t) = Hoalt) — 5K(1). (3.9)
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Haciendo explfcitamente el producto at (t)a(t) encontramos

T Wat) = 1 [ ol - et gl

y al comparar con (3.9) encontramos las mismas consecuencias que produce (3.4),
es decir, las propiedades (3.5), (3.6) y (3.7).

Vamos a examinar mas de cerca estas propiedades (3.5), (3.6) y (3.7) de las
funciones f (t) y g (t). Escribimos estas funciones en términos de sus partes reales
e imaginarias

f=fi+if, (3.10)
g=g1+1igs. (3.11)
Entonces

fo° = figr + fage +i(=fi92 + fagn)
gf* = figi + fage +i(—fogr + f192) -

Como fg* = gf* = K encontramos que

—fi92 + fagr = —fog1 + [192 = — (= [1g2 + fagn)

El ntimero —f1g2 + fog1 es igual a su negativo, por lo que debe ser cero:
—f192 + f291 = 0. Esto significa que

fi92 = fan1. (3.12)

Para poder interpretar (3.12) necesitamos mas informaciéon. Vamos ahora a
usar el conmutador de @ (t), y a* (¢) el cual, con (3.8) y (3.9), es

[a@).a* )] =a(a () —a (Ha(t)=rfg" =K (3.13)
En el caso estacionario tenemos [a,a"] = 1; ver Ec. (2.8). Calculamos también
los conmutadores [EZ (1), f[OA(t)} y [&* (t) ,fIOA(t)]:

@), Hoalt)] =a(0) [a(t),@* (1] = fg'a(t) = K(ta 0 (3.14)

[ (), Hoalt)] = —a* () [a(1) . (1] = —fo'a* (1) = ~K(a* (1) . (3.15)

La comparacién de (3.14) y (3.15) con (2.9) y (2.10) también sugiere que
K(t) = fg* = f*g debe ser 1, como caso particular. Ahora debemos comprobar
que efectivamente @ (t) y a* (¢) son operadores de escalera, como los son @ y a*
para el oscilador estacionario.
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3.3. Algebra de operadores. El estado base

Hemos tomado como punto de partida el hamiltoniano (2.1). Esto significa que la
parte espacial de las funciones de onda de los estados cuanticos son las mismas que
las del oscilador estacionario. Sin embargo no tomamos este hecho como hipétesis.
Mas bien debiera ser una consecuencia de la forma de los operadores de escalera
dependientes del tiempo @ (t) y a* (¢). Regresamos a este punto mas adelante.
Ahora tomamos un estado propio normalizado del hamiltoniano PAIO A(t):

Hoa(t)|E) = E|E) (3.16)
y le aplicamos el operador @ (t); al vector resultante le llamamos |Q):
Q) =a(t)|E).
Vamos a investigar las propiedades de |@). Su adjunto es

(@ =(Ela" (1),

y su norma

Q@) = (Bl 7015 = (B (Foald - 1K) 12
_ (E - %K(t)) (E|E) = E — %K(t) > 0;

por lo que hay un limite inferior para la energia
1
E > iK(t) (3.17)

Este es el resultado equivalente al que se encontré para el oscilador estacionario
en la Ec. (2.12).
Vamos a aplicar @ (t) a la expresion (3.16)

@(t) Hoa(t) |E) =@ (t) E|E) = Ea (1) |E).

Pero de (3.14) obtenemos

~

@(t) Hoa(t) = Hoa(t)a (t) + K(t)a (t) = (ﬁOA(t) + K(t)) at),

asi que
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@ (t) Hoa(t) |E) = Ea (1) |B) = (Hoa(t) + K(1)) ()| E).

o puesto asi R
Hoa(t) (@(t) |E)) = (B — K(t)a(t)|E). (3.18)

Entonces (3.18) nos permita interpretar al vector |Q) = @ (t) |E) como vector
propio del hamiltoniano con valor propio E — K (t). Podemos escribir

a(t)|E) =|E - K1), (3.19)

donde hemos omitido un factor de normalizacion que recobraremos mas adelante.
Asi que la ecuacién de Schrodinger para el estado de energia F — K (t) es

Hoa(t)|E — K(1)) = (E — K(t)) |E ~ K(1)). (3.20)

Partiendo entonces de (3.19) y aplicando sucesivamente a () al resultado, cons-
truimos la siguiente tabla

a(t)|E) =[E - K1),

Q)

(t)°|B) = |E — 2K(1)),
(t)°|B) = |E — 3K(1)),

Q)

A" |E) = |E — nK(t)). (3.21)

La cual es el equivalente a (2.16) del Capitulo anterior, pero con K(t) =1
1
E > §K ().

De nuevo llamamos |Ey) < ¢ () al estado de minima energia. Si |Ey) es
efectivamente el estado de minima energia, se debe cumplir que

@ (1) | Bo) = 0.

En la representacién de Schrodinger la igualdad anterior equivale a la ecuacién
diferencial de primer orden

d |Ey)
dx

+%Mﬂﬁ:0
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cuya solucién es, integrando directamente

|Eb>:exp(—§§fv. (3.22)

Para interpretar correctamente este resultado (3.22) vamos a analizar de nuevo
las funciones complejas f (¢) y g (t). Las propiedades que hemos encontrado son

IfIP =1, |g* =k, (3.5)
fg"—gf* =0, (3.6)
K=fg =gf" (3.7)

y ademds, si usamos (3.10), (3.11) para f (t) y g (t), también hemos encontrado
que

J192 = fagn. (3.12)
que se puede escribir
h_ o (3.23)
J2 g2
Ademas,
K=fg"=gf" = figi + faga +i(=f192 + fog1) = [191 + faga. (3.24)

Con lo anterior calculamos el cociente %:

9 _91tiga _ figr + fage +i(f192 — fag1)
[ fitif Fis
= fig1 + fag2 + i (f192 — fagn) = figr + fa92. (3.25)

Uniendo (3.24) y (3.25) llegamos a algo importante: la funciéon K (t), la cual
ha aparecido con frecuencia en los calculos que hemos realizado, es también

K@ =W _ g0 (3.26)

@) (@)

En particular, la funciéon de onda del estado base se escribe

Yo (z,1) = exp (—%K (t) xQ) . (3.27)
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Este resultado es relevante: se ha incorporado el tiempo a la funcién de onda
del estado base. Este hecho esta de acuerdo con la imagen de Heisenberg, pues el
origen de la dependencia temporal estd en las funciones f (t) y ¢ (t) que aparecen
en el operador de descenso a. Ahora la funcién de onda g (x,t) depende de la
posicién z y del tiempo ¢, lo cual se pone de manifiesto en (3.27). Otra consecuencia
importante de (3.27) es que K (t) debe ser mayor que cero, para que se cumpla la
condicion de frontera

lim ¢ (x,t) =0
T—=F00

Una vez conocido el estado 1 (2, t) de minima energfa, demostramos que a™ (¢)
es un operador de ascenso, como en la Seccion 2.4 de oscilador armoénico estacio-
nario. Antes vamos a escribir a este operador de otra forma tomando en cuenta
lo que ahora sabemos a cerca de las funciones f (¢) y g (¢). Hemos encontrado en
(3.26) que

gt g'@®)
=50 T r
' £ (D) 1
PO=50 = far
Entonces tenemos que (3.1) y (3.2) son ahora
oy _f) (d
a(t) = 7 (@ + K (1) x) . (3.28)
a(t) = (4 x
(1) NG ( T + K(t) ) . (3.29)

Ahora regresamos a la tarea de encontrar todas las funciones de onda. Apli-
camos a' (t) a la ecuacién de Schrodinger (3.16) y encontramos

atHoa(t)|E) = Ea* |E). (3.30)

Utilizando el mismo mecanismo que sirvié para demostrar (3.18), ahora lo
utilizamos para encontrar

Hoa(t)a" (t)|E) = (E+ K)a* (1) |E). (3.31)

La interpretacion ahora es que a* (¢) |[E) es un estado propio del hamiltoniano
Hoa(t) con energia F + K ().
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Entonces, omitiendo la constante de normalizacién, podemos hacer la cadena
ar(H)|E)=[E+K(1),
[@* @) 1B) = |E+2K (1),
[@* ()] 1E) = |E+3K (1),

[a* (1)]" |E) = |E+nK (t)). (3.32)

Vamos a demostrar que (3.31) se cumple para todos los estados (3.32). El valor
minimo de la energia es, de acuerdo a (3.17) Ey = %K (t), que le corresponde al
estado |Ey):

~ 1
H|Ey) = §K(t) | Eq) -
De acuerdo a (3.31) podemos establecer la cadena
Hoa(®)a* |En) = (Ey+ K (1)) [Eo + K(1))

Hoa(t)at? |Ey) = (Eo + 2K (1)) | Eo + 2K (1)) |
ﬁoA<t)a+3 |Eo) = (Eo + 3K (1)) |Eo + 3K(t)) ,

Hoa(t)at" | Eo) = (Ey + nK(t)) |Ey +nK(t)) . (3.33)
El espectro de energias es entonces
1

3.4. Los estados cuanticos del oscilador
temporal

Con el operador de ascenso vamos a generar de manera explicita las funciones
de onda del oscilador temporal. En este punto debemos recalcar el hecho de que
nuestro enfoque debe dar, como resultado particular, las soluciones del oscilador
estacionario, encontradas en el Capitulo 2. Esto se puede comprobar parcialmen-
te con la unica solucion para el oscilador armoénico dependiente del tiempo que
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tenemos hasta ahora: la del estado base Ec. (3.27). En efecto, si hacemos que
K (t) = 1 entonces encontramos que efectivamente (3.27) se convierte en la Ec.
(2.18)

Yo (7,1) = exp (—%:ﬁ) : (2.18)

Para calcular las demas funciones de onda del oscilador temporal escribimos
de nuevo la del estado base (3.27) ahora en la representacion de Schrédinger

|Eo) < 1o (z,1) = exp (—%K (t) x2> : (3.35)

De acuerdo con (3.30) podemos escribir

Uy (z,t) = [a" ()] o (2,1) . (3.36)
Para poder calcular con mayor facilidad estas funciones, hacemos unos cambios
al operador a* (t) de (3.29). Hacemos las siguientes definiciones

§ = VK({)z,
_ VK@)
M) = )

Con estas nuevas cantidades el operador de ascenso (3.29) es ahora

~ d
at(t)=M (_d_g + 5) (3.37)
y el estado base se escribe asi
1
Yo (§1) = exp (—552> (3.38)

de manera que la derivada de esta funcion es

dipg
i —&to. (3.39)
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Vamos a calcular [at (¢)]" ¢y de manera iterativa. Empezamos con

%@ﬁ~?ﬁwmﬂd}%+g%:M@@%:Mm@w*Q

donde hemos usado (3.39). Luego

Vo (w,t) ~ [af (t)]2 Yo = M*H, (€) e 3E
)~ [at ()] o = MPH (€) e3¢

by (w,t) ~ [at(6)] o = M Hy (€) e3¢

donde H,, (§) es el polinomio de Hermite de grado n con argumento £ = v Kx.
Podemos escribir la solucion general asi

U (2,) = CLH,, (€) €38 = O H,, (@x) oK, (3.40)

En resumen, (3.40) junto con (3.34) para el espectro de energia constituyen la
solucion completa para nuestro modelo de oscilador armoénico dependiente del
tiempo.

3.5. La funcién S,(z) y el espectro de energia
Esta funcion se define por

Sp (x) =2V (z) — 2E, (3.41)
y por la ecuacion estacionaria de Schrodinger

d*,,
Sy () = T2

(3.42)

Vamos a calcular esta funcién derivando dos veces la funcién v, (x,t) de (3.40),
por medio del cambio de variable £ = /K (t)x y de la regla de la cadena se tiene

que
d _dd _ gesd
dv — dvdé K(t)df’
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hacemos la primera derivada

A, L dH e
il —\/K@)( ert, + 2 )

y la segunda derivada

P, dH, dH, PH,\] e
k0| (~em o+ G2 ) o+ (-eg - 2 ) | e

nos queda que la segunda derivada es
d*H, dH,

Fon _ e — 2 (2 1) H,| e b (3.43)
dZEQ - d§2 d£ n . .

Ahora usamos la ecuacion de Hermite

d*H, dH,
) onH, =0, 44
e €d§ + 2n 0 (3.44)

para escribir la segunda derivada asi:

d*n

= K1) [~20H, 4 (€~ 1) Ha] e3¢ = K(t) (<20 + € — 1) Hoe 3¢,

(3.45)

tenemos ahora que la funcién S, en términos de x es

_ &y
 dx?

S, () =K(t)(—2n+& = 1) ¢, = [K(t) (=2n — 1) + K*(t)2°] ¢,

(3.46)

Por otro lado la funcién S, (z) es, en términos del potencial y la energia, Ec.
(3.41):

Sn (z) = [2Voa (z) — 2B, ¢, = {2 (%k(t)ﬁ) - QEH} Uy = (k(t)z® — 2E,) ¥y,
(3.47)
Igualando (3.46) y (3.47) obtenemos
k(t)z® — 2B, = K(t) (=2n — 1) + K*(t)2*
—2E, = K(t) (—2n — 1)+ K*(t)2* —k(t)2® = K(t) (—2n — 1)+ (K*(t) — k(t)) 2*.
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En nuestro enfoque la energia no debe depender de la posicién x, en conse-
cuencia

2B, = K(t) (=2n —1).

El espectro de energia del oscilador armoénico temporal es

B, = K(t) (n—l— %) ,

lo cual confirma la ec. (3.34), con K(t) = \/k(t).
Si identificamos a K (t) con la frecuencia asociada del oscilador tenemos

K(t) = Vk(t) = hw(t),

entonces el espectro de energia se escribe como

i (o D) et



Capitulo 4

El oscilador isoténico de Dongpei

4.1. Introduccion

En este Capitulo analizamos al oscilador isoténico de Dongpei [1]. Primero damos
los principales resultados reportados en esa referencia, lo cual hacemos en esta
Seccion, y luego en las siguientes secciones de este Capitulo presentamos nuestra
contribucion a la solucion de este sistema cuantico. Empezamos entonces con los
resultados de Dongpei [1]. El hamiltoniano es

-~ 1 d? 1 L{l+1

con [ > 0. Este hamiltoniano es factorizado por los operadores (alteramos ligera-
mente la notacién de Dongpei para hacerla més clara)

e \dr r)’
1 d l
by = —|—— - -
: 2 ( dx e x) ’
de la siguiente manera
~ o~ 1
Hp(x) :bb++l—§. (4.2)

Sin embargo estos operadores no son de escalera, es decir, no funcionan como
lo hacen @ y a™ para el oscilador armonico. Pero b; sirve para generar la funcién
del estado 1y (z) base por medio de

Ezwo (z) =0,

29
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que es equivalente a la ecuacién diferencial

dipy l
_ - =0
0 + (z x)wo
dando como resultado
Wy () = 2t Hle /2, (4.3)

Dongpei introduce el operador

L+

At(z)=ata -
X

, (4.4)
donde a* en el operador introducido en el capitulo 2.

Y afirma que este operador es de escalera y que genera todas las demas fun-
ciones de onda. Ademas establece que el espectro de energia es

3
E,=2n+1+3. (4.5)

Hacemos algunas observaciones sobre este trabajo de Dongpei:

1. La expresion (4.4) para A*(z) es incorrecta. Nosotros encontramos que falta
un factor 2 en el denominador del segundo término.

2. El autor afirma que (4.4) genera a todas las funciones de onda para los
estados excitados, pero no presenta resultados parciales ni la forma general
de esas funciones de onda.

3. La notacién es vaga y da lugar a confusiones.

4. Mezcla sistemas cuanticos al hablar de hamiltonianos H; y H;, 1 como re-
presentativos de sistemas diferentes.

Por supuesto que los resultados finales y las conclusiones de Dongpei son co-
rrectas. Pero algo de esta observaciones fueron el origen de este trabajo de tesis:
Aparte de subsanar estas faltas, como se ha mencionado en la introduccién, no-
sotros hacemos dos aportaciones:

1. Hemos mejorado sustancialmente el método algebraico de solucién, usando
los mismos operadores de Dongpei pero construyendolos de una manera
clara a partir de los operadores de escalera del oscilador arménico, y ademas
la generacion de las funciones de onda es muy facil utilizando tinicamente
algunas propiedades de los polinomios asociado de Laguerre.
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2. Hemos generalizado el oscilador de Dongpei introduciendo un andlisis sobre
el comportamiento temporal, pero con la novedad del tiempo, es incorporado
en los operadores de escalera. Lo anterior lo exponemos en las siguientes
secciones de este capitulo.

4.2. Operadores de escalera y el estado base

Empezamos poniendo el hamiltoniano

s L(I+1)
la diferencia con el hamiltoniano de Dongpei ﬁD(x), Ec. 4.1, esta en el factor
k = k(t) del segundo término, el cual no aparece en (4.1).

Los operadores de escalera ﬁ(t) y ﬁ+(t) que generan a las eigenfunciones de
i p(t) deben tener una estructura de al menos de segundo orden en las derivadas
[8]. Nosotros proponemos una forma que se basa en los operadores de escalera
temporales del oscilador arménico dependiente del tiempo del Capitulo 3, @ (t) y
at (t), de la siguiente manera

iw - (a0 - L) (aw-£24). (17)

Y1 ¥ 72 seran determinadas mas adelante.
Los operadores a (t) y a* (¢) son los construidos en el capitulo anterior, es
decir, incorporan el tiempo en la funciones f (¢) y K (¢):

. f@) (d
at — 1 _d T
O = 5 ( K (1) ) | (3.29)

Los operadores A(t) y A*(t) deben cumplir las condiciones

I(1+1)
202

Aty =a@a(t) — £ (t)

(4.9)
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1+
2 222

Aunque Dongpei propone la misma dependencia en x que nosotros (ver Ec. (4.4)),
él no incluye el tiempo. En este sentido (4.9) y (4.10) son nuevas. Las condiciones
(4.9) y (4.10) determinan la forma explicita de las funciones 7, y 72 que aparecen
en (4.7) y (4.8), las cuales dependen de z, pero no de t. Para saber como son,
hacemos el producto de (4.7)

At(t) =at () at () (4.10)

Alt)u = (a (t) + %72) (a (t) + %)71) u

i ft)~ @) [ (@)
=a(t)a(t)u+ —=a(t u) + —="0a (t)u+
(t)a(t) ﬁ()(%) \/572() 9
donde u (x) es una funcién auxiliar. La suma de los tres ultimos términos de (4.11)
debe ser igual al tltimo término de (4.9). Se puede demostrar que esos tres tltimos

términos de (4.11) dan lugar a

Tz 0 () + L (1) 1

V2 V2

2 (¢ d d
= f 2( ) (u% + (71 +72) (ﬁ + Kxu) +7271U) :

La suma de estos tres dltimos términos de (4.1) debe ser igual al iltimo término
de (4.9). La suma de estos tres tltimos términos de (4.1) debe ser igual al dltimo
término de (4.9).

721U, (4-11)

/2 (1)
2

f (@)

72U

Por lo que
1 [ dy du I+
5 (u s (71 +72) (dm +xu) +’72’71U> =g U

Vemos que en el lado derecho no hay ninguna derivada de la funcién u(x), por
lo que para que valga la igualdad debemos tener v; + v = 0; introducimos la
variable v por medio de

=72 =7

Asi tenemos que la forma de fAl(t) que se consigue sustituyendo a v, y 72 por
v y — respectivamente es

Aty =amaw + £, (j—” - 72) (1.12)
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o en la forma factorizada (4.7) es ahora

At) = (a (t) — %)fy) (a (t) + %ﬂ : (4.13)

ahora debemos determinar a la funcién v (z). La comparacién de (4.12) con (4.9)
da lugar a una ecuacién diferencial tipo Ricatti

&, LI+

=— : 4.14
Luego proponemos que la solucién de (4.14) sea de la forma
c
Y=
x
siendo ¢ una constante a determinar. Entonces
dy 5, ¢ &  cle+1)
dx a2 22 2
Como v (z) debe cumplir con (4.14) debemos tener
cle+1)=1(+1), (4.15)
cuyas soluciones son ¢ = —[ — 1, [. Ahora debemos escoger la solucién correcta.

El método que usamos es el siguiente: por la forma del potencial de Dongpei, el
cual es positivo definido para [ > 0, la energia debe ser positiva. Esto significa

~

que debe existir un estado de minima energfa, o estado base ¢y. Si A(t) es un
operador de descenso, entonces debe cumplirse que

A(t)po = 0. (4.16)
Usando (3.28) la expresién (4.16) es ahora

(a (t) + f(t)%) do = [% (% + K (1) :1:> + f(t)%} do=0.  (4.17)

De (4.17) se obtienen las dos posibles formas para 7 (z) :

v (z) = { _é—f—_l (4.18)
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La eleccién de la solucién adecuada depende de las condiciones de frontera
para este sistema:

lim ¢ (z,t) =0, (4.19)
T—Fo00
wlgilogb (x,t) =0. (4.20)

La condicién (4.20) es debido a la barrera infinita en x = 0 que tiene el
potencial isoténico. Para el primer caso de (4.18) tenemos la ecuacién diferencial

d [
<%+K(t)l’+;) oo =0,

cuya soluciéon es
2
b (z,1) = e KO/ 247L (4.21)

Para la segunda solucion de (4.18) la ecuacién diferencial es

(i+K(t)x—l+1>¢o—O

dx T
con solucién
2
bo (x,1) = e K&/ 2L, (4.22)

Sabemos que K(t) es un numero real debido a (3.7). Es claro que el limite
(4.19) se cumple para ambas soluciones (4.21) y (4.22) siempre que K (t) > 0.
Esta condicién es también necesaria para que la energia minima del sistema sea
positiva, como lo indica (3.17).

Para la solucién (4.21) vemos que cuando x — 0 su limite es oo y fisicamente
no podemos aceptarla. Para (4.22) tenemos que cuando x — 0 su limite es 0. Por
tanto si satisface la condicién de frontera de la funcién de onda: lim, .o ¢o(z,t) —
0. Entonces descartamos (4.21) y nos quedamos con (4.22). En resumen la funcién
de onda del estado base es (4.22), y notamos que ademés de depender de la posicién
x también depende del tiempo ¢ a través de K (t) y f (t).

Asi que nuestra propuesta de la forma del operador A\(t) es

i = (aw-r0 2 (@0 - 705, (1.23)

y para AT(t) de (4.8) es

- (e L DY (e L L
4 (”‘( 0= m)(”t) 10 ﬁ) (4.24)
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4.3. Propiedades de los operadores zzl\(t) y 2+(t)

Una vez conocidas las expresiones (4.9) y (4.23) para A(t) y (4.10) y (4.24) para

At (), vamos a demostrar algunas de sus propiedades.
Propiedad 1

[ﬁ(t),ﬂ(t)] — 4K () Hp(t). (4.25)
Propiedad 2

[ﬁ*(t),ﬁ(t)} — 4K () Hp(1). (4.26)
Propiedad 3

[ﬁp(t), 2+(t)] — 2K (t) A(t).* (4.27)
Propiedad 4

[ﬁD(t),fT(t)} — 2K (1) A(1). (4.28)

Para demostrar las propiedades anteriores tomamos (4.10) y (4.11) para /Al(t) y
AT (t) respectivamente, pero con un ligero cambio de notacién para mayor facilidad
de los célculos: v

A(t) =a(r) () () - = (4.29)

(4.30)

donde hemos puesto

CU(141)
)\—2—.](,2,
. LA+T)
A =

Demostracion de la Propiedad 1.
Vamos a calcular el conmutador [A\(t), A+ (t)} Después de algunos pasos al-

gebraicos llegamos a

~

[A(t),ﬁ(tﬁ] —[G)a(),at (1)a ()] + [a Ha), —} + [— a (t)ﬁ] .

Ahora del conmutador (3.13) obtenemos

aatt)=K+a @®a). (4.32)
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Esta relaciéon nos permite transformar el primer término de (4.31), llegamos a

que
@G (), at (t)at ()] = 2K2 + AKa* ()3 (t), (4.33)

introduciendo explicitamente a los operadores a (t) y a* (t) en (4.33) de acuerdo
a (3.28) v (3.29), obtenemos

1 d? 1 1
[@t)a(t),at (t)at (t)] = 2K* +4K (——7 - -K + —K2x2> : (4.34)
Para el segundo término de (4.31) obtenemos,
N~ A o~ 1 1. ..
a(t)al(t), | = —Aa(t)a(t) p il (tal(t) |, (4.35)
mientras que para el tercero

F at () a%)} =\ (iﬁ (Hya* (t) —a*(t)a (¢) —) : (4.36)

sumando (4.35), (4.36) e introduciendo los operadores @ (t) y a*(t) (¢) de acuerdo
a (3.28) v (3.29) se tiene

{a(t)a(t) A} + [A* at (t)ﬁ*(t)} :4k(t)l(12;;1). (4.37)

5 _7
T2 x?

Finalmente, sustituimos (4.34),y (4.37) en (4.31) encontramos el conmutador
buscado

I(1+1)
222

[ﬁ(t), 2+(t)] — 4K(1) (——— oK ()2 + ) — oK (t)Hp(t). (4.38)

Demostracion de la Propiedad 2.
Sigue inmediatamente de la Propiedad 1 mediante

[ﬁw),fx(t)} S [ﬁ(t),fﬁ(t)] .

Demostracion de la Propiedad 3.
Escribimos al hamiltoniano como

~

Hp(t) = Hoa(t) + % (4.1)
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donde Hp4(t) es el hamiltoniano del oscilador arménico (2.1). Con (3.3) escribimos

- 1
Hoa(t) = —=—— +-kax* =a" ()a(t) + 5[(. (4.39)
Desarrollamos el comutador

[I/‘\[D(t),}l\"‘(t)] = {I/‘\IOA(t) + %,a'i_ (t)/aq- (t) _ i:|

_ [ﬁoA(t),a+ O (t)} + {f[OA(t), —%] + P at(t)at (t)] . (4.40)

Con las propiedades de a(t) y at(t) establecidas en el capitulo 3, se desarrollan
los tres términos de (4.40). Los resultados son: primer término

[ﬁOA(t),a+ (t)a* (t)] — oK (1)at (1) at (t). (4.41)

Segundo término:

{?[OA(t), —31 - % (%% - E) . (4.42)

(4.43)

Entonces, al introducir (4.41), (4.42) y (4.43) en (4.40) llegamos al resultado
esperado

[ﬁp(t), 2+(t)] — 2K (1) A* (D). (4.44)

Demostracion de la Propiedad 4.

La demostracion de esta propiedad es muy similar a la de la Propiedad 3, por
lo que la omitimos.

Las propiedades anteriores ponen de relieve lo que ya se habifa mencionado:
Los operadores A(t) y A*(t) son operadores de escalera, lo cual se refleja en las
propiedades 3 y 4, las cuales seran usadas en la siguiente Seccién en la que cons-
trulmos todas las fun(nones de onda, es decir las eigenfunciones del hamiltoniano

Hp(t). Sin embargo A(t) y AT(t) no factorizan al mismo hamiltoniano Hp(t).
Esto tltimo se deduce de las propiedades 1 y 2. Entonces tenemos al menos un
caso en el que los operadores de ascenso y descenso no factorizan al hamiltoniano.
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Este resultado no debe sorprender, pues A(t) y A*(t) son de segundo orden en la
derivada %, lo mismo que el hamiltoniano H p. Por otro lado se tiene la idea de
que si un hamiltoniano es factorizado por dos operadores diferenciales, estos mis-
mos operadores son los que generan las soluciones de la ecuacion de Schrodinger,

esto no ocurre necesariamente como se demuestra en la ref. [8].

4.4. Generacion de las funciones de onda
En la seccién 4.2 demostramos que la solucién de la ecuacion diferencial
A(t)¢o (1) = 0, (4.16)

es
o (z,1) = e KW= /25041, (4.22)

Vamos a analizar en mas detalle esta funcién. Por la condicién de frontera
lim ¢0 (1’, t) = 07
x—0

debemos tomar en cuenta el factor z(t1). Para que la condicién de frontera se
cumpla, es necesario que

lfm z(+Y = 0,

z—0
pero para eso, el exponente (I 4 1) debe ser un nimero real y positivo. Como
[ >0, se cumple que [ +1 > 0.

La ecuacién (4.16) tiene su origen en la suposicién de que A(t) es un operador
de descenso. Esto dio como resultado la funcién de onda del estado base (4.22), la
cual tiene un solido fundamento fisico al cumplir con las condiciones de frontera
(4.19) y (4.20). Ahora vamos a justificar plenamente que A(t) es efectivamente de
descenso, por medio de la propiedad 4:

~

[HD(t),Zx(t)] = 2K (t) A(t). (4.28)

de la que se encuentra que

~

AW Hp(t) = Hp(t)A(t) + 2K () A(t) = (ﬁD(t) + 2K(t)) A(). (4.45)
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Ahora, si |n) es un eigen estado del hamiltoniano Hp(t) del oscilador isoténico
Hp(t) [n) = E, |n) (4.46)
entonces, al aplicar ﬁ(t) a la expresion anterior obtenemos
A(t)Hp () |n) = B, A(t) [n)
que por (4.45) es equivalente a
At Hp () n) = (Hp () + 2K(2)) A(t) [n) = B A(1) ).
que se puede escribir asi

Hp(t) (A(t) [n)) = (Ba = 2K(0)) (A(t) In)) (4.47)

Entonces: si |n) es un eigenvector propio del hamiltoniano H p(t) con eigenvalor
E, entonces A(t)|n) es también un eigenvector de H p(t) pero con eigenvalor
E, — 2K (t). Entonces ﬁ(t) ha descendido del estado de energia E,, al estado de
energia FE, — 2K (t). En el caso estacionario en el que K () = 1 el descenso ha sido
de 2 unidades, lo cual coincide con Dongpei [1]. Entonces en el caso que estamos
tratando el descenso ha sido de 2K (t) unidades. Simbdlicamente escribimos

At) In) ~ In — 2K (1))

Todo lo anterior es una comprobacién de que A (t) es efectivamente un operador
de descenso.

Ahora vamos a demostrar que At (t) es un operador de ascenso. Aplicamos a
(4.46) el operador AT (t):

A*(t)Hp(t) [n) = E,A*(t) n)

Pero tenemos por la propiedad 4 que

~

A () Hp(t) = Hp(t)A*(t) — 2K (1) A*(t) = (ﬁD(t) - 2K(t)> At (1),
asi que

At Hp(t) [n) = (Hp - 2(2)) A*(8) In) = B A1) |n).
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o lo que es lo mismo

Hp(t) (2+(t) |n>) — (B, + 2K (1)) (fﬁ(t) |n>> . (4.48)

El resultado anterior se interpreta de la siguiente manera: Si |n) es un ei-
genvector propio del hamiltoniano Hp(t) con eigenvalor E, entonces A™ (t)|n) es
también un cigenvector de Hp(t) pero con eigenvalor E, +2K (). Si estamos en el
caso estacionario en el que K (t) = 1 entonces los niveles de energia del oscilador
isotonico estan igualmente separados pero por una distancia 2, en lugar de 1 como
en oscilador armoénico estacionario. Entonces hemos demostrado tres cosas:

1. A es un operador de descenso.
2. AT es un operador de ascenso.

3. Empezando con la minima energia Ej, todos los deméas niveles de energia
estdn igualmente separados por 2K (t). La forma exacta del espectro de
energia la calculamos en la siguiente seccion.

Para generar la funcién de onda del estado n = 1 aplicamos el operador de
ascenso al estado base y asi sucesivamente para los siguientes estados

1 (2) ~ A*(t) o (2),

o (@) ~ (A1) 00 (@) (4.49)

Ahora vamos a calcular explicitamente las funciones de onda. Se sustituye
at (t)a’ (t) en el operador de ascenso (4.11) A*(t), con

at(t)y=M (—d% + f) , (3.37)

donde hemos puesto & = /K (t)x como en el Capitulo 3, donde

_ VK (1)
M(t) = NI
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Asi, podemos escribir la forma del operador de ascenso (4.30) explicitamente
como un operador de segundo orden en la derivada.

ro-s w4 (49141

Con (3.37) v (4.30) encontramos la siguiente forma de A* (¢). Realizando el dlgebra
necesaria, encontramos que el operador A (¢) tiene la forma

~ d? [(l+1)
+ — _
AT (t) = M? {d@ 2§d€+(§ 1) — = } (4.50)
Ahora hacemos el cambio de variable £ = /K (t)z en el estado base (4.20),
llegando a
b (6) ~ e 2 (451)

Calculamos las dos primeras derivadas de ¢ (£):

—5% (&) = ( £+ H_Tl) ®o,

12 +1
d§2¢0 (&) = (f——;— — 20+ ¢& — 3) bo,

Para encontrar el primer estado excitado aplicamos (4.50) a (4.5 1)

(€~ Ao ©) ~ (G -2 4 @ - Do) - Lo sy

sustituimos las derivadas en (4.52). Se obtiene

¢1(§) ~ ( & +l+1+1)¢o<€)

Ahora comparamos con el polinomio asociado de Laguerre de primer grado [4]
LY (u)=—u+a+1

e identificamos u = 2, a = [ + % Por lo tanto la funcién de onda para el primer
estado excitado es

61(€) = C L7 (€2) o (6), (4.53)

donde C; es una constante de normalizacién, independiente tanto de x como de t.
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De la misma manera, y de acuerdo al segundo renglén de (4.49), podemos
encontrar ¢; (£) por medio de

~ d% ¢, doy 9 I(l+1)
G2 (§) ~ AT (€) ~ (d§2 —2§d—€+(§ —1) ¢1) e é1,
calculamos las derivadas % y d;g; y entonces
1+1
92 (6) = CoLy * (€%) 40 (9), (4.54)
en general
1+ 1
6n (€) = Culn * (€) 0 (£). (4.55)
Para calcular ¢,, (x) debemos hacer las derivadas primera y segunda de todas
la anteriores funciones ¢, (§), m = 0,1,--- ,;n — 1, lo cual es muy engorroso.

Se puede realizar en un programa, por ejemplo, el Mathematica, pero nosotros
hemos encontrado un mecanismo que evita todo lo anterior, y lo describimos en
la siguiente seccion.

4.5. Nueva forma de calcular ¢, (&)

Ahora vamos a exponer una manera de eliminar la derivada del operador de
ascenso, el cual, de acuerdo a (4.50), es de segundo orden. Vamos a suponer que
no sabemos de la solucién general del oscilador isoténico, excepto el potencial
y la forma del operador de ascenso. Hacemos primero algunas consideraciones
generales sobre sistemas cuanticos: Para un sistema cudntico que consiste de una
particula atrapada por un potencial en una regién o regiones bien determinadas,
la funcién de onda tiene la forma tipica

¢ (&) = (&) Po (&), (4.56)

donde ¢q (£) es la funcién de onda del estado base y es la que garantiza que se
cumplan las condiciones de frontera que impone el potencial. La funcién h (§)
es un polinomio ortogonal h, (§) en la que n indica el grado, se escoge que el
polinomio de grado cero sea igual a 1: hg (§) = 1 [7]. Aplicamos estas ideas al
oscilador isotonico.

Hemos encontrado que la funciéon de onda del estado base es

o () = g1 e/ (4.57)
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la cual cumple las condiciones de frontera
¢o (£00) =0, (4.19)

¢ (0) = 0. (4.20)
Ahora vamos a encontrar el polinomio h,, (§) para el oscilador isoténico. Lo

hacemos aplicando el operador A*(t) de ascenso a (4.46). Para ello necesitamos
las siguientes derivadas

Zn©=(-¢+ ) o (4.58)
0=+ (~e+ ) 1w, (4.59)
o8 (a2 (1202

(4.60)
Ahora aplicamos el operador de ascenso (4.50) a ¢ (§) = h () ¢o (€). Usando
(4.58), (4.59) y (4.60) y haciendo el algebra necesaria llegamos a

N ) [&h [+1\ dh 4
A Om©a©] =32 |+ (-2 ) Foarf . o

En (4.61) aparece el polinomio asociado de Laguerre
1 1
L2 (&) = - +1+ 5L (4.62)

La expresién (4.61) es la mas importante en nuestro desarrollo. Es la clave
para obtener cualquier polinomio A (x). Vamos a aplicar (4.62) a los casos mas
sencillos, para tener una guia que nos indique el tipo de polinomio que es h,, (§).

Empezamos con el polinomio de grado cero hy (§) = 1. Obtenemos casi inme-
diatamente

AH(#)o (€) = M2 (4€2 — 41 — 6) g = —AML}2 (€2) 6y (€) . (4.63)

La comparacion de (4.63) con (4.56) nos permite concluir que el polinomio
hq(§) de grado n =1 es
I+3
hi(§) =1Ly ? (&%), (4.64)

es decir, el polinomio de Laguerre de grado 1 en £? (o de grado 2 en &).
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Para hallar ¢5(&) aplicamos A* () a (4.63)

A0 (17 (&) 6) = (-aparion (¢ -0+ 46t -5+ )

De Gradshtein encontramos el polinomio asociado de Laguerre de segundo
grado en &2
1 15
Ll2+2 (52) — 54 . 552 o 2[62 +l2 4]+ Z
por lo que

A (t) (1572 (€2) 60 (6)) = (—4P ML (€) 0 (6)

Tomando en cuenta los dos resultado anteriores, se puede demostrar por in-
duccion que la expresion (4.62) se puede escribir

- 2L l arks L
B0 (B @) = cararn [ (a2 i) o,
(4.65)

Con la suposicién de que el polinomio h(€) de (4.64) es el polinomio de Laguerre

1
de grado uno Lll+2 (€?), podemos deducir que en general la solucién es de la forma

+3

Gu(€) = Ln' * (€%) d0(€)

donde ahora L
ha(€) = Ln * (€7)
es el polinomio de Laguerre de grado n. Para comprobarlo hacemos lo siguiente.

Primero bajamos el orden del operador diferencial A*(t) en (4.50) utilizando la
ecuacion de Laguerre

2u du
t— +(a—t+1 +nu =0
dt? (a s dt
cuya solucién es LE(t).
Para poder calcular la funcién de onda sabemos que es un poco engorroso
derivar tantas veces seguin el orden de la funcién, usando el polinomio de Laguerre
se obtiene para el caso general,

qubo d2La dL“ dL% o
2£(t)? i @ T T (=86 +4(1+1))—=* —4L{Ly|  (4.66)

gbn-‘rl(é) = df
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cambiamos [ +1 =a + % y sustituimos en (4.66)
ri1(6) = 38 {é‘iﬁf v (G+-2) - e (467)
Ahora usamos la ecuacién de Laguerre
d;é’% = (_aé_ Ly 1) ddLj - %nLZ, (4.68)

sustituimos (4.68) en (4.67)

b (€) = 2Cudo

3 dL¢
= —a—1 —4+1-2 ~— LY) LY 4.
2/ (1)? K a—1+&+5+ 5) e L) ] (4.69)
y cambiamos a = + 5 en (4.69) es
4C,,¢0 dLe
N _ . n o La La . 4
La relacién de recurrencia ( [3], pagina 1001)
dLe
¢ dfn =m+1)Ly —(n+a+1—¢&)LL (4.71)
Ponemos a =1 + %
dL® 3
E—"=(n+1)L¢,, — <n+1+——§2> L. (4.72)
d¢ 2
Regresamos a (4.70) con (4.62)y (4.72) se tiene
2Cn¢0 a
Pn41(§) = Fe [—(n+1)Ly,,],
por lo tanto la funciéon de onda para el caso general es
Chn a
Pn+1(8) = fg—(t)LnHCbO(@- (4.73)

Entonces hemos encontrado la solucién general para el oscilador isotonico tem-
poral sin necesidad de derivar, utilizando dos propiedades de los polinomios de
Laguerre:

1. La ecuacién diferencial de laguerre (4.68).

2. La relacién de recurrencia (4.71).
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4.6. La funcién S, (z,t) y el espectro de energia

De acuerdo a las expresiones generales para la funcién S, (x,t) del Capitulo 3.
Ahora la calculamos con

0% ¢n
Sn(z,t) = E=R (4.74)
donde ¢, es la solucién (4.55) para el oscilador isoténico
1+ 1
On(&:t) = Cult) Ln* (€2)00 (). (4.55)

La segunda derivada de esta funcién ya fue calculada. El resultado esta dado
por (4.60), pero lo escribimos en la forma

¢y d?L2 [+1) dL® , l(1+1) N
dw?‘D”K{de _2<€_T) d£+(“ & _Ql_g)Ln]%
(4.75)

donde se uso la equivalencia entre derivadas
d? d?
~ — K()—
dx? ( )d§2’
debido a que £ = /K (t)z. Ahora utilizamos la ecuacién asociada de Laguerre [4]

d2u+ 1+oz—|—1 du+n 0
_ —_ —_— —UuU =
dt? t dt t ’

donde la solucién es
u(t) = Ly(€7)
por lo que hacemos el cambio de variable
t =&

Con este cambio y la ecuaciéon de Laguerre encontramos que la segunda derivada
de L% que aparece en (4.75) es

d2Le [+1\ dL®
n =9 - D Anl® 4.
ie <§ ¢ ) e b (4.76)

Combinando (4.75) y (4.76) obtenemos la funcién S, para el oscilador isoténico,
ya en términos de x:

d*pn
Spl(z,t) = T2

I(1+1)

_ [K2<t>x2 + S+ K()(-20 = 3= 4n)| dofw).  (4T7)
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Ahora usamos la expresién (3.41) pero con el potencial V(z,t) del oscilador
isotonico

1 1
Sp(z,t) =2V (x,t) — 2FE, = {2 (§k(t)x2 + % - 2En>} ®o, (4.78)
la comparacién de (4.77) y (4.78) de lugar a
1 1
k(t)x* + @ —2E, = K*(t)2* + @ + K(t)(—2l — 3 — 4n)
x x
de donde se despeja E,
1 5 9 3
E, = §(k(t> — K*(t)z* + K(t) [ 2n + 3 +1).

Al igual que en oscilador arménico temporal, debemos hacer que
k(t) — K*(t) = 0, (4.79)

pues la energia no puede depender de la posiciéon z. En consecuencia el espectro
de energia es

E, = K(t) <2n + g + l) ; (4.80)

cuando K (t) = 1 obtenemos la expresién Ec (20) de [1].
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Capitulo 5

El nuevo sistema cuantico

5.1. Introduccion

Una linea de investigacion que se inicié con el nacimiento de la mecanica cuantica
y que continta teniendo plena vigencia, es encontrar soluciones exactas de la ecua-
cién de Schrodinger. Como se menciond en el Capitulo 1 los métodos de solucién
actualmente son variados. Entre los mecanismos recientes tenemos el introducido
por Mielnik [2] basado en la factorizacion del hamiltoniano por operadores de
escalera. En la Seccion 5.2 presentamos los aspectos més relevantes del trabajo
de Mielnik, quien, partiendo de los operadores de escalera del oscilador armoénico
genera nuevos operadores de escalera de caracter mas general que llevan a un
nuevo sistema cuantico, es decir, a un hamiltoniano que contiene a un potencial
que tiene como caso particular al oscilador arménico. Pero lo mas importante es
que encuentra también la solucion exacta de este nuevo sistema y con el mismo
espectro de energia que el del oscilador armoénico. Posteriormente, Dongpei aplica
el método de Mielnik al oscilador isoténico y efectivamente construye otro sistema
de caracter mas general que el isotonico, con solucién exacta y con el mismo espec-
tro de energia que calculamos en el Capitulo 4, Ec. (4.80). Nuestra contribucién a
este problema la presentamos en la Seccién 5.3. Aunque encontramos los mismos
resultados que Dongpei, consideramos que nuestro enfoque es mas claro y directo,
pues se hace generalizando los operadores de escalera del oscilador armonico, lo
cual no hace Dongpei.

49



50 CAPITULO 5. EL NUEVO SISTEMA CUANTICO

5.2. Mielnik

5.2.1. Oscilador armonico

Para empezar recordamos que el hamiltoniano del oscilador arménico

. 1d® 1
Hop = —=—— + =2 2.1
04= 52 T o7 (2.1)

es factorizado por los operadores

de la siguiente manera

~ 1
HOA = aa\+ - 5, (24)
1

5.2.2. Oscilador de Mielnik

En la Ref [2] se propone una nueva factorizacién de (2.1) con los operadores

6:% (%—l—ﬁ(w)), (5.1)

bt = % (—d% +3 (x)) . (5.2)

Observamos que (5.1) coincide con (2.2) cuando la funcién desconocida f (z)
es

B (x) ==, (5.3)

y lo mismo ocurre comparando (5.2) y (2.3). Pero los operadores (5.1) y (5.2) no
son totalmente arbitrarios. Se les impone la condiciéon de factorizaciéon

~ ~ 1
Hoy=bbT — 5 (5.4)
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que es completamente equivalente a (2.4). Al hacer el producto bb+ se encuentra
que es

~— 1 d?
bt = (- + 8+ 3
por lo que al sustituir en (5.4) encontramos

1 d? 1

ﬁOAI—iw‘i‘i(ﬁ/‘i‘ﬁQ) —%- (5.5)

La expresion (5.5) para Hou debe coincidir con la (2.1). Para que ocurra eso
la funcién desconocida /3 () debe cumplir la igualdad

B+ B8 =1+2a" (5.6)

La ecuacién (5.6) es una ecuacién no lineal, llamada ecuacién de Ricatti. Es
claro que (5.3) es una solucién particular de (5.6), por lo que en realidad debemos
escribir

Pp (x) =z, (5.3)

la solucién general de la ecuacién de Ricatti (5.6) es de la forma

B(x)=Pp(z)+¢(x) =2+ ().
En la Ref. [2] se encuentra la solucién general [ (x) de la ecuacién de Ricatti
(5.6):

_ 2 2
e * e *

L S — (5.7)

Ba)=a4— =
( ) ,y+f0 €_t2dt ’y—k\/TEerf (:L‘)

donde [3]
erf (z) = —/ e P dt
0

es la funcién error, con la propiedad

erf (0) = —.
(o0) = —=
Con este resultado, Mielnik construye un nuevo sistema cuantico, de la siguien-
te manera: el producto b™b es

b b = H0A+§—5/ = Hoats—— |z +

2 dz

e 5 d e’ 1
v+ ‘/Tgerf (x) '
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Comparando con (2.5)

1

ata = Hoa — 5 (2.5)

surge la idea de establecer un hamiltoniano H tal que

~~ ~ 1
bth=H — 3 (5.8)
este hamiltoniano debe ser
PN d e’ 1 1 d e’
H=Hpp—-——n——— = ——— 4 g2 —
dx 4 %Eerf (x) 2dx* 2 dx 4 \/Tgerf (x)
~ 1 d?
H=——— )
SV (@) (59)

(5.10)

tiene solucién exacta [2] y lo que es inesperado, tiene el mismo espectro de energia
que el oscilador armonico.

5.3. Operadores de escalera generalizados

En esta Seccion empleamos el mecanismo de Mielnik para ser aplicado al oscilador
isotonico de Dongpei. En su articulo Dongpei presenta resultados sin casi explicar
como los obtiene. Nosotros obtenemos los mismos resultados pero incorporan-
do al tiempo, comenzando con los operadores de escalera del capitulo 3. Ahora
hacemos una factorizacion del hamiltoniano del oscilador isoténico de Dongpei
generalizado,
~ 1d*> 1 5 SJI(I+1)

Nosotros ponemos una forma para los operadores semejantes a la de Mielnik

(5.1) y (5.2), pero ahora, en lugar de la funcién /5 (z), introducimos una funcién
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p(x,t), la cual serd determinada con el mismo método, pero llevando el tiempo:
el cual es factorizado por los operadores
S f(@) ( d

d(t) = 5 \a + p(x,t)) : (5.12)

~ 1 d
dt(t) = ——(——+ x,t). 5.13
0= 57 (oo (5.13)
Estos operadores tiene también la funcién f (¢) del Capitulo anterior. De nuevo,

como lo hace Mielnik con (5.4), la funcién p (z,t) debe ser determinada a partir
de la siguiente factorizacion

N — 1

Hpg(t) = dd —i—l—§, (5.14)
debemos indicar que esta factorizacion es la clave de la generalizacién que estamos
realizando. Ahora comparamos (5.14) con (5.4). Efectuando el producto de (5.12)
y (5.13) obtenemos

+ _ - _ = it 2
dd _2< dm2+da:+p>’ (5.15)
~~ 1 d>  dp
d"d 2( s dm+p) (5.16)
Asi . 2 g .
Hpe(t) == | -+ — [—= 5.17
pa(t) 2(dx2+dx+’0)+ 5 (5.17)

La comparacién entre (5.15) y (4.1) da lugar a la siguiente ecuacién para la
funcién p (z):
— =k(t M*——= =2l +1 5.18
I +p (t)z* + 2 + ( )

Esta ecuacién es de nuevo de tipo Ricatti, como la (5.6), solo que mas compleja
del lado derecho. Para resolverla proponemos la siguiente forma,

B B\?
@+p2:A+—+ Ar — — (5.19)
dzx 2 T

donde A y B solo dependen de la posicién x pero pueden depender del tiempo.
Comparando (5.18) y (5.19) encontramos para A y B las siguientes formas
20 -1

A m7 (5.20)
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1 1
B=—+4+-A 5.21
5T 54 (5.21)
con
A = VAM2[2 + 4AM2] + 1. (5.22)
Definiendo la funcién B
plz,t) = Az — — (5.23)
x
y su derivada
dp B
B e
dx 2’
La ecuacién (5.19) se puede escribir asi:
dp o _dp =,
— = — . 5.24
oo b=t (5.24)

La ecuacién de Ricatti en la forma (5.24) nos dice que la funcién p(x,t) es
una solucién particular, por lo que la solucién general debe ser asi:

p(r)=p(x)+¢(z1). (5.25)

Para determinar cémo es la funcién desconocida ¢ (x) sustituimos (5.25) en
(5.24) y encontramos
d d d
P+ L= —I—qb)2+p'+¢'=¢2+—¢—|—2¢p+p2+—p.
dx dx dx
La comparacién con (5.24) da lugar a una ecuacién diferencial para ¢ (z),
también de tipo Ricatti:
do

O + -+ 20 =0, (5.26)

La solucién de (5.26) es (Ver Apéndice X, Gradshtein pag 1099))

xQZe—xQ x2l6—12
¢ Y+ [y ude v du  n(z,t) (5:27)
con .
n(z,t) =7~ +/ w?e " du (5.28)
0

debemos suponer que esta funcién dependera también del tiempo. Finalmente

p(x)=Ax — g + o. (5.29)
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Entonces hemos encontrado la funcién p(x) que entra en los operadores de
escalera (5.12) y (5.13). Sustituyendo (5.24) en (5.12) y (5.13), donde A y B estan
dadas por (5.20) y (5.21) tenemos

d(t) = % (% + A(t)z — @ + qb(x)) : (5.30)
dr(t) = Lt <—i + A(t)r — Bl + ¢(:c)> (5.31)
V2f(t) \ do z ' |

En las expresiones anteriores hemos puesto la dependencia explicita respecto
al tiempo de A y B que aparecen en la funcién p(z) definida en (5.24). Para
aclarar un poco estas expresiones, las ponemos en términos de los operadores a y
a™ del oscilador arménico:

d(t) =a+ &? <—£ + ¢(x)) (5.32)
dr(t) =at + ! (—1 + ¢($)> . (5.33)
V2f(t)\ @
Ahora en términos de los operadores A y A+ del oscilador isoténico de Dongpei
d(t) = A+ &(p(l«, t) (5.34)

V2

1
V2f (t)
Esta forma de los operadores es nueva en el sentido de que no aparecen en

la literatura. Ahora vamos a ver las consecuencias de la existencia de la funcién
t
Lﬂ)qﬁ(x, t) en los nuevos operadores.

dr(t) = At + o(z, ). (5.35)

5.4. El potencial isoténico generalizado

Una vez obtenidos los operadores de escalera apropiados, y siguiendo el método
de Mielnik, vamos a construir el nuevo oscilador isotonico que llamamos generali-
zado. En este sistema ya esté incluido el tiempo, lo cual es nuestra contribucion.
Para empezar hacemos uso del producto d¥d que se encuentra en (5.16). El
hamiltoniano Hpg es también factorizado, segun (5.16), por
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. ~ 1
Hpa(t) = d*d—1+3, (5.36)
~ o~ 1
Hp(t) = dd* +1— 5 . (5.14)

Entonces, de acuerdo con (5.14) y (5.36), el conmutador de los operadores
generalizados d y d* es

[A, ﬂ —dit—drd=2 (5.37)
de donde

e et N\ dp A d N~ 1
dtd = dd*— [d, dﬂ = HDG(t)—(l - —>——§ = HDG(t)——z— <l - —) = Hpolt)—1+5.

Siguiendo a Mielnik, hemos definido un nuevo hamiltoniano

~ ~ d 1d? 1
Hp(t) = Hoo(t) = 7 = 5 =+ Sh(t)a”

+M2l(l+1)_@_ 1 d?
dx 2dx? 2

!
212 dr — 2dax? (z)
con el potencial

1

, MA(I+1) dp 1
V(:U):ﬁk(t)x2+# 2 =

—k(t)x* +

B M2(1+1) d 2%e ™
222 de 2

212 Cdr (b))

Esta es la version mas general del potencial, teniendo como casos particulares los
siguientes:

1) Cuando k(t) = M? = 1, tenemos el potencial de Dongpei.

2) Ademas, cuando v — oo tenemos el potencial isoténico estacionario.



Capitulo 6

Ejemplos

6.1. Introduccion

Como una muestra de la utilidad practica damos 4 ejemplos que se pueden derivar
de nuestros resultados. Los dos primeros se refieren a los estados estacionarios,
mientras que los dos siguientes se refieren a osciladores en los que la frecuencia
depende del tiempo. Como vimos en el Capitulo 1, todo sistema cudntico cuyo
potencial es independiente del tiempo tiene soluciones, llamadas soluciones esta-

cionarias, de la forma
U, (z,t) = P (z)eEnt,

En particular, el estado base estacionario es
Wo(x,t) = o(z)e ot

En la Seccién 6.1 de este Capitulo tratamos el caso del oscilador arménico
estacionario, mientras que en la Seccién 6.2 el del oscilador isoténico también
estacionario. Posteriormente describimos como es aplicable nuestro método a los
mismos sistemas pero cuya frecuencia varia de una manera especifica. Es intere-
sante el caso de sistemas con frecuencia variable cuyo comportamiento tedrico ya
era conocido desde el nacimiento de la mecanica cuantica pero que no podia ser
comprobado experimentalmente debido a las dificultades técnicas. Ahora con los
nuevos métodos de enfriamiento pero con un control muy fino de las condiciones
experimentales, se ha encontrado que en particular una frecuencia dependiente del
tiempo permite monitorear los estados del sistema cuantico en estudio minimizan-
do el efecto perturbativo de las mediciones. En la Ref. [10] se hace una revisién
del tema, y en particular del oscilador arménico de frecuencia variable. Como se
dijo en la introduccién, todo lo anterior justifica seguir la linea de investigacion
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en la que se encuentra este trabajo de tesis: La descripcion tedrica de sistemas
cuanticos dependientes del tiempo. En la Seccion 6.3 justificamos un aspecto de
la Ref. [10].

6.2. El oscilador armoénico temporal
En el Capitulo 3 hemos encontrado que la funciéon de onda del estado base es
bolz, t) = e 2KW?, (3.27)

Por otro lado el estado base del oscilador estacionario es [6]

2

U(z,t) = e 7% e ol = gy () P! (6.1)

wo (x) = @_%x2
Para que (3.27) y (6.2) coincidan debemos tener K(t) = 1. Esta es la primera
aproximacion particular de nuestro resultado general. El siguiente paso es deter-
minar las soluciones ¢, (z) para los estados excitados, (n = 1,2,...). Para ello
aplicamos el operador de ascenso

(6.2)

a (t)= NG 0 ( - + K (t) ) (3.29)
con K(t) =1:
a (t)= NG 0 ( + ) Ok (6.3)

donde a* es el operador de ascenso ordinario (2.23). Ahora usamos (3.36) la cual

sirve para calcular la funcién correspondiente al estado n, pero con el operador
(6.3),

) = @Ol 0) = () @) = (

1

) o) 0

pero de acuerdo a (2.27),

[a*]" vo(z) = DyHy(x)e 3 = Dyib(2) (2.27)
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podemos escribir
asi, con (6.3) y (6.4) obtenemos

D, = (ﬁ)n (6.6)

D,, debe depender del tiempo. Calculamos explicitamente D, (t). Para este caso
particular usamos la ecuacién de Schrodinger en la forma

B (2,) = i v, 1) = But(.), (67

calculamos la derivada parcial respecto al tiempo t de (6.5)

st = | (45) " i () [ o 63)

con (6.7) y (6.8) tenemos

()8 )] 5. )

Separando las variables x y ¢ obtenemos la ecuacién diferencial para f(t)

f(t)% (ﬁ) _ —%En, (6.9)

cuya solucién es

<%)n _ Bt (6.10)

y entonces la solucion (6.5) para el estado n queda

bn(, 1) = e Flhy (), (6.11)

la cual es la solucion estacionaria para el oscilador arménico ordinario. Hemos
comprobado entonces que el resultado general (6.29) para el operador de ascenso
del oscilador armonico da el resultado correcto para el caso estacionario. Esto es
una condicién necesaria para cualquier generalizacién del método de factorizacion
que incluya al tiempo.
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6.3. El oscilador isoténico de Dongpei

También encontramos en el Capitulo 4, que la funcion de onda del estado base
del oscilador isoténico de Dongpei es

Po(x) = gtlem2®, (4.3)
mientras que nosotros encontramos que
Yo(z) = a!tlem2KO= (401

para el mismo estado, pero incluyendo al tiempo. De nuevo, para que (4.21) se
reduzca a (4.3) debemos tener K(t) = 1.
Ahora determinamos las soluciones 1, (z) para los estados excitados (n =

1,2,...). Como vimos en el Capitulo 4 debemos aplicar el operador de ascenso
A(t) a p(x). AT(t) es (4.50)

~ d? d L(1+1)

ATty = M? | — — 26—+ (€2 = 1) — 4.

0= |5 -2 @) -2 s
con
K(t 1
M) (t)

CVRI) VR
y como & = /K (t)x, entonces £ = x:

~on 11 d 2 [(1+1)

Entonces en este caso particular (K (t) = 1), podemos escribir al operador de
ascenso como

1 ~
= AT, 6.12)
20 (
donde hemos puesto el operador de ascenso estacionario A\—’—, Ec. (4.49). Asi, usan-
do (4.47) encontramos

A¥(1)

ol t) = [A4(1)] ol )

pero de acuerdo con (6.12)

A0) w0 = | o] (3] ) = || 0. 619
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donde a =1+ § y con ¢o(z) dado por (4.3). Hemos usado también (4.55). Luego

[A%(1)]" 60(w) = DL (@%)60(x) = Dugin(@).

Entonces
¢n($,t) = Dn¢n($)

donde D,, = [Jc%(t)]" depende del tiempo, al igual que en el oscilador arménico, por
lo que seguimos el camino de la Seccién anterior. Calculamos D,,, utilizando para
ello la ecuacién de Schrodinger (6.7), lo cual da lugar a la ecuacién diferencial

ara f2(t
e 2ti L 1E 6.14
rogg () = = (o1

se puede observar una diferencia entre (6.13) y (6.4). La solucién de (3.13) es

(f%@)n _ it (6.15)

y entonces la solucién general es

bn(x,t) = e Erlep, (2), (6.16)

la cual también es una solucion estacionaria. De nuevo comprobamos que nuestro
enfoque da el resultado correcto para el caso estacionario del oscilador isoténico.

6.4. Frecuencia dependiente del tiempo en el
oscilador armoénico

En los ejemplos anteriores, aunque aparece el tiempo, éste no esta en la interaccion.
De hecho, las soluciones estacionarias (6.11) y (6.16) tiene su origen no en el
potencial, y aparece en las funciones de onda por la naturaleza ondulatoria de la
ecuacién de Schrodinger. Ahora vamos a dar una aplicacion diferente a nuestros
resultados. Tratamos el caso en el que la frecuencia de oscilacion w depende del
tiempo. Esto ocurre generalmente porque existe una fuerza externa que influye en
el movimiento y en los estados energéticos de la particula. Vamos a tratar el caso
analizado en la Ref. [10], Solo demostraremos que es un caso particular también
de nuestros resultados. En el articulo de Silveri se trata de las consecuencias que
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se derivan cuando los niveles de energia del oscilador arménico son modulados en
el tiempo. Esta modulacién es una manera de decir que la interaccién interna del
sistema cuantico es alterada por una influencia externa, y una consecuencia es que
los niveles de energia también dependen del tiempo, un resultado que aparece de
manera natural en nuestra formulacién, en la expresion (3.48). El hamiltoniano
de Silveri et al es

H=—-— + ~k(t)z. (6.17)

Se ha encontrado que la mediciéon de los cambios temporales de frecuencia a
través de w(t) = \/(k(t)/m), puede ser muy sensible para algunos experimentos
actuales, como se menciona en la introduccién de este trabajo de tesis. Esto se ve
reflejado en nuestro resultado para la energia, como lo muestra la expresién (3.28).
Para ver la equivalencia entre el trabajo de Silveri et al y el nuestro, tomamos
como punto de partida de la Ec. (131) de ese articulo. Para mayor claridad usamos
nuestra notacién en ese resultado de Silveri et al:

a(t) = acoshr(t) —at senhr(t), (6.18)

donde @ y @t son los operadores de escalera ordinario del oscilador armonico
estacionario. La funcién r(t) es solo funcién del tiempo.
Nuestro operador temporal de descenso (3.28) se escribe

FO T4 ] = gy @ L
W[%+K(t)w]_\/§f(t)+dx\/§

Queremos conocer como son f(t) y g(t) en términos de la funcién de Silveri r(¢).
Para ello proponemos la combinaciéon lineal

at) = g(t)z. (6.19)

a(t) = A(t)ya— B(t)a"

haciendo unos cambios obtenemos
1 d 1

a0 = (A= B+

Comparando (6.20) y (6.19)

(A+ B)x. (6.20)
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de manera que el operador temporal de descenso (3.28) también se puede escribir
asi
R 1 1 —~
at) = 5 [£() + (1))@ — 5 [ (2) + g(0)) 3" (6.21)

Comparando con la forma (6.18) de Silveri et al, obtenemos

coshr(t) = = [f(t) + g(t)],

—_
N | —

senhr(t) = 3 (—f(t)+g(t)],

hemos demostrado que nuestros resultados tiene como caso particular a Silveri et
al siempre y cuando f(t) y g(t) sean de la forma

f(t) = coshr(t) + senhr(t), (6.22)
g(t) = coshr(t) — senhr(t). (6.23)
Silveri no escribe al operador de ascenso, a*t(t) pero nosotros lo hacemos; el ope-
rador adjunto de (6.18) es
a"(t) =a" coshr(t) —asenhr(t)

también @ y a* son los operadores de escalera ordinario del oscilador arménico.
La funcién r(t) es la misma que en (6.7).
De la Ec. (3.29) tenemos

1 d 1
at(t)= —=f(t)—+ —=
(1) = 25" (O + 50
Con el mismo procedimiento que seguimos para deducir (6.21) y (6.22), en-
contramos que ahora f*(t) y ¢g*(¢) tienen que ser de la forma

f*(t) = coshr(t) + senhr(t), (6.24)
g*(t) = coshr(t) — senhr(t), (6.25)
Con las expresiones (6.22), (6.23), (6.24) y (6.25) concluimos esta aplicacion
de nuestros resultados a un caso ya publicado, el cual, como mencionamos en la
introduccion, trata de que la manipulacion fina de la frecuencia permite medicio-
nes de alta resolucién del movimiento de atomos, moléculas y otras estructuras.
Suponemos que se hace a través de transiciones donde la frecuencia es
g(t)  coshr(t)+ senhr(t)
f(t)  coshr(t) —senhr(t)’

(t)x.

AE=FE,, — E,=K(t) =

(6.26)

de acuerdo a (3.48).
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6.5. Frecuencia dependiente del tiempo en el
oscilador isotonico

Analizamos las consecuencias de aplicar la transformacién (6.18) al oscilador
isoténico. Esto no aparece en la literatura que consultamos, por lo que podemos
decir que es un adelanto para un analisis futuro, por ejemplo, un experimento de
un atomo o molécula oscilando, en el contexto del articulo de Silveri, pero ahora
de manera amortiguada. R R

Ahora los operadores de escalera A(t) y A*(t) son de segundo orden. El ope-
rador A(t) es el (4.23)

(4.23)

Ao = [a) - 10 =

Vor Vo

La idea es utilizar la transformacién (6.18), que pasa de los operadores de
escalera del oscilador estacionario @ y a* al operador de descenso temporal a(t).

| a0 - s

A(t) = [Eicosh r(t) —a senhr(t) — ! (coshr(t) 4 senh r(t))]

+
V22
RES

V2

Entonces para utilizar nuestros resultados para aplicar la teoria de Silveri et al al
oscilador isoténico se debe usar la expresion anterior para el operador de descenso.

. {E coshr(t) —a' senhr(t) (coshr(t) + senh r(t))} :



Capitulo 7

Conclusiones

1. Resolvimos el problema del oscilador arménico por un método puramente
algebraico, llamado método de factorizacion de Dirac, sin tener la necesidad
de resolver la ecuacion de Schrodinger, que es de segundo orden y solo admite
soluciones en series de potencias obteniendo los mismos resultados con el
método de Dirac. Si comparamos el método tradicional de series con el de
factorizacion de Dirac, concluimos que éste facilita el calculo. Debemos decir
que lo expuesto en este punto es lo que aparece en casi todos los libros de
mecanica cuantica.

2. Hicimos un analisis de un oscilador armoénico temporal, en el que el tiem-
po aparece en la frecuencia w(t). Utilizamos el método de factorizaciéon de
Dirac, introduciendo el tiempo en los operadores de escalera para asi poder
encontrar las funciones de onda que también lo contienen, lo mismo que el
espectro de energia. Los operadores propuestos son analizados con argumen-
tos tanto fisicos como matemaéticos rigurosos. El resultado da operadores de
escalera muy versatiles, los cuales son utilizados en lo que resta de la tesis.
Con estos operadores generamos todas la funciones de onda y el espectro de
energia, ambos dependientes del tiempo, dejando libre una funcién temporal
f(t), la cual depende del modelo que se quiera investigar.

3. Analizamos el articulo de Dongpei sobre el oscilador isoténico, el cual nos
llevo a encontrar que la notacion usada era confusa también con algunas
faltas, pero cabe decir que sus resultados y conclusiones son correctos. Ha-
cemos algunas aportaciones que fueron mejorando el método algebraico de
solucién. Construimos los operadores de escalera de una manera més clara
y partiendo de los operadores de escalera temporales del oscilador armdnico
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del punto anterior. Encontramos que nuestros operadores temporales tie-
nen como caso particular los estacionarios de Dongpei en el limite temporal
adecuado. Generamos luego las funciones de onda utilizando algunas propie-
dades de los polinomios asociados de Laguerre lo cual facilita el calculo. Por
medio de una funcién auxiliar S, (z,t) determinamos el espectro de energia,
el cual depende del tiempo, lo que comprueba el hecho de que este oscila-
dor no es un sistema aislado. De nuevo queda la funcién f(¢) como funcién
de entrada del modelo que se quiera investigar. También encontramos la
solucion general para el oscilador isoténico temporal sin tener que derivar,
solo utilizando dos propiedades de los polinomios de Laguerre que son: la
ecuacién diferencial de Laguerre y una relacién de recurrencia.

Generalizamos los operadores de escalera del oscilador arménico estacionario
de Mielnik, para aplicarlos al oscilador isoténico tipo Mielnik, pero temporal,
para construir otro sistema maéas general que el isoténico con solucién exacta
y con el mismo espectro de energia que calculamos en el capitulo 4.

Como ejemplos de la utilidad de nuestros resultados, consideramos prime-
ro las soluciones estacionarias de los osciladores armoénico e isoténico como
casos particulares de nuestros resultados. Luego, como una aplicacion muy
actual a la nanotecnologia, consideramos la manera en que nuestros opera-
dores pueden ser usados para modular la frecuencia de osciladores arménicos
en experimentos de alta resolucion en sistemas como: un solo dtomo, una
sola molécula o un espin, los cuales ya se pueden realizar con las técnica ac-
tuales de laboratorio. Finalmente, hacemos lo mismo pero para un oscilador
isotonico, con aplicaciones en osciladores amortiguados. Esto tltimo en el
plano puramente tedrico.

Por ultimo consideramos que los resultados de este trabajo pueden tener
continuacion o aplicacién en las siguientes lineas:
a) Ajustar nuestra funcién f(t) para establecer diferentes modos de mo-

dulacién de la frecuencia de osciladores armonico.

b) Lo mismo pero para osciladores isoténicos, los cuales pueden ser usados
para osciladores amortiguados o forzados.

c¢) En el aspecto tedrico, ver las consecuencias de los osciladores de tipo
Mielnik.

Lo anterior no agota las posibilidades, s6lo se menciona las mas visibles.
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