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Introduccion

A finales del siglo XIX, William Burnside sentd las bases de lo que actualmente se conoce
como anillo de Burnside. Fue hasta 1967 cuando Louis Solomon, en “The Burnside algebra
of a finite group” [Sol67], le dio estructura de anillo.

El anillo de Burnside B(G) para un grupo finito G es uno de los anillos de representacién
fundamentales de G. Es, en muchos sentidos, el objeto universal a considerar cuando se
estudia la categoria de G—conjuntos finitos y puede verse como el andlogo del anillo de los
enteros Z para esta categoria.

El anillo de Burnside, ademas, es el objeto fundamental para estudiar los invariantes aso-
ciados a G-conjuntos con estructura, tales como los G—copos o, mas generalmente, los
G-conjuntos simpliciales. Estos invariantes son generalizaciones para la categoria de los
G—conjuntos de nociones clésicas, tales como la funcién de Mdobius para un copo. Tiene
propiedades de proyectividad, lo que lleva a congruencias en los valores de la caracteristica
de Euler—Poincaré de algunos conjuntos de subgrupos de C.

Por otra parte, alrededor de 1978, Daniel Gray Quillen en su articulo “Homotopy properties
of the poset of nontrivial p-subgroups of a group” [Qui78| conjeturé que el complejo CW
asociado al copo de los p—subgrupos no triviales de un grupo finito es contraible si y sélo
st el grupo tiene un subgrupo normal no trivial.

Debido a todo esto, el objetivo de esta tesis es algebrizar, con ayuda de la teoria de los
anillos de Burnside, esta afirmacion y demostrarla; es decir, a lo largo de este trabajo se
daran definiciones algebraicas apropiadas de contabilidad de los p—subgrupos de un grupo
finito y se demostraran.

Esta tesis se divide en cuatro capitulos. A lo largo del primer capitulo se desarrollan las
herramientas necesarias para el resto del trabajo: se estudian los G—conjuntos finitos y
sus propiedades, algunas especialmente para el caso finito; posteriormente se dan aspectos
generales sobre R-mddulos izquierdos y algunos resultados importantes sobre R—mddulos
libres y grupos abelianos finitamente generados; de igual forma se definen conceptos esen-
ciales para el trabajo, como lo son los conceptos de copo y G—copo.

En el sequndo capitulo se da la construccidn del anillo de Burnside B(G) como el anillo
de Grothendieck de la categoria de G-conjuntos finitos y se presentan algunas de sus
propiedades; de igual manera se define el concepto de marca y se enuncian las propiedades
principales de este morfismo.
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El tercer capitulo trata sobre copos finitos. Se usan conceptos obtenidos de la teoria de
numeros, tales como la caracteristica de Euler—Poincaré y la funciéon de Maobius, en esta
ocasion definidos para copos. Estos conceptos nos ayudaran para dar una caracterizacion de
los idempotentes del anillo de Burnside By (G) mediante la formula que dio Gluck en [Glu81].
Igualmente se desarrolla teoria sobre la homologia de copos finitos, como los conceptos de
complejo de cadena, morfismos y copos homotépicos y se estudian algunas consecuencias
de estos conceptos con el objetivo de explicar la contractibilidad de un copo.

Finalmente, en el cuarto capitulo se estudian los G—copos finitos. Se define el invariante de
Lefschetz de un G-copo, el cual se ve como un elemento especial del anillo de Burnside de
G y se estudian algunas de sus propiedades basicas. Se hace uso de los conceptos desarro-
llados en la sequnda parte del capitulo 3 para dar otra caracterizacién de la caracteristica
de Euler—Poincaré que nos ayudard a decir cudndo los invariantes de dos G—copos rela-
cionados de cierta forma son iguales. Por ultimo, se estudia el G—copo de los p—subgrupos
de G con lo que, finalmente, se enuncia y demuestra la versidn algebraica de la conjetura
de Quillen.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1. G-conjuntos

Definiciéon 1.1.1 (G-conjunto). Sean X un conjunto y G un grupo. A X lo llamaremos
G-conjunto si existe una funcién

x:Gx X — X
tal que (g, x) — g * x, llamada accién , que cumple las siguientes propiedades:

1. ex x = x para toda x € X, donde e es la identidad en G,
2. (gh) *x = g * (h * x) para todo g,h € Gy x € X.

Ejemplo 1.1.1. 1. Sea G un grupo y X un conjunto. X es un G-conjunto bajo la accién
x: G x X — X tal que (g, x) — g *x = x. A esta accidn se le conoce como accién
trivial.

2. Sea (G, -) un grupo. G actta sobre st mismo mediante * = -, es decir, x : Gx G — G
definida como g * x = g - x. En otras palabras, G actia en si mismo mediante su
operacién binaria.

3. Sea G ungrupo y H < G. Entonces G/H (el conjunto de clases laterales izquierdas) es
un G-conjunto bajo la accidn * : G x G/H — G/H tal que (g1, g2H) — g1 * g2 H =
(9192)H.

4. Sea G un grupo. G actua sobre st mismo mediante conjugacidn, es decir,
x:Gx G— G tal que (g, h)— gxh=ghg™".

Definicion 1.1.2. Sean X, Y conjuntos. Sean X’ = X x {1} y Y’ = Y x {2}. Definimos la
union ajena de X'y Y como XU Y :=X"UY"

Notemos que X' N Y’ = (.

De manera mas general, dada {X;}:c; una familia de conjuntos, la unién ajena de dicha

familia es |_|X,- = UX,-’, con X! = X; x {i}.

iel iel



2 Preliminares

Ejemplo 1.1.2. 1. Sea {Xi}ic; una familia de G-conjuntos. Entonces |_|Xl- es un G-
iel
conjunto mediante la accion * : G x |_|X,- — |_|X,- definida como g*(x, i) = (g*;x, i),
iel icl
donde *; es la accion del G-conjunto X;, x € X, i € I.

2. Sea {X:}ic/ una familia de G-conjuntos. Entonces |_|X[ es un G-conjunto mediante
iel
x: G x |_|X[ — |_|X[ definida por g * (x;)ic/ = (g *; X;)ic;, donde *; es la accion del
i€l i€l
G-conjunto X;, i € 1.

Observacion 1.1.1. Sea X un G—-conjunto. Entonces la siguiente es una relacion de equi-
valencia en X:
x ~ y si y solo si existe g € G tal que y = g * x,

con x,y € X.

Demostracion. » (Reflexividad) x ~ x pues para e € G, se tiene que x = e * x.

= (Simetria) Supongamos que x ~ y. Entonces existe g € G tal que y = g * x. Luego,
g 'xy=g ' x(gxx)= (g7 *g)xx = exx = x, es decir, g7" xy = x. Por lo tanto,
y ~ X.

= (Transitividad) Supongamos que x ~ y y y ~ z. Entonces existen g, h € G tales que
y=gxxyz=hxy.Luego, z=hxy = hx(g=*x)=(hg)*x. Por lo tanto, x ~ z.

]

Definicion 1.1.3. De acuerdo a la relacion ~ de la Observacion 1.1.1, denotaremos a la
clase de equivalencia de x € X por Og(x) y la llamaremos drbita de x en G.

Observemos que Og(x) = {y € X| y = g * x para algin g € G} C X.
Observacion 1.1.2. Las drbitas son ajenas y X = U Oc(x).
xeX
Definicion 1.1.4. Sean (X, *x), (Y, *y) dos G-conjuntos. Diremos que f es un morfismo de

G-conjuntos si para todo g € G y para todo x € X se cumple que

f(g xx x) = g *xy f(x)

Denotaremos al conjunto de morfismos de G-conjuntos de X a Y como Hom¢(X, Y).

Ademas, diremos que X y Y son isomorfos como G-conjuntos, lo cual denotaremos como
X =5 Y, si existe f morfismo biyectivo de G-conjuntos. De esta manera, si f es un morfismo
biyectivo de G-conjuntos, entonces diremos que f es un isomorfismo de G-conjuntos .
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Ejemplo 1.1.3. 1. Sean H < K < G, con G un grupo. Entonces 7 : G/H — G/K
definida por ;r(aH) = aK es un morfismo suprayectivo de G-conjuntos.

2. Sea X un G-conjunto. Entonces Idx : X — X es un morfismo de G-conjuntos.

Proposicion 1.1.3. 1. La composicion de morfismos de G-conjuntos es un morfismo de
G-conjuntos.

2. El inverso de un isomorfismo de G-conjuntos es un isomorfismo de G-conjuntos.

3. Un morfismo de G-conjuntos manda drbitas en drbitas.

Demostracion. 1. Sean X, Y, Z G-conjuntos con sus correspondientes acciones xy, xy, xz;
f:X— Yyh:Y — Z morfismos de G-conjuntos. Sean g € G y x € X.

Entonces (h o f)(g *x x) = h(f(g *x x)) = h(g *y f(x)) = g x7 h(f(x)) = g *7 (h o f)(x).
Por lo tanto, h o f es morfismo de G-conjuntos.
2. Sea f: (X, xx) — (Y, *y) un morfismo biyectivo de G-conjuntos.

Como f es biyectivo, entonces existe f~' : ¥ — X. Notemos que f~' estd bien
definido y es biyectivo. Veamos que es morfismo de G-conjuntos.

Sean y € Y, g € G. Como f es suprayectiva, entonces existe x € X tal que f(x) =y,
por lo que f~(g*yy) = F 1 (g*yf(x)) = F 1 (F(gxxx)) = (FTof)(g*xx) = ldx(g*xx) =
g *x ldx(x) = g xx F(f(x)) = g *x f'(y)-

Por lo tanto, f~" es isomorfismo de G-conjuntos.
3. Sean f : X — Y un morfismo de G-conjuntos, x € X y Og(x) la drbita de x en G.
P. D. f(O¢(x)) = Og(f(x)).
C) Sea z € Og(x). Entonces z = g *x x, con xx la acciéon de G sobre X.
Luego, f(z) = f(g *x x) = g *y f(x) € Oc(f(x)). Asl, F(Og(x)) € Oc(f(x)).
D) Por otro lado, si y € O¢(f(x)), entonces y = g *y f(x) = f(g *x x) € f(Og(x)).
De ahi que O¢(f(x)) C f(Oc(x)).
Por lo tanto, f(O¢(x)) = Oc(f(x)).
N

Definicion 1.1.5. Un G-conjunto es llamado transitivo si tiene una uUnica drbita, es decir,
para cada x, y € X existe g € G tal que y = g * x.



4 Preliminares

Definicion 1.1.6. Sea G un grupo y H < G. Definimos el normalizador de H en G como

Ne(H)={g € G| gHg™' = H}

N¢(H) es el mayor subgrupo de G en el cual H es normal.

Definicion 1.1.7. Sea G un grupo, X un G-conjunto y x € X. Definimos el estabilizador
de x en G como
stabg(x) ={g € G| g*xx = x}

con * la accion de G sobre X.

Proposicion 1.1.4. stabg(x) es un subgrupo de G.

Demostracion. 1. Sea e € G. Entonces para toda x € X se cumple que e x x = x. De
aht que e € stabg(x).

2. Sean g1, g, € stabg(x). Entonces (g1g2) * x = g1 * (g2 * x) = g1 * x = x. De ah{ que
g192 € stabg(x).

3. Sea g € stabg(x). Entonces x = exx = (g 'g)*x = g ' x (g xx) = g~ " x x, es decir,

g~ * x = x. Por lo tanto, g7' € stabg(x).

Asi, stabg(x) < G. [

Nota. De aqui en adelante denotaremos como gx := g * x para todo x € X, g € G y X un
G-conjunto.

Teorema 1.1.5. Sean G un grupo, X un G-conjunto y xo € X. Entonces se cumplen:
1. Si g € G, entonces stabg(gxo) = g (stabg(x)) g~

2. Oc(Xo) ;C G/SthG(Xo).

3. Si H < G, entonces G/H es transitivo.

4. Si X es transitivo, entonces X =g G/H para algin H < G.

Demostracion. 1. Sea a € stabg(gxo). Entonces se cumple que a(gxp) = (ag)xo = gxo.
Luego, g~'agxg = xo, es decir, g~'ag € stabg(xg). De ahi que a € g (stabg(x)) g~ "

Ahora, sea b € g (stabg(x)) g~'. Entonces g~ 'hg € stabg(xg), es decir, (g7'bg)xo =
xo. Luego, b(gxo) = gxo, es decir, b € stabg(gxo).

Por lo tanto, stabg(gxe) = g (stabg(xo)) g~
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2. Denotemos como H = stabg(xp) y definamos ¢ : Og(xg) — G/H tal que
gxo— gH.

Veamos que ¢ estad bien definida.

Sean g1xo, g2x0 € Oc(xo) tales que gixo = gax0. Entonces gfgqxo = Xxp, es decir,
g5;'g1 € H, por lo que se sigue que g1H = g,H. Por lo tanto, ¢ estd bien definida.

Ahora, si g1H, g2H € G/H son tales que g1H = g,H, entonces g5'g1 € H, es decir,
(g5"91) xo = xo. De ahi que g1xo = gaxo. Por lo tanto, ¢ es inyectiva.

Veamos que ¢ es un morfismo de G-conjuntos.

Sean g1,92 € G. Entonces ¢(gi1(g2x0)) = @((g192)%) = (g1g2)H = g1(g2H) =
g1¢(g2x0)-

Por lo tanto, ¢ es morfismo de G-conjuntos.

Por ultimo, sea gH € G/H. Notemos que gxo € O¢(xo) implica que ¢(gxo) = gH.
Por lo tanto, ¢ es suprayectiva.

Asi, ¢ es morfismo biyectivo de G-conjuntos, i.e., ¢ es isomorfismo de G-conjuntos.
Por lo tanto, Og(xo) =g G/stabg(xo).
3. Sea H < G un subgrupo. Sabemos que H = eH € G/H.

Si gH € G/H, entonces gH = (ge)H = g(eH) € Og(eH) = Og(H), es decir,
G/H C Og(H). Pero también sabemos que O¢(H) C G/H.

Por lo tanto, G/H = O¢(H). Asi, G/H es transitivo.

4. Como X es transitivo, entonces X = O¢(x) para algiin x € X. Por 2. de este Teorema,
O¢(x) =¢ G/H, con H = stabg(x).
Asi, X = G/H.

]

Teorema 1.1.6. Si X es un G-conjunto finito, entonces X =g |_|C/5tabc(xl-), con | un
iel
conjunto de indices.

Demostracion. Sean X un G-conjunto finito e / un conjunto de indices.
Por la Observacién 1.1.2, X = U(’)(;(x,-).
icl
Lueqgo, por 2. del Teorema 1.1.5, sabemos que Og(x;) =g G/stabg(x;) para cada i € I, es

decir, existen morfismos biyectivos de G-conjuntos ¢; : Og(x;) — G/stabg(x;) para cada
iel
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Ast, establecemos el siguiente morfismo de G-conjuntos:
Q: UOG(xi) — |_| G/stabg(x;) tal que y — (@i(y), i), con y € Og(x:)-
iel iel

Puesto que ¢; es morfismo biyectivo de G-conjuntos para cada i € /, se tiene que ¢ es
morfismo biyectivo de G-conjuntos.

Por lo tanto, X = |_| G/stabg(x). O

iel

Definicion 1.1.8. Sea H < G. Definimos al conjugado de H por g € G como el siguiente
subgrupo:
gHg™' = {ghg‘1 :h e H}

Observacion 1.1.7. Sea X = {H C G| H es subgrupo de G}. Entonces X es un
G-conjunto bajo la siquiente accidn: x = G x X — X tal que (g, H) — gHg~".
Demostracion. Veamos que * esta bien definida.

Sean (g1, H1), (g2, H>) € G x X tales que (g1, Hy) = (g2, H>). Entonces g1 = go, y Hy = H..
De ahi que g7' = g5

Luego, g1 * Hy = g1H1g7" = g1Hag7" = gaHh g5 = g % Ho.
Asi{, * estd bien definida.
Ahora veamos que es accion.

= Para e € G, tenemos que e x H = eHe™' = H.

= Sean g1, g, € G. Entonces (g192) * H = (9192)H(9192) ™" = g1 (92Hg5") 97" =

g1 * (g2 * H).
Por lo tanto, * es accion. ]

Observacion 1.1.8. Por la Observacion 1.1.1, tenemos que la accion anterior define una
relacion de equivalencia, a saber, dados H, K € X se tiene que H ~ K si y sdlo si existe
g € G tal que gHg™' = K.

Notacion 1.1.1. Denotaremos por [Si] a un conjunto de representantes de las clases de
conjugacidon de subgrupos de G, es decir, a un conjunto de representantes de las o6rbitas
bajo la accidn definida en la Observacién 1.1.7.

Lema 1.1.9. Sean H,K < G. Entonces G/H =¢ G/K si y sélo si H y K son conjugados.
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Demostracién. =>) Supongamos que G/H =; G/K, es decir, existe ¢ : G/H — G/K tal
que eH — goK isomorfismo de G-conjuntos, con go € G.

Como ¢ es de G-conjuntos, se cumple que @(aH) = @(aeH) = ap(eH) = agoK.
Entonces para cada h € H tenemos que goK = ¢(eH) = ¢(hH) = hg(eH) = hgoK,
es decir, goK = hgoK. Esto ocurre si y sélo si g;'hgo € K para cada h € H.

De aht que g;'Hgo C K.

Ahora, tomemos ¢~ : G/K — G/H dada por ¢~ '(goK) = eH = H, el cual también
es morfismo de G-conjuntos. Entonces H = ¢~ '(goK) = ¢ '(goeK) = gogp~'(eK),
e, ¢ '(eK) = gy 'H.

Luego, para cada k € K se tiene que gy'H = ¢~ '(eK) = ¢ '(kK) = ko' (eK) =
kgy'H, es decir, g;'H = kgy ' H. Esto pasa si y sélo si gokgy,' € H.

De ah{ que goKgy' C H. Luego, K C g,'Hgo.
Por lo tanto, H y K son conjugados.
<) Supongamos que H y K son conjugados. Entonces existe g € G tal que gHg™' = K.
Proponemos ¢ : G/H — G/K tal que aH — a(g~'K).
Veamos que ¢ estad bien definida.
Sean a;H, ayH € G/H tales que a1H = a,H. Entonces a1Hg™" = a,Hg™".
Como gHg~' = K, entonces Hg~' = g~'K. De ahi que a1g~'K = a,g7 'K, es decir,
p(ar1H) = ¢(azH).
Veamos que ¢ es biyectiva.

e (Inyectividad) Sean a1H,a,H € G/H tales que ¢(a1H) = ¢(a2H). Entonces
a1g 'K = a,g7'K. Como K = gHg™', entonces g'K = Hg~'. De ahi que
01Hg_1 = azHg_1. Asi, a1H = ayH.

e (Suprayectividad) Sea aK € G/K. Notemos que agH € G/H implica que
p(agH) = (ag)(g™'K) = a(gg™")K = aK.

Por ultimo, veamos que ¢ es morfismo de G-conjuntos. Sean x € G y a1H € G/H.
Entonces ¢(x(aH)) = ¢((xa)H) = xag™ 'K = x(ag™'K) = xp(aH).
Por lo tanto, ¢ es morfismo biyectivo de G-conjuntos. Asi, G/H = G/K.

Definicion 1.1.9. Sean H y K subgrupos de G. Si existe g € G tal que gHg™' C K
diremos que H es subconjugado de K.
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Teorema 1.1.10. Si H y K son subgrupos de G, entonces Homg(G/H, G/K) # @ si y sélo
si H es subconjugado de K.

Demostracion. =) Sea f € Hom¢(G/H, G/K). Entonces f(eH) = aK para algun
a e G

Para cada h € H se tiene que hH = H = eH, de aht que f(hH) = f(eH) = aK. Lo
anterior implica que aK = f(hH) = hf(eH) = haK. Entonces a 'ha € K, es decir,
a 'Ha C K.

&) Como H es subconjugado de K, entonces existe g € G tal que gHg~' C K. Asi, por
el Ejemplo 1.1.3, podemos definir el morfismo suprayectivo 7 : G/gHg™' — G/K tal
que 7 (a(gHg™")) = aK.

Por el Lema 1.1.9, sabemos que G/H =5 G/gHg™", entonces existe
a: G/H — G/gHg™" isomorfismo de G-conjuntos.

Por lo tanto, mo a: G/H — G/K € Hom¢(G/H, G/K).
O

Observacion 1.1.11. 1. Si H es subconjugado de K, entonces todo conjugado de H es
subconjugado de cualquier conjugado de K.

2. En [Sg] hay una relacién de orden parcial. Dados H, K € [S¢], tenemos que H < K
si y sdlo si H es subconjugado de K.

1.2.  R-Médulos

En lo sucesivo, R denotard un anillo asociativo con 1.

Definicion 1.2.1. Sea R un anillo. Un R-mddulo izquierdo M es:

1. (M, +,0) es un grupo abeliano;

2. (Ley de composicidn externa) Se define una funcién - : R x M — M tal que
(r,m) — r - m, llamada multiplicacién, que cumple:

a) (Ley asociativa) Vri,r, € R, Vm € M se cumple que (ryr2)m = ri(r,m);

b) (Leyes distributivas) Vr € R, Ym1, m, € M se cumple que r(mi+my) = rmy+rm;
yvVr,rn, € R, VYm € M se cumple que (r1 + r2)m = rym + rom;

c) Ym € M se cumple que 1-m = m.
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Ejemplo 1.2.1. 1. Si R es un campo o semicampo, entonces un R-mddulo es llamado
R-espacio vectorial.

2. Los médulos sobre Z son los grupos abelianos.

Sea M un Z-mddulo. Ya tenemos que (M, +) es un grupo abeliano. Ahora, sean z € Z
y m € M. Entonces definimos z - m de la siguiente forma: si z € Z*, entonces

zm=m+---+m;siz € Z ,entoncesz-m = (—m)+---+(—m);stiz=0,z-m = 0.
N—
Z veces Z veces
Observacion 1.2.1. 1. Cuando M es un R-médulo izquierdo, escribimos rM;

2. Sim0eMyr0 e R, entonces r-y0 =5 0y r0-m =y, 0, para todar € Ry m € M.
Usualmente se escribe 0 para 0 y g0;

3. Para toda m € M y toda r € R se cumple que —(rm) = (—r)m = r(—m).

Definicion 1.2.2. Sea M un R-mddulo izquierdo. Un subconjunto A de M es llamado
submédulo de M, lo que se denota por A < M, st A es un R-médulo izquierdo con respecto
a las operaciones suma y producto de M en A.

Cuando A C M es un submddulo propio, lo denotamos por A < Mo A < M. St A no es
submddulo de M, lo denotamos por A £ M.

Lema 1.2.2. Sea M un R-médulo izquierdo. Si A C M y A + @, entonces los siguientes
enunciados son equivalentes:

1. A< M;
2. Para toda ay,a;, € A, a1 +a; € Ay para todar € R y toda a € A, ra € A

Definicion 1.2.3. 1. Sea my € M. Denotamos por Rmoy = {rmo| r € R} al submédulo
ciclico generado por my .

2. Un R-moédulo izquierdo M es llamado ciclico si existe my € M tal que Rmy = M.

3. Un R-mdédulo izquierdo M es llamado simple si M #+ 0 y sus tnicos submddulos son
My 0.

4. Un submddulo N < M es llamado minimo si 0 < N y para todo B < M tal que
B < N, entonces B = 0.

5. Un submédulo N < M es llamado mdximo st N < M y para todo B < M tal que
N < B, entonces B = M.
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Lema 1.2.3. Sean M un R-médulo izquierdo y X C M. Consideremos

A= ‘[Zﬂxi‘ﬁeR,Xl’EX,neN} siX #0
o i=1
0 siX=40¢
Entonces A < M.

Definicion 1.2.4. El médulo izquierdo definido en el Lema 1.2.3 es llamado el submédulo
de M generado por X y se denota por (X].

Definicion 1.2.5. Sea M un R-médulo izquierdo.

1. X € M es llamado conjunto generador de M si (X] = M.

2. M es llamado finitamente generado si existe X C M subconjunto finito que genera a

M.

3. Sea X C M. Se dice que X es libre si para todo subconjunto finito {x,...,x,} C X,
con x; # x; st i # j, se cumple que st Y\ ,rix; =0conr, e RVie{1,..., n},
entonces r; = 0 paratodai e {1,..., n}.

4. Un subconjunto X de M es llamado base de M si X genera a M y es libre.

Observacion 1.2.4. 1. Si R es un anillo, entonces gR tiene al conjunto {1} como base.

2. Si m € (X] = M, entonces existen ry, ..., meRyYyx,..., X, € X tales que m =
rixi1 + - -+ rpx,, pero los r; no son tnicos necesariamente y n no estd fijo.

Teorema 1.2.5. Sean M un R-mdédulo izquierdo y @ + X C M tal que genera a M. Entonces

X es base de M si y sdlo si para todo m € M, la representacidn y_;_, rix; es dnica en el
. . . . n n ’ . . . ’

siguiente sentido: sim =) ., rix; = ) _._, IiX; con x; # x; si i # j, entonces r; = ri.

Definicion 1.2.6. Sean M, M’ R-médulos izquierdos y f : M — M’ una funcién. Diremos
que f es un morfismo de R-médulos izquierdos si:

1. Para cualesquiera my, m; € M se tiene que a(my + my) = a(mq) + a(my);

2.VmeM,VreR:a(rm) = ra(m).

Ejemplo 1.2.2. 1. 0: M — M’ tal que Vm € M : 0(m) =y O es llamado el morfismo
cero.

2. St N < M, entonces la funcién inclusion ¢ : N — M, definida por (n) = n es un
morfismo de mddulos

3. La funcidn identidad 1y : M — M es un morfismo de modulos.
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4. St N < M, entonces v : M — M/N definido por v(m) = m + N es un morfismo de
modulos.

Observacion 1.2.6. 1. Sia: A— ByB: B— C son morfismos de médulos, entonces
B o a es un morfismo de médulos.

1

2. Si a: A— B es un morfismo de médulos biyectivo, entonces a~' es un morfismo de

madulos.
Definicion 1.2.7. Sea a : A — B un morfismo de R-mddulos.

1. Diremos que a es un monomorfismo si para cualesquiera By, 8> : C — A morfismos
de R-mddulos tales que a o By = a o B,, implica que B; = B,. Lo denotaremos por
a:A»—— B.

2. Diremos que o es un epimorfismo si para cualesquiera yi1,y, : B — C morfismos
de R-mddulos tales que y; o @ = y, o @, implica que y; = y,. Lo denotaremos por
a:A—— B.

3. aes llamado bimorfismo si y sélo si @ es monomorfismo y epimorfismo. Lo denotaremos
por a:A»——>» B .

Teorema 1.2.7. Sea o : A — B un morfismo de R-mddulos. Entonces se cumplen las
siguientes proposiciones:

1. a es inyectivo si y sélo si a es monomorfismo.
2. a es suprayectivo si y sélo si a es epimorfismo.
3. a es biyectivo si y sélo si a es bimorfismo si y sélo si a es isomorfismo.

Definicién 1.2.8. Sea R un anillo y sea

Ai—1

Qi
A:“‘—2>Ai_1 >A[

Qi

QAj+1
N Ai+1 l_>

una sucesion de morfismos de R-mddulos izquierdos.

1. Una sucesiéon A es llamada exacta si y sélo si para toda subsucesidn

Qi

> At

se cumple que Im o;_1 = Ker a;.
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2. Una sucesidn exacta A se escinde si y sélo si para toda subsucesién

A > A > A

se cumple que Im o;_1 = Ker o; es un sumando directo de A..

3. Una sucesién exacta de la forma

0 sy A—15 B2, C > 0
es llamada exacta corta.
Observacién 1.2.8. 1. Una sucesion ., A _f . g esexactasiysdlosifes
monomorfismo.
2. Una sucesion g _ 9 , ¢ , 0 esexactasiy solosig es epimorfismo.
3. Si A < A entonces A Ly AV AJA , ) es exacta corta.
4. Si 0 N\ f . B 9 . C , ) €S unasucesion exacta corta, entonces
~ B B
C=——= .
Imf  Kerg

Lema 1.2.9. Sea F un R-mddulo izquierdo. Entonces las siguientes condiciones son equi-
valentes:

1. F tiene una base;
2 F = @Ai y para toda i € I, A = R.
iel
Definicion 1.2.9. Un mddulo F que satisface las condiciones del Lema 1.2.9 es llamado un
mddulo libre.

Lema 1.2.10. Sea | un conjunto. Entonces R es un R-médulo izquierdo libre con base X
tal que |X| = |l|.

Corolario 1.2.11. Todo R-mddulo M es cociente de un R-mddulo libre F. Si M es finita-
mente generado, entonces es cociente de un libre con base finita.

Definicion 1.2.10. Si A es un Z-mddulo izquierdo, entonces su o submdédulo de torsion,
denotado por t(A), se define como

t(A) = {a € A| existe n € N tal que na = 0}

Decimos que A es libre de torsion si t(A) = 0. Si t(A) = A, entonces decimos que A es un
Z-mddulo de torsidn.
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Observacion 1.2.12. Si A es un Z-médulo izquierdo, entonces t(A) es un submddulo de A.

Lema 1.2.13. Sea A un Z-médulo. Entonces A/t(A) es libre de torsion.

Demostracion. Sea a + t(A) € A/t(A) tal que existe n € N tal que n(a + t(A)) = t(A), es
decir, na + t(A) = t(A). Esto pasa st y sdlo si na € t(A), por lo que existe m € N tal que
m(na) = (mn)a = 0. Luego, a € t(A), por lo que a + t(A) = 0 + t(A). As(, A/t(A) = 0.

Por lo tanto, A/t(A) es libre de torsion. [

Lema 1.2.14 (cf. [Rot02]). Si R es un dominio de ideales principales, entonces todo R-
mddulo finitamente generado libre de torsion es libre.

Corolario 1.2.15. Todo Z-mddulo finitamente generado libre de torsion es libre.

Teorema 1.2.16. Si A es un Z-médulo finitamente generado, entonces A = t(A) ® F, con
F = 7" (es decir, F es libre).

Demostracion. Sea A un Z-médulo finitamente generado. Entonces A/t(A) es libre de torsidn
(por el Lema 1.2.13) y finitamente generado (pues estd generado por el mismo nimero de
elementos que A).

Entonces A/t(A) = F = @Za_[, con Za; = Z.

i=1

Consideremos la siguiente sucesidn exacta corta:

0 > tHA) —— A —— A/t(A) —— 0

Sea [ : A/t(A) — A tal que [(a;) = a; y es tal que v ol =14,4).

Noterpos lo siguiente: sea a; € Ker [. Entonces [(a;) = 0, es decir, a; = 0. De aht que
a; =0, por lo que Ker [ = 0. Entonces [ es inyectivo.

De igual forma, se puede notar que A/t(A) = [(A/t(A)).
Veamos que A = t(A) & L(A/t(A)).

» Sea a € A Entonces a = a — [(v(a)) + [(v(a)). Observemos que [(v(a)) € [(A/t(A)).
Veamos que a — [(v(a)) € t(A):

Notemos que v (a — [(v(a))) = v(a) — v(l(v(a))) = v(a) — v(a) = 0. Se sigue que
a—l(v(a)) € Ker v = t(A).

Asi, A = t(A) + L (A/t(A)).
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= Sea x € t(A) N [(A/t(A)). Entonces existe n € N tal que nx = 0 y x = [(a), con
a € Alt(A).

Como x € t(A) = Ker v, entonces v(x) = 0 y v(x) = v(l(a)) = Taun(a) = a. De ahi
que a = 0.

Luego, x = [(@) = [(0) = 0. Por lo tanto, t(A) N [ (A/t(A)) = 0.
Asi, A = t(A) @ L (A/t(A)). O

Definicion 1.2.11 ([Rot99]). El rango de un Z-médulo libre de torsion G, denotado por
rank (G), es el nimero de elementos en un subconjunto independiente maximo. De igual
forma, definimos el rango rank (G) de un Z-médulo arbitrario G como rank (G/t(G)).

Teorema 1.217. Sea 0 — A — B — C — 0 una sucesién exacta de grupos
abelianos, entonces rank (B) = rank (A) + rank (C).

1.3. Copos 'y G-copos

Definicion 1.3.1. Un orden parcial sobre un conjunto no vacio £ es una relacién binaria <
en L que satisface para toda a, b, c € L las siguientes condiciones:

1. (Reflexividad) a < a,
2. (Antisimetria) St a < b y b < a, entonces a = b,
3. (Transitividad) St @ < b y b < ¢, entonces a < c.
El par (£, <) es llamado conjunto parcialmente ordenado o copo.

Sia < bob<a,entonces a y b son comparables. En otro caso, a y b son incomparables.

Ejemplo 1.3.1. 1. Sea N el conjunto de nimeros naturales. Entonces (N, <) es un copo
con el orden usual.

2. Si X es un conjunto no vacio, el conjunto potencia P(X) de X es el conjunto de todos
los subconjuntos de X, el cual es un copo con la inclusion.

3. St G es un grupo finito, el conjunto de los subgrupos de G, denotado por S(G), es un
copo con la inclusion, es decir, (S(G), C) es un copo.

Definicion 1.3.2. Sea (£, <) un copo y P un subconjunto de L.

1. Diremos que x € L es cota superior de P si para todo y € P, y < x.

2. x € L es cota inferior de P si para todo y € P, x < y.
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3. Un elemento yo € P es elemento mayor de P si y < yo para todo y € P.
4. Diremos que yo € P es elemento menor de P si yo < y para todo y € P.

5. Diremos que y; € P es elemento mdximo en P si no existe y € P tal que y; <y y
Y F Yi-

6. Diremos que y; € P es elemento minimo en P si no existe y € P tal que y < yy y
y F yr.

7. Diremos que s € L es el supremo de P si s es el elemento menor del conjunto de las
cotas superiores de P.

8. Diremos que i € L es el infimo de P si i es el elemento mayor del conjunto de las
cotas inferiores de P.

Observacion 1.3.1. Cuando a y b son elementos de un copo L, el supremo del conjunto
{a, b} se denotard por a A b y al infimo de este conjunto se le denotard por a V b.

Definicion 1.3.3. Sea (£, <) un copo. Diremos que L es una reticula si para todo a,b € L
existen a AbyaVb.

Definicion 1.3.4. Sea (£, <) un copo. Una cadena C en L es un subconjunto totalmente
ordenado de L, es decir, si a,b € C se tiene que a < bo b < a.

Definicion 1.3.5. Sea (£, <) un copo. Se dice que (Q, SQ) es un subcopo inducido de
(£, <r) st Q C L y para cualesquiera x,y € Q se cumple que x <py < x <. y.

Nota. Cuando hablemos de un subcopo, nos referiremos a un subcopo inducido.

Definicion 1.3.6. Sean (A, <), (B, <’) copos. Sea f : A— B una funcién. Diremos que f es
morfismo de orden si para toda a, a; € A tales que a1 < a, se cumple que f(aq) <’ f(a2).

Definicion 1.3.7. Sea f un morfismo de orden. Diremos que f es un isomorfismo de orden
si f es biyectiva y =" es morfismo de orden.

Ejemplo 1.3.2. Sean X = {x1,x2,x3},A = {a1, a2, a3} dos copos dados de la siguiente
forma:

@ d3
X3

@ d)

X1 X2 e a4
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Sea f : X — A una funcién tal que f(x1) = a1, f(x2) = a2, f(x3) = as.

Notemos que f es morfismo de orden. Ademds, es claro que f es biyectiva. Pero =" no es
morfismo de orden, pues a; < a, pero f~'(ay) £ f~'(a2) (x1 y x2 no son comparables).

Definicion 1.3.8. Sea G un grupo finito. Sea X un copo finito que ademas es un
G-conjunto. X es un G-copo si para todo g € G y para todo x,y € X se cumple que
x<y = gx <qy.

Definicion 1.3.9. Sean X, Y dos G-copos. Sea f : X — Y una funcién. Diremos que f es
un morfismo de Gi-copos st f es morfismo de orden y morfismo de G-conjuntos.

De igual forma, diremos que f es un isomorfismo de G-copos si f es isomorfismo de orden
e isomorfismo de G-conjuntos.



Capitulo 2

El anillo de Burnside

2.1. La marca

Definicion 2.1.1. 1. Sea G un grupo, H < G un subgrupo y X un G-conjunto finito.
Definimos y denotamos al conjunto de puntos fijos de X bajo la accién de H como

X" ={xe X|hx=xVYh € H}

2. Definimos la marca de H en X como la cardinalidad de X" y la denotamos como
on(X) = |X"].

Ejemplo 2.1.1. En el Ejemplo 1.1.1, vimos que si K < G, entonces (/K es un G-conjunto.
Sea H < G. Entonces

(GIK)" = {aK|haK = aK ¥ h € H}
{aK|a'ha € KV h € H}
{aK|a "Ha C K}
= {aK|H CaKa™"}

Luego, py(G/K) = [{aK | H C aKa™"}|.

Teorema 2.1.1. Sean G un grupo, H,K < G y X,Y G-conjuntos finitos. Entonces se
cumplen:

1. @ (XLUY) = @u(X) + eu(Y),
2. o (X X Y) = ou(X) pu(Y),

3. Si H y K son conjugados, entonces para todo G-conjunto finito X se satisface que
P1(X) = @r(X).

Demostracion. Sean X, Y G-conjuntos finitos y H, K < G subgrupos.

17
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1. Notemos que

Xuv)! = {zeXuVY|hz=2z YheH}
= {z|(zeXx{1}yhz=2)0(ze Y x {2} yhz=2) Yh € H}
= X{uvyH

De ahi que [(X U Y)"| = X" 0 Y" = X" +|Y"|

. Observemos que

Xx YV = {(x,y) e XxY]|h(x,y)=(x,y) Vhe H}
= {(x,y) e X x Y| (hx,hy)=(x,y) Yh e H}
= {(x,y)eXxY|hx=xyhy=y YheH}
= {(xyyeXxY|xextyye v}
= XHxyH

De ahi que |[(X x Y)"| = |X" x YH| = | X"||Y"].

. Supongamos que H y K son conjugados. Entonces existe g € G tal que gKg~' = H.

Entonces
XH = {xeX|hx=x VheH}
= {xeX|(gkg7)x =x Vk €K}
= {xeX|kg'x=g"x Yk e K}
}XEX|g_1X€XK}
= {xeX|xegxk}
= gXK

De aqui que |[X"| = |gXX|.

Ahora, definimos a : XK — gXK tal que x — gx. Se puede ver que « estd bien
definida y es una biyeccién, por lo que |[XX| = |gXX|. Asi, |[X| = |XK|.

Por lo tanto, para todo G-conjunto X se cumple que @4 (X) = @k (X).
O

Lema 2.1.2. Sean H, K subgrupos de G. Entonces existe una biyeccién entre (G/K)" y
Homg(G/H, G/K).

Demostracion. .

= Sabemos que Homg(G/H, G/K) # @ si y sélo si H es subconjugado de K, por el

Teorema 1.1.10.

Supongamos que H no es subconjugado de K. Entonces, por el Teorema 1.1.10,
Homg(G/H, GIK) = .

Por otro lado, tenemos que
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(GIK)H = {gK € GIK| hgK =gK Yh € H}
= {gK € G/K|g'hgk =K Vh € H}
gK € GIK| g7"Hg C K}

=0
Asi, f: (G/K) — Hom¢(G/H, G/K) es la funcién vacia, la cual es biyectiva.
» Ahora supongamos que H es subconjugado de K.

Definimos y : (G/K)" — Hom(G/H, G/K) tal que aK — y,, donde
Yo : GIH — G/K con y,(gH) = gaK.

Veamos que y, estd bien definida.

Sean g1H,g,H € G/H con g1H = g,H. Esto pasa si y sdlo si existe h € H tal

que g1 = gxh. Luego, vq,(g1H) = g1aK = g2(h(aK)) = g2(aK) = y.(g2H) pues
aK € (G/K)H.

Ahora veamos que y, es morfismo de G-conjuntos.

Sean ¢ € G y gH € G/H. Entonces v,(g9'(gH)) = va((g'g)H) = (g'g)aK =
g9'(ga)K = g'v.(gK).

Veamos que y estd bien definida.

Sean aK, bK € (G/K)" tales que aK = bK. Entonces b = ak para alglin k € K.
Luego, vy(gH) = gbK = gakK = gaK = y,(gH). Esto pasa para todo gH € G/H.
Por lo tanto, y, = yp.

Sea y' : Homg(G/H, G/K) — (G/K)" tal que y'(a) = a(H).

Y’ esta bien definida, pues si h € H, entonces ha(H) = a(hH) = a(H), por lo que
a(H) € (GIK)".

Ahora veamos que y o V' = Idomq(GH,G/K)-
(vov)(a) = v(¥V'(a)) = v(a(H)) = v(gK) = yq, donde a(H) = gK.

Por otro lado, ((v o V')(a))(xH) = y4(xH) = xgK = xa(H) = a(xH) para todo
xH e G/H.

De ahi que (y (e} y’)(a) = Q. ASi, y o yl = /dHomG(G/H,G/K)'

Ahora, sea aK € (G/K)". Entonces (y' o y)(aK) = y'(y(aK)) = V'(v4) =
Yo(H) = aK.

Por lo tanto, y' oy = Id gk

Asi, y es biyeccion.
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Corolario 2.1.3. Sean H,K < G subgrupos. Entonces @y(G/K) # 0 si y solo si H es
subconjugado de K.

Teorema 2.1.4. Sean H, K < G subgrupos. Entonces

|NG(K)| |NG(H)|
en(G/IK) = ——— a(H,K) = ——— B(H, K)
! K] K]
donde
a(H,K)=|{E < G| E y K son conjugados y H C E}|
y

B(H,K)=|{E < G| E y H son conjugados y E C K}|

Demostracién. Sea A = {E < G| E y K son conjugados y H C E}. Notemos que, por el
Ejemplo 2.1.1, (G/K)" = {aK | H C aKa™'}.

Sea f: {aK|H C aKa™'} — A tal que aK —> aKa™".
Veamos que estd bien definida:

Sean aK, bK € {aK| HC aKa*1} tales que aK = bK. Entonces existe k € K tal que
a = bk.

Ahora, aKa™" = (bk)K(bk)™" = (bk)K (k‘1 b‘1) = b(kKk=")b=" = bKb~". Por lo tanto, f
estd bien definida.

Notemos que, por construccion, f es suprayectiva.

Luego, {aK| H C aKa_1} = U f~(E), con f~'(E) la fibra de E.
EcA

Veamos que f~'(E) = {abK | bK € Ng(K)/K}:

C) Sea cK € {aK|H C aKa™'} tal que f(cK) = E, donde E = aKa~'. Entonces
cKc™ "= aKa™', por lo que a~'cKc'a = K. De ahi que a~"c € Ng(K). Asi, existe
b € Ng(K) tal que b = a~"c. Esto implica que ¢ = ab, con bK € Ng(K)/K.

D) Sea abK tal que bK € Ng(K)/K. Entonces f(abK) = abKb™'a™" = aKa™' = E.
De ahi que abK € f~(E).
Por ultimo, notemos que si bK, b'’K € N¢(K)/K, entonces bK = b'K si y sdlo st abK =
ab’K. De ahi que |{abK | bK € N¢(K)/K}| = [Na(K)|/|K].
|NG(K)|

Luego, |f_1(E)| = W Por lo tanto,

ING(K)|
K|

en(G/K) = a(H, K)
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Por otro lado, llamemos B = {a € G| a™'Ha C K} y tomemos la funcién
fi : B— {aK| a"'Ha C K} tal que a — aK.

Es facil ver que f; estd bien definida y es suprayectiva. Luego, la preimagen de aK bajo f;
es
fi'(aK) = {g € G| fi(g) = aK}
{g e G| gK = aK}
{geG|la'gk =K}
{ge G| g=akp. a keK}
{ak| k € K}
= aK

Asi, |f;'(aK)| = |aK| = |K|. De aqui que |B| = |K| ¢u(G/K).

Ahora, llamemos B = {E < G| E .y H son conjugados y £ C K}. Veamos que
B] = [Nc(H)| B(H, K).

Tomemos f, : B— B tal que a — a~'Ha. Se puede notar que f, estd bien definida.

Sea E € B. Asi, E y H son conjugados, es decir, existe @ € G tal que E = a~"Ha C K.
Luego, E € B. Por lo tanto, f, es suprayectiva.

Por otra parte, la preimagen de E bajo f, es

(E) = {g€G|hig)=a'Ha)
ge G|lg'Hg = a"Ha}
}9 € G| ga™' € Ng(H)}
{g e G| g=xap. a xe NgH)}
{xa| x € Ne(H)}
— Ne(H)a

Luego, |, (E)| = [N(H)al = [NG(H)|.

Por lo tanto, |B| = |Ng(H)| B(H, K) = |K|en(G/K).

Ast,
Ne(H
on(GIK) = ING(H)| B(H, K)
K]
N
Definicion 2.1.2. Dados G un grupo y H < G un subgrupo, definimos el grupo de Weyl de
H en G como W(H) = NalH)

H
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2.2. El anillo de Burnside

Definicion 2.2.1. Dado G un grupo finito, sea A la clase de todos los G-conjuntos finitos,
es decir, A = {X| X es un G-conjunto finito}.

Observacion 2.2.1. En A hay una relacion de equivalencia ~, a saber, dados X,Y € A se
tiene que X ~ Y si y sdlo si X =g Y.

Demostracion. 1. (Reflexividad) Sea X € A. Notemos que por el Ejemplo 1.1.3, inciso
2., ldx : X — X es morfismo de G-conjuntos. Ademas es claro que es biyectiva, por
lo que /dx es isomorfismo de G-conjuntos. Asi, X ~ X.

2. (Simetria) Sean X, Y € A tales que X ~ Y. Entonces existe f : X — Y isomorfismo
de G-conjuntos. Por la Proposicién 1.1.3, inciso 2., tenemos que f~' : ¥ — X es
isomorfismo de G-conjuntos, por lo que Y ~ X.

3. (Transitividad) Sean X,Y,Z € A tales que X ~ Y y Y ~ Z. Entonces existen
fi: X — Yyfh:Y — Z isomorfismos de G-conjuntos. Por la Proposicion 1.1.3,
inciso 1., la composicion f,of; : X — Z es morfismo de G-conjuntos. Ademas, es facil
ver que, como f; y f, son biyecciones, también lo es f, o fy. Asi, f, o f; es isomorfismo
de G-conjuntos. Por lo tanto, X ~ Z.

Por lo tanto, ~ es de equivalencia. O

Definicion 2.2.2. Denotaremos por [X] a la clase de equivalencia de X € A y la llamaremos
la clase de G-isomorfismo de X. Asi, definimos

B*(G) = {[X]| X € A}

Teorema 2.2.2. Sea G un grupo finito. Entonces (B*(G), +, -) es un semianillo conmutativo
con unidad, con las operaciones de suma y producto definidas de la siguiente forma:

= (Suma) [X]+[Y]=[XUY]
= (Producto) [X][Y]=[X x Y]

Demostracion. Veamos primero que tanto la suma como el producto estan bien definidos.

Sean [Xi],[X2),[Y1).[Y2] € B*(G) tales que [Xi] = [X3] y [Y1] = [Y2]. Entonces existen
fi: X4 — Xoy f,: Y9 — Y, isomorfismos de G-conjuntos.

Notemos que f; y f, inducen el siguiente isomorfismo de G-conjuntos:

10X x {1HU (Y x {2}) — (X6 x {1H U (V> x {2})
(z,)) —> (fi(2),0), i=1,2
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Asi, [Xi U Yq] =[Xo U Y], con lo que la suma estd bien definida.

Ahora, veamos que f; y f, también inducen el siguiente isomorfismo de G-conjuntos:

f4IX1 X Y1 —>X2X YZ
(x, y) — (h(x), f2(y))

De ahi que [X; x Y;] =[X; x Y3, con lo que el producto también estd bien definido.

Sin pérdida de generalidad, en lo sucesivo podemos considerar que para elementos [X],[Y] €
B*(G) se tiene que XNY = §; esto debido a la definicién de [X]y[Y]y a que las operaciones
estan bien definidas.

Veamos que BT(G) cumple con los axiomas de semianillo conmutativo con unidad. Para
esto, sean [X],[Y],[Z] € B*(G), con X, Y, Z ajenos dos a dos.

Respecto de la suma:
1. Asociatividad.

XTI+ ([(Y1+[2) = X] [YuZ]

U (Y uJ2Z)
(XUY)uZ
XUY|+[Z]

= (XI+[Y) + 1]

[
=[X
[
=

2. Conmutatividad. [X]+[Y]=[XU Y]=[YUX]=[Y]+[X]

3. El neutro aditivo es [f]. Notemos que [#] € B (G), pues existe - : G x § — § la
accion vacia. Asi, [X]+[0] = [0] + [X] = [0 U X] = [X].

Respecto del producto:

4. Asociatividad. [X]|([Y]Z]) = [X[Y xZ] =X x (Y x 2)|=[(X x Y)x Z]=[X x Y]|Z] =
(XTY )izl

5. Conmutatividad. Sea f : X x Y — Y x X tal que (x,y) — (y, x). Notemos que f
estd bien definida y es biyectiva. Veamos que es de G-conjuntos.

Sea g € G. Entonces gf(x, y) = g(y, x) = (gy, gx) = f(gx, gy) = f(g(x, y)).

Por lo tanto, f es morfismo de G-conjuntos.

Ast, [XTY] = [YIX]
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6. La identidad es [G/G]. Notemos que [G/G] € B*(G) pues existe - : Gx G/G — G/G
tal que (g, G) — g - G = G, la cual es una accidn.

Sea f : X x G/G — X tal que (x, G) —> x. Sean (x, G), (y, G) € X x G/G tales
que (x, G) = (y, G). Esto pasa st y sélo st x = y. Por lo tanto, f estd bien definida y
es inyectiva. Notemos que, como X y G/G son finitos, f es suprayectiva.

Asi, como f es isomorfismo de G-conjuntos, [X][G/G] = [X]
7. Distributividad. [X]([Y]+[Z]) = [X][YUZ]=[X x (YU Z)]|=[(X x Y)U (X x 2Z)] =
X x Y]+ X x Z] = [X] Y]+ [X]Z]
Por lo tanto, (B*(G), +, -) es un semianillo conmutativo con unidad. [

Observacion 2.2.3. Notemos que, si G = {e} y X es un conjunto, entonces X es un
{e}-conjunto con la accidn trivial (véase Ejemplo 1.1.1, inciso 1.).

Ademds, dos G-conjuntos con la accién trivial son isomorfos si y sélo si existe una biyeccion
entre ellos. Luego, ¢ : BT ({e}) — N tal que [X]— |X| es un isomorfismo de semianillos.

Asi, N = B*({e}) como semianillos.

Teorema 2.2.4 (Ley de cancelacién). Sean[X],[Y] [Z] € B (G) tales que [X]+[Y] = [Z]+]Y]
Entonces [X] = [Z].

Demostracién. Sean [X],[Y],[Z] € B*(G) tales que [X] +[Y] =[Z]+[Y]. Podemos asumir,
sin pérdida de generalidad, que X, Y y Z son ajenos dos a dos.

Sean X = U(’)le Y = UOGU! JyZ = UOG(Zk)

i=1 k=1

Como [X]+[Y]=[XUY]=[ZUY]=[Z]+]Y] entonces existe una funcién biyectiva entre
las drbitas de X U Y y Z U Y. Luego, tenemos que m + [ = n + [, por lo que m = n. Asi,

Z =|J0¢l(z).

i=1
Veamos por inducciéon sobre [ > 1 que hay cancelacidn:
i) Para [ =1, existe un isomorfismo de G-conjuntos f : X U O¢(y1) — Z U Oc(y).

Si f(Ocly1)) = Ocly1), entonces f|, : X — Z es un isomorfismo de G-conjuntos, por
lo que [X] = [Z].

En caso contrario, sin pérdida de generalidad supongamos que f(O¢(y1)) = Oclzn).
Entonces [O¢(y1)] = [Oc(za)], por lo que existe

fi = flocw) + Oclyr) — Oclzn)
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isomorfismo de G-conjuntos.

Por otro lado, sin pérdida de generalidad supongamos que f(O¢(xn)) = Ogl(y1). En-
tonces [Og(xa)] = [Oc(y1)], por lo que existe

fr = focim - Oclxm) — Ocly1)
isomorfismo de G-conjuntos.
Sea f3: O¢g(xn) — Oglz,) isomorfismo de G-conjuntos dado por f3 = fﬁ ob.

Por otra parte, sea

m—1 m—1
o= 1)y oot U Oatx) — | Ocl2)
i=1 i=1

isomorfismo de G-conjuntos.

Asi, definimos
m m

h:| JOcx) — | JOa(z)

i=1 i=1

f3(x) st x € Og(xm)

m—1

fa(x) six e | ) Oalx)

i=1

tal que h(x) = , el cual es isomorfismo de G-conjuntos.

Por lo tanto, [X] = [Z].
it) Para [ > 1 tenemos que [X]+[Y]=[Z]+[Y] Entonces

-1

-1
X1+ Oy | | +Octyl = [ 121+ [|JOcly) | | +10cly))]
j=1 j=1
Por base de induccién, podemos cancelar una drbita; en este caso, O¢(y).

Por hipétesis de induccidn, podemos cancelar [ — 1 drbitas. Asi, [X] = [Z].

]

Observacion 2.2.5. El Teorema 2.2.4 nos permite definir una relacion de equivalencia
en BT(G) x B*(G), a saber, dados ((Xi],[Y1]), (Xz].[Y2]) € B*(G) x B*(G), tenemos que
(X, 1)) ~ (e [Y2)) iy sdlo si[Xq] +[Ya] = [Xo] + [V1].

Denotaremos a la clase de equivalencia de ([X],[Y]) € B*(G) x B*(G) como [X]—[Y].
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Definicion 2.2.3. Definimos el anillo de Burnside B(G) de un grupo finito G como

B(G) = B XBUG) _ vy vy (x11v) € B*(G) x B(G))

~

con las siguientes operaciones binarias de suma y producto:

» (Suma) ((Xi] = [Yi]) + (Xo] = [V2) = ((Xa] +[Xa)) — (V4] + [V2)),
= (Producto) ((Xi] = [Ya))([(Xao] = [Y2]) = (Xa]Xa] + [VA] Y2)) — (DXa ] Y2l + [Xa] Va))

Observacion 2.2.6. El anillo de Burnside B(G) es el anillo de Grothendieck de B*(G),
donde

1. El neutro de la suma es [#] — [#] = [X] —[X], con [X] € B*(G),
2. Dado [X]—[Y] € B(G), su inverso es [Y]—[X],
3. Para el producto, la identidad es [G|G] — [0].

Teorema 2.2.7. Dado un grupo finito G, se tiene que B(G) es libre como grupo abeliano,
generado por los elementos de la forma G/H, donde H recorre los elementos de [S¢)

Demostracion. Sea G un grupo finito y X un G-conjunto finito. Por el Teorema 1.1.5, 4.,
X =¢ |_| G/H;, donde H; < G para cada i € I.

iel

Asi, [X] = [|_| G/Hi] =Y (G/H,) € B(G).

iel iel
Ahora, por el Lema 1.1.9 podemos tener repeticiones de algunos G/H;, por lo que denota-
remos con ay, € N el nimero de veces que se repite el elemento G/H..

Asi, si [X] € BT(G), entonces

[X]= ) au(G/H)

He[Sc]
con ay € N.
De ahi que si [X] € B(G), entonces [X] = Z ay(G/H), con ay € Z.
Hel[Sc]
Veamos que {G/H | H € [S¢]} es base.
Supongamos que Z ay(G/H) = 0 y que no todos los ay € Z son cero. Asi, tenemos la

HE[S(;]
siguiente igualdad:
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> ax(GIK) =) (—al)(GIL)

ax>0 a; <0
Sean [Y]= Y ax(G/K)y[Z]=) (—a)(G/L).
ax>0 a;<0

Si[Y] = [0], entonces alguno de los coeficientes, digamos ak, seria distinto de cero, lo que
significaria que la 6rbita G/Kj de [@] es no vacia, lo cual no es posible. Asi, sin pérdida de
generalidad, supongamos que [Y] # [0] # [Z]

Si Ky € [Sc]tal que ak, > 0, entonces existe Og(yo) C Y que cumple que Og(yo) =¢ G/Ko.

Por otro lado, [Y] = [Z], por lo que O¢(yo) =¢ Oglzo) para algin zp € Z, que a su vez
Ocl(20) =¢ G/Ly, para algun Ly € [S¢] tal que a;, < 0.

De ahi que G/Ky =¢ G/Ly. Asi, Ko y Lo son conjugados, lo cual es una contradiccidn, pues
K() 7& L() en SG.

Asi, ay; = 0 para todo H € [S¢]

Por lo tanto,

Observacion 2.2.8. Existe una inclusién 1 : B (G) — B(G) tal que [X]+— [X]—[0].

Observacion 2.2.9. Dados G finito, R un anillo conmutativo y f : B*(G) — R un morfismo
de semianillos, tenemos que f se extiende de manera unica a B(G), esto es, existe
F : B(G) — R morfismo de anillos tal que F| BHG) = f. Es decir, el siguiente diagrama

conmuta:
B*(G) —— B(G)

fl o
.~ 3! F de anillos
K
R

Ademds, F estd dada por F((X]—[Y]) = f([X]) — f([Y)).

Demostracion. Veamos que F es morfismo de anillos:
Notemos que F (8] —[d]) = f([0]) — () =0—0=0.
F(G/G]—19]) = f(G/G)—f([#) =1—-0=1.

Sean [Xi] = [1].[X2] = [Y2] € B(G).
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Para la suma:

F([(X] = [Y1]) + (X2l = [Y2)) (((Xq]+ [X2]) — (V4] + [Y2])
[Xa]+ X)) = f([(Va] +[V2)
[Xi) + F([(X2) — F([Va]) = £([V2)

F
H
f
F(xa] =) + F(X] = [Y2)

Para el producto:

F((X]—Mhel—[va]) = F((
F(X
F(X
H
F(

Xi[Xo] + YAl Y2]) — (X Y] + [Xo] Y4))
]W]+WﬂED—NWﬂHFHXﬂWD

D( ] FIYaDFY2)) — F(XaDE(Y2) — FIXRDE(YA)
1) = f(a(G) — f([Y2)

Xi] = [ F(Xa] = [Y2))

Por lo tanto, F es morfismo de anillos.

Ahora, si [X] € B*(G), entonces (F o )([X])) = F(u([X])) = F(X]—1[0)) = f((X]) — (9] =
f([X]) — 0 = f([X]). Esto pasa para todo [X] € B*(G). Asi, el tridngulo conmuta, por lo que
Figra = 1.

Por ultimo, veaoms que F es Unico.

Sea G : B(G) — R morfismo de anillos tal que G+ = f. Entonces

GIXI=[Y) = G(X]—[0]+[0]—[Y]
= G(X]=[0) + G(—([Y] - [4]))
= G(X]-1[0) — G(Y]- 2]
= (XD =1
= F(X]-[Y)
Asi, G = F. ]

A partir de aqui, abusando de la notacidn usaremos

XeB'G) = @ NGIH) y [X]eB(G) = P ZGIH)

He[Sq] He[Sc]

Lema 2.2.10. Sea ¢ : B*(G) — |_| Z dado por ¢(X) = (¢n(X))pes,- Entonces ¢ es un
He[S¢]
morfismo de semianillos, el cual se extiende de manera dnica a un morfismo inyectivo de
anillos ¢ : B(G) — |_| Z tal que el siguiente diagrama conmuta:
HE[Sc]
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B*(G) —— B(G)
(pl EI‘ @ de anillos
Z
HE[SG

Demostracion. Notemos que |_| 7 = 7/5¢l es un anillo conmutativo con unidad, con la
HE[Sg]
suma y el producto usuales.

Sea X € B(G). Por propiedades de la marca, (¢#(X))gs.) no depende del representante
de H.

Sea Y € B*(G) tal que X = Y. Entonces existe f : X — Y isomorfismo de G-conjuntos.
Sea H € [Sg]y x € XH. Entonces h - x = x para todo h € H. Luego, hf(x) = f(hx) = f(x),
es decir, hf(x) = f(x) para toda h € H. Esto pasa si y sélo si f(x) € Y". Luego, f(X") C Y".

Ahora, como f es isomorfismo de G-conjuntos, =" también lo es. Sea H € [S¢]y y € Y.
Entonces h - y = y para todo h € H. Luego, hf~'(y) = f~'(hy) = f(y), y esto pasa si y
sélo si f~1(y) € XH. De aht que F1(Y") C XH. Asi, f(X") = V",

Entonces f|xu : X" — YH es biyeccidn, ast que @p(X) = @4(Y). Esto se cumple para cada
H € [Sg]. de modo que ¢(X) = (@r(X))peisy) = (Pr(Y)pes, = @(Y)-
Por lo tanto, ¢ estd bien definida.
Recordemos que 1+ = G/G y 1,45 = (1,...,1).
[Scll
cl| veces

Ahora, para cada H < G subgrupo, tenemos que H < G, con lo que ¢y(G/G) # 0, de modo
que ¢(G/G) = 1. Por tanto, ¢(G/G) = (pn(G/G)) s, = (1, 1)
———

I[Sc]| veces

Por propiedades de la marca, se puede ver que ¢ preserva sumas y productos. Por lo tanto,
¢ es morfismo de semianillos.

Por la Observacion 2.2.9, podemos extender ¢ de manera (nica a un morfismo de anillos

o : B(G) — |_| Z tal que @g+(c) = @ y tal que ([ X]) = @(X).
He[Sq)

Veamos que ¢ es inyectivo.

Sea a € B(G) \ {[f]}. Entonces a = Z an(G/H) con ay € Z.
HE[Sc]
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Como G es finito, se cumple la Condicion de Cadena Ascendente, por lo que elegimos
K’ € [S¢] maximo respecto a este orden parcial tal que ax: # 0.

Entonces a = Z bu(G/H) — Z cy(G/H), donde by = ay st ay > 0y cy = —ay st
He[Sq) He([Sc]
ay < 0.

Ahora, como ¢ extiende a ¢, tenemos que

@la)= | >_ an(G/H)

He[Sc]

| > bulGIH) = Y cu(GIH)

HE[SG] HG[SC]
= Y bu@(GIH) = Y cup(GIH)
HE[SC] HE[SC]
=Y bup(GIH) = > cup(GIH)
HelSg) He[Sc]
= 2 bulgx(GIH)kesa = 3 culox(GIH)kersq
HelSe] He[S¢]
= Z GH((PK(G/H))KE[SG]
He[Sq]

Para que § sea inyectiva basta ver que una de las entradas de @(a) no es cero. Para
esto, sabemos que @x/(G/H) # 0 si y sélo si K" < H. Como elegimos K’ méximo con
respecto a este orden parcial tal que ax # 0, entonces la K'-ésima entrada de @(a) es

> angr(GIH) = a [W(K')| # 0.
HE[SG]

Asi, @(a) # 0. Por lo tanto, @ es morfismo inyectivo de anillos.

Ahora, como @g+(c) = @ Yy @ es inyectivo, entonces ¢ también lo es. Asi, ¢ es morfismo
inyectivo de semianillos. []

Corolario 2.2.11. Sean G un grupo finito y [X],[Y] € B(G). Entonces [X] =[Y] si y sdlo si
on(X) = @u(Y) para todo H € [S¢].

Demostracion. Se sigue de la buena definicidn y la inyectividad de ¢ del Lema 2.2.10. [

Observacion 2.2.12. 1. A |_| Z se le denota como B(G) y se le llama anillo fantasma

HE[SG]
de G.
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2. El condcleo de ¢ es isomorfo a |_| Zyw(H))-
He[Scl

Lema 2.2.13. Sea ep = (0,...,0,1,0,...,0) € B(G) el elemento donde el 1 aparece en
la D-ésima coordenada, D € [S¢| Entonces

GIH=Y)_ |NGL§D)| ep

o= 1D

Demostracion. Notemos que G/H = Z op(G/H) ep.

DE[SG]
Por otro lado, ¢p(G/H) = |/\/|(;_(/|D)| B(D, H) por el Teorema 2.1.4.
Entonces G/H = ) [Na(D)] B(D, H) ep.

DG[Sc] | |

Ahora, sean Dy, D, < H tales que Dy y D, son conjugados. Entonces |Ng(Dy)| = |Ng(D-)|,
ING(D1)| _ [Ng(D,)|

por lo que

H A
Ast INe(D)] i D, H da D €[S L D < H. Por |
{, ] se repite B(D, H) veces para cada D € [S¢] tal que D < H. Por lo tanto,
GIH=Y)_ |N|G[§[|D)| ep. O

D<H






Capitulo 3

Copos finitos

3.1. Algebras de incidencia

Definicion 3.1.1. 1. Sea (Y, <) un copo finito. Definimos el conjunto de cadenas de
elementos de Y de longitud n + 1 de la siguiente forma:

5"(Y):{{y°""'9"})%’€ Y. yo <y ﬁ--éyn}

2. De iqual forma, definimos la caracteristica de Euler—Poincaré de Y, denotada por
x (Y), como

oo

X(Y) =3 (=1)"|Sa(Y)]

n=0

Ejemplo 3.1.1. 1. Si Y = {e}, entonces x (Y) = 1.

m I

entonces x (Y) = Z(—1)”|S,,(Y)| =2—-1=1.

n=0

2. St Y es el siguiente copo:

3. St Y es el siguiente copo:

entonces y (Y) = 2.
En general, st X y Y son dos copos disjuntos, entonces y (X U Y) = x (X) + x (Y).

4. St Y es el siguiente copo:

33
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entonces y (Y)=5—6 = —1.

Definicion 3.1.2. Sea (P, <) un copo. Decimos que P es localmente finito si todos sus
intervalos son finitos, es decir, V a, b € P tales que a < b se cumple que

Hxe Pla<xyx<b} <o
Notacién 3.1.1. » [x,yl={ze P|x<z<y},
= (xyl={zePlxsz<y},
= xy)={zeP|lx<z<y}
= (xy)={zeP[xsz<5y}

Definicion 3.1.3. Sean (P, <) un copo localmente finito y R un anillo conmutativo con
unidad. Definimos el conjunto

aR(P):{f:PxP—>R‘ f(x,y):()s'ley}
Observacion 3.1.1. ar(P) es un anillo con unidad con las siguientes operaciones:

= Suma: (f + g)(x, y) = f(x,y) + g(x, y)
= Producto (convolucion): (f * g)(x, y) fo z)g(z, y) Z f(x,z)g(z. y).

zeP z€[x,y]
» El neutro aditivo estd dado por 0.

1 six=y

. , es decir, la delta de Kronecker.
0 six+y

» [a unidad es d(x, y) = {
Teorema 3.1.2. Sean P y R como en la definicién anterior. Las unidades de ar(P) son

U(ag(P)) = {f = aR(P)‘ f(x,x) € URR) Vx € P}

Demostracion. C) Sea f € U(agr(P)). Como f es una unidad, entonces existe g € ar(P)
tal que fxg=gxf =0.

Para cada x € P, (f % g)(x, x) = f(x,x)g(x, x), pues z € [x,x] = {x}. Por otro lado,
(f*xg)(x,x) = 0(x,x) = 1. Asi, f(x,x)g(x,x) = 1. Como R es conmutativo, se tiene que
f(x,x) € U(R).
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D) Sea f € ag(P) tal que f(x,x) € U(R) para toda x € P. Entonces (f(x,x))"' € R.
Construiremos el inverso de f por recursidn y lo denotaremos por g.

Notemos que, como (f * g)(x, x) = f(x, x)g(x, x) = 1, podemos definir
—1
g(x,x) = [f(x,x)] .

Luego, como f € ag(P), se cumple que f(x,y) = 0 si x £ y con x,y € P. Asi, si
X,y € P son tales que x £ y, podemos definir g(x, y) = 0.

Sean x,y € P tales que x < y. Supongamos que para toda z € [x, y) hemos cons-
truido g(x, z). Tratemos de calcular g(x, y):

(g*Hxy)= ) gx2fzy)= )  glx 2z y)+ gl y)f(y,y).
z€[x,y] z€x.y)

Por otra parte, como x < y, se cumple que (g * f)(x, y) = d(x, y) = 0. Por lo que el
inverso izquierdo de f es g(x,y) = —qg(y, y) Z g(x, z)f(z, y).

z€lx.y)

Andlogamente, el inverso derecho de f es g(x, y) = —g(x, x) Z f(x,z)g(z, y).

z€(x,y]

Por lo tanto, f € U(ar(P)).
O

Teorema 3.1.3 (Inversidn de Mobius). Sean (P, <) un copo localmente finito, R un anillo
conmutativo con unidad, a,b : P — R funciones y f & aR(P) unidad con inverso gq.
Entonces a(x) = Z f(y, x)b(y) si y sdlo si b(x) = Z gy, x)a(y

yeP yeP

Demostracion. =—>) Notemos que

> gly,x)aly) = Zg(y,x)(Zﬂz.y)b(z))

yeP yePr zeP
= Z(Zf(z,y)g(y,x)) b(z)
zeP \yeP
= ) ((fxg)(z.x)b(2)
zeP
= Y 6(z,x) b(2)
zeP

= b(x)
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<&=) La demostracién es simétrica.

Un elemento particular de ag(P) es el siguiente:

Definicion 3.1.4. Consideremos la funcion { € ag(P) definida como sique:

1 six<y

C(X'y):{O six £y

Llamamos a { la funcion Zeta . Observemos que, por el Teorema 3.1.2, { € U(ar(P)).

Ast, definimos y denotamos a la funcion de Mobius como p := .
Lema 3.1.4. Sea (P, <) un copo localmente finito.
1. Para toda a € P se cumple que p(a,a) =1;

2. Sia,b € P son tales que a #+ b, se tiene que Z u(a,z) = 0.

z€Ja,b]

Demostracion. 1. Sea a € P. Notemos que (¢ * ) (a,a) = d(a, a) = 1.

Por otro lado, (¢ * {)(a,a) = Z pla, z){(z,a) = p(a,a){(a,a) = p(a, a), pues
z€[a,a]

como a < a, entonces ((a,a) = 1.

Ast, p(a, a) = 1.

2. Sean a,b € P tales que a # b. Entonces (u * ¢) (a, b) = d(a, b) = 0.
Por otro lado, (¢ * {)(a, b) = Z p(a, z){(z, b) = Z p(a, z), pues como z < b,

z€la,b] z€[a,b)
entonces {(z, b) = 1.

Ejemplo 3.1.2. 1. Sea P el siguiente copo:

ey
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Calculemos p(x, y).

Notemos que, por un lado, (¢ * {) (x,y) = d(x,y) = 0.

Por otro lado, (u+ Q) (x,y) = Y p(x,2){(z,y) = plx, )C(x,y) + p(x, y)¢(y, y) =

z€[x,y]

1-1T+upx,y)-1 =14 p(x,y).
De ahi que p(x, y) = —1.

2. Sea P el siguiente copo:

Calculemos p(x, z).

Notemos que, por un lado, (¢ * {) (x,z) = d(x,z) = 0.

Por otro lado, (1 * () (x,2) = Z p(x, 1)¢(t, z) = p(x, x) + p(x, y) + p(x, 2).

tex,z]
Luego, p(x,z) = —u(x, x) — u(x,y) = =1 — (—1) por 1. de este ejemplo.
Asi, p(x,z) = 0.

Teorema 3.1.5. Sea (P, <) un copo finito. Entonces

X (P)= > ulxy)

x.yeP

Demostracién. (Por induccién sobre |P|)

i) St |P| =1, es decir, si P = {x}, entonces x (P) =1 = p(x,x) = Z p(x,y), por 1.
xX,yepP

del Lema 3.1.4.

it) Supongamos que se cumple para |[P| > 1.
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Definimos P, = {y € P| x < y} C P un subcopo de P. Entonces

D ulxy) = Y wly)+ Y plxy)

x.yeP XyEP Xg<eP
X<y
= |So |+ > wlxy)
x,yeP
x<y
= [So(P)l+ )| > Hlxy)
minimo \/ <07
= [So(P)l+ ) x(P)
xeP
= |So(P)+ )_ Z )" 1Sm(P.)]
xeP m=0
= [So(P)[+)_(=1)"ISa(P)
n=1

= x(P)

]

Lema 3.1.6 (Férmula de Gluck). Sea By(G) = @5 Q(G/H). Entonces {en| H € [Scl} es
HE[SG]
el conjunto de idempotentes de Bg(G), donde

e = Ne()] |Z|D|uDH)G/D

D<H

Demostracion. Sea (S(G), C) el copo de todos los subgrupos de G.
Sean f, g € agy(g) (S(G)) tales que V H € S(G), f(H) = |H|G/H y g(H) = [Ng(H)| e

Entonces f(H) = |H|G/H
= Z|NG(D)| €D

D<H

= > q(D)

D<H

= Y UD.H)g(D)

D<H

= Y D H) g

DeS(G)
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Por el Teorema de Inversién de Maobius (Teorema 3.1.3), g(H) = Z u(D, H) (D).
DeS(G)

Lueqgo,
ING(H)| en =) _u(D,H)|D| G/D
D<H
Asi, :
eH=—— D, H)|D| G/D
H |NG(H)|ZH( ) D

D<H

3.2. Homologia de copos

En esta seccidn se consideraran unicamente copos finitos.

Notacion 3.2.1. Sean (X, <x), (Y, <y) dos copos y sean f, g : (X, <x) — (Y, <y) morfis-
mos de orden. Denotamos por f < g si f(x) <y g(x) para todo x € X.

Definicion 3.2.1. Si f,g : X — Y son morfismos de orden, decimos que f y g son
comparables si f < go g < f.

Definicion 3.2.2. Sea R un anillo. Un complejo de cadena (C,, d,) es una sucesion de la
forma
dn

anJr‘I
C*:"'—>Cn+1 \Cn \Cn—1—>"'

donde cada G, es un R-médulo izquierdo; los d,, : C;, — C,,_4 son morfismos de R-mddulos,
llamados diferenciales y son tales que Im 0,1 C Ker d,, para cada n € Z.

En lo sucesivo consideraremos X un copo y R = Z. Entonces

GX)= B Z(x....x)

es el Z-médulo libre con base los elementos de S, (X).

El morfismo d,, : C,(X) — C,_1(X) estad dado por
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Observacion 3.2.1. 1. Para n < 0, C,(X) = 0, pues C,(X) estard generado por el vacio.
2. Para n <0, d, =0, pues la imagen de d, serd C,(X) = 0 (por el inciso anterior).

Ejemplo 3.2.1. Consideremos X un copo y la siguiente sucesion:
s O(X) I X)) - c(X) —— -
Sea (xp, x1) € Gi(X) un elemento generador. Entonces
d1 (X(),X1) = (—1)0 ()?0,X1) + (—1) (X(),)a) = X1 — X0

Lema 3.2.2. Sea (X, <) un copo. Entonces d, o d,,1 = 0 para todo n € Z.

Demostracion. Sean (X, <) un copo y n € Z. Si n < 0 tenemos que d, o d,.1 = 0 pues al
menos d, = 0 (por 2. de la Observacion 3.2.1).

Supongamos que n > 1. Sea (Xo, ..., Xp+1) € C,41(X) un elemento generador. Entonces

n+1

n+1 i—1 n n+1
= (=1 (= (X0 Ko Ko Xaet ) EY (DY (DT (X0 R KXo
i=1 j=0 i=0 j=i+1
n+1 i—1 n  n+1
= Y (DM (X0 K KXot ) EY Y (DT (X0 R K X )
i=1 j=0 i=0 j=i+1

Veamos que para cada término de la primera suma doble hay un correspondiente término
en la sequnda suma doble con signo contrario.

Sea (—1)™/ (Xo, ce Xy K ,xn+1) un término de la primera suma doble y sea
(=)= (x0, ..., ¥, ..., K, ..., Xs41) un término de la sequnda suma doble.

Sean j = k e i = [. Notemos que los signos de cada término son (—1)"*k y (—1)HkT
respectivamente, por lo que tienen signos distintos. Por lo tanto, los términos se eliminan.

Asi, d,od,1 =0. [
Observacion 3.2.3. Sea (X, <) un copo y sea

D G (X) I Co(X) = o (X) —— -

una sucesion. Del Lema 3.2.2 podemos notar que Yn € Z, d, o d,.1 = 0 si y sdlo si
Im d, 1 CKerd,.
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De esta observacion se desprende la siguiente definicion:

Definicion 3.2.3. Sea (X, <) un copo. Definimos y denotamos para toda n € Z la n-ésima
homologia de X como

Ker 0,
H,(X) =
X = i o

Ejemplo 3.2.2. Sea X = {e}. Consideremos el siguiente complejo para X:

e o) =0 % ) =2 L% i) =0 —— -

Entonces 7 0
sin=
H”(X)_{O sin#0

Definicion 3.2.4. Sea R un anillo. Una aplicacion de cadenas de R-mddulos izquierdos
del complejo de cadenas (C,, d,) en el complejo de cadenas (C;,d.) es una sucesion de

morfismos de R-mddulos izquierdos f, : C, — C] tal que para toda n € Z el siguiente
diagrama conmuta:

6n+1 On
- — Gyt y C, y Chog —— -+
lfn+1 lfn lfnf‘l
C/ a:1+1 N C/ 6;1 N C/
i — n+1 ’ n ’ n—1 —

En lo sucesivo, consideraremos X y Y dos copos, f : X — Y un morfismo de orden y
R = Z. Entonces f, = C,(f) : C,(X) — C,(Y) esta definida como sigue:

(X)) stf(ximr) < f(x)Vie{1,...,n}

[ (o), -
Co(f)(xo, - - -, Xn) = { 0 ’ sidie {1,...,n} tal que f(xi_1) = f(x)

Lema 3.2.4. Sean X, Y, Z copos. Entonces:

1. El siguiente diagrama conmuta:

Co(X) =2 G, 1(X)

Cn(f)l lCnJ (f)

Cn(Y) d—;7> Cn—1(Y)

es decir, d), o C,(f) = C,_1(f) o d,, donde d, es el diferencial correspondiente al
complejo de cadena relativo al copo Y.
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2 Seanf: X — Y y l: Y — Z morfismos de orden. Para toda n € Z, C,(lo f) =
Ca() o C,(f).

3. Sea 1x : X — X el morfismo de orden identidad. Para toda n € Z, C,(1x) = 1¢,x).-
4. Sea f : X — Y un morfismo de orden. Entonces existe
H,(f) : Hy(X) — H,(Y)

tal que ¥V n € Z se tiene que H,(f)(a + Im d,1) = G,(f)(a) + Im d’

n+1°

Demostracion. 1. Sea (xo, ..., X,) € C,(X) un elemento generador. Entonces
(Coa(f) o dn) (X0, - x0) = Coca(F) | D_(=1) (50, %o, x,,))
i=0

i=0
S (~1) (f(xo), ) f(x,,)) st f(x_1) < F(x) Vi
i=0
0 st f(xi1) = f(x)) p. a. i
Por otra parte,

(A0 Col) b x) = gn 0ok flnl) s b < o

{ st f(xi—1) = f(x;) p- a. i
> (-1) (f(xo), D f(x,,)) si f(x_1) < F(x) ¥ i
0 st f(xi.q) = f(x;) p- a. i

2. Sea (xo, ..., xn) € G,(X). Entonces

(Co(l) o GalF)) (X0, -1 xa) = { g:Ef;(g)(xi),d - ) Zinféﬁ:)caiof(xi) Vi
_ { (L(f(x0)), - - -, [(f(xn))) st l(f(xiz1)) < Uf(x)) Vi
0 en otro caso
_ { (Lo f)(x0), ..., (Lo f)(xn)) st(lof)(xieq) < (lof)(x;) Vi
0 en otro caso
= Cy(lof)(x0,.--,Xn)

Por lo tanto, C,(l o f) = C,(l) o C,(f) para toda n € Z.
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3. Sea (xo, ..., xn) € C,(X). Entonces

(GO = [0 1) S i) <1 v

= 1C,,(X) (Xo, ce an)
Por lo tanto, C,(1x) = 1¢,(x) para toda n € Z.
4. Veamos que H,(f) esta bien definido para cada n.

Sean a+Im d,q,a’+Im d, 1 € H,(X) tales que a+Im d,,1 = a’+Im d,;1. Entonces
a—a €lmd,, es decir, existe b € C,1(X) tal que a — a’ = d,,,1(b).

Luego, C,(f)(a — a’) = G, (f)(dns1(D)) = d}, .4 (Coa(f)(b)) € Im d]_ . Por otro lado,
Go(f)(a — a') = Cy(f)(a) — G (F) ().
Ast, G,(f)(a) + Im d ., = G,(f)(a’) + Im d;

n+1:

Es decir, H,(f)(a + Im d,4+1) = H,(f)(a" + Im d,11).

Observacion 3.2.5. Sean X, Y, Z copos.

1. Seanf: X — Y y l: Y — Z morfismos de orden. Entonces H,(lof) = H,(l)o H,(f)
para toda n € Z.

2. Sea 1x : X — X el morfismo identidad. Entonces H,(1x) = 14,(x) para toda n € Z.

Demostracion. 1. Sea a +Im d,.1 € H,(X). Entonces

Ho(lo f)(a +Im duyr) = Cullof)(a) +Im d”,,

(Goll) o C(1) (a) + Im I,
Ho(D) (o ((a) +Im .
Ha() (Ha(£)(a + 1m doer))
= (Hn(l) o Hn(f)) (@ +1m d, 1)

Por lo tanto, H,(l o f) = H,(l) o H,(f).

2. Sea a + Im d,1 € H,(X). Entonces H,(1x)(a + Im d,+1) = G,(1x)(a) + Im d,q =
1Cn(x)(0) + Im dn+1 =a+Im dn+1 = 1H,1(X) (CI + Im dn+1).

Por lo tanto, Hn“X) = 1Hn(X)-
]
Definicion 3.2.5. Sean X, Y dos copos y f,[: X — Y morfismos de orden. Decimos que f

es homotdpico a [ si para cada n € Z existe 0, : C,(X) — C,41(Y) morfismo de Z-mddulos
tal que d},,; 00, + 0,—1 0 d, = G,(f) = C,(1).
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Notacion 3.2.2. Si f y [ son homotdpicos, lo denotamos por f ~ L.

Observacion 3.2.6. Ser homotdpico es una relacién de equivalencia.

Demostracion. Sean X y Y copos y f,[,t : X — Y morfismos de orden.

» (Reflexividad) f ~ f pues para 8, =0V n € Z se tiene que d),, 00, + 0,1 0d, =
0 = G,(f) — G,(f).

= (Simetria) Supongamos que f ~ [. Entonces existe 0, : C,(X) — C,1(Y) Vn € Z
tal que d}, ., 00, + 0,1 0 d, = G,(f) — C,().

Luego, C,(l) — C,(f) = — (G, (f) — C, (l)_ (d, +1 00, + 0,-10d,) =d, 4 0(—0,)+
(—=0,-1) 0 dp, es decir, C,(l) — C,(f) = d}, .1 o (=0,) + (—=0d,—1) o d,,. Por lo tanto, [ ~ f.

» (Transitividad) Supongamos que f ~ [y [ ~ t. Entonces existen
0,, 0, : Cy(X) — G,1q(Y) tales que d),,; 00, + 0,—10d, = C,(f) = Cs(l) y
d, 100, +9, ,0d,=C,(l) = G, (1)

Lueqo, (d},,00,+0,-10d,)+(d} 100,40, _,od,) = d| ,0(8,+0,)+(0,—1+0,_4)od, =
(Ca(F) — Co(D)) + (Co(l) — G,y (1)) = C,(f) — C,(t). Por lo tanto, f ~ t.

[]

Proposicion 3.2.7. Sean f,l : X — Y morfismos de orden tales que f ~ [. Entonces
H,(f) = Hu(l) : Hy(X) — Ha(Y).

Demostracion. Sea a + Im d,1 € H,(X). Notemos que H,(f)(a + Im d,+1) =
Co(f)(a) +Im d), ., y Hy()(a +Im dpyq) = Co(l)(a) + Im d}, ;.

Para probar que H,(f)(a + Im d,.1) = H,(l)(a + Im d,+), tenemos que ver que
Ci(f)(a) = Go(D(a) € Im d] ;.

Como f ~ I, Co(f)(a) — Go()(a@) = (d},108,) () + (Bu—1 0 dn) (a) = d},4(8u(a)) + 0 =
d:1+1 ( ( )) € Im d:1+1

Por lo tanto, H,(f) = H,(l) Va + Im d,;1 € H,(X). [

Definicion 3.2.6. Sean X, Y copos. Decimos que X y Y son homotdpicos si existen
f: X — Yyl:Y — X morfismos de orden tales que [of ~ 1x y fol ~ 1y. Lo
denotamos por X ~ Y.

Definicion 3.2.7. Sea X un copo. X es contraible si X es homotdpico a un punto, es decir,
X ~ e,

Ejemplo 3.2.3. Sea X el siguiente copo:
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Consideremos la siguiente sucesidn:

025 (X)) -2 G(X) -2 0

donde d; : G(X) — G(X) es tal que dq(x,y) =y — x.

Notemos que
Zx@®Zy sin=20
C.(X)=1 Z(x,y) sin=1
0 stin>2o0n<0

, Ker d 7x ® 7
De aht que Hy(X) = = d10 = 0y _XQ;.

Sea ¢ : Zx@®7Zy — Z tal que @(ax+by) = a+b, el cual es un epimorfismo de Z-méddulos
(por definicion y por propiedades de la suma directa).

Entonces Ker ¢ = {ax+ by € Zx®Zy|a+b =0} = {ax+by € Zx®Zy| a = —b}
={-bx+by|beZ} ={bly—x)|beZ}=7Zy—x).

Ix® LY ~

Luego, por el Primer Teorema de Isomorfismos, tenemos que F =
y—x

Z, es decir, Hy(X)
es isomorfo a Z.

Ahora, sea Zf:1 m;(x;, y;) € Ker dq. Entonces d, (Zf:1 m,-(xl-,gl-)) = 2521 mi(y; — x;) =
0 € Gy(X). De aht que m; = 0, por lo que Zf:1 m;(xi, y;) = 0. Luego, Ker dy = 0.

Con esto podemos ver que H;(X) = Ker dy = 0. Igualmente notemos que para cualquier
otra n € Z, H,(X) = 0.

Veamos que X es contraible, es decir, que existen f : X — e y [ : ¢ — X morfismos de
orden tales que fol~ 1,y lof ~ 1x.

Seanf: X — ey [: ¢ —> X tales que f(x) = e = f(y) y [(e) = x. Veamos que fol ~ 1,
ylof~1y.

Primero notemos que (f o [)(e) = f(l(®)) = f(x) = @ = 14(e), y como 1, ~ 1,, entonces
fol~1,.
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Ahora, llamemos t = [o f. Entonces t(x) = x = t(y) y veamos que t ~ 1x. Notemos que
t <1x, pues t(x) =x < x=1x(x) y t{y) =x <y ="1x(y).

Consideremos el siguiente diagrama:

0—2 5 o) —2— ) —%2 -0

/(mlq /u Co(t/

0% o) —2 5 ) —%2 o0

Veamos que t ~ 1x. Para esto tenemos que exhibir 9, : C,(X) — C,+1(X) tal que
C.(1x) — Cy(t) = dpy1 00, + 041 0d,.

Observemos que para n # 0, d, = 0. Asi que sélo basta definir 0y : Go(X) — G(X) tal
que 9o(x) = 0y do(y) = (x, y).

Sea (x, y) el generador de C;(X). Entonces (Gi(1x) — Gi(t)) (x, y) = (x,y) — (t(x), t(y)) =
(x,y) = 0= (x y)

Por otro lado, notemos que d,00,+d0dy = dpod;. Entonces (0pod1)(x, y) = d (d1(x, y)) =
do(y — x) = do(y) — do(x) = (x, y) =0 = (x, y) = (G (1x) = Gi(t)) (x, y).

Ahora veamos que también se cumple que Gy(1x) — Co(t) = dq 0 dg + 0_4 o do.

Sean x y y los generadores de Cy(X). Observemos que (Co(1x) — Go(t)) (x) = x — t(x) =
x—=x=0y (G(x) - G)(y) =y —ty) =y —x

Luego, notemos que dy 00y + 0_10dy = dy 0 d. Entonces (d o dg)(x) = dq (do(x)) = d4(0)
0 = (Go(1x) — Go(1) (x) y (d1 0 do)(y) = d1(do(y)) = di(x,y) =y —x = (Go(1x) — Co(t)) (

Asi, t ~ 1y, es decir, o f ~ 1x. Por lo tanto, X es contraible.

y).

Lema 3.2.8. Sean X, Y copos tales que son homotdpicos. Entonces para toda n € 7 se
cumple que H,(X) = H,(Y).

Demostracion. Como X y Y son homotdpicos, entonces existen f : X — Yy l: Y — X
tales que [of ~1x yfol~1y.

Por la Proposlcién 3.2.7 tenemos que H,(lof) = H,(1x); por la Observacion 3.2.5, H,(lof) =
Hn([) ( ) ) = 1/_/ 2(X)- ASL H ([)OHn(f) = 1/_/”()(). Similarmente, Hn(f)OHn([) = 1/_/"()/).

H, (1
Ast, existen H,(f) : H,(X) — H,(Y) y H,(l) : H.(Y) — H,(X) tales que H,(l) o H,(f) =
1,00 Y Half) © Hall) = Tr,m.

Por lo tanto, V n € Z se tiene que H,(X) = H,(Y). [

7 sin=0

Corolario 3.2.9. Si X es un copo contraible, entonces H,(X) = { 0 sin#0°
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Teorema 3.2.10. Sean f,l : X — Y morfismos de orden tales que son comparables.
Entonces f y [ son homotdpicos.

Demostracion. Consideremos el siguiente diagrama:

e (X)) =2 o) —2 s ¢, 1(X) - .

n+1 l n+‘|/ n lc (f/n 1 Co ‘I

- — G (Y) — Ca(Y) — Coaly) — -
n+1
Como f y [ son comparables supongamos, sin pérdida de generalidad, que f < L

Veamos que f ~ [, es decir, que existen 0, : C,(X) — C,41(Y) tal que d},,;00,+0,_10d, =
C.(l) — C,(f) para toda n € Z.

Consideremos entonces 0, : C,(X) — C,1(Y) definida para n € Z por

550, . ) = Z( N A(F(X0), - .., F(x), LX), - L(x,)) st f(xo) < -+ < Fxi) < [(x) <
0 en otro caso

Verifiquemos que f y [ son homotdpicos, es decir, que d} 00, + 0,1 o d, = C,(l) — C,(f)

para toda n € Z.

Sea (xo, ..., X,) un elemento generador de C,(X). Tenemos que (C,(l) — C,(f)) (x0, - .., xn) =
(l(x0), .-, [(x,)) — (f(x0), - - -, f(xn))-

Ahora desarrollemos (d;,Jr1 00, +0,_10 dn) (X0, -+ Xn):

(d'+105 +0,_10d, )(xo,...,xn)z(d’+106)(xo,...,x,,)+(5,,_1od,,)(xo,...,xn)

_d'nH(Z(_nf(f(xo) ..... f(x), l(xy), - - ., [(x,))

i=0

< U(x,) Vi
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+Z Xo,...,)/(\,',---rxn)

= d; 11 (F(x0), U(x0), - - [(xa) +Z( D)'d i (F(x0), - F0), L), - (x0))

n+1

1 —_—
+§ l 6n1 XOI---IXl'f‘]l---IXn)

Desarrollemos cada sumando:

= ({x). llx0). - -, Lxa) 3.1)
+i0( D (Fo), L) D), (i) ) (3.2)

=
+ é(—w‘ ;H)j (f(xo), o FOG) - ) L), l(x,,)) (3.3)
+Z %1 ) (FO0)s - 00, L), Do) L) ) (3.4)

Jurn
+Z —1)i- 1Zl N (F(X0), - Xt FO), ), - L)) (35)
+ i(—n" Zlo(—w‘ (F0), - ) L), R L)) (3.6)

- =

Notemos que el término (3.1) es igual a (I{(xo), - .., (X)) = Ca([)(X0, - - -, Xn). Ademds, si toma-

mos i = n, j = n+1 en el término (3.4), tenemos que es iqual a (—1)"*"*1 (f(xo), oo F(xn), l(;)) =
— (f(x0), - - -, f(x,) = —Cy(f)(x0, - - -, Xpn)-
Ahora veamos cédmo se eliminan los demds términos:

= Si tomamos j = 0 en el término (3.2) y en el término (3.3) tomamos i = 1,j = 1,

podemos notar que se trata de término iguales pero con signo contrario, pues el
primero tiene signo (—1)%*' = —1 y el sequndo (—1)"" = 1. Por lo tanto, se eliminan.
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» Sitomamos j > 1 en el término (3.2), tenemos Z(—1)/'Jr1 (f(xo), [(x0), -, T)-(T) cee l(x,,)).

j=1
n

Por otro lado, si tomamos j = 0 en el término (3.6) tenemos Z(—1 ) (F(X0), [(X0), - - -\ Ky - -y L(X0))-
i=1
Asi, si tomamos j = i notamos que se trata de los mismos términos con signo contrario,

pues para el primero tendremos (—1)™' y para el sequndo (—1)%. Por lo tanto, se
eliminan los términos.

—

» Sidel término (3.3) ahora tomamos i = j > 2 tendremos Z (f(xo), o H(x), Ux), - l(xn));
i=2
y st tomamos j = i+1 < n del término (3.4) tendremos Z(—1) (f(xo), oo Fxizq), m cee, l(xn)).
i=2
Se puede ver que se trata de los mismos términos y claramente tienen signos dife-
rentes. Por lo tanto, se anulan.

= Si tomamos los sumandos restantes del término (3.3), es decir,
n
Y (=)™ (f(xo), o FOG) () L), l(xn)) y el término (3.5), podemos no-
05j<i
tar que tienen los mismos sumandos si f(x;) y Xi_1 estdn en la misma posicién, es

decir, si j = i — 1. Al sustituir estos valores en cada término tendremos que los signos
son (—1)*=1 = —1 y (—=1)=" =1 =1, por lo que estos términos se anulan.

» Finalmente, si tomamos los sumandos restantes del término (3.4) y los términos res-

—_—
tantes del término (3.6), éstos tienen los mismos sumandos si [(x;_1) y X; estan en la
misma posicion, es decir, si j = i+ 1. En cada término tendremos que los signos son
—1 y 1 respectivamente, por lo que se anulan los términos.

Por lo anterior, los tnicos términos que no se anulan son los correspondientes a
(Ca(f) — Co(D) (X0, - - - Xn)- Ast, f y [ son homotdpicos. ]






Capitulo 4
G-copos vy la conjetura de Quillen

En este capitulo todos los copos, grupos y conjuntos considerados son finitos.

4.1. Invariante de Lefschetz

Definicion 4.1.1. Sea X un copo. Decimos que X es aciclico st X tiene la homologia de un

punto, es decir, si H,(X) = { % zt Z ; 8 :

Observacion 4.1.1. Sea X un G-copo. Entonces para n € N, S,(X) es un G-conjunto con
la siguiente accidn:

En efecto, sea (xo, ..., xn) € Sy(X).
» Notemos que e (x, . . ., x,) = (exo, ..., ex,) = (xo, ..., Xn)-

= Sean gy, g> € G. Entonces (g192) (x0, - -, X)) = ((g192) X0, - - -, (9192) x»)
=(g1(g2x0) , - - -+ g1 (g2xa)) = g1 (g2x0, - - -, G2Xn) = g1 (g2 (X0, - - -, Xn))

Ast, podemos ver a S,(X) como un elemento de B(G).

Definicion 4.1.2. Sea X un G-copo. El invariante de Lefschetz de X es el elemento de
B(G) definido de la siguiente forma:

Ejemplo 4.1.1. 1. Sea X = {e}. Entonces Ay = (—1)°Sy(X) = {o} =[G/C] = 15(c).

2. El invariante de Lefschetz del copo vacio es Ag = [@] = 0g(q).

51



52 G-copos y la conjetura de Quillen

3. Sea X un G-copo con la accién trivial. Entonces para todo H € [S¢]| se tiene que
o

on (A) =) (=1)"@n (Sa(X)) =D (=1)"[Sa(X)] = x (X).
n=0 n=0

De aht que ¢ (Ax) = (x (X), ..., x (X)) = x (X) ¢ (180)) = ¢ (x (X) - 15))-
Luego, como ¢ es inyectivo se tiene que Ay = x (X) - 15 (ver Teorema 4.1.4).

4. Sea X un G-conjunto con el siguiente orden: x <y <= x = y. Con este orden, X
es un G-copo.

Entonces Ax = i(—ﬂ”Sn(X) = S5o(X) = X € B(G).
n=0

5. Sea X el siguiente copo con la accién trivial:

Por 4. del Ejemplo 3.1.1, x (X) = —1. Asi, por 3. de este Ejemplo,
NAx =—1- 13(@) S B(G)

6. Sea X un G-conjunto con el siguiente orden: x <y <= x =y.

Sea Y el siguiente copo con la accién trivial:

X

Podemos observar que Y es un G-copo. En efecto, se tienen 3 casos:

» Six,y € Xyx <y, entonces x = y. De ahi que gx = gy, por lo que gx < gy.
= Six,y € Y\ X tales que x < y, entonces gx = x < y = gy, i.e, gx < gy.

» Six e Xyye Y\ X tales que x < y, entonces gx € X y gy =y, por lo que
gx < gy.
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Calculemos Ay: Ay = i(—ﬂ”Sn(Y) = So(Y) — Si(Y).

n=0

Notemos que S()(Y) = So(X) + 4. 13(@) = X+ 4. 13(@) y S1(Y) = S1(X) +250(X) +
3 13(@) =2X+3- 13((;).

Entonces Ay = (X +4- 13(@)) —(2X+3- 13(@)) =—-X+1- 13(@).
Proposicion 4.1.2. Sean X, Y dos G-copos. Entonces N\x,y = Ax + Ay en B(G).

Demostracion. Primero veamos que para toda n € Z, S,(X U Y) = S,(X) U S,(Y). Supon-
gamos, sin pérdida de generalidad, que X y Y son ajenos.

C) Sea (x,...,X;) € Sp(XUY). Entonces xq, ..., x, €EXUY yxo<--- <X,
= (X0,--. . Xxpn EXYyxo<---<Xxp)0(X0,-- -, Xn EY Yyxo<---<Xp)
= (X0,---, X)) € Sp(X)US,(Y).

Afirmamos que esta unidn es ajena, pues si (xp, ..., Xx,) € S,(X) N S,(Y), entonces
(X0,--»xp €EXyxo< -+ <x) Y (X0,.---, % € Yyxo< - < xy), por lo que
X0, .-, Xn € XNY, lo cual es una contradiccidn pues estamos suponiendo que X y Y

son ajenos. Ast, S,(X LU Y) C S,(X)U S,(Y) para toda n € Z.

D) Sea (X0, ..., Xxn) € Sy(X)US,(Y). Entonces (xo, ..., x5) € Sp(X) 0 (X0, ..., xn) € Su(Y).
= (X0,.... Xxp EXYyxo<---<Xxp)0(X0,---,Xn EY Yyxo<- - <Xp)
== Xg,..., Xp EXUY yxo << Xy

= (X0,.-.,Xp) € Sp(XLUY).

Por lo tanto, S,(X U Y) = S,(X) U S,(Y) para toda n € Z.

Asi, Avay = ) (=1)"Sa(XUY) =3 (=) (Sa(X) U Sa(Y) = ) _(=1)"Sa(X)+)_(=1)"Su(¥) =
/\X L /\Y‘ n=0 n=0 n=0 n=0 0

Teorema 4.1.3 (cf. [Boul0]). Sea G un grupo y sean X y Y G-copos. Denotamos por X x Y
el producto cartesiano de X y Y, dotado con la accidn diagonal y con el siguiente orden:

Vx, X € X,Vy,y €Y :(xy) <X y) &= x<xyy<y
Entonces Nxxy = Ax Ay en B(G).
Teorema 4.1.4. Sean X y Y G-copos y H < G. Entonces:
1. (Ax)" = Ay en B(NG(H)/H),
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2. pu(Ax) = x (X),
3. Ax = Ay en B(G) si y sélo si x (X") = x (Y") para cualquier subgrupo H de G.

Demostracién. 1. Primero veamos que para toda n € Z se cumple que S,(X)" =
Sy (X").
Sea (xo,-- -, x,) € S,(X)" y sea h € H. Entonces h(x, ..., xp) = (hxo, ..., hx,) =
(X0, - -, Xn), es decir, hx; = x; para toda i € {0,...,n}. Luego, x; € xH para toda
i€{0,...,n}. Asi, (x0,...,x)) € Sy (X"), por lo que S,(X)" C S, (X") para toda
n e 7.
Ahora, sea (xo, ..., X)) € S, (XH). Entonces h (xo, ..., Xx,) = (hxo, ..., hx,) = (X0, .- ., Xp)

para cada x; € X" y para cada h € H. De ahi que (xo, ..., x,) € S,(X)".
Asi, S,(X") C S,(X)" para toda n € Z.

oo H oo oo
Entonces (Ax)" = ( (=1)"Sa(X) | = D> _(=1)"Su(X)" = ) (=1)"S, (X) =
AxH. "= "= =0
2. Notemos que

on(Ax) = ‘(/\X)H{ (por definicion de la marca)

= |Ax#| (por 1. de este Teorema)

= i(—1)”5n (X")| (por definicién del invariante de Lefschetz)

n=0

= Z(—1)” |5n (XH)| (pues el morfismo marca es un morfismo de anillos)
n=0

= X (XH) (por definicion de la caracteristica de Euler)

3. Se sigue de 2. y del Corolario 2.2.11.
O

Lema 4.1.5 (cf. [Bou1Q]). Sea X un G-copo. Denotemos por X = {0,1} la unidén disjunta
X U {0,1}, donde {0,1} es un conjunto con dos elementos en el que G actia trivialmente,
ordenado por

a,beXya<benX
Va,be Xx{0,1},a<b a,be{0,1}ya=0>b
ae Xybe {01}

Entonces Nx.q01} = 2 - 15c) — \x en B(G).
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Demostracién. Sea s = (zo, ..., 2,) € S,(X % {0,1}). Entonces existen 3 casos:

» Sicada z; € X, entonces s € S, (X).

» Sis={0} o s= {1}, entonces s € Sy ({0, 1}).

» Sis=s"U{m}, donde s" € S,_1(X) y m € {0,1}. Notemos lo siguiente:

stabg(s’) = {ge G|gs' =5}
{g € G| (gz,...,

{g€Glgs=s}
stabg(s)

Luego, Og(s) = Og(s)).
Ahora, sean s; =s' LU {0} ys, =s U {1}.

Entonces

~ G G

Gzn—1) = (20, .. ., Zy-1)}
{g € CG|(gzo,.... 92,1, m) = (20,...,2Z4—1,m)}
{9 € G|(gz0,...,924-1,9m) = (20, ..., 241, m)}

G G G

S, (X x{0,1})

De aht que

Mepory = ) _(=1)"S, (X +{0,1})
G

stabg((2o, - - -, 2n)) N stabg({0}) - stabg({1}) - stabg(sq) - stabg(ss)

G G G

- Z(_1)n (stabc((z(), e Zn)) - stabg({0}) . stabg({1}) . stabg(s1) - stabg(s2)

= > (=1)"SuX)+2 156 +2) (=1)"Spmr(X)

n=0 n=0

= Y (1)Su(X) + 2 Tag +2)_(—1)"1S,(X)
n=0

n=0
= 2-1pc) — Z(—1)”S,,(X)
n=0
= 2. 13((;) — Ny

]

Teorema 4.1.6. Sea G un grupo. Entonces para todo a € B(G) existe P un G-copo finito

tal que \p = a.
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Demostracion. Sea a € B(G). Entonces a = X — Y, con X, Y € B*(G) G-conjuntos, a los
cuales dotaremos con el orden trivial (es decir, x <y < x =y).

Sea E un conjunto con 3 elementos dotado de la accidn trivial y con el orden trivial.
Entonces Ag = 3 - 1p(q).

Sea F = E*{0,1} como en el Lema 4.1.5. Entonces Ar =215 — 3 - 1pig) = —1- 15
Definimos Z = (Y {0,1}) U (F LU F) y P = XU Z. Entonces
Ap =Nxuz = Ax+ Ny«fo1puFur
= Ax +Ayipo1y + Nrur

/\X+2'1B(G)_/\Y_2'1B(G)
= /\X_/\YZX—Y:G

]

Definicion 4.1.3. Sean G un grupo y X un G-copo. Decimos que X es G-aciclico si para
todo H < G subgrupo se tiene que X" es aciclico, es decir,

| Z sin=0
Hn (X )_{0 sin#+0

Veamos otra forma de entender la caracteristica de Euler:

Sea X un G-copo. Entonces x (X) = Z(—1)” |S,(X)|. Consideremos la siguiente sucesidn
n=0
exacta:
dni1 d, dn— d> d1 do
0 —— GC,(X) —— C,_1(X) > oo > G(X) —— G(X) —— 0

Recordemos que C,(X) estd generado por los elementos de S,(X). Entonces el rango de

C.(X) es rank (G, (X)) = |S,(X)|, por lo que x (X) = i(—ﬂ”rank(Cn(X)).
n=0

Consideremos ahora las siguientes sucesiones exactas cortas:

0 —— Ker d, — Co(X) -2 Imd, —— 0 (4.1)
0 —— Imd,, —— Kerd, —%» H,(X) —— 0 (4.2)

Usando el Lema 1.2.17, de la sucesion (4.1) tenemos que rank(C,(X)) = rank(Ker d,) +
rank (Im d,) y de la sucesidn (4.2) tenemos que rank (Ker d,) = rank (Im d,;1)+rank (H,(X)).
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Entonces rank (G, (X)) = rank (Im d,) + rank (Im d,1) + rank (H,(X)).

Luego,
i(—ﬂ”rank(Cn(X)) = i(—ﬂ” (rank (Im d,) + rank (Im d, ;1) + rank (H,(X)))
n=0 n=0

Como se trata de una suma alternada, los sumandos rank(Im d,.1) y rank(Im d,) se can-
celan para toda n € N.

Asl,
> (=1)rank (G,(X)) = ) _(—1)"rank (H,(X))
n=0 n=0
es decir,
X (X) =Y (=1)"rank (H,(X))
n=0

Proposicion 4.1.7. 1. Sean X y Y G-copos y sean f : X — Y, [ : Y — X morfismos
de G-copos. Si lo f es comparable con 1x y f ol es comparable con 1y, entonces
/\X = /\y en B(G)

2. Siun G-copo X tiene un mdximo o un minimo, entonces X es contraible. Mds aun, X
es G-aciclico.

Demostracion. 1. Por 3. del Teorema 4.1.4, basta con demostrar que para todo H < G
se cumple que x (XH) =X (YH).

Notemos que, si f : X — Y y [: Y — X son de G-copos, entonces
fu="1, XH — YHy lh=1,,: yH — XH.

De aht que [y o fiy es comparable con 1xn y fy o [y es comparable con 1yu. Luego,
por el Teorema 3.2.10 tenemos que [y o fy ~ 1xn y fyoly ~ Tyn.

Entonces, por la Proposicion 3.2.7, H, (ly o fy) = H, (1x#) = 1H,,(XH) y H, (fyoly) =
H,(1yn) = 1Hn(yH), es decir, H, (ly) o H, (fy) = 1HH(XH) y H, (fu) o H, (L) = 1Hn(yH)~

Asi, H, (XH) =H, (YH), por lo que rank(H,, (XH)) = rank(Hn (YH)).

Por lo tanto, Y (—1)"rank (H, (X")) = > (—1)"rank (H, (¥")), es decir,

n=0 n=0

x (X)) =x (Y")
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2. Sea X un G-copo y supongamos que existe un elemento minimo en X, a saber, xo.

4.2.

Sea g € G. Como xp es minimo, entonces xp < gxp Y xo < g‘1x0, es decir, xo < gxp y
gxo < xo. Entonces para toda g € G se tiene que gxo = xp, por lo que xo € X% De
hecho, para cualquier H < G se tiene que xop € X". De ahi que X" tiene un elemento
minimo para todo H < G.

Sean f: XY — e y [: @ — X" morfismos de G-copos tales que para todo z € X"
se cumple que f(z) = e y [(®) = xo.

Notemos que (f o l) (e) = f(l(e)) = f(xo) = ® = 1,(e), por lo que f o[ es comparable
con 1,.

Por otro lado, para todo z € X" ocurre que ([of)(z) = [(f(2)) = l(®) = xp < z =
1x1(z), es decir, Lo f < 1yn, por lo que son comparables.

Ast, por 1. de esta Proposicién, tenemos que Axn = A, = 1 (por 1. del Ejemplo
4.1.1).

Por otra parte, [of ~ 1yn y fol ~ 1,, por lo que X" es contraible. De ahi que X es
G-aciclico.

O

Conjetura de Quillen

Sea G un grupo y p € Z un numero primo tal que p divide al orden de C.

Denotamos por S,(G) al conjunto de p-subgrupos de G no triviales, es decir,

Sp(G)={P < G| P #1y P es p-subgrupo}

Antes de enunciar la conjetura de Daniel Quillen, revisemos algunas definiciones prove-

nientes de la topologia algebraica. Para mas detalles se sugiere revisar [Hat00], [Mun84],
[ASGPO08] y [Spa89]

Definicion 4.2.1. Un complejo simplicial K es una familia de subconjuntos finitos no vacios,
llamados simplejos, de un conjunto V = vert(K), llamado conjunto de vértices, tal que:

1.
2.

Si v €V, entonces {v} es un simplejo;

Si s es un simplejo, entonces todo subconjunto no vacio de s también es un simplejo.
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Un simplejo s = {w,...,vq} con g + 1 vértices es llamado g-simplejo y se dice que s
tiene dimensién g, lo cual se denota como dim(s) = g. Por lo tanto, los vértices son los
0-simplejos de K.

Si n es la mayor dimensién de un simplejo en K, entonces K es llamado un n-complejo y se
denota por dim(K) = n (si no hay simplejo con dimensién mayor , entonces dim(K) = o0).
Si s es un simplejo de K, lo denotaremos como s € K.

El n-esqueleto de un complejo simplicial K es el complejo simplicial K" que consiste en
todos los simplejos de K de dimensién menor o igual que n.

Ejemplo 4.2.1. 1. Un O-complejo es un conjunto de puntos.

2. Un 1-complejo es un grafo: decimos que u,v € V son adyacentes si {u,v} es un
1-simplejo.

Definicion 4.2.2. Dado n € N, el n-simplejo estdndar es el subespacio

Zt,-:1,t,-20\1i}

A" = {(to,...,t,,) e R™

Notemos que todo punto (fy,...,t,) € A" puede ser visto como una funcidn
a:q{v,..., v,} — [ tal que Z a(v;) = 1, donde v, ..., v, son los vértices del simplejo
estandar.

Definicion 4.2.3. Sea K un complejo simplicial. Definimos el conjunto |K| de funciones
a : vert(K) — [ tales que

1. {v| a(v) # 0} es un simplejo en K. En particular, el soporte de « es finito.

2. ) alv)=1.

vevert(K)

Definimos una distancia en |K| de la siguiente manera: d(a, B) = E (v))*
vevert( )
y denotamos como |K|, a este espacio métrico.

Sis € K es un simplejo, definimos el conjunto |s| C |K]| como |s| = {a € |K]|: a(v) =0 Vv & s}.

St dim(s) = n, entonces existe una biyeccién entre |s| y A", pues una funcién a que se
anula fuera de s puede ser vista como una (n + 1)-ada (to, . .., t,) € A"
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Definicion 4.2.4. Dado un complejo simplicial K, consideremos para todo s € K el espacio
métrico |s|y con la distancia dada en la Definicién 4.2.3 y dotamos a |K| de la topologia
final respecto de todos sus simplejos, es decir, A C |K| es abierto si y sélo si AN |s|ys es
abierto en |s|, para todo s € K.

Denotaremos por |K| a este espacio topolégico y lo llamaremos la realizacion geométrica
de K.

Definicion 4.2.5. 1. Un espacio es llamado celda de dimension m si es homeomorfo con
la m-bola unitaria B". Dicho m esta determinado de manera Unica por el espacio en
cuestion.

2. Se dice que un espacio es una celda abierta de dimensidn m si es homeomorfo con
el interior de B".

Definicion 4.2.6 (Complejo CW). Un complejo CW es un espacio X y una coleccién de
celdas abiertas e, cuya unidn es X y es tal que:

1. Para cualesquiera x, y € X tales que x # y, existen V4, V; abiertos tales que x € V;,
ye Voy VinV, =4, es decir, X es un espacio Hausdorff.

2. Para cada m-celda abierta e, de la coleccidn, existe una funcién continua
f, : B" — X que manda el interior de B" homeomdrficamente en e, y manda a la
frontera de B™ en una uniodn finita de celdas abiertas, cada una con dimensién menor
que m.

3. Un conjunto A es cerrado en X si AN'e, es cerrado en e, para cada a.
Ejemplo 4.2.2 (cf. ASGPOQ8]). Los complejos simpliciales son ejemplos de complejos CW.

Definicion 4.2.7. Dos funciones continuas ¢, ¢; : X — Y entre los espacios topoldgicos
X y Y son homotdpicas si y sélo si existe una funcién continua ¢ : X x[0,1] — Y tal que,
para todo x € X, se cumple que

p(x.0)=w(x) y  elx1)=gix)
St ¢y y ¢ son homotdpicas, lo denotamos por ¢y =~ .
A la funcidn ¢ le llamamos una homotopia de ¢y a ;.

Definicion 4.2.8. Dos espacios X y Y se dicen homotdpicamente equivalentes si existen
funciones f: X — Y yg:Y — X talesque gof ~1xyfog ~1y.

Si X es homotdpicamente equivalente a un punto, decimos que X es contraible.

Conjetura (Quillen, cf. [Qui78]). Sea G un grupo finito y p € Z primo tal que p divide al
orden de G. Consideremos S,(G). Entonces son equivalentes:
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1. La realizacion geométrica de S,(G) es contraible, es decir, |S,(G)| ~ e.

2. Existe P un p-subgrupo normal no trivial de G.

Se demostrard una version algebrizada de esta conjetura a continuacidn:

Observacion 4.2.1. Notemos que S,(G) es un G-copo con la accién conjugacion y el orden
dado por la inclusidn, es decir, si H, K € S,(G), entonces H < K < gHg™' < gKg™".

Teorema 4.2.2. Sea G un grupo. Entonces \s,c) = 1p(c) si y sdlo si existe un p-subgrupo
P de G normal no trivial.

Demostraciéon. =) Supongamos que As ) = 15(c). Entonces para todo H < G se cumple
que @y (/\sp(c)) = 1. En particular, ¢g (/\Sp(G)) = ¢c(15(c)) =1, es decir,
x (S,(G)¢) =1.

Afirmamos que S,(G)¢ # @, pues en caso contrario, x (SP(G)C) = 0. Entonces existe
P € S,(G)¢, es decir, para toda g € G, gPg™" = P; es decir, P es un p-subgrupo
de G normal no trivial.

<= ) Supongamos que P es un p-subgrupo normal no trivial de G.

Consideremos [P,00) = {E < G| P < E} C S,(G). Notemos que [P, 00) es un
G-copo, pues si Q € [P, o), entonces P < Q. Luego, P = gPg~' < gQg~' € [P, ).

Sean 1 : [P,00) — S,(G) (el morfismo inclusién) y f : S,(G) — [P, 00) morfismos
de G-copos dados por ((Q) = Q y como P < G, entonces f esta dado por f(Q) = PO.

Ahora, (fo 1) (Q) = f(Q) = PO = Q = 1/p«)(Q), pues P < Q, por lo que for = 1jp ).
De ahi que f o1 es comparable con 1/p ).

Ademas, (to f)(Q) =1(PQ)=PQO >0 = 15p(c)(Q), por lo que tof > 1s,(c), es decir,
son comparables.

Luego, por 1. de la Proposicion 4.1.7, As ) = A\po)- Pero como [P,o0) tiene un
elemento minimo, a saber, P, por 2. de la Proposicién 4.1.7 tenemos que Ajp o) = 15(q),
es decir, /\Sp(G) = 1p(0)-

]

Definicion 4.2.9. Sea X un G-copo. Decimos que X es G-contraible si para cada todo
H < G subgrupo se cumple que X" es contraible.

Teorema 4.2.3. Sea G un grupo y p € 7 primo tal que p divide al orden de G. Entonces
son equivalentes:

1. Ns,c) = 18(6);
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2. Existe un p-subgrupo P de G normal no trivial;

3. S,(G) es G-contraible.

Demostracion. Sea G un grupo.
= (1. = 2.) Se da por el Teorema 4.2.2.

» (2. = 3.) Como P < G, en particular se tiene que P € S,(G)" para cualquier
H<G.

Tomemos f : S,(G)" — [P,o0) e t : [P,00) —> S,(G)" (el morfismo inclusién)
morfismos de G-copos tales que f(Q) = PQ e ((Q) = Q.

Como [P, ) tiene un elemento minimo, entonces por 2. de la Proposicion 4.1.6
[P, 00) ~ e.

Notemos que (fo1)(Q) = f(Q) = PO = Q = 1jp)(Q) para todo Q € [P, o0). En

particular, f ot y 1;p ) Son comparables.

También observemos que (1o f)(Q) = (PQ) = PQ > Q = 15,n(Q) para todo
Q € S,(G)". De aht que tof y 1s,(G# son comparables.

Luego, por el Teorema 3.2.10, for ~ 1(p o) y tof ~ 15 G, por lo que S, (G ~ [P, o).
Como [P, c0) ~ e, tenemos que S,(G)" ~ e, es decir, S,(G) es G-contraible.

» (3. = 1.) Como S,(G) es G-contraible, entonces S,(G)" ~ e para todo H < G.
Luego, x (Sp(G)) =1 = x({e}) = x ({e}") = x (‘Ig(c)) para todo H < G. De ahi
que As,) = 15(6)

[]



Bibliografia

[ASGPO08] M. Aquilar, S. B. Sontz, S. Gitler, and C. Prieto, Algebraic Topology from a

[Bou00]

[Bou10]

[Bro75]

[CRV16)

[GCR64]

[GLu81]

[Hat00]
[Kas82]

[MH90]

[Mun84|

[Qui7Z8]

[Rot99]

[Rot02]

Homotopical Viewpoint, Universitext, Springer New York, 2008.

Serge Bouc, Burnside rings, Handbook of Algebra (M. Hazewinkel, ed.), vol. 2,
North-Holland, 2000, pp. 739-804.

, Biset functors for finite groups, Lecture Notes in Mathematics, Springer-
Verlag Berlin Heidelberg, 2010.

Kenneth Brown, Euler characteristics of groups: The p-fractional part, Invent.
Math. 29 (1975), 1-5.

C. Cejudo, J. M. Ramirez, and D. Villa, El anillo de Burnside, Matematicas y sus
aplicaciones (F. Macias-Romero, ed.), vol. 7, Fomento Editorial de la Benemérita
Universidad Auténoma de Puebla, 2016, pp. 31-52.

Gian-Carlo Rota, On the foundations of combinatorial theory I. Theory of Mébius
Functions, Z. Wahrsch. Verw. 2 (1964), 340-368.

David Gluck, Idempotent formula for the Burnside algebra with applications to
the p-subgroup simplicial complex, Illinois J. Math. 25 (1981), no. 1, 63-67.

Allen Hatcher, Algebraic topology, Cambridge Univ. Press, Cambridge, 2000.

Friedrich Kasch, Modules and Rings, London Mathematical Society monograph,
Academic Press, 1982.

Fausto Membrillo Hernandez, Idempotentes en anillos de Burnside, Tesis de
licenciatura, Universidad Nacional Autonoma de México, 1990.

James R. Munkres, Elements of Algebraic Topology, Addison Wesley Publishing
Company, 1984.

Daniel Quillen, Homotopy properties of the poset of nontrivial p-subgroups of a
group, Adv. in Math. 28 (1978), 101-128.

Joseph J. Rotman, An Introduction to the Theory of Groups, 4 ed., Graduate Texts
in Mathematics, Springer-Verlag New York, 1999.

, Advanced Modern Algebra, 2 ed., Prentice Hall, 2002.

63



64 Bibliografia

[Sol67]  Louis Solomon, The Burnside algebra of a finite group, Journal of Combinatorial
Theory 2 (1967), no. 4, 603-615.

[Spa89]  Edwin H. Spanier, Algebraic Topology, Springer, 1989.

[TB08| J. Thévenaz and S. Bouc, The poset of elementary abelian subgroups of rank at
least 2, Monogr. Enseign. Math. 40 (2008), 41-45.

[Thé87]  Jacques Thévenaz, Permutation representations arising from simplicial comple-
xes, Journal of Combinatorial Theory, Series A 46 (1987), no. 1, 121-155.

[TW91]  J. Thévenaz and P. J. Webb, Homotopy equivalence of posets with a group action,
Journal of Combinatorial Theory, Series A 56 (1991), no. 2, 173-181.



[ndice alfabético

accion, [1] de Maobius, [36]

anillo homotdpicas, [60]
de Burnside, [26] Zeta, [36]
fantasma, 30|

G-conjunto, [T]

aplicacién de cadenas, [41] 3
transitivo,

cadena, [14] G-copo, [T5]

caracteristica de Euler—Poincaré, 33| G-aciclico, 56

celda, G-contraible, [61]
abierta, [60] grafo, Y

clase de G-isomorfismo, [22] grupo

complejo de homologia, 4]
de cadena, 39| de Weyl, [21]
simplicial, 58] infimo, [4]

con!ugado, e invariante de Lefschetz, 1]

conjunto de cadenas, [33] somorfismo

conjunto generador, [T0] de G-conjuntos, [Z

copo, @ de G-copos, [15]
aciclico, 5] de orden, [[4]
contraible, [44] '
homotdpicos, [#4] marca, [17]
localmente finito, [34] morfismo

cota bimorfismo,
inferior, [13] comparables, 39
superior, [T3] de G-conjuntos, [Z]

de G-copos, [15]

elemento de orden, [T4]
méximo, [13] de R-mddulos, [T0]
mayor, [13] diferencial, 39
menor, [T3] epimorfismo, [T1]
minimo, [13] homotépicos, [43]

estabilizador, [4] monomorfismo, [T1]

funcion normalizador, [4]

65



66

indice alfabético

orbita, 2
orden parcial, T3]

parte de torsion, [12]
puntos fijos, [17]

R-médulo,
base, [10]
ciclico, 9]
de torsidn, [12]
finitamente generado, [T0]
libre, [12]
libre de torsién, [12]
realizacion geométrica, |6;0|

reticula, [T4]

simplejo, 5§
subconjugado, [7]
subconjunto libre, [T0]
subcopo inducido, [T4]
submédulo, [9]
ciclico generado por my, |§|
de torsidn, [12]
generado por X, [10]
minimo, [9]
maximo, [9]
simple, [9)
sucesion

exacta, [T1]

exacta corta, [12]
supremo, [14]

unién ajena, []



	Agradecimientos
	Introducción
	Preliminares
	G-conjuntos
	R-Módulos
	Copos y G-copos

	El anillo de Burnside
	La marca
	El anillo de Burnside

	Copos finitos
	Álgebras de incidencia
	Homología de copos

	G-copos y la conjetura de Quillen
	Invariante de Lefschetz
	Conjetura de Quillen

	Bibliografía
	Índice alfabético

