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Resumen

La elevada complejidad de la dindamica de formaciéon de la piel ha generado una intensa
investigacién en modelacién por décadas, con logros significativos en la generacién de patro-
nes [1-3] y en su regeneracién [4-6]. En esta tesis se propone un modelo de reaccién-difusién-
adveccién que reproduce la morfogénesis tanto de la cicatrizacion de piel sana como de algunas
de sus afecciones, en particular de queloides, cicatrices contractiles, ademas de reproducir el
vitiligo y lineas de Blaschko. Los resultados de cicatrizacién reproducen fielmente los datos
experimentales del area de la herida de la epidermis de un experimento in vivo de ratas Wistar
tanto de la rata control, como de una rata representativa del experimento a la que se le hizo
tres heridas y a cada una se le aplicé alguno de los tres tratamientos siguientes: 1) membrana
PLA/PVA, 2) extracto de quercus ilex y 3) membrana PLA/PVA con extracto de quercus
ilex. Se hace un ajuste de una curva a los datos experimentales del drea de cicatrizacién para
cada uno de los tratamientos, los cuales obtienen errores entre el 3% y el 9.3%. En base a
estas curvas, se compara la simulacién y se obtienen errores entre el 1.8% y el 6.9% y se
encuentra que en general los parametros de control son funciones del tiempo, cuyas formas
van cambiando segin sea el tratamiento aplicado en la rata.

Palabras clave: Regeneracion cutdnea, Formacion de patrones, Sistemas mecano-quimicos,
FEcuaciones de Swift-Hohenberg, Métodos numéricos.
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Capitulo 1

Regeneraciéon cutanea y
antecedentes

1.1. Introduccion

En la actualidad el niimero de enfermedades que afectan la piel es considerable, generando
un cuantioso nimero de pacientes cada ano, de los cuales algunos de ellos llegan a tener con-
secuencias irreversibles o incluso fatales, como es el caso del melanoma, por lo que entender
la dindmica de la piel, asi como sus diferentes propiedades, ayudaran a mantener su homeos-
tasis. La experimentacién in silico es una forma econdémica y segura de estudiar los sistemas
biolégicos y en particular la piel. Ha generado una intensa investigacién en modelaciéon du-
rante décadas, con logros significativos en la generacién de patrones cutdneos [1-3] y en su
regeneracion [4-8|, sin embargo, la mayoria tiene alguna de las siguientes probleméticas: 1)
dificultad para su simulacién numérica, 2) problemas para una interpretacién biolégica directa
y 3) limitacion al estudio de un aspecto.

En este trabajo se propone un modelo bicapa que reproduce la dermis y epidermis de la piel,
ademads de que puede ajustar con buena precisién los datos experimentales via los parametros
de control que para nuestro caso se convierten en funciones dependientes del tiempo que
fungen de activador /inhibidor.

Justificacion

En la literatura hay modelos simples que reproducen los diferentes patrones de pigmenta-
ci6n en la piel usando modelos mecano-quimicos [9] propuestos originalmente por Alan Turing
en los anos 50’s [1]. Estos modelos de patrones modelan la piel como un fluido muy viscoso
en la que se tienen ciertos agentes llamados morfégenos que determinan la forma en que se
distribuyen los diferentes componentes del sistema. Siguiendo esta idea, se han generado nue-
vos modelos que explican patrones més complejos [2, 3], pero también se han creado modelos
que abordan otros aspectos de la cicatrizacién como el papel que desempenan los biomateria-
les, [10,11] o incluso diferentes tipos de cicatrizacién, tales como los queloides [12,13].

En un estudio reciente se model6 la epidermis mediante un modelo mecano-quimico de facil
interpretacion biolégica y lo suficientemente simple para no tener dificultades en su simulacion
numérica, ademas de lograr reproducir la cicatrizacién [10]. En este trabajo se citan datos
experimentales in vivo de una investigaciéon hecha en ratas Wistar a las que se les realizaron
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heridas de segunda intencion y posteriormente fueron tratadas con biomembranas y extracto
de quercus ilex, obteniéndose una velocidad de cicatrizacién mayor [14], pero no se tiene
una explicacién del(de los) mecanismo(s) subyacente(s). Por otro lado, no se sabe que papel
desempena la quimiotaxis y la taza de proliferacién celular en presencia de quercus ilex [26] ni
de biomateriales [14,22]. En esta tesis se busca extender el modelo ya mencionado, de manera
que incluya tanto la dermis como la epidermis, reproduzca fielmente los datos recabados de
dichos datos experimentales con los diferentes tratamientos y dar una explicacién del(de los)
mecanismo(s) subyacente(s).

Hipoétesis

Con base a evidencia experimental [14], se piensa que el proceso de regeneracién cuténea
estd comprendida por dos procesos mecano-quimicos acoplados, uno para la capa dérmica y
otro para la capa epidérmica, cuyos morfégenos son los factores de crecimiento y vasodilata-
dores.
Objetivo general

Modelar la cicatrizacion y morfogénesis de la piel, describiendo la dindamica de la dermis
y epidermis, y que tenga la virtud de ser de ficil tratamiento numérico, asi como una clara
interpretacion biolégica de cada uno de sus componentes algebraicos y paramétricos. Este mo-
delo deberd reproducir fielmente los datos experimentales de la epidermis de un experimento
in vivo de ratas Wistar de manera que verifique que el tipo de comportamiento de la parte
quimica (en particular la quimiotaxis) es decisivo para reproducir los diferentes comporta-
mientos de la cicatrizacion.

Objetivos especificos

1. Estudiar los procesos celulares de la cicatrizacién en heridas;
2. Modelar matematicamente el proceso de cicatrizacion;
3. Modelar la migracion y proliferacion celular de los fibroblastos en las heridas;

4. Modelar los factores de crecimiento involucrados en la migracién y proliferacion celular
de los fibroblastos;

5. Estudiar la estabilidad del modelo matemético propuesto;
6. Comparar la solucién numérica con los datos experimentales existentes;

7. Recrear con simulacién los diferentes tipos de cicatrices.

1.2. Piel

En condiciones normales, la piel es el 6rgano méas grande del cuerpo con un area de 1.5 a
2 m?, un peso de 4 a 5 kg y un grosor variable de 0.5 a 4 mm. Sus funciones son la proteccién
frente a agresiones externas, la termorregulacién, produccién de vitamina D, regulacién de
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absorcién de sustancias quimicas, sensibilizador, etc. [16]. Se divide en tres capas principales:
epidermis, dermis e hipodermis, a su vez la epidermis, se subdivide en cérneo, licido, granu-
loso, espinoso y basal (ver Figura 1.1) [17]. El estrato licido estd presente solamente en las

partes més gruesas de la piel.

tallo del pelo

glandula

e cea
glindula
sudaripara

miuseula

poro
EPIDERMIS
papila dérmica
limina reticular DERMIS
HIPODERMIS
(Tejida
subtutdnec)

Figura 1.1: estructura de la piel

La epidermis es la capa mas superficial de la piel, tiene un grosor de 0.1 a 1.5 mm, carece
de vascularizacién (irrigacién sanguinea) y se compone mayormente de queratinocitos (95 %),

células cuya funcién principal es la de
proteger al resto del cuerpo de agre-
siones externas, pues su componente
principal es la queratina, que es una
proteina muy dura. Los queratinoci-
tos comienzan su vida en el estra-
to basal estando unidas entre si por
desmosomas (estructuras que unen a
células adyacentes por medio de fila-
mentos). Durante su proceso de vida,
van subiendo a los estratos superio-
res, aumentando su nivel de queratina
y perdiendo su nticleo y otros organe-
los hasta llegar al estrato corneo en
donde ya no se cuenta con desmoso-
mas y se desprenden con facilidad. En
ese punto, los queratinocitos se pue-
den pensar como capas de escamas
superpuestas.

Células

b ESTRATO
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Nicleos
en degeneradﬂn ———————— ESTRATO LUCIDO
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Figura 1.2: estructura de la epidermis

La segunda célula méas abundante de la epidermis son los melanocitos, los cuales tienen
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como funcién principal producir melanina que protege a la piel de los rayos UV, asi como
coloracién a la misma. [18] (ver Figura 1.2).

La dermis es la capa méas gruesa de la piel, situada debajo de la epidermis y estéd dividida
en dos capas que son dermis papilar o superficial y dermis reticular o profunda. La diferencia
entre una y otra estd en el grosor de las fibras de coladgeno y elastina de las que esta formada
su matriz extracelular. En la regién papilar las fibras son delgadas mientras que en la region
reticular las fibras son gruesas. La dermis estd compuesta por tejido conjuntivo laxo, vasos
sanguineos, nervios y anexos de la piel (pelo, unas, glandulas sebédceas y sudoriparas)(ver
Figura 1.1). Su composicién puede clasificarse en celular y fibrilar, siendo las segundas fibras
de diferentes materiales que tienen la funcién de dar soporte, dureza y elasticidad a la piel.
Las células principales son:

= Fibroblastos: células principales de la dermis cuya funcion es producir y mantener las
fibras dérmicas;

= Macroéfagos: células inmunitarias que participan en la deteccién, fagocitosis y destruccién
de agentes extranos;

= Plasmocitos: células inmunitarias que derivan de los linfocitos B y cuya funcién principal
es la de segregar grandes cantidades de anticuerpos.

Las fibrillas principales son:

= Colageno: fibras entrelazadas com- Lol N
puestas de coldgeno tipo I y IIT cu- i
ya funcién principal es dar resistencia / ]
y rigidez, y por tanto estructura a la ¥ f']‘ *\ REm ey =5
piel ~.“.‘."b"!::' ’,! T SAN "l'-.-‘ i
» Elastina: fibras compuestas de elasti- &g I WO
na cuya funcién es, como su nombre L1 — )
indica, dar elasticidad.

Figura 1.3: hipodermis
La hipodermis es la capa més profunda

de la piel, estando formada mayormente por
adipocitos, células encargadas de almacenar lipidos cuya funcién es la de reserva energética
(ver Figura 1.3).

1.2.1. Motilidad celular

Es la habilidad que las células tienen para poder moverse de manera independiente y es-
pontanea, siendo de vital importancia para la formacion de tejidos y cuya causa es el gradiente
de alguna sustancia o propiedad externa a la célula. Existen tres tipos principales de motilidad
celular diferenciados por el gradiente que los produce:

= Quimiotaxis: gradiente quimico;

» Haptotaxis/mecanotdxis: gradiente rigido;
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» Durotaxis: gradiente de adhesion celular.

El gradiente quimico depende de la dispersién de la concentracién de algin agente quimico.
El gradiente rigido depende de la dispersion de la densidad de dureza sobre alguna superficie.
Finalmente, el gradiente de adhesién celular depende de la densidad superficial o celular
especifica a la que la célula en cuestion tiene afinidad, independientemente de la dureza de la
superficie, como podria ser la matriz extracelular. Las células de mayor relevancia en esta tesis
son los queratinocitos y fibroblastos, los primeros se mueven por quimiotaxis y los segundos
por haptotaxis, las cuales se toman en cuenta para la posterior modelacion.

1.3. Patologias

La piel es un érgano que muestra sintomas de practicamente cualquier enfermedad, por lo
que mantener su salud no es tarea facil. Las lesiones elementales de la piel pueden aparecer
aisladas o combinadas y se dividen en primarias y secundarias. Las primarias son manchas,
ronchas, papulas, nédulos, tumores, vesiculas, ampollas y pustulas. Las secundarias escamas,
cicatrices, excoriaciones, fisuras, ulceras, costras y escaras. En general, la piel estd expuesta
a sufrir lesiones externas como contusiones, quemaduras y heridas, asi como lesiones internas
debido a enfermedades que afectan de manera secundaria a la piel. Ademds de las enferme-
dades cutaneas, tales como acné, psoriasis, alopecia, urticaria, dermatitis atépica, melanoma,
ete. [17].

1.3.1. Heridas

Se dice que se tiene una herida cuando se pierde la continuidad de alguna estructura
anatOmica por razones fisicas, quimicas o bioldgicas. Hay varias formas de clasificar a las
heridas, segun sea el interés. Algunas de estas clasificaciones son por tiempo de cicatrizacién
y grado de contaminacion. Las primeras se dividen en agudas y cronicas, las agudas cicatrizan
en tiempo y forma predecible, mientras que las crénicas no tienen un tiempo determinado
para su cicatrizacion por causa principalmente de agentes externos y bacterias, pero también
es posible por alguna enfermedad como lo es la diabetes. La segunda clasificacion se divide
en:

» Heridas limpias: cortes realizados en medios controlados y con preparacion previa para
minimizar el riesgo de infeccién lo més posible;

= Heridas limpias contaminadas: heridas limpias que entran en contacto con algtin 6rgano
o cavidad de cuerpo colonizado por bacterias;

= Heridas sucias: cortes producidos por algin traumatismo.

1.4. Cicatrizacion

La cicatrizacién de la piel, es un proceso natural que en condiciones saludables tiene una
duracién variable dependiendo del tamano de la herida y la profundidad de la misma. Puede
regenerarse de 5 dias hasta 30 dias en humanos, sin embargo, no todas las heridas siguen
este proceso, a estas heridas se les llama heridas croénicas, lo que ralentiza la curaciéon o
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incluso la detiene, lo que conlleva a infecciones o, peor ain, a la gangrenaciéon y posterior
amputacion, tal como sucede con los diabéticos [19]. La cicatrizacién sana se divide en cuatro
etapas: hemostasia, inflamacién, proliferacién y remodelacién (ver Figura 1.4). En la etapa de
hemostasia se detiene el sangrado y comienza la migracién de leucocitos (células del sistema
inmune) y fibroblastos (células encargadas de producir coldgeno, el principal componente de
la dermis) a la herida. En la etapa de inflamacién ocurre la fagocitosis, es decir, se limpia la
herida de agentes patégenos y materiales externos. En la etapa de proliferacién los fibroblastos
y miofibroblastos (una célula con propiedades de fibroblasto y célula muscular) crean la mayor
parte de la dermis y epidermis. Al final de esta etapa han transcurrido un promedio de 28
dias y se suele decir que la herida ha cicatrizado. Finalmente, en la etapa de remodelacion,
que dura de 12 meses a 18 meses el coldgeno se alinea y compacta [19].

Inflamacién

Hemoaostasis

Epidermis

Dermis

Maonocite

’ ) : Macréfago Neutrofilo
| @@ s 230
Neutréfilo ) 7@0% ’-E,)
i @

Células dafadas

Hipodermis

I',:'pulilu »L . -.w‘:‘

Proliferacién Células endoteliales Queratinocitos

—

Fibroblastos Remodelacién

@‘-” i3 de la matriz

-
Matriz extracelular

Figura 1.4: etapas de cicatrizacion
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1.4.1. Tipos de cicatrices

Las heridas agudas pueden cicatrizar de tres maneras (ver Figura 1.5):

= Cicatrizacién primaria o por primera intencién: en estas heridas no hay separacién en
los bordes y son muy limpias, pues usualmente son hechas por cirugias, que terminan
dejando una cicatriz estética en un tiempo breve;

= Cicatriz secundaria o por segunda intencién: son heridas en las que no hay contacto entre
una y otra de las paredes de la herida y que suelen ser sucias. Si las heridas son sucias,
presentan dificultades para cicatrizar, prolongando su tiempo de sanacién y dejando
una cicatriz poco estética, ademas el proceso de cicatrizacion comienza en las capas mas
profundas y por contraccién. Si no es sucia, simplemente no hay complicaciones;

= Cicatriz terciaria o por tercera intencién: es una cicatrizacién de primera intencién dife-
rida, pues se trata de una herida sucia donde los bordes de la herida estdn en contacto.
Con cuidados adecuados esta cicatrizacion presenta un proceso similar a la cicatrizacion
de primera intencién y con resultados con la misma estética.

Primera intencitn

— o — o — —

A g Pain lirmpia Suslura lemprana Cicalriz ling

segunda intencidn

Granulaciin

Tercera inbencidn

Herida Aumenta Sutura fard i@
i b gramubacidr con henida ancha

Figura 1.5: tipos de cicatrizacién A)primera intencién, B) segunda intencién, C) tercera in-
tencién.
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Cicatriz queloide y contractil

Hay heridas de segunda intencién que producen protuberancias sobre la herida, llamadas
hipertroficas, o se expanden mas alld del area de la herida, llamadas queloides. Por otro lado,
esas mismas heridas pueden producir concavidades sobre la herida, llamada atréfica, pero
también puede expandirse mas alld de su area, llamada cicatriz contractil. Finalmente, se
encuentran las estrias que son causadas por desgarro de la dermis debido a un estiramiento
prolongado y brusco de la piel, las cuales son un tipo muy particular de herida, pues aunque
hay pérdida de la continuidad en la piel, no pasa por el proceso usual de cicatrizacién (ver
Figura 1.6).

Cicatriz normal Cicatriz hipertrofica Cicatriz queloide
Cicatriz atrofica Estrias Cicatrices de contractura

Figura 1.6: tipos de heridas no estéticas

En la actualidad no hay un entendimiento profundo de cuando y como se producen ese tipo
de cicatrices poco estéticas, por lo que hay mucha investigacién que hacerse en esa direccion.

1.5. Tratamientos

Existen terapias que aceleran la cicatrizacién en la piel, tales como las curas himedas [20], el
debridamiento [21], las biomembranas [14,22], el uso de modalidades fisicas como el laser [23],
el ultrasonido [24] y la electro-estimulacién [25]. En cuanto a membranas a base de biomate-
riales, el electrohilado es una técnica en la que se utilizan fuerzas electrostaticas para producir
fibras poliméricas, con un didmetro que va desde nanémetros (nm) hasta varios micrémetros
(um), ademds de tener mayor area superficial con respecto a su volumen, elevada porosi-
dad, maleabilidad y al mismo tiempo nos permite controlar la composiciéon de las mismas.
Estas estructuras actian como matrices extracelulares y andamios que permiten comunicar,
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transportar y estimular el crecimiento celular en sitios especificos del organismo, permitiendo
mayor iteracién entre las células y, como consecuencia, el crecimiento de tejido nuevo. Nuestro
interés se centra en nanofibras de acido polildctico (PLA) y 4cido polivinil alcohol (PVA) (ver
Figura 1.7) de gran porosidad obtenida por electrohilado. El PLA es un polimero derivado
del acido polilactico el cual es un poliéster alifatico termoplastico derivado del almidén del
maiz, tapioca o cala de azicar. Se ha utilizado en la biomedicina para generar andamios ce-
lulares, para la obtencién de membranas poliméricas, entre otras cosas. El PVA, a su vez, es
un polimero derivado del dcido polivinil alcohol, utilizado como barrera contra la humedad,
farmacos y un empaque en alimentos. Este polimero es soluble en agua y etanol e insoluble en
solventes orgdnicos. Ademds, es un material biocompatible biodegradable y comestible como
se ha demostrado en investigaciones pasadas.

o) CH H
| |
L bl HOOH g

Figura 1.7: A) estructura quimica de PLA, B) estructura quimica de PVA.

1.6. Marco experimental

En un estudio reciente [14], se monitored el proceso de cicatrizacién en ratas Wistar tratadas
con membrana PLA/PVA y quercus ilex, las cuales fueron comparadas entre si y su grupo
control. En la Figura 1.8 se muestran las graficas de la evolucién temporal del cierre de la
herida de los diferentes tratamientos de una rata Wistar.

Este estudio junto con otros [26,27] sirven de base para poder modelar la cicatrizacién y
asi tener una mejor comprension de la dindmica subyacente. Por tal motivo, en la siguiente
seccidn se expone los modelos méas importantes que se pueden encontrar en la literatura,
siendo clasificados por la forma de sus ecuaciones.

1.7. Modelos de formacién de patrones

La genética puede tener un papel central en la formacién de patrones en los diferentes
tejidos [28], sin embargo, no da un mecanismo de cémo los procesos fisicos y quimicos dan
lugar a los diferentes patrones espacio-temporales observados, por tal motivo, se ha buscado
modelar dichos procesos en la formacién de patrones, generandose un extenso compendio de
modelos que buscan explicar sus diferentes propiedades y patrones. Estos modelos se clasifican
en: 1) mecano-quimicos, 2) movimiento celuar y 3) reaccién-difusién-adveccién®, el tercer tipo

! Adveccién: transporte de alguna magnitud escalar, tales como temperatura o densidad, por medio de una
cantidad vectorial, como lo son la corriente del viento o el campo magnético.
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Comparacion de Areas en rata 3
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Cronologia en dias

Figura 1.8: evolucién temporal del tamano de la herida de una rata, en la que se muestra el
tratamiento de quercus(linea continua cian AQ), membrana con quercus (linea discontinua
roja AQM) y membrana (linea continua amarilla AM), asi como la evolucién de su grupo
control.

de modelo se refiere a modelos que consideran tanto las propiedades de los sistemas mecano-
quimicos como los de movimiento celular.

1.7.1. Mecano-quimicos

Estos modelos, se caracterizan por describir la formacion de patrones, considerando tanto
fenomenos de dispersiéon como de cambio quimico, a través de una combinacién lineal de
la ecuacién de calor con ecuaciones de reacciones de quimicas en un sistema de ecuaciones
acopladas. En general, la forma mas simple que pueden tomar este tipo de modelos es

ou 9
E = Dlv u + f(u, U)
ov 9
a - DQV (Y + g(u, U),

(1.1)

siendo u = u(x,t) y v = v(x,t) concentraciones que suelen interpretarse como quimicas,
que estan en la posicién z y momento ¢, D1 y Do son los coeficientes de difusion y f, g es la
cinética quimica. Notar que la complejidad del sistema depende de la eleccién de las funciones
f v g, siendo intratable la resolucién del sistema cuando dichas funciones no son lineales.
Por otro lado, se puede obtener informacién del sistema con un conjunto de restricciones que
producen difusion-driven, que es el fenémeno de difusion conducida, es decir, difusién mediada
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por las concentraciones quimicas. Estas restricciones se obtienen de un anélisis lineal, ademads,
son independientes de la eleccién de las funciones f y g, como se ve en las ecuaciones (1.2)

Jutge < 0
Jugo — fogu > 0
D1g, + D2fu > 2\/1)11)2 (fugv - fvgu)'

(1.2)

El primer modelo de este tipo es el desarrollado por Alan Touring durante los afios 50 [1].
Este modelo tiene dos concentraciones quimicas como variables, en la que se incluye tanto la
cinética quimica de la reaccién, con una dependencia lineal, como la difusion de los quimicos,
la cual depende sélo del dngulo, tal como se muestra en las ecuaciones(1.3)

0X 0?°X
oY v 02X

o ?W—i—c(X—h)%—d(Y—k)-
(1.3)

En dicho trabajo se muestra que estas ecuaciones son estacionarias cuando la difusion es
cero, por lo que el sistema es inestable en presencia de difusién. Bajo las condiciones (1.2)
pueden formarse patrones como el que se ve en la Figura 1.9

N
Y

Figura 1.9: Patrén formado por las ecuaciones de Turing

La solucién general del sistema (1.3) son funciones exponenciales, lo cual no es muy realista,
ademds de que no se observa la difusiéon conducida. En los anos 70 y 80 se propusieron
modificaciones a las funciones f y g de manera que no sean lineales, creando modelos més
realistas y complejos. Algunos ejemplos representativos son:

1. El modelo de Gierer-Meinhardt [29]:

2
fluv) = a—pfu+t
g(U,U) = 5U2—7’]’U,
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donde «, 8,7, y 1 son constantes positivas.

2. El modelo de Thomas [30]

Vo, uv

Kp, +u+u?/K;
Vo,uv

Ky +u+u?/Ky’

flu,v) = a(ug—u) -

g(u,v) = Bvo—v)—

(1.5)
donde ug, vy, o, B, Vin, Ky v K son constantes positivas.
3. El modelo de Gray-Scott [31]
flu,v) = —w?+F(1—u)
g(u,v) = ’U”UZ - (F+ k) v,
(1.6)

donde F' y k son constantes positivas.

Estos modelos generan patrones interesantes, como se puede ver en algunas investigacio-
nes, por ejemplo, en el estudio de Lee de 1994 [32], que produce los siguientes patrones que
coinciden ademds con datos experimentales (ver Figura 1.10).

Laboratory experiment

Figura 1.10: patrones obtenidos de la soluciéon del modelo de Lee comparados con datos
experimentales.

A pesar de ser modelos representativos, ninguno de estos generaron difusion conducida por
problemas técnicos, pero en 1991, Lengyel y Epstein propusieron el siguiente modelo que si
logré manifestar dicho fenémeno [33], cuya cinética esta dada por las ecuaciones (1.7).

flu,v) = ki —u—

uv
g(u,v) = k2<u—1+u2)v
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donde u y v son concentraciones yoduro y clorito, respectivamente, y k1 y ko son constantes
positivas.

1.7.2. Movimiento celuar

Este tipo de modelo considera fenomenos de adveccién, tales como la quimiotaxis y la
haptotaxis, ademas de considerar la difusién y cambio celular?. Se parte de un estado estable
homogéneo en la densidad celular y se somete a difusién y advenccién. La forma general de
estos modelos tiene la forma siguiente

887; = D,V?n— V- (x(u)nVu) + f(n,u)
ou 9
a = D,V u+g(u,v).

(1.8)

donde n = n(z,t) denota concentracién celular y u = u(z,t) concentracién quimica, con
una posicién x en un momento t, D, y D,, son los coeficientes de difusién, las funciones f y g
consideran la proliferacién y degradacion de las células y x incorpora el grado de sensitividad
de la adveccién. Un buen ejemplo de este tipo de modelo es proporcionado por Oster [34], que
tiene la forma

on 9 ou

% = DV*n —aV - (nVp) -V - <n8t)—|—rn(N—n)
dp ou

o~ Y ("m) ’

(1.9)

donde n es la densidad celular y p la densidad de la MEC, D,«a,r y N son constantes.
En este caso la proliferacién y degradacién estd determinada por la ecuacién logistica y la
adveccion es debido a haptotaxis, representado por wu.

Algunos anos después Ngwa y Maini mostraron que el modelo produce patrones espacio-
temporales [35], dichos modelos se muestran en la Figura 1.11

1.7.3. Reaccidén-difusion-adveccion

Combinando los modelos anteriores pueden describirse fenémenos mas complejos, por ejem-
plo, una célula expuesta a dos tipos de quimiotaxis. La forma mads simple que tienen este tipo
de modelos es

2En analogfa al cambio quimico de los modelos de reaccién-difusién.
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Figura 1.11: patrones obtenidos de la solucién del modelo de Ngwa y Maini a diferentes
tiempos.

8’& 2

E - -Dlv u + f(ua ’U)

% = D2V2v + g(u,v)

%’Z = D,.V*n—V - (xu(u,v)nVu) — V- (xo(u, v)nVo)

(1.10)

donde u y v son concentraciones quimicas, n es la densidad celular, x, y x» son funciones
quimiotacticas. Un buen ejemplo es el modelo de Hofer

% = V- (uVn — x(v)nVu)
O M) () — (o) + ) fo)] + V2
?;t) = —g(u)v+ a(u) (1—wv)

(1.11)

los cuales producen patrones muy interesantes que cambian en el tiempo, como se ve en la
Figura 1.12.

Las aplicaciones que tienen estos tipos de modelos se exponen en libros clasicos de la
literatura de esta area, como lo es [36]. Ademds de aplicaciones mds particulares como la
formacién de un gran nimero de patrones presentes en las conchas de mar [37] y la formacién
de los patrones de las alas de las mariposas [38].



1.8. MODELACION DE REGENERACION CUTANEA 15

5 min

Figura 1.12: patrones obtenidos de la simulacién del modelo de Hofer.

1.7.4. Nueva forma de simular adveccion

M. Mimura, T. Tsujikawa desarrollaron un modelo cuya quimiotaxis tiene una sola va-
riable e incluyeron una taza de proliferacién igual a la ecuacién logistica [39], como se ve a
continuacién

% = DV?u—aV - (uVp) + f(u)
op 2
il VZp —bp + cu.

(1.12)

Bajo condiciones adecuadas, este modelo tiene la peculiaridad de formar patrones espa-
ciales que cambian en el tiempo [40], hasta que llega a un estado estable, donde ya no sigue
evolucionando. Este comportamiento es interesante porque las heridas cicatrizadas tienen la
misma dindmica. El patrén que se genera tiende a ser muy simétrico, como se muestra en las
Figuras 1.13 y 1.14, en las que se ve su evolucién temporal tanto antes como después de haber
alcanzado el estado de equilibrio.

1.8. Modelacion de regeneracion cutanea

1.8.1. Modelo monocapa epitelial de reaccion-difusién

Existen una diversidad de modelos que explican el proceso de cicatrizacién, muchos de
ellos son demasiado complejos [7,8], sin embargo, recientemente se ha elaborado un modelo
mas simple que reproduce los mismos resultados [10]. Los primeros modelos toman en cuenta
poblacién de varios tipos de leucocitos, asi como la presencia de distintos agentes nutriciona-
les y de transporte. Mientras que el modelo més simple sélo toma en cuenta la poblaciéon de
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Figura 1.13: evolucién temporal del mode- :
lo en la que se muestra la progresiva for- Time
macién de un patrén en forma de panal de
abeja.

Figura 1.14: evolucién temporal del modelo
una vez alcanzado el estado de equilibrio.

fibroblastos y la dindmica quimica como un todo, es decir, es un modelo de reaccién-difusion-
adveccion.

En la tesis de maestria de Johana Diaz [10], se propone un modelo de regeneracién cutanea
considerando dos variables, una unica capa celular ¢ que interactia con un morfégeno G. La
capa celular modela a los queratinocitos pues es la capa mas superficial de la piel, la cual estd
poblada mayormente por queratinocitos, mientras que el morfégeno modela a los factores de
crecimiento (GF por sus siglas en inglés), ya que son los principales responsables de la proli-
feracién celular.

En el modelo se considera la difusién tanto de los queratinocitos como de los GF, ademas
de la proliferacién celular, la quimiotaxis de queratinocitos en presencia de los GF y una
fuente de GF que es ’frenada’ conforme la capa llega al punto de saturacién o punto critico

Ye.
0
a—f = DyV*+ V- (XV¢) + Py (1 - %)
oG 9
% = DgV*G + Sg — G —vGy, (1.13)
con )
. TQG
X = ——veTs (1.14)

Este modelo logra reproducir la regeneracién de la epidermis, sin embargo, no proporciona
informacién sobre la morfologia de la piel, como se puede ver en la Figural.l15, ademds, no
considera la dermis.

Este modelo se inspiré de otros trabajos recientes [9] [36,40] que presentan formacién de
patrones como sistemas de reaccion-difusion, los cuales vienen de un primer trabajo hecho por
Alan Turing [1] como ya se ha mencionado. Estos modelos son ttiles para el estudio de la piel,
pues como se vio en la seccion 1.2, la piel tiene patrones formados por las células y su matriz
extracelular. Ademas, los valores de los parametros son tomados de un trabajo publicado por
Bianchi en 2015 [41]. Finalmente, este modelo se generaliza en el siguiente capitulo, de manera
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Figura 1.15: proceso de regeneracién de la epidermis modelado por las ecuaciones (1.13).

que incluya tanto la dermis como la epidermis y as{ dar una descripciéon mas completa de la
dindamica de la piel.
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Capitulo 2

Modelacion, analisis y métodos
numeéricos

2.1. Modelo bicapa epitelial de reaccion-difusion-advenccién

El modelo expresado en las ecuaciones (1.13) genera resultados deseables, sin embargo
como se vio en el capitulo 1, la piel estd compuesta por tres capas, de las cuales la dermis y la
epidermis son las de mayor actividad en la regeneracion cutanea, por tal motivo proponemos
extender el modelo que contenga la capa de la dermis. Dado que la dermis presenta interaccion
de largo alcance [42] y la epidermis solo de corto alcance, las ecuaciones (1.13) modela a la
epidermis, a la cual se le agrega un término yGv, para conseguir un comportamiento tipo
predador-presa y asi tener un crecimiento poblacional controlado, ademés de que aumenta la
simetria en las ecuaciones. Se ha hecho investigacion en la que parece razonable que la dermis
contenga un término de interaccién de largo alcance [42], el cual se modela con el operador
—A (V2 + 1)2. También es conveniente incluir un término de haptotaxis en presencia de los
GF, que es analogo al término de quimiotaxis de los queratinocitos en la epidermis. Se agrega
un término de proliferacién no lineal sino cuadratica pues la literatura reporta que los términos
cibicos en la ecuacién de Swift-Hohemberg estabilizan la produccién celular [42]. En cambio
no contiene un término tipo predador-presa, pues la capa més profunda de la piel tiene un
contacto directo con nutrientes y por lo tanto un crecimiento méas auténomo. Para incluir
la interaccién de la dermis con los GF de forma que esté presente durante todo el tiempo
en el que la dermis no haya alcanzado su punto critico, se agrega a las ecuaciones (1.13) un
término proliferativo que funciona como ’anclaje’. La Figura (2.1) resume esqueméticamente
lo anteriormente explicado.

De esta forma el modelo extendido para las variables de densidad celular de la epidermis
¥, densidad celular de la dermis ¢ y concentracién de GF G, toma la forma siguiente

19
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20
Epidermis Yueratinocitos
prierms Famina basal — QPLranm)mtm <
Fibroblastos \__ 1
Dermis - « GF
Hipodermis Adipocitos — Fibroblastos
Macrofagos, neutrofilos, linfocitos y fibroblastos = Grow factors (GF) = Fibroblastos y queratinocitos
Citoquinas = citosinas proinflamatorias (interglucina 1T y VI)
Figura 2.1: esquema de la extensién del modelo (1.13)
0
3—;& = DyV*P+ V- (xy V) + Pyt (1 - %) + Gy
c
oG
T — DEV2G+Se—11G =G |+ (1- 2
ot e
(3(,0 2 2 14 ?
- = “A(V’+1) o+ V- (x,Ve)+ Pop |[1- =) |. (2.1)
ot Ve
con
GZ
2 (2.2)

XT/),QO = 7.317[)7@ + G4.

Cada expresion algebraica del sistema de divide como sigue

a
s | 3¢ = DoV Py (1 ) wi) +7 - (xg79) +yG¥

[~ - T
Difosidn celolar | | Adveccién celular en presencia
Proliferacidn celular de GF (Qimioquinas)
a6 ) P
Morfégeno - at _lDGV Gl—l_ S5¢ —nG—yG|Yy+o 1—;
—_— = = [

Difusion GF  Fuente Decammuento
Interaccién celular con GF (Citoquinas)

s '
Dermis { P _ —AVZ+ k)20 + Pyo (1 — (QDE) ) +V- (Xr,a"?@)

at —
[s
Interaccidn de larpo alcance T Adveccitn celular en
k=1 Proliferacitn celular i Fﬂ;mﬁ-‘; de GF )
generalizada (Criimioeguinas)

donde la quimiotaxis y haptotaxis estan expresadas respectivamente por
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Tsz rzGZ
A, T G* Xe =, TG
Quimiotaxis Haptotaxis

Los pardmetros se llaman de acuerdo al término algebraico al que esta asociado, asi, a Dy,
se le llama coeficiente de difusion celular v, Py es la proliferacion celular v, 1. punto critico
Y3 T2, T3y Y T3, pardmetros quimiotdcticos, v pardmetro de interaccién, Dg coeficiente de
difusién celualar, Sg fuente de GF, r; coeficiente de decaimiento, A\ indice de largo alcance,
P, proliferacién celular ¢ y ¢. punto critico .

Como se puede ver en la Tabla 2.1 se toman los pardmetros Dy, Dg, 71,72, %, 7, Sc del
modelo dado por las ecuaciones (1.13), ademads, los pardmetros r3, y Py son anilogos a r3 y
Py, del modelo ya mencionado, sin embargo, se toman dos rangos para testear su sensibilidad
paramétrica. Para el parametro 1. se modifica su valor a voluntad, pues ese pardmetro controla
la poblacién méaxima de ese tipo celular y por tanto no modifica el resto de parametros. Los
valores de los pardmetros r3,, Py y A se obtienen por experimentacién in silico, mientras que
e se tomo de la misma manera que ..

sz DG T1 2 R T3p Pw P¢ Lbc Pe Y SG A
0.4 1 0.006 | 11.0 f 10" [ r5y [ 8x108 P, Jo5]01]03]0014]19]02

Tabla 2.1: valores de los parametros

donde 73, € (800,80000) U (8 x 108,8 x 10'%), py, € (0.5,15.0)

2.2. Metodologia teorica del estudio del modelo matematico

En lo que sigue, se desarrolla una metodologia para estudiar la dinamica de las ecuaciones
del modelo matematico propuesto para investigar los mecanismos subyacentes del proceso
de regeneracién cutanea. Dicha metodologia consiste en emplear el Analisis de Estabili-
dad Lineal [36] convencional para tratar modelos matemdticos constituidos por sistemas de
ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales o sistemas de ecuaciones diferenciales parciales
como los descritos en la seccién 1.8. Ademds, se propone una serie de calculos en forma de
pasos para obtener las regiones de estabilidad del modelo en el espacio de parametros. Estos
pasos se proponen como la reflexion alcanzada a través de una exhaustiva revisién de articulos
de investigacion [43,44] y libros de texto cientifico [45,46]. El espacio antes mencionado, se
construye con parametros de control que fueron elegidos en forma heuristica y bajo el su-
puesto de una mayor influencia directamente en la dindmica del modelo, es decir, se eligen
los pardmetros de control més sensibles (posiblemente) del modelo matematico. Este espacio
contiene zonas de sensibilidad paramétrica donde tiene lugar la dindmica inestable del modelo
propuesto y es objeto de estudio para explicar los diferentes comportamientos del proceso de
regeneracion cutanea, asi como sus alteraciones por agentes externos como en este caso: debi-
do a la interaccion de la piel con biomateriales en forma de membranas o extractos de corteza
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de drbol (quercus ilex). Mds atin, es de este espacio de pardmetros que se toma la eleccién
del valor numérico de los pardametros de control desconocidos, para resolver numéricamente
las ecuaciones diferenciales parciales no lineales del modelo propuesto. La eleccién del método
numérico dependerd de su practicidad y equipo de computo que se disponga, asi como del
lenguaje de programacién o plataforma seleccionada por su simplicidad y flexibilidad para
implementacién numérica. En general se sabe que existen a grosso modo tres tipos generales
de métodos numéricos [47]: a) método de diferencia finita, b) métodos de elemento finito y c)
métodos espectrales (transformadas de Laplace o Fourier). En este trabajo fueron explorados
los dos primeros tipos de estos métodos, pero tinicamente se presentan los resultados de la
solucién numérica obtenida por diferencia finita, puesto que los resultados son confiables al
implementar su programacién en lenguaje Python y sus librerias.

2.3. Analisis de estabilidad lineal

Es bien sabido en la literatura que la formacion de patrones de sistemas de reaccion-difusion
se encuentra alrededor de los puntos de estabilidad [1]. Para poder estudiar dichos sistemas
analiticamente, se hace una aproximacién lineal, cuyos pasos a realizar son los siguientes:

1. Célculo de puntos fijos;
2. Célculo del Jacobiano;
3. Célculo de valores propios y

4. Célculo de inestabilidades e identificacion.

En esencia, lo que se busca es encontrar las soluciones de las ecuaciones (2.1) donde el sis-
tema es estable, luego hacer una pequena perturbacién a su alrededor para crear inestabilidad
y finalmente hallar las soluciones en dichas regiones. A continuacién, se analizan cada uno de
los pasos a realizar de forma ma&s puntual.

1. Puntos fijos

Los puntos de estabilidad se encuentran donde no hay dinamica, en otras palabras, donde
los operadores diferenciales son nulos, asi

0 = P, (1 - :f) +AGY = f(,G) (2.3)

0 = Sg—nrG-1G [@bﬂo(l—;)] = g(¢, G, ) (2.4)

c
© 2

- (2)
Pe

1

0 = Pyyp — Ap = h(p). (2.5)

Despejando a ¢ de (2.5) obtenemos

'Los célculos explicitos se pueden encontrar en el apéndice A.1
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A
= = fpeq |1 — =, 2.
=0 7 p=tp P, (2.6)
de donde se obtiene la condicién
P, > A (2.7)
Despejando a 1 de (2.3) obtenemos
G
b=0 . Y=0 (7 - 1) (2:8)
Py
Sie =0y 1 =0, la ecuacién (2.4) se reduce a una ecuacién lineal
S, S,
G = £ ('l)[)(],GO,(,OO) = <0, G,0> . (2.9)
m ™

Sip=0y Y =1, (% + 1), la ecuacién (2.4) resulta en una ecuacién cuadratica en G,

que al resolverse se obtiene

_ Pq/, 1+ '+ \/5
(wl)Gla ()01) = <T1 I‘;va Pi;/) T1+E‘24i“\/7 0>
— (2.11)
T Py r
(2, G2, p2) = < 1=LovD Py nTovD g )

donde I' := yt)., P := Pyry, S :== Sgr1 y D := (I' + r1)2 + ‘g—wr. Asimismo, se obtiene la
condicién
45T

(T +r1)? +P7z >0 (2.12)

Sip= i«pcﬂ y ¥ =0, de la ecuacién (2.4) se despeja G como
Sa

Gows = , 2.13
" o [EVDs Dl 21

donde Dy :=1— P% y ¢ := yp.. Ademas de obtenerse la condicién
i+ ¢ [i\/D —DA} £0 (2.14)

(d}?n G37 SOS) = (07 Mﬁ? Sﬂc\/lTA)
. (2.15)

(Y4, Ga, 1) = (07 Mﬁ; —%@) .
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Si o = tp/Dpy =1 (% + 1), la ecuacién (2.4) resulta en una ecuacién cuadrética

en (G, que al resolverse se obtiene

P, 11+ T +6 [EVDx — Da] £,/(r1 + T + 6 [£V/Dy — Da])* + 4T

Gport =2 2.16
ok 5 T (2.16)

En la cual debe cumplirse la condicion

45T

<r1+1“—|—<;5[i\/DiA—DA]>2+Pw>O (2.17)

)
)
(2.18)
)
)

en adelante denotaremos al conjunto de puntos fijos como (¢g, Go, po). Finalmente, la
Tabla 2.2 resume todos los puntos fijos encontrados.

2. Jacobiano en puntos fijos

Ahora se procede a realizar una pequena perturbacién alrededor del los puntos fijos de la
forma v, = Yo + 69, G, = Go + G y pp = @o + dp. Luego se hace una expansién de la
funcién f en entorno a los puntos fijos y se desprecia los términos cuadraticos y superiores

f (wa G7 90) = f (¢p> GZM SOP) + 8¢f (wpa Gp7 SOP) W - wo - (W)
+06.f (Yp, Gp, p) (G — Go — 0G) + 0 f (Wp, G, ©p) (@ — pp — 0)(2.19)

Notar que

I f (p, Gpypp) = f(,G,0) =0,
(] (¥p, Gp,p) = (¥, G, p),

[III] (¢ — ¥ — 01p, Gp — Go — 0G, ), — o — 6) = (=6, —=0G, —dyp),

entonces
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Punto fijo

Raices

Restricciones

(1/]07 G07 <700)

[

ry #0

(wlv G17 801)

r1=T+vD Py r14+T+vVD 0
-2y v -2

77 0# Y
Py #0
(L +7r1)° + 50 >0

(1/127 G27 902)

7’171—‘7\/5 &T’1+Ff\/ﬁ O
27 Ty —or

Y7 0F e
Py #0
(L +71)* +%5F >0

(v3,G3,¢3)

Sg
<0’ r1+¢[VDA—Dj ]’ soc\/lTA>

P,> A
r1+ ¢ [v/Dx = Dal #0

(Y4, G4, p4)

Sa o /
(0’ T1+¢[*\/E*DA]7 e DA)

P, > A
r1+ ¢ [—vDy — Dyl #0

(¢5,Gs5, ¢5)

G
(% (%7%—"’ + 1) aGw,go-&-Jra PecV DA)

P

770 F e
Py #0
P, > A
(r1+ T+ [VDx — Da])> + 4L > 0

(T/)Ga G67 906)

(ve (X% +1) . Gyp+,—0ev/Dy)

v # 07 e
Py #0
P, > A

(T1+F+¢[—\/DA—DA])2+% >0

(11&75 G77 807)

G _
(% (HTW + 1) Gt —s %\/DA)

v # 0 F# e

Py #0

P, > A
(7“1+F+¢[\/IT—DA])2+4]§7F>O

(v8, Gg, ¥g)

(e (42— +1) .Gy —pev/Di)

v # 0 # e
P, #0
P, > A

(r +T+¢[-vDx— Da])* + 55 >0

Tabla 2.2: puntos fijos, donde las variables auxiliares I', P,.S, D, Dy v ¢ estdn dadas por
Ve, Pyr1, Sgry, (I + 7“1)2 + %{, 1-— P% v Y. respectivamente.
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JW,G0o) = 0yf (o, Go, o) (=) + g f (Yo, Go, wo) (—0G) + 0 f (o, Go, po) (—d¢p)
= — (fp0h + fG0G + f,00) | (o,Go.0)» (2.20)

donde el subindice de f denota derivada parcial respecto a alguna variable. De manera
similar, encontramos expresiones analogas para g y h.

Por otro lado

Dby = DO , &G, = 9,6G : A = 0idep. (2.21)

Si definimos un vector como sigue

== =) + 62 (2.22)
o 0

= | Gy : == | sc (2.23)
©o dp

podemos reescribir el sistema (2.1) en términos del Jacobiano

6155 =-J= = 615(55 = —-Jé= (224)
donde
fo fa fo
J=1 9 9¢ 9o ; (2.25)
h¢ ha hso (%0,Go,%0)
en la cual
fo=Ps(1-28) +1G fo=v fo=0
gy = —G QGI—T1—7[¢+S@(1—£)} ng—vG(l—Qﬁ)
2
hy =0 he =0 hw:P¢[1—3<5€”—A

(2.26)

3. Valores propios

Cuando se encuentra una soluciéon temporal se dice que es de orden cero, y si se encuentra
una solucién espacio-temporal, se dice que es del orden del niimero de dimensiones espaciales.
Para este caso, se consideran dos dimensiones espaciales, asi que este andlisis es de orden dos.

Es evidente que la solucién a (2.24) es una perturbacién
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SE=E—-Fg=[ 4y | e, (2.27)

donde X son eigenvalores de J y A sus eigenvectores (vectores constantes en términos de
los pardmetros del sistema), pues

—JE=-J (/Te_M) =—J (A’) e M = _2e~M = —\Z, (2.28)
por otro lado
O = 9, (A'e—”) = A9, (e_)‘t) = e = g, (2.29)

con lo que se obtiene la igualdad (2.24). Considerando este resultado, es posible reescribir
todo el sistema (2.1) como

HE = —AV'E+ DV?E 4+ V- (DVE) — JE, (2.30)

donde J es el Jacobiano evaluado en los puntos fijos y

00 0
A = 00 0 |, (2.31)
0 0 A
Dy, 0 0
D = 0 Dg 0 , (2.32)
0 0 —2A
Xy 0 0
d = 0 0 0 (2.33)
0 0 xo

Debido a que el sistema interactia constantemente con su entorno de manera que el mate-
rial entrante sea igual que el saliente, es razonable exigir condiciones de frontera (n - V) = = 0.
Entonces el sistema (2.30) lo podemos expresar explicitamente de la siguiente forma

(n-V)[E] = (n-V)[-AV*E+ DV?E+ V- (®VE) - JZ],
On-V)E] = (n-V)[-AV'E+ DV?’E+ V- (®VE) - JZ],
0 = (n-V)[-AV'ZE+ DV*Z+V - (®VE) — JE]. (2.34)
Ahora tomemos una perturbacién espacial similar a una onda
Ay .
SE=| Ay | RN (2.35)
Az

donde k es el vector de propagacion de la 'pseudo-onda’. Notar que (2.35) se puede separar

en una parte espacial X (r) = etk T y una parte temporal T () = Ae . Asf el sistema (2.34)

se simplifica a
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0 = (n-V)[-AV'X + DV?X + V- (dVX) — JX]|T. (2.36)

Por lo tanto,

—AVAX + DV2X + V- (dVX) - JX =0,

- 2.37
T = Ae ™, ( )

Por otro lado, si se toma el primer y el pentiltimo término de la ecuacién (2.28) se tiene

_JE=-A2 & (J-M)E=0 < |[J—-A|=0. (2.38)

De esta forma se tiene solucionada la parte temporal del sistema (2.35). Dada la naturaleza
complicada del sistema (2.37), se linealiza a los operadores espaciales del sistema (2.30) de
forma que = sea factor comun, ya que se pretende generalizar los eigenvalores y eigenvectores
de la ecuacién (2.38).

La parte no lineal del sistema (2.30) se encuentra en ®, asi que se linealiza V - (x4 V) y
V - (x,V¢). Es importante linealizar primero x. , y después diferenciar, pues si se hace en
sentido contrario, el resultado no puede tratarse.?

Se prosigue a linealizar x . Notar que

T2G2 o ’I“QG'2 1
rapp TG T3y, | 14 &

T3¢,

Xq/,’(p = (239)

lo anterior puede expresarse como una serie geométrica convergente cerca de cero siempre
G4

que | — Taw,w’ < 1, asi
1 > G*\" G* G®
G4:Z<—> =l-—+5——... (2.40)
1 - <77’3w ) n=0 T31’Z)’@ T3¢’SO r3¢#’
N
dado que —% estd préximo a cero, se puede despreciar los términos de mayor potencia
P

2Si se hacen los célculos, las derivadas resultantes son

, — iy (B =G : Ry (e =G
V- (xuVY) = kad)(rerGz; ) V- (e Vo) = =k X r3, + G4 )’

Al desarrollar en serie de Taylor, se debe poner la condicién de que la parte escalar sea cero, con lo que se
obtiene
3rsy — Gg
T3y + Gg

_ 2 37’3@ — Gé _
\% (XAPVSD) = -k X0 ( 7"37<p T Gg © s wo = 0.

donde xyo,00 €s la funcién xy,, evaluada en los puntos fijos. Este resultado implica que sélo puede usarse
puntos fijos que tengan la condicién mencionada, con lo cual se pierde informacién importante del sistema.

V‘(vaw)Z*kPX«po( )w  we=0.
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6
NEpaL: <G2 ¢ > (2.41)

T34, T34,

Ahora se calcula las derivadas espaciales. Se obtiene el gradiente a partir de la ecuacion
(2.35)

Vo) = V (4ho + ) = Za (Ale ) eu = A1FTNN" g, (ZE F) 0 = ikOY, (2.42)
asi

V¢ =ikdy , VG =ikéG , Vi =ikdp. (2.43)
Luego

V- (xp Vi) = Vg - VU + X V2 = OuxyOuth + Y X0t (2.44)

donde J, es una derivada parcial respecto a una coordenada rectangular arbitraria. Después

_ 2 2 G
Zu:auxwuw = Zaa ng (G Tw)] DGO
6G°Y . .
— Z o <2G — 77“31;, > (iky0G) (1ky01)) (2.45)

este término se desprecia dado que es de orden dos. Para el otro término se tiene

D xwlitr = D X0 (ikudt))

= —k*xyuo0. (2.46)
Por lo tanto
6
V- (xe Vo) = —k2—2 [G2 - G] 01 = —k%xy 00 (2.47)
7'31/, 7'31/,
De manera analoga
6
V- (X, V) = 22 {GQ ¢ } 5 = —k?x 0. (2.48)
T3p T3¢

Al evaluar a GG en los puntos fijos, queda completamente linealizada la parte de ®. Entonces,
los operadores diferenciales de (2.30) operados sobre (2.35) resultan en

V2E = —k’= , viz = k= , OE = —\E
V- (PVE) = —k’LE (2.49)
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con

T34

2 0
L = 0 0 0 , (2.50)
0 0

GG
T2 N
e -]

T3¢,

. GS
Y Xopp = 72 [G%_ D}

XAw 0 0
L = 0 0 0 (2.51)
0 0
Por lo tanto el sistema (2.30) se convierte en
—AE = —k'AE - k’D=E - K’LE - JE. (2.52)

Entonces

KA+ (D+L)+J-MN)E=0 & [K'A+k*(D+L)+J—A|=0. (2.53)

Asi
000 Dy+xXy O 0 fo fa 0 A0 O
oo o |+k 0 D¢ 0 +| 96 9¢ 9o || 0 X 0
00 A 0 0 —2A+x, 0 0 hy 0 0 X
k2(D¢+){¢)+f¢—)\ fa 0
Gy kD¢ + ga — A 9o =0. (2.54)
0 0 KA+ k2 (—2A + Xp) + hy — A
Luego
. k2 (Dy + Xy) + fo — A fa
EAA + K2 (—2A + Y,) + hy — A v T Xy) T Jy
( ( Xe) ® ) ga k’Dg + ga — A

= (KA + K (=20 +Xp) + hy = A) [(K* (Dy +Xp) + fo = A) (K De + g6 — A) = fagy]
(2.55)

Definiendo

M A=FkA+E*(—2A+X,) + he,
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[II] B =k?(Dy + X¢) + fos
[II1] C = k*Dg + gq,
[IV] D = fagy,

la ecuacién (2.55) se reescribe como

(A=N[(B-X(C-X—-D]=(A-)\)[BC—(B+C)A+X*—D] =0,

entonces

M=A 6 N—(B+C)\+BC—-D=0,

B+Ci\/(B—C)2+4D
5 .

M=A 6 Ma=

La Tabla 2.3 resume los valores propios encontrados del andlisis.

Valor propio Expresién
Ao KN+ k% (—2A + X)) + hy
" k2(Dy+Da+Xy )+ fy+96+\/ [k2(Dy—Da+xy) +fo—96] +4fcgy
p)
Ay k2(Dy+Da+Xy )+ fo+aa—y/ [k2 Dw—DG-f—le)+fzp—gc]2+4ngzp
p)

Tabla 2.3: valores propios

31

(2.56)

Los valores propios tienen un parametro libre k, del cual se toman los maximos y minimos,
ya que en esas zonas suele ocurrir la formacion de patrones, porque son los modos de oscilacién.

Por esta razén, se prosigue a derivar los valores propios

X

= 4k3A + 2k (=2A + v,
- E°A + 2K ( + Xo)

= 2k (2K°A + (—2A + X))

L Xe
k=0 k=4y/1-22
’ 2

2Bk(k?B + C)
\/[k2B +COP+D

asi

Para A1 y Ag se tiene

A2

=kA+
dk

=0

donde

(2.59)

(2.60)

(2.61)
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I A= Dy + D¢+ Xy,
[II] B = Dy — Dg + Xy,
[III) C = fy — 9a,

IV] D =4fagy.

Despejando a kA de la ecuacién (2.61) y elevando ambos miembros de la igualdad al
cuadrado se tiene

., 4B%2 (KB +0)

kA 2.62
(k) k2B +C)* + D (2.62)
luego
4B*2 (KB + ) = k¥ A2 (B + C)° + k*A’D
= K [(WB+0)* (42~ 4B?) - A*D| = 0 (2.63)
entonces
=0 , (K¥B+C)*(A2=1)-42D=0 (2.64)

del segundo término

= k'B*(A? - 4B?) + K?2BC(A? — 4B?) + C?(A? —4B? + A’D) =0
_ —2BC(A? — 4B?%) + \/2BC(A? — 4B?) — 4B?(A? — 4B?)(C?(A? — 4B?) 4+ A?D)

]{32
5B?(AZ _ 4B?)
_C+ AYDEB? — A7)
2 _
= M= g —apy
. [~c+ayDaBT— A7)
= k= jE\/ B(A? —4B?)

b — 4| e =96 £ Dy + D + Xy)V/4fc94(Dy = 3Dc + Xy) BDc — Da + 3Xy)
(—D¢ +3Dqg — )&/,)(—3DG + Dg — 3)@,)
(2.65)

Se tiene un total de 6 raices, las positivas se asocian a A1 y las negativas a Ao. En la Tabla
2.4 se resume los modos de k asociados a A con sus respectivos valores.

Hasta este punto se tienen las condiciones necesarias para encontrar puntos con inestabili-
dad, sin embargo, no son suficientes para describir explicitamente en que regiones se encuen-
tran las inestabilidades, como se muestra en la seccién 1.7. Por tal razén se prosigue a hacerlo
numéricamente, como se muestra en la siguiente seccién.
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Valor propio | Modo kg Modo kq Modo ks
y o = Sk
\ 0 —C+A\/D(AB2—A2) —C—A\/D(4B2—A2)
1 B(A2—4B?) B(A2—4B?)
A 0 —C+Ay/D(4B2—A2) —C—A/D(4B2—A2)
2 - B(A2—4B?) - B(A2—4B?)

Tabla 2.4: modos de k asociadas a A, donde las variables A, B,C' y D estdn dadas por Dy, +
D¢ + Xy, Dy — Dg + Xy fo — 9a Y 4fcgy respectivamente.

4. Calculo de inestabilidades e identificacién

Partiendo de la ecuacién (2.35), el vector de onda k sélo tiene sentido fisico si es real,
mientras que el valor propio tiene libertad de ser cualquier niimero complejo. Asi, se tiene los
siguientes casos

= Caso: keR y AeR

ei(??) e M (2.66)

dicha ecuacion corresponde a una onda estacionaria que decrece asistoticamente.

= Caso: keR y A = A\, + iweC

ei(?'?_wt) e Mt (2.67)

dicha ecuacién corresponde a una onda viajera que crece o decrece segln sea el signo de
Ar. De aqui se tienen dos subcasos mas

e Subcaso: A\, < 0 y weR. Entonces, la onda crece sin cesar y por tanto es inestable.

e Subcaso: A > 0 y weR. Entonces, la onda decrece asintéticamente.

Se comenta brevemente que hay dos tipos de inestabilidades, Turing y Hopf, las primeras se
obtienen si al menos un A, (k.) < 0 para algiin modo k. y w = 0, las segundas se obtienen con
la misma condicién para A\, y w # 0, pero para nuestros propésitos no es de mucho interés3.
En el andlisis siguiente se prosigue a calcular y graficar los valores propios, asi como aplicar los
criterios antes descritos para hallar inestabilidades. El analisis estard dividido en dos casos,
en el primero 13y # 73, y en el segundo 3, = 3.

3Para un estudio detallado de este tema, se puede revisar la referencia [48].
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Caso: T34 7& T3¢

De la referencia [10] se toman la mayor cantidad de valores para los parametros del sistema
y se varian 73y y py. Dado que la naturaleza de r3,,p,, P, y ¢ es muy parecida a sus
contrapartes de la variable 1 se les dan valores similares, ademéas de considerar las restricciones
dadas en la Tabla 2.2 para tener sélo cantidades reales. Para « se toma un valor positivo menor
que uno, pues la ecuacién de Swift-Hohenberg crea patrones para dichos valores [42]. Asi, los
pardmetros resultan en 73, € (800,80000) U (8 x 108,8 x 10'9), p, € (0.5,15.0) y el resto de
ellos toman los valores de la Tabla 2.1.

Usando el célculo simbdlico con la libreria Sympy de Python se calculan los valores propios
A de la Tabla 2.3 en los puntos fijos de la Tabla 2.2 con las raices encontradas del parame-
tro k en la Tabla 2.4 y se evalian numéricamente con los valores de la Tabla 2.1 contra los
valores propios. Al hacer los cdlculos se concluye que los puntos fijos que toman valores del
pardmetro Py en el intervalo antes mencionado? convergen sélo los puntos fijos 0,1,3,4,5 y 7,
y divergen los puntos 2,6 y 8, toda esta informacién se resume en la Tabla 2.5. Ademads, se
tienen 17 tipos de graficas de valores propios que son acompanados por tablas en las que se
clasifica cada valor propio en un tipo de gréafica. Hay que mencionar que estas graficas son
sblo representativas, pues en general, cada una tiene diferente escala, lo que se conserva es
la forma y esto es suficiente, pues lo nico que se necesita para determinar si una regién es
estable o inestable es el signo del valor propio y no su magnitud.

Punto fijo G © P
0 0.172727 0.0 0.0
1 0.172705 0.0 0.10025 £ 0.000234
3 0.172818 | —0.232379 0.0
4 0.172716 | 0.232379 0.0
5 0.172796 | —0.232379 | 0.10025 + 0.000234
7 0.172694 | 0.232379 ] 0.10025 + 0.000234

Tabla 2.5: intervalo de los diferentes puntos fijos

Las Figuras 2.2, 2.3 y 2.4 muestran los diferentes tipos de graficas obtenidos, variando del
valor propio como funcién de los pardmetros 73 y Py. En el encabezado de cada grafica se
puede leer el punto fijo y modo al que corresponden, sin embargo, son sélo representativos,
pues mas adelante se da una tabla que clasifica todos los valores propios obtenidos en alguna
de estas gréficas.

4Notar que los puntos fijos son independientes de T'34) -
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Funto fijo (wp.Gg.9p), M1 Funto fijo (wg.Gg.9p), M1
Re

Im —

hy

Punto fijo (w .G g, 9g), M1 Funto fijo (w .G g.9p), M2

hy

Punto fijo (yg.Gg.9g), M2 Punto fijo (yq.Gg.¢q) M2

hy

TR RIS TRTNT |

Figura 2.2: gréfica representativa de A = X (r3y, Py). Cada inciso denota un tipo de grafica
diferente.
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Funto fijo (w1,G1,94), M1 Funto fijo (w1.G1,94), M1
Re

Im —

=

=
B,
NOo oo O

=
Y

B

NO oo B O

Punto fijo (w1,G1,9), ML Funto fijo (w1.G1,94), M1

Lo

Funto fijo (w1,G1,94), M2 Funto fijo (w2.G3,9,), M2
Re
m ——

2000 -

-2000 +
-4000
-6000
-8000 +
-10000 |
-12000 |

Lo

Figura 2.3: gréfica representativa de A = X (r3y, Py). Cada inciso denota un tipo de grafica
diferente.
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Punto fijo (w5,G 5, 9;), M2 Funto fijo (w2.G2.9,), M2

Funto fijo (y2.G3,9,), M2
Re
Im —

120000 -
100000 -
80000 |

4 60000 |
40000 | (i
20000 L ||

=
by

Mo od 0O
=
<

NOMD® AR O RN
I B R B S

N
KN

Figura 2.4: gréfica representativa de A = X (r3y, Py). Cada inciso denota un tipo de grafica
diferente.
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Se resume la informacion en la Tabla 2.6 con la siguiente numeracién. El primer ntimero
denota el punto fijo, el segundo el valor propio, el tercero el modo y finalmente el intervalo
de 73y se denota por r para (800,80000) y R para (8 x 103,8 x 10'°). Notar que el primer y
ultimo digito deben ser iguales para poder comparar las graficas entre si, pero si se quiere
saber si son inestabilidades de Touring®, se tienen que tener el tercer digito igual entre las
graficas comparadas.

Grafica Valor propio

423R

A 001r, 002r, 003r, 101r, 102r, 103r, 201r, 221r, 101R, 002R, 003R, 101R, 102R
103R, 201R, 221R, 301R, 302R, 303R, 321R, 322R, 323R, 401R, 402R, 403R, 421R, 422R

B 01lr, 211r, 311r, 411r

011R, 211R, 311R, 411R
012r, 013r, 021r, 301r, 302r, 303r, 312r, 313r, 321r, 401r, 402r, 403r, 412r,
413r, 421r, 601r, 701r, 702r, 703r, 801r,021R, 022R, 023R

wN)

012R, 013R, 312R, 313R, 412R, 413R

022r, 023r, 322r, 323r, 422r, 423t

111r

111R, 112R, 113R

121r

121R, 122R, 123R

122r, 123r

202r, 203r, 602r, 603r, 802r, 803

202R, 203R

212R, 213R

©] 4 kK< =l B B2 K] B B9 Resl A

222r, 2231, 501r, 502r, 503r, 511, 5121, 5131, 5211, 522, 5231, 6211, 622r,
623r, 721r, 722r, 723r, 821r, 822r, 823r, 222R, 223R, 501R, 502R, 503R, 511R, 512R,
513R, 521R, 522R, 523R, 601R, 602R, 603R, 611R, 612R, 613R, 621R, 622R, 623R, 7T01R
702R, 703R, T11R, 7T12R, 713R, 721R, 722R, 723R, 801R, 802R, 803R, 811R, 812R, 813R
821R, 822R, 823R

611r, 811r

711r

712r, 713r

Tabla 2.6: valores de los puntos fijos

Dado que la morfologia de las graficas es constante en casi toda la regiéon de estudio o
periddica, se toman las regiones donde el valor propio presenta mayor perturbaciéon y al me-

5Es claro que no existen inestabilidades de Hopf, porque w es nula, tal como se aprecia en todas las gréficas
de las figuras 2.2, 2.3 y 2.4.
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nos tiene un valor negativo para al menos un modo, como se describe al inicio de la seccién
del cédlculo de inestabilidades e identificacion, y por tanto se tienen las condiciones adecuadas
para la formacién de patrones. En la Tabla 2.7 se resume las regiones tomadas para su uso
en la simulacién desarrollada en el Capitulo 3.

Punto fijo T34 P, | Punto fijo T34 P,
0 10° 15.0 4 10° 0.5
80 x 103 | 15.0 103 15.0
8 x 108 0.5 80 x 103 | 0.5
8 x 108 | 15.0 80 x 103 | 15.0
8.1x10°f 0.5 8 x 108 | 15.0
8.1 x 107 | 15.0 8.1 x10° | 15.0
1 10° 0.5 5 103 0.5
103 15.0 103 15.0
80 x 10° | 0.5 80 x 103 | 0.5
80 x 103 | 15.0 80 x 10% | 15.0
8 x 108 0.5 8 x 108 | 15.0
8 x 108 | 15.0 8.1x10% | 15.0
8.1x10°f 0.5
8.1x10° | 15.0
3 10° 0.5 7 10° 15.0
103 15.0 80 x 103 | 15.0
80x 103 | 0.5 8 x 108 | 15.0
80 x 103 | 15.0 8.1x10% | 15.0
8 x 108 | 15.0
8.1 x10° | 15.0

Tabla 2.7: regiones tomadas de los valores propios
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Caso: 13, = 13,

Ahora se presenta el andlisis para rsy = r3,, cuyas graficas son de 18 tipos distintos que

se presentan en las Figuras 2.5, 2.6, 2.7 y 2.8.

Punto fijo (wg,Gg.¢g), M1

Ao

Punto fijo (wg,Gg.¢q), M1

Ay

Punto fijo (yq.Gg,¢q), M2

0
-100000
-200000
-300000

3,7400000 -
0500000 +
-600000 -
-700000 -
-800000 -
-900000 -

Punto fijo (wq.Gg,¢q), M1

Figura 2.5: grafica representativa de A = X (r3y, Py). Cada inciso denota un tipo de gréfica

diferente.
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Punto fijo (w .G g, 9g), M2 Funto fijo (wg.Gg.9p), M2

hy

RGO W Ol
— —

Punto fijo (w .G g, 9g), M2 Funto fijo (w1.G1,94), M1

Q -

-5000 |
-10000 |
.,-15000 |
-20000 |
-25000 |
-30000 |

Punto fijo (ywy1.Gq1.¢9q), ML Punto fijo (y1.Gy,¢), M2

P
=
Mo od 0O

AR

Figura 2.6: gréfica representativa de A = X (r3y, Py). Cada inciso denota un tipo de grafica
diferente.



42 CAPITULO 2. MODELACION, ANALISIS Y METODOS NUMERICOS

Punto fijo (wy1.G1,¢9), ML Punto fijo (w1.Gy, ), M1

¥

Punto fijo (wy1.Gq1.9q), M2 Punto fijo (y2.G,,¢3), M2
Re
Im —

2000 -

2000 |
-4000 |

22 goop |
-8000 |
-10000 |
-12000 |

Punto fijo (y,.G5.¢93), M2 Punto fijo (y2.G,,¢3), M2
Re

Im ——

e
L

o 0200 L300 L300 LI0D
FRFR R3S RIRD RIS

holx1018
21018

)

T e
Loy esl R A Yeylew W]

2 X X X

[

x
ot
=y

-2%10

Figura 2.7: gréfica representativa de A = X (r3y, Py). Cada inciso denota un tipo de grafica
diferente.
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Punto fijo (wg,Gg,0g), M1 Funto fijo (wg5.Gg,0g), M3

120000 %10 48
100000 4'5%% i
80000 3'EZ§%8 i
34 60000 EiT0 de
40000 1%?[8 i
20000 51847

0 104

50 50

Punto fijo (wg,Gg,05), M2 Funto fijo (wg.Gg,9g), M2
Re

Im —

2x1032
-2.5x1032

Funto fijo (wg Gg.9g) M2

Figura 2.8: gréfica representativa de A = X (134, Py). Cada inciso denota un tipo de grafica
diferente.
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En la Tabla 2.8 se resume la informacién con el mismo formato de numeracién de la Tabla

2.6

Gréfica Valor propio

A 001r, 101r, 201t, 2211, 6211, 8211, 001R, 002R, 003R, 101R, 102R, 103R, 221R,
621R, 821R

002r, 003r, 102r, 103r, 302r, 303r, 402r, 403r, 502r, 503r, 702r, 703r

011r, 211r, 311r, 411r

011R, 211R, 311R, 411R, 611R, S11R

SO QW

012r, 013r, 021r, 301r, 312r, 313r, 321r, 401r, 402r, 413r, 421r, 501r, 601r,
701r, 801r, 021R, 022R, 023R, 201R, 301R, 302R, 303R, 321R, 322R, 323R, 401R, 402R,
403R, 421R, 422R, 423R, 501R, 502R, 503R, 601R, 701R, 702R, 703R, 801R

012R, 013R, 312R, 313R, 412R, 413R

022r, 023r, 322r, 323r, 4221, 423r

111r, 511t

111R, 112R, 113R, 511R, 512R, 513R, 711R, 712R, 713R

112r, 113r, 202r, 203r, 212r, 213r, 512r, 513r, 602r

121r, 521r, 721r

121R, 122R, 123R, 521R, 522R, 523R, 721R, 722R, 723R

122y, 123r, 522r, 523r, 722r, 723r

202R, 213R, 612R, 613R, 812R, 813R

222r, 2223r, 822r, 823r

222R, 223R, 622R, 623R

611r

613r, 712r, 713r

622r, 623t

812r, 813R

=l 21 k2] B==] Pe) Reel Kol 1 B Bl Y B ) e KoY e

822R, 823R

Tabla 2.8: valores de los puntos fijos
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En la Tabla 2.9 se resume las regiones tomadas para su analisis, siguiendo la misma légica
de eleccién que la la Tabla 2.7.

Punto fijo T34 Py, | Punto fijo T34 P,
0 8 x 105 [ 15.0 4 8 x 108 | 15.0
8.1 x10% | 15.0 8.1 x10% | 15.0

1 8 x 108 0.5 5 8 x 108 0.5
8 x 108 | 15.0 8 x 108 | 15.0
8.1x10° | 0.5 8.1x10° | 0.5

8.1x 10° | 15.0 8.1x10° | 15.0

3 8 x 108 | 15.0 7 8 x 108 0.5
8.1x10° | 15.0 8 x 108 | 15.0
81x10°] 05

8.1x10° | 15.0

Tabla 2.9: regiones tomadas de los valores propios

El siguiente paso es simular la solucién del sistema dado por las ecuaciones (2.1) en las
regiones descritas en las Tablas 2.7 y 2.9 para poder analizar su comportamiento. Para ello
se describe en la siguiente seccién los métodos numéricos usados para resolver al sistema.

2.4. Diferencia finita

Una forma de resolver ecuaciones diferenciales usando simulacién computacional consiste
en discretizar las derivadas por diferencia finita. Para derivadas de primer orden de una sola
variable, la derivada se aproxima de la siguiente manera:

Dada una funcién f: R — R
flet+h) = f(c)
h )
en anélisis numérico es comtn el uso de la nomenclatura f**1 := f(c+h) y f* := f(c),
por lo que se tiene

f'(c) ~ (2.68)

f/(c) N fn+1h_ fn

Si se conoce a que es igual dicha derivada, es muy util para obtener el punto n + 1, dado
que se conoce el punto n. Esto es, si f’(c) = g(c), entonces

(2.69)

et =hlg(e)] +

Para derivadas de orden mayor y de mayor precision se debe abordar de manera preliminar
interpolacién polinémica como se ve en la siguiente seccién.

(2.70)
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2.4.1. Interpolacion polinémica

Dados N pares de puntos (z;, f*), donde f = f(z;) y x; # z;, se define la interpolacién
polinémica como aquel polinomio de grado n tal que:

pulzi)=f" , i=0,1,..,n (2.71)

De aqui se procede de varias formas. La forma mas evidente es encontrar los coeficientes del
polinomio resolviendo la matriz de Vandermonde®, sin embargo, es un método poco practico.
Una alternativa mucho mas eficiente es usar el enfoque de Newton, el cual consiste en usar
pendientes sucesivas de todos los pares de puntos de la siguiente manera

fO(xo) = f© N =1,

0 _ 0
fHao,a0) = HEEfel N =2,
f2(f[50,l'1, x?) = fl(xhx;g:i;(xowl) N = 37

en general

i—1 .. . ) o fi—l )
fz(x(b X1y, Ti—1, xz) == f (x1’ Lizl xZ) f (:CO’ 1, 71’2_1) (272)
Ty — X0

Con ello se define la interpolacién polinémica de Newton de la siguiente manera
po(x) = fO(x0) N =1,
p1(z) = po(x) + f(xo, z1)(x — x0) N =2

p2(z) = p1(z) + f2(z0, 21, 22)(x — 20)(x — 1) N =3,

en general

i—1

pi(x) = pi1(z) + fi(wo, 21, wimr, @) [ [ (@ — ). (2.73)
j=0

Esta es una buena aproximacién polinémica de facil cdlculo, pues es recursiva y por tanto

anadir un punto més no requiere recalcular todo. Se puede pensar que anadir nuevos puntos

mejora la exactitud de la aproximacién, pero eso no necesariamente es asi’.

Ver cap.4 de la referencia [49].
"Se define la funcién error en un intervalo [a,b] como

E.f(z) = f(z) — puf(z)
donde el intervalo contiene los nodos de interpolacién. Si los puntos de interpolaciéon estan uniformemente

distribuidos, esto es x; = a + ; con h = b;a, se puede demostrar que
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2.4.2. Reglas de derivacion numérica.

Al principio del capitulo se describié como se discretiza usando diferencia finita para deri-
vadas de primer orden de una variable usando dos puntos. Es evidente que si se tienen mas
puntos la precisién de la derivada mejora y para ello es necesario usar interpolaciéon polindémi-
ca de Newton. Notar que la ecuacién (2.68) corresponde a la derivada del primer polinomio
de interpolacion de Newton haciendo x1 = x4+ hy xg =z

pi(e) = I n) = 7 e e ) = LET IO e (2.74)

Cambiando axi =c+hyzg=cdbxi =c—hy xg=c+ h se tiene

Q

A la ecuacion (2.74) se le llama diferencia finita progresiva y a la ecuacién (2.75) dife-
rencia finita regresiva y diferencia finita central, respectivamente. Cualquiera de estas
aproximaciones es buena siempre que no se produzcan errores de redondeo.

Si se deriva po y los puntos tomados son cercanos

fOar) — fo(xo)+f1($1,$2) - fl(t%'o,wl)(C_x1)+fl(x1,w2) — f1(xo,21)

/
C fry
pQ( ) xr1 — o T2 — o T2 — To

sixg =c—h,r1 = cy xo = c+ h, se obtiene la diferencia finita central, si zg = c,x1 = c+h
yro=c+2hodzg=c,x1=c—hyxo=c—2h

f/(c);z_3f(0)—|-4f(c;2h)—f(c+2h) 7 f,(c)%3f(0)—4f(c—2:)+f(c—2h)’

(2.77)

a estas relaciones se les llaman diferencia finita progresiva de tres puntos y diferen-
cia finita regresiva de tres puntos.

|Enf(2)] <= 7

La funcién error tiende a cero en muchas funciones, sin embargo, existen algunas que no lo cumplen, como

la funcién de Runge, que se define como f(z) = ﬁ (Ver pag. 44 y 45 de la referencia [49]).

(0_1:0) ~ f/(C),
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Orden Orden -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
de de
derivada | precisién
2 21 0 |3
4 L é 0 5 =1
1 12 3, g
6 alxlZ1 0 lilslw
8 N T B ' D [ BT I Y
130 8 105 5 5 5 5 105 8 130
2 1 -2 1
4 SN S
2 ; Elila i) s,
: N EIRRETHEI A
560 i 5 5 2 5 5 315 ] 560

Tabla 2.10: en la parte superior se muestra el orden de la derivada, orden de precision y
el orden del punto a la izquierda y derecha del punto central que corresponde a 0. A mayor
numero de puntos mayor orden de precision. Los niimeros que estan a la derecha de la columna
del orden de precisiéon y debajo de los puntos aledanos al punto central corresponden a los
coeficientes de la derivada numérica.

Para derivadas de segundo orden se prosigue de forma andloga, obteniéndose para dife-
rencia finita centrada

fle—=2h) + f(c) —2f(c—h)
h2
Los coeficientes para las primeras derivadas y los primeros puntos para diferencia finita
central® se dan en la Tabla 2.10

A continuacion se habla del error de la derivada numeérica, pues es un punto importante a
considerar para que los cédlculos realizados no sean erréneos.

f(e) = pa(c) =

(2.78)

Error en la derivada numeérica

Se puede encontrar el error de derivacién numérica haciendo una expansién en serie de
Taylor de la siguiente manera

2
Fle+h) = §(0) 4 hF'(e) + 551, (2.79)
donde &e(c, ¢+ h), luego

R (3] (2.80)

este es el error para diferencia finita progresiva de primer orden de dos puntos. De manera
analoga se obtiene el error para derivada central

8Ver referencia, [50].
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h? h3
fleth) = f(e) + hf'(e) + 5 /() + 57 7 (&), (2.81)
2 3
Fle—h) = f(6) — hf'(e) + o () — o (E), (2.82)
al restar ambas expresiones y despejar
h) — —h h? h?
fI(C) o f(c+ )th(c ) — _ﬁ (f///(gl) + f”/(€2)) — _Ff///(g) (283)

donde &e(c — h,c+ h).

Es claro que es mas preciso usar tres puntos, que usar sélo dos y en general, entre mas
puntos se usen mayor exactitud se tiene y en principio cuanto més cercanos sean los puntos,
es decir, cuanto mas pequeno sea h, mayor sera la precision de la derivada, sin embargo, los
computadores tienen errores de redondeo a la hora de calcular y entre mas cercanos son los
puntos, mayor serd el error y por consiguiente el resultado se aleja del correcto. A estos errores
de les llama error de truncamiento (E;(h)) y error de redondeo (E,(h)) respectivamente
(el error de redondeo suele ser |E.(h)| = 1, donde € es la magnitud de redondeo méximo del
computador).

La forma de solucionar este problema, es usar un h 6éptimo, el cual considere ambos errores,
por ejemplo, el error total ET'(h) para diferencia finita central a tres puntos es

€ 2
BT = [Bh) + B ()] < |Bh)| + B, ()| = £+ T

donde M es una cota de f”'(£). Se deriva, se iguala a cero y se despeja a h, con lo que se

tiene
3¢\ 3
€
h = <M> . (2.85)

Si se tiene un computador potente, € considera muchos decimales y por lo tanto es muy
pequeiio, si la funcién tiene variaciones bruscas, como es nuestro caso, la cota M es grande
y por lo tanto el valor de A tiende a cero. En caso de que no sea asi, debe considerarse para
evitar conclusiones erréneas.

(2.84)

2.4.3. Gradiente y Laplaciano

En esta tesis se discretiza el gradiente usando diferencia finita central a tres puntos con
iguales incrementos, escribiéndose como

Vi, cy) = (0uf(cascy) 0yf(ca,cy))

% (flex +hycy) = flex — hyey), f(ex, ey +h) — flez, ey —h)), (2.86)

Q

en notacién numeérica
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1 n+1,m n—1,m frn,m n,m—
Vf(cx,cy)%%(f T prmtm prmtd - prmet) (2.87)

El Laplaciano se discretiza de manera andloga con diferencia finita central a tres puntos
con iguales incrementos

1 —1l.m n,m n,m— n,m
sz(cx,cy)zﬁ(fnﬂ’m—kf” e e e A (2.88)

2.5. Discretizacion del modelo bicapa epitelial

Al partir del sistema original en las ecuaciones (2.1) y notar que

8wn+1,m+1 ~ wn+1,m+1 o ¢n,m
ot At ’

se discretiza la derivada temporal como en la ecuacién (2.70)

(2.89)

G"Y = At[DeVPG" +g (", G, ") + G"

P = A[=A (TR " VR (24 X + 67 ) + TN V" b (") +

Para el gradiente y el Laplaciano, se discretizan usando las ecuaciones (2.87) y (2.88)

n 1 n+1,m n—1,m _;nm+ n,m—
Vy" = o (y; Lm _ gpn=lm gprmtl _ yn, 1) , (2.90)
1 + —1,m n,m+ n,m— n,m
V2¢n e (7/)” 1,m 1/}n 1, + ™ 1 + ™ 1 _ 4™ ) . (2'91)

Notar que para calcular la ecuacion (2.90), primero se calculan los gradientes y laplacianos
de las ecuaciones (2.90) y (2.91).

Si sélo se quiere simular la evolucién del sistema partiendo de ciertas condiciones iniciales

casi constantes salvo por alguna pequena perturbacion, aqui termina el algoritmo, sin embargo,
nuestra intencién es simular una herida, lo que se consigue de la siguiente forma.

2.6. Herida

La simulaciéon de una herida dado un patrén inicial, se consigue usando la forma que se
muestra en la Figura 2.9, a través del siguiente algoritmo.

[I] Se toma el maximo valor de cada campo.
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0.0z

0.00
—0.02

—n.04 [

Figura 2.9: gréafica de la forma de la herida sobre las condiciones iniciales.

[ITI] Se toma un circulo con centro en el centro del campo y radio L/2, siendo L el ancho
del cuadrado, y se manda el valor del campo a una pequena perturbacién aleatoria,
obteniéndose asi un agujero. De manera indicial, los pixeles que cumplan con la siguiente
condicion son los que toman valores de una pequena perturbacién

() (55 = (2, s

donde las coordenadas cartesianas son (i, j).

[ITI] Se usa una distribucién normal para suavizar la frontera entre el agujero y la condicién
inicial de la solucién numérica. Para lograr eso se toman &nillos”que cumplan con la
siguiente condicién que de manera indicial se escribe como

() ) D e

donde las coordenadas cartesianas son (i,7), n es la variable de la distribucién normal
y o su varianza. Aquellos puntos que cumplan dicha condicién toman un valor aleatorio
en el intervalo

<¢ma:ce_(g)2a wmaxe_(n?“)2> si n>0,

(dJmaxe_(o)meax + e) si n=0, (2.95)

donde 4z es el valor maximo del campo, o es la varianza y € es una pequena pertur-
bacién.
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2.6.1. Calculo de area por cicatrizar

Finalmente, las ecuaciones para contabilizar el area por cicatrizar se obtienen comparando
el valor del campo en la coordenada (i, ) con al valor maximo de dicho campo (Ymas) de la
siguiente manera

A= 1;; — - N — b (2.96
Cg. ’L’J CZA wmax C; wmax )
donde C.A. son las coordenadas del agujero, N es el nimero total de coordenadas.

Para normalizar el drea simplemente se divide la expresién anterior entre N

N
~ A 1 O~ ¥iy
== =1-2> .
A=5 N &~ Ymar (2.97)

SiV 95 = Ymaz, entonces Zg.A. JZ;OE = N y por lo tanto la ecuacién (2.97) es cero, es

decir, si todos los pixeles han alcanzado su méximo valor, el area por regenerar es cero.

SiV 4 ; = 0, entonces ZgA_ JZ:Z = 0 y por lo tanto la ecuacién (2.97) es uno, es decir,

si todos los pixeles tienen valor cero, toda el area falta por regenerarse.

Ambos limites coinciden con lo esperado, por lo tanto, es una buena forma de calcular el
area por regenerar.

Para la densidad celular por unidad de drea p, se compara la suma de todos los valores de
los puntos de la herida con la suma del valor maximo de los puntos de la herida, es decir, se
compara el valor numérico actual con el maximo

_ Yot _ Yoa i (2.98)

B ZgA wmax djmaffN

Al igual que en el caso anterior se prosigue a tomar limites. Si V 9; ; = ¥mqz, entonces
Zg A Yij = YmaxN y por lo tanto la ecuacién (2.98) es uno, es decir, la densidad por unidad
de area estd completa.

SiV 1 = 0, entonces EgA. i ; = 0y por lo tanto la ecuacién (2.98) es cero, es decir, la
densidad por unidad de drea es nula y al igual que en el caso del area, los limites coinciden
con lo esperado. Ademds, se normalizan las dreas para evitar redundancia (informacién poco
relevante) e independencia de las unidades de medicién. Con esto se han desarrollado todos los
métodos numéricos necesarios para la simulacién, lo cual se muestra en el siguiente capitulo.



Capitulo 3

Solucion numérica y aplicaciones
biolégicas.

3.1. Formacién de patrones de las soluciones numéricas

Para resolver el sistema de ecuaciones del modelo expresado por las ecuaciones (2.1), se
usan las ecuaciones de discretizaciéon de gradiente (2.87) y Laplaciano (2.88), desarrolladas
en la seccién de diferencia finita 2.4. Para las condiciones de espacio y tiempo se toma una
malla cuadrada de 128 pixeles de lado con 200,000 iteraciones, en donde 4000.0 iteraciones es
equivalente a 15.0 dias. Los incrementos dt son de 0.0001, los incrementos dz y dy son de 0.5.
Para estudiar el modelo de las ecuaciones(2.1) se usa la siguiente estrategia

[I] Se simula el modelo alrededor de los puntos fijos y se asigna el valor numérico a los
pardmetros de la Tabla 2.1, excepto por r3, y py que toman los valores de la Tabla 2.7.

[ITI] Se toma la ultima iteracién de aquel patrén que tenga una morfologia lo més similar a la
piel y se simula una herida, para luego volver a ejecutar 200,000 iteraciones y se asigna
el valor numérico a los pardmetros Dy, Dg, ¢, e, S¢ y A de la Tabla 2.1, mientras que
el restante se consigue con experimentacion in silico.

El hardware usado es con una laptop Acer Aspire E1-430-4491. El software usado consiste
es sistema operativo Ubuntu 14.04.06 LTS, Python 3.7 y librerias matematicas y graficas, y
GnuPlot como graficador.

3.1.1. Caso: 13y # T34

Se hace simulacién a 200,000 iteraciones variando los pardmetros 1) y 73y, en las regiones
de la Tabla 2.7 usando discretizacion diferencia finita como se mencioné en la seccion 2.4 para
densidad celular de la epidermis v, densidad celular de la dermis ¢ y concentracién de GF G.
Aunque las condiciones iniciales son diferentes para cada punto fijo, la forma en la que se ven
es la misma, como se muestra en la Figura 3.1, en la que se dio una perturbacién alrededor
de los puntos fijos de 0.01 unidades. La imagen mostrada corresponde a una toma topografica
de la piel.
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G

Figura 3.1: toma topogréfica de las condiciones iniciales para cualquier punto fijo.

.‘ /(p

A continuacion se muestra una grafica representativa de los diferentes tipos de patrones
encontrados® de las simulaciones a 200,000 iteraciones, exponiendo las vistas topograficas de la
dermis, epidermis y los factores de crecimiento. Ademads, se muestran los perfiles horizontales
con coordenada vertical de 64 pixeles de la dermis y epidermis.
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Figura 3.2: solucién numérica de las ecuaciones 2.1 para 73y = 103, Py, =15.0 y el resto de
los valores de los parametros se encuentra en la Tabla 2.1.

LEl resto de simulaciones estén en la seccién B.1.
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Figura 3.3: A) Solucién numérica de las ecuaciones para 2.1 73, = 80 x 103, Py, =15.0; B)
T3y = 8 X 108, Py = 0.5y el resto de los valores de los pardmetros se encuentra en la Tabla

2.1.
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Figura 3.4: A) Solucién numérica de las ecuaciones 2.1 para rgy = 103, Py =0.5; B) r3y =
80 x 103, Py, = 0.5y el resto de los valores de los pardmetros se encuentra en la Tabla 2.1.
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Figura 3.5: A) Solucién numérica de las ecuaciones 2.1 para 73, = 80 x 103, Py, =15.0; B)
T3y = 103, Py, = 0.5y el resto de los valores de los pardmetros se encuentra en la Tabla 2.1.
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Figura 3.6: Solucién numeérica de las ecuaciones 2.1 para 73, = 80 X 103, P, = 0.5y el resto
de los valores de los pardmetros se encuentra en la Tabla 2.1.
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59
3.1.2. Caso: 13y =13,

Como en la seccién 3.1.1 se muestra una grafica representativa de los diferentes tipos de
patrones encontrados? de las simulaciones a 200,000 iteraciones, variando los pardmetros

y T34 en las regiones de la Tabla 2.9 con las mismas condiciones mencionadas en la seccién
anterior salvo que 73, toma el valor de rs.
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o.3
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T T
50 100
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Figura 3.7: solucién numérica de las ecuaciones 2.1 para r3 = 8 x 108, P, =15.0 y el resto de
los valores de los pardmetros se encuentra en la Tabla 2.1.

2E] resto de simulaciones estdn en la seccién B.2.
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Figura 3.8: A)Solucién numérica de las ecuaciones 2.1 para r3 = 8.1 x 10, Py = 15.0; B)
r3 = 8 x 108, Py = 15.0 y el resto de los valores de los pardmetros se encuentra en la Tabla
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Figura 3.9: A)Solucién numérica de las ecuaciones 2.1 para rg = 8 x 108, Py = 15.0; B)
ry = 8 x 108, Py, = 0.5y el resto de los valores de los pardmetros se encuentra en la Tabla 2.1.
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Figura 3.10: solucién numérica de las ecuaciones 2.1 para 73 = 8 x 108, Py = 0.5y el resto de
los valores de los parametros se encuentra en la Tabla 2.1.

Como se puede ver, cada condicién inicial aplicada a cada uno de los puntos fijos, en ambos
casos estudiados, genera alguno de los siguientes comportamientos.

= Morfologia granular en dermis, epidermis y GF en la vista topogréfica. Morfologia plana
en la seccién transversal de la epidermis y oscilante, en mayor o menor medida, en la
seccion transversal de la dermis.

= Morfologia granular en dermis y epidermis en la vista topografica y de manchas con
algunos granulos en la vista topografica de los GF. Morfologia plana en la seccién trans-
versal de la epidermis y oscilante, en mayor o menor medida, en la seccién transversal
de la dermis.

= Morfologia granular en dermis y epidermis en la vista topografica y de manchas en la
vista topografica de los GF. Morfologia plana en la seccion transversal de la epidermis
y oscilante, en mayor o menor medida, en la seccién transversal de la dermis.

Ademis, se observa que en el caso en que las condiciones iniciales son diferentes a los puntos
criticos poblacionales ¥, y @., tanto la dermis como la epidermis tienden a saturarse en los
puntos criticos antes mencionados. En caso contrario, la dermis y la epidermis se mantienen
estables.
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Finalmente, se observa que hay puntos fijos en los que el sistema presenta robustez en
las regiones estudiadas, es decir, el sistema no es sensible ante perturbaciones de alguna de
las variables analizadas, sin embargo, también se observa el comportamiento opuesto en los
resultados de otros casos. Si se quiere conclusiones mas confiables, hace falta un andlisis méas
profundo en regiones més extensas.

Con base a los perfiles mostrados, se observa que hay algunos que presentan un parecido
mayor a la morfologia de la piel, como se presenta en la siguiente seccién.

3.2. Aplicaciéon biolégica

Se usan los datos experimentales del drea de regeneracién de la rata macho Wistar niimero
3 de la referencia [14], a la que se le hizo 3 heridas quirtirgica en forma de uso® de 12mm x 6mm
con un profundidad que alcanza la fascia muscular del lomo de la rata. La primera herida
es recubierta con membrana de PLA/PVA, la segunda herida con membrana PLA/PVA y
extracto de quercus ilex y la tercera con extracto de quercus ilex?.

3.2.1. Ajuste de datos experimentales

Antes de simular la herida, se normalizan los datos experimentales y se aproximan con
expresiones matematicas obtenidas por medio de minimos cuadrados, con el fin de eliminar lo
mejor posible errores experimentales, tales como el movimiento del biomodelo al momento de
tomar mediciones o el error inherente de la medicién. En las Figuras 3.11,3.12,3.13 y 3.14 se
grafican los datos experimentales normalizados y la grafica ajustada con minimos cuadrados.

El error en la comparacién entre los datos experimentales y la simulacién se mide usando
la siguiente ecuacion

N . . .
- Error; dato simulacion; — dato experimento;
Error = 2z Error: con Error; = | O P il (3.1)
N dato experimento;

3Ee le llama asi porque se usé bisturf de tipo punch con una boca en forma de uso.
4Ver capitulos 6 y 7 de la referencia [14] para mayor detalle.
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Figura 3.11: comparacién de la curva fiteada C(z) con los datos experimentales de la herida
control de la rata Wistar nimero 3, que también fue usada como referencia para la rata 4 en
dicho trabajo.
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Figura 3.12: comparacién de la curva fiteada M (x) con los datos experimentales de la herida
tratada con membrana PLA /PVA de la rata Wistar niimero 3.
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Figura 3.13: comparacién de las curvas fiteadas Q1(z) y Q2(x) con datos experimentales de
la herida tratada con extracto de quercus ilex de la rata Wistar niimero 3.
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Figura 3.14: comparacién de la curva fiteada QM (z) con datos experimentales de la herida
tratada con membrana PLA/PVA y extracto de quercus ilex de la rata Wistar nimero 3.
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3.2.2. Analisis de la simulacién

Para simular una herida se toma como condicién inicial a la solucién numérica donde
T3y 7 T3, Para el punto fijo 1 con pardmetros 73, = 8.1 x 10° y py = 15.0 y se prosigue como
se describe en la seccién 2.6. A los pardmetros Dy, Dg, ¢, 9c, Sg 'y A se les asigna el valor
numérico de la Tabla 2.1, mientras que el restante se consigue con experimentacién in silico.

Con el fin de analizar la simulacién en el momento del cierre de la herida y su posterior re-
generacion en las capas profundas, se presentan dos momentos en el periodo de cicatriazacion,
a los 15 y 750 dias respectivamente. Ademds de mostrar cortes transversales de la epidermis,
dermis, el area por regenerar y las densidades celulares de ambas capas de la piel, asi como
la concentracion de factores de crecimiento para la heridad control, la herida con membrana
PLA/PVA, herida con membrana PLA/PVA y extracto de quercus ilex y herida con extracto
de quercus ilex.

De manera analoga a la seccién anterior, el error en la comparacién entre los datos expe-
rimentales y la simulacién se mide usando la ecuacién (3.1).

G

B)
750 dias

Figura 3.15: vista topogréfica de la simulacién de la herida control A) a los 15 dias, B) a los
750 dias.
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Figura 3.16: corte transversal de la simulacién de la herida control de las diferentes capas de
la herida a los 15 dias.
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Figura 3.17: corte transversal de la simulacién de la herida control de las diferentes capas de
la herida a los 750 dias.
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B)

Figura 3.18: vista topogréfica de la simulacién de la herida con membrana PLA /PVA A)
a los 15 dias, B) a los 750 dias.
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Figura 3.19: corte transversal de la simulacién de la herida con membrana PLA /PVA de
las diferentes capas de la herida C) a los 15 dias.
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Figura 3.20: corte transversal de la simulacién de la herida con membrana PLA /PVA de
las diferentes capas de la herida C) a los 15 dias.
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B)

Figura 3.21: vista topogréfica de la simulacién de la herida con membrana PLA /PVA y
extracto de quercus ilex A) a los 15 dias, B) a los 750 dias.
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Figura 3.22: corte transversal de la simulacién de la herida con membrana PLA /PVA y
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extracto de quercus ilex de las diferentes capas de la herida a los 15 dias.
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Figura 3.23: corte transversal de la simulacién de la herida con membrana PLA /PVA y
extracto de quercus ilex de las diferentes capas de la herida a los 750 dias.
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B)

Figura 3.24: vista topografica de la simulacién de la herida con extracto de quercus ilex
A) alos 15 dias, B) a los 750 dias.
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Figura 3.25: corte transversal de la simulacién de la herida con extracto de quercus ilex
de las diferentes capas de la herida a los 15 dias.
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Figura 3.26: corte transversal de la simulacién de la herida con extracto de quercus ilex
de las diferentes capas de la herida a los 750 dias.
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A continuacién se hard una comparacién entre la simulacién y el experimento, luego una
comparacién entre la epidermis simulada y la curva fiteada de los experimentos y finalmente se
hace un analisis de la variacién de los parametros y de la anterior comparacion de la epidermis.

1. Comparacion simulacién-experimento

Las siguientes figuras comparan las simulaciones obtenidas con fotos del experimento, des-
cribiendo en que dia se encuentra y los rangos de variaciéon en la densidad celular de la

epidermis (ver Figuras de 3.27 a 3.34)
F).
I).

Figura 3.27: evolucién de la regeneracion de la dermis en la herida control, donde los colores
significan densidad celular, variando la tonalidad de amarillo, verde y azul para valores bajos,
medios y altos respectivamente. Cada inciso denota un dia y una variacién en la densidad
celular como sigue: A) dia 0 en el rango [0.1,4.6 x 107°], B) dfa 1 [0.1,5.28 x 10~%], C) dia 3
[0.1,2.17x1073], D) dia 5 [0.1,5.81x 1073], E) dfa 7 [0.1, 1.1 x 1072], F) dfa 9 [0.1, 1.72x 10~ 2],
G) dfa 11 [0.1,3.55 x 1072, H) dfa 13 [0.1,6.35 x 1072] e I) dia 15 [0.1,8.43 x 1072].

Q) H)
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Figura 3.28: fotografia de la evolucién de la herida control a) dia 0, b) dia 1, c¢) dia 3, d) dia
5,¢e) dia 7, f) dia 9, g) dia 11, h) dia 13, i) dia 15.
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C)
E). F).
G) H). I).

Figura 3.29: evolucién de la regeneracién de la dermis en la herida membrana PLA /PVA,
donde los colores significan densidad celular, variando la tonalidad de amarillo, verde y azul
para valores bajos, medios y altos respectivamente. Cada inciso denota un dia y una variacién
en la densidad celular como sigue: A) dfa 0 [0.1,8.69x 1075, B) dia 1 [0.1,4.26x 1074], C) dfa 3
[0.1,2.32x1073], D) dfa 5 [0.1,7.53 x 1073], E) dia 7 [0.1,1.7x 1072], F) dia 9 [0.1,2.94 x 10~2],
G) dfa 11 [0.1,7.65 x 1072], H) dfa 13 [0.1,8.84 x 1072] e I) dfa 15 [0.1,9.47 x 1072].
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Figura 3.30: fotografia de la evolucién de la herida con membrana PLA/PVA a) dia 0, b) dia
1, c¢) dia 3, d) dia 5, e) dia 7, f) dia 9, g) dia 11, h) dia 13, i) dia 15.
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F).
I).

Figura 3.31: evolucién de la regeneracion de la dermis en la herida extracto de quercus
ilex y membrana PLA /PVA, donde los colores significan densidad celular, variando la
tonalidad de amarillo, verde y azul para valores bajos, medios y altos respectivamente. Cada
inciso denota un dia y una variacién en la densidad celular como sigue: A) dia 0 [0.1,4.3 x
1075, B) dfa 1 [0.1,1.31 x 1073], C) dfa 3 [0.1,3.54 x 1073], D) dfa 5 [0.1,2.38 x 1072], E)
dia 7 [0.1,3.92 x 1072], F) dfa 9 [0.1,7.56 x 1072], G) dfa 11 [0.1,8.97 x 1072], H) dia 13
[0.1,9.78 x 1072] e I) difa 15 [0.1,9.97 x 1072].

G) H)
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Figura 3.32: fotografia de la evolucion de la herida con extracto de quercus ilex y membrana
PLA/PVA a) dia 0, b) dia 1, ¢) dia 3, d) dia 5, e) dia 7, f) dia 9, g) dia 11, h) dia 13, i) dia
15.
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G) H)

Figura 3.33: evolucion de la regeneracién de la dermis en la herida extracto de quercus ilex,
donde los colores significan densidad celular, variando la tonalidad de amarillo, verde y azul
para valores bajos, medios y altos respectivamente. Cada inciso denota un dia y una variacién
en la densidad celular como sigue: A) dfa 0 [0.1,1.17 x 107°], B) dfa 1 [0.1,1.32 x 1073],
C) dia 3 [0.1,9.82 x 1073], D) dfa 5 [0.1,1.46 x 1072], E) dfa 7 [0.1,2.08 x 1072], F) dfa 9
[0.1,—5.65 x 1072], G) dfa 11 [0.1,—4.98 x 1072], H) dfa 13 [0.1,—8.26 x 1072] e I) dfa 15
[0.1,9.0 x 1072].
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Figura 3.34: fotografia de la evolucién de la herida con extracto de quercus ilex a) dia 0, b)
dia 1, ¢) dia 3, d) dia 5, e) dia 7, f) dia 9, g) dia 11, h) dia 13, i) dia 15.
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2. Epidermis

87

Se presenta una Tabla comparativa de las graficas de ajuste de los datos experimentales y
la simulacién, asi como el error obtenido entre ellas.

Areas Contral

08 ¢

08

07

086

05

Afua)

04

03

02

01

Simulacion W J—
Experimento

6 8 10 12 14 16
t(dias)

Error =1.8%

Areas Quercus-Membrana

08 ¢

08

07

086

05 ¢

Aua)

04

03 ¢

02 ¢

01

Simulacion W J—
Experimento

6 8 10 12 14 186
t(dfas)

Error =6.9%

Aua)

Aua)

1.1

09
08 r
0.7 r
06 r
05 -
04 r
03
02 r
0l -

09 -

08

0.7 r

06 r

05 -

04

03 r

02 r

01

Areas Membrana

Simulacién W J—
Experimento

2 4 6 8 10 12 14

16
t(dias)
Error =2.2%
Areas Quercus
Simulzcién W J—
Experimento
2 4 6 8 10 12 14 16
t (dias)
Error =4.1%

Figura 3.35: tabla comparativa de las graficas de ajuste de los datos experimentales y la

simulacion, asi como el error obtenido entre ellas.

3. Variacién de los parametros

Se presenta la variaciéon de los parametros como funcién del tiempo, las cuales varian
basicamente entre una funcién sigmoide y una hipérbola que tiende asintéticamente a una
linea recta, como se muestra en la Figura 3.36.
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Figura 3.36: A)Funcién sigma positiva, B) funcién sigma negativa, C) fucién lineal-hipérbola
positiva y D) fucién lineal-hipérbola negativa

La funcién sigmoide tiene tres condiciones que fijan 3 de sus 4 pardmetros

A = max
Am = min

to (punto en que la funcién alcanza su valor medio)

(maximo de la funcién),

(minimo de la funcién),

(3.2)

De la segunda igualdad de las ecuaciones (3.2) se encuentra el valor de m al sustituir A. El

parametro T se relaciona con la rapidez con la que la funcién alcanza su méximo y minimo,

asi, entre mayor sea, mas lento es su crecimiento y entre mas pequeno sea, mas rapido es su
crecimiento.

Si las coordenadas de los extremos de la cada funcién lineal-hiperbola son (A, Lg) y (B, L1),
con A< By Ly < L1,y dicha funcién es continua en al menos uno de sus extremos con una
funcion sigmoidal, de forma que el pardmetro ¢y de la funcién lineal-hipérbola suele estar
alrededor del punto A o B, entonces puede despejarse los coeficientes a y b en términos de
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A, B, Ly y L1 como se muestra en las ecuaciones

L1 — L 1 1
o= (B(ll (o S cpyy: Ty to>> (3.3)
b:LO—aA¢AitO (3.4)

donde el signo + es para la funcion lineal-hiperbdlica positiva, mientras que el signo —
para su contraparte negativa.

De esta manera la variaciones de los pardmetros estan dadas por las Figuras 3.37, 3.38,
3.39 y 3.40

Aproximacién a P, Contral Aproximacién a P, Membrana

Py

0 2 4 6 8 10 12z 14 16 0 2 4 6 8 10 12 14
t (dias) t(dias)
Aproximacion aP,, Quercus-Membrana Aproximacién a P, Quercus

16

Py

0 2 4 6 8 10 12 14 16 0 2 4 6 8 10 12 14
t(dias) t(dias)

Figura 3.37: variacién del pardmetro Py para la herida control y las heridas con tratamiento.
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Figura 3.38: variacién del parametro ry para la herida control y las heridas con tratamiento.
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Figura 3.39: variacién del pardmetro r3, para la herida control y las heridas con tratamiento.
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Figura 3.40: variacién del pardmetro v para la herida control y las heridas con tratamiento.
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También se compara la evolucién de cada parametro para cada caso estudiado de la piel
(ver Figuras 3.41, 3.42, 3.43 y 3.44)
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Figura 3.42: evolucién de los pardametros
de la herida con membrana



3.2. APLICACION BIOLOGICA
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Figura 3.43: evolucion de los pardmetros
de la herida con quercus y membrana
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Figura 3.44: evolucion de los parametros de

la herida con quercus



94 CAPITULO 3. SOLUCION NUMERICA Y APLICACIONES BIOLOGICAS.

Con todos estos andlisis es suficiente para concluir que se consiguié simular el proceso de
cicatrizacién con buena precisién. Adema&s de encontrar el comportamiento de los diferentes
parametros, pues estos no son constantes, como se ve en la seccién 3.2.2. En el caso de los
pardmetros ro y 73, se presenta un comportamiento de switcheo en la mayor parte de su
evolucidn, es decir, que la concentracién de ese pardmetro quimiotactico cambia bruscamente
de un valor a otro por un tiempo, para luego volver a regresar a su valor original o al menos
muy cerca de este. El otro comportamiento que se presenta es el de un incremento o decremento
lineal por tiempos breves al inicio de la cicatrizacién. En el caso de v y Py, su evolucién sufre
cambios menos bruscos, pero su dindmica es mas compleja.

En cuanto al comportamiento de los parametros para cada tratamiento y el control se tiene
lo siguiente:

= Control: modifica la taza de proliferaciéon sin cambios bruscos.

= Membrana: modifica la taza de proliferacién sin cambios bruscos, pero hay un switcheo
en los parametros quimiotacticos con comportamientos opuestos.

= Quercus: modifica la taza de proliferacién con cambios mas bruscos, ademas, aparece el
mismo fenémeno de switcheo para los pardametros quimiotacticos, que se obtiene en el
caso de la membrana, aunque no tiene un comportamiento opuesto en todo momento,
pero tiene un comportamiento lineal opuesto al inicio de la cicatrizacion.

= Quercus-membrana: modifica la taza de proliferacion de manera muy brusca y compli-
cada, en cuanto al comportamiento de los pardmetros quimiotacticos, se tiene el mismo
comportamiento que en el caso del quercus, pero un poco mas compleja la dinamica.
Ademads de que aparece una modificacién al pardmetro de interaccién en los ultimos dias
de la cicatrizacion.

En la ultima seccion de este capitulo se muestran los resultados de la variacién de algunos
de los parametros restantes.
3.2.3. Otras aplicaciones
1. Cicatriz queloide y contractil

Por medio de experimentacion in silico se obtienen patrones con protuberancias y conca-
vidades que se asemejan a cicatrices queloides y contrtactiles (ver Figuras de 3.45 a 3.51).
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B)

Figura 3.45: vista topogréfica de la simulacién de cicatriz queloide A) a los 15 dias, B) a
los 750 dias.
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Figura 3.46: corte transversal de la simulacién de cicatriz queloide de las diferentes capas
de la piel a los 15 dias.



3.2. APLICACION BIOLOGICA

0.30

0.25

0.20

0.15

i (u.a.)

1.0

0.8

0.6

0.4

¢ (u.a)

0.2

0.0

-0.2

12

1.0

0.8

0.6

1 {u.a)

0.4

0.2

0.0

11

1.0

0.9

0.8

G (u.a.)

0.7

0.6

0.5

0.4

Seccion transversal

Seccion transversal ¢

¢ (ua.)

0.3

0.2

0.1

0.0

-0.1

-0.2

-0.3

60 80 100
x (mm)
Area por regenerar

120

1.00

20 40 60 80 100 120
x (mm)

Area por regenerar i

@ (u.a)

0.95
0.90
0.85
0.80
0.75
0.70
0.65
0.60
0.55

— Fibroblastos
— Colageno

100

200 300 400 500 600
_ t(dias)
Densidad celular v

700

0.45

100 200 300 400 500 600 700 8

t (dias)
Densidad celular ¢

00

¢ (ua)

0.40
0.35
0.30
0.25
0.20
0.15
0.10
0.05

0.00

e —

— Fibroblastos
— Colageno

100

200 300 400 500 600
t (dias)

700

Concentracion G

0

100

200 300 400 500 600
t (dias)

700

800

100 200 300 400 500 600 700 8
t (dias)

00

97

Figura 3.47: corte transversal de la simulacién de cicatriz queloide de las diferentes capas
de la piel a los 15 dias.
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Figura 3.48: corte transversal de una cicatriz queloide, obtenido de [51].

B)

750 dias

Figura 3.49: vista topografica de la simulacién de cicatriz contractil A) a los 15 dias, B) a
los 750 dias.
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Figura 3.50: corte transversal de la simulacién de cicatriz contractil de las diferentes capas
de la piel a los 15 dias.
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Figura 3.51: corte transversal de la simulacién de cicatriz contractil de las diferentes capas
de la piel a los 750 dias.
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Figura 3.52: corte transversal de una cicatriz contractil.

Al comparar la Figura 3.48 con la Figura 3.47, se puede ver el parecido entre ambas, lo
mismo sucede entre la Figura 3.52 y la Figura 3.51, sin embargo, es un estudio sin contraste
experimental y por lo tanto poco preciso, no obstante, se pretende seguir estudiando su com-
portamiento en posteriores trabajos. Por otro lado, los resultados sugieren que el parametro
de interaccién se cambie su nomenclatura a factor queloideo.

2. Lineas de Blaschko

Si se toman condiciones iniciales de ¥ = 0.30145, Gy = 0.172661 y ¢ = 0.0 a 100000
iteraciones, las cuales se hallaron por experimentacién in silico, se se cambia el significado
bioldgico de ¥ a pigmentaciéon y se comparan los patrones obtenidos, se puede ver que son
similares a ciertos patrones llamados lineas de Blaschko, los cuales no se hacen notar a simple
vista a menos que se hagan presentes ciertas enfermedades como la hipermelanosis nevoide
lineal y espirilada (ver Figuras 3.53 y 3.54).

Figura 3.53: piel con lineas de Blaschko.
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G @

Figura 3.54: solucién numérica de las ecuaciones 2.1 para r3 = 8.1 x 103, Py, =15.0 y el resto
de los valores de los parametros se encuentra en la Tabla 2.1.

3. Vitiligo

Si se toman condiciones iniciales de ¢ = 0.30145, G = 0.17265 y ¢ = 0.232379 a 100000
iteraciones, las cuales se hallaron por experimentacion in silico, se cambia el significado bioldgi-
co de 9 a pigmentacion, como en el caso de las lineas de Blaschko y se comparan los patrones
obtenidos, se puede ver que son similares al vitiligo (ver Figuras 3.55 y 3.56).

VITILIGO

absence of Melanin

Melanocytes

disappearance of Melanocytes
and interruption the production of Melanin

Figura 3.55: corte transversal de piel con vitiligo.
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Figura 3.56: solucién numérica de las ecuaciones 2.1 para r3 = 8.1 x 103, Py =15.0 y el resto
de los valores de los pardametros se encuentra en la Tabla 2.1.
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Capitulo 4

Conclusiones

Este trabajo consigue desarrollar exitosamente un modelo de reaccién-difusion-adveccién
que simula el proceso de cicatrizacién de la epidermis con errores menores al 7% para el caso
menos preciso y de casi el 1% para el mds preciso, ademds, se consiguieron los siguientes
comportamientos:

1]

11

[111]
[1V]

V1]

[VII]

Se consiguié reproducir el proceso de cicatrizacion en los primeros 15 dias y hasta los 2
anos aproximadamente. En particular, se reprodujo tres de las cuatro fases de cicatriza-
cion: inflamacién, proliferacion y remodelaciéon. La primera fase queda por estudiarse,
pues no se tienen datos de las primeras horas de cicatrizacion.

Se verifica que el tipo de comportamiento de la quimiotaxis es decisivo para reproducir el
comportamiento de la cicatrizacién con membrana PLA /PVA y con extracto de quercus
ilex.

La taza de proliferacién Py es muy sensible para todos los procesos estudiados.

La cicatrizacién de la rata control modifica la taza de proliferacién Py, primero de
manera decreciente y posteriormente creciente, como se observa en la figura 3.41.

En los experimentos numéricos para la simulacién del tratamiento de membrana, quer-
cus y quercus-membrana, los comportamientos de rp y r3, tienen un comportamiento
activador/inhibidor, es decir, son complementarios en ciertas rangos de tiempo y en
otras regiones dicho comportamiento sélo es aproximado, como se ve en las figuras 3.38
y 3.39. Para la taza de proliferacién Py, se tienen cambios crecientes y decrecientes
complejos.

El pardmetro v varia en los dltimos dias del tratamiento de quercus-membrana y regresa
a su valor original el dia 15, como se observa en la figura 3.40. Por tal motivo se renombra
el pardametro v de pardmetro de interaccién a factor queloideo, debido a su fuerte papel
desempeniado en las simulaciones de cicatrices queloide y contractiles.

Ademads de explicar los procesos subyacentes de la cicatrizacion bajo las condiciones
mencionadas anteriormente, se consigue simular otros comportamientos anémalos de la
piel. Mediante las soluciones numéricas del modelo (2.1) se obtienen comportamientos
similares a la formacion de queloides, cicatrices contréctiles, vitiligo y lineas de Blaschko.
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Como trabajo futuro, se puede hacer un estudio de anélisis de sensibilidad paramétrica para
determinar si el modelo tiene més regiones de interés ademas de las ya estudiadas, de manera
paralela, puede encontrarse un las regiones de inestabilidad de manera analitica y finalmente,
reproducir las diferentes afecciones mencionadas en el iltimo apartado del capitulo 3, tanto
usando el mismo formalismo desarrollado en esta tesis como nuevos formalismos y métodos
numéricos.



Apéndice A

Calculos explicitos

A.1. Puntos fijos

Partiendo de las ecuaciones (2.3) y (2.5), se sustituyen en la ecuacién (2.4).

Sipg=0y¢v=0

9(G) = Sq — G =0,
asi

S S
2¢ — (¢07G07800) = <0> 74G10> .

™ 1

G

Sip=0yv=u (3 +1)

G
9(G) =S —r1G — G, (7 + 1) =0,

Py

asi
_’Ych
Py

resolviendo la ecuacién cuadrética

G? — (r1 +7¢e) G+ Sg = 0,

2
1 e () + 405G

12t
27

Definimos I' := vy, P := Pyry, S := Sgr1y D := (I' + r1)2 + %, asi

G+

_Pw T’1+F:f:\/ﬁ
oy -2 ’
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108
Notar que
I'+tvD —-I'++vD
zp:zpc(”GH):“w}c:“. (A7)
Py, —2~ —27

Asi, encontramos los puntos fijos
ri—-T+vD Py ri+T+VD O)
b

(1,G1, 1) = ( 55 T
— (A.8)
(3, G, p2) = (L2, et LoD )
Despejemos G de la ecuacién (2.4)
So—G{rn+y[v+e(1-2)]}=0
(A.9)

Sag
)

Py ¢ := v, entonces de la ecuacién

Sip =+, 1—1%y1/120. Definiendo Dy :=1—

(A.9), G queda escrita como
Sa
Go,pt = : A.10
14 T+ ¢ [:I:\/DAfDA] ( )
de donde se obtienen los siguientes puntos fijos
_ Sa /
(w?ﬂ G37 903) - (07 T1+¢[m—DA] y Pe DA)
(A.11)

_ S,
("¢4; G47<P4) = (07 m: —%@) .

Sip==2p/Dpry1)=1 (% + 1). De la ecuacién (2.4) obtenemos
Sa 116G =1Gv { (3 +1) + e [+vDy — Da]} =0
SG = 11G ~TG (§:G+1) = 6G [+:VDx — Da] =0 (A.12)

Sa— (n+T+¢[£VDy—Dy]) G- 5G* =0

Resolviendo la ecuacion cuadratica
4ST

P+ T+ 6 [£vVDy = Da] 1/ (m + T + ¢ [£v/Dy — Dy])* + 4T

Py
(A.13)
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con lo que se obtienen los siguientes puntos fijos

G
¢57G57§05 Pe DAﬂ/Jc (f7 bootd + 1) 7Gw’@++>

G
71[}67G67906 Pec -DAaq;Z)C (M 1) 5G¢,@—+>

(
(-
(A.14)
(v7,G7,07) (50 VDA, e (7% S 1) ,wa—)
(-

(s, Gs,s8) = (—@cv/Da, e <VGw se— + 1) ’GWD,—> :
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Apéndice B

Formacion de patrones

B.1. Formacién de patrones para el caso rs; # 73,

Patrones similares a la Figura 3.2

Gy

Seccion transwversal g Seccion transwversal ¢

0.30

0.25

0.20

Y lu.al
flual

0.15

—0.2

0.05 -

—0.3

T T v v

o 50 100 [e] 50 100
= () » (i)

0.00

Figura B.1: Solucién numérica de las ecuaciones 2.1 para rz, = 103, Py = 0.5y el resto de
los valores de los pardametros se encuentra en la Tabla 2.1.
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APENDICE B. FORMACION DE PATRONES

Seccion transwversal g

Seccion transwversal ¢

Seccion transversal g

Seccion transversal ¢

flu.a)

> ()

50 100
> ()

Figura B.2: Solucién numérica de las ecuaciones 2.1 para rz, = 103, Py = 15.0; B) 73y =
80 x 103, Py, = 0.5y el resto de los valores de los pardmetros se encuentra en la Tabla 2.1.



2.1.

B.1. FORMACION DE PATRONES PARA EL CASO Rs,, # Rs,

Patrones similares a la Figura 3.3-A)

A)

Seccion transwversal g
0.30

Seccion transwversal ¢

Ylua)

= (rmm}

Seccion transwversal g
0.30

Seccion transwversal ¢
0.3

ylual

Figura B.3: A) Solucién numérica de las ecuaciones 2.1 para rz, = 8.1 X 107, Py, =15.0; B)

T3y = 8 X 108, Py, =15.0 y el resto de los valores de los parametros se encuentra en la Tabla
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Seccion transwversal g Seccion transwversal ¢
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Figura B.4: A) Soluciéon numérica de las ecuaciones 2.1 para 73, = 80 X 103, Py, =150y
T3y = 8 X 108, Py = 0.5 el resto de los valores de los pardmetros se encuentra en la Tabla 2.1.
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Gy

Seccion transwversal g Seccion transwversal ¢
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ylual
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R
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o.00
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Figura B.5: A) Solucién numérica de las ecuaciones 2.1 para r3y, = 8 x 108, Py = 15.0; B)

r3y = 8.1 X 109, Py, = 0.5y el resto de los valores de los pardmetros se encuentra en la Tabla
2.1.
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Seccion transwversal g Seccion transwversal ¢

0.2 H
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.20 -
s s
= =
S o.15

0.0
o1 4
oo f————

—o.z2

—0.3
[e] 50 100 [e] 50 100
> (rmrm) x* (rmrmd

Figura B.6: A) Solucién numérica de las ecuaciones 2.1 para 73, = 8.1 X 109, Py =150y el
resto de los valores de los pardmetros se encuentra en la Tabla 2.1.

Patrones similares a la Figura 3.3-B)

Seccion transwversal g Seccion transwversal ¢

Ylua)

Figura B.7: Solucién numérica de las ecuaciones 2.1 para r3y, = 8.1 X 109, Py, =0.5y el resto
de los valores de los parametros se encuentra en la Tabla 2.1.
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G3 3 )3
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Figura B.8: A) Solucién numérica de las ecuaciones 2.1 para 713, = 103, Py = 15.0; B)
T3y = 103, Py, = 0.5y el resto de los valores de los pardmetros se encuentra en la Tabla 2.1.
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3

Patrones similares a la Figura 3.4-A)

Gs

Seccion transwversal g Seccion transwversal ¢
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Figura B.9: A) Solucién numérica de las ecuaciones 2.1 para r3y, = 8 x 108, Py, = 15.0; B)

r3y = 8.1 % 109, Py, =15.0 y el resto de los valores de los parametros se encuentra en la Tabla
2.1.
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Figura B.10: A) Solucién numérica de las ecuaciones 2.1 para 13y = 103, Py = 15.0; B)
T35 = 80 X 103, Py = 0.5y el resto de los valores de los pardmetros se encuentra en la Tabla

2.1.



120 APENDICE B. FORMACION DE PATRONES

s
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Figura B.11: A) Solucién numérica de las ecuaciones 2.1 para rgy; = 80 x 103, Py =15.0; B)

T3y = 8 X 108, Py, =15.0 y el resto de los valores de los parametros se encuentra en la Tabla
2.1.
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Figura B.12: Solucién numérica de las ecuaciones 2.1 para 13y = 8.1 x 109, Py =15.0 y el
resto de los valores de los pardametros se encuentra en la Tabla 2.1.

Patrones similares a la Figura 3.4-B)
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Figura B.13: Solucién numérica de las ecuaciones 2.1 para rsy = 103, Py =15.0; B) r3y =
80 x 103, Py, =15.0 y el resto de los valores de los pardmetros se encuentra en la Tabla 2.1.
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Figura B.14: A) Solucién numérica de las ecuaciones 2.1 para 73, = 8 X 108, Py, =15.0;B)y
el resto de los valores de los parametros se encuentra en la Tabla 2.1.



B.1. FORMACION DE PATRONES PARA EL CASO R3y # R3, 123

Py

Seccion transwversal g Seccion transwversal ¢

Gy

0.30

0.25 +

0.20

ylual

0.15

0.05

Seccion transwversal Seccion transwversal ¢

030 0.3
025 4 o2

020 4

ylua)

LS A

flua)
a
=]

oLl —0-1 1

005 4 —0-2 1

0o ; . —0-3 1 :

o
g
=
=]
o
g
5
=]

Figura B.15: A) Solucién numérica de las ecuaciones 2.1 para rsy = 8.1 x 107, Py =15.0; B)
T3 = 103, Py =15.0 y el resto de los valores de los parametros se encuentra en la Tabla 2.1.
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Figura B.16: A) Solucién numérica de las ecuaciones 2.1 para rsz, = 80 X 103, Py =15.0; B)

T3y = 8 X 108, Py, =15.0 y el resto de los valores de los parametros se encuentra en la Tabla
2.1.
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Figura B.17: A)Solucién numérica de las ecuaciones 2.1 para rs, = 8.1 x 10%, Py, = 15.0; B)
y el resto de los valores de los parametros se encuentra en la Tabla 2.1.



B.2. Formacién de patrones para el caso r3, = 13,

Patrones similares a la Figura 3.7
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Figura B.18: solucién numérica de las ecuaciones 2.1 para 73 = 8 x 102, Py = 0.5y el resto
de los valores de los parametros se encuentra en la Tabla 2.1.
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Figura B.19: A)Solucién numérica de las ecuaciones 2.1 para r3 = 8.1 x 10°, P, = 15.0; B)
ry = 8 x 108, Py, = 15.0 y el resto de los valores de los pardmetros se encuentra en la Tabla
2.1.
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Figura B.20: A)Solucién numérica de las ecuaciones 2.1 para r3 = 8.1 x 10, Py, =05yel
resto de los valores de los pardmetros se encuentra en la Tabla 2.1.
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Figura B.21: solucién numérica de las ecuaciones 2.1 para 3 = 8.1 x 107, Py =15.0 y el resto
de los valores de los parametros se encuentra en la Tabla 2.1.
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Figura B.22: A)Solucién numérica de las ecuaciones 2.1 para r3 = 8.1 x 107, Py, = 15.0; B)

r3 = 8 x 108, Py =15.0 y el resto de los valores de los pardmetros se encuentra en la Tabla
2.1.
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Figura B.23: solucién numérica de las ecuaciones 2.1 para r3 = 8.1 x 107, P, =15.0 y el resto
de los valores de los parametros se encuentra en la Tabla 2.1.

Patrones similares a la Figura 3.9-B)

Gs ©5 Ps
A) . . -

Seccion transwversal Seccion transversal ¢
030 -3 7
025 -2 7
020 o1
= =
= pais = | B0 A
= -

010 APt ot i it SR -1

005

[vRala] T T ) T v
o 50 100 o S0 100
= [} = ()

Figura B.24: A)Solucién numérica de las ecuaciones 2.1 para r = 8 x 108, Py, = 15.0; B) y el
resto de los valores de los pardmetros se encuentra en la Tabla 2.1.
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Figura B.25: A)Solucién numérica de las ecuaciones 2.1 para r3 = 8.1 x 107, Py = 0.5; B)

ry = 8.1 x 107, Py, =15.0 y el resto de los valores de los pardmetros se encuentra en la Tabla
2.1.
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Figura B.26: solucién numérica de las ecuaciones 2.1 para rz = 8.1 x 107, Py, = 0.5y el resto
de los valores de los parametros se encuentra en la Tabla 2.1.
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