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Calculo de funciones de dispersion
y su analisis usando la Teoria de Matriz
Reacciéon (TMR)

Resumen

En este trabajo empleamos la Teoria de la Matriz de Reaccién (TMR), aplicada a
potenciales con simetria esférica, con el propdsito de obtener un mejor entendimiento
entre las caracteristicas de las funciones de dispersion y las caracteristicas espectrales
del potencial dispersivo.

El ingrediente principal de la TMR es la separacién del espacio de configuracién en
dos regiones: la region de interaccién (o reaccion) y la region asintética. La funcién de
onda dispersada en la region de interaccién se expande en la base de los eigenestados
del Hamiltoniano de reacciéon con condiciones de frontera homogéneas caracterizadas
por el parametro de frontera B. Resulta entonces conveniente hacer un analisis del
espectro y de las eigenfunciones del sistema desacoplado.

Como ejemplo basico e ilustrativo de sistemas desacoplados, consideramos el de
una particula en una caja con una barrera o pozo en su interior para diferentes valores
de B. El sistema mas sencillo, el de la “caja vacia”, muestra ya la existencia del eigen-
estado con energias por debajo del fondo del potencial. A este nuevo tipo de estados
los denominamos “estados subterraneos” para distinguirlos de los estados comunes
con energias iguales o superiores al fondo del potencial. Mostramos la existencia de
estos estados para varios rangos de parametros que caracterizan la barrera dentro de
la caja.

Cuando acoplamos estos sistemas al continuo observamos que la funcién de onda
para energias resonantes, bajo ciertos parametros, obedece condiciones de frontera
que generan estados subterraneos. Mostramos que la inclusion de estos estados es
fundamental para obtener, a través de la TMR, una expresion andlitica a un nivel
que describe correctamente la funciéon de onda en la regién de interaccién, asi como
tambien la matriz de reaccién. La correcta aproximacién a un nivel se apoya en la
determinacion del parametro de frontera B asociado a la resonancia y permite una
mejor comprension del fenémeno de dispersion.

Finalmente, enfatizamos que las resonancias, definidas por los maximos locales del
tiempo de demora, generalmente no coinciden con los maximos de la seccién eficaz,
como lo establece formula de Breit-Wigner.






Contenido

Introduccion

Teoria de Matriz Reaccién (TMR) y funciones de dispersién

2.1 Descripcion del sistema . . . . . . . ...
2.1.1 Regién de reaccion . . . . . ..o
2.1.2  Regién asintotica . . . . . . ..o
2.1.3 Conexién por continuidad . . . . . . ... ... ... .. ...

2.2 Funciones de dispersion . . . . . .. ..o
2.2.1 Tiempo de demora y recorrido efectivo . . . . . . .. .. ...
2.2.2 Probabilidad de atrapamiento . . . . .. . ... ... .
2.2.3 Seccion eficaz . . . . . ... L o

Sistemas cerrados

3.1 Sistema caja vacia con condiciones de frontera de Robin. . . . . . ..

3.2 Estados subterrdneos . . . . . ... ..o

3.3 Sistema caja con barrera . . . . .. .. ..o
3.3.1 Solucién por el método directo . . . . . . . ... ...
3.3.2  Solucién por el método de diagonalizacion . . . . . . . . . ..

3.4 Resultados del sistema caja con barrera . . . . . . .. ... ... ...

Sistemas abiertos
4.1 El potencial de dispersion . . . . . . . . ... ...
4.2 Funciones de dispersion para los sistemas pozo de potencial plano y
caja con barrera . . . . ... ..o
4.3 Calculo del parametro de frontera natural en resonancia B* . . . . .
4.3.1 Panorama de los parametros B* en el sistema caja con barrera
y sus variantes . . ... Lo
4.4 Funciones de onda para los sistemas pozo de potencial plano y caja
con barrera . . . . ... .
4.4.1 Sistema caja con barrera . . . . . . ... ...
4.4.2 Pozo de potencial plano . . . . ... ..o

vi

N O OO Uk W W -

©



Contenido vii

4.5 Aproximaciéon a un solo nivel en la funcién de reaccién y la densidad
de probabilidad . . . . . .. ..o 37

5 Conclusiones 41

A Calculo del eigenespectro para el sistema caja con barrera por el
método directo 44

B Calculo de los coeficientes de la funcién de onda del sistema caja con
barrera 46

C Calculo de la matriz Hamiltoniana Hp,,, para el sistema caja con
barrera 48

Bibliografia 52



Capitulo 1

Introduccion

La descripcién de fendémenos de dispersion cuantica generalmente requiere de la
solucion de la ecuacién de Schrodinger. Estos encuentran aplicacion en muchas ramas
de la fisica, desde fisica nuclear y de particulas hasta sistemas mesoscépicos [1]

Existen pocos potenciales para los cuales la ecuacion de Schrodinger con Hamil-
toniano auténomo, puede resolverse de manera analitica y exacta, aun para sistemas
en una dimensién. Aparte de los potenciales bien conocidos, como el potencial
de Coulomb, particula en una caja, oscilador armonico, potencial lineal y el de la
particula libre, existen otros potenciales que también permiten soluciones exactas, en
términos de funciones hipergeométricas ordinarias o confluentes. Ver, por ejemplo [2]

Para los potenciales que no existen soluciones analiticas exactas, es necesario
utilizar métodos numéricos o bien analiticos bajo ciertas aproximaciones. Algunos
métodos numeéricos estan basados en la discretizacion de la ecuacién de Schrédinger;
otros métodos empleados son el variacional, de elemento finito y el de “shooting”
(método de error y prueba) [3]. Una gran clase de problemas pueden también resol-
verse a través de la diagonalizacién del Hamiltoniano en una base apropiada.

En la actualidad, existen paquetes de software que resuelven la ecuacion de onda de
Schrodinger con la precision numérica requerida y para potenciales arbitrarios [4]. Sin
embargo, para que las soluciones numéricas nos proporcionen un entendimiento del
sistema, usualmente es necesario hacer un muestreo de las soluciones como funcion de
los parametros del sistema. Para profundizar en el entendimiento de las propiedades
de un sistema dado es de gran utilidad complementar las soluciones numéricas con
resultados analiticos aproximados.

La Teorfa de la Matriz de Reaccién desarrollada por Wigner [5] para la descripcion
de reacciones nucleares permite hacer calculos numéricos con bastante precision y
también da la posibilidad de hacer aproximaciones analiticas.

En este trabajo se utilizarda la matriz de reacciéon para obtener los niveles de
energia de los estados ligados y el tiempo de demora para el continuo. También
se establecerda un proceso que permita obtener modelos a un nivel de la matriz de
reaccion que describan correctamente la dispersion en la vecindad de las resonancias.



2 Capitulo 1: Introduccion

El objetivo principal de este trabajo es emplear la teoria de la matriz de reaccion,
aplicada a potenciales centrales para obtener un mayor entendimiento entre las carac-
teristicas de las funciones de dispersion y las caracteristicas espectrales del potencial
dispersivo.

Para lograr nuestro propésito planteamos los siguientes objetivos especificos:

1. Describir el método de la teoria de reacciéon para potenciales centrales disper-
sivos con radio de interaccion bien definido.

2. Estudiar los potenciales centrales con radio de interacciéon bien definido sin
acoplar al continuo. Considerando condiciones de frontera homogeneas o de
Robin.

3. Comprender la importancia de los estados subterraneos en la solucién de po-
tenciales centrales cuyas condiciones de frontera homogéneas lo requieran.

4. Obtener las funciones de dispersion seccion eficaz o(k), tiempo de demora 7(E)
y probabilidad de atrapamiento P(k), para el pozo de potencial plano y el
sistema caja con barrera.

5. Obtener una expresion analitica a un nivel para la funcién de onda en resonancia,
para los sistemas pozo de potencial plano y caja con barrera. Comparar con los
calculos exactos.

Durante el desarrollo de esta tesis nos encontramos con un comportamiento in-
esperado en el espectro de energia y la funciéon de onda del estado fundamental, la
cual exhibe un nodo para ciertas condiciones de frontera homogéneas. El nodo en el
supuesto estado fundamental contradice el Teorema de Sturm-Liouville [18-20] que
establece la no existencia de nodos en el estado de minima energia. Dicho compor-
tamiento ocasiona que los resultados obtenidos con la TMR sean incorrectos. Descub-
rimos que los resultados se corrigen al reconocer la existencia del estado fundamental
por debajo del fondo del potencial que llamaremos Estados Subterrdneos (ES).

Organizacién del trabajo.

El trabajo estd organizado de la siguiente forma. En el Capitulo 2 describimos el
formalismo de la TMR y deducimos de forma sencilla las funciones de dispersion. En
el Capitulo 3 estudiamos el sistema caja vacia sin acoplar al exterior, encontrando
que para condiciones de fronteras intermedias entre Neumann y Dirichlet se presenta
una paradoja que contradice el teorema de Sturm Liouville, en el sentido de que el
estado de minima energia exhibe un nodo. Posteriormente corregimos dicha anomalia
y aplicamos esta correcion al sistema caja con barrera. En el Capitulo 4 conectamos
los sistemas pozo y caja con barrera al continuo, calculamos la matriz reaccion, las
funciones de dispersion y obtenemos una expresion analitica a un nivel para la funcion
de onda en resonancia. En el capitulo 5 se presentan las conclusiones.



Capitulo 2

Teoria de Matriz Reaccién (TMR)
y funciones de dispersion

En este capitulo se describe la aplicacion de la TMR para solucionar potenciales
cuanticos unidimensionales semi-infinitos con radio de interacciéon bien definido, y
presentamos una deduccién sencilla de las funciones dispersivas que se van a utilizar
en el desarrollo de este trabajo.

2.1 Descripciéon del sistema

Consideremos un potencial arbitrario localizado en la regién I (reaccién), ver Fig.
2.1, la linea segmentada en x = d representa una frontera virtual que separa la region
de reaccién de la region II (asintética). Para solucionar el problema es necesario
conectar las regiones I y IT usando la continuidad de la funcién de onda y su derivada
evaluada en la frontera virtual, por lo tanto es necesario conocer la funciéon de onda
en la regiénde reaccion y en la regién asintotica.

Vi(x)

0 \/ x=d

Figura 2.1: Potencial arbitrario con radio de interaccién bien definido, la linea discontinua separa el
espacio de configuracion en dos regiones, reaccién y asintética respectivamnete.
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2.1.1 Regién de reaccién

La ecuacion de Schrodinger para el sistema descrito esta dada por

h? h?
SO V)| wlhin) = ), o€ .co) 2.)

La funcién de onda dispersada ¢ (k,x) que satisface la ecuacion (2.1), se obtiene
expandiendo en una base ortogonal completa, {®g \(z)}, que se denominara eigen-
funcion de reaccion,

ZA (I)B)\ ) x € [O,d] (22)

Las eigenfunciones {®p ()} son las soluciones del Hamiltoniano en la regién de
reaccion
I e i k3, @ 0,d 2.3
—0;+V ) € [0,d], i
o ()| Ppa(z) = 2MB)\B>\() z € [0,d] (2.3)
que esta sujeto a condiciones de frontera de Dirichlet en x = 0 y homogéneas o de
Robin en x = d, la iltima condicion se fija con el parametro de frontera B, cuyo valor
es constante e independiente de A, la cual etiqueta el nivel de energia. La condicion
de Robin se define como

(I)/B)\(.T = d) = B(I)B’)\(QZ = d) (24)

Los eigenvalores que arroja la solucién de la ec. (2.3) son el eigenespectro energético
L Epy =k}
h2 = B,A B

Los coeficientes de expansion AP (k) estan dados por

B ()0 (ks d) = s () (ks )
= k2 |

AL (k) = (2.5)

ver la referencia [6]. Sustituyendo el complejo conjugado de la ec. (2.4), en el segundo
término de la ecuacién la ec. (2.5), se obtiene

V' (k; d) — Bi(k; d)

B B2

AR (k) = O a(d). (2.6)

Sustituyendo ec. (2.6) en ec. (2.2) y evaluando en x = d se consigue

U(k; d) = [/ (k; d) — BY(k; d)| Rp(k), (2.7)

donde
(2.8)
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es la matriz de reaccién. Es interesante notar que la ec. (2.8) se obtiene sélo con
informacion de la regién de reaccién. Consideremos el caso particular B = 0, entonces
la matriz de reaccion se transforma en el reciproco de la derivada logaritmica

P(k, d)
V' (k, d)

Dividiendo la ec. (2.7) a ambos lados del igual entre ¢/ (k, d) y utilizando el resultado
de Ro(k),

Ro(k) = : (2.9)

Ry'(k) = R' (k) + B, (2.10)

obtenemos una identidad 1til para la aplicacién de la TMR.

2.1.2 Regioén asintdtica

La forma de la funciéon de onda en la region asintotica esta dada como
Vout(kyz > d) = e + Se* con V(z) =0, (2.11)

S etiqueta la matriz de dispersiéon y se obtiene de forma explicita aplicando la derivada
logaritmica a la ec. (2.11) y evaluando en x = d

a1 ik(ks )/ ks d)
1= iko(k; d) /0 (k:d)’

en virtud de la propiedad de unitariedad que se manifiesta en la anterior expresion,
S se puede escribir en términos del corrimiento de fase 6

S = (2.12)

S = —e 2kdp2o — o720 (2.13)

kd, corresponde a la fase de la esfera dura [7,8] independiente del potencial dispersivo
siempre y cuando el radio de interacciéon d no se modifique. ¢ es la fase resonante:

¢ = tan™! (k z((lzcg)) . (2.14)

Sustituyendo la ec. (2.13) en la ec. (2.11) y evaluando en la frontera d, se obtiene

Y(k,d) = —2ie” sin ¢. (2.15)

La ec. (2.15) nos indica que la condicién de frontera de la funcién de onda esta
determinada por el valor de ¢(k). En particular, la funcién de onda dispersada
cumple condiciones de frontera de Dirichlet (Neumann) cuando ¢(k) es igual a 0 (),
modulo 7.
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2.1.3 Conexioén por continuidad

El acoplamiento entre la region de reaccion y asintética en la frontera virtual, se
consigue sustituyendo la ecuacién (2.9), en las ecuaciones (2.12) y (2.14), respectiva-
mente

_ o 2ikd 1+ ikRo(k)

S = TR0 (2.16)
y
tan(¢) = kRo(k) = R;(:)HB. (2.17)

En ambas ecuaciones es evidente la importancia de calcular Ry, que en pocos sistemas
es posible obtener de forma analitica y por ende se utiliza la expansion

X [Poral
A=1 "0,A

Sustituyendo la ec. (2.11) en (2.6), los coeficientes AP (k) se pueden escribir como:
1= BRo(k) | ®pa(d)
1 —ikRy(k) k]237>\ — k?
2ike~tkd (I)B)\(d)

— 2.19b
L+ (B—ik)Rp(k) k2, — k2 (2.19b)

AL (k) = —2ike (2.19a)

2.2 Funciones de dispersion

2.2.1 Tiempo de demora y recorrido efectivo

El tiempo de demora también se emplea para caracterizar resonancias [10-13]. En
una dimension se conoce como tiempo de de demora de Wigner-Smith. Se interpreta
como el tiempo que tarda una particula en visitar la regiéon de reacciéon. Un tiempo
de demora positivo indica un “atrapamiento” de la particula en la region de reaccién
y un tiempo de demora negativo significa que la particula es acelerada al pasar por
la regién interna [15,16]. Dicha funcién en términos de la matriz de dispersién esta

dada por:
00

Recordando que 6 esté dividido en la fase de la esfera dura y la fase resonante ¢, y
tomando las derivadas respecto al nimero de onda k, obtenemos
B dk  do(k) dk

7
= 2 k) - 20),

(2.21)
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donde

I(k) = dqfi(k) (2.22)

se conoce como el recorrido efectivo de una particula a una velocidad igual a la de

una particula libre £ en la regién de reaccién en presencia de un potencial, el cual

causa un estiramiento en la fase resonante ¢(k).

2.2.2 Probabilidad de atrapamiento

Por definicién esta funcién en la regién de reaccion estda dada por,

P(k) = 1

d reac

[ (k; x)|*dz (2.23)

Expandiendo en términos de la eigenfunciéon de reaccion ®p »

B = [ S (AP ()5 (0)) (AR ) x ()

reac yy

= ZA*B VA (k) O\ (2)Pp v (z)da (2.24)

TV reac
= |AY (k)
A

Escribiendo AP (k) en términos de la matriz reaccién y haciendo los respectivos
calculos, conseguimos

P = & (10 - ) (2.25)

2.2.3 Seccion eficaz

La seccién eficaz es la funcion de dispersiéon més comtn usada en fisica nuclear,
atémica y de particulas para caracterizar las resonancias. Esta dada por:

4
o(k) = ﬁsm (0). (2.26)
Siendo rigurosos la secciéon eficaz no tiene significado fisico en sistemas semi-infinitos
unidimensionales. Sin embargo si lo tiene para particulas dispersadas con momentum
angular [ = 0 con simetria esférica. Por otro lado la densidad de probabilidad de
encontrar a la particula en x = d, la calculamos con la ecuacién (2.15)

[(k; d)|* = 4sin* (¢) (2.27)
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que indica que el acoplamiento no depende de la fase total 8 sino de su parte resonante
solamente. En el Capitulo 4 profundizaremos en este indicio, calculando la seccion
transversal oy y su parte resonante o,, ambas escaladas.

0y = sin? 0 (2.28)

04 = sin® ¢. (2.29)

Note que la seccién eficaz escalada ec. (2.29) es proporcional a la densidad de proba-
bilidad en la frontera.



Capitulo 3

Sistemas cerrados

En este capitulo primero se calcula el eigenespectro y la funciéon de onda para una
particula en una caja vacia sujeta a condiciones de frontera homogéneas en = = d.
Luego se muestra que los resultados obtenidos respecto a la caja vacia presentan
aparentes anomalias, tanto en su eigenespectro como en su funcién de onda, las cuales
solucionamos al considerar energias por debajo del fondo del potencial. Posterior-
mente obtenemos el eigenespectro y las eigenfunciones para el sistema compuesto por
una caja con una barrera en su interior. Por tltimo mostramos la importancia de las
energias por debajo del fondo del potencial en el resultado correcto de la funciéon de
reaccion.

3.1 Sistema caja vacia con condiciones de frontera
de Robin

Consideremos el sistema de la caja vacia

Q_‘ i i i

0

Figura 3.1: Sistema caja vacia de ancho d que cumple condiciones de frontera de Dirichlet en x = 0
y de Robin en & = d. Note que el fondo del potencial estd en E = 0.
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El sistema caja vacia estd descrito por el Hamiltoniano

h? d? h?
Hoyup m(z) = _ﬂ@“&m(x) = —q%m(aj)ul(x) 0<zxz<d, (3.2)

sujeto a condiciones de frontera de Dirichlet y de Robin respectivamente

upm(x)lo =0 (3.3)

Up ()
uB,m('I) d 4B €0 <QB7 ) (3 )
Aqui

2 — 2IUEjB,m ﬁ —1
) h2 -

(q37md)2 = QE‘B’md2 = QEB,m-

qB,m - h2

La solucién a la ec. (3.2) es la funcién de onda ug,,(z) que denominaremos base
primaria y el subindice m etiqueta el nivel del estado

uB,m(x> = NB,m sin (QB,mx>7 m = 07 17 27 3. ) (35)

siendo m = 0 el estado fundamental de energia y N ,, la constante de normalizacién

4q3 m
N m — ’ . 3.6
B, \/2qu,7” — sin(2qu7m) ( )

De acuerdo a la ec. (3.4) notamos que las condiciones de frontera de Dirichlet
up,m(d) = 0 corresponden a B — —oo y las de Neumann u' ,,(d) = 0 correspon-
den a B = 0.

El eigenespectro de la caja vacia se obtiene calculando las raices {¢pn,} de la
ecuacion trascendente (3.4) para un determinado valor real de B. Considerando
diferentes valores de B obtenemos la Fig. 3.2 en la que se observa que Bd = 1 es
un punto critico donde los niveles de energia manifiestan un salto, indicado por la
linea vertical segmentada. Centrando nuestra atencién en el estado fundamental de
energia en la Fig. 3.3 se observa que para valores menores o iguales al punto critico las
raices {gpo} se encuentran antes de la primera singularidad (¢d = 7) de la funcién
qd cot(gd), mientras que para Bd > 1 las raices se localizan después de la primer
singularidad.

Las raices {¢pm,} para Bd > 1 exhiben un nodo en el supuesto estado fundamental
de energfa, debido a que ¢p,,d > 7w ver Fig. 3.4. Lo anterior no es consistente con
el Teorema de Sturm-Liouville [18-20], que especifica que la enésima eigenfuncién
tiene m nodos. En particular el estado fundamental (m = 0) no debe exhibir ningun
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nodo. Tomando el teorema de Sturm-Liouville como cierto consideramos que esta
inconsistencia se debe a que el estado fundamental estda oculto y por lo tanto las
funciones de onda para Bd > 1 mostradas en la Fig. 3.4, en realidad deberian
corresponder al primer y quinto nivel de excitacion.

150~

I
A~ NO

BEEB

100 L ¥k dornangepy

vs]

50

I

* ¥
*******************************************
Ol tokecsreaai,, I R B M i |

2 0 2 4 6 8 10 12
Bd

Figura 3.2: Eigenespectro en términos de la energia para los niveles 0, 2 y 4 del sistema caja vacia,
representados por las lineas de color negro, rojo y azul respectivamente. La linea vertical discontinua
indica el punto Bd = 1 en el que se presenta el salto.

gdcot(qd)

Figura 3.3: Funcién gd cot (¢d). El punto de corte con la ordenada es exactamente en el punto critico
Bd = 1. En la parte superior izquierda se presenta una ampliacién de la zona localizada antes de
la primer singularidad qd = m, en la que no es posible encontrar soluciones para Bd > 1 como lo
indica las intersecciones de la linea discontinua con la funcién gd cot(gqd).
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m=0 m=4
1 T 1 I
0.5 0.5 Bd=0
OF ! } : 0 : } :
1 | L
. B Bd=1
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Figura 3.4: Densidades de probabilidad para el estado fundamental y el cuarto nivel de excitacion
del sistema caja vacia, considerando valores de Bd = 0,1,1.2,12.

3.2 Estados subterraneos

gdcot(qd)

!
-10 -5

10 15

Figura 3.5: Representacion grafica de gd cot (¢qd) en funcién de la energia. Las intersecciones de la
linea azul con la funcién gd cot (¢d) indican las raices encontradas para un determinado valor de B.
La elipse indica el estado subterraneo cuya energia siempre es negativa
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En la Fig. 3.5 notamos que cuando Ed = 0 la funcién ¢d cot (gd) = 1 por lo tanto
el estado fundamental para Bd = 1 tiene energia £ = 0. De modo que la funcién de
onda del estado fundamental tiene un comportamiento lineal, es decir
u'(d) 1

D = d (3.7)

Ulo(x):N%,oxa q$70:E%70:O y

d’

Usando la ec. (3.6) obtenemos la constante de normalizacion

2
N1 = ﬁ. (3.8)

Se aprecia también que para Bd > 1 la energia del estado base es F < 0, lo que
significa que el estado fundamental de energia siempre se localiza por debajo del
fondo del potencial y lo denominamos estado subterraneo! Energias por debajo del
fondo del sistema implican que el nimero de onda ¢p,,, sea imaginario para m = 0

qBo =\ —2|Epo| =iQpo, @po = \/2|EByl,

donde C @)
u'g o(x
upo())o =0, —2L2| =B =Qpgcoth (Qpod) (3.9)
upo(x) J
y la funcién de onda de este estado es
upo(xr) = Vg osinh(Qpoz), (3.10)

con factor de normalizacién

4Q B0
Npo = ’ . 3.11
B0 \/ sinh 2Q 5 0d — 2Qp.0d (3.11)

La inclusién del estado subterraneo en el conjunto de eigenestados elimina el salto
en el eigenespectro observado en la Fig.3.2, ver Fig. 3.6, resolviendo el conflicto con
el teorema de Sturm-Liouville pues ahora el verdadero estado fundamental no tiene
nodos como lo muestra la Fig 3.7.

En resumen, existen tres tipos de estados fundamentales para la caja vacia, de-
pendiendo del valor del parametro de frontera B:

Nposin(gpox) gpo esla primer raiz de ¢p,, cot(gpmd) = Bd < 1,
upo(r) =49 Nz para Bd=1, g¢po=0,
Nposinh(Qpor)  Qpo eslatnicaraiz de Qpocoth(Qpod) = Bd > 1,
(3.12)

Notemos que las condiciones de frontera de Neumann B = 0 y Dirichlet B — —o0
estan contenidas en la primera solucién. Aclaramos que para Bd — oo no tienen
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lugar las condiciones de frontera de Dirichlet pues la funcion de onda se adhiere por
completo a la pared derecha del sistema, es decir que la funciéon de onda en z = d no
es cero.

KK HHAHA KKK K K HR A KA KK Kk * *:
* *

50 .

HAH KA KK KKK K
— *
E i ********************************************** T

Figura 3.6: Eigenespectro en términos de la energia para el sistema caja vacia incluyendo el estado
subterraneo. Las lineas de color negro, rojo y azul corresponden a los niveles 0, 2 y 4 respectivamente.

De acuerdo con los razonamientos que se han venido realizando es oportuno in-
vestigar el efecto del estado subterraneo en el célculo de la funcién de reaccién Rp(q).
Para ello primero calculamos Rp(q) de forma exacta por medio de la ec. (2.10) en la
que es necesario determinar Ry(q) que se obtiene al aplicar el reciproco de la derivada
logaritmica a la base primaria evaluada en x = d,

Ry(g) = 009, (3.13)
q
Luego comparamos el resultado exacto con el obtenido a través de la expansion dada
por la ec. (2.8) en la que ignoramos el estado subterraneo. En el panel superior de
la Fig. 3.8 se observa que los resultados obtenidos con la expansion no coinciden con
el resultado exacto (curva negra), lo cual se corrige al incluir el estado subterrdneo
como se aprecia en la Fig. 3.9.

Adicionalmente calculamos la densidad de probabilidad |up,,(z)]* de forma ex-
acta, sustituyendo el valor de gp,, correspondiente al primer nivel de excitacién en
la ec. (3.5). Este resultado lo comparamos con el determinado de forma aproximada
usando la ec. (2.2) para un numero N de términos en la suma. El panel inferior
de la Fig. 3.8 nos muestra la densidad de probabilidad calculada de forma aproxi-
mada prescindiendo del estado subterraneo y la densidad de probabilidad obtenida
de manera exacta (linea discontinua), es evidente que los resultados aproximados no

’ 2
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reproducen el resultado exacto que solo se consigue al reconocer la existencia del
estado subterraneo como se observa en la Fig. 3.9.

e
i

A A /\ ot
I G AVATATAY o

0O 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1
x/d x/d

Figura 3.7: Densidades de probabilidad para el sistema caja vacia considerando el estado subterraneo,
para los niveles m = 0y m = 4 con valores de Bd =0,1,1.2,12
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Bd= 1 4 Bd=24,
I I

! | ! | \\“v 4 ! | | ! | ! | \‘\ s ! |
0 02 04 06 08 0 02 04 06 08 1
x/d x/d
Figura 3.8: Funcién de reaccién Rp y densidad de probabilidad para m = 1 del sistema caja

vacia, ignorando el estado subterraneo con valores de Bd = 1.4,2.4. N es el ntimero de términos
considerados en la sumatoria (2.2).
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0 0.5 0 0.5 1
x/d x/d

Figura 3.9: Funcién de reaccién Rp y densidad de probabilidad para m = 1 del sistema caja vacia,
considerando el estado subterraneo con valores de Bd = 1.4,2.4. N es el nimero de términos
considerados en la sumatoria (2.2).

3.3 Sistema caja con barrera

Con el propésito de investigar si los estados subterraneos existen también para
otros sistemas, analizaremos el sistema de una barrera de potencial dentro de la caja
estudiada en la seccién anterior. Obtendremos el eigenespectro y eigenfunciones de
dos maneras; el método directo y el método de diagonalizacién.

Figura 3.10: Caja con una barrera de longitud A y altura V,. El fondo de la caja esta en E = 0.
Las lineas azules segmentan el sistema en tres regiones.
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3.3.1 Solucién por el método directo
Eigenespectro

Segmentando el sistema caja con barrera en tres regiones como se ilustra en Fig.
3.10 la funciéon de onda correspondiente a cada region esta dada por

Y1 = Aysin(kiz), (3.14)
Yy = Ce™"* + De', (3.15)
g = Agsinky(z — d) + Az cos ki (x — d), (3.16)

donde

q= ki =2V, ki =V2E. (3.17)

Imponiendo condiciones de frontera de Robin en la region 3 y evaluando en x = d

Y'(d) As -
=ki— = Ro(k 3.18
w(d) 1A3 0( ) ( )
Imponiendo continuidad en las fronteras z = % y T = %, se obtiene
—iq (—Asa + A3B) + k1 (Aaf + Aser) = Are " (ki — iqey) (3.19)
iq (—AQOé + Agﬁ) + kl(AQ/B + A30é) = AleiqA (/{Zlﬁ + iqoc), (320)
donde A A
o = sin [lﬁ(a; )] y [ = cos [kl(a; )]

Dividiendo la ec. (3.20) entre la ec. (3.19) se obtiene

Ao B ZW*e24d — W Zx
Ig T %2 _ 72,02igA

(3.21)

donde
Z=kp+iga y W=ka+igB, (3.22)

sustituyendo la ecuacion (3.21) en la ec. (3.18), obtenemos la ecuacion trascendente
general para calcular el eigenespectro,

ZW*eXad — W 7«
72 _ 7202igA

Ryt =k (3.23)

Consideremos por separado los casos, £ > 0y F < 0. Para E > 0, el niimero de
onda ¢ es real si E > Vg, como se aprecia en (3.17), mientras que para E < Vg tiene
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lugar el fenémeno de tunelamiento y por ende, ¢ adopta la forma ¢ = iQ). Para E < 0
los nimeros de onda k; y ¢, junto con las cantidades Z y W toman la forma

iko 'y qo=1\/2|E|+ 2Vg. (3.24)

Zy = —qoa + ik y Wy = —qof + ikoc, (3.25)

donde el subindice 0 etiqueta el estado subterraneo. En el apéndice A se presenta la
deduccién de la ecuacién (3.23).

Funcion de onda

Para calcular la funciéon de onda, es necesario conocer los coeficientes de las ecua-
ciones (3.14)-(3.16) los cuales estan definidos por (ver apéndice B),

—2iqu_iq<d_2A>
—2iqkCe~(*5) .
ST BZA+ kW (3:27)
BA
Ay = kl?’, (3.28)
AZ _a
D= —2;1 emia(5%) (3.29)

el sistema de ecuaciones se soluciona, si determinamos el coeficiente C' que se consigue
normalizando la funcién de onda

2 in(qA) [ Z AR
‘C’Q = {]{](‘]ZP <k1<d — A) — 2056) + 2A — Sln(qQ) (Z*elqA + ZeZqA> +
1

2 (B? — k) (ki(d = A) —205) 1
—ki(d—A)-2B .
(BZ + laW*)(BZ* + kyW) 2k, 1(d=4)=2Ba
(3.30)
3.3.2 Soluciéon por el método de diagonalizacion
Las expresiones para la matriz hamiltoniana
HB,mn = <uB,m‘H‘uB,n> (331)

dependeran del tipo de estado fundamental de la base primaria {ug,,}, con condi-

ciones de frontera ec. (3.12).
Tipo Bd < 1
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A

Hypn = Fyy oy + VBV l _ cos(gpmd) sin(qB,mm} |

3.32
4B,m ( )

sm( B, )cos( B, ) sin (CB’ )COS (CB’
HB,mn = AB,mn‘/b -

2 2 2 2 )] (3.33)

GB,mn CB,mn
con )

h=
FB,w = ZQBJL - ’Vw|7

donde V, etiqueta la altura de la barrera y V,, la profundidad del pozo, que en este
caso es cero y

AB,mn - NB,mNB,n

HB,mn =d4Bm —4Bn

CB,mn = {4B,m + 4B n-

Para el tipo Bd = 1 es necesario usar la base primaria que adopta la forma de la ec.
(3.7). En el tipo Bd > 1 los elementos matriciales correspondientes a m = 0 son

N2 Vy [si
Hpoo = FES + =202 [Smh(QB’”A) cosh(@pod) | A} , (3.34)
7 2 B0
donde ,
Fgn = —Q§’O — |V, (3.35)
~ NpoNpnVp Qpola+A)\ . (gsnla+A)
Hpopn = Q23,0 n q%m {QB,O [Cosh < 5 sin 5
~ cosh (W) ¢in (W) ]
— A — A
+ 4Bn [Sinh (QB’O(;)> CcOS <QB’n<a2)>

— sinh <QB’0(Z+A>> cos (W) ] } (3.36)

Los demés elementos matriciales se obtienen aplicando el mismo procedimiento del
tipo Bd < 1.

Las raices {gp,} v @5, se calculan utilizando las ecuaciones trascendentes (3.4)
y (3.9) respectivamente. Dichas raices permiten construir la matriz simétrica H,,p,
que se diagonaliza con el propésito de obtener el eigenespectro kg, y sus respectivos
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eigenvectores. La funcién de onda ®p (x) se consigue expandiendo los coeficientes
C% ,, en términos de la base primaria,

Ppr(z) =D Chupm(z), m=0,1,2- (3.37)

m etiqueta la m-esima componente del eigenvector y A el nivel de energia bajo estudio.

Un caso particular del tipo Bd < 1 es Bd = 0 (condicién de frontera de Neumann).
Las raices las conocemos de forma exacta y los estados subterraneos no se manifiestan
pues Bd < 1

o m ()] =0 (3.38)
up, (x
L() = qO,m COt(qO,md) - 0
o, () la (3.39)
2m —1
qo,m = ( ¥ )71', m=12,...

De la ecuacion (3.6), es facil ver que la constante de normalizacién es

2
Ny = \/;, (3.40)

sustituyendo las ecuaciones (3.39) y (3.40) en (3.32) y (3.33), conseguimos las expre-
siones exactas para F > 0

Ho mm = Fy + Ay), (3.41)
2V, | cos (@) sin (%) cos (%) sin (W)
Hom =7 m—n i m+n—1

(3.42)

3.4 Resultados del sistema caja con barrera

En el sistema bajo estudio la altura y ancho de la barrera sin dimensiones son
1

respectivamente, 2|Vy|d? = 11.5 y % = 5. La Fig. 3.11 nos muestra el espectro
de energia del sistema caja con barrera para diferentes valores de B. A partir del
cuarto nivel de excitacion el espectro de energia de este sistema es muy similar al del
sistema caja vacia de hecho las funciones de onda son idénticas como se observa en
la Fig. 3.12. Mientras que las funciones de onda del estado de minima energia son
bien diferencidas de las calculadas en el sistema caja vacia excepto cuando Bd = 12,
en este caso las funciones de onda son idénticas ya que el estado subterraneo esta tan

enterrado que ignora el efecto de la barrera.
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Figura 3.11: Espectro de energia para el sistema caja con barrera, las lineas punteadas de color
negro, azul y rojo representan los niveles 0, 2 y 4.
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Figura 3.12: Densidades de probabilidad para el estado fundamental y el cuarto nivel de excitacion
considerando valores de Bd = 0,1,1.2,12. La linea segmentada de color azul representa el sistema
caja vacia y la linea continua negra el sistema caja con barrera.

En la expansién (3.37) la componente m de los coeficientes Cgm que exhibe mayor
participacion en la formacién de un estado corresponde al nivel energético A selec-
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cionado, como se observa en la Fig. 3.13 lo cual inidica que la base primaria es correcta.
Notemos que la paricipacion de las demés componentes se reduce a medida que Bd o
el nivel de excitacion aumenta.

A=0

Bd=1.2

_2}

4
-6

Bd=12

IAYAYAVALY.

\ ‘
15 20 25 30
m

L P
0 5 0O 5

Ll ‘ ‘ L
10 15 20 25 10
m
Figura 3.13: Participacién de los coeficientes ngm en la formacién del estado fundamental y el
cuarto nivel de excitacién para valores de Bd=0, 1, 1.2 y 12. Los puntos rojos representan la
participaciéon de cada componente.

0.02 ‘ 1.02 ‘
0.01F Bd=0 | o1} Bd=1 |
Bd o Bd 1
0.01- 1 oo |
0020——5"50 150 200 %% 30 100 150 200
m m
i P— 12.02 ——
121} Bd=12 | 01 Bd=12 -
Bd 12} 1Bd 12} -
119 | 11.99\ |
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L1850 "T00 150 200 %% 30 100 150 200
m m

Figura 3.14: Comparaciéon de los métodos directo y diagonalizacién. La grafica muestra que los
primeros 50 eigenvalores m obtenidos en el método de diagonalizaciéon coinciden con el valor estip-
ulado del pardmetro de frontera B.
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Para confirmar que los resultados obtenidos con el método de diagonalizacién son
correctos, calculamos el eigenespectro de reaccion {kp,,} para diferentes parametros
de frontera B diagonalizando la matriz Hamiltoniana H,, ,. Dichos eigenespectros de
reaccion los sustitumos en la ec. (3.23) donde ky=kp,,, encontrando que para una
matriz de tamano 200 x 200 los primeros 50 eigenvalores satisfacen el valor asignado
del parametro B, como se observa en la Fig. 3.14. Lo que significa que trabajar con
los primeros 50 eigenvalores garantiza un analisis correcto del potencial bajo estudio.
Comentamos que al considerar matrices de tamano superior a 200 x 200 el niimero
de eigenvalores que coinciden con B aumenta.



Capitulo 4

Sistemas abiertos

En este capitulo acoplamos el sistema caja con barrera con el exterior, expli-
camos como obtener el parametro de frontera natural en resonancia, y graficamos un
panorama en el que mostramos los parametros de frontera naturales en resonancia
que son realizables en el sistema caja con barrera. Posteriormente calculamos las fun-
ciones de dispersion, el espectro de energia y las funciones de onda para un pozo de
potencial plano y el sistema caja con barrera en el cual es necesario usar los estados
subterraneos para un obtener un analisis correcto.

4.1 El potencial de dispersiéon

El potencial de dispersién que estudiaremos en este capitulo consiste en un pozo
o barrera dentro de un pozo de potencial plano. Ver Figs. 4.1 y 4.2. Este sistema se
puede resolver de manera exacta. Usando la misma nomenclatura para los nimeros
de onda k1, q y k, definidos en la regién 1, 2 y 4 respectivamente

Vi

Figura 4.1: Sistema caja con barrera acoplado con el exterior. V,, y V; etiquetan la profundidad de
la caja y la altura de la barrera cuya anchura es A.

24
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ki = k2 2|V,|, T = R+

¢= k2 +2(V| - Vi), g= VR +¢2

(4.1)

donde
n? =2V,ld® y & =2(|Vu| - V;)d.

e}

Figura 4.2: Sistema caja con pozo acoplado con el exterior. El parametro V; en éste sistema especifica
la profundidad del pozo de ancho A y V,, representa la profundidad de la caja.

4.2 Funciones de dispersion para los sistemas pozo
de potencial plano y caja con barrera

La fase resonante tan~! K R, es esencial para calcular las funciones de dispersién
y requiere de la matriz de reaccién Ry(k), para el sistema caja barrera estd dada por
el inverso de la ec. (3.25)

Z*Z . Z2€2iqA

b _
RO(k) =k ZW*e2iad _ VW 7+’

(4.2)

donde Z y W estédn dadas en la ec. (3.22). Si consideramos Vj, = 0, obtenemos R{ (k).
Los supeindices b y p etiquetan las matrices de reaccién para los sistemas caja con
barrera y pozo de potencial plano respectivamente,

_ tan (kyd)

Pk
RO( ) kl )

(4.3)
En las figuras 4.3 y 4.4, mostramos las matrices de reacciéon, R5(k) y R5(k), calculadas
para los sistemas seleccionados usando el método directo y la expansion (2.18). Se
observa que al considerarse mas términos de la expansion dicho resultado mejora y
con 1000 términos resulta ser idéntico al obtenido por el método directo.
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Figura 4.3: Célculo de la matriz reaccién Ry(k) de forma exacta y aproximada en la vecindad de la
primer resonancia para el pozo de potencial plano con £ = 7. N es el nimero de términos considerados
en la serie, la linea negra especifica el célculo exacto y los tres colores restantes representan el
célculo aproximado. En la parte superior se muestra una ampliacién del primer polo de Rf(k) con
el proposito de observar con mas detalle la convergencia del resultado aproximado al exacto.
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Figura 4.4: Célculo de la matriz reaccion RY(k) de forma exacta y aproximada para el sistema caja
con barrera con £ = —64.1y% = 0.5. N es el namero de términos considerados de la serie, la linea
negra especifica el calculo exacto y los tres colores restantes representan el calculo aproximado. En
la parte inferior izquierda se muestra una ampliacién del primer polo con el propésito de observar
con mas detalle la convergencia del resultado aproximado al exacto.
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Figura 4.5: Funciones de dispersion para el pozo de potencial plano. Las lineas discontinuas verticales

indican el valor maximo en 7(k) y la linea horizontal roja especifica ¢ = 7 es decir condiciones de

frontera de Neumann
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Figura 4.6: Funciones de dispersién para el sistema caja con barrera. Las lineas discontinuas ver-

ticales indican el valor maximo en 7(k) y la linea horizontal roja especifica el valor de ¢ en el que

tiene lugar la primer resonancia, aproximadamente ¢ = 7.
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En las figuras 4.5 y 4.6 graficamos las funciones de dispersiéon 7(k), I(k), P(k),
og(k) v 04(k) para los sistemas pozo de potencial plano y caja con barrera, respec-
tivamente. Dichas cantidades fueron calculadas con las expresiones de la Seccion
2.2. Los resultados en ambos sistemas muestran que las cantidades 7(k), (k) y P(k)
exhiben sus maximos locales aproximademente en el mismo punto indicado por las
lineas discontinuas azules.

En el pozo de potencial plano, todos los maximos locales correspondientes a (k) y
7(k) ocurren aproximadamente en ¢ = 7 como lo especifica la linea horizontal roja, es
decir cercano a condiciones de frontera de Neumann. El primer maximo del sistema
caja con barrera representado por la linea horizontal punteada se encuentra en ¢ ~ 7.
Es decir el estado resonanteno cumple condiciones cercanas a Neumann, como en el
caso de la caja vacia. Ahondaremos en este punto en las siguientes secciones.Notemos
que los demas méximos locales se desplazan hacia ¢ = 7.

La diferencia notable que exhiben oy(k) y o,(k) (curvas de color negro y rojo
respectivamente), es normal [7—11,14] se debe a que gy(k) incluye la fase de la esfera
dura y o4(k) solo contiene la parte resonante. Los maximos de o4(k) para el pozo
de potencial plano ocurren en ¢ = 7, lo cual estd de acuerdo con lo establecido en
la teoria del Breit-Wigner que afirma que los cambios abruptos en la seccion eficaz

suceden para multiplos enteros de ¢ = *F.

4.3 Calculo del parametro de frontera natural en
resonancia B*

En fisica atémica, nuclear y de particulas, con frecuencia encontramos la situacion
donde la seccion transversal dispersada de una onda parcial exhibe un pico pronunci-
ado o un cambio rapido y apreciable en la amplitud de dispersion con la energia de la
particula. Dicho pico o cambio abrupto se le denomina resonancia dispersada [7, 8].
Comunmente las resonancias son caracterizadas usando la secciéon transversal, es-
pecificamente la parte resonante o4, que siempre manifiesta sus maximos en (nm)/2
lo que significa que las resonancias solo tienen lugar para esos valores.

En este trabajo caracterizamos las resonancias usando el tiempo de demora 7(k),
que esta directamente conectado con la existencia de los estados meta estables o la
captura temporal del proyectil en la regién de reaccién [15,17]

It _,do
T(k) = hk<l(k) 2d), (k)= 2dk'
Especificamente determinamos las resonancias usando el recorrido efectivo I(k), de-
bido a que practicamente depende de la fase resonante ¢ y sus maximos locales con
el nimero de onda k son los mismos que ocurren en 7(k).

Definimos el parametro de frontera natural como el valor de la derivada logaritmica

de la funcién de onda v (k;z) en x = d en resonancia, es decir cuando [(k) alcanza
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su maximo local. Denotaremos con £ al valor del nimero de onda en la resonancia
nimero n. El calculo de dicho parametro esta relacionado directamente con Ry que se
puede determinar de forma exacta si el sistema bajo estudio permite usar el método
directo, de lo contrario se usa la expansion (2.17). Concretamente el célculo de B* se
sintetiza en dos pasos,

1. Calcular la fase
¢(k) = tan™" (kRo(k)),

usarla para calcular (k) e identificar k* que corresponde al valor donde [(k)
alcanza un maximo local.

2. Despejar B* en
1
B = ——.
Ro(k*)

Si B*d > 1 es necesario utilizar el estado subterraneo.

4.3.1 Panorama de los parametros B* en el sistema caja con
barrera y sus variantes

Usando las expresiones Ry(k) y el procedimiento descrito para calcular B*, se
obtiene el panorama de la Fig. 4.7, el cual nos muestra los parametros de frontera en
resonancia que ocurren en el sistema caja con barrera y sus dos variantes en funcion

; A
de los parametros 3 y &.

15E
10

10

0.0 0.5 1.0
A
" -5

Figura 4.7: Panorama frontal. La barra vertical “térmica” ilustra el cambio del pardmetro de frontera
natural en resonancia B* en funcién de los pardmetros 2 y A/d.



30 Capitulo 4: Sistemas abiertos

0 00

Figura 4.8: Otra perspectiva del panorama de pardmetros naturales B supercriticos localizados en
la “montana’.
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Figura 4.9: Panorama visto desde arriba.

El panorama esta dividido en cinco regiones que son faciles de distinguir en la Fig.
4.7 y denominaremos de la siguiente forma:
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Roja o Supercritica: Se localizan los parametros de frontera naturales Bd > 1.

Amarilla-verde: Contiene valores Bd > 1.

e Aguamarina o critica: Sobresalen los parametros de frontera aproximadamente
iguales al punto critico.

Azul celeste o subcritico: Se ubican los sistemas que aproximadamente obedecen
condiciones de frontera de Neumann.

Azul oscuro: Incluye todos los pardmetros de frontera negativos.

Ademas, esta figura permite observar la diferencia entre los tonos aguamarina y ce-
leste, siendo el tltimo color el que domina el area del panorama, lo que significa que la
mayoria de sistemas se aproximan a condiciones de frontera de Neumann. Destacando
que tienen lugar en todo el dominio de €2 y A/d.

Los parametros de frontera supercriticos, ocurren en la vecindad de % = 0.5;
dichos parametros sélo son posibles en el sistema caja con barrera, con la altura
de la barrera superior a la magnitud del pozo, como se observa en la Fig. 4.8.
Igualmente las regiones aguamarina y amarillo-verde son poco abundantes, ocurren
aproximadamente para £2 < —20 y alrededor de % =05y L

El panorama presentado nos provee de una gran variedad de valores de B*, de los
cuales seleccionamos dos sistemas representativos. El primero es el pozo de poten-
cial plano cuyo B* esta por debajo del punto critico y el segundo es el sistema caja
con barrera, ilustrado en la Fig. 4.10 en el que es necesario aplicar los estados sub-
terraneos. Ambos sistemas se localizan respectivamente en el pico azul aguamarina
y la region roja de la 4.8, sus parametros estan registrados enla Tab. 4.1.

£3

’ Sistema ‘ £2 ‘ 2 ‘ k ‘ B*d ‘
Pozo de potencial plano | n? 0 4.0251 | 0.51
Caja con barrera -64.1 | 0.5 | 10.1294 | 14.16

Tabla 4.1: Pardmetros &2, %, k* y B*d para los sistemas seleccionados pozo de potencial plano y
caja con barrera.
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Vo
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Figura 4.10: Sistema caja con barrera seleccionado del panorama. La barrera tiene una altura V,
superior a la magnitud de la profundidad |V,,| y su ancho A corresponde a la mitad del ancho d de
la caja.

4.4 Funciones de onda para los sistemas pozo de
potencial plano y caja con barrera

4.4.1 Sistema caja con barrera
Método directo
La funcién de onda en la region 4 o externa, ver Fig. 4.10, tiene la forma
Yu() = e 4 Getk, (4.4)

Haciendo continuidad en la frontera, x = d, para las funciones de onda de las regiones
3y 4; y sus correspondientes derivadas se obtiene

1/13<d) = 1y (d)

Ay = e~ | Geikd (4.5)
ws(d) = 4(d)
’ v (4.6)
ki1Ay = —ik (e e — set ) ,
usando la derivada logaritimica
Wla) _ ¥h(a)
a a
i _ g 7
kids —1k (e ! Se’ )
As - e—ikd | eikd

y despejando S e identificando que la razén del lado izquierdo del igual es Ry (k),

obtenemos ERo(R)
iy 1 +1kRy
— 2ikd ) 4
S=c (1 - ikRO(k)> 48)
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El resultado anterior, coincide con la ec. (2.16) de la TMR. Los coeficientes A3 y A,
se obtienen sustituyendo S en las ec.s (4.5) y (4.6),

Ag = e~ kd L Geikd (4.9)

_ ik ik ikd
Ay = . (e — Se ) . (4.10)
Sustituyendo estos coeficientes en las ecuaciones (B.7), (B.5) y (B.8), se obtienen los
tres coeficientes restantes, que estan dados por

9=
c="° l—a + kBRy — fq (B + kRoa)] , (4.11)
e—ia%E" k
D= [—Oé + kﬁRo + ﬁ (B + kRoOé)] R (412)
qCeio(552)
A, = 2iqCe ‘ (4.13)

Z*

Introduciendo estos coeficentes en las ecuaciones (3.14), (3.15) y (3.16) se obtiene la
funcién de onda.

Método TMR

En este método la funcién de onda 1 (k; ) se calcula expandiendo los coeficientes
AB(k), en términos de la eigenfuncién reaccién ®p (z) que se determiné aplicando
el método de diagonalizacién descrito en la Seccion 3.3.

Ukia) =3 AT (k)Ppa(w), (4.14)
A=1

los coeficientes AP (k) se determinan sustituyendo la informacién correspondiente en
(2.19); comentamos que los coeficientes A% (k) también se pueden determinar usando
la ec. (3.16) debido que el sistema es soluble de forma exacta. Es importante apreciar
que la funcién de onda en ambos métodos se obtuvo utilizando la matriz de reaccién.

4.4.2 Pozo de potencial plano

Para este sistema el procedimiento es sencillo, en el método directo la funciéon de
onda esta dada por

¢ = Al Sil’l(l{flx). (4]_5)
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Haciendo continuidad en x = d y sustituyendo la ec. (4.8) que es un resultado general
independiente del sistema, obtenemos el coeficiente A

e*’ik’ld_f_ S@ikld
Sin(k1d>
(k;/kl)efikd
" cos(kd) — i(k/ky) sin(krd)

A1 -
(4.16)

La eigenfuncién de reaccién en este sistema corresponde a la base primaria ec.
(3.5), por lo tanto la funcién de onda estd dada por

Uikiz) =Y AY(k)up(z) (4.17)
A=1
47 — Exacta
L I :1
=3
?<ﬁ i
M 2
= [
ik
L \
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Figura 4.11: Densidad de probabilidad y participacion para el pozo de potencial plano. En el panel
superior se grafican las funciones de onda para B = 0, aplicando los métodos, directo y TMR. En
el panel inferior se muestra la participacién de los coeficientes Ay (k) en la formacién del estado
resonante que corresponde a m=3.

La férmula del Breit-Wigner estipula que las funciones de onda en resonancia
siempre cumplen condiciones de frontera de Neumann, es decir B = 0. En ese sentido
proponemos calcular las funciones de onda resonantes para ambos sistemas usando la
TMR y los parametros de la Tab. 4.1, excepto B* que supondremos cero. Para veri-
ficar si los resultados obtenidos son correctos comparamos con los resultados obtenidos
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aplicando el método directo en el que consideramos el valor de k* correspondiente a
cada sistema.

Los paneles superiores de las figuras 4.11 y 4.12 nos muestran las funciones de
onda para el pozo de potencial plano y el sistema caja con barrera, ambas funciones
entran en resonancia en el tercer nivel de excitacion. En las figuras 4.13 y 4.14,
presentamos el espectro de energia para cada sistema respectivamente. La funcién de
onda obtenida por el método directo para el pozo de potencial plano es muy similar
a la determinada con la ec. (4.17) de la cual solo consideramos el término resonante,
A = 4. Dicho parecido ocurre debido a que el verdadero B* de este sistema es muy
cercano a cero. En el sistema caja con barrera las funciones de onda obtenidas con
B* = 0, requieren una cantidad considerable de términos de la expansién (4.14),
debido a que B* no cumple condiciones de frontera de Neumann y B*d > 1, lo que
hace necesario considerar los estados subterraneos.

' I

151~ [ Exacto n
“= || N=10 :
X< 10 | N=100 _
& | |[— N=500 ]
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Figura 4.12: Densidad de probabilidad y participacién para el sistema caja con barrera. En el panel
superior se grafican las funciones de onda para B = 0, aplicando los métodos, directo y TMR. En
el panel inferior se muestra la participacién de los coeficientes A (k) en la formacién del estado
resonante correspondiente al nivel m=3.

En los paneles inferiores de las figuras, 4.11 4.12, mostramos la participacion de
los coeficientes Ay (k) en la formacién del tercer estado de excitacién. La cuarta com-
ponente de ambos sistemas es la que manifiesta mayor contribuciéon. Respecto al pozo
de potencial plano la participacion de las demas componentes es casi nula y es cor-
recto afirmar que solo las primeras 10 componentes contribuyen en la formacién del
estado. En el sistema caja con barrera es evidente que la segunda componente no par-
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ticipa, pero las demas componentes si contribuyen en la formacion del estado, lo cual
significa que si B = 0 es necesario considerar una cantidad de términos considerable
para reproducir el resultado exacto.

Los resultados obtenidos considerando B* = 0 indican que la suposicion B = 0, es
funcional solo para sistemas con B* cercana a condiciones de frontera de Neumann,
en los demas sistemas dicha suposicion repercute en considerar un ntimero gigante de
términos de la expansion (4.14), lo cual se reduce a un resultado numérico que nos
lleva a una comprension limitada del sistema bajo estudio.

By = 1.41
0
By = —3.73
gl = -7.16
o= 888 L S Vi

Figura 4.13: Espectro de energia para el pozo de potencial plano. Las lineas horizontales especifican
los niveles energéticos del sistema, la linea de color rojo representa el nivel resonante.

Es = 891
Vb
Es =1.68
B, = —1.42 0
0 4 Ve

Figura 4.14: Espectro de energia para el sistema caja con barrera. Las lineas horizontales especi-
fican los niveles energéticos, las lineas roja y marrén representan el estado resonante y el estado
subterraneo respectivamente.
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4.5 Aproximaciéon a un solo nivel en la funcién de
reaccion y la densidad de probabilidad
En la vecindad de una resonancia k* la funcién de reacciéon Rp(k) con un B*

se puede aproximar a un solo término A que coincida con k* = kp- . Por lo tanto
podemos escribir

Rp(k) = RS (k) + ra(k) (4.18)
donde )
Dpa(d)]
R — [2zaldl” 4.19
B kZB)\ _ kQ ( )

y 7A(k) representa el resto de términos de la expansién (2.8). La aproximacién a
un nivel para la funcion Rp(k) en el pozo de potencial plano es bastante similar
al resultado exacto. En el sistema caja con barrera el resultado solo coincide en la
vecindad de la resonancia que tiene lugar en k* = 10.129 como se muestra en la Fig.
4.15.

T T T I T T T

- EB exacta
)

R, J
— RB exacta

5 @
R, J

Figura 4.15: Aproximacién a un nivel de la funcién de reaccién REB) para el pozo de potencial plano
y el sistema caja con barrera, la linea roja indica el célculo aproximado y la linea de color negro el
céalculo exacto. Los valores de k* corresponde a la resonancia.

Si el niimero de onda k coincide con uno de los eigenvalores de reaccion, es decir
kg,. Entonces en la expansion de los coeficientes AL (k) solo sobrevive el término
resonante. Entoces la ecuacién (2.20b) adopta la forma:

— i ke » ®37A<d)

APk =~ kp,) ~
> P S (B ik RV (k) + (k)] Ky — k2

(4.20)
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Sustituyendo la ec. 4.19 en el primer factor de (4.20), con k = kg, y haciendo algebra

sencilla obtenemos
—ikp ad

—2’“63 NE
5, Sx. 121
(B — ikp)®pa(d) (4.21)

Introduciendo (4.18) en (2.2), la densidad de probabilidad de la funcién de onda
dispersada resonante en la regién de reaccion esta dada por

Af(kB,u) =

4]4737,\

W(k’B,)\adﬂz = |AE@B,A(d)|2 = m

(4.22)

Dicha aproximacién es correcta y lo confirman los resultados mostrados en las
Figs. 4.16 y 4.17 en los que el estado resonante corresponde a A = 3, las densidades
de probabilidad son idénticas a las calculadas con el método directo, lo que indica que
es de suma importancia identificar el B* y desechar la suposicion tradicional de que
las funciones de onda en resonancia siempre cumplen condiciones de frontera de Neu-
mann. Por otro lado el uso de esta aproximacién nos ofrece una mayor comprension
del sistema bajo estudio, debido a que un solo término de la suma se traduce en una
expresion analitica aproximada que podemos manipular.
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Figura 4.16: Densidad de probabilidad y participacién para el pozo de potencial plano considerando
el parametro de frontera natural en resonancia B*. En el panel superior se muestran las densidades
de probabilidad calculadas por el método exacto y la aproximacién a un nivel para m = 3. En el
panel inferior se muestra la participacién en la formacién del estado resonante.

En los paneles inferiores de las figuras, 4.16 y 4.17, se observa que la participacion
de los coeficientes Ay (k) en la formacion del estado resonante, solo se manifiesta en
la cuarta componente que exhibe un aumento relevante respecto a las participaciones
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presentadas en la seccién anterior, este hecho reafirma la importancia de identificar
B*.

C ‘ I ]

3= Exacto
_ 1 2 ]
Q 100H [y (k;x) _
& i

N’
> 5t —
07 | /\ )
0 0.25 0.5 0.75 1
x/d

o 10°F . 3
~ L | B=5.998 E
4 10°F | 3
S0t i
ﬁ _6! [} E
10°F e ece... ]
L : ° o
109*gx\\\\.?.?.?°4'
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

A

Figura 4.17: Densidad de probabilidad y participaciéon para el sistema caja con barrera considerando
el parametro de frontera natural en resonancia B* y el estado subterraneo. En el panel superior
se muestran las amplitudes de probabilidad calculadas por el método exacto y la aproximacion a
un nivel para m = 3. En el panel inferior se muestra la participacién en la formacién del estado
resonante.
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Figura 4.18: Densidad de probabilidad y participacién para el sistema caja con barrera considerando

el pardmetro de frontera natural en resonancia B* e ignorando el estado subterraneo.

La existencia del estado subterraneo completa la base primaria {ug,,}, en la que
se expande la eigenfuncién de reaccién ®3(z). Si ignoramos el estado subterrdneo el
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espectro sufre una reorganizacion en la que el primer estado de excitacion, ocupara
el lugar del estado fundamental de energia y su funciéon de onda exhibira un nodo lo
cual contradice el Teorema de Sturm-Liouville. Para ilustrar lo descrito, en la Fig.
4.18 mostramos la funciéon de onda para el nivel resonante que corresponde a A = 2
sin el estado subterraneo. Se observa que la funcién de onda de color rojo se aproxima
al resultado exacto pues el estado subterraneo estd muy enterrado y su contribucion
en la formacion del estado resonante es minima pero no despreciable.
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Conclusiones

En este trabajo hemos empleado la teoria de la matriz de reacciéon en potenciales
centrales para obtener un mejor entendimiento entre las caracteristicas de las fun-
ciones de dispersion y las caracteristicas espectrales del potencial dispersivo. Para
este efecto en el Capitulo 2 hacemos una revision del formalismo de la teoria de matriz
reaccion. Una particularidad de nuestro trabajo es la consideracion de condiciones
de frontera de Robin especificadas por el parametro de frontera B. El reciproco de
la derivada logaritmica evaluada en la frontera virtual es la funcién de reaccion R
que conecta la region interna con la region asintotica, de este modo es una funcion
imprescindible para obtener la fase resonante ¢, las funciones dispersivas, el espectro
de energia y la funcion de onda en resonancia.

En el Capitulo 3 centramos nuestra atencién en los sistemas cerrados. La liber-
tad de trabajar con condiciones de frontera de Robin, nos permitié considerar en el
contexto matematico diferentes valores de B, observando que para valores Bd > 1,
el eigenespectro presentaba un salto y la funcion de onda de minima energia exhibia
un nodo; hecho que contradice el Teorma de Sturm-Liouville el cual determina que
la funcién de onda correspondiente al estado de minima energia no debe tener nodos.
Cierta paradoja se soluciona considerando energias por debajo del fondo del potencial.

En el Capitulo 4 trabajamos con sistemas abiertos; en concreto analizamos el pozo
de potencial plano y el sistema caja con barrera. Inicialmente calculamos las funciones
de dispersion. En las Figs. 4.5 v 4.6, se observo que los maximos locales del tiempo
de demora y el recorrido efectivo ocurren aproximadamente en el mismo punto y no
coinciden con los maximos de la seccion eficaz de la fase resonante, cuya fase ¢ es
7 tal y como lo establece la formula de Breit-Wigner. Nosotros consideramos que
una resonancia se puede definir como un cambio abrupto y apreciable en el tiempo

de demora, y demostramos numéricamente que no ocurre siempre en ¢ = .

2

Posteriormente, elaboramos un panorama en el que se mostraron los parametros

de frontera naturales en resonancia realizables en el sistema caja con barrera y sus
dos variantes. Observando que la mayoria de las funciones de onda en resonancia

cumplen de forma aproximada condiciones de frontera de Neumann. Es interesante

41
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notar que en la vecindad de % = % se encuentran parametros de frontera naturales
mayores, menores e iguales al punto critico. En concreto los potenciales con B*d > 1
corresponden al sistema caja con barrera cuya barrera siempre esta por fuera de la
caja, mientras que la barrera contenida en la caja obedece condiciones de frontera de
Neumann y el sistema caja con pozo tiene lugar para B*d < 0.

En la Seccién 4.2 usamos la funcién de dispersion [(k) para determinar el pardme-
tro de frontera natural B* que especifica la condicion de frontera con la que se acopla
la onda dispersada. Dicho parametro es indispensable para obtener una expresion
andlitica aproximada a un nivel en la que solo se considera el estado resonante. Con
la aproximacion a un nivel estudiamos el pozo de potencial plano y el sistema caja con
barrera que incluye el estado subterraneo, para los cuales calculamos la funcién Rpg
y su respectiva funcién de onda encontrando que estos resultados coinciden con los
calculos exactos como se observa en las Figs. 4.15, 4.16 y 4.17. Es evidente entonces

que la aproximacion a un nivel facilita la comprensién del potencial bajo estudio.
En concreto concluimos que:

e La Teoria de la Matriz de Reaccion es 1til para lograr un entendimiento béasico
del fenémeno de dispersion cuantica.

e La energia de resonancia es igual a la energia para la cual el tiempo de demora
es un maximo local. Estos maximos en general no coinciden con los maximos
de la parte resonante de la seccién eficaz, en conflicto con lo que usualmente se
piensa.

e Para obtener expresiones analiticas a un nivel de la matriz de reaccion elegimos
el valor de B igual al que obedece la funcién de onda dispersada en su primera
resonancia, haciendola coincidir con uno de los eigenestados de reaccion.

e (Calculos a un nivel coinciden bastante bien con los exactos siempre y cuando
el valor de B sea menor que un valor critico B.. Para B mayor a B, el estado
fundamental de reaccién mostraba un nodo, en contradiccién con el Teorema
de Sturm-Liouville.

e Resolvimos la contradiccién notando que para B mayores a B, la ecuaciéon de
Schrodinger permite una solucién con eigenergia por debajo del fondo del po-
tencial. Para B = B, la energia del estado fundamental es cero. La inclusién de
estos nuevos estados fundamentales completan el conjunto de eigenestados
de reaccién y permiten obtener expresiones a un nivel que corresponden muy
bien con las exactas.

Trabajo a futuro

e ;Se pueden realizar experimentalmente los nuevos estados fundamentales en
sistemas cerrados?
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e Explorar un realizacion experimental propuesta por el prof. Sadurni de estados
subterraneos y de energia cero en el ambito de cavidades electromagneticas.

e Aplicar el formalismo a potenciales paradigmaticos en la fisica nuclear. ejem.,
Wood-Saxon, Posch Teller, Morse, etc.

e ;Implicaciones fisicas de estados fundamentales criticos y subterraneos?



Apéndice A

Calculo del eigenespectro para el
sistema caja con barrera por el
método directo

Resumen: En este apéndice se detalla el procedimiento matemético, para obtener
la ecuacién trascendental (3.23).

Recordemos que las funciones de onda para cada una de las tres regiones estan
dadas por

1 = Apsin(kyz), (A1)

Py = Ce™ " + De't*, (A.2)

g = Agsin[ky(x — d)] + Az cos[ki(x — d)]. (A.3)
d—A

Haciendo continuidad en z = para las funciones de onda 11, ¥y y sus correspon-

dientes derivadas

2

=8 8 (A.4)
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d+A

Aplicando el mismo procedimiento en x = “5=, se obtiene

—ig [Ceiq( %) 4+ peta(% )] = —igq[—Asa + A3f],

)| =i
== ey (A7)
d—A d+2A

—iq [C’eiq( =) 4 De' )} = —iq[As5 + Asql.

Sumando y restando las ecuaciones (A.4) y (A.5), se consigue respectivamente

A (—iga+ k1) = —2iqC’e*iq(%), (A.8)
Aq(—iga — k1 8) = —2iqDeiq<%). (A.9)

Sumando y restando las ecuaciones (A.6) y (A.7)
—iq(—Asar + A3f) + k1 (A2 + Asza) = —QiqC’e_iq(H?A), (A.10)

d+A)

—ig(—Asa + A3B) — ki (AsB + Aza) = —2igDe' (% (A.11)
Dividiendo (A.10) entre (A.8) y (A.11) entre (A.9), obtenemos respectivamente
—ig(—Asa+ A3B) + k1 (Asf + Azar) = A(—iga + kB)e ™%, (A.12)
—iq(—Aya + A3f) — ky(AxB + Asa) = Ay (—iga — kfB)e'?. (A.13)
Dividiendo la Ec.(A.13) entre (A.12)

—eQiqA klﬁ -+ ZQOé _ iQAQCY — ’LQAgﬁ — klAgﬁ — klAgOé (A 14)
kB —iqa iqAscr — 1qAs8 + k1 AsfS + ky Asal’ '
recordando que
B=k é (A.15)
- 1A37 .

y dividiendo el numerador y denominador de la ec.(A.14), entre Az, se obtiene
_ i (lﬁﬂ + iqa) _ iq(Az/Az)a —iqB — ki(Ax/A3)B — ki
kB — iqa iq(Ag/Az)ar — igB + ki (Ag/A3)B + k1’

despejando la razén (As/As) y sustituyendo en la ec.(A.15), obtenemos la ecuacién
trascendental

(A.16)

ZWHe2ad _ W Zx
%2 _ 7202iqA

B=k (A.17)




Apéndice B

Calculo de los coeficientes de la
funcién de onda del sistema caja
con barrera

Aplicando la normalizacién tradicional:

d—A d+A

[ @l + [ @l + [[, Ws)ls(e)dr =1, (B.1)

sustituyendo las funciones de onda correspondientes a cada region

d—A

/ ’ (A7 sinkyx)(A; sin kyx)dx -|-/ C*eiqw + D) (O™ 1 Del)dy

+/ Al sinky(z — d)+ A5 cosky(x — d))(Agsinky(x — d)+ Az cos ky(x — d))dx = 1,

(B.2)
reescribiendo
% d‘;A d-;A ‘
|A1|2/ sin® kizdz + (|C|2 + |D2|) [kA dr +C*D d—A e* " d
ata ’ ; 2
D0 [, | €+ (Aaf ~ AP [ sin® balo = e = A [, do
=

d
4 (A3As + AZA,) /+ cos ky(z — d) sin ki (z — d)dz =1, (B.3)

2
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barrera A7

realizando las integrales y evaluando en los limites correspondientes

A 2 . A A A
‘4;' (ka(d — A) = 208) + (|C]? + [DP)A + T2I2 (¢ Deio 1 prCeiad)
1
Agf? = | A [(d = Ak APd—=D)  a?

(B.4)

De la ec.(A.8) y la derivada logaritmica evaluada en = = d, se obtiene respectiva-
mente

—9igCe (%)

— ~ , (B.5)

BA.-
Ay =—"22 (B.6)

k1

Despejando Az, y D de las ecuaciones (A.9) y (A.12), se consigue respectivamente

4 —2igkCei1(*5%) .
Y BZ+kWr (B7)
p = hZ (i) (B.8)

2iq

Usando los anteriores coeficientes, haciendo los cdlculos necesarios en la ec. (3.3) y
despejando a |C|?

2 in(qA) ( Z . AR
o = {k o tald =) _ga@m_m;ﬂ (Zoews 4 o) 4
1

2¢* (B? — k) (k1(d — A) — 2a3)

—k%(d—A)—QBaZ] }_1,
(B.9)

Finalmente se introduce el valor calculado de C' en las ecuaciones (B.5) y (B.7),
informacion que es suficiente para determinar los dos coeficientes restantes.



Apéndice C

Calculo de la matriz Hamiltoniana
Hp .y para el sistema caja con
barrera

Solucién para E > 0

El Hamiltoniano se puede escribir como:

HB,mn = Hj(Bl,z—rm + H(BZ,Znn + H(Bsgrnn

EEVN e
2 % 2 *
HB,mn = / UB’m(I)FBﬂUUB,n(JI)dl’ + /d_A uB’m(J]) (FB,w + %) UB,n(l’)dl’ (C 1)
0 2 .

d
+ LM UR (1) Fpwtip n(2)do.
2
Para la solucién del problema consideramos dos casos (m = n y m # n). Primero
trabajamos para el caso m = n.

d—A

Hi = [ 7 (@) Pt () de
b 0 b

d-a
:FBﬂUNé,n/O ’ sinQ(qunaz)da:

a— = C.2
N lx sin(2¢p n:c)] 2 (C-2)
=NpnFBw |5 ——F——
’ 2 4QB,n 0
N d—A sin(gpa(d—A)) |
’ , 4 4QB,7L
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De igual manera;

d+A
H(B2:)Tm = Nl%,n(FB,w + ‘/b) /é SiHQ(QB’HJI)dQZ
o . (C.3)
A sin(gpa(d+ A sin(qg ,(d — A
= N%,R(FB,w + Vi) [2 - (QBZiq; ) + (QB;lq; ))] ’

d
Hg) = N3 . Fiu /d+A sin?(gp,,1)dx
5=

= N2, Fyu ld — A sin(2gp,d) | sin(gpn(d + A))] |

1 4QB,n 4q3,n
Sumando los resultados de las ecuaciones (C.2), (C.3) y (C.4)

d sin(2a A sin(gpn(d+ A))
Hpon = FpuwNgn|= — * Ni Vol = — 7
B,nn B,w/% 4(]37” + B,n% [ 9 4(]B7n +
Sin(qB,n(d_ A))‘| (05)
4QB,n ,

usando la identidad trigonométrica sin(A+ B) = sin A cos B +cos Asin B y aplicando
algebra, obtenemos

HB,nn = FB,w + (06)

N2 Vs [A ~ cos(gpnd) sin(Aqu)]

2 QB,n

Para el caso m # n, alplicamos el mismo procedimiento descrito en el caso m = n,
la tinica diferencia radica en la soluciéon de la integral, entonces
d—A

Hglrm = AB,mnFB,w/ ’ Sin(QB,mx) Sin(quiL')diL'
’ 0

d—A
_ AB,mnFB,w [Sin((QB,m - QB,n)x) o Sin((qB,m + QB,n)w>] 2 C7
2 4dB,m — 4Bn dB,m + dBn 0 ( ’ )
Aty [ [ i [
2 0B,mn CB,mn

d+A

H@m = Agn(Fpw + Vb) [l Z sin(¢p,m®) sin(gp n)dx

Apmn(Fpw + Vi) [Sizn [QB’%M} sin {CB’%@HA)} sin [937%@—“}
— . B B
W(d—A)w

QB,mn CB,mn eB,mn

sin [
2

+

CB,mn

(C.8)
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d
H(B mn AB mnFB w ﬁ+ Sln(qB m$) Sln(QB nl’)dl’

2

4 0 mn d+A : mn d+A

o AB,mnFB,w Sin(eB,mnd) . Sin(CB,mnd) o Sin { = 2( . )} s [CB! 2( = )}
2 HB,mn CB,mn 6)B,mn dBm + 4dBn

(C.9)

Sumando lo tltimos tres resultados y usando identidades trigonométricas

o A i F'B [sin(qB,md) cos(qp nd) — cos(qp,md) sin(qp ,d)
Bmn —

2 QB,mn

_ sin(gp,md) cos(gpnd) + cos(gp,md) sin(qB,nd)]

CB,mn
+ NB,mNB,n% [Sin((qB,m - QB,n)(a' + A)) _ Sin((qB,m + qB,n>(a + A))]
2 4Bm — 4Bn 4B,m + dBn
: 0B,mn(d+A : mn (d+A : 0B,mn(d—A : mn(d—A
+AB,mn% sin {73’ 2( a )} sin [7@’ 2( a )} sin {73’ 2( )} N sin [743’ 2( )}
2 eB,mn CB,mn GB,mn gB,mn
(C.10)
El factor que multiplica a %, es cero, lo cual se comprueba sustituyendo
B = QB,m COt(QB,md)
Bsin(qpmd) = qp.m cos(qpmd)
en la anterior expresion y por lo tanto el resultado final es
: 93 mnA GB mnd : CB mnA CB mnd
sin ( —222=) cos [ — sin (~222=) cos ( 2=
Ho — Ay |8 cos (P22) oin (B eos ()]
QB,mn CB,mn
Solucidén para el estado subterraneo
Escribiendo el Hamiltoniano
Hpon = / ) Fuotipn(z dx—i—/ B0(@) (Fha + Vi) upa(w)da (C.12)

b [ uho () FESup o (a)da.

El procedimiento matematico es similar al descrito en E > 0, la diferencia es que
la ecuacion trascendental se transforma en (3.11), debido a la presencia de energias



Apéndice C: Cdlculo de la matriz Hamiltoniana Hpg .y, para el sistema caja con
barrera 51

negativas y sélo arroja una raiz ()p. Solucionando las integrales, se obtiene para el
caso m = n y m # n respectivamente:

Hypop — FES + N2B, 0V, [sinh(@B,oA) cosh(@p0A) N A] 7 (C.13)
’ 2 @po
y
_ NpoNpnVp Qpola+A)\ . [(genla+A)
Hpon = M{QRO [COSh <2> sin <2>
— cosh (QB’O(;_A)> sin (qB’”(C;_ A)> ]
+ qBn [sinh (QB’O(;L_A)> cos (CIB”Z(C;_ A)>
— sinh (QB’O(;L—'—A)) cos (W) 1 } (C.14)

Notemos que Hp gy, solo nos provee un elemento matricial y Hp o, contiene los
demas elementos correspondientes al estado subterraneo.
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