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Resumen

La presente tesis estd dedicada a la investigacién del enredamiento en sistemas cudnticos com-
puestos formados por un subsistema de variables continuas y un subsistema de variables discretas.
Es de particular interés la posibilidad de determinar la cantidad de enredamiento presente en tales
sistemas. El enredamiento entre variables discretas y continuas constituye un tipo particular de
enredamiento, conocido como enredamiento hibrido. En esta tesis esto se lleva a cabo investigando
al experimento de Stern-Gerlach como un caso de estudio. En el experimento de Stern-Gerlach
se produce naturalmente enredamiento hibrido, méas atun, las correlaciones tedricamente perfec-
tas entre las variables de posicién y espin por las que se reconoce este experimento lo hacen un
modelo éptimo para encontrar enredamiento hibrido. La forma simple del estado resultante del
experimento permite estudiar a fondo sus caracteristicas no clasicas. El principal resultado de esta
tesis es la aplicacién de medidas de enredamiento discretas sobre el estado hibrido del experimen-
to de Stern-Gerlach, con las que fue posible caracterizar completamente el enredamiento hibrido

existente.

Esta tesis comienza con una introduccién en la que se discute el enredamiento hibrido y se
presenta al experimento de Stern-Gerlach como un modelo fisico de interés para generarlo. En
el Capitulo [I] se discute al enredamiento cuéntico, incluyendo un estudio de la naturaleza no
clasica de los sistemas cuanticos y un recuento histérico del descubrimiento y caracterizacion del

enredamiento.

El Capitulo [2] contiene un analisis formal del enredamiento, presentando las distintas definicio-
nes, que a la vez nos permiten analizar distintas facetas del fenomeno que definen, y finalizando
con una revision detallada de las medidas de enredamiento discretas. Esto nos permite a la vez
apreciar el lugar singular que tiene el enredamiento discreto gracias a la completa caracterizacion

del enredamiento discreto en una amplia variedad de estados que permiten las medidas existentes.

En el Capitulo[3]se trata especificamente al enredamiento hibrido. Aqui se hace un sumario de las
aplicaciones del enredamiento hibrido y se revisa el estado actual de su estudio, centrandonos en las
distintas posibilidades para perseguir una cuantificacién adecuada. Por ultimo, en este capitulo se
presentan los dos posibles métodos que se aplicaran al cuantificar el enredamiento del experimento
de Stern-Gerlach.

El tratamiento del experimento de Stern-Gerlach comienza en el Capitulofd] en el que se describe

comprensivamente al experimento y se discute el tratamiento que se ha realizado considerandolo
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como un sistema completamente cuantico. Ademas, se deriva el estado cuantico evolucionado, y se
analiza el estado obtenido, presentando sus propiedades no clésicas.

En el Capitulo[5]exploramos la no localidad del experimento de Stern-Gerlach, proponiendo una
funcion de correlaciéon para sistemas hibridos que permite examinar la violacion de la desigualdad
de Bell en este sistema. Finalmente, en el Capitulo[6]se encuentra el principal resultado de esta tesis,
estudiando el enredamiento hibrido del experimento de Stern-Gerlach mediante medidas discretas.
Para llevar a cabo esta cuantificaciéon analizamos dos métodos distintos que permiten reducir el

proceso de aplicacion de las medidas de enredamiento a aquel propio del enredamiento discreto.
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Introduccion

Los sistemas cuénticos presentan una variedad de propiedades que no se observan en los sistemas
clasicos. Muchas propiedades cudnticas aparecen en sistemas de una sola particula, asi tenemos la
superposicion de estados cudnticos o la interferencia, pero también existen efectos que solamente
se presentan en sistemas cuanticos formados por varios subsistemas, llamados compuestos. Entre
estos, destaca por su significado el enredamiento cuantico.

El enredamiento cuantico es un fenémeno fundamental de la mecéanica cuantica, segin Schro-
dinger, el enredamiento cuantico representa la diferencia fundamental entre la mecénica cuantica
y la fisica clasica [[]. Como tal ha sido objeto de amplio estudio y representa la frontera de la
investigacion, asi como de las aplicaciones de la mecénica cuantica.

Existen una variedad de tareas cuanticas cuya realizaciéon depende cercanamente del enre-
damiento cuéntico, definiendo ricas &reas de estudio y aplicacién. De esta manera, las primeras
aplicaciones de estos protocolos han dejado una marca distintiva en el desarrollo de la teoria cuan-
tica. Entre estos podemos notar la computacién cuéntica, la teletransportacion cuantica [BHIO],
codificacion superdensa [I], [2], criptografia cuantica, preparacion remota de estados[I3] I4] e
intercambio de enredamiento [I5HIS].

El enredamiento cuéntico tiene un vinculo cercano con la existencia de correlaciones no clésicas
entre sistemas cudnticos. De esta manera, la primera definicion y la mas intuitiva del enredamiento
cuantico se hace mediante la no separabilidad de un estado. Un estado de un sistema cuantico
compuesto se dice que es no separable, y equivalentemente, est4 enredado, si no se puede describir
mediante una mezcla de estados definidos y factorizables para los subsistemas individuales. En
cambio, es necesario realizar su descripcién mediante un Gnico estado global del sistema. Natural-
mente, esto lleva a correlaciones entre las propiedades fisicas observadas. Por otro lado, los estados
que pueden ser representados mediante estados puros factorizables son llamados separables.

Con el avance en el estudio y entendimiento del enredamiento cuantico se ha llegado a la
conclusién de que es un recurso similar a la energia, en el sentido de que nos permite realizar
tareas no clésicas, como son, por ejemplo, la teletransportracién cuantica, y diversas tareas que
han llevado al desarrollo de la criptografia cuantica y la computaciéon cuantica [[GHIS]. Al ser
un recurso tan importante, es necesario el desarrollo de cantidades que nos permitan definirlo y
cuantificarlo. Efectivamente, la utilidad del enredamiento en tareas de comunicacién impulsé la
investigacion centrada en su cuantificacion [I5].

La separabilidad ofrece una definicion directa del enredamiento cuantico, es por esto que la
identificacion de los estados separables es una tarea sumamente importante en el estudio del enre-
damiento cuéntico, permitiéndonos averiguar si un estado cuantico es o no enredado. Las pruebas
de separabilidad representan métodos para la identificaciéon de estados enredados, que de esta
manera permiten derivar naturalmente diversas medidas de enredamiento [I5, [THZ25].

A diferencia de los estados separables, los estados enredados no pueden ser preparados actuando
individualmente en cada subsistema. Esta tultima propiedad inspira una definicién distinta del en-
redamiento, que facilita la cuantificaciéon operacional de sus propiedades. Debido a esto, existe una
intensa actividad de investigacién que permite establecer firmemente las caracteristicas deseables
para una medida de enredamiento [2I] 26H29].

A pesar de que la cuantificaciéon del enredamiento es un campo de investigacién sumamente
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activo, asi como también de la investigaciéon amplia motivada por el interés por entender y ca-
racterizar las propiedades del enredamiento cuéntico, siguen existiendo una cantidad considerable
de preguntas abiertas y queda mucho por entender sobre la naturaleza del enredamiento y su
cuantificacién.

Como se mencion6 anteriormente, el enredamiento cuantico es un fendomeno cuantico que existe
en sistemas cuanticos compuestos. El enredamiento cuantico para sistemas bipartitas discretos,
que consisten de dos subsistemas fisicos descritos por una variable discreta, ha sido ampliamente
estudiado debido a su simplicidad. En estos sistemas, el enredamiento cuantico se puede definir y
cuantificar facilmente haciendo uso de distintas medidas de enredamiento [I7} 2TH25]. Entre estas
podemos destacar la descomposiciéon de Schmidt, la medida geométrica del enredamiento [B0], la
entropia de enredamiento [BI}, BZ] o la concurrencia [B3H3H].

Sin embargo, la cuantificaciéon del enredamiento cudntico es mucho mas complicada cuando
se estudian otro tipo de sistemas, como lo son sistemas compuestos por mas de dos subsistemas,
sistemas con variables continuas, o en casos donde son de interés estados mixtos.

En este tltimo caso, considerando estados mixtos, la pregunta de la separabilidad no tiene una
respuesta categorica, inclusive con el desarrollo de diversos criterios de separabilidad que mues-
tran su utilidad en una variedad de situaciones [T 2IH25 B6 B7]. Por otro lado, los criterios de
separabilidad permiten el desarrollo de los llamados testigos de enredamiento (entanglement wit-
nesses), observables que permiten detectar estados enredados independientemente. En el caso de
sistemas bipartitas existen buenas medidas de enredamiento [I7, 21} 22], como son el enredamiento
de formacion [27 BI B2] y la concurrencia [B3H30], sin embargo, su célculo se complica signifi-
cativamente al aumentar la dimensién de los subsistemas. Estas medidas incluso han permitido
un buen acercamiento a la caracterizaciéon del enredamiento en sistemas multipartitas discretos

7 2T 22 B3].

En la literatura existen propuestas para una cuantificacion del enredamiento cuéntico entre
variables continuas. Por ejemplo, el criterio de separabilidad de la matriz transpuesta parcial [B6] B7]
es generalizado por Simon para variables continuas [89]. Por otra parte, otras propuestas usan
definiciones de operadores tipo EPR. Asi mismo existen propuestas de generalizacion de medidas

discretas [I7] EOHEQ].

Cuando consideramos el enredamiento en un sistema cuantico formado por un subsistema des-
crito por una variable discreta y otro descrito por una variable continua, decimos que se tiene
enredamiento hibrido. El estudio del enredamiento hibrido es un area en crecimiento, encontrando-
se entre el drea mejor establecida del enredamiento en sistemas discretos y el area mas reciente del
enredamiento entre sistemas continuos. La busqueda de cantidades que nos permitan caracterizar
este tipo de enredamiento es un area activa actualmente.

Notablemente, se ha hecho una propuesta de clasificacion del enredamiento hibrido, que permite
describir a este tipo de enredamiento usando medidas discretas en el caso de una clase determinada
de estados [2I]. Se ha dado asi mismo una indicaciéon hacia la posibilidad de trasladar las medidas
usadas en el caso continuo para cuantificar el enredamiento hibrido presente en el resto de estados.

En este trabajo de tesis nos proponemos investigar la generacién de enredamiento cuantico
hibrido y su forma de cuantificarlo. Nos interesa en primer lugar encontrar modelos fisicos donde
pueda ser generado enredamiento cuantico hibrido, asi como la forma de caracterizar y cuantifi-
car este enredamiento. Se propone particularmente el uso de medidas de enredamiento discretas
mediante técnicas de reduccion de los estados hibridos propuestas en [BIl B2]. El experimento de
Stern-Gerlach produce naturalmente enredamiento hibrido, de esta manera, esta tesis se ocupa
de caracterizar sus caracteristicas cuanticas determinada por las correlaciones que corresponden a
éste.
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IM FEBRUAR 1922 WURDE IN DIESEM GEBAUDE DES

PHYSIKALISCHEN VEREINS, FRANKFURT ARM MAIN,

VON OTTO STERN UND WALTHER GERLACH DIE
FUNDAMENTALE ENTDECKUNG DER RAUMGQUANTISIERUNG
DER MAGNETISCHEN MOMENTE IN ATOMEN GEMACHT.
' AUF DEM STERN-GERLACH-EXPERIMENT BERUHEN WICHTIGE
PHYSIKALISCH- ~-TECHNISCHE ENTWICKLUNGEN DES 20.JHDTS.,
| WIE KERNSPINRESONANZMETHODE, ATOMUHR ODER LASER.

~ OTTO STERN WURDE 1943 FUR DIESE ENTD:}EC UNG; LA |

' DER NOBELPREIS VE‘RLIEPIE[Q.= 'il g ’ * 4

Figura 1: Placa conmemorativa dedicada al experimento de Stern-Gerlach en su 80 aniversario en la Uni-
versidad de Frankfurt, donde fue realizado el experimento en 1922. Ademaés de los relieves representando a
Otto Stern y Walter Gerlach, observamos un esquema detallado del experimento que incluye la distribucién
de probabilidad de la medicién en el eje z.

1.1 El Experimento de Stern-Gerlach

El experiento de Stern-Gerlach (SGE por sus siglas en inglés) [B3HEH] tiene una importancia
fundamental en el desarrollo de la mecanica cuantica, y ha sido a través de los anos reconocido
como tal (ver Fig. ), asi como juega un papel imprescindible en su ensenanza. Este experimento
se usa comunmente para introducir el concepto del espin en los sistemas cuénticos, el cual no tiene
una contraparte clasica [I} GOHG3].

El SGE puede ser facilmente usado para introducir el concepto de enredamiento en la ensefianza
de la mecanica cuantica [Il 64H66], en particular debido a que es un ejemplo directo de la generacion
de enredamiento entre variables continuas y discretas, asi como en estados puros y mixtos. En [ 2]
se exploran estas propiedades del SGE, usando el método del operador de evolucién para estudiar
la dinamica del SGE.

El SGE pertenece al tipo de experimentos de haces moleculares, estos consisten en hacer pasar
un haz de particulas a través de campos eléctricos o magnéticos [67]. En particular, en el SGE
original se utilizaron particulas de plata y un campo magnético inhomogéneo.

La razén por la que el SGE es fundamental para la ciencia es debido a que en la pantalla del
experimento se observa que las particulas se concentran en dos diferentes &reas bien definidas y
separadas, este es el conocido efecto del SGE que dio lugar a definir la propiedad de la materia
conocida hoy en dia como espin. Tal efecto se aprecia en la Fig. , donde se muestra el resultado
en la pantalla del experimento, en la Fig. se muestra la distribuciéon de probabilidad relacionada
a este efecto; asf mismo, ver la Fig. ({.1).
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Figura 2: (Izquierda) Postal de Gerlach a Niels Bohr del 8 de Febrero de 1922. Muestra una fotografia de
la pantalla del experimento y la apreciable separacién del haz, con un mensaje congratulatorio a Bohr por
la confirmacion de la teoria de la cuantizaciéon espacial. (Derecha) Detalle de la observacion en la pantalla
del SGE.




Capitulo 1

Enredamiento y no localidad:
Correlaciones cuanticas

Este primer capitulo se ocupa del enredamiento cuantico. Comenzaremos discutiendo la natu-
raleza del enredamiento cuantico, a la vez que hacemos un recuento histoérico de su descubrimiento
en el nacimiento de la mecéanica cuantica y los esfuerzos que se hicieron por describirlo.

1.1. El enredamiento cuantico

Cuando consideramos sistemas cuanticos compuestos por dos o mas subsistemas, una de las
cosas mas interesantes que podemos apreciar es la interacciéon entre ellos.

En las correlaciones entre estos subsistemas encontramos una separacion fundamental de los
sistemas cuanticos respecto a aquellos clasicos. Las correlaciones en los sistemas clasicos siempre
se pueden describir en términos de probabilidades clasicas, mientras que esto no es necesariamente
cierto para sistemas cuanticos.

Estas correlaciones son conocidas como correlaciones cudnticas, y su existencia y descripciéon
tienen fuertes bases en el teorema de Bell [6]]. De estas correlaciones surge la idea del enredamiento
cuéntico. Los estados que presentan tales correlaciones no clasicas se identificaron originalmente
con el enredamiento cuantico.

Las correlaciones se manifiestan en los resultados esperados para las observables de los subsis-
temas, como podemos ver en la Fig. . Con la presencia de correlaciones cuanticas tenemos que
éstos pasan a depender de las variables de los otros sistemas, no solo de la variable del sistema que

esté siendo observado.

Observado Afectado
Aqui Por alla

Figura 1.1: Representacion esquemaética del concepto de correlaciones cuanticas. En particular se muestra
como el espin observado de una particula es afectado por el estado de otra particula separada e indepen-
diente. Usualmente se considera a este par de particulas con espin 1/2 como correlacionadas en su origen
a partir de una particula de espin 1 que decae.
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SGE 2

Figura 1.2: El experimento pensado de Bohm [B6], discutido en [[I]. Este experimento destaca las corre-
laciones cuanticas como una propiedad de los sistemas cuanticos. Las correlaciones entre el espin de dos
particulas emitidas por la misma fuente, pero separadas y sujetas a procesos experimentales independien-
tes, son observadas mediante aparatos de Stern-Gerlach.

Es interesante recordar la aparente paradoja que la existencia de estas correlaciones generd, al
ser encontradas en el famoso escenario propuesto por Einstein, Podolski y Rosen (EPR) [69], lo
que parecia sugerir la presencia de accién a distancia en la mecénica cuéntica.

El experimento de Bohm [0} [7T] demuestra excelentemente la presencia de estas correlaciones en
un sistema relativamente sencillo y el efecto sobre las observables. Un esquema de este experimento
presentado por [TI] aparece en la Fig. (L.2).

Junto al experimento de Bohm, en los primeros anos del estudio del enredamiento cuantico se
exploraron diversos estados que presentan este tipo de correlaciones y ahora representan ejemplos
notables del enredamiento cudntico. Cuando pensamos en los estados que presentan claramente
correlaciones cuanticas se pueden notar por simple inspeccién caracteristicas particulares de éstos,
prominentemente, su no-separabilidad [0 [(2ZH74]. Como un ejemplo directo consideremos el estado
del experimento de Bohm [Q] [7T]:

1

V2

en el que es claro que no podemos factorizar la descripcién de los sistemas 1 y 2.

Ahora podemos contrastar el teorema, de Bell con lo que observamos de estos estados, llevando
a la definicién propia del enredamiento cuantico como la no-separabilidad de los estados. Esta pro-
piedad entonces produce correlaciones cuénticas, que pueden ser consistentes con la representacion
de no localidad que da el teorema de Bell.

El enredamiento cuéntico forma una parte central en los sistemas cuénticos y los efectos que
presentan. De esta manera, encontramos que la presencia de enredamiento es fundamental para
la realizacion de una amplia variedad de tareas cuanticas, en las que el objetivo es transformar y
manipular estados cuanticos. Asi, el enredamiento se define como un recurso cuantico. La capacidad
de describir y definir un estado enredado asi como cuantificar el enredamiento presente es una tarea
necesaria no sélo para mejorar nuestra comprensiéon de los sistemas cuénticos, sino también para
su continuada aplicacion tecnolégica y el desarrollo préactico de las tareas cuanticas [[DHIS|, 29].

Es por esto que se ha partido de la definicion del enredamiento mediante la separabilidad y
la caracterizacién de las correlaciones por la no localidad buscando técnicas para la deteccion
de enredamiento y herramientas que definen una cuantificacion, considerando tipos de estados
enredados que permiten descripciones similares para facilitar este proceso.

El caso de enredamiento mas estudiado es justamente el que vemos en los estados considera-
dos en los primeros dias del enredamiento [ BIHTG], el enredamiento discreto bipartita. Ambas
circunstancias se deben en gran parte a su simplicidad. Este tipo de enredamiento es nuevamente
excelentemente ejemplificado por el estado de la Ec. ; el enredamiento esta distribuido en-
tre dos partes, las particulas, cuyo espin, una variable discreta, se describe completamente en su
subsistema individual mediante los estados {4, —},, etiquetados por i = 1, 2.

v) (IHhl=)2 = [=hl+2)), (1.1)
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Identificamos el enredamiento mediante el nimero de partes del sistema diferenciables, descritas
como subsistemas, que estan involucradas, estando el enredamiento relaciondndolas. Asi tenemos
enredamiento bipartita, en el que el enredamiento se establece entre dos subsistemas, triparti-
ta, involucrando tres subsistemas, multipartita, etc. Por otro lado, podemos distinguir el tipo de
subsistemas que comparten el enredamiento por el tipo de variables con el que las describimos.
Llamamos enredamiento discreto a aquél existente entre subsistemas de variables discretas, como
el espin, los estados de niimero en un espacio de Fock, etc. El enredamiento continuo es el que
existe entre subsistemas de variables continuas, tales como la posicién y el momento. Finalmente,
el enredamiento entre subsistemas discretos y subsistemas continuos es denominado hibrido.

El enredamiento bipartita es significativamente mas simple, independientemente del tipo de
sistemas incluidos. Esta sencillez en su descripcion permite facilitar operacionalmente el desarro-
llo y aplicacién de herramientas con las que se caracteriza el enredamiento [[BHIS, 2TH23] 29].
Naturalmente, este es el caso mas ampliamente estudiado, cuando se trata de sistemas discretos,
continuos e hibridos [I7] 22]. En los sistemas multipartitas el enredamiento tiene la capacidad de
distribuirse de miltiples distintas maneras entre los subsistemas, presentando comportamientos y
una estructura no existente en el enredamiento bipartita, lo que introduce complicaciones y nuevas
necesidades en su anélisis.

Tempranamente se desarrollé6 una teoria comprensiva y extensiva del enredamiento discreto
bipartita. En este caso existen importantes resultados que permiten detectar el enredamiento,
como es el criterio de positividad de la transpuesta parcial (conocido como criterio PPT, por sus
siglas en inglés) [0 B7], asi como medidas de enredamiento bien establecidas, resaltando los casos
basicos de la concurrencia [B33] B4], negatividad [I9], la entropia de enredamiento y otras medidas
entropicas [22 B1 [77].

Sin embargo, en los sistemas continuos e hibridos inclusive en el caso del enredamiento bipartita
existe aiun una gran necesidad de desarrollar herramientas adecuadas para la descripcién de su
enredamiento [I6, 7] 25]. La descripcion de la matriz de covarianza permite estudiar con relativa
facilidad el enredamiento continuo para estados Gaussianos, para los que su descripcion es finita.
En este caso se tiene una variedad de medidas de enredamiento y criterios de separabilidad, de los
que un porcentaje significativo han sido generalizados a partir de herramientas discretas [17} EQ-
BQ], como es el caso del criterio de separabilidad de Simon [39]. Cuando se trata de estados no
Gaussianos, su descripcién requiere de expresiones mas complejas en forma y un mayor nimero de
parametros, en el caso en el que es posible una descripcion finita [I7]. Resalta asi la generalizacion
que hacen Schuhkin y Vogel del criterio de Simon [Z§]. En el Capitulo [2| discutiremos con detalle
la cuatificaciéon y caracterizacion del enredamiento cuantico.

El caso del enredamiento hibrido lo discutiremos posteriormente con més detalle, en el Ca-
pitulo [3] pero es necesario remarcar que para éste la generalizacién de medidas y criterios es
significativamente menos directa, correspondiendo a la complejidad de la descripcién de estos es-
tados.

1.1.1. La separacidén de los sistemas fisicos

Cuando se piensa en el origen del enredamiento, naturalmente se piensa en la paradoja EPR
y en el experimento de Bohm [7], GIHT6], con la aparente comunciacién instantdnea que se necesita
para correlacionar de esta manera tan particular los resultados de dos experimentos, o mas preci-
samente, resultados de mediciones separadas. Esto es en general lo que se mantiene en la mayor
parte de las discusiones y revisiones actuales del enredamiento y el origen de la mecénica cuanti-
ca propiamente dicha [[78 [[9HRE]. Asi, parece que el concepto de enredamiento cuantico surge de
este tipo de situaciones, en principio empiricas, consecuencia del desarrollo de la teoria cuantica
formal y el andlisis y bisqueda de caracterizacion de estados cuanticos especificos. Esta intuicién
parece provenir del hecho de que el experimento pensado de Bohm aterriza tan apropiadamente
el problema filosofico de las correlaciones cuanticas, valiéndose de propiedades particulares del es-
pin, y utilizando a la vez al SGE como base fisica para las reflexiones del piblico que piensa el
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experimento [, B8] [71] [76] [B6] [’T].

Sin embargo, existe una discusion filosofica previa, que cimienta al enredamiento en los propios
origenes de la teoria cuantica, surgiendo de la bisqueda por comprensién de la naturaleza de la
cuantizacion de la luz [76 R0, BTl B4 R3]. Esta discusiéon culmina con el experimendo pensado de
las cajas de Einstein, y conlleva en si el entendimiento de la inseparabilidad de la descripcién del
sistema compuesto, el propio espiritu del enredamiento. En esta discusién participan notablemente
Einstein, Lorentz, Ehrenfest, Schrodinger, y, finalmente, Bohr [[76] [[OH8T]. Las cajas de Einstein
es finalmente la motivacion directa de la exposicion de los problemas de la mecanica cuantica que
trata el articulo de Einstein, Podolski y Rosen [69, ROHZ3].

Schrodinger [72] en 1935 [[3] BO] refiriéndose a esta discusion, identifica al enredamiento como
la fuente de las discrepancias, y lo nombra, definiéndolo como la imposibilidad de conocer dos
sistemas relacionados de una manera individual [}

« Si dos cuerpos separados, sobre los que, individualmente, tenemos conocimiento méaximo,
llegan a una situacién en la que se influencian entre ellos y después se separan nuevamente, entonces
regularmente surge aquello que apenas he llamado enredamiento de nuestro conocimiento de los
dos cuerpos. En el comienzo, el catidlogo conjunto de expectaciones consiste de una suma logica de
los catalogos individuales; durante el proceso el catélogo conjunto se desarrolla necesariamente de
acuerdo a la ley conocida [evolucion unitaria].

»[...] Nuestro conocimiento permanece maximo, mas al final, si los cuerpos se han separado
nuevamente, este conocimiento no se descompone nuevamente en una suma légica de conocimiento
de los cuerpos individuales. »

Antes de 1935, el enredamiento como un concepto ya formaba parte de los libros de texto
tratando la nueva teoria cuantica. Weyl [R8 [R9] explica ﬂ

« Las condiciones que asegquran un mdzimo de homogeneidad dentro de ¢ [sistemas compuestos
con componentes a y b] no necesitan requerir un mdzimo en este respecto dentro del sistema
parcial a. Mas aun: si el estado de a y el estado de b se conocen, el estado de ¢ en general no
es unicamente determinado, para una forma Hermitiana definida positiva ||a;x k|| en el espacio
producto, que describe un agregado estadistico de estados ¢, no es inicamente determinada por las
formas Hermitianas

Z Qike,i' ks Z ik ik (1.2)
k k

a las que ésta da origen en los espacios R, &. En este sentido significativo, la teoria cuantica se
suscribe al punto de vista de que “el total es mds grande que la suma de sus partes” [...]. »

LIf two separated bodies, about which, individually, we have mazimal knowledge, come into a situation in which
they influence one another and then again separate themselves, then there regularly arises that which I just called
entanglement of our knowledge of the two bodies. At the outset, the joint catalogue of expectations consists of a
logical sum of the individual catalogues; during the process the joint catalogue develops necessarily according to the
known law [linear Schrodinger evolution).:

[...] OQur knowledge remains mazimal, but at the end, if the bodies have again separated themselves, that knowledge
does not again decompose into a logical sum of knowledge of the individual bodies..[[2 [[3] Traduccion al inglés de
0.

2 Conditions which insure a mazimum of homogeneity within ¢ [composite systems with components a and b]
need not require a mazimum in this respect within the partial system a. Furthermore: if the state of a and the state
of b are known, the state of ¢ is in general not uniquely specified, for a positive definite Hermitian form ||a; ;/5|| in
the product space, which describes a statistical aggregate of states ¢, is not uniquely determined by the Hermitian

forms
E ik i'k> E ik ik’
k k

to which it gives rise in the spaces 23, &. In this significant sense quantum theory subscribes to the view that “the
whole is greater than the sum of its parts, ” which has recently been raised to the status of philosophical creed by
the Vitalists and the Gestalt Psychologists.[88] B9
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1.1.1.1. Los primeros anos de la teoria cuantica

La teoria cuédntica inici6é formalmente con la cuantizacién de la radiacién electromagnética. El
trabajo de Einstein sobre el efecto fotoeléctrico de 1905 [@0, @] fue el paso fundamental que asent6
esta teorfa de la luz. Por este descubrimiento Einstein ganoé el premio Nobel de 1921 [@2]. Este
trabajo, naturalmente, comenzé una discusién larga sobre la teoria cuéntica, centrandose en un
principio en la naturaleza de la luz y el comportamiento de los cuantos de luz. Aqui podemos
remarcar las preguntas presentadas por el propio Einstein, que llevarian finalmente a entrever el
problema del enredamiento cuintico por primera vez.

En 00 O] Einstein describe el comportamiento de la luz en términos de probabilidades inde-
pendientes de cuantos de energia. Concluye que la radiaciéon monocromatica a bajas densidades, es
decir, en el dominio de la férmula de radiacion de Wien [@3], se puede describir termodindmicamen-
te como si consistiera de cuantos de energia mutuamente independientes. Posteriormente Einstein
reflexiona en una carta a Lorentz en 1909 [@4] sobre la independencia de los cuantos de luz y la
determinacién de su posicién espacial, presentando la situacién que imagina respecto a la composi-
cion de la luz y su descripcion adecuada. La exposicion que hace Einstein en esta carta nos recuerda
a la dualidad onda-particula, la cual esta discusion ayudaria a formar poco después [R0, BE [@F].
Sin embargo, podemos notar otro punto importante discutido aqui, aquel de la independencia y
localizacion de los cuantos de luz. En esta misma carta, Einstein acepta que la composicién de la
luz por cuantos mutuamente independientes y localizados en relativamente pequenos espacios es
la explicacion més conveniente a las leyes derivadas en [O0 [T].

Es esta independencia y la discusién sobre las reglas de la distribucién que dan la entropia
apropiada que se ajusta a la ley de Planck [B6HIOZ|, descubierta empiricamente, las que dan paso
a la relacion de Planck-Einstein [I03] [[04] y finalmente a la relacion de de Broglie [I05], [[06] entre
el comportamiento ondulatorio y de particula.

Wolfke en [I07] trae a la luz explicitamente la independencia de los cuantos de luz en la teoria
de Einstein, declarando la necesidad de que las probabilidades correspondientes sean de eventos
mutuamente independientes. Consecuentemente, se habla de la determinacion de la posicién de los
cuantos de luz como independientes{’]

« Asi vemos que, de acuerdo a la visién de Einstein, el hecho de que un cuanto de luz se sitaa
en un subvolumen especifico es independiente de la posicién de los otros cuantos de luz. »

Ehrenfest y Onnes [I08], en el apéndice de su articulo de 1914 [I0F], discuten la diferencia
entre la teoria de Einstein [@0 BI] y la de Planck [I09HITI] de la radiacion en las distribuciones
espaciales correspondientes a los niveles de energia de los cuantos de luz, que se reduce al problema
de la distribucion de cuantos en celdas espaciales. De esta manera, la teoria de Planck concluyen,
no considera cuantos de luz separados e independientes, como lo hace la de Einstein, sino que
son las diferentes distribuciones energéticas las que son los objetos a contarse. La independencia
considerada en la teoria de Einstein lleva necesariamente a la formula de Wien, no a la correcta
formula de Planck: MIEIEl

« La hipotesis de Einstein lleva necesariamente a la formula (x) para la entropia y asi necesa-
riamente a la férmula de radiaciéon de Wien, no a la de Planck. El mecanismo formal de Planck
(la distribucion de P elementos de energia g sobre N resonadores) no puede ser interpretado en el
sentido de los cuantos de luz de Einstein. »

En 1925 Einstein m—EDZIEl responde a estas criticas, aceptando que, tanto en la teoria de la
radiacion como en la de los gases de Bose-Einstein [I16], la distribuciéon de probabilidad apropiada
considera implicitamente cierta influencia mutua entre las particulas. Esto es mejor descrito en una

3Thus we see that, according to Einstein’s view, the fact that a light quantum lies in a specific subvolume is
independent of the position of the other light quanta. Traduccion al inglés de [BQJ.

4 Einstein’s hypothesis leads necessarily to formula (x) for the entropy and thus necessarily to Wien’s radiation
formula, not Planck’s. Planck’s formal device (distribution of P energy-elements g over N resonators) cannot be
interpreted in the sense of Einstein’s light-quanta.[I08]

5Traduccién al inglés en Document 385 Quantum Theory of Ideal Gas II pp. 371-383 Einstein [[TH]
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carta de Einstein dirigida a Schrédinger de Febrero de 1925 [I17} Iﬂﬂﬂ

« En la estadistica de Bose aplicada por mi, los cuantos, o moléculas, no son tratados como
independientes uno de otro. [...]

»La complexién es caracterizada indicando el niimero de moléculas que estan presentes en cada
celda individual. El nimero de las asi definidas complexiones es supuesto crucial para la entropia.
En este procedimiento las moléculas no estan localizadas de manera mutuamente independiente;
més bien, tienen una preferencia por localizarse con otra molécula dentro de la misma celda. Uno
puede visualizar esto facilmente con nimeros bajos. E.g., 2 cuantos, 2 celdas: De acuerdo a Bose,

»

Estadistica de Bose moléculas independientes
1a celda | 2a celda la celda | 2a celda
. ler case I1I -
ler caso . -
20 case I II
20 caso . .
3o caso . 3er case 11 I
: 40 case - 111
» » Tabla 1.1: Diagrama de Einstein de [II§].

las moléculas se localizan juntas relativamente més frecuentemente que de acuerdo a la hipotesis de
las moléculas siendo estadisticamente independientes. Presenté este tema en un segundo articulo
que desde entonces ha aparecido en los proceedings [S.Ber.], 20 articulo. [TT2HIT4] »

Schrodinger posteriormente [I19] analiza el hecho de que esta dependencia debe estar implicita
analogamente en la teoria de gases y la teoria de la radiacién, proveyendo de una necesaria funda-
mentacion a las estadisticas de ambas teorias. La otra opcién, que invoca el conteo de estados de
Planck para obtener la distribucion adecuada, Schrédinger concluye, no permite pasar propiamente
a la teorfa cuantica: []

« Asi uno debe simplemente dar forma a nuestro modelo del gas siguiendo el mismo modelo de la
radiacion de cavidad que corresponde a lo que no es atn la idea cuantica extrema de la luz; entonces
la estadistica natural-basicamente el método conveniente de Planck para sumar estados-llevara a
la teoria del gas de Einstein. »

Finalmente, en un articulo de 1927 [[20HI22], Einstein describe a la perfeccion el problema
de la independencia de los subsistemas, que podemos identificar ficilmente ahora con la propia
definicion de enredamiento: [l

6In the Bose statistics applied by me, the quanta, or molecules, are not treated as independent of one another.

The complexion is characterized by indicating the number of molecules that are present in each individual cell.
The number of the thus defined complexions is supposed to be crucial for entropy. In this procedure the molecules
are not mutually independently localized; rather, they have a preference for sitting together with another molecule
inside the same cell. One can visualize this easily with low numbers. E.g., 2 quanta, 2 cells:

Bose statistics independent molecules
1st cell | 2nd cell 1st cell | 2nd cell
st case v . 1st case I1I -
5nd case . . 2nd case I 11
5 3rd case II I
3rd case | - . 4th case - Il

According to Bose, the molecules sit together relatively more frequently than according to the hypothesis of the
molecules being statistically independent. I presented this subject in a second paper that has since appeared in
the proceedings, [S.Ber.], 2nd paper. [[[T2ZHIT4]] Traduccion al inglés en Document 446 February 1925 “To Erwin
Schrédinger” pp.438-439 Einstein [I15]-

" Thus one must simply fashion our model of the gas after the same model of cavity radiation that corresponds to
what is still not the extreme light quantum idea; then the natural statistics—basically the convenient Planck method
for summing states—will lead to the Einstein gas theory. Traduccion al inglés de

8 Stimulated by this, I found out that this schema does not properly take into account one general condition that
must be set for a general law of motion of the systems.
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« Incentivado por esto, encontré que este esquema no toma en consideraciéon propiamente una
condicién general que debe ser establecida para una ley general de movimiento de los sistemas.
»Especificamente, un sistema X es considerado, el cual consiste de dos sistemas parciales mu-
tuamente independientes energéticamente, 31 y Yo; esto significa que la energia potencial, asi como
la energia cinética se componen aditivamente de dos partes, la primera de las cuales contiene sélo
cantidades con referencia a X1, la segunda, solo cantidades con referencia a ¥o. Entonces, como es
conocido,
U =0, U,y (1.3)

donde ¥, depende sélo de las coordenadas de ¥1; ¥y depende sélo de las coordenadas de 3.
En este caso, debe ser requerido que los movimientos del sistema total sean combinaciones de
movimientos posibles de los sistemas parciales.[Nota 8 en el original [20HI22]]

»El esquema indicado no corresponde a esta condicién. Es decir, sea p un indice que pertenece
a una de las coordenadas de X;, v un indice que pertenece a una coordenada de X3. Entonces ¥,
no desaparece. »

Simultaneamente a esto, estaba comenzando una larga discusién principalmente entre Einstein
y Bohr sobre los fundamentos de la teoria cuéntica. Aqui podemos remarcar que el principio de
correspondencia, el cual jugd un papel central en los primeros anos de esta discusién y apareceria
no solo en los trabajos de Einstein sobre la radiacion, sino también en la teoria atémica de Bohr de
1913 [I24HI26], traeria en el fondo a la preocupaciéon de Einstein sobre una interpretacion realista
de la teoria cuédntica [R5].

Por otro lado, desde el descubrimiento del efecto Ramsauer-Townsend en 1920 [I27HI34], Bohr
sospechaba que la teoria cuantica dependia de, lo que llamaba, “fallos de la descripcion ordinaria
del espacio-tiempo”, lo que es que una variedad de fenémenos se explicarian al violar la suposicion
clasica de la independencia de los sistemas [B0]. Esta apreciacion lo llevaba a dudar de la teoria
de los cuantos de luz de Einstein, debido a su aparente independencia. En 1925, refiriéndose a un
experimento [I35] que profundizaria la refutacion [I36HI39] de la teoria de la absorciéon y emision
propuesta por Bohr, Kramers y Slater (conocida como teoria BKS) [I40) [41], Bohr reconoce el
fallo de ésta en la suposicion de independencia de tales procesos en un par de cartas: [142] El

« Estaba bastante preparado para enterarme de que nuestro punto de vista propuesto acerca
de la independencia de los procesos cudnticos en atomos separados resultaria incorrecta... No sélo
fueron las objeciones de Einstein muy inquietantes, sino que recientemente también he sentido
que una explicacion de los fendmenos de colision, especialmente los resultados de Ramsauer de la
penetracion de atomos lentos a través de atomos, presenta dificultades para nuestra descripcion
espacio-temporal ordinaria de la naturaleza similar en tipo a aquellas presentadas por el entendi-
miento simultaneo de los fenémenos de interferencia y un acoplamiento de cambios de estado de

Specifically, o system X is considered, which consists of two energetically mutually independent partial systems
31 and X2; this means that the potential energy as well as the kinetic energy are composed additively of two parts,
the first of which contains only quantities with reference to X1, the second, only quantities with reference to Xo.
Then, as is known,

V=WV Vs,

where V1 depends only on the coordinates of X1; Vo depends only on the coordinates of Xo. In this case it must be
required that the motions of the total system be combinations of possible motions of the partial systems.(8]

The indicated schema does not correspond to this condition. Namely, let p be an index that belongs to one of
the coordinates of X1, v be an index belonging to a coordinate of ¥2. Then ¥, does not vanish. Traduccion al
inglés en “Postscript to the correction.” Document 516 Schridinger’s Wave Mechanics: “Does Schrédinger’s Wave
Mechanics Completely Determine the Motion of a System, or Only Statistically?” pp. 514-515 Einstein et al. [I23].

91 was quite prepared to learn that our proposed point of view about the independence of the quantum processes in
separated atoms would turn out to be wrong. . . . Not only were Einstein’s objections very disquieting; but recently I
have also felt that an explanation of collision phenomena, especially Ramsauer’s results on the penetration of slow
electrons through atoms, presents difficulties to our ordinary space-time description of nature similar in kind to the
those presented by the simultaneous understanding of interference phenomena and a coupling of changes of state
of separated atoms by radiation. In general, I believe that these difficulties exclude the retention of the ordinary
space-time description of phenomena to such an extent that, in spite of the existence of coupling, conclusions about
a possible corpuscular nature of radiation lack a sufficient basis. (Bohr to Geiger, 21 April 1925 [TZ2])
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atomos separados por radiacion. En general, creo que estas dificultades excluyen la retenciéon de
la descripcién espacio-temporal ordinaria de los fenémenos a un grado tal que, a pesar de la exis-
tencia de acoplamiento, las consecuencias sobre una posible naturaleza corpuscular de la radiacion
carecen de una base suficiente. » (Bohr a Geiger, 21 de abril de 1925 [I42]);

y{

« Son, en particular, los resultados de Ramsauer concernientes a la penetracién de electrones
lentos a través de atomos los que aparentemente no encajan con el punto de vista asumido. De
hecho, estos resultados pueden plantear dificultades para nuestra descripcion espacio-temporal
acostumbrada de la naturaleza que son similares en tipo a un acoplamiento de cambios de estado
en atomos separados a través de radiacién. Pero no hay mayor razén para dudar de tal acoplamiento
y de las leyes de conservacion generalmente.» (Bohr a Franck, 21 de abril de 1925 [142])

Similarmente a Einstein, Bohr consideraba que la teoria de cuantos requeria la independencia
estadistica de los cuantos de luz.

1.1.2. La incompletitud de la mecinica cuantica

Famosamente, Einstein se sentia inconforme con la naturaleza indeterminada de la mecéanica
cuantica. La interpretacion de Copenhaguen, en la que la descripcion de la realidad se da probabi-
listicamente a través de la funcion de onda, y a la vez de las mediciones que conllevan el llamado
colapso, como mecanismo que permite dar un resultado especifico, es dificil de asimilar y hacer
coincidir desde un punto de vista filosofico con las propiedades deterministas de la mecénica clésica.
En esto se fijarian las discusiones famosas que Einstein mantuvo por afios con Bohr [76] [[9HRH].

El problema que preocupaba a Einstein lo definié incisivamente como la incompletitud de la
teoria. Segin esta, el estado de un sistema cuéntico no da una descripcién completa, en el sentido
de que los valores de las propiedades del sistema no son tnicamente determinados [I43]. La de-
terminacion de le mecanica cuantica esta relacionada con las condiciones que impone el principio
de incertidumbre, sin embargo, Einstein consideraba esto simplemente otra caracteristica de la
teoria [B0 BI]. En lugar de fijarse en demostrar la imposibilidad del principio de incertidumbre,
a Einstein le preocupaba buscar una teoria cuéntica adecuada en su descripcién de los sistemas
fisicos, completa, como el mismo Einstein mencionaria a EhrenfestiEISfl:l7 T4

« [Einstein] me dijo que, ya por un largo tiempo, él no dudaba en absoluto de las relaciones de
incertidumbre, y que él en consecuencia, e.g., no habia de ninguna manera inventado la “caja de
destellos de luz pesable’ﬂ“contra la relacion de incertidumbre”, sino para un proposito totalmente
diferente. »

Como veremos, esta discusion tiene sus raices en la inseparabilidad de la descripcion de los
sistemas cuanticos, que se discuti6 en la Sec. previa, y, finalmente, llevaria al enredamiento
cuantico. El argumento que mejor expresa esto es presentado en 1936 por Einstein [I43]: IE'

10¢ s, in particular, the results of Ramsauer concerning the penetration of slow electrons through atoms that
apparently do not fit in with the assumed viewpoint. In fact, these results may pose difficulties for our customary
spatio-temporal description of nature that are similar in kind to a coupling of changes of state in separated atoms
through radiation. But then there is no more reason to doubt such o coupling and the conservation laws generally.
(Bohr to Geiger, 21 April 1925 [[42])

1 He [Einstein] said to me that, for a very long time already, he absolutely no longer doubted the uncertainty
relations, and that he thus, e.g., had BY NO MEANS invented the “weighable light-flash box” (let us call it simply
L-F-boz) “contra uncertainty relation,” but for a totally different purpose. [[44] Traduccion al inglés en [BI].

» 12¢weighable light-flash box” [[@4] Traduccion al inglés en [BI]

13Consider a mechanical system constituted of two partial systems A and B which have interaction with each
other only during limited time. Let the v function before their interaction be given. Then the Schrodinger equation
will furnish the v function after the interaction has taken place. Let us now determine the physical condition
of the partial system A as completely as possible by measurements. Then the quantum mechanics allows us to
determine the 1 function of the partial system B from the measurements made, and from the 1 function of the
total system. This determination, however, gives a result which depends upon which of the determining magnitudes
specifying the condition of A has been measured (for instance codrdinates or momenta). Since there can be only
one physical condition of B after the interaction and which can reasonably not be considered as dependent on the
particular measurement we perform on the system A separated from B it may be concluded that the ¢ function is
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« Considere un sistema mecénico constituido de dos sistemas parciales A y B que tienen in-
teraccion el uno con el otro sélo por un tiempo limitado. Sea dada la funcién 1 previa a su
interaccion. Entonces, la ecuaciéon de Schrédinger proporcionaréd la funcién ¢ después de que la
interacciéon ha tomado lugar. Permitasenos determinar la condicién fisica del sistema parcial A tan
completamente como es posible mediante mediciones. Entonces la mecanica cuantica nos permite
determinar la funcion v del sistema parcial B a partir de las mediciones hechas y de la funcion
1 del sistema total. Esta determinacién, sin embargo, da un resultado que depende de cudl de
las magnitudes determinantes que especifican la condicion de A ha sido medida (por ejemplo
coordenadas o momentos). Debido a que solo puede haber una condicion fisica de B después de
la interaccién, y ésta puede rasonablemente no ser considerada como dependiente de la medicién
particular que hacemos en el sistema A separado de B, puede concluirse que la funcién ¢ no
estd unambigiiamente coordinada con la condicién fisica. Esta coordinacion de varias funciones 1
con la misma condicién fisica del sistema B muestra nuevamente que la funcién ¥ no puede ser
interpretada como una descripcion (completa) de la condicion fisica de un sistema unitario.»

Sin embargo, le llevaria a Einstein afios de discusiones con prominentes fisicos el llegar a esta
exposicién de los problemas de la mecénica cuantica. A continuacioén revisaremos los argumentos
mas notorios de esta discusion, pasando por la paradoja EPR, para finalmente llegar a la definicion
del enredamiento y la prueba de la mecanica cuantica que representa el teorema de Bell.

1.1.2.1. El primer experimento pensado: Solvay 1927

de Broglie recuerda [82] [46HIZ9] en [I50] un experimento pensado propuesto por Einstein
durante el congreso Solvay de 1927. En [146] ademas discute los problemas presentados por Einstein:
con este experimento Einstein queria llamar la atencién a la idea de que la teoria cudntica, a través
de las ecuaciones de campo (ecuaciones de onda), no es capaz de describir la totalidad de la realidad
fisica [146].

El experimento consiste de un electron incidente en una pantalla con una abertura que difrac-
tard al electron de manera que posteriormente a ésta se describird como ondas de Schrédinger,
correspondiendo a la funciéon de onda de la posicién del electron, esféricas. El electron finalmente
seré detectado en una pantalla hemisférica [82] [46HIZ]]. Un esquema del experimento pensado se
puede ver en la Fig. (1.3).

Las situaciones que surgen de este experimento las expone Einstein como sigue: [82] T46HI50]

1. «Las ondas de de Broglie-Schrédinger no corresponden a un solo electrén, sino a una nube
de electrones extendida en el espacio. La teoria no da ninguna informacién sobre los procesos
individuales, sino sélo sobre el arreglo de un infinito de procesos elementales@»

2. «La teorfa tiene la pretension de ser una teorfa completa de procesos individuales[}

De acuerdo a la primera interpretacion, la descripcion probabilistica de la funcion de onda es
incompleta, ya que no describe el camino tomado por ninguno de los electrones en el ensamble
(el cual no necesita ser real, sino puede existir simplemente como un concepto) para llegar a la
distribucién final. En la segunda interpretaciéon, de acuerdo a la propia comprensién de Schrodinger
en ese momento de la funcién de onda, un electréon no tiene una trayectoria definida, sino que se
asume que esta esparcido en el espacio como describe la funcién de onda. La objeciéon de Einstein
con esta interpretaciéon es que, al detectarse el electréon en una posicion particular de la pantalla,
éste se localiza con una particular accion a distancia que elimina todas las posibilidades existentes

not unambiguously coérdinated with the physical condition. This co6rdination of several ¢ functions with the same
physical condition of system B shows again that the ¢ function cannot be interpreted as a (complete) description
of a physical condition of a unit system.

» " The de Broglie-Schrédinger waves do not correspond to a single electron, but to a cloud of electrons extended
in space. The theory does not give any information about the individual processes, but only about the ensemble of
an infinity of elementary processes. Traduccion al inglés en [[19]

» 15 The theory has the pretension to be a complete theory of individual processes. Traduccion al inglés en [[Z9]
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Electron

Figura 1.3: Esquema del experimento pensado presentado por Einstein en el congreso Solvay de 1927 para
exponer la incompletitud de la teoria cuéntica. Un electrén es difractado por una rendija, con lo cual su
posicién se describe posteriormente por ondas esféricas. El electron puede ser potencialemente detectado
en distintos puntos de la pantalla. Se representan dos posibles trayectorias esperadas, correspondiendo a
distintas posiciones de la deteccién.

anteriormente de que estuviese presente en cualquier otro lugar de la pantalla. De la imposibilidad
de tal accién a distancia se concluye necesariamente que la primera interpretaciéon se debe mantener,
y por tanto, la teoria cuéantica es incompleta. [82 [46HI5Q]

1.1.2.2. Las cajas de fotones de Einstein (Finstein’s photon-box Gedanken-
experiment)

Este experimento pensado surgiria en las discusiones con Bohr en el congreso Solvay de 1930.
Notablemente, Bohr recordaria este experimento [I51] [[52] como un intento de refutar el principio
de incertidumbre, con una respuesta irénica por parte de Bohr en la que la relatividad general evita
tal refutaciéon. Sin embargo, en la carta de Ehrenfest citada arriba en la Sec. [T [44], vemos
que esta no es la intencion de Einstein [BI]. En esta misma carta, Ehrenfest explica el experimento
pensado y la consecuencia en la incompletitud de la teoria cudntica en la que resulta.

En la explicacion de Ehrenfest [RI] [44], este experimento consiste de un proyectil que viaja
espacialmente y posee dos propiedades, A y B, que no se pueden conocer simultaneamente, y una
“maquina” que lo emite. Después de la emisién y cuando el proyectil ha viajado una distancia
considerable, la cual asegura una separacion espacial entre el proyectil y la maquina, se puede
predecir ya sea el valor de la propiedad A o de la propiedad B inspeccionando la méaquina. Einstein
ejemplifico esta distancia como 1/2 afio luz [R0 BIl 0Z4]. En este momento el proyectil es reflejado,
y, en su regreso, la prediccién hecha es corroborada midiéndola en el proyectil.

El experimentador entonces es capaz de decidir la propiedad que serd medida una vez que el
proyectil se encuentra separado de la maquina. Ehrenfest explicﬂ

« Es interesante tener claridad sobre el hecho de que el proyectil, el cual ya se encuentra volando
aislado ‘por si mismo’, debe estar preparado para satisfacer predicciones ‘no-conmutativas’ muy
diferentes, ‘sin saber todavia’ cual de estas predicciones uno haréa (y pondra a prueba). »

Con esto vemos que la version original del experimento de las cajas de fotones recordada
por Bohr en [I5T] I52] cumple con las condiciones del experimento que pretendia Einstein segtn
Ehrenfest [BI]. Este experimento se describe como sigue (Fig. (1.4])):

16 It 4s interesting to get clear about the fact that the projectile, which is already flying around isolated *for itself,’
must be prepared to satsify very different ‘non-commutative’ predictions, ’'without knowing as yet’ which of these
predictions one will make (and test).[IZ4] Traduccion al inglés de [BI]
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Figura 1.4: Esquema del experimento pensado de las cajas de fotones de Einstein. La liberacién de un
fotén por parte de una cavidad (caja) es controlada con un reloj. La caja es pesada antes y después de
la liberacion para determinar la energia del foton. En el tiempo en el que el fotén se traslada y regresa,
reflejado en el espejo, se realiza una medicion sobre la caja. Si revisamos el reloj para determinar la hora
de partida podemos determinar el momento del regreso del foton, pero no se podra conocer su energia;
mas si pesamos la cavidad podemos predecir la energia que tendra el foton a su regreso, pero el tiempo del
regreso serd indeterminado. El estado del foton depende de lo que se decide medir en la caja.

Se tiene una cavidad (caja) que contiene radiacién, con una compuerta controlada por un reloj.
Esta compuerta se abre un instante a una hora definida, permitiendo que un fotén salga de la
cavidad. La energia del foton liberado se determina pesando la cavidad antes y después de la
emisién. Combinando la informacion de la hora de apertura de la compuerta con la determinacion
de la energia del foton se tiene una violacién a la relaciéon de incertidumbre de energia-tiempo.

Bohr entonces defiende el principio de incertidumbre [BI] [Tl [52]. Sin embargo, al considerar
el regreso del fotén y la corroboracion de la cantidad medida, dando por hecho el principio de
incertidumbre, como hacia Einstein [R0} [[44], vemos que el problema tiene que ver con la insepara-
bilidad de los sistemas en la teoria cuantica. La separacion espacial del foton y la caja al momento
de medir el tiempo o la energia en la caja define una realidad independiente para cada uno, asi
el estado del fotén no se puede afectar por la mediciéon realizada en la caja. Sin embargo, segin
la teoria cudntica, y gracias al principio de incertidumbre, si revisamos el reloj para determinar la
hora de partida podemos determinar el momento del regreso del foton, pero no se podré conocer su
energia. Por otro lado, si pesamos la cavidad podemos predecir perfectamente la energia del foton,
que mediremos a su regreso, pero el tiempo del regreso serd indeterminado. Asi el estado especifico
del foton, visto como la indeterminacién de sus propiedades, depende de lo que se decide medir en
la caja, cuando el fotén es independiente de ésta.

1.1.3. El argumento EPR

Einstein deseaba que la exposiciéon formal de la incompletitud de la teoria cuantica, conclusiéon
de las discusiones anteriores, quedara asentada en el articulo EPR [69]. La importancia de este
articulo en el desarrollo mecanica cuantica, la descripcién de las correlaciones cuénticas y la de-
finicién del enredamiento cuéntico no puede ser subestimada. Aqui se discutiran los ingredientes
escenciales del argumento presentado por Einstein, Podolsky y Rosen, y describiremos con detalle
el experimento pensado con el que trata este articulo. Esto nos abrird paso a la discusién de la
investigacion de la teoria de EPR del teorema de Bell, y asi a la definicion de no localidad, y
finalmente a la formalizacién del enredamiento cuantico.

El Principio de Separacion El ingrediente escencial para definir la incompletitud de la teoria
cuantica que necesitaba Einstein es el Principio de Separacion. Einstein presentaba el presente
problema en los experimentos pensados como un intercambio entre completitud y localizacion. En
la ahora famosa carta respondiendo a la felicitacion de Schrodinger [72) [73] RO [53] por el articulo
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EPR [RQ R3] [[534], Einstein escribe: IZ]

« Mi manera de pensar es ahora esta: propiamente considerado, uno no puede [refutar la
completitud, escenario @ de la discusion en el articulo EPR [69]] si uno no hace uso de un
principio suplementario: el ‘principio de separacion’. Esto es: ‘la segunda caja, junto con todo lo
relativo a sus contenidos, es independiente de lo que sucede con respecto a la primera caja (sistemas
parciales separados).” Si uno se adhiere al principio de separaciéon, entonces uno de esta manera
excluye el segundo [...] punto de vista, y solo el [primer| punto de vista permanece, de acuerdo
al cual la descripcion del estado de arriba es una descripcién incompleta de la realidad, o de los
estados reales. »

Definicién 1.1.1 (Principio de Separacién) Lo que sucede en una parte del sistema es nece-
sariamente independiente de lo que sucede en la otra parte, la cual estd separada espacialmente de
la primera.

Este principio estd basado en las ideas de qué conlleva una descripcién adecuada de la realidad
fisica. La exposicion en el articulo EPR [69] finalmente decidiria el significado de este concepto. Sin
embargo, la discusién de Einstein de la incompletitud de la teoria es completamente independiente
del significado de realidad fisica, o de la descripcion que se hace de un estado fisico, simplemente
asume la existencia de tal realidad [82] 050]. Asi mismo sucede con la naturaleza de la separacion
requerida. Méas adn, la naturaleza probabilistica Einstein la aceptaba como parte necesaria de la
teoria [85]. Como Bell haria obvio posteriormente [68], la existencia de resultados correlacionados
depende en su lugar de la no localizacion, como aparece en el Principio de Separacion. Esto es
lo que buscaba expresar Einstein en la exposicion del argumento EPR R0 B2 RY [47], como
expresaria en la carta a Schrédinger siguiendo al articulo de EPR. [R0] RS I24].

Localidad y Realismo Fisicos El articulo de Einstein, Podolsky y Rosen [69] comienza con
definiciones importantes, que han ayudado a determinar las propiedades del formalismo de la meca-
nica cuantica desde entonces. Estas definiciones permiten traducir apropiadamente la experiencia
de conocer los fenémenos fisicos a un formalismo ontologico de la teoria. Para proceder con la
discusiéon se revisaran estas definiciones. La primera de éstas se refiere a la completitud de la
teoria.

Definicién 1.1.2 (Completitud) Cada elemento de la realidad fisica debe tener una contraparte

en la teoria f{sicaﬁ 69/

La pregunta de la completitud es asi presentada en este articulo como referente a la definicién
que hace de realidad fisica. Sin embargo el articulo EPR resalta las correlaciones propias de la
mecanica cudntica que se venian observando en las discusiones anteriores usando los experimentos
pensados, y que resultan en las aparentes paradojas ejemplificadas por la accion a distancia que
discutia Einstein. Como hemos visto, estas correlaciones se relacionan méas apropiadamente con
el Principio de Separacion, y asi con la localizacién y la separacién espacial de los subsistemas.
Como sabemos, el trabajo de Bell llevé esta pregunta correctamente a la localidad de la teoria.
Por ahora, veamos la definicién de realidad fisica que se hace en el articulo EPR.

Definicién 1.1.3 (Realidad Fisica) Si, sin perturbar de alguna manera un sistema, podemos
predecir con certidumbre (i.e., con proabilidad igual a uno) el valor de una cantidad fisica, entonces

Y7 My way of thinking is now this: properly considered, one cannot [refute the completeness doctrine, Interpretation
[EJ)]] if one does not make use of a supplementary principle: the ‘separation principle.” That is to say: ‘the
second box, along with everything having to do with its contents is independent of what happens with regard to
the first box (separated partial systems).” If one adheres to the separation principle, then one thereby excludes the
second . . . point of view, and only the [first] point of view remains, according to which the above state description
is an incomplete description of reality, or of the real states. [[54] Traduccion al inglés de B0 B3].

18 [EJvery element of the physical reality must have a counter part in the physical theory. [E9)
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existe un elemento de la realidad fisica que corresponde a esta cantidad fisica. IT_GI 6]

Finalmente, la localidad se puede entender como sigue [I55]:

Definicién 1.1.4 (Principio de Localidad) Los objetos que se encuentran en posiciones espa-
ciales distantes no pueden tener una influencia directa entre si (uno sobre el otro); un objeto es
influenciado unicamente por su entorno inmediato.

Podemos comprender mejor el significado de este principio, y su relacion con la Realidad Fisica
por la exposicion que hace Einstein en 1948 [150]:

« Una caracteristica de estos objetos fisicos es ademas que deben ser ordenados en un continuo
espacio-temporal. Es esencial para este orden introducido en la fisica més atn el que, a un tiempo
dado, estos objetos tienen una existencia independiente, de manera que estos objetos (estan ubi-
cados en distintas posiciones del espacio). Sin la suposiciéon de tal independencia de la existencia
(del (ser asi)) propia de los objetos distantes espacialmente uno de otro, la cual proviene de la
experiencia de todos los dias, lo que se piensa en el sentido fisico no es posible en nuestro sentido
comin. Uno no ve sin tal separaciéon definida cémo se pueden formular y probar las leyes fSicas.
La teoria de campo ha tomado este principio al extremo, considerando los elementos bésicos que
existen independientemente en los que se basa, asi como las leyes elementales postuladas para ellos,
localizados en elementos espaciales (cuatro-dimensionales) infinitesimales.

yPara la independencia relativa de objetos espacialmente distantes (A y B), esta idea es carac-
teristica: la influencia que ejerce A en su exterior no contiene una influencia inmediata sobre B; esto
es conocido como el (principio de efecto de prozimidad), el cual es solo consistentemente aplicado
en la teoria de campo. La supresiéon completa de este principio haria la idea de la existencia de
sistemas (cuasi-) cerrados, y asi el establecimiento de leyes empiricamente verificables, imposible.
»

El experimento pensado de Einstein, Podolsky y Rosen Con el argumento de este articulo
[69], Einstein, Podolsky y Rosen buscan demostrar que la teoria cudntica no puede ser completa,
atendiendo a la definiciéon de Realidad Fisica que presentan, Definicion (|1.1.3). En este caso, como
sucedi6 con las definciones iniciales, el problema de la realidad fisica previene poner en el foco la
separacion de los sistemas que interesaba a Einstein. El ejemplo presentado lo refinaria Einstein
posteriormente en el experimento pensado que discutimos en la Sec. , lo que permitiria llegar
finalmente al concepto de enredamiento cuantico.

El argumento presentado en EPR comienza con una discusién de la posibilidad de la comple-
titud de la teoria cuantica. La situacién que establecen es como sigue: ya sea

(1) « la descripcion de la mecdnica cudntica de la realidad dada por la funcidn de onda no es
completa o »

191f, without in any way disturbing a system, we can predict with certainty (i.e., with probability equal to unity)
the value of a physical quantity, then there exists an element of physical reality corresponding to this physical
quantity. [69]

20Characteristisch fur diese physikalischen Dinge ist ferner, dass sie in ein raum-zeitliches Kontinuum eingeordnet
gedacht sind. Wesentlich fiir diese Einordnung der in der Physik eingefiihrten Dinge erscheint ferner, dass zu einer
bestimmten Zeit diese Dinge eine voneinander unabhingige Existenz beanspruchen, soweit diese Dinge (in verschie-
denen Teilen des Raumes liegen). Ohne die Annahme einer solchen Unabhingigkeit der Existenz (des {So-Seins}) der
rdumlich distanten Dinge voneinander, die zunidchst dem Alltags-Denken entstammt, wire physikalisches Denken
in dem uns geldufigen Sinne nicht mdglich. Man sieht ohne solche saubere Sonderung auch nicht, wie physikalische
Gesetze formuliert und gepriift werden konnten. Die Feldtheorie hat dieses Prinzip zum Extrem durchgefiihrt, indem
sie die ihr zugrunde gelegten voneinander unabhingig existierenden elementaren Dinge sowie die fur sie postulierten
Elementargesetze in den unendlichkleinen Raum-Elementen (vierdimensional) lokalisiert.

Fur die relative Unabh#ngigkeit riumlich distanter Dinge (A und B) ist die Idee characteristisch: dussere Beein-
flussung von A hat keinen unmittelbaren Einfluss auf B; dies ist als (Prinzip der Nahewirkung) bekannt, das nur in
der Feld-Theorie konsequent angewendet ist. Vollige Aufthebung dieses Grundsatzes wiirde die Idee von der Existenz
(quasi-) abgeschlossener Systeme und damit die Aufstellung empirisch priifbarer Gesetze in dem uns geldufigen
Sinne unmoglich machen. [I56]
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Interaccion
Medicion
| A de observable sobre I A B
—> Independientes —3 U —> ‘
Im| B Estado
‘ ‘ resultante de TI Vr(x2) # or(2)
t=0 t=T t>T

Figura 1.5: Esquema del experimento pensado EPR, presentado en [B9]. Dos sistemas que interactian, Iy
II, son separados; una medicién posterior ocasiona un colapso en la funcion de onda del sistema compuesto,
resultando en un estado diferente para el subsistema IT dependiendo de la observable que se elige medir

en el subsistema I, Ecs. (1.4) y (L.5).

(2) « cuando los operadores correspondientes a dos cantidades fisicas no conmutan las dos can-
tidades no pueden poseer realidad simultdneamenteﬁ »[69]

Para probar que ocurre el escenario el argumento comienza con el siguiente experimento
pensado [63] (Fig. (L5)):

« Permitasenos suponer que tenemos dos sistemas, I y I, los que dejamos interactuar desde un
tiempo t = 0 at =T, después del cual suponemos que no existe ya ninguna interaccién entre las dos
partes. Suponemos ademés que los estados de los dos sistemas antes de ¢t = 0 se conocian. Podemos
entonces calcular con la ayuda de la ecuacion de Schridinger el estado del sistema combinado,
I+II, en cualquier tiempo posterior, para cualquier ¢ > T. Permitasenos designar la funcién de
onda correspondiente por W. No podemos, sin embargo, calcular el estado en el que cualquiera
de los dos sistemas se queda después de la interaccién. Esto, de acuerdo a la mecénica cudntica,
se puede realizar solo con la ayuda de mediciones adicionales, por un proceso conocido como la
reduccion del paquete de ondas. >>E|

Después de la interaccién, en ¢ > T, el estado del sistema formado por I y II se describe
conjuntamente. Asi, el colapso (reduccion) de la funcion de onda resulta en un estado diferente para
el subsistema IT dependiendo de la observable que se elige medir en el subsistema I. Si consideramos
una observable para I, A, con eigenvalores a,, y eigenestados u,, el estado del sistema completo es

631: .
U(ry,20) = Y b (@2)un(21), (1.4)

donde z; son las variables que describen al sistema I, y x5 aquellas del sistema II. Al realizar la
medicion de A y obtenerse el resultado ag, el estado de IT estarda dado por ¥y (z2). Sin embargo, si
elegimos medir la observable B, con eigenvalores b, y eigenestados vy, el estado de la Ec. (1.4) es,
en su lugar,

\Ij(zlaIQ) = Z(pn(zQ)Un(xl)- (15)

Al medir B y obtener b,., ahora el estado de II sera ¢, (z2).
« Vemos por lo tanto que, como una consecuencia de dos mediciones diferentes realizadas sobre
el primer sistema, el segundo sistema puede quedar en estados con dos funciones de onda diferentes.

» 21..] |[Elither: (1) the quantum mechanical description of reality given by the wave function is not complete or
(2) when the operators corresponding to two physical quantities do not commute the two quantities cannot have
simultaneous reality. [69)

22Let us suppose that we have two systems, I and II, which we permit to interact from the time t = 0 to t = T,
after which time we suppose that there is no longer any interaction between the two parts. We suppose further
that the states of the two systems before ¢t = 0 were known. We can then calculate with the help of Schrédinger’s
equation the state of the combined system I4+II at any subsequent time; in particular, for any ¢ > 7. Let us
designate the corresponding wave function by W. We cannot, however, calculate the state in which either one of the
two systems is left after the interaction. This, according to quantum mechanics, can be done only with the help of
further measurements, by a process known as the reduction of the wave packet. [69]
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Por otro lado, debido a que en el momento en el que se realiza la medicién los dos sistemas ya no
interacttian, no puede tomar lugar algun cambio en el segundo sistema en consecuencia a cualquier
cosa que se pueda hacer al primer sistema. [...] Asi, es posible asignar dos funciones de onda
diferentes (en nuestro ejempo ¥ v @) a la misma realidad (el segundo sistema después de la
interacciéon con el primero). »

Mas aun, se puede tener que las funciones 1, y ¢, corresponden a los eigenvalores de dos
operadores que no conmutan, Py @, respectivamente. La prueba de esta aseveracion se da en [69].
Asi, midiendo ya sea A o B en el sistema I, se puede predecir con certidumbre, y sin perturbar al
sequndo sistema ya sea el valor de la cantidad P o @. De esta manera, por el criterio de realidad,
Definicion , en cada uno de estos casos, una cantidad es un elemento de realidad, P o Q,
respectivamente. Sin embargo, esto sucede a la vez que por las Ecs. y , las funciones de
onda 9y y @, pertenecen a la misma realidad. Concluyendo que ambas cantidades, perteneciendo
a operadores que no conmutan pueden tener realidades simultdneas, esto se contradice con la
suposicion inicial de que la teoria cudntica es completa segun la Definicién . De esta manera,
el tinico escenario que se puede tener es el la teoria cudntica no es completa. [69]

Einstein, Podolsky y Rosen concluyen este articulo con la declaracién de que creen posible la
existencia de una teoria cuantica que provea una descripciéon completa de la realidad fisica. Como
un resultado de estos argumentos, surge la proposicion de las conocidas como teorias de variables
ocultas, para hacer completa la teoria cuantica. En estas teorias un conjunto de variables, que
no son posibles de conocerse por la funcién de onda de la teoria cuédntica, cargan la informacién
correspondiente al sistema no medido (el sistema II en el escenario anterior), de manera que su
estado se determina desde la interaccién inicial entre los dos sistemas, y la situacion que lleva a la
incompletitud de la mecanica cuéntica no se presenta. El teorema de Bell [68] decidiria finalmente
la incompatibilidad de estas teorias con la mecanica cuéntica.

Se revisaran las teorias de variables ocultas y la formalizacién de las correlaciones cuanticas que
son preeminentes en el articulo EPR més adelante en la Sec. cuando se hable del teorema
de Bell y la definicién de no localidad.

1.1.3.1. Las cajas de Einstein

El experimento pensado de las cajas de Einstein es un refinamiento del argumento EPR, en
el que se remueve el problema de la realidad para llevar al foco a la incompletitud de la teoria.
Este experimento fue esbozado por primera vez en la carta respondiendo a Schrédinger sobre el
articulo EPR [0, RS [[54], y formalizado posteriormente con la ayuda de de Broglie [82] [[50] en
la version simple que presentamos aqui. En la Fig. aparece un esquema y descripcién breve
del experimento.

Se tiene una particula encerrada en una caja B, de esta manera, su funcién de onda, ¥ también
esta confinada a la caja, y no existe fuera. La caja es entonces dividida en dos partes By y Ba,
que se separan una de otra y se trasladan a dos lugares distantes, usualmente Paris y Tokio,
respectivamente [I50]. La funcion de onda que en un inicio se localizaba en toda la caja ahora
se compone de dos partes, ¥, localizada en Bi, y Vs, localizada en B,. Si, a continuacion, se
realiza un experimento en Bj, que se encuentra en Paris, para determinar si la particula esta
presente en ella, se tiene una cierta probabilidad de que el resultado del experimento sea positivo.
Esta probabilidad proviene del coeficiente con el que aparece ¥, en la funciéon de onda completa,
U =¥y + Wy, y es |e1|2. Por otro lado, se tiene una probabilidad |cz|? de que el resultado sea
negativo.

de Broglie discute que, en la interpretacion estdndar de la mecanica cuantica, esto significaria
que,

23We see therefore that, as a consequence of two different measurements performed upon the first system, the
second system may be left in states with two different wave functions. On the other hand, since at the time of
measurement the two systems no longer interact, no real change can take place in the second system in consequence
of anything that may be done to the first system. [...] Thus, it is possible to assign two different wave functions (in
our example ¥y and ¢,) to the same reality (the second system afterthe interaction with the first). [69]
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Particula
¥
[
B
B, B,
Tokio Paris

(No)
Presencia
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Medicion en Tokio

Figura 1.6: Esquema del experimento pensado de las Cajas de Einstein. Una particula se encuentra en una
caja B, la cual es dividida en dos partes B; y B2. Estas dos cajas son posteriormente trasladadas a Tokio
y Paris, respectivamente. El resultado de la medicién para determinar si la particula se encuentra en la
caja B; afecta a la presencia de la particula en Bs.

« debido a que la particula estd presente en el arreglo de las dos cajas previamente a la localiza-
cion observable, seria inmediatamente localizada en la caja B en el caso de un resultado positivo
en ParisBY»

Sin embargo, esto resulta antinatural, y de Broglie ofrece entonces la interpretacién que esta
de acuerdo con los principios de localidad y realismo, coincidiendo con el pensamiento de Einstein:

[82] 46| {50]

»Esto no me parece que sea aceptable. La tnica interpretaciéon razonable me parece ser que
previamente a la localizaciéon observable en Bjp, sabemos que la particula estaba en una de las
dos cajas, By y B, pero no sabemos en cudl, y las probabilidades consideradas en la mecanica
ondulatoria usual son la consecuencia de esta ignorancia parcial. Si mostramos que la particula esta
en la caja Bj, esto implica simplemente que ya se encontraba alli previamente a la localizacién.
Asi, ahora regresamos al concepto clésico claro de probabilidad, el que brota de nuestra ignorancia
parcial de la situacion verdadera@ »

Claramente, esta interpretacion lleva directamente a la incompletitud de la mecanica cuantica:
la particula estaba localizada antes de observarse en cualquier caja, sin que la funcion de onda
contenga informacion al respecto.

Por ultimo, aparece una “paradoja” (en las palabras de de Broglie [I50]) al considerar el caso
de un resultado negativo. Si al realizar el experimento en By encontramos que la particula no esta
en Bj, entonces ésta estd en Bo. de Broglie se pregunta [I50]

« ;Como podemos imaginar que el simple hecho de no haber observado algo en Tokio ha sido
capaz de promover la localizacién de la particula lejana a una distancia de muchas miles de millas?

»  2%because the particle is present in the assembly of the two bozes prior to the observable localization, it would
be immediately localized in box By in the case of a positive result in Paris.[I50)

» 25 This does not seem to me to be acceptable. The only reasonable interpretation appears to me to be that prior
to the observable localization in By, we know that the particle was in one of the two bozes By and Bz, but we do not
know in which one, and the probabilities considered in the usual wave mechanics are the consequence of this partial
ignorance. If we show that the particle is in box B, it implies simply that it was already there prior to localization.
Thus, we now return to the clear classical concept of probability, which springs from our partial ignorance of the
true situation. [I50]
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»EY]

En la explicacion que da de Broglie al experimento pensado podemos apreciar la idea de las
variables ocultas como las presentamos en la Sec. anterior, y mas adn, la apariciéon del
concepto de informaciéon jugando un papel importante en los resultados posibles del experimento.
Asi puede formarse una idea intuitiva de la relacién entre informacion y las correlaciones cuanticas,
que serd posteriormente central en el concepto de enredamiento cuantico.

1.1.4. El enredamiento cuantico

Después de la publicacién del articulo EPR, habria un panico generalizado debido a la apa-
rente refutacion que hacia Einstein de la aptitud de la teoria cuéntica [R0 B2l B5]. Finalmente
Bohr responderia [I57] argumentando que la separacion de los dos sistemas [RO] no es asegurada
debido a la interaccién con el aparato de medicién. Para realizar una medicién es necesario que
existan correlaciones cuanticas entre el instrumento de medicién, lo cual limita la posibilidad de
hablar independientemente de los sistemas bajo observacién. Esto implica que un experimento
que se encuentre fuera de la aplicabilidad de la experiencia clasica no puede entenderse como que
provea informacion sobre propiedades independientes de los objetos [IG8HIG0]. En este caso, esta
experiencia clasica esta definida por la ausencia de enredamiento, con lo que la situacion expuesta
por Einstein, Podolsky y Rosen (en la que un sistema representa el instrumento de medicién) no
tendria problemas respecto a la influencia sobre los sistemas [B0} [ESHIGT].

El enredamiento quedaria entonces asi establecido. Einstein explicaria exactamente el punto en
el que el enredamiento se define en estas discusiones con Bohr recordando en 1949 [I&1]:

« De los tedricos cuanticos “ortodoxos” cuya posicién conozco, Niels Bohr me parece que se
acerca mas a hacerle justicia al problema. Traducido a mi propia manera de ponerlo, él argumenta
como sigue:

»Si los sistemas parciales A y B forman un sistema total que es descrito por su funcion-V,
U(AB), no hay razén por la cual cualesquiera existencias mutuamente independientes (estado de
la realidad) deberia ser atribuida a los sistemas parciales A y B vistos separadamente, ni siquiera
st los sistemas parciales estdn separados espacialmente uno del otro en el momento particular bajo
consideracion. La aseveracién de que, en este tltimo caso, la situaciéon real de B no podria ser
(directamente) influenciada por ninguna medicién tomada en A es, por lo tanto, dentro del marco
de la teoria cuéntica, infundado y (como muestra la paradoja EPR) inaceptableEl »

Finalmente, el enredamiento cuéntico tenia un lugar especial en las preocupaciones que tenia
Einstein en estos anos. Su postura se puede definir por el lugar fundamental que tenia para él el
Principio de Separacion, Definicion [BQ]. Por otro lado, Bohr consideraba el enredamiento
cuantico como una caracteristica inherente de la teoria cuantica, viendo una posibilidad de dilucidar
preguntas filoséficas en los fundamentos de la teoria usando al enredamiento, como en el caso
del principio de complementariedad [B0]. De esta manera, desde el surgimiento del enredamiento
cuantico, éste ha formado parte de los fundamentos de la mecanica cudntica, como expresaria poco
después Schrodinger respondiendo al articulo EPR [[]:

« No llamaria a esto [enredamiento] un sino mas bien el rasgo caracteristico de la mecanica
cuéntica, aquel que impone la totalidad de su alejamiento de las lineas de pensamiento clasicaslﬂ

26 How can we imagine that the simple fact of having observed nothing in Tokyo has been able to promote the
localization of the particle at a distance of many thousands of miles away? [I50]

»  27Of the “orthodox” quantum theoreticians whose position I know, Niels Bohr’s seems to me to come nearest to
doing justice to the problem. Translated into my own way of putting it, he argues as follows:

»If the partial systems A and B form a total system which is described by its W-function ¥(AB), there is no
reason why any mutually independent existence (state of reality) should be ascribed to the partial systems A and
B viewed separately, not even if the partial systems are spatially separated from each other at the particular time
under consideration. The assertion that, in this latter case, the real situation of B could not be (directly) influenced
by any measurement taken on A is, therefore, within the framework of quantum theory, unfounded and (as the
[EPR] paradox shows) unacceptable. [I61]

» 281 would not call [entanglement] one but rather the characteristic trait of quantum mechanics, the one that
enforces its entire departure from classical lines of thought. [7]
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»

Sin embargo, como bien entendia Einstein, la teoria cuantica predecia apropiadamente los
resultados de experimentos reales (que no pudieron hasta 1950 [I62] observar enredamiento cuantico
[B4]). Asi, el debate sobre el enredamiento cuantico fue generalmente ignorado entre los fisicos,
estando presente solo en las cavilaciones de Bohr y Schrédinger [I63]. El enredamiento cuantico
se releg6 a una posiciéon filosofica personal, que no tenia consecuencias en la aplicacion de la
mecanica cuantica, la cual se realizd por anos sin prestar atencion a tales preguntas filoséficas y al
enredamiento [R4] [IG3].

En 1957, Bohm y Aharonov [[0] reconocieron en el experimento de Wu y Shaknov [I62] de
1950 una observacion directa del enredamiento cudntico. Ademés, relacionan el efecto observado
con las correlaciones cuanticas en la discusion de Einstein, Podolsky y Rosen. Siguiendo este punto
de vista, Bell [68] en 1964, traduce los dos escenarios discutidos en el articulo EPR a relaciones
matematicas con la intencién de probarlas experimentalmente para discernir la realidad de ambas.

Con el teorema de Bell y las subsecuentes pruebas experimentales, la interpretaciéon que da la
mecanica cudntica de los sistemas fisicos qued6 asentada como la descripcion correcta. Con esto,
la indeterminacion inherente de la descripcion probabilistica de la funcién de onda y el colapso que
conlleva la medicién forman una parte fundamental de la teoria cuéntica, y se conocen en conjunto
como la indeterminacion de la teoria cudntica.

Asi mismo, esta comprobacion hizo efectiva la existencia de correlaciones cudnticas, que no se
comportan como las correlaciones causales en los resultados experimentales de la mecénica clésica,
como buscaba Einstein y hemos explorado en esta Sec. . En un principio, estas correlacio-
nes eran sinénimo con la no localidad definida por Bell, abriendo paso a la propia definicién de
enredamiento como un concepto independiente al analizarse otros sistemas fisicos mas complejos.

Estas correlaciones tenian el espiritu de la no-separabilidad como apareceria en las primeras
discusiones de Einstein, y finalmente como definiria Schrédinger el enredamiento en sus articulos
de 1935 [[2 [[3] BO]. Una vez establecido el enredamiento cuéntico, éste se empez6 a caracterizar y
explotar, pasando a la historia de su definicién y usos actuales.

1.2. El teorema de Bell

1.2.1. El problema de la medicién y la realidad fisica

El éxito de la mecénica cuantica en la prediccién de los resultados experimentales y la cantidad
de trabajo existente en la aplicacion de los resultados comprobados de la teoria llevaria al apla-
zamiento de la discusiéon sobre las correlaciones cuanticas, y el debate entre Einstein y Bohr a ser

relegado a posiciones personales [R5 [M43] M46HIAS] 501 [I63] M64]. A pesar de las reflexiones de

fisicos destacados, como Schrédinger [ [[2HT4], deBroglie [I48 I50], Bohm [I65HIGT], Ehrenfest y
Heisenberg [I47], sobre el enredamiento cuéntico y la filosofia de la teoria cuantica, el argumento

EPR no seria retomado hasta 30 afios después, con el trabajo de Bell [Gg].

El trabajo de 1964 de Bell [68] se preocupaba nuevamente de la filosofia de la teoria cuéntica, y,
consecuentemente, de la incompletitud, como se defini arriba en la Definicion (1.1.2). El mismo Bell
resume posteriormente [IG8] el que, a pesar de que la vision préctica de la teoria cuantica preferia
una interpretacion sobre otra, el problema permanecia en los fundamentos. Bell se preocupaba
[[68HI7O] por lo que describia como “el limite entre lo que debe ser descrito por la mecénica
ondulatoria y, por otro lado, aquello que debe ser descrito mediante los ‘términos clasicos’ a los
que se referia Bohr’ﬁ [I6]]. Bell veia necesaria la eliminacion de tal limite para la existencia de
una teoria del mundo fisico coherente, lo que le llevé a la investigacion de las ondas piloto [I68].

Como se vio en la Sec. , las variables ocultas se ocupan directamente de la incompletitud
resultante en el escenario que Einstein, Podolsky y Rosen [69] presentaron. Estos escenarios que

29]...] the boundary between what must be described by wavy quantum states on the one hand, and in Bohr’s

’classical terms’ on the other. [I68]
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completan la teoria, serian discutidos posteriormente por Bell [68] [75], 067 I7TIHITS], y Bohm, quien
completaria con este objetivo la teoria de ondas-piloto [163] [I66] de de Broglie [105] 061 49 I79].
Esta teoria tomaria un papel central en los trabajos de Bell [78] [67 07T 077 O78], asi como las
pruebas de imposibilidad [IR0], pero serian las teorias de variables ocultas en general a las que se
dedica el famoso articulo de 1964 [68] I72].

Bell investigaria la posibilidad de estas teorias, buscando una belleza conceptual de la teoria
cuantica, discutiendo las teorias propiamente, asi como las pruebas de imposibilidad que se harian
de ellas. Finalmente, Bell encontrard que las pruebas de imposibilidad vdlidas [ISTHISE] de las
teorias de ondas-piloto se reducen a la demostracion de su no localidad [167), I85] en 1982, basado
en el trabajo de Hermann [I86]. Tal investigacion llevd directamente al escenario presentado por
Einstein, Podolsky y Rosen y la accién a distancia [168].

El problema de la medicion El problema de la mediciéon se puede entender como la discre-
pancia en la evolucién cuéntica de la funcién de onda que da la ecuacion de onda de Schrodinger,
conocida como evolucién unitaria, y es la evolucién determinista que sufre un sistema fisico al estar
bajo la influencia de un potencial; con el proceso de la medicién. Este proceso se compone de lo
que se conoce como el colapso de la funcién de onda.

El problema de la medicion es un problema de la filosofia de la mecanica cuéntica, y se encuen-
tra en el centro de la indeterminacion de la mecdnica cudntica [IST], asi como de su naturaleza
probabilistica, y surge de la imposibilidad de observar el colapso de la funciéon de onda. Como
tal, a este problema se dedico Bell[75] 69 [I7T] I73] 78] 88| junto con la investigacion sobre las
variables ocultas al preguntarse por las cuestiones filosoficas y la consistencia logica (realismo) de
la teoria cuantica [163] [[67], [[68]. Como consecuencia del colapso de la funcién de onda, la funcién
de onda no puede conocerse completamente mediante una medicién, siendo inferida tnicamente
a través de la reconstruccién probabilistica de numerosas mediciones realizadas sobre un sistema
[I64]. Asi mismo, Bohr avanzaba el argumento desde las discusiones con Einstein [IZ7] que el acto
de medicién no puede separarse del resultado de la medicion.

1.2.2. Correlaciones cuanticas y las teorias de variables ocultas

El articulo EPR [69] presentaba un problema fundamental del formalismo de la mecanica cuan-
tica, evidente en las correlaciones existentes entre sistemas cuanticos. La situacion que detallaron se
describio en la Sec. . El argumento que se presenta se puede reducir a las inexplicables corre-
laciones en los resultados de mediciones realizadas sobre sistemas independientes que interactuaron
en el pasado.

Una solucién inmediata [69] B2 I50] es la posibilidad de que ambos sistemas poseyeran desde
un inicio propiedades bien determinadas, que, debido a la imposibilidad de su existencia simultinea
en el formalismo de la teoria cuéntica, debian ser complementadas en la teoria. Tales propiedades
se proponen como contenidas en las llamadas variables ocultas [68] [[0] I67], que no se pueden
apreciar en el marco de la teoria cuéntica, pero determinan completamente el resultado de cualquier
experimento realizado en un sistema cuantico. De esta manera, las correlaciones probleméticas
ahora se comportarian como las correlaciones clasicas deterministas tan bien conocidas.

Las variables ocultas asi conllevarian una nueva discusién, quiza inapreciada, sobre la realidad
fisica. Bell, entre otros [76], B3] @50, 63l 067 [M70], argumentaria que las que llamamos variables
ocultas (se denotaran como \;) no son ocultas en absoluto, ya que se pueden detectar directamente
al determinar los resultados de los experimentos. Por otro lado, sin embargo, la funciéon de onda
permanece indeterminada, al ser el problema de la medicién el que evita que ésta se pueda conocer
en su totalidad.
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1.2.3. El teorema de Bell

Las correlaciones entre los resultados de las dos mediciones en el experimento EPR,, de acuerdo
a Bell [I67], al no tener una explicacién causal en la teoria cudntica, sefialan la posibilidad de que
la realidad fisica del mundo cuéntico haya sido descartada apresuradamente. El hecho de que
el resultado de la medicién en una particula se pueda predecir del resultado obtenido para la
medicién de la otra particula indica en un primer lugar a la existencia de una influencia entre las
dos posiciones espaciales separadas. Para evitar esto, las variables ocultas dotan a los escenarios de
ambas mediciones de propiedades reales existentes previamente a la observaciéon, que determinan los
resultados, y asi, las correlaciones. Esto lleva a la incompletitud de la teoria cuantica, Sec. .

Bell identificé tempranamente [I63] en su trabajo [68 [73 I73] el hecho de que en este tipo
de escenarios no es el concepto de determinismo el que presenta problemas con las correlaciones
existentes, sino el principio de causalidad local, Definicién , el cual prohibe las correlaciones
entre las particulas que alcanzan los dos aparatos separados especificamente [[72]; de esta manera,
solo la propia particula puede determinar el resultado del experimento. Bell argumenta que el
indeterminismo eliminaria las correlaciones perfectas del experimento de Bohm [I72]. Sin embargo,
son las correlaciones entre las particulas que se observaran las que indican una influencia a distancia.
Mas atn, el teorema de Bell permite encontrar explicitamente que existen correlaciones predichas
por la teoria cudntica que no obedecen este principio, y no se pueden explicar mediante acciones
locales tnicamente [I67].

Bell [68] asi investiga las propiedades de las correlaciones posibles en las teorfas de variables
ocultas, buscando determinar la posibilidad de que tales teorias expliquen las correlaciones que
aparecen en la teoria cuéntica. El teorema de Bell caracteriza finalmente estas correlaciones, y
provee de una manera explicita de discernir entre las predicciones de las teorias de variables ocultas
y de la teoria cuantica. Esto lo logra la conocida como desigualdad de Bell.

Finalmente, existen diversas causas que podrian explicar la disparidad entre las correlaciones
que predice la teorfa cuéntica y aquellas con un comportamiento clasico (local) explicable con
teorias de variables ocultas. Bell [I67] da un resumen de estas:

1. La mecdanica cuéntica es incorrecta en situaciones criticas. Sin embargo, los experimenos que
se han realizado probando el teorema de Bell senalan hacia la imposibilidad de este escenario,
como se vera en la Sec. a continuacion. Bell remarca que una posibilidad es que la
mecanica cuantica funcione en los casos no-ideales que se pueden observar, mas no cuando
se tenga un mejor acercamiento a la idealidad, lo cual considera “dificil de creer”; incluso
con las limitaciones de los experimentos en aquella época [[63} 67, IRT] 082 O89]. Una
mejor posibilidad es el refinamiento de las teorias de variables ocultas que puedan explicar
las correlaciones observadas experimentalmente y cuya existencia se permite en la dificultad
de los experimentos de emular las condiciones del teorema de Bell. Esto lleva a los llamados
loopholes (o escapatorias) de las pruebas de Bell, que se discutiran también con méas detalle
en la Sec. (1.2.4).

2. No es adecuado considerar los arreglos experimentales como independientes. Existe la posibi-
lidad de que existan variables ocultas que influencien ambos experimentos [I73] [I76), [[8T], 190
[I9T]. En este punto podemos ver surgir la posibilidad del enredamiento nuevamente, en su
analisis de esta posibilidad Bell regresa al espiritu de la paradoja EPR ﬂmm « Pero, esta
manera de arreglar las correlaciones mecanico-cuanticas seria incluso méas sobrecogedora que
una en la que las influencias causales se propagan mas réapido que la luz. Partes del mundo
aparentemente separadas estarian profundamente y conspiratoriamente enredadas, y nuestro
aparente libre albedrio estaria enredado con ellos. »

30But this way of arranging quantum mechanical correlations would be even more mind boggling than one in
which causal chains go faster than light. Apparently separate parts of the world would be deeply and conspiratorially
entangled, and our apparent free will would be entangled with them. [I&7]
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SGE 2

Figura 1.7: Esquema del experimento pensado de Bohm. Un par de particulas de espin 1/2 generadas por
una fuente viajan en direcciones opuestas. Al final de su trayectoria su espin es medido por un aparato de
Stern-Gerlach y los resultados registrados por detectores.

3. Las influencias causales viajan mas rapido que la luz. Bell sefiala una dificultad conceptual
con la idea de la comunicacién en este escenario [I67].

4. No existe una realidad mas alla de un nivel macroscopico clisico. Para Bell, la preocupaciéon
en este caso es la vaguedad en los fundamentos de la teoria [I67].

El experimento pensado de Bohm Bohm propone el siguiente experimento para ejemplificar
las correlaciones que presentan Einstein, Podolsky y Rosen en su articulo [68 [0 [71] (Fig. ):

Consideremos un par de particulas de espin un medio que se producen en un mismo evento por
una fuente con espin inicial cero, y viajan libremente por el espacio en direcciones opuestas. El
espin de las particulas es entonces medido independientemente por aparatos de Stern-Gerlach, con
campos orientados en direcciones 71 y fia, respectivamente, con resultado +1 si la componente del
espin de la particula en la direccién correspondiente es arriba, y —1 en el caso contrario.

Ahora, si se realizan mediciones en la misma direccion, se encontrara que los resultados siempre
son opuestos, lo que se espera de la manera en que se producen los pares de particulas por la
conservacion de espin. Es decir, estos pares de particulas presentan correlaciones perfectas. Debido
a que estas correlaciones son entre resultados opuestos, se dice que estas son anticorrelaciones.

La desigualdad de Bell En su articulo de 1964 [68], Bell demuestra que las correlaciones del
experimento de Bohm se pueden explicar facilmente al permitir que el resultado de la medicion
realizada en una particula dependa tinicamente de los pardmetros suplementarios (variables ocultas)
que ésta posee, y las propiedades del aparato que lleva a cabo la medicién. Sin embargo, también
encuentra que este escenario presenta contradicciones con la teoria cuantica. Debido a que esta
desigualdad se basa en el experimento de Bohm, la validez del teorema resultante solo se mantiene
en el caso de anticorrelaciones perfectas.

La derivacion de la desigualdad de Bell comienza con la exposiciéon de las variables ocultas
para mantener el principio de [Localidad y Realismo Fisicos) Definicion (1.1.4). El resultado de la
medicion del parametro a en el aparato 1, A, depende sélo de a y del conjunto de variables ocultas
A; v aquél del parametro b en 2, B, depende s6lo de b y A. De esta manera, el valor esperado de
las mediciones simultaneas es el siguiente

E(a,b) = / Aa, NB(b,\)p(\) d A, (1.6)

con las variables ocultas A caracterizando el estado de la fuente, que es A con densidad de proba-
bilidad p(\), de manera que el valor esperado se calcula sobre los posibles estados de la fuente al
momento de generar el par de particulas. F(a,b) cuantifica las correlaciones entre las mediciones
dadas por a y b, correspondiendo a la probabilidad de las coincidencias menos la probabilidad de
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no-coincidencia (resultados opuestos) determinadas por las variables ocultas; A es el valor promedio
de Ay B de B.

La desigualdad de Bell resulta equivalente a la relacion de Boole-Fréchet [T92HI94], en teoria de
probabilidad, de la probabilidad conjunta [79 &7 [M95] 96]; mientras que la derivacion original
del articulo de 1964 [68] se basa en relaciones entre las probabilidades para diversos parametros

del tipo de la Ec. ([1.6).

Consideremos tres configuraciones de los detectores, a, b y c. Si el aparato 1 realiza una medicién
con el pardmetro a y el aparato 2 con b, la probabilidad de que se obtenga el mismo resultado, es
decir, los resultados estén correlacionados, es E(a,b), la probabilidad de que los resultados estén
anticorrelacionados es 1 — E(a, b). Estas probabilidades seran E(b,c¢) y 1— E(b, ¢), respectivamente,
cuando los parametros de los aparatos sean b y c¢. En este caso, a y b presentan anticorrelaciones
entre si, asi como b y ¢. Debido a esto, la probabilidad de no tener coincidencias (equivalente a
tener anticorrelaciones) entre a y ¢ no es mayor que la probabilidad de no tener coincidencias entre
a y b mds aquella de no tener coincidencias entre b y c¢. Esto es,

[1—E(a,b)]+[1—E(,c)]>1-E(a,c),
=F(a,b) — E(a,c) <1— E(b,c). (1.7)

Ademas, la otrra parte de la relacion de Boole-Fréchet dice que méx(1 — E(a,b),1 — E(b,c)) <
1 — E(a,c), lo que es equivalente a F(a,c) < min(E(a,b), E(b,c)), por lo que

|E(a,b) — E(a,c)| <1 — E(b,c). (1.8)

Esta es la desigualdad de Bell de [G5].

La desigualdad CHSH En 1969 Clauser, Horne, Shimony y Holt[I97] publicaron una versiéon
de la desigualdad de Bell adaptada para ser probada en experimentos reales, conocida como la des-
igualdad CHSH. Esta desigualdad considera exitosamente ineficiencias en los aparatos de medicién
y correlaciones experimentales no necesariamente perfectas. Con esto se aclard la posibilidad de

que existan experimentos conclusivos [163] 197 [19§].

Bell posteriormente presentaria esta desiguladad como la versiéon definitiva de su propio teore-
ma, usandola en sus investigaciones y discusiones posteriores [I68 [T2]. A continuacién se presenta
la derivacién que Bell daria en sus articulos posteriores [I72, 74 075, siguiendo a [I71].

A partir del escenario presentado en la Ec. (1.6)), se tiene que
Al <1, |BI<L (1.9)

Sean a’ y b’ parametros experimentales alternativos para 1 y 2, respectivamente, entonces, de

Ec.

|_|_
b
=
>
ool
=
>
N

(', \)B(',\) F A(a, \)B(b,\)A(a’,\) B(V, )\)]
- / dAp(N) A(a, N)B(b,A) [1 4 A, B, V)]

- /dAp(A)A(a, NB(',A) [1 £ A(a’,\)B(b, )] . (1.10)
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Ahora,
|E(a,b) — E(a,b)| < ‘/d)\p JA)B(b,A) [1+ A(a’, \)B(Y, )\)]’
‘/d)\p B, [1+ A(d, \)B(b, A)}‘
/|A a, N B, V| [1 £ A, VBEH, )] dap(V)]
/\A a, B, N)||[1 £ A(d’, \)B(b,\)] d Ap(N)]
/d)\p ) [1£ A/, \)B(Y, A /d)\p ) [1£A(d/, N)B(b,A)], (1.11)

debido a que |[1=+ A(a/,\)B(V,A ] d/\|, [[1+ A(a/,\)B(b,\)] p(A)]dA| > 0 y usando
Ec. (1.9). Se tiene que, [p(A)dX = con lo que el lado derecho de esta Ec. (1.11)) resulta

en
|E(a,b) — E(a,V)| <24+ E(a’, V) £ E(d,b)
= ‘E(aﬂb) - E(avb,)‘ < 2- |E(a/7b/) + E(a/ab)|
= |E(a,b) — E(a,b')| + |E(d’,b') + E(d’,b)| < 2. (1.12)
Finalmente,

|E(a,b) = E(a,V) + E(a’, V') + E(a',b)| < |E(a,b) — E(a,b')| +|E(d, V) + E(a’,0)[,  (1.13)
con lo que se obtiene la desigualdad de CHSH [197],

|E(a,b) + E(a’, V) + E(a’,b) — E(a,b)] < 2. (1.14)

1.2.4. Pruebas experimentales

La mayor parte de los experimentos investigando las correlaciones cuinticas y la violacién de
la desigualdad de Bell son experimentos dpticos, usando fotones y, generalmente, observando su
polarizacion [IG3] [I8T].

El experimento llevado a cabo por Freedman y Clauser [I39] en 1972 fue la primer prueba
del teorema de Bell, realizado con fotones provenientes de cascadas de colisioneﬂ y midiendo su
polarizacién lineal. Este experimento es de un canal, usando una variante de la desigualdad de
CHSH para un canal derivada por Clauser y Horne [I98] en 1974.

Otros primeros experimentos [182] 200 ROT] usaban fotones Gamma producidos en aniquilaciéon
de positrones, asi como protones [I63] I8T]. En los primeros anos de la década de los 80’s los pri-
meros experimentos capaces de cumplir las condiciones del teorema de Bell y descartar claramente
las teorias de variables ocultas se llevaron a cabo. Estos experimentos fueron realizados gracias a
la preocupacion de Aspect por eliminar la posibilidad de comunicacién previa entre los arreglos
experimentales [I63] 202 203], usando polarizadores que se configuraban en el tiempo de vuelo
[RZ 204]. Uno de los experimentos realizados en [R7] es ademas el primer experimento que usa la
desigualdad de CHSH, midiendo en dos canales [203] 205 206].

Experimentos posteriores confirmarian estos resultados [163} 203) ROTHZTQ|. Estos experimentos
generaban fotones mediante conversion paramétrica descendente espontanea [203] 205 206]. El
experimento de Tittel et al. [208 209] mostraria que las correlaciones son estables en grandes
distancias, usando fibras opticas para transportar los fotones por varios kilometros.

31 eollision cascade, atomic cascade
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Pan et al. 2I0] realizan la primera prueba del teorema de Bell con mas de dos particulas,
usando el estado de GHZ [2I2] de tres particulas.

Finalmente, Gréblacher et al. [2I3] en 2007 realizan un expermiento que les permite concluir la
inexistencia de la realidad fisica como se entiende, y no simplemente la localidad en las correlaciones
cuanticas [214], probando las teorias de variables ocultas de Leggett [215]. En 2010 [2I6] y 2016
17 estos mismos resultados fueron encontrados.

Las pruebas experimentales siguientes y hasta la actualidad se han dedicado a cerrar la brecha en
la que la no idealidad de los experimentos al emular las condiciones del teorema de Bell permiten la
existencia de ciertas formas de las teorias de variables ocultas. Antes de hablar de los experimentos
més modernos y su significado, se presentarén éstas posibilidades.

Loopholes Los problemas en las pruebas experimentales, y por lo tanto, el grado en el que
las conclusiones de violacién son aplicables, se derivan de las suposiciones teéricas necesarias. La
desigualdad de CHSH considera las restricciones experimentales de distintas maneras. La primera
es la posibilidad de que las correlaciones detectadas no sean perfectas. En segundo lugar, CHSH
proponen un experimento 6ptico de un solo canal, para el cual derivan una desigualdad a partir de
la desigualdad de CHSH que considera bajas eficiencias experimentales a partir de la suposicién
del muestreo justo.

Las escapatorias para las teorias de variables ocultas (loopholes) que se derivan de las suposi-
ciones en el teorema de Bell y de las limitaciones experimentales son los siguientes:

Eficiencia de la deteccion. Los aparatos de medicion no detectan todos los eventos gene-
ralmente, siendo que su eficiencia es menor al 100 %. La desigualdad de Bell depende del hecho de
que existan coincidencias en los resultados detectados en los dos aparatos, es decir, que se detecten
ambas particulas de los pares provenientes del mismo evento en la fuente. Considerando una menor
eficiencia, las desigualdades de Bell que se aplican al experimento cambian [2I8]. La suposicion de
muestreo justo, segin la que los pares detectados exitosamente representan perfectamente los pares
de particulas emitidas, evita este problema.

Comunicacién o Localidad. Como hemos visto, las teorias de variables ocultas se basan
en el principio de [Localidad y Realismo Fisicos Definicién . Para asegurar la violacién de
este principio es necesario garantizar que se mantiene la otra parte de [El Principio de Separacion|
Definiciéon , es decir, que no exista la posibilidad de comunicacién entre las particulas que
forman un par correlacionado la cual pueda explicar las correlaciones, o comunicacién entre una
de ellas y la fuente. Idealmente, ademaés, los parametros de las mediciones en los aparatos no
dependen de eventos anteriores. Este problema se resuelve generalmente cambiando (decidiendo)
los pardametros de los aparatos durante el vuelo de las particulas, de manera que no pueda haber
comunicacion a la velocidad de la luz entre las particulas o los detectores entre el arreglo y la
deteccién, asi como asegurando un tiempo de medicién corto para que no haya comunicacioén entre
ambas partes entre la emisiéon y la deteccion.

Coincidencias. La existencia de correlaciones en los resultados experimentales dependen de
la identificaciéon de los pares de particulas que provienen de un mismo evento, estos pares son
generalmente identificados por el tiempo en que se da la deteccion. La posibilidad de que las
variables ocultas afecten a esta identificacién puede explicar la existencia de correlaciones locales
que violen la desigualdad de Bell 219 220]. Para evitar esta escapatoria la ventana temporal de
identificacion se debe predeterminar apropiadamente.

Invariancia Rotacional. Si las variables ocultas posibles no tienen la misma probabilidad
de ocurrir, la dependencia de los parametros experimentales en éstas puede ser oscurecida.

Memoria. La memoria guardada de mediciones previas en ambos sitios experimentales tiene
la posibilidad de afectar la distribucion estadistica de los resultados siguientes. Este problema se
corrige cambiando los parametros experimentales aleatoriamente entre cada medicion 2211 222].

Superdeterminismo. Si la eleccion de los pardmetros de las mediciones no es libre, las
correlaciones se pueden explicar por la necesidad de elegir arreglos predeterminados [223]. Esta
escapatoria puede estar en algunos escenarios relacionada con la posibilidad del Punto [2| arriba.
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Errores. Este problema se refiere a la existencia de fuentes de error, las cuales no han sido con-
sideradas en las correcciones a los resultados, que puedan favorecer la violaciéon de las desigualdades
de Bell, en experimentos dpticos.

Experimentos libres de escapatorias Los experimentos 6pticos generalmente tienen proble-
mas de eficiencia, lo que no es necesariamente cierto para experimentos con otros tipos de sistemas,
los cuales han podido cerrar la|Escapatoria de la Eficiencial [224H226]. Esta escapatoria fue ce-
rrada exitosamente en experimentos opticos en 2013 [227H229].

La [Escapatoria de la Comunicacion| ha tenido propuestas de solucion desde las primeras
pruebas, con el trabajo de Aspect [R7 63 202H206]. Las soluciones se enfocan en aumentar la
separacion entre los sitios donde se realizan las mediciones para que sea mas facil y haya maés
confianza en decidir los parametros de la medicion en un tiempo en el que no hay posibilidad de
comunicacion a la velocidad de la luz. Aspect ademas fue el primero en decidir estos parametros
aleatoriamente [204]. En el experimento de Aspect et al. [R7] la separacion era de 12 metros, una
distancia considerable para el sistema [I63] 203]. El experimento de Weihs et al. [201] tendria
una separacién del orden de cientos de metros, con la posibilidad de cambiar los parametros
aleatoriamente durante el viaje de los fotones, mientras que el de Scheidl et al. [230] en 2010
tuvo una distancia entre sitios de 144 km.

En 2015 un experimento usando el espin de los electrones a grandes distancias ha podido cerrar
tanto la|Escapatoria de la Eficiencialcomo la|Escapatoria de la Comunicacién| [231]. Estos
resultados se producieron poco después en 2015 para fotones [232 B33]. En 2017 se efectu6é un
experimento con espines atoémicos que, ademas de las dos anteriores, cerr6 la [EEscapatoria dadal
[por la Memorial [234].

Experimentos en los que se observa luz de las estrellas de la Via Lactea [233] restringen consi-
derablemente la posibilidad de que existan influencias sobre los resultados y los parametros de la
medicion previas a las mediciones [235] 236]. Un experimento posterior similar usando luz de las
estrellas cierra ademaés la [Escapatoria de la Eficiencial [237]. Luz de quasares ha permitido un
experimento con tiempos mucho mayores, con un viaje de 7.8 mil millones de afios luz [23§].

Finalmente, la [Eiscapatoria del Superdeterminismo] se cerré en un experimento de 2018
[239], probando el caracter humano de la medicion involucrado en el teorema de Bell.

1.2.5. No localidad cuantica

Asumiendo la validez de la mecanica cuantica, la desiguladad de Bell se puede usar como
una prueba para detectar correlaciones no clasicas en un sistema cuéntico. La propiedad cuantica
que detecta es conocida como no localidad, ya que es la localidad la caracteristica clasica que no
poseen tales correlaciones. Por otro lado, las pruebas experimentales que cierran las escapatorias
anteriores ademdas demuestran la existencia de no localidad resultante de esta violacion [231]. En
un inicio, la no localidad de esta manera se identificaba con el enredamiento cuéntico, es decir,
la inseparabilidad que defini6 Schrédinger [[2] [[3], debido a la relacion de este concepto con la
discusién que proponia Einstein y de la que hemos hablado en esta seccién, y por lo tanto, con las
correlaciones que prueba el teorema de Bell. Sin embargo, se ha encontrado que la no localidad y
el enredamiento cuantico difieren fundamentalmente [240].

Esto ultimo se puede entender como que la no localidad no representa todas las correlaciones
no clésicas de un sistema. Un ejemplo significativo por su impacto en el uso de estados enredados
y porque fue uno de los primeros escenarios propuestos en los que aparece esta cualidad, son los
estados descritos por Popescu [24I]. Con estos se puede ver una realizacién muy directa de la
teletransportacion cuédntica, un protocolo de informacion cuantica de gran relevancia actualmente
y que representa una aplicaciéon sumamente interesante y novedosa en el momento de su desarrollo.

Debido a la relacién que tienen tanto el enredamiento como la no localidad con las correlaciones
cuanticas, se tiene que el teorema de Bell es una buena herramienta para encontrar enredamiento
cuantico en un sistema, siendo que en una cantidad significativa de casos el enredamiento y la no
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localidad coinciden en los sistemas, y es un importante precursor de los criterios posteriores que
caracterizan el enredamiento cuéntico.

1.3. Conclusiones

En este capitulo se revis6 el concepto de enredamiento cuantico, partiendo de su origen histérico,
su definicion y el papel que juega en aquello que reconocemos como comportamiento cudntico de
los sistemas fisicos. En particular, el anélisis del enredamiento en sistemas discretos bipartitas
nos ayuda a comprender la naturaleza del enredamiento cuantico como recurso fisico. Se discuti6
el surguimiento del enredamiento a partir de las correlaciones que surgen de la temprana teoria
cuéntica, y la identificacion de la inseparabilidad de los sistemas cuanticos, notado en las discusiones
tempranas sobre la filosofia de la teoria guiadas por Einstein, que a la vez posteriormente inspirarian
a Bell y otros.

En la historia del enredamiento cuntico las correlaciones cuénticas y la no localidad se encuen-
tran intimamente relacionadas entre si y con el enredamiento cuantico. Hacemos aqui un recuento
y descripcién de la no localidad, asi como también hablamos de su deteccién, comparandola con
la del enredamiento, lo que da una perspectiva a la manera en que se discute el enredamiento
cuéntico. Este prélogo nos sera de utilidad cuando estudiemos la no localidad del estado hibrido
del SGE en el Capitulo
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Capitulo 2

Deteccion y clasificacion del
enredamiento

En este capitulo se tratara la definiciéon formal del enredamiento cuantico, se revisan sus ca-
racteristicas y las maneras en que se detecta y se cuantifica la presencia de enredamiento en los
sistemas fisicos. Con esto tenemos un punto de partida para estudiar el estado actual de la investi-
gacion del enredamiento en estados que involucran variables continuas y discretas. Terminaremos
revisando en detalle las diversas medidas de enredamiento que se han desarrollado para tratar
el enredamiento discreto, que nos seran de utilidad en el analisis del enredamiento que haremos
posteriormente.

2.1. Definiciones del enredamiento Cuantico

En el Capitulo [1] revisamos el origen del concepto de enredamiento cuantico a partir de las
correlaciones presentes en determinados sistemas cuanticos. Con la aplicacién de la teoria cuantica
que sigui6 en décadas posteriores a la formalizacion de la teoria surgié un gran interés por la posi-
bilidad de utilizar el enredamiento cuantico [I63] a partir de la demostracion de su existencia por
Bohm y Aharonov [Z0], Wu y Shaknov [I62], y, mas ain, después de la demostracion experimental
de las predicciones cuénticas respecto a estas correlaciones gracias al teorema de Bell [68] en la
década de los 70 [IR1] [I82] MI9H20T]. Asi, el uso del enredamiento cuantico en tareas cudnticas
requiere una manera de determinar si estd presente en los sistemas cuanticos asi como calcular la
cantidad de éste disponible para su aplicacion. El primer paso para esto es una definicién precisa
del enredamiento.

2.1.1. La separabilidad de los estados cuanticos

En los primeros ejemplos en los que se encuentran correlaciones cuanticas una caracteristica
particular llama la atencion. Al describir cuanticamente estos estados tenemos que la forma de
escribirlos es sumamente similar. En estos estados, ejemplificados en las Ecs. , y
y Sec. , la incapacidad de separar la descripcion de las dos variables indica la presencia de
correlaciones cuanticas entre ellas. Por ejemplo, en el estado que analiza Bohm [B0] [T1], Ec. ,
al estudiar la paradoja EPR esta inseparabilidad tiene un papel central en la descripcién de las
correlaciones (ver Fig. ) Asi la separabilidad define al enredamiento cuantico.

Esta definicion la presenté Schrédinger por primera vez, en su serie de articulos de 1935, dilu-
cidando el problema de las correlaciones cuanticas [[2], Sec. (1.1.1)). Finalmente, las correlaciones
cuénticas se entenderia que surgen de la imposibilidad de describir a los sistemas interactuantes
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en general de una manera individual, una caracteristica propia de la mecanica cuantica. Einstein
resume la discusion sobre las correlaciones cuanticas con este punto, Sec. (1.1.4]).

La separabilidad se define mediante la existencia de una descomposicion en estados productos
de un estado de un sistema compuesto. Pero probar la existencia/no existencia es un problema
complejo. A pesar de que existen criterios operacionalmente simples no existen herramientas que
permitan distinguir inequivocamente y completamente estados enredados con esta definicién sin
requerir una busqueda explicita.

Adicionalmente, el concepto de separabilidad al usarse como definicién del enredamiento cuan-
tico provee Unicamente una descripciéon cualitativa. Para poder medir el enredamiento cuantico y
comparar el enredamiento contenido en los diversos sistemas es necesaria una definiciéon cuantita-
tiva del enredamiento.

2.1.2. Operaciones Cuanticas

La caracterizaciéon de las correlaciones cuanticas provee de otra manera de definir al enreda-
miento cuéntico, que es completamente consistente con la separabilidad. De esta manera, si la
correlacion entre las variables de un sistema se puede crear realizando tnicamente operaciones
locales y con el uso de comunicaciones cldsicas, en esquemas conocidos como operaciones locales y
comunicacion clisica (LOCC, por sus siglas en inglés), entonces tal correlacion no corresponde a
enredamiento cuéntico [2I] 2Z6HZT].

Por lo tanto, las LOCCs solamente pueden crear correlaciones clasicas, no pueden generar co-
rrelaciones cuénticas, ademés cuando consideramos todas las LOCC tenemos que existirdn las que
disminuiran el enredamiento de un estado determinado. Asi, una cantidad que bajo la accion de
las LOCC disminuye siempre, corresponde al enredamiento cuantico [2I] B8]. Notablemente, la
definicién del enredamiento mediante LOCC permite la descripcién de cantidades que determinan
cuantitativamente al enredamiento, gracias a la transformaciéon de estados enredados y el conse-
cuente orden que esta propiedad permite [28] 27]. Tales cantidades se conocen como monoténicos
de enredamiento (entanglement monotones) [2Z1].

2.2. Criterios de Separabilidad

Una pregunta importante que podemos hacernos es como saber si un estado presenta enre-
damiento cudntico. Para esto es necesario desarrollar una serie de herramientas que permitan
distinguir estados enredados de aquellos que no lo estan. Como vimos anteriormente, esta pregun-
ta estd cercanamente relacionada con la manera en la que se da una definicién del enredamiento
cuantico.

De una forma natural, la definicion del enredamiento cuantico permite diferenciar los estados
enredados, sin embargo, es necesario buscar métodos operacionales que permitan identificar si
un estado es enredado mediante el cédlculo de una cantidad adecuada. De esta manera, cuando
consideramos el enredamiento cuéntico determinado por la inseparabilidad de un estado, tenemos
que solo podemos identificar un estado enredado cuando podemos demostrar la no existencia de
una descomposicién, lo que es sumamente complicado.

Por lo tanto, es deseable la derivacién de criterios operacionales para la detecciéon de enreda-
miento cuantico, con los que el valor calculable de una determinada cantidad nos dice si un estado
es enredado o separable. Estos los conocemos como criterios de separabilidad. A continuacion
revisaremos algunos criterios importantes.

El teorema de Bell Como se discutié en la Sec. (|1.2.5)), al considerar la validez de la teoria
cuantica como tal, el teorema de Bell provee un criterio claro para determinar si las correlacio-
nes resultantes en un sistema cuantico corresponden a correlaciones clasicas, y deterministas, en
el sentido del articulo EPR, o, por el contrario, si se esta tratando de correlaciones cudnticas.
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Anteriormente a la demostracion de la inequivalencia de la no localidad, la propiedad detectada
por el teorema de Bell, y la inseparabilidad, que se revisa en la Sec. , el teorema de Bell se
consideraba una prueba de la existencia de enredamiento cuédntico, y se usé exitosamente como tal
durante los inicios del estudio formal del enredamiento cuantico.

2.2.1. La descomposiciéon de Schmidt

El caso més simple de un estado cuantico es el de un estado puro de un sistema discreto
bipartita. En este caso la descomposicion de Schmidt del estado como vector del espacio producto
total permite determinar inequivocamente la separabilidad del estado a partir del rango de Schmidt.
La descomposicion de Schmidt corresponde a la construccién de coeficientes con los que el estado
compuesto se puede describir mediante productos tensoriales de estados de los subsistemas [21].

Para un estado |¢))4B, el teorema de Schmidt asegura la existencia de bases {|u;)a}: v {|v;)5};
de A y B tales que

min(da,dB)
WP = > aklur)a @ |ok) s (2.1)
k=1
Los coeficientes de Schmidt, ay, son las raices cuadradas de los eigenvalores de los dos estados
reducidos mediante la traza parcial sobre cada uno de los subsistemas, p4 = Trg|V){(V| y pp =
Tra|9) (¢]. El rango de Schmidt es el nimero de coeficientes distintos de cero en la Ec. (2.1). Un
estado es enredado si y sblo si hay més de un coeficiente de Schmidt distinto de cero.

2.2.2. El criterio PPT

El desarrollo en 1996 del criterio de positividad de la transposicion parcial (criterio PPT, por
sus siglas en inglés) por Peres [B6] y Horodecki et. al. [B7] representa un avance importante en la
deteccion del enredamiento cuantico, ya que este es un criterio operacional, basado en la prueba de
una cantidad determinada, y permite una nueva manera de determinar la presencia de enredamiento
cuéntico en un sistema.

El criterio PPT fue originalmente derivado para detectar el enredamiento en sistemas discretos
bipartitas. Se tiene que en estos sistemas, cuando un estado es separable, su matriz transpuesta
parcial es positiva. De esta manera, si al investigar un estado encontramos que aplicando la trans-
posicion parcial obtenemos una matriz negativa, podemos asegurar que tal estado es enredado. Sin
embargo, no es posible asegurar que todo estado cuya transpuesta parcial es positiva sea separable.
Es decir, la condicion del criterio PPT no es una condicién suficiente para la separabilidad.

En el caso de estados discretos mixtos el criterio de separabilidad dado por la descomposicién
de Schmidt no se puede aplicar, y, a pesar de que en general la positividad de la transposicion
parcial es solamente una condicién necesaria para la separabilidad del estado, el criterio PPT es
ampliamente usado para determinar el enredamiento en estos sistemas debido a la sencillez de su
aplicaciéon. En el caso de sistemas 2x2 y 2x3, la condicién de separabilidad es también suficiente.
En concreto, el criterio PPT es un criterio de separabilidad particularmente poderoso y ttil.

Con el paso de los afios, este criterio fue generalizado a sistemas de variables continuas. En
2000 Simon [BY formulé este criterio usando los momentos de segundo orden de los operadores
canonicos (ver Sec. (2.3.6))), que es necesario y suficiente para estados Gaussianos de 1 x n modos.
Esta propuesta fue expandida por Shchukin y Vogel en 2005 [[[8] usando momentos de mayor orden,
con lo que tenemos una condicién necesaria para la separabilidad de estados bipartitas generales
continuos. Mas atn, el criterio de Shchukin y Vogel fue generalizado gracias a restricciones sobre
uno de espacios continuos para ser usado en sistemas hibridos por Kreis y van Loock [2], siendo
una de las primeras herramientas hibridas.

Ademas de estos criterios, se pueden derivar diversos criterios de separabilidad a partir de
distintos principios. Muchos de estos permiten investigar la separabilidad de estados para los que el
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. Todos los estados

. Estados que satisfacen la condicion de mayorizacion
. Estados que satisfacen el criterio de reduccion

. Estados que satisfacen el criterio de Peres-Horodecki

Estados separables

Figura 2.1: Diagrama con los distintos tipos de enredamiento cuantico, derivados de las definiciones provis-
tas por los criterios de separabilidad. Se muestran el criterio de reduccién y la condicion de mayorizacion,
que no se discuten aqui. El criterio de Peres-Horodecki (PPT) define al bound entanglement. * Se desconoce
si el conjunto de mayorizaciéon contiene al conjunto de estados PPT o al de estados reducibles [23].

criterio PPT no da un juicio decisivo. Sin embargo, no existe un criterio que detecte confiablemente
el enredamiento cudntico en casos generales [242].

2.2.2.1. Bound Entanglement y las definiciones de enredamiento

Las tareas de destilacion de enredamiento y discriminaciéon de estados nos dejan ver las re-
laciones entre las distintas propuestas para definir al enredamiento cuéntico y las correlaciones
28] 243H249]. Hemos revisado el caso de la la inseparabilidad, que es la propia definicién de en-
redamiento cuéntico, la no localidad, el comportamiento ante LOCC, y finalmente los estados
definidos por el criterio PPT. Se ha probado que todas estas propiedades definen estados cuan-
ticos relacionados, primariamente a través de sus correlaciones cudnticas, pero identificablemente
distintos. Estas tareas también han permitido la definicién de medidas de enredamiento a través
de su formalismo [24] BT} 243] 250].

Un estado es destilable si a partir de este se puede obtener un estado puro maximamente
enredado usando LOCC [BI} 251]; el enredamiento cuantico no puede ser destilado de estados
separables por definicién. Mas aun, los estados PPT no pueden ser destilados. Debido a que existen
estados enredados que son PPT [B7] 257], existen estados enredados que no pueden ser destilados.
Este caso es llamado bound entanglement [253]. En la Fig. se muestra un diagrama de los
tipos de enredamiento que se determinan a partir de las definiciones permitidas por los distintos
criterios de separabilidad.

Se ha encontrado que existen estados no PPT que no pueden ser destilados [254H259]. Sin
embargo, mas que la no-positividad, Peres conjeturaba que la destilabilidad es equivalente a la no
localidad, lo que fue refutado en 2014 [259] 260].

2.2.3. Testigos de enredamiento

Una desventaja que no se puede ignorar de los criterios de separabilidad basados en el criterio
PPT, es que solamente representan condiciones necesarias para la separabilidad. Para investigar el
enredamiento en casos en los que un criterio de separabilidad no determina el enredamiento de un
sistema, es posible usar otro tipo de pruebas.

Los testigos de enredamiento (entanglement witnesses) usan las observables cuénticas para
detectar el enredamiento cuantico. Una observable es un testigo de enredamiento si distingue a
al menos un estado enredado de todos los estados separables. Esto se formula a través de una
condicién operacional especifica general que caracteriza estados separables, permitiendo detectar
el enredamiento [261]. Los testigos de enredamiento son operadores cudnticos hermitianos que
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actuan sobre el espacio de Hilbert de un sistema compuesto, y no son definidos positivos, es decir,
pueden tener eigenvalores negativos, pero siempre tienen valores esperados positivos para todos los
estados separables puros,

(hs[Wltps) = 0. (2.2)

Asi, detectan a un estado enredado si con este tienen un valor esperado negativo.

Una clara desventaja de los entanglement witnesses es que no son globales, es decir, un solo
operador no puede determinar el enredamiento de estados generales. Més bien, para cada estado
enredado tenemos una variedad de operadores que potencialmente son capaces de diferenciarlo del
conjunto de estados separables. Adicionalmente existen estados enredados que no se pueden detec-
tar con testigos de enredamiento [2I]. Los testigos de enredamiento se definen geométricamente a
partir de la convexidad del conjunto de los estados separables [2I] 22], lo que lleva directamente a
las propiedades mencionadas aqui.

2.3. Medidas de Enredamiento

Se ha mencionado anteriormente que la definicién del enredamiento cuéntico como la no existen-
cia de una descomposicién del estado en un producto solamente permite una descripcién cualitativa
del enredamiento, y, a pesar de que con esto podemos (con dificultades, como se vio en la Sec. (2.2
anterior) determinar la presencia de enredamiento en un estado, no es posible comparar la cantidad
de enredamiento que existe en dos estados distintos.

Para este propoésito necesitamos una definicién que nos permita describir al enredamiento cuan-
titativamente.

La definicion de enredamiento a través de las LOCCs nos deja derivar criterios con los que
construir medidas de enredamiento apropiadas [2I} 26H29]. Como ya se ha discutido, esta definicion
se deriva al considerar el enredamiento cuantico como la presencia de correlaciones no clédsicas en
un estado, y su comportamiento bajo operaciones cuanticas. De esta manera, podemos mantener
en esta definicién informacién sobre la intensidad de las correlaciones existentes, y por lo tanto
lleva finalmente a determinacion de las diferentes cantidades de enredamiento.

Adn se discute la posibilidad de la existencia de una medida de enredamiento tnica [21] 28]
29]. Una consecuencia importante es que existen y se pueden derivar medidas de enredamiento
no equivalentes, con las que la relacién entre la cantidad de enredamiento de dos sistemas no
necesariamente coincide. Méas aun, el hecho de que los estados puedan presentar propiedades de
enredamiento inequivalentes lleva a que no todas las medidas de enredamiento sean capaces de
comparar el enredamiento que tienen ciertos estados.

Esto se puede entender como que las distintas medidas de enredamiento no caracterizan nece-
sariamente de la misma manera a las distintas propiedades del enredamiento cuantico, y nos deja
ver que las medidas de enredamiento nos permiten explorar al enredamiento cudntico més alla de
asignarle un valor al total del enredamiento contenido en un estado.

2.3.1. Entropia de enredamiento

Al definir el enredamiento cuéntico, Sec. (L.1.1)), Schrédinger [2] remarca la imposibilidad de
conocer el sistema tnicamente conociendo los subsistemas que lo componen. De aqui podemos ver
al enredamiento cuantico necesariamente como informacion sobre los sistemas cuénticos, en que un
estado enredado nos da maés informacion sobre el sistema completo que aquella que nos da sobre
los sistemas individuales. Es decir, el enredamiento conlleva informacion.

En el inicio del estudio del enredamiento cuéntico podemos destacar las tareas cudnticas cuya
realizacién permite el enredamiento cuéntico. La transmisién de informacién es una de éstas, nota-
ble por aparecer en las discusiones iniciales de Einstein y Bohm. Por otro lado, tenemos la propia
caracterizacion del enredamiento cuantico. Se encuentra que la perfecta correlacion aparente en el
estado de Bohm [Z0} [7T] (ver Fig. (1.2)) es la unidad bésica de enredamiento. Asi podemos apreciar
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el origen de la entropia de enredamiento como una medida de la cualidad del enredamiento de un
estado, en un contexto predominantemente informacional.

Con el trabajo de von Neumann [I80] termina de establecerse el formalismo de la mecénica
cuéntica, al desarrollarse conceptos fundamentales que incluyen a la matriz densidad, la teoria de
la medicion (con la defincion de las mediciones proyectivas) y la entropia de von Neumann. El
contenido de informacién por parte del enredamiento en un sistema que teorizé Schrodinger fue
probado y cuantificado usando la entropia de von Neumann [262].

La entropia de von Neumann permitio el paso de la teoria de la informacién al mundo cuantico.
En la teoria de la informacién, la informacién mutua es una medida de la dependencia entre
dos variables. Este tipo de dependencia tiene un gran parecido con las correlaciones que tenian
lugar en los experimentos cudnticos. La informacién mutua se define como la discrepancia entre
la informacion de las distribuciones marginales y la de la distribuciéon completa (compuesta). La
informacion ademas se calcula por medio de las entropias, principalmente la entropia de Shannon,
obtenida en [263]. La entropia de von Neumann [IR0] es una generalizacién de la entropia de Gibbs.
Con esto es posible obtener las propiedades de un sistema cuantico a partir de su matriz densidad,
generalizando el formalismo de la termodinamica. Pero, ademaés, es la generalizacién de la entropia
de Shannon a la mecanica cuantica.

De esta manera, la entropia marginal, que conocemos como reducida, de un sistema compuesto,
es naturalmente un candidato excelente para cuantificar la dependencia entre los resultados de las
mediciones cuanticas, es decir, las correlaciones, y por tanto, conceptualmente, el enredamiento
cuéntico. Esta es justamente la entropia de enredamiento.

Esta cantidad fue usada ampliamente en las primeras investigaciones sobre el enredamiento
como un sinénimo del propio enredamiento. Cabe resaltar que en el caso de sistemas discretos
bipartitas y estados puros de éstos, como son aquellos con los que se trataba en estos primeros dias
del enredamiento cuéntico, el enredamiento es equivalente a la no localidad, de manera que las co-
rrelaciones cuédnticas son la presentacion del enredamiento cuantico, y la entropia de enredamiento
es una medida perfecta.

2.3.1.1. Definicién
La entropia de von Neumann de un sistema cuantico en el estado p es
S =—Tr(plnp). (2.3)

La matriz densidad p la podemos escribir en términos de sus eigenvectores, {|i)},, y eigenvalores,
{)\i}ii
p=S"Ali)il, (2.4)

con lo que la entropia de von Neumann queda

S=-Y XN\ (2.5)

Esta es la expresién de la entropia de Shannon, pero aplicada al estado cuéntico p.

Consideremos un sistema cuéntico compuesto, con los subsistemas discretos A y B, el estado del
sistema completo se describe por su matriz densidad pap. La entropia de enredamiento se define
como la entropia de von Neumann de los estados reducidos. En este caso elijamos el subsistema A,
cuyo estado esta descrito por la matriz densidad reducida p4, que a su vez la encontramos usando
la traza parcial para dejar de lado el estado del subsistema B,

pt=Trpp (2.6)
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La entropia de enredamiento es entonces
E=5(pa) =—Tr(palnpa). (2.7)

La entropia de enredamiento tiene una expresién bastante conveniente en términos de los co-
eficientes de Schmidt para un estado puro p = [4))48(3|. Usando la descomposicién de Schmidt,
Ec. (2.1), del estado |¢)4® podemos escribir

[p)yAP = Zai|uz->A ® |vi) B (2.8)

entonces

E=- Zlaz‘\an(laiF) (2.9)

2.3.1.2. Propiedades

Las propiedades mas significativas de la entropia de enredamiento son aquellas que permitieron
definirla como una medida de enredamiento, y ahora conocemos como las caracteristicas bésicas
que deben poseer las medidas de enredamiento. En particular en el caso de sistemas bipartitas, una
medida de enredamiento es requerida a tener el mismo valor independientemente del subsistema
sobre el que se apliquen.

Cuando escribimos la entropia de enredamiento en términos de los coeficientes de Schmidt
Ec. notamos, de la forma de la descomposicion de Schmidt, Ec. (2.1), que la entropia de
enredamiento tiene el mismo valor independientemente del subsistema que se use para calcularla.
Las matrices densidad reducidas p#, calculada como en Ec. (2.6), y pp, tienen los mismos eigenva-
lores, por lo que al calcular la entropia de von Neumann, Ec. (2.5)), de estos dos estados reducidos
obtenemos siempre el mismo valor.

Adicionalmente, la entropia de enredamiento toma los valores 0 para estados separables, y In N
para estados maximamente enredados, donde IV es la dimensién de los subsistemas.

Propiedades de la entropia de von Neumann Por otro lado, la entropia de enredamiento

hereda propiedades importantes de la entropia de von Neumann. La entropia de von Neumann
satisface:

1. Invariante bajo cambios de base. Si U es una transformaciéon unitaria
S(p) = S(UpUT). (2.10)

2. Concava. Dados v; >0, ) . v; =1,

S (Z I/Z-pi> > ZuiS(pi). (2.11)

S <Z ViPi) < Z viS(pi) — Z vilny;. (2.12)
4. Aditiva para sistemas independientes.
S(pa®pp) =5S(pa) + S(ps)- (2.13)

5. Subaditividad fuerte.
S(pasc) +S(ps) < S(pap) + S(psc). (2.14)
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6. Subaditiva.
S(pap) < S(pa) + S(pp). (2.15)

Ademés de los resultados correspondientes para los valores minimos y méximos, equivalentes a
aquellos de la entropia de enredamiento discutidos anteriormente.

2.3.1.3. La traza parcial

Por otro lado, la traza parcial es a la vez escencial en la definicion de la entropia de enredamiento.
Esta operacion tiene importantes propiedades, que mencionaremos brevemente a continuacion.
Este recuento sera de utilidad ademaés en la discusion de la traza parcial que haremos en esta tesis
respecto a la cuantificacién del enredamiento hibrido.

La traza parcial es un mapeo del espacio de operadores de un espacio compuesto V® W a aquel
de uno de los espacios que lo componen:

Try : LV W) — L(V) (2.16)

con L(V) el espacio de operadores lineales del espacio V. Para cualquier par de operadores Sy T
en los espacios V' y W el resultado de la traza parcial es un operador en V llamado también la
traza parcial (de Sy T,ode R=S®T) ,y es el operador unico que cumple

Trw (S @ T) = Te(T)S (2.17)

con Tr(T') la traza usual de T.

Como mencionamos anteriormente, la traza parcial nos permite definir un estado reducido
correspondiente a un estado de un sistema compuesto, en el caso en el que en la definicién de la
traza parcial arriba, Ecs. y (2.17)), en el que los operadores relevantes son matrices densidad
y estamos tratando con espacios de Hilbert. Sean A y B dos sistemas cudnticos con espacios de
Hilbert Ha, Hp, y un estado p mixto del sistema compuesto, en el espacio compuesto Ha ® Hp.
La traza parcial respecto al subsistema B es el estado

p* =Trpp=Try, p (2.18)

definiendo Try, segtn Ecs. y , y se conoce como el estado reducido del estado p en el
subsistema A. Este es un estado en A apropiadamente definido de acuerdo al estado p.

Considerando una observable M del sistema A, la observable correspondiente del subsistema
compuesto por Ay B es M ® I. De esta manera, vemos que si se tiene Ecs. y , el
resultado de M cuando el estado del sistema A es p? es igual al resultado de M ® I cuando el
estado del sistema compuesto A x B es p, segin

Tr(Mp?) = Te(M ® Ip). (2.19)

Cuando tratamos con estados en un espacio de Hilbert, la traza parcial es un mapeo entre los
espacios de Banach cuyos elementos son operadores de traza finita, T(H),

Trp : T(Ha ® Hp) — T(Ha) (2.20)

Este mapeo conserva la traza y es completamente positivo.

En espacios de Hilbert infinitos, esto es, cuando tenemos sistemas cuanticos de variable continua,
podemos extender la definicién de la traza parcial, de manera que es aplicable a este tipo de estados.
Consideremos dos sistemas C4, Cp continuos, con espacios de Hilbert H4 y Hp respectivamente.
Considerando una base ortonomal {e;}; de Hp, tenemos que existe un isomorfismo @;(H4®Ce;) —
H,® Hpg, donde Ce; es el espacio (complejo) generado por e;. Con esto podemos escribir cualquier
operador en el espacio compuesto H4 ® Hp en representacién matricial como una matriz infinita
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en ambas dimensiones cuyos elementos son operadores en el espacio H 4. Para p € H4 ® Hp esta
matriz la escribimos como
T e L(HA (9 HB) : T” S L(HA) (2.21)

Entonces definimos a la traza parcial con respecto a Cp como el operador al que converge en la
topologia fuerte de operadores de L(H 4) la suma de los elementos diagonales de T’

> Ty (2.22)

Como se requiere para la definicion de la traza parcial, este operador es independiente de la base
{e;}; de Hp usada.

Propiedades de la traza La traza parcial hereda propiedades importantes de la traza. Para
dos matrices A y B:

1. La traza es un mapeo lineal

Tr(c(A + B)) = ¢(Tr(A) + Tr(B)). (2.23)

2.
Tr(A) = Tr(A"). (2.24)

3.
Tr(AB) = Tr(BA). (2.25)

4. Es invariante bajo permutaciones ciclicas

Tr(ABCD) = tr(BCDA) = tr(CDAB) = tr(DABC) (2.26)

Tr(ATA) > 0. (2.27)

Lo que define la norma de Frobenius,

(A, B) = Tr(ATB). (2.28)

6.
Tr(P~'AP) = Tr(A). (2.29)

7. Para a,b € R™

Tr(b x a) = Tr(ba™) = a"b=a-b. (2.30)

8.
Tr(A® B) = Tr(A) Tr(B). (2.31)

9.
Tr(L,) = n. (2.32)

10. Si los eigenvalores de A son {\;};, con multiplicidades d;, respectivamente

Tr(A) =) diAi. (2.33)

11. La traza de una matriz Hermitiana es real.
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La traza se puede generalizar a operadores en espacios de Hilbert, para p € H y una base {e;};
la traza es el mapeo
Tr(p) = Y (eilples). (2.34)
i

La norma que define pasa a ser la norma de Hilbert-Schmidt.

2.3.1.4. Otras medidas entrépicas

A pesar de que para estados puros de sistemas discretos biparitas la entropia de enredamiento
caracteriza completamente el enredamiento cuéntico, esto no sucede para otros tipos de estados
& 21 22 BI B2]. La entropia de enredamiento no se puede generalizar de una manera finita
a estados continuos [I7), I E3HAT]. Asi mismo se necesitan de otras medidas para cuantificar el
enredamiento en sistemas discretos multipartitas. Es la necesidad de cuantificar el enredamiento en
estos otros casos la que a su vez ha incentivado el desarrollo de distintas medidas de enredamiento
para sistemas discretos bipartitas que permitan una generalizacién a otros sistemas.

Para estados mixtos, la entropia de enredamiento no es una buena medida para cuantificar
el enredamiento existente [BI]. Para estudiar el enredamiento en otros tipos de estados se han
propuesto distintas generalizaciones de la entropia de enredamiento, que se reducen a ésta en el
caso de estados puros.

Tratandose de estados mixtos, se pueden definir dos medidas que se refieren a la cantidad de
enredamiento como un recurso en la preparacion de estados, de esta manera se define el enreda-
miento contenido en algin estado mixto. El recurso usado es cuantificado como el enredamiento
puro en sistemas bipartitas de dos niveles a través de la entropia de enredamiento. La primera es
el enredamiento (entrelazamiento) de formacion (EoF, por sus siglas en inglés), el cual se refiere
a la cantidad de enredamiento necesaria (minima) para preparar un estado enredado dado usando
LOCC [B2]. Este cuantifica el enredamiento necesario para construir el estado mixto p. La canti-
dad de enredamiento se puede entender como el ntiimero de singletes maximamente enredados tipo
EPR, Sec. , necesarios para crear el estado mixto. Un estado bipartita mixto enredado se
construye entre dos sistemas, A y B, si ambos comparten una cantidad de enredamiento igual a
Er(p) en singletes pueden construir el estado p. El EoF es ademas el minimo costo de p.

En [BI] se prueba la monotonicidad bajo LOCC del EoF, asi como se establece también al
enredamiento destilable como una medida de enredamiento.

De cierta manera conversamente, el entrelazamiento destilable (distillable entanglement) [B2]
es la cantidad de enredamiento que se puede obtener a partir de un cierto estado modificidndolo
mendiante LOCC.

En [B2] se establece una transformacion del enredamiento entre estados puros generales y sin-
gletes maximamente enredados, lo que permite definir al enredamiento creado y obtenible de un
estado mixto, y asi obtener el EoF y el enredamiento destilable.

Para estados mixtos generales, no es posible destilar la misma cantidad de enredamiento en
forma de singletes maximamente enredados como se requirié en su preparaciéon. El enredamiento
destilable es la cantidad de enredamiento que se puede obtener de la destilaciéon de un estado
mixto. Se puede de esta manera entender como la cantidad de enredamiento contenida (usable) en
un estado mixto.

a-entropias de Rényi Otra generalizacion de la entropia de enredamiento son las a-entropias
de Rényi (Rényi a-entropies, en inglés) [264]. Estas medidas son generalizaciones de la entropia
de enredamiento en cuanto a que la entropia de Rényi informacional es la generalizacién de las
entropias en la teoria de informacion. En la teoria de informacion clasica generalizan en particular
la entropia de Shannon, a la que corresponde el caso o = 1. Asi mismo, para este valor se obtiene
la Divergencia de Kullback-Leibler [265] 266]. Al tratarse de la teoria cuantica, las c-entropias de
Rényi generalizan la entropia de von Neumann, y, como ésta, se usan sobre el estado reducido de un
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sistema discreto bipartita para definir la medida de enredamiento conocida como las a-entropias
de Rényi. En el limite o — 1 se aproximan a la entropia de enredamiento.

g-entropias La entropia de Shannon clasica, y, por tanto, la entropia de von Neumann repre-
sentan informacion existente en situaciones ideales [263]. Generalizaciones tutiles pueden realizarse
a partir de la definicién mediante axiomas de las medidas informacionales de Khinchin [267], dado
lugar a medidas entrépicas de enredamiento al considerar a estas generalizaciones como medidas
de la misma manera que se hace con la entropia de von Neumann [[76] 268].

De esta manera se pueden encontrar las entropias de Rényi, que no satisfacen la condicién de
convexidad, Propiedad [2] asi como la familia parametrizada de las entropias de Tsallis [269] 270,
al relajar el axioma de positividad, Propiedad [4] de Sec. (2.3.1.2). Ambas familias recuperan la
entropia de von Neumann en el limite del parametro ¢ — 1. Estas generalizaciones se conocen

como las g-entropias [23) [[7 R7T].

Estas medidas entropicas generalizadas se pueden asi mismo obtener como familias parametri-
zadas gracias a la p—norma de Schatten [272], para diversos valores de p se obtienen las entropias
de Tsallis y de Rényi [269] P73]. Esta definicion esta relacionada con la pureza [274], una medi-
da de la informacion como el conocimiento que se posee del estado cuantico; una menor pureza
corresponde a un mayor grado de enredamiento [I7].

2.3.2. Estados mixtos

Los estados puros son el tipo de estados enredados mas sencillos. Las correlaciones que pre-
sentan los estados puros corresponden en su totalidad a enredamiento cuéntico; mas aun, existe
una medida de enredamiento que permite caracterizar perfectamente al enredamiento cudntico de
estados puros, la entropia de enredamiento. Esto no es asi para estados mixtos. La definicion de
medidas de enredamiento para este tipos de estados es mucho mas complicada. El resto de las me-
didas discutidas a continuacién, entre muchas otras, se han derivado en la biisqueda de cantidades
que permitan la caracterizacion de estados mixtos.

Techos Convexos Las medidas de techo convexo (convex roof entanglement measures) [275]
representan una solucién al problema de la caracterizacién del enredamiento en estados mixtos, al
proveer una manera de generalizar las medidas de enredamiento de estados puros. Estas medidas
se basan en la posibilidad de descomponer a un estado mixto en una mezcla estadistica de estados
puros,

p= Zpi\wixwil- (2.35)

Asi, una generalizacion de una medida M de estados puros puede ser el valor promedio de es-
ta para los estados que forman la descomposicién, sin embargo, la descomposicién no es tnica.
Considerando esto, el infimo del valor promedio sobre todas las descomposiciones posibles,

M(p) =p_1’,1‘n$>2piM(wi), (2.36)
es una cantidad monoétonamente decreciente bajo LOCC [21], y por lo tanto una medida para el
estado mixto p, llamada el techo convexo de M.

El enredamiento de formacion, Sec. (2.3.1.4)), fue la primera medida construida asi [B].
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2.3.3. Concurrencia

La concurrencia se propuso en 1997 por Hill y Wootters [B3] para estados bipartittas discretos
de dos niveles. Se define mediante la transformacion antiunitara 0 [22) 276],

0y = o, @ o, |Y"), (2.37)

con o, la matriz de Pauli. La concurencia es entonces [33]

<_
= (¥[ 0 [¢). (2.38)
Esta definicién permite calcular el techo convexo de la concurrencia como [34]
C(p) = max(0, A1 — A2 — Az — \g), (2.39)

con \; las raices cuadradas de los eigenvalores de la matriz R = ,/py/p en orden decreciente,
p = 0pb. Esta expresion de la concurrencia permite calcular el enredamiento de formacion [B4],
Sec. . En el caso de sistemas de mayor dimensién y multipartitas [277], se pueden obtener
cotas inferiores de la concurrencia [278] y del enredamiento de formacion [279], lo que permite

detectar bound entanglement [280, 28], Sec. (2.2.2.1)).

Otra expresion de la concurrencia de estados puros bipartitas,

= /2(1 — Tr p?), (2.40)

es particularmente ttil para extender la concurrencia a estados puros de sistemas multipartitas

282 283).

Una forma extremadamente sencilla de calcular la concurrencia se da en [B3], donde se usa la
base de estados mdgicos (magic states basis). Para un sistema bipartita de dos niveles esta ultima es
una base del sistema 4—dimensional resultante, relacionada con la base natural de los subsistemas,

{I+): =)+, B0 B3,

1) = 7<\+>A\+>B+|—>A|—>> (2.41)
12) = \%(\+>A\+>B—|—>A|—>>
13) = \%(\+>A\—>B+|—>A|+>>
4) = ——(14)al-)5 — =) al+)B)-

Sl

El estado del sistema completo en esta base determina los coeficientes «;,

4
= Zai|i>, (2.42)

con los que la concurrencia es

(2.43)

Por otro lado, en [B4] se deriva la entropia de enredamiento en términos de la concurrencia,
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Figura 2.2: Derivacion de la entropfa de enredamiento a partir de la concurrencia de [33], Ec. (2.44)).

segun [33]

E()) =E(C(¥));
E(C)=h (1 * W)

h(z) = —zlogy(x) — (1 — ) log,(1 — ). (2.44)

)

En la Fig. (2.2)) se puede apreciar la forma de esta relacion. Estas expresiones de la concurrencia,
Ec. (2.43), y entropia de enredamiento, Ec. (2.44), nos seran de utilidad al estudiar el enredamiento
del SGE.

2.3.4. Negatividad

La negatividad es una medida de enredamiento derivada del criterio PPT, Sec. . Segin
este criterio, un estado es enredado si su transpuesta parcial es negativa, es decir, si tiene al menos
un eigenvalor negativo. Por lo tanto, podemos cuantificar el enredamiento de tal estado a través
de la magnitud de estos eigenvalores negativos. La negatividad se define como [I9]

N =3l (2.45)

;<0

donde )\; son los eigenvalores de la transpuesta parcial de p, p''; y es monoténica bajo LOCC [AS].
Como el propio criterio PPT, la evaluacién de esta medida es sencilla, incluso en el caso de estados
mixtos, sin embargo, solo cuantifica el enredamiento de estados que el criterio PPT detecta [211 22].

Negatividad Logaritmica La negatividad logaritmica [48] 28] 85| es una version de la nega-
tividad, dada como
En(p) =logy [lp" [l1 = logy[1 + 2N (p)]. (2.46)

| -1l es la 1—norma de Schatten, o norma de traza (trace norm). La negatividad logaritmica co-
rresponde al costo de crear un estado enredado mediante operaciones que preservan la positividad
de la transpuesta parcial [286], de manera anéloga a la definicion del enredamiento de forma-
cion, Sec. ([2.3.1.4). Ademas la negatividad logaritmica es una cota superior para el enredamiento

destilable [A8], Sec. (2.3.1.4).
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2.3.5. Enredamiento multipartita

El caso mas simple de enredamiento discreto es aquel de sistemas bipartitas. La cuantificacién
de enredamiento cuantico en sistemas de tres o més subsistemas es considerablemente mas compli-
cada, sin embargo, se han desarrollado una variedad de generalizaciones de las medidas discretas de
enredamiento como las presentadas aqui. Una manera de realizar tales generalizaciones es cambian-
do los estados a diferenciar, es decir, no diferenciando inicamente de los estados separables, sino
de aquellos que contengan enredamiento entre un menor namero de sistemas [22] 287 B8g]. Esto
define a los estados de m subsistemas que contengan enredamiento entre todos los subsistemas,
llamandose enredamiento m-partita genuino.

En el caso de estados puros, se tiene que en los sistemas multipartitas generales no existe una
generalizacion de la descomposicion de Schmidt [I3], Sec. @, sin embargo, para casos especifi-
cos, como el de enredamiento tripartita de dos niveles [289], se han desarrollado descomposiciones
generalizadas [290] 297]. En la Sec. se discute la generalizacion de la concurrencia a sistemas
multipartitas. La deteccion de enredamiento mediante testigos, Sec. , se puede generalizar al
caso de enredamiento multipartita genuino [24]. Existen generalizaciones a diversas medidas [22],
como la entropia de enredamiento y la robustez [292]. Otras medidas multipartitas son funciones
de sumas de medidas bipartitas [22]. Las medidas para estados puros multipartitas encontradas
ademas se pueden generalizar a estados mixtos usando los techos convexos, Sec. (2.3.2)).

El tangleﬂ B8] es la primera medida propiamente multipartita, derivada para sistemas tri-
partitas. Se define a partir de la concurrencia de distintas particiones de los tres sistemas. Una
caracteristica importante de esta medida es su capacidad de identificar y describir la distribucion
de enredamiento entre los sistemas involucrados. Existen propuestas para generalizar al tangle a
sistemas de cualquier ntimero de partes [293].

El articulo de Miyake [293] también demuestra que medidas existentes pertenecen a familias
de medidas multipartitas, definiendo la clase de medidas de hiperdeterminantes. Otras medidas
multipartitas son las de Linden et al. [294], la medida de Schmidt [295], y la clase de Verstraete

et al. [299].

2.3.6. Medidas continuas

El estudio del enredamiento en sistemas continuos difiere significativamente del enredamiento
discreto, debido a la distinta dimensionalidad de los sistemas involucrados. El mayor obstaculo es el
hecho de que la dimensién infinita de los sistemas no permite una descripcién concisa de los estados,
como es el caso de los sistemas discretos y la matriz densidad. Los estados Gaussinos, sin embargo,
pueden ser descritos con una importante simpleza, debido a su estructura. Adicionalmente estos
estados son ampliamente usados en las aplicaciones del enredamiento cuantico en la informacion
cuantica y en la optica cuantica [297]. Debido a esto, la mayor parte de las medidas continuas
desarrolladas se han encontrado para estados Gaussianos [I7].

La distribucién de probabilidad de una variable continua se puede describir completamente por
sus momentos estadisticos, estos momentos en el caso de estados cudnticos forman matrices de
momentos. Dada una observable descrita por un conjunto de operadores Mi, su distribucion de
probabilidad se define completamente por la matriz de momentos M¥ = (]\ZTJMJ). En un sistema
compuesto los operadores son de la forma M, =4;® éi, por lo que la separabilidad de los estados
se transfiere a la matriz de momentos [7g].

La caracteristica principal de los estados Gaussianos es que su descripcion en términos de los
operadores canénicos, la posiciéon y el moment(ﬂ requiere solamente de los dos primeros momentos,
siendo que los demés son nulos. El enredamiento cuantico de estos estados sin embargo se maneja

1Podria traducirse como enredo.
2es decir, estos son estados continuos de la posicién, generalmente realizables con campos electromagnéticos, o
estados 6pticos
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Ginicamente con la matriz de covarianza, es decir, el segundo momento de la distribucién, ya que
el primer momento corresponde a una traslacion [I7].

La matriz de covarianza permite una definicion de la separabilidad de los estados cuanticos a
partir de la separabilidad de su matriz de covarianza [298], de manera similar a la relaciéon que se
tiene con matrices densidad. Una matriz de covarianza o corresponde a un estado separable si y
solo si existen o4 y op relativas a los subsistemas A y B para las que

oc>0adop. (2.47)

La generalizacion de medidas discretas para el estudio de estados Gaussianos es posible gracias a
la descripcion finita que provee la matriz de covarianza. De esta manera se puede generalizar la
descomposicion de Schmidt [HEOHA3], las medidas entropicas H3HAT], negatividad 8], y el tangle
[£9 BO], entre otras.

Los techos convexos, Sec. , suponen, adicionalmente, una generalizacién de las medi-
das continuas para estados puros al caso de estados mixtos. Sin embargo, nuevamente, la manera
practica de realizar esta generalizacién es sobre las posibles descomposiciones en términos de es-
tados Gaussianos [I7]. El resultado de tal operacion se conoce como techo convexo Gaussiano. El
formalismo de la matriz de covarianza permite ademés generalizar las medidas bipartitas al caso
multipartita [I3].

Finalmente, los estados no Gaussianos, son considerablemente dificiles de caracterizar, més atn
si se busca una forma general en la que la descripcion con la matriz de momentos es necesariamente
infinita. Sin embargo, el estudio de este tipo de estados es actualmente de gran interés [I7] debido
a su gran contenido de enredamiento [299] y a la necesidad de su utilizacion para la realizacion
de protocolos de la informacion cuéantica [B00H304]. Las medidas creadas para estados Gaussianos,
al basarse en segundos momentos tnicamente, fallan al detectar el enredamiento de estados no
Gaussianos [I7].

El criterio de separabilidad de Shchukin-Vogel [[8] es un resultado importante en el estudio
del enredamiento no Gaussiano [I7]. Este criterio es un criterio PPT, Sec. (2.2.2), en la forma
de una generalizacion del criterio de Simon usando una jerarquia de condiciones a partir de las
componentes no-nulas de la matriz de momentos y su transposicién parcial.

El enredamiento de estados Gaussianos nos interesa particularmente en el contexto del enre-
damiento hibrido debido a que los estados hibridos en general se pueden describir como estados
no Gaussianos [BI]. Ademads, en este mismo articulo se propone una generalizacion del criterio de
Shchukin-Vogel para estados hibridos, proponiendo con esto una manera de abordar estos estos
estados a partir de restricciones sobre la acciéon de una parte de las medidas continuas.

2.4. Enredamiento y no localidad

En la actualidad existe una clara diferencia entre enredamiento y no localidad en mecanica
cudntica gracias al trabajo de Wiseman et al. [240] de 2007, el cual le dio una definicién a cada uno
de estos febmenos en términos del procesamiento de informacion cuantica [B05]. Ademéas, Wiseman
y colaboradores demostraron que la no localidad es un subconjunto propio del enredamiento, hecho
que ha sido comprobado por diferentes autores [B05, B06], lo que quiere decir que existen sistemas
que poseen enredamiento pero carecen de no localidad y, de una forma similar, si un sistema posée
no localidad entonces es un sistema con enredamiento.

De la siguiente forma tenemos la definicion de no localidad,

pla,blA, B) = / dX p(\p(al A, \p(b| B, N). (2.48)

Tal definicién se encuentra en el contexto de un experimento de Bell general, cuando dos mediciones
Ay B se realizan sobre dos particulas, las probabilidades de tales mediciones se expresan por la
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Ec. , que se conoce como un modelo de variables ocultas. Si la probabilidad de las mediciones
no se puede expresar como en la Ec. (2.48) entonces se dice que tal experimento es no local.

De igual forma existe una definicién del enredamiento en términos del procesamiento de infor-
macién cudntica, pero primero recordemos que, en general, un estado separable es aquel que se
puede escribir como una combinacién convexa de estados producto, es decir,

CaB = ijCJA ® (7, (2.49)
J

asi, un estado enredado es aquel que no puede escribirse de la forma de la Ec. (2.49). Ahora
consideremos una medicién general dada por un POVMEI (vea [I8]), que tiene elementos E,,,
los cuales son operadores positivos y que suman la identidad, de esta forma para un estado ¢ la
probabilidad de encontrar el resultado a se encuentra dado por p(a) = Tr (CEa|:1:)~ Entonces si
tomamos en cuenta un estado separable y se realizan dos mediciones = e y, la probabilidad de
hallar los resultados a y b dadas tales mediciones es

pla,bla,y) = > pyTr(Eaw()Tr(EyyCf), (2.50)

y de esta forma se dice que un estado es enredado si la probabilidad de las mediciones de dos partes
diferentes no se puede escribir de la forma de la Ec. (2.50).

De esta forma es clara la diferencia que existe entre la no localidad y el enredamiento, mientras
que para definir a un sistema no local es suficiente con tomar en cuenta la estadistica de las
mediciones, para el enredamiento se necesita también tomar en cuenta un modelo de medicién
general para obtener las probabilidades.

2.5. Conclusiones

En este capitulo se da la definicion formal de enredamiento cuantico, asi como se introducen
las distintas herramientas para su deteccion y su cuantificacién. Se hace un breve recuento de los
diversos criterios de enredamiento y medidas de enredamiento existentes.

Seran de particular utilidad en esta tesis las distintas medidas de enredamiento discretas. Al
llevar a cabo esta breve introduccién a las herramientas existentes para la caracterizacién del
enredamiento cuantico, hacemos una descripcion con especial detalle de la entropia de enredamiento
y la concurrencia. Estas son las medidas con las que estudiaremos el enredamiento del SGE en esta
tesis. La caracterizacién del enredamiento discreto a llevado a nuestra atencién el enredamiento
presente en otros sistemas, en particular sistemas hibridos, como veremos en el siguiente capitulo.
El enredamiento hibrido estd cercanamente relacionado a la concepcién del enredamiento como
una caracteristica propiamente cuéantica, a través del experimento de Stern-Gerlach, el cual se
halla firmemente asentado en los fundamientos de la mecanica cuantica. En esta tesis encontramos
que las medidas de enredamiento revisadas en este capitulo nos pueden ayudar a cuantificar el
enredamiento hibrido.

3 Positive Operator Valued Measure por sus siglas en inglés
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Capitulo 3

Enredamiento Hibrido

Junto con el enredamiento entre sistemas discretos y el enredamiento entre sistemas continuos,
el enredamiento hibrido es uno de los tipos basicos del enredamiento que distinguimos por el
tipo de sistemas involucrados. Se llama enredamiento hibrido a aquel entre variables continuas
y discretas. Cuando hablamos de enredamiento cuantico nos referimos a una relacién entre los
valores para las observables para un estado determinado de un sistema cuédntico compuesto. De
esta manera, dependiendo del tipo de subsistemas que se tenga, podemos distinguir distintas clases
de enredamiento. Debido a que trata con ambas clases de sistemas, la descripcion del enredamiento
hibrido es consistentemente més complicada. Como consecuencia, el drea que busca estudiar al
enredamiento hibrido es considerablemente reciente y atn se requiere desarrollar una variedad de
herramientas que permitan su descripciéon. En este capitulo se discute al enredamiento hibrido,
su definicion y algunas propuestas para su deteccion y cuantificacion. Asi mismo se revisaran las
herramientas que se usaran en los siguientes capitulos para caracterizar al enredamiento hibrido
del SGE.

Debido a la naturaleza fundamentalmente distinta de los dos tipos de subsistemas que con-
forman un estado hibrido, su tratamiento generalizado tanto para su cuantificaciéon como para la
implementacion experimental de protocolos hibridos [If] requiere una aplicacién generalizada y ho-
mogénea que permita tratar simultdneamente ambos sistemas. Tratandose el enredamiento hibrido
resaltan estudios sobre las caracteristicas cudnticas de este tipo de sistemas y su papel en la infor-
macion cudntica [I6], particularmente en la teletransportacion [I6], BOT], asi como el desarrollo de
criterios de separabilidad [B08] y testigos para estados hibridos [B09] BI0], los que permiten detectar
la presencia de enredamiento hibrido, mas no su cuantificaciéon. En afios recientes se han resuelto
implementaciones experimentales de protocolos para la generacion de enredamiento hibrido [B11].
Por otro lado, la cuantificaciéon del enredamiento hibrido se ha visto avanzada particularmente
gracias a distintas técnicas para aplicar medidas existentes, como en [22], donde se formula la po-
sible aplicacion de la entropia de enredamiento, y en el trabajo de [2I], en donde adicionalmente
se propone la aplicacién de medidas continuas.

3.1. Aplicaciones del Enredamiento Hibrido

En la actualidad conocemos numerosas aplicaciones en las que el enredamiento hibrido permite
una mejora en la eficiencia de protocolos y tareas de informacion cuantica tanto continuos como
discretos [I6 BI2H3TT], asi como la realizacién de nuevas tareas no posibles de existir con estados
tnicamente discretos o continuos [BI4] B16] BI8H320]. La aplicacion del enredamiento hibrido es
posible inclusive sin tenerse un formalismo que permita tratarlos operacionalmente con la facilidad
con la que ahora se manejan el enredamiento continuo y discreto, aplicando estados hibridos parti-
culares desarrollados a partir de los estados contnuos y discretos generalmente usados. Asi mismo
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y como resultado estas aplicaciones se realizan sin disponer de herramientas que permitan una
caracterizacion completa de los estados enredados, de una manera que refleja el desarrollo pasado
del enredamiento cuantico.

El enredamiento hibrido permite realizar las tareas de la informacién y la computaciéon cuantica
con un mejor desempeno que los protocolos que usan exclusivamente variables continuas o discretas
[I6 23], permitiendo sortear las restricciones propias de estas variables que limitan la eficacia de
los protocolos, o eliminar problemas como la interaccion entre modos electromagnéticos [B21] B22].
El enredamiento hibrido presenta importantes aplicaciones en el campo de la informacién cuantica,
que surgen de la mejoria a las tareas basicas mediante los protocolos que revisaremos a continuacion.

En el caso de la computacién cuéntica, més alld de las aplicaciones de estas tareas, el enre-
damiento hibrido es de particular utilidad en el problema de la universalidad, la posibilidad de
simular computacionalmente cualquier hamiltoniano, dando paso a la generacién de nuevos pro-
tocolos, como el protocolo GKP [B23]. La criptografia cuantica aprovecha el enredamiento hibrido
principalmente en mejoras a los métodos de intercambio de claves cudnticas (QKD, quantum key
distribution) basados en enredamiento [B24], como en los protocolos presentados en [325] B26]. Una
mejor discriminacion de estados permitida usando enredamiento hibrido [B12] B27] tiene importan-
tes consecuencias en la criptografia cuéntica.

3.1.1. Teletransporaciéon Cuantica

La teletransportacion cuantica es una tarea en la que se transfiere informacion cuantica en forma
de estados cuanticos hacia un receptor separado espacialmente. La no localidad es el recurso basico
usado en este protocolo [§], resultando la teletransportaciéon cuantica de mediciones realizadas sobre
pares con correlaciones tipo EPR que influencian el estado de la otra parte del sistema, como en
la Sec. . Sin embargo, la teletransportaciéon se realiza cominmente con estados enredados
compartidos y comunicacién clasica. La importancia que posee la teletransportaciéon cuantica como
un protocolo de infomacioén cuantica se debe a que permite replicar estados cuanticos arbitrarios
cuyas propiedades son en su mayor parte desconocidas.

La teletransportacion cuantica es una tarea escencial en muchos protocolos de comunicaciéon
cuantica y computacion cuantica [328831]. En la comunicacion cuantica [B32] la teletransportacion
se requiere para realizar comunicacion a largas distancias [824] B33] y comunicacion entre redes
cuénticas [334H334].

La cantidad de informaciéon transmitida en un protocolo de teletransportacion [B37 [B3]], asi
como el tipo de informacion que se recibe [B39 B40] y la variedad de los sistemas receptores
[B41] B42], han aumentado significativamente, recientemente permitiendo agregar informacion a
un estado receptor que ya contenia informacion [343]. Esto incrementa los posibles usos de la
teletransportacion en las tareas de informacion cuéntica, asi como su poder y complejidad.

La cantidad de informacion que se transmite exitosamente depende de la capacidad del receptor
de distingir bases completas de estados enredados, lo que se realiza mediante conjuntos de medicio-
nes. Esto se conoce como eficiencia de la teletransportacion; en una teletransportacion ineficiente el
estado es transmitido iinicamente con una cierta probabilidad. Sin embargo, la teletransportacion
de variables discretas en su forma general de estados de polarizacion de fotones (qubits foténicos)
tiene un limite de eficiencia del 50 % [B44HB46]. Existen procesos que permiten incrementar esta
eficiencia [329] B47H350], como el post-procesamiento, en el que los resultados del protocolo son
filtrados [0, B5I], y las técnicas de feed-forward [333], en las que los resultados de las mediciones
realizadas por el receptor se usan para manipular el estado resultante.

Por otro lado, la teletransportaciéon de variables continuas no permite transmitir la totalidad de
la informacion del estado original, debido a que un estado méximamente enredado de un sistema
continuo no puede ser preparado con recursos finitos, como se requiere para usar eficientemente el
enredamiento del estado inicial compartido. La taza de transferencia se denomina fidelidad.

El enredamiento hibrido permite enfrentar ambos problemas simultaneamente al ser el recurso
usado en la teletransportacion cuantica [16] BI3] B52H354]. El enredamiento hibrido es capaz de

48



Enredamiento Hibrido
3.1 Aplicaciones del Enredamiento Hibrido

$ e i e g
v
‘s

Figura 3.1: Esquema de un protocolo de Bus cuantico. El modo del campo electromagnético (Bus) se enreda
con el primer qubit, posteriormente se traslada e interactia con el segundo qubit. Como consecuencia de
una mediciéon conveniente se establece el enredamiento entre los qubits [B16].

incrementar la fidelidad en la preparacién usando el subsistema discreto y realizar las mediciones en
la recepcion eficientemente sobre la variable continua. En [BI3] se teletransporta un qubit fotonico
preparandolo en un estado enredado con un modo electromagnético.

Como resultado de la aplicaciéon del enredamiento hibrido en la teletransportaciéon cudntica,
se abren una gran variedad de tareas de informacion y computaciéon cuantica para las cuales el
enredamiento hibrido representa ventajas importantes [I6]; a continuacién veremos un par de ellas.

3.1.1.1. Intercambio de enredamiento (Entanglement swapping)

La teletransportacion puede realizarse sobre un estado enredado. Si inicialmente se tenia un
estado enredado compartido por Alice y Bob, y Bob teletransporta su estado a Carol, Alice y Carol
comparten enredamiento sin necesidad de haber interactuado. Esto se conoce como intercambio de
enredamiento. Takeda et al. [BI3] realizaron una teletransportacion eficiente usando enredamiento
hibrido, teletransportando un estado enredado de un qubit foténico resultante de una division
fotonica en un divisor de haz usando estados coherentes comprimidos de luz, el estado final contiene
un alto enredamiento discreto.

Adicionalmente, el intercambio de enredamiento es de interés en la criptografia cuantica [B53].

3.1.1.2. Repetidores Cuanticos

De especial importancia para la computacién cuantica son los repetidores cuanticos, debido a
que permiten la transmision de estados enredados de qubits como recurso. Los repetidores usan
el intercambio de enredamiento y la teletransportacién para transmitir sin pérdidas, asi como
incrementar a través de la destilacion [B2], el enredamiento cudntico a través de largas distancias
[10].

El enredamiento hibrido también se ha usado exitosamente en la creacién de protocolos de
repetidores cuanticos, por ejemplo en [BISHBTT] B56HB5]]. Los repetidores que usan enredamiento
hibrido permiten una menor pérdida del enredamiento, en forma de qubits, transferido en las distin-
tas fases del protocolo [B58]. Como en los protocolos hibridos de teletransportacion, el enredamiento
es transferido usando modos continuos.

3.1.2. Bus cuantico

Los buses cuéanticos son un protocolo que explota las propiedades de los protocolos cuénticos
discretos y continuos en las tareas en que sobresalen. Los buses cuanticos se desarrollaron para
crear enredamiento maximo entre qubits [BI4], BI6 BI8H320] B59], aunque asi mismo permiten
almacenar y transferir informacién cuantica. Este enredamiento se crea permitiendo el estableci-
miento de enredamiento hibrido independiente entre cada uno de los qubits y un modo 6ptico, el
cual se colapsa en enredamiento discreto mediante una medicién conveniente [316], ver Fig. .
Nuevamente, el uso de variables continuas incrementa la eficiencia de las mediciones requeridas en
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los protocolos de creaciéon de enredamiento mediante mediciones. Por otro lado, el uso de qubits
permite crear estados altamente enredados. En [25] se da una exposicion de los protocolos de buses
cuanticos presentados en [BI6] B60] donde se discute la creacion de enredamiento entre qubits y
modos electromagnéticos en interaccion libre, asi como la propagacién en canales de informaciéon
cuantica; ambos pasos son escenciales para el establecimiento de un bus cuéntico.

Preparacion de estados Relacionado al concepto de buses cuanticos, el enredamiento hibrido
permite generar estados cuanticos para su uso en las tareas de informacion cuantica. Estados gato
de Schrédinger opticos se pueden crear [B60) B6I] a partir de la generacion de enredamiento entre
modos del campo electromagnético y estados atémicos (espines atémicos en [361]) y una medicion
final del qubit. Una técnica similar se puede realizar creando enredamiento entre estados coherentes
comprimidos de luz y estados de nimero de fotones, el colapso necesario final se realiza mediante
substraccion de fotones [362, B63]. Particularmente, los estados de un solo fotén permiten crear
estados gato pares, mientras que los de dos fotones dan como resultado estados impares. Los estados
gato resultantes se obtienen con alta fidelidad [B62] y un mayor tamano [B63H366], encontrando un
potencial amplio uso especialmente en la computacion cuantica [B63] BGT].

3.1.2.1. Generacién de enredamiento hibrido

Por otro lado, ambos protocolos anteriores representan una manera de crear enredamiento
hibrido para su uso en las distintas aplicaciones revisadas [23] B60]. Otro tipo de protocolos para la
generacion de enredamiento hibrido se han propuesto, como en [B68|, B69], donde los qubits usados
proveen de un mejor control sobre la interaccién que genera el enredamiento.

En [BIT] en 2014 se logr6 por primera vez la generacion experimental de enredamiento hibrido.
En este experimento se enredan qubits 6pticos con modos del campo electromagnético en forma
de estados gato de Schrodinger, tales estados inicialmente se superponen mediante un divisor de
haz y posteriormente el estado enredado se prepara basado en una mediciéon de un sélo fotén.
Posteriormente se han derivado esquemas de produccién de enredamiento hibrido a partir de éste

[BT0H3T2].

3.2. Cuantificacién del Enredamiento Hibrido

Los sistemas hibridos son aquellos que incluyen al menos un subsistema discreto y uno continuo.
Naturalmente en su descripcién necesitamos tratar con ambas partes del sistema y sus caracteristi-
cas particulares. Esto ha supuesto un problema intrincado, particularmente debido a la disparidad
en dimensiones y por tanto entre las descripciones que necesitan.

Consecuentemente surge una dificultad para definir y aplicar medidas de enredamiento que
permitan caracterizar el enredamiento hibrido. Como hemos visto en el Capitulo [2} las medidas
de enredamiento son operadores que se aplican sobre los estados de los sistemas cuanticos, dando
como resultado observables de las que se pueden inferir las caracteristicas de enredamiento. Por lo
tanto, un operador tal debe ser aplicable a los estados hibridos en su totalidad.

Cuando se analiza un caso de enredamiendo cuyo estudio esté en sus inicios, es conveniente basar
el tratamiento en aquel que se hace para otros casos, cuya descripcién es mucho més completa. Esto
nos permite apoyarnos en los métodos existentes para desarrollar herramientas que permiten inves-
tigar el nuevo caso asi como considerar la aplicabilidad de herramientas previamente establecidas
directamente, incluyendo la posibilidad de encontrar generalizaciones, lo que remueve la necesidad
de construir las herramientas necesarias desde cero. Al hablar de enredamiento hibrido, con este
proposito es altamente deseable homogeneizar la descripcion de los estados completos, asi pudiendo
tratar el estado global como uno puramente discreto, o puramente continuo [16] BIl, 52 B73]. En
[B73] 1a descripcion de un qubit foténico mediante informacion continua contenida en su estado
permite la deteccion de enredamiento usando el criterio de Simon [B9]. En esta tesis es de interés
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el caso contrario: aquel de la descripciéon de los estados hibridos por sus caracteristicas discretas,
o discretizacion.

Tratando de sistemas cudnticos, la descripciéon de estados discretos es la més sencilla y con la
que se esta mejor familiarizado normalmente. Esto es principalmente debido a que con los sistemas
discretos manejamos dimensiones finitas tnicamente, y probablemente también debe bastante al
hecho de que el espin provee un ejemplo remarcable de sistemas cuanticos en los que se pueden
encontrar una variedad de efectos cudnticos, los estados de espin son fundamentales en la mecanica
cuantica. Es por esto que las descripciones de sistemas cuanticos de una manera discreta son
provechosas, siendo ejemplos particulares de sistemas continuos descritos discretamente el caso
de los estados squeezed, los estados coherentes, y el uso del espacio de Fock en 6ptica cuantica,
donde la descripcién discreta permite una mejor comprension del sistema y el uso en aplicaciones
practicas.

Una descripciéon del enredamiento hibrido en términos discretos hace posible la aplicacion de
criterios de separabilidad y medidas de enredamiento existentes y en general, de analizar el enre-
damiento hibrido con herramientas bien comprendidas y cuya utilidad y caracteristicas han sido
demostradas. Como ejemplo, es posible cuantificar el enredamiento hibrido de un estado formado
por un qubit de polarizacién foténica y un modo del campo electromagnético usando la negatividad
al representar a este estado en subespacios dos dimensionales [I6]. De incluso mayor utilidad resulta
la descripcién general de los propios estados y sistemas hibridos en un formalismo discreto. En la
siguiente seccion veremos como el trabajo de Kreis y van Loock [BI] permite distinguir claramente
una clase de estados hibridos en los que esto tltimo es posible.

Para finalizar esta discusion, existe en la literatura otro método que hace posible la aplicacién
de medidas de enredamiento discretas al enredamiento hibrido, es el que llamamos el método de la
traza parcial [62]. En este aplicamos la traza parcial a un sistema hibrido, trazando las variables
continuas, e incluso discretas, segin convenga, de manera que nos quedamos tnicamente con una
de estas partes tal que la descripcién sea completamente discreta o continua, que ahora condensa
la informacién sobre el sistema completo. Si trazamos la parte continua, sobre la parte remanente
podemos entonces estudiar el enredamiento con métodos discretos.

Sin embargo, en el caso de sistemas bipartitas, debido a que el enredamiento es una propiedad
de sistemas compuestos, las medidas se aplican en los dos subsistemas. Asi, s6lo seria posible
usar medidas entropicas en este método, siendo que en su definicién incluyen la aplicacion de
la traza parcial. Esto ultimo nos hace conjeturar mejores condiciones para la aplicacion de este
método en el caso multipartita, particularmente con varios sistemas discretos y uno continuo.
Como argumentamos en el Capitulo [f] el caso particular de la traza parcial senta un precedente
para la aplicabilidad de medidas discretas al enredamiento hibrido, e incluso continuas para estados
hibridos que no se pueden describir de una manera discreta.

3.2.1. Clasificacion del enredamiento hibrido de Kreis y van Loock

En esta seccion revisaremos la propuesta de [BI] en la que se define al enredamiento hibrido
bipartita a partir de la descripcon matemética de un estado hibrido. Se propone describir a un
estado hibrido bipartita general mixto como

N N
ﬁAB = an|z/)n>AB<wn|AB; pn >0 Vi an =1, (31)
n=1 n=1

donde tenemos al estado mixto descrito por la matriz densidad de una superposicién probabilistica
de estados puros del sistema completo,

d—1 d—1
|1/)n>AB = Z Cnm|m>A|wnm>B7 cam € C Vn,m; Z |Cnm|2 =1, (32)
m=0 m=0
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a) b)

Figura 3.2: Descripcion de un subplano [B74]. El espacio tres dimensional puede representar un espacio de
dimensio6n infinita con vectores base {z,y, z, ...}, en el que encontramos el plano definido por los vectores
de interés, v, w; A, B.

formados a su vez por productos de estados de los subsistemas discreto, A, y continuo, B; d es la
dimension de A.

El enredamiento hibrido corresponde asi a la inseparablidad de los estados de los dos subsistemas
en esta descripcién. De esta manera, podemos distinguir diferentes casos de enredamiento hibrido.
Cuando N =1, el estado claramente seré puro,

PP =) ap(as. (3.3)

Por otro lado, en las ocasiones en que podemos describir al estado hibrido con tnicamente un
ntumero finito de estados puros en la superposicién de la Ec. , N < o0, tenemos nuestro
segundo caso. El tercer caso, que es fundamentalmente distinto a estos primeros dos es en el que
requerimos un nimero infinito de términos para expresar al estado en la forma de la Ec. ,
N = oo. Por razones que revisaremos a continuacién, estos autores denominan a este ultimo
enredamiento hibrido genuino (true hybrid entanglement).

3.2.1.1. Cuantificacién

Bajo este esquema, es posible estudiar la cuantificaciéon del enredamiento hibrido independien-
temente para estos casos. Se comenzard considerando los dos primeros casos.

Claramente, cuando tenemos un estado puro, a lo més necesitamos para su descripcién d estados
continuous distintos y linealmente independientes. Similarmente sucede con el caso de estados
mixtos que solo requieren un N finito, ya que cada estado puro que los compone requiere de un
numero finito de estados continuos, el nimero total de estados continuos diferentes involucrados
serd finito. En estas ocasiones se puede hablar de un subespacio del subsistema continuo relevante
en el que encontramos a todos los estados continuos |¢,,,) que aparecen en la descripcion del
estado.

Reciprocamente, este espacio es el mismo que el espacio generado por éstos estados continuos.
Por consiguiente, estamos tratando con un subespacio finito imbuido en el espacio infinito continuo.
Consecuentemente, localizandose en este subespacio se puede describir al estado hibrido como un
estado discreto, que tendra propiedades completamente equivalentes a nuestro estado original.

En particular, respecto al enredamiento cuantico, esta manera de tratar los estados hibridos
presenta importantes ventajas, ya que gracias al avanzado estado de la descripcién del enreda-
miento discreto disponemos automaticamente de muchas nuevas herramientas para caracterizar al
enredamiento en estos tipos de estados hibridos.

Kreis y van Loock demuestran [BI] que usando el proceso de Gram-Schmidt inverso esta des-
cripcion siempre se puede determinar para estos dos casos, y nos dan en su prueba un método
explicito para encontrar una base ortogonal y los coeficientes que describen al estado hibrido con
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ésta. Este método lo veremos en detalle cuando lo apliquemos al caso del SGE en el Capitulo [6}

3.2.1.2. El enredamiento hibrido genuino y las medidas continuas

En el caso en el que la descripcion del estado hibrido requiera de un nimero infinito de términos
en la superposicion, no es posible efectuar el proceso discutido anteriormente, y, como resultado,
no podemos aplicar las medidas de enredamiento discretas. Debido a la inexistencia de esta discre-
tizacion, al enredamiento existente en estos estados se le denominé en [BI enredamiento hibrido
genwino (true hybrid entanglement).

La caracterizacién del enredamiento hibrido genuino sigue siendo sumamente interesante, y en
este caso podemos avistar el problema original de la cuantificacién del enredamiento hibrido en la
disparidad de las descripciones de los subsistemas. El analisis anterior nos lleva a enfocarnos en un
caso particular, el de medidas para sistemas continuos no Gaussianos. En [2I] es probado que los
estados hibridos bipartitas no son Gaussianos, en tanto que su funcién de cuasiprobabilidad, dada
por la funcién de Wigner, es no Gaussiana, por lo que, ademéas de que las medidas discretas no
son de utilidad, también seria improductivo tratar de generalizar medidas continuas para estados
Gaussianos.

En esta ocasion es necesario tratar al sistema compuesto completo, por lo que el problema
se reduce a la busqueda de operadores que actien en los dos sistemas. En particular, en [BI] se
analiza esta situacion considerando operadores continuos y proponiendo dos cuadros en los que
podemos ver la generalizacién de estos operadores para tratar a los sistemas hibridos. Una vez
hecho esto, podemos generalizar medidas de enredamiento continuas no Gaussianas. Asi es que en
este mismo articulo se propone una generalizacién del criterio de Schuhkin-Vogel, aplicado a un
ejemplo de enredamiento hibrido genuino. El criterio de Schuhkin-Vogel [78] es la extension del
criterio de Simon [39] a estados no Gaussianos, siendo asi un criterio de separabilidad basado en
la positividad de la transposicién parcial.

Sin embargo, la cuantificacién del enredamiento en estados no Gaussianos esta atun lejos de
tener una respuesta categorica y de alcanzar el nivel de formalidad del enredamiento discreto. Una
revision breve del estado del estudio del enredamiento no Gaussiano se puede encontrar en [I7].

Medidas propiamente hibridas En el Capitulo [4] se estudiara el estado de una particula de
espin un medio que atravieza el experimento de Stern-Gerlach, y se encuentra que este estado pre-
senta enredamiento hibrido bipartita. Lo que es mas importante en la discusion actual es que en
este estado sblo tenemos dos estados continuos significativos. Como consecuencia, el enredamiento
del SGE lo podremos caracterizar con medidas discretas usando el método de Kreis y van Loock
descrito arriba, Sec. ED; v, este estado no pertenece a la clase de estados con enreda-
miento hibrido genuino. Sin embargo, este tltimo hecho no prohibe la deteccion, caracterizacion o
cuantificacion del enredamiento hibrido de estados fuera de esta categoria con herramientas pro-
piamente hibridas, siendo aquellas que son diseniadas para manejar de un modo general los dos
tipos de subsistemas simultdneamente. Asi mismo, el enredamiento de estos estados atn se puede
describir como enredamiento hibrido. Sin embargo, dado que la caracterizacién del enredamiento
de estos estados mediante herramientas discretas puede realizarse sin mayores complicaciones, la
aplicacion de medidas de enredamiento hibridas puede dar pocas ventajas, y presenta la significa-
tiva desventaja de que no se encuentran herramientas hibridas disponibles para su aplicacion en
estados hibridos generales.

El método de discretizacion anterior permite asi la descripcion del enredamiento hibrido de una
amplia variedad de estados hibridos con una relativa facilidad. Mas adn, la mayor parte de los
estados hibridos con una utilidad remarcable en la actualidad, y aquellos que son maés facilmente
producidos y manipulados, como los revisados en la Sec. , no presentan enredamiento hibrido
genuino. Asi, la investigacion de las capacidades de cuantificacion del método de Kreis y van Loock
[E1] es provechoso.
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3.2.2. La traza parcial

En la Sec. (2.3.1) revisamos la entropia de enredamiento y sus propiedades, en particular revi-
sando a la traza parcial que forma parte escencial de su definicién. La traza parcial es una herra-
mienta importante que nos permite trabajar inicamente con una parte de un sistema compuesto,
mas de una manera que conserva toda la informacion de la interaccién entre los subsistemas, como
se evidencia en la observacién del enredamiento que hace la entropia de enredamiento.

Tratandose del enredamiento hibrido, la traza parcial permitiria remover una parte del sistema
compuesto de manera que nos quedidramos unicamente con sistemas continuos o con sistemas
discretos. De esta manera, se puede realizar un tratamiento mucho mas simple del enredamiento
cuantico presente en el estado, usando herramientas desarrolladas para tratar el caso continuo o
discreto, respectivamente.

Las medidas de enredamiento son operadores cuanticos que actian sobre todos los subsistemas
que conforman a un sistema compuesto simultdneamente. Esto tiene consecuencias importantes en
este método. En primer lugar, cuando el sistema hibrido considerado es bipartita, no es posible
estudiar directamente el enredamiento usando la traza parcial, ya que no podemos aplicar medidas
sobre un unico sistema. Sin embargo, la entropia de enredamiento incluye en su definicién a la
traza parcial, asi, cuando calculamos la entropia sobre el sistema reducido, podemos considerar
los dos pasos en su definicién como independientes. Es decir, podemos considerar a la entropia de
enredamiento como una medida sobre la reduccion discreta obtenida de aplicar la traza parcial
sobre el subsistema continuo. Roston et al. [22] proponen este método para tratar el enredamiento
de sistemas hibridos sencillos, incluido el SGE.

Sin embargo, existe un gran ntimero de sistemas hibridos méas complicados que un sistema de un
qubit y posicién, que particularmente pueden prometer futuras aplicaciones del enredamiento hibri-
do en protocolos mas poderosos, como aquellos ya usados en los buses cuéanticos [16] 511, B8] B60Q].
La descripcion discreta de un sistema hibrido que contenga un subsistema discreto de mayor di-
mension se complica exponencialmente, asi como en el caso de estados multipartitas hibridos. En
estos casos, el trazar sobre los sistemas continuos como se presenta aqui tiene la capacidad de
permitir una caracterizacién completa del enredamiento hibrido. Particularmente, el empleo de la
entropia de enredamiento para sistemas puros permite la descripciéon discreta del enredamiento
hibrido en sistemas que contienen tan solo un subsistema discreto. El método de la traza parcial
puede asi mismo permitir la aplicacién de medidas continuas en sistemas hibridos con varios sub-
sistemas continuos. M&s atin, este método no hace ninguna distincién respecto al enredamiento
hibrido genuino definido en la Sec. (3.2.1.2)), permitiendo la cuantificacién de enredamiento hibrido
en estados de mayor complejidad.

Antes de discutir el método propiamente, debemos remarcar un par de dificultades. Como
consecuencia de los dos pasos anteriores, esta aplicacion de la entropia de enredamiento es extre-
madamente asimétrica, a diferencia de lo que se ve en la definicién de la Sec. , con lo que
no se puede definir propiamente como una medida de enredamiento hibrido, sin embargo, se esta
aplicando la entropia de enredamiento de la manera usual sobre el subsistema discreto. Finalmente,
a pesar de que se mantiene la informacién de la interaccién con el sistema removido, potencialmente
se pierde, o méas precisamente, oculta, una cantidad de informaciéon importante comparando con la
aplicacién de medidas de enredamiento sobre el sistema hibrido completo. En el caso de sistemas
con un mayor namero de partes se observaria principalmente el enredamiento sobre las partes no
removidas del sistema, en analogia con lo que sucede en los casos discretos y continuos [B8 B7H].

La entropia de enredamiento en estados hibridos Consideremos un estado hibrido puro de
un sistema compuesto por un sistema discreto de dos niveles, |[+),|—), A4, y un sistema continuo B
con una observable . Podemos escribir tal estado de una forma general, Ec. (3.2)), como

V) ap = ci [ )P + e |[-)Awo) P, (3.4)
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con lo que la matrix densidad es

p =) a(Wlap = ) (H o) Wi P + coet [H) (=g ) (- [P
+ oo | =) HA ) @ [P+ P =)= A ) (- | P (3.5)

La traza parcial de la Ec. (2.18)), trazando sobre el sistema continuo, es

p = Teg ()] = [ lelowla)da,
AP = s [ sl di = el (36)
con i,j = +, —. En particular, p(ﬁz = ci, p(,A,) =cy
P = e (ofpy) = p)". (3.7)
La matriz densidad en el espacio A de dos niveles es entonces
) — ( C+ct<€3_|w+> - ) ) (3.8)

Los eigenvalores de esta matriz, A1 2, se pueden usar en la Ec. (2.5) para obtener la entropia de
enredamiento de [) a5:

Alg = {ci_ = \/(c2+ —2) 4 <¢_|w+>2] ; (3.9)

N |~

S = —/\1 In /\1 — )\2 In /\2. (310)

3.3. Conclusiones

En este capitulo se estudia al enredamiento cuantico hibrido, partiendo de su definicién basada
en los tipos de sistemas involucrados. Se discutié el origen histérico de este tipo de enredamiento
asi como la manera en que se ha procedido a su deteccién y cuantificacion. El enredamiento hibrido
juega un papel central en una variedad de tareas en el campo de la informacién cuéntica. También
se analiz6 la posibilidad que tiene este tipo de enredamiento de mejorar el desempeno en diversas
aplicaciones que usan al enredamiento continuo o discreto como un recurso.

La parte central de este capitulo consiste en la caracterizacién matemética formal de los estados
hibridos bipartitas, y la descripcion de las posibilidades para su cuantificaciéon usando medidas de
enredamiento existentes. Estas representaciones se usaran mas adelante en esta tesis para carac-
terizar al enredamiento del experimento de Stern-Gerlach. En particular, se discuten las bases de
los métodos principales que se usaran respecto a la aplicacion de medidas discretas: la discretiza-
cion del estado hibrido a partir de su descripcion en el espacio de estados; y la reduccién discreta
aplicada al usar la traza parcial en el calculo de las medidas de enredamiento. Con esto se tienen
preparadas las bases para la examinacién que haremos de las caracteristicas de los estados hibridos
que nos ocupan en los siguientes capitulos.

35






Capitulo 4

El Experimento de Stern-Gerlach

En este capitulo se revisan las caracteristicas cudnticas del SGE. Se comenzara describiendo
al SGE, en su arreglo original y la descripcién usual con la que se trabaja; asi como las versiones
experimentales que existen. Posteriormente, ser revisara el tratamiento semiclasico usual del SGE,
asi como las propuestas para su descripciéon cuantica. El punto central de este capitulo es la pre-
sentacion del tratamiento cuantico que hacemos de la evolucion del SGE en [II 2], obteniendo como
resultado el estado de una particula que viaja a través del experimento. En este estado es evidente
el enredamiento entre la posicién de la particula y su estado de espin, asi como consecuentemente la
presencia de correlaciones cuanticas y propiedades cuanticas relacionadas con estas ultimas. Antes
de revisar el enredamiento hibrido del SGE en el Capitulo [6] analizamos aqui estas propiedades,
comenzando con una discusion del estado final y su distribucién de probabilidad, relacionada con
las correlaciones y las reconocidas observaciones que resultan del experimento. En el Capitulo
analizamos a fondo la naturaleza cuantica de las correlaciones del SGE y presentamos resultados
donde establecemos la no localidad del experimento [B3].

4.1. La descripcién del Experimento de Stern-Gerlach

El experimento de Stern-Gerlach consiste de un haz de particulas de cierto espin, generalmente
1/2, que viajan en el espacio a través de una region con un campo magnético fuertemente inho-
mogéneo. Tal inhomogeneidad usualmente se toma como una inhomogeneidad lineal, sin embargo
en distintos lugares se ha realizado un anélisis del experimento con una inhomogeneidad general
57 BT6H37I], Sec. . Al final de su viaje este haz de particulas impacta en una pantalla que
reacciona con la presencia de las particulas, permitiendo observar la distribucién de posiciones en
el plano transversal a la direccién primaria de movimiento del haz, Fig. ([{.1).

En el experimento original de Stern y Gerlach [B3H53l BRQ], el haz se compone de particulas
de plata, que adquieren efectivamente el espin del electron de valencia, 1/2. Este haz se produce a
partir de un gas de plata sujeto a temperaturas altas (1000 K en el experimento original [B80H382])
en un horno con una abertura. Las particulas que son eyectadas del horno son colimadas mediante
una placa con un agujero circular (pin-hole), el cual selecciona las particulas por la direccién de su
velocidad. Posteriormente, estas particulas atraviezan la regién del campo magnético inhomogeneo,
originalmente al pasar entre dos polos de un iman con una geometria particular. El resultado del
experimento es observado como una medicién de la posicién transversal en una pantalla ubicada
fuera de la region con el campo. Un esquema del experimento se presenta en la Fig. .

Posteriormente, el campo magnético se ha realizado de distintas maneras con tal inhomoge-
neidad lineal, principalmente en sus concepciones como interferometro [B77 BI3H38], asi como
en el experimento de Rabbi [B8G] con campos magnéticos oscilantes. En [B87] se propone una
configuracion de corrientes eléctricas paralelas al haz, la cual produce el campo del SGE.
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Figura 4.1: a) El resultado original del SGE visto en la placa reactiva del experimento [B3]. Se notan las dos
regiones diferenciables de acumulacion en el eje z. b) La distribuciéon de probabilidad inferida del resultado

del SGE [53].

o1 N
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Figura 4.2: Esquema del experimento de Stern-Gerlach, tomado de [Il B]. Un haz de particulas de espin
1/2 es producido y arrojado desde un horno. Posteriormente, este haz es colimado mediante un obstéculo
con un pequefio agujero. El haz entonces atraviesa una regiéon con un campo magnético con una fuerte
inhomogeneidad lineal en la direccién transversa a la velocidad del haz, histéricamente producido por
un imén con una geometria especifica. Las lineas punteadas posteriores al iman del SGE representan la
inexistencia de trayectorias definidas, comunes al tratar el SGE y sus resultados, en favor de los dos posibles
resultados obtenidos en la medicién de la posicién. Estos resultados son producto de la superposicién en
el estado cuantico de las particulas resultante de la evolucion en el SGE [IJ.

4.1.1. El Stern-Gerlach Experimental

Originalmente el SGE se concibié como un experimento cuya meta principal era corroborar la
teorfa atomica de Sommerfeld y Debye [53] B4 B0l B8] BRI, es decir que su objetivo principal era
hallar pruebas que apoyaran o negaran la cuantizaciéon direccional de objetos cudnticos dentro de
campos eléctricos y magnéticos.

El experimento fue ideado por Otto Stern a partir de 1919, pues su conocimiento acerca de haces
moleculares era amplio y ademas era una gran oportunidad para poner a prueba la cuantizacion
espacial. En 1920 Walther Gerlach se uni6é a Stern para realizar el experimento, que sin embargo
no obtuvo resultados exitosos hasta el 8 de Febrero de 1922 [389] 390].

La realizacién del experimento a lo largo del par de anos de preparaciéon no estuvo exenta de
complicaciones, especialmente de indole econémica, pues el experimento estaba financiado princi-
palmente por Otto Stern y Max Born durante una etapa de posguerra, pero estas condiciones, a
pesar de ser adversas, no impidieron que el experimento tuviera resultados [390].
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4.1.1.1. Una nueva propiedad de la materia: el espin

Una vez que el SGE tuvo resultados exitosos, aunque no los esperados para muchos, incluido el
propio Stern, se trato de explicar cual era la razoén por la que los dtomos se concentraban en dos
areas diferentes y alejadas en la pantalla. En principio no existia razon por la que esta separacion
estuviera presente segun la teoria electromagnética clasica [B3] B4 Rl BRF].

De esta manera, el efecto del SGE permanecié sin una explicacion tedrica clara hasta el ano
de 1925 en el que Uhlenbeck y Goudsmit, e independientemente Kronig, propusieron la existencia
de una nueva propiedad de la materia que llamaron espin [BIIH393|, el cual es el equivalente
cuéantico del momento angular clésico y se considera como una propiedad intrinseca de la materia.
Solamente tomando en cuenta la existencia de este momento angular orbital es posibe explicar
satisfactoriamente el conocido efecto del SGE.

De esta forma se consiguié una explicacion de la visible separacion de grupos de particulas en
la pantalla del SGE gracias a un concepto nuevo que se propuso anos después, mostrando que no
siempre la teoria que respalda a un experimento es completa.

4.1.1.2. Mas alla del SGE

Una vez que el SGE se consagré como un experimento fundamental para la fisica, los cientificos
de mediados de los anios 20 siguieron investigando alrededor de él y por tanto buscaron aplicaciones
para este. Por supuesto, unos de los principales investigadores en desarrollar aplicaciones para el
SGE fueron Stern y su grupo. Una de las aplicaciones que el SGE tuvo desde sus inicios fue que se
podia utilizar como un medio para medir momentos magnéticos de particulas o moléculas [389]. La
bisqueda de una mayor precisién en la obtencién de momentos magnéticos naturalmente llevé a la
implementacién de campos auxiliares que pudieran mejorar la estabilidad de los haces moleculares,
por lo que los campos magnéticos consecutivos se conviertieron en una forma de mejorar dicho
proceso. Como ejemplo de esto tenemos al experimento de Phipps-Stern [394] y el de Frisch-Segré
B35 de 1932 y 1933 respectivamente, que se consideran de los primeros experimentos de Stern
Gerlach consecutivos.

El experimento de Rabi Un discipulo de Stern, Isidor Rabi, perfecciond la técnica de obtencion
de momentos magéticos de haces moleculares. En 1939 Rabi public6 su renombrado articulo acerca
del método de resonancia para medir momentos magnéticos con gran resolucion [B86], Rabi utilizo
las técnicas de Stern para desviar moléculas utilizando campos inhomogéneos para de esta forma
determinar el momento en que las moléculas realizan transiciones desde una orientacién a otra,
induciendo este cambio usando un campo oscilatorio. El experimento de Rabi tiene una aplicacion
directa en el método de resonancia magnética de hoy en dia [61], cuyo principal uso es el de obtener
im&genes internas del cuerpo.

Es clara la influencia del experimento de Stern Gerlach en la fisica y su legado ha sido vasto. No
debemos olvidar que el método de haces moleculares es la base del SGE y por tanto las aplicaciones
de este método son incontables, entre estas aplicaciones podemos mencionar el experimento del
corrimiento Lamb de 1947 [B36] que utilizé6 un esquema similar al de SGE, la creacién de los
primeros maseres en 1953 [BA7H399], que eran parecidos al experimento de Rabi debido a su caja
de resonancia, los relojes atomicos [A00] que tienen como precedente los experimentos de resonancia
de haces moleculares, y las trampas de iones [67) E01] 02], donde se inducen cambios de momentos
en los iones como en el experimento de Rabi.

Otra rama de estudio que estd intimamente ligada al SGE es la interferometria. Muchos han
sido los trabajos que utilizan al SGE como un aparato para estudiar la interferencia que podria
existir en diversas clases de particulas [B77 B83H385] H03|, [04]. De particular interés es el hecho
de que la interferencia entre las dos ramas del SGE prueba la existencia de superposiciéon cuantica

IB6, 377, (334}, B3] HO3).
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Figura 4.3: Esquema del SGE en el tratamiento semiclasico usual mostrado en libros de texto como [E8] 60].
El haz de particulas se muestra como dividiéndose en dos haces con trayectorias definidas debido a su
paso por la regiéon de campo magnético. La divisiéon es gradual desde que se encuentra entre los imanes,
correspondiendo a la dinamica de cambio lineal del momento clésico [27]. Se muestran los dos puntos de
acumulacion en la pantalla como resultado de esta dinamica semiclésica.

4.1.2. Tratamiento semiclasico

El SGE ha sido histéricamente tratado de una manera semiclasica, debido al comportamiento
particular de su resultado. En este sentido, la observacién en la pantalla de dos puntos de acumu-
lacién parece senalar a una divisién temprana del haz al pasar por el campo electromagnético. De
esto podemos inferir facilmente, al considerar la posibilidad de este resultado en cualquier punto
en el viaje del haz, que éste ya no se trata de un solo haz, sino de uno formado por particulas con
un espin positivo y de otro haz con particulas de espin negativo, viajando juntos de manera que
se separan en la direcciéon de la inhomogeneidad del campo. Esto es evidente por ejemplo, en la
Fig. (4.3), a partir de la exposicion en el libro de Sakurai [58] [60, el cual coincide con la mayoria
de los libros de texto clasicos de mecanica cuntica en el tratamiento presentado del SGE, que es
puramente semiclasico como se discute aqui, y en la introduccién de las propiedades del espin.

Resulta interesante que tales conclusiones detalladas se derivasen en los principios de la mecé-
nica cuantica a partir de los limitados resultados experimentales. Esto posiblemente tiene que ver
con las caracteristicas fundamentales del experimento, cuyo resultado ademas cabe ser explicado
en una manera de pensar clisica o causal. En este caso, las fuerzas electromagnéticas actuando
sobre un momento de espin definido aceleran a las particulas de una manera consistente con las
observaciones del experimento. Tales discusiones del SGE abundan en estos primeros anos, y son
las que permitieron inferir la cuantizacion espacial del espin Sec. [Ra].

A partir de estas discusiones clasicas en términos de trayectorias se han podido producir los
notables experimentos pensados, como los que vimos en la y Capitulo [T} asi como
aquellos basados en los SGE consecutivos que revelan la naturaleza anticonmutativa del espin
[B94] B9H], y la teoria de la medicion [BEHEA].

A continuacion se presenta el tratamiento semiclasico dado al SGE en estos términos. Las
particulas de espin un medio que forman el haz sujeto al SGE se consideran con cierto momento
magnético, i = —ud, determinado por su espin [B76]. Al atravesar el SGE estan expuestas a la
interacciéon del campo magnético, superpuesta con la accién del vuelo libre. Suponiendo que la
direccioén inicial de su movimiento es perpendicular al campo magnético, correspondiendo al eje y,
la accién de campo acelerara a la particula en las otras direcciones, x y z, de manera que el haz
se dividira y las dos componentes se separaran como resultado de esta interaccién mientras sigue
avanzando.

En el tratamiento clasico del experimento, se considera un campo magnético idealizado, con-
sistiendo en una inhomogeneidad lineal en la direccién z del espin de las particulas. El campo
magnético usado cominmente es

B =B,k = (By + b2)k. (4.1)
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De esta manera, existe una fuerza que acelera a las particulas en direccién z al interactuar con su
momento magnético:

Ferk= w285k = k. (4.2)
0z

Esta fuerza acelera a las particulas con un estado de espin correspondiendo a los dos diferentes
eigenestados en direcciones opuestas, consecuentemente separando el haz en z.

El hecho de que las particulas con el mimo espin poseen valores idénticos de su posicion significa
que las particulas del mismo espin se mueven juntas. Como en este caso existen sélo dos valores
de espin posibles, se forman dos haces que se separan espacialmente a partir de la configuracion
inicial de un solo haz, como se imagina en la Fig. (4.3)).

Por otro lado, como efecto de la fuerza en direccion de la inhomogeneidad del campo las par-
ticulas del haz, originalmente moviéndose en direccién y tnicamente, adquirirAn un momento en
direccion z. De esta manera podemos hablar de cada particula como poseyendo una posiciéon y
velocidad determinadas a cada instante temporal, con una evolucién clasica y una trayectoria defi-
nida en condicién de su espin. El tratamiento del experimento de una manera fenomenolégica con
estas trayectorias parece tener sentido cuando consideramos el propio resultado del experimento.
Asi se puede decir que la existencia en toda la region de vuelo libre de las particulas de puntos de
acumulacion en la pantalla en posiciones consistentes con las predichas por las acciones de las fuer-
zas semiclasicas permite inferir la existencia de una trayectoria especificada para cada particula.
Como se verd después en la Sec. (4.2)) esta inferencia no sigue el espiritu de la teoria cudntica, en
cuanto al principio de superposicion y al colapso de la funcién de onda, ambos conceptos tomando
un lugar primordial en el estado cudntico resultante de la dindmica de los dos posibles valores de
espin en el SGE y la medicion inherente al resultado del experimento.

4.1.3. El campo magnético del SGE

El campo magnético que se considera generalmente al tratar al SGE es el siguiente

— ~

B = (By + b2 )k, (4.3)

y es el que consideraremos en esta tesis. Este campo captura las propiedades bésicas del experi-
mento; la componente inhomogenea, compuesta por el gradiente en direccién z es la responsable de
la division del haz en direccion z [B3HBH], y su intensidad est4 parametrizada por b. By, por el otro
lado, es el parametro de una componente homogénea en z, que hace posible una forma general del
campo unidimiensional, pero principalmente nos permite describir la evolucién del haz visto como
inicialmente ubicado en el origen en z [A06]. En la descripcion unidimensional que desde el origen
del experimento se usa como una forma simplicada del SGE, este campo magnético es suficiente
para demostrar los efectos del experimento.

Sin embargo, este campo no es mas que una aproximacién util. Mas aiin, presenta un importante
problema, ya que no es irrotacional, como requieren las leyes de Maxwell. A falta de una descripcion
cuéntica del campo magnético del SGE y de la transferencia de energia requerida para la separacion
de los espines, mas alla de las dimensiones macroscopicas del experimento, el campo del SGE se
necesita considerar como un campo magnético clasico. Como tal, debe obedecer la ley de Gauss
para el campo magnético, la cual indica que el campo magnético es adivergente

V-B=0. (4.4)
Sin embargo, para el campo de Ec. (4.3),
V-B=b (4.5)

Si queremos que el campo magnético del SGE no tenga una componente en la direccién y, que es
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Figura 4.4: El campo magnético completo del SGE, Ec. . La condiciéon de adivergencia del campo,
Ec. , requiere una inhomogeneidad lineal igual y opuesta en direccién z, Ec. . El efecto de Stern-
Gerlach depende de la ubicacion espacial del haz en el campo, equivalentemente, de los valores de By y b
[£06]. Se grafica el campo para valores de a) Bo =0,b=1,b) By =2.5,b=1,¢) Bo =2.5,b=2.

la direccién del movimento del haz, sino inicamente en el plano transversal, necesitamos que
0,B, = —0,B, = —b, (4.6)

para satisfacer la Ec. (4.4), considerando la Ec. ([.5]), con lo que el campo completo a considerar
es Fig. (4.4)
B = —bri+ (By + bz)k. (4.7

Singh y Sharma [407] apropiadamente sefialan que en los casos en los que la componente
homogénea del campo en direccion z, By, es mucho mayor que la homogeneidad del campo, que,
al menos, satisface Ec. (4.6), el momento magnético en direcciéon x oscila tan rdpidamente que no
genera un cambio en el momento de los atomos en el SGE, y por tanto, puede aproximarse por la
expresion Ec. (4.3). Bohm [B7], especiﬁcﬂ 207

El promedio temporal de la fuerza, asi como el momento, en la direccién z es cero.
En un experimento, que siempre mide el valor promedio del valor de expectacion sobre
un intervalo temporal finito, una desviacién de cero en la direccién x no sera observada.

El tratamiento cuantico del SGE sigue tipicamente este resultado, como en [AO8HAI0]. Singh
y Sharma [AQ7] argumentan la aplicaciéon de tal aproximacién respecto a la localizacion del haz
alrededor del origen, asi como su geometria plana tipica. Hsu et al. [A06] revisan los efectos en
la evolucién del SGE con la ubicacién del haz respecto al campo magnético, equivalentemente a
cambiar los valores de By y b en la descripcion del experimento dada por la Ec. (4.7).

Por otro lado, en [ el modelo semiclésico del experimento permite analizar los efectos de
tal inhomogeneidad de forma general, asi como la aproximacion lineal. Asi mismo, en [B76H379] se
discuten los efectos en el modelo semiclésico que tienen las aproximaciones usadas en la forma del
campo magnético. Englert et al. [B77] consideran la idealidad del SGE analizando el efecto de las
sucesivas aproximaciones a la dependencia del campo en z, z, asi como y, que llevan al resultado
de la Ec. ([4.6), sobre la evolucion del haz y la medicion realizada en la pantalla.

Finalmente, la forma peculiar del resultado obtenido originalmente por Stern y Gerlach [B3]
en la que el haz aparece cerrado en los extremos, Figs. y , surge de la no idealidad del
campo magnético, siendo que el campo so6lo presenta la forma de la Ec. en el plano y — z en

condiciones reales [B77, M06], y debido a la geometria de los imanes original [B3] BT, Fig. (4.4).
Asi mismo, la mayor anchura de la acumulacién en la region positiva sobre el eje z se debe tanto

IThe time average of the force as well as the momentum in the z-direction is zero. In an experiment, which
always measures the average value of the expectation value over a finite time interval, a deviation from zero in the
z-direction will not be observed. [A07]
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Figura 4.5: Esquema del resultado original del experimento de Stern-Gerlach, Fig. (4.1) [53]. Los puntos
de acumulacién en direcciéon z para distintos valores de = se acercan mientras nos alejamos del eje z, hasta
aparecer cerrados. Esto se debe a que la geometria de los imanes s6lo permite un campo como el de la

Ec. ([£.7) sobre el eje z [B3} BTT E6], Fig. (4.4).

a efectos de mayor orden en el campo magnético en direcciones z y x, como a la necesidad de
describir el estado inicial del SGE como un estado mixto general [400].

La componente en z del campo magnético del SGE A continuacién revisaremos la deri-
vacion usual de la aproximacion Ec. (£.3), segtn es presentada en [57].

Ademés de la ley de Gauss, Ec. , tenemos que un campo magnético obedece la ley de
Ampére-Maxwell, que en un vacio sin corriente ni campo eléctrico indica que el campo magnético
es irrotacional

V x Bl= (8,B. — 8.B,)i — (0. B. — 9.B,)j + (8. B, — 8,B.)k] = 0. (4.8)

Una inhomogeneidad fuerte en la direcciéon z requerird asi mismo una inhomogeneidad de la misma
magnitud en la direccién x, de acuerdo a la Ec. . Las variaciones en y del campo magnético del
SGE se conocen como efectos de borde, debido a que el campo tiene una forma ideal en el interior
del iman, y al salir de este se va diluyendo con efectos dificiles de predecir y considerar. Ignorando
estas variaciones se toma B, = 0 dentro y fuera del iman, y podemos escribir el campo con las
componentes

Bz =bz + qb(ill'),
B, = bz + ¢(2), (4.9)

donde ¢(z) y ¢(2) son funciones arbitrarias para las que el campo cumple Ecs. (4.4) y (4.8). De la
Ec. (@.8) requerimos que

8.B, = 8,B. =0,
8.B, = d,B. =0, (4.10)

0.B, = 0,B. = 0. (4.11)

La condicién B independiente de y ocasiona que la Ec. (4.10]) se satisfaga automaticamente. Las

condiciones Ecs. (4.9) y (4.11) se satisfacen escogiendo
be) = Bo,  p(z) =0. (4.12)
Por lo tanto, el campo mas simple que cumple las condiciones Ecs. (4.4) y (4.8) es el de la Ec. (4.7),

B = —bzi+ (By + b2)k. (4.13)
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El torque en el momento magnético ji generado por el campo magnético ocasiona un cambio
en el momento angular, que en este caso se traduce a un cambio en el espin del electrén,

as =

Ahora, el momento magnético esté relacionado con el espin,

fi = —2p/hS, (4.15)

con fi, = g% = g%, pp el magneton de Bohr, de manera que

(iT/Z - —2’7;%7 x B. (4.16)
Considerando B de la Ec. con
By > |bx| = |bz|, (4.17)
tenemos dji 2o A
I Ty A Bok, (4.18)

lo que corresponde a una precesion alrededor del eje z. La frecuencia de la presecion es

w=2u.By/h (4.19)

Podemos encontrar el momento magnético a partir de la Ec. (4.18))

2
= —W Ug,

! 2
dt2 = —W My,

=0, (4.20)

sy () = pray (0) €7° (4.21)

El Hamiltoniano que describe la interaccion del campo magnético con el momento magnético es

7

Hy=—ji- B = —py(t)bx — p=Bo — p=bz. (4.22)

De esta manera, la fuerza en la direccion x es

F, = d]zft(t) = 112 ()b = pg (0)be it (4.23)

la que oscila con la frecuencia Ec. . A pesar de que sea del mismo orden que F, = p.b, la
fuerza en z oscila rapidamente segin la condiciéon Ec. , asi como el momento en z. Por lo
tanto, el promedio temporal de la fuerza, y del momento en z, es nulo. Asi, la accién del campo
del SGE se puede describir adecuadamente con el campo

B =B,k = (By + b2)k. (4.24)
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4.1.4. Tratamiento cuantico

El SGE ha sido sujeto de numerosos intentos por ser tratado de una manera cudntica, con el
objetivo de describir el resultado observado, que al depender del espin es inherentemente cuéntico,
como resultado de procesos cuanticos sobre el estado cuantico que representa a las particulas. Asi
mismo, una descripcion completamente cuantica del campo magnético del SGE y su accién sobre
el estado de las particulas contiene la promesa de iluminar la naturaleza del proceso por el cual la
interaccion con el espin toma esta forma.

Debido a que el efecto del SGE demuestra una naturaleza cuédntica de la interaccién entre 4tomos
y campo magnético [B8], y fue de hecho ideado para demostrar tal cualidad, un tratamiento cuantico
con el que describir lo que sucede en el experimento ha sido altamente deseado, especialmente como
resultado de la formulacion actual de la mecénica cuantica. Como discutimos en la Sec. ,
el descubrimiento y formalizacion del espin, ayudado por el SGE, fue uno de los fenémenos que
impulsé el establecimiento del formalismo de la mecanica cuantica. Sin embargo, la forma que
toma la ecuacién de Schrédinger bajo la accién del campo del SGE es especialmente complicada, y
dificulta la obtencién de la evolucién a la que estan sujetas las particulas en el SGE. Considerando
el campo del SGE como en la Ec. , tenemos que su hamiltoniano es

. —h?
H= %W + pe (Bg + b2) 0. (4.25)

La ecuacion de Schréodinger resultante de este hamiltoniano,

(7, t)

lhiat

= H(7, 1), (4.26)
presenta evolucion unitaria en las coordenadas x y y, sin embargo la separacién de variables no per-
mite resolver la ecuacion diferencial resultante en la coordenada z. El hamiltoniano de la Ec. (4.25)
es independiente del tiempo, sin embargo, la no-conmutatividad de p, y z no permite encontrar
explicitamente de la manera usual la solucién general mediante el operador de evolucion,

Y(F,t) = exp (?H) Y (7, 0), (4.27)

a partir de la funcién de onda inicial, ¥ (7, 0). En la Sec. (4.2.1) se resolvera este problema, permi-
tiendo encontrar la evolucién del SGE con la solucién usual de la ecuacion de Schrodinger. Este
método admite, por su naturaleza conteniendo el operador de evolucion, una forma general del
campo magnético, como vimos en la Sec. , e idealmente, una expresion cuantica del campo
del SGE. A continuacién se expondran las diversas técnicas propuestas en la literatura para en-
contrar la evolucion cuantica de las particulas en el SGE, que buscan circunventar las dificultades
para resolver la ecuacion de Schrodinger.

4.1.4.1. Solucién mediante fuerzas electromagnéticas

En esta seccién revisaremos la descripcion de la evolucion del SGE mediante una aceleraciéon
clasica proveniente del campo electromagnético sobre la funcién de onda que describe el estado
cuantico de las particulas. Esta es la descripciéon semiclasica que cominmente se da al hablar del
estado cuantico del SGE.

Las fuerzas electromagnéticas han sido una herramienta usada ampliamente en la descrip-
cion de la dinamica del SGE, comenzando con su tratamiento semiclésico, como se tratoé en la
Sec. (@.1.2)). El SGE demostr6 que la interaccién entre los campos electromagnéticos y los atomos
tienen propiedades que no se pueden explicar en la teoria del electromagnetismo clasico, siendo
que el comportamiento cualitativamente cuantico de los &tomos que modelan a los electrones en
el SGE es completamente consistente con la teoria del espin, ayudando asi mismo en su desarrollo
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[B6]. De esta manera, podemos explicar la interacciéon de los &tomos con el campo como una accién
distinta de éste tltmo dependiendo del espin, como se hace también en el tratamiento semiclasico
de la Sec. (4.1.2)).

Un paso a la cuantizacion del experimento desde este tratamiento semiclasico es la descripcién
cuéntica de la posiciéon de las particulas, mediante un paquete de ondas.Asi, las dos componenetes
del estado, posicién y espin, estaran dadas de una manera cuéntica. Sin embargo, la evoluciéon se
describe a partir de un tratamiento cualitativo. En éste se argumenta la distinta aceleracién de
cada componente, dependiendo del momento magnético de espin, y describiendo la dindmica de la
posicion por el movimiento clasico del centro del paquete de ondas, bajo la accién de las fuerzas
clasicas, en el sentido expresado en [AII].

Aqui seguiremos el tratamiento de Roston et al. [B2], en el que esta solucion de la ecuaciéon
de Schrodinger se aplica a la separacion de la ecuacién espinorial, Sec. (4.1.4.2)), para encontrar
la evolucién del SGE. Asumiendo la forma del campo electromagnético de la Ec. (4.24)), solo la
componente z se ve afectada por el campo, estando sujeta a una fuerza electromagnética para cada
componente con espin :I:g, Ec. , de

Fy = mae+ = +pucb. (4.28)

1e es el momento magnético de espin, Ec. (4.15)). En la solucién espinorial del SGE, tenemos que
la evolucién para cada componente segin la ecuacién de Schrodinger se desacopla gracias a la
forma del campo sin componente x de Ec. (4.24). Esto lo veremos en mas detalle en la siguiente

Sec. (4.1.4.2).

Segun el método de [AIT], en [B2] se propone una solucién independiente para cada componente
de espin de la forma

if1.Bot \ —
U, (2,t) = exp (f“ = ) T, (2,1), (4.29)
con 1
Wy (z,t) = s (z — 29 — Vot — §acit2, t) S (=1 (4.30)

donde zg es el valor esperado del paquete de ondas inicial y vy la velocidad clasica que correspon-
deria al momento inicial, dando asi los parametros clasicos iniciales de la evolucién por la fuerzas
electromagnéticas constantes de la Ec. , y la dependencia en z de la funcién ¢4 por esta evo-
lucién. Llevando a cabo las derivaciones de la ecuacion de Schrodinger, Ec. , se encuentran
condiciones para la funcién S, que llevan a

1 1 1
Si(z,t) = % (voz + acqzt — §acivot2 - Eaiiﬁ - ivgt + cte.) . (4.31)

Finalmente, con un paquete de ondas Gaussiano inicial en la componente z para cada estado de
espin, de ancho o y velocidad de grupo k4, respectivamente, se obtienen las soluciones

1 1
o4 2 9 ith)2 (z —Zi)2
Uy(z,t) = 4+ — :
£ (2\/%) <0i am) TP\T1+ B)

s 2 hk4t
ioy ky (z — 2t — o5 )

X exp R exp (1T (z,t)) (4.32)
1o,
con Lub
24 (t) = 20 + vot + 5 'li; t2, (4.33)
Byt
Ti(z,t) = Si(z,t) F 220 (4.34)

h
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4.1.4.2. Soluciones espinoriales

El método de espinores permite desacoplar la ecuacion de Schrodinger segin el espin involucrado
para ciertas condiciones del campo magnético del SGE, segtn se vié en la Sec. . El operador
de Pauli en el hamiltoniano del SGE, Ec. ([#.25), indica una accién diferenciada sobre los distintos
estados de espin.

El Hamiltoniano que se obtiene del campo magnético del SGE es el de la Ec. (4.25), con éste
la ecuacion de Schrodinger, Ec. (4.26)), toma la forma

L O|p(Ft —R? .

lhw = (2mv2 + 1 (Bo + b2) az> [ (7, t)). (4.35)
Considerando el resultado del SGE y la distinta accién del Hamiltoniano sobre cada estado de
espin, justifica tomar a la funcién de onda como una funcién espinorial,

i = (3 e (436)

con los espinores de Pauli ¥, y W_ relacionados con o,.

En 1992, Platt [A12] describi6 al SGE partiendo de la condicion general de que la parte espacial
de la funcién de onda se escriba como un espinor, dependiendo del espin en la direccién de la
inhomogeneidad de campo, como en la Ec. . Las ecuaciones espinoriales que surgen de la
ecuacion de Schrodinger son

n? , OV,
—%V Uy +ipcbz¥_ + pe(Bo + b2)Vy =ik 5
h? o _
—%VQ\I/, —ipebz Wy — pu(Bo 4+ b2)U_ = ih=— (4.37)

acopladas por el operador de espin en la direccién transversal, x. Esta accién se puede remover
considerando las oscilaciones del momento magnético, como en la Sec. (4.1.3), con lo que las
ecuaciones espinoriales quedan desacopladas

h? . OW
—%Wm + pe(Bo + b2)¥ 4 =ik 8:
h? o _
—ﬂv%_ — p1e(Bo +b2)V_ = ihw, (4.38)

donde W es la funciéon de onda con la contribucién de la parte homogénea del campo, By, removida,

definida como
i/j,cBot

U (7,t) = exp (:F ) T (7, 1), (4.39)

que corresponde con la funcion de la Ec. (4.30)).

En [HI2] no se resuelven estas ecuaciones, sino que se observa de aqui el argumento semiclésico
de las fuerzas efectivas independientes acelerando a las particulas segin un valor predefinido de
espin. El teorema de Ehrenfest, con los hamiltonianos efectivos que pueden ser inferidos de la
Ec. , lleva a un movimiento determinado para los promedios de cada grupo de particulas con
un espin definido, de lo que en [AIZ] el autor concluye la existencia de trayectorias definidas y la
separacion del haz en dos en el SGE.

Las ecuaciones Ec. (4.38]) se obtienen igualmente en [A0§]. De estas se declara una solucion para
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la evolucién de la posiciéon en términos de W como un paquete de ondas Gaussiano,

3 2
1 vt 2+ _ t 2+ vot t
V(R ) = (27T52> exp o (y — vyt) (Z:F P ) ] exp {i [—Ai + (y — U;/) ky j:kzz]}
t

4008
(4.40)
. _ peBot m2v§t2 _ bt _ mu. _ iht . .
aqui Ay = P4 =5 v, = B2k, = "2y sy = 00 (1 + 5,75 ). A partir de estas funciones,
0

las particulas se consideran en una superposicion con los distintos eigenestados de espin,

U(r,t) = aW (11) @ [1). + BY_(71) @ [1)-, (4.41)
como la evolucién del estado inicial

U(F, ¢ = 0) = To(7) @ (1) + BIL).)- (4.42)

Sin embargo, ain se habla de la evolucion independiente de las particulas dependiendo de su
estado de espin y resultando en aceleraciones distintas. Tal enfoque se observa de la inclusion de
aceleraciones en la solucion de ¥, Ec. , de manera reminiscente a la evolucion de paquetes
de onda de [II]. Sin embargo, no se describe la obtencion de este resultado, por lo que no se puede
considerar como una solucién general a la ecuaciéon de Schrodinger del SGE. Es interesante que
estos autores determinan la evolucién tanto en la regién con el campo electromagnético como en
la region libre posterior. Adicionalmente, el articutlo de Home et al. [A08] se dedica a estudiar la
idealidad del SGE, considerada como la separaciéon de los resultados en la pantalla, en términos
de las fracciones de las distribuciones de probabilidad resultantes de la Ec. (4.41) en las regiones
positiva y negativa del plano = — z, asi como la idealidad dada por la ausencia de superposicién de
las dos funciones de onda espinoriales.

Numerosos autores han usado el método espinorial de [AI2] y las ecuaciones desacopladas de
las Ec. para investigar la evolucion del SGE. A continuacion, en lo que resta de esta seccion,
se resumen algunas soluciones propuestas, adicionalmente a la de [52] de la Sec. , y la de
[£0]] discutida arriba, antes de revisar la solucion completa cuantica que damos de la ecuacion de
Schrodinger en [ 2] en la siguiente Sec. (4.2.1)).

4.1.4.3. Solucién mediante funciones de Green

Patil [AI3] considera también un enfoque espinorial para encontrar la evolucion del SGE usando
funciones de Green. Aqui se toma como estado inicial un espinor, como la Ec. (4.36)), cuyas funciones
de onda componentes dependen de los dos distintos eigenestados de espin. La evolucién es dada
por la accién de funciones de Green, que se derivan del efecto del campo magnético sobre cada
espin.

La interpretacion de las evoluciones independientes de las componentes espinoriales es nueva-
mente la evolucién distinta generada por la accién del operador de Pauli sobre los estados de espin,
que, como discute Platt [A12], genera un Hamiltoniano efectivo para cada componente espinorial,

2
i, = 2=
2m

+bzo., (4.43)

de manera que los estados espinoriales de la Ec. (4.36]) corresponden a

Wy (1)) = exp [1;; <1”2 + bzﬂ T4 (0)). (4.44)

2m
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La evolucion determinada por la funcién de Green es

Vo (21) = / Gt (2t 20) W (20, 0) d 20, (4.45)

.t 2
exp {—lh (22)7; :I:bz)}

Esta funcién es evaluada mediante integrales sucesivas obtenidas al expresar la exponencial corres-
pondiente al operador de evolucién como una factorizacién infinita

it [ p? , itp? ithz\ 1"
o | (3 202) | = Jim o () e (7 )| (4.47)

Considerando paquetes de onda iniciales Gaussianos,

con la funcién de Green correspondiente

Gi(z,t;529) = <z

z0> . (4.46)

22

1(0) = (2|0£(0)) = Are™ 2, (4.48)

el estado evolucionado obtenido con la funcién de Green encontrada en [HI3] es

2ith\ % | (=2 4%)
Ui(z,t)=Ag <1 + ’fTLO'Q) e'?+ exp Ty :‘,fifji , (4.49)
con ¢4+ una fase,
V3 m b2\ m2o (z + %)2
d):t:—%ﬁ‘% <Z:|:27n) - 12h2 1+% (4.50)

Adicionalmente, en Patil [AI3] se remarca la inexistencia de las trayectorias supuestas para el
SGE, argumentando que el colapso de la funcién de onda no sucede hasta la medicion en la pantalla,
sino que es la distribucién de probabilidad la que desarrolla picos distinguibles como resultado de
la interaccién con el campo magnético, ver Figs. y ([6). Aqui también vemos como debido a
la naturaleza del espinor inicial, Ec. , el colapso espacial es acompanado por un colapso en
el estado de espin.

4.1.4.4. Solucién por Eigenenergias

Finalmente, para concluir esta seccion, en [I ] analizamos las ecuaciones desacopladas de la
Ec. (4.38), de manera que podemos obtener de manera explicita la solucién por eigenvalores de la
ecuacion de Schrédinger inicial, Ec. (4.35)).

Comenzamos tomando Unicamente la Ec. (4.38) para ¥, . Usando el método de separacion de
variables, consideraremos funciones separadas para 7y t,

Vi (7, t) = ¢(F)e(t), (4.51)

con

o(t) = exp <h) , (4.52)
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b)
SGEy

(2, 8)—>| U [—>IV(E) =) [+)+]v) =)

Figura 4.6: Tratamiento cuantico de la evoluciéon del SGE. a) El estado espinorial representa trayectorias
diferenciadas para cada componente del espinor independientemente, Ecs. y . b) En la evolucién
completamente cuantica del SGE, Sec. , el estado cuantico de espin evoluciona en una superposicion,
debido al potencial del SGE.

la componente temporal, y la ecuacién independiente del tiempo

V2() + 2anebaol7) = 2 6(). (4.53)
Ahora, definimos
() = Vo (2) ¥y (y) V2 (2). (4.54)

Con esto, la Ec. (4.53) da las siguientes ecuaciones separadas para cada componente

0%V, (x) 2mE,

9r2 h Vs (),
0*W,(y) 2mE,
8y2 - h ley(?/)v
0?W,(z)  2m 2mE,
W + ?ucbzlllz(z) = — 7 \I/z(z) (455)

Aqui hacemos los eigenvalores de las ecuaciones separadas E,, E,, E., correspondiendo a las energas
efectivas en cada componente espacial. La solucién general a las ecuaciones libres para = y y de
la Ec. las construimos como paquetes de onda a partir de las soluciones particulares e*=* y
e'®v¥_ considerando la componente correspondiente a las energias £, y E. de o(t), Ec. . Esto
nos lleva a

1 ° . hk?
U, (z,t) = \/—27_ d(ky)exp | ikzx — 1%t dk;,

e3¢} hk,Q
W, (y,1) = \/% /_ 6(k,) exp (ik:yy . %) dk,. (4.56)

2m

La ecuacién para z de la Ec. (4.55)) no es tan simple de resolver, y como vemos, es esta la ecuacion
cuya solucion ha guiado los estudios modernos del SGE. En [II B] notamos que esta es una ecuacion
de Airy, y delineamos una solucion siguiendo un procedimiento similar al de [E14].

Definiendo £(z) de manera conveniente podemos convertir la Ec. (4.55)) para ¥(z) a la ecuaciéon

de Airy. Hacemos
E.\ 2mF,
¢ = <z + ) mr (4.57)

F, h
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con F, = u.b, que corresponde a la fuerza electromagnética clasica del campo del SGE, y obtenemos
la ecuacién de Airy para We(€) = ¥, (2())

0*We(€) _
e HEve©) =0. (4.58)

La solucion a la ecuacion de Airy esta dada por T3]
Pe(§) = N Ai(=¢) + M Bi(=£), (4.59)

con condicién de normalizaciéon
| wevaeras = o - £, (4.60)

y Bl = E.(2(¢)), Ai y Bi son funciones de Airy. A partir de esta solucién podemos, de la misma
manera que para x y ¥, construir una solucién fisica a la evolucion de la ecuaciéon de Schrédinger
como un paquete de onda

iByt

w6 = [ olEIuL©e T dE. (461)

La solucion final depende entonces de los eigenvalores de la energia de los hamiltonianos efectivos.
En este articulo [l 2] no se procede a la solucion final por este camino, siendo también bastante
complejo encontrar una expresion analitica a la funcién que resuelve la ecuacién, Ec. . Sin
embargo, mostramos cémo a partir del método de espinores presentado por Platt [AI2] podemos
llegar a una solucion para la evolucion del SGE dada por funciones separadas de x, y, z y t para
cada funcién espinorial que depende de la solucion de la ecuacion de eigenvalores, que es la ecuacion
de Schrédinger independiente del tiempo.

4.2. Descripcién completamente cuantica del SGE

El experimento de Stern-Gerlach es comunmente en la literatura tratado de una manera semi-
clasica [0} 2]. Resalta su papel en la ensenanza de la fisica y la comun aparicion de la descripcion
semiclasica en libros de texto [Il 2], como por ejemplo [57, B9 6T 62 62H64]. La prevalencia de
este enfoque se puede asignar a la suposicion de que el iman divide al haz en dos partes, que
tomaran dos caminos distinguibles. En este caso, podria tratarse a estas dos componentes como
haces evolucionando clasicamente, mientras que la tnica componente cuantica en la descripcion
del experimento es la separaciéon que resulta de los distintos estados de espin.

Sin embargo, argiiimos que esta aparente separacion es debida al colapso de la funcion de onda,
la cual incluye dos términos en superposicion. Por lo tanto, asi como el colapso, la separaciéon del
haz no toma lugar hasta la medicién del haz en la pantalla. De esta manera, no se puede justificar
el tratamiento semiclasico del SGE.

Lo anterior lo podemos decir de una manera cualitativa. Sin embargo, es de esperar que un
haz general, con componentes de espin homogéneas, tenga a sus particulas descritas por una su-
perposicién de eigenestados de espin, es decir, estas particulas no poseen un espin definido, sino
que se determina por el operador que realizard la medicion, presentando una mezcla de estos ei-
genestados. Adicionalmente, una evolucién unitaria cuantica no colapsara esta superposicion, por
lo que el estado evolucionado también estard en una superposicién de los eigenestados de espin.
Esto corresponde a lo discutido anteriormente. De esta manera, la dindmica cudntica del SGE es
consistente en concepto con las observaciones experimentales.

A pesar de esto, la evolucion cuantica del SGE, definida por la interaccion con el campo mag-
nético, no es simple de encontrar como una solucion a la ecuaciéon de Schrodinger. Por otro lado,
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la ecuacion de Schrédinger rige la dindmica del mundo cuéntico, y es una herramienta sumamente
poderosa. De esta manera, es deseable resolverla con el potencial correspondiente a la evolucién en
el SGE. Esto lo hemos hecho en [I} 2].

4.2.1. Evolucién Cuantica

Para encontrar el potencial del SGE tomamos un campo magnético clasico con una inhomoge-
neidad lineal en la direccién z:

— A~

B = (Byg+bz)k — bxi (4.62)

El campo anterior satisface las ecuaciones de Maxwell, como es requerido. Sin embargo, notamos
que podemos ignorar la componente en direcciéon x, debido a que al tomar el valor esperado
del momento de espin encontramos que las rapidas oscilaciones en esta direcciéon no contribuyen
significativamente en la evolucién |57}, BT, E08], Sec. (£.1.3). De esta manera consideramos el
siguiente campo

— A

B = (By+b2)k (4.63)

El acoplamiento con el espin se da mediante el operador de espin de Pauli, con lo que tenemos el
potencial del SGE

Lhe (0‘ . E) (4.64)

con fi. = g% el momento magnético, Ec. 1) q es la carga eléctrica, g la razén giromagnética,
y o es el vector de Pauli. De esta manera, el Hamiltoniano del SGE es
N .
H=""V2 14, <a : B> . (4.65)
2m

Y la evolucion determinada por la solucién a la ecuaciéon de Schrédinger la tenemos como

b (7, t) = U (7,0) = exp™ # 7 4 (7,0) (4.66)

4.2.1.1. La Factorizacion del Operador de Evoluciéon

La dinamica del sistema esta dada mediante el operador de evolucién
. itH it [—h%_,

Sin embargo, para aplicarlo al estado inicial del SGE requerimos realizar una factorizacién. Notando
que H es de la forma exp’\(A+B ), podemos aplicar el método de factorizacion derivado en [HAI6],
como hacemos en [} B]. Comenzamos proponiendo una factorizacion de la forma

AATB) _ ofo(N) o iV B oF2(NC ofs(NA (4.68)
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identificando A = —ilply B = (By+bz)0.. Las funciones f;(\) deben satisfacer f1(0) = fo(0) =
f3(0) = 0 EI6 EIT7]. Se cumplen asi las siguientes relaciones de conmutacion

A5y =T0by o 6
[Av Cv} :Oa
A it3 u2b?
Bl=-—Fc — g 4.
C,B) =~ =t K (4.69)

Haciendo F(\) = eMA+E) ' puestra funcion de interés, la siguiente relacion,

dF(X

o =(A+ B)F(\)
~UIN py) 4 3N iy LN e g ey
+d*’;§) A—fi(NC — @n F(\), (4.70)
nos da un sistema de ecuaciones para las funciones f;(A),
dfi(A) _
dx 1
dfs0) _
dx
dfa(N) dfs(N) _
dx ax V=0
2
dJ;O;A) + dﬁzf\)\)fl()\)/i - d{f/(\A) fléA) k=0, (4.71)
con soluciones
3
fo(A) = —%H
fi(A) = fs(A) =
)\2
RO =5 (4.72)

Tomando A = 1 obtenemos la funcion inicial, F(A = 1) = U de la Ec. (4.67).
Con esto obtenemos finalmente el operador de evolucién como

3 K itpc 2 2 He
U (t) =exp (_6) exp [— Sy (p2 +py)] exp {— (Bo + bz)}
it pch it

dondeﬁ—t“c Ec

4.2.1.2. El Estado Enredado del SGE

El estado inicial que serd evolucionado representando a las particulas sujetas a la accion del
SGE corresponde a un estado puro del sistema compuesto formado por los subsistemas de posicién
y de espin. Este estado puro es definido como un producto de un paquete de ondas Gaussiano y
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una superposicién de los eigenestados de espin en la direccién de la inhomogeneidad del campo, z,
definidos como |+), |—), de manera que

W (0)) = ¢ (7) (al+) + B|-)) (4.74)
y
1 2.
o (F) = W exp (—403 +ik - r) (4.75)

es un paquete de ondas Gaussiano con anchura dada por og. En lo siguiente hacemos el vector de
onda inicial k = k,j. Para el andlisis que se llevard a cabo en este trabajo de tesis se considera al
estado inicial en una superposicién homogénea de espin, es decir, tomando o = 8 = 1/v/2, con lo
que el estado inicial de la Ec. es

¥ (0)) = %% (™) (1) + =) - (4.76)

Encontramos el estado saliente del aparato de Stern-Gerlach, obtenido de este estado, Ec. (4.76)),
por la evolucion aunterior de la Ec. (4.66)), con el operador de la Ec. (4.73), dado por la siguiente

expresion [ 2]

(U (F51)) = [t (238)) [y (y;t)>i2 (4 (25 8))[+) + [9— (z30))]-)] (4.77)
o H i ~z —z?
Vo (w31) = (zths (238)) = [\/20—#} <08 + ;Z) exp Ll(ag—&—ith/Qm)} ) (4.78)
Yy (y51) = (yly (y;1)) (4.79)
oo 1P i\ TE diyo2k, — (y? — 40ik2)

- [\/ﬂ] (UO - Qm) e 7 exp [4(03 +i(t)h/2m)] P [4(03 +ith/2m)1 ’

Y (231) = (2|Ypx (251)) (4.80)
t2ucb 2

1 ) 1 + .

_sl oo 12 5 1ht) 2 (Z 2m) { itp, ]

=e 6 |— o+ — exp | ————5—+ | ex By +bz)| .
|:\/27T:| < 0 m P 4(034—%) P h (Bo )

Asi, el punto inicial de este trabajo se hace evidente, que es la presencia de enredamiento entre
la posicion y el espin como resultado de su viaje a través del campo magnético del SGE. En este
estado, el estado del subsistema de posicion, expresado mediante las funciones ¥4, no se puede
separar de aquel del subsistema de espin, lo que es evidente de la forma en la expresiéon anterior.
Asi mismo, encontramos que naturalmente este estado enredado hace manifiestas las caracteristicas
cuanticas del SGE en tanto a sus correlaciones cuanticas. Se revisarin tales correlaciones en las
siguientes secciones. Posteriormente, en esta tesis se analizarén las propiedades de las correlaciones
cuanticas del SGE contenidas en este estado, y que corresponden a su enredamiento hibrido.
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4.2.2. La distribuciéon de probabilidad

En la Ec. tenemos la evolucién temporal de una particula que atraviesa el SGE dada
por un estado cudntico. Cuando observamos el haz en la pantalla del experimento, tenemos una
multitud de particulas colisionando en esta. La densidad de probabilidad del estado anterior nos
muestra la distribucién de los resultados de la mediciéon de la posicién que tiene lugar en la pantalla.
En la placa conmemorativa al experimento de Stern-Gerlach en la Universidad de Frankfurt de
la Fig. se muestra de forma esquematica la relacion entre la distribucién de probabilidad y la
acumulacién de particulas en la pantalla, Fig. . En esta seccién se analizan la densidad de
probabilidad del estado del SGE de la Ec. (4.77)); al graficarla podemos observar la division del haz
en tiempos de interacciéon incrementantes dados por el pardmetro temporal ¢ de nuestra solucion.

La densidad de probabilidad para la funcién de onda del SGE, Ec. ([{.77), se tiene como
p(x,y,2t) = |9 (4.81)

1

5 Kdbal (gl (W [CH + (W= [{=DT{[02) [9y) (1)) + (9=} [=))]

— 020|502 +02)
= pe (T;1) py (Y5 ) P2 (25 1) .

Definanse los siguientes pardmetros adimensionales

ht
0
1/3
o pebm
k.\@ao( or3 ) ,

estas definiciones seran convenientes en todo el analisis del SGE hecho en esta tesis. Podemos
escribir explicitamente

1 B (z/00+\/§k372)2 B (z/agfx/ik?’rz 2
pe(zit) = ————==e 0 4e 2047 ; 4.83
(1) 200/7 (1 +72) ( )
y tenemos
Pz (T, 23t) = py (731) P2 (251) (4.84)
1 B zz/ag _(z/o‘o+\/§k3ﬂ'2)2 _(z/n‘of\/fk'sz)z
e 200+72) |¢ 2(1472) Te 2(1+72)

T doZr (1+ 2)

para la distribucién de probabilidad en el plano xz — z. Similarmente, en el plano y — z,

Pyz (Y, 23t) = py (y; 1) p= (251) (4.85)

2 2
—203k2 (y/00)2 —drkyy/oo+aodk2 (2/50+vER3~2) (2/0—v2K3+2)
2(1+472) e 2(1+472) +e 2(1+72)

e
 dodm(1+ 7'2)6

En la Fig. (4.7) graficamos p,. de la Ec. (4.84) para valores de ¥ = 1 y a un tiempo de
interaccién 7 = 2. En las Figs. (4.8) a (4.10) graficamos p., p,. ¥ py-, respectivamente, para 7 de

0 al2enlaFig. ¢.8), 7 =0,1,2,4,....,12 en la Fig. (4.9) y de 0 a 11 en la dltima Fig. (4.10),
incrementando en 1 por cada cuadro. También en estas figuras k = 0.7, excepto en la Fig. (4.9),
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donde k = 0.5; 0p = 1, y ky = 2/0¢. Con estas graficas podemos apreciar la dindmica de la
densidad de probabilidad con el tiempo de interacciéon. En base a estos resultados se han creado
videos donde se puede visualizar el comportamiento apreciado aqui con mas detalle segin crece el
pardmetro temporal [AI8].

Especificamente para calcular p,, suponemos que el tiempo de vuelo es el mismo que el tiempo
de interaccion 7. El tiempo de vuelo esta directamente involucrado en p, gracias a la inclusioén del
término de momento que depende de k, en las Ec. y EC., sin embargo no separamos
éste del tiempo de interaccion al aplicar la evolucién de la Ec. (4.73))

Mientras mas tiempo pasa la particula en el interior del aparato, interactuando con el campo
magnético, mayor es la separacién entre las distribuciones de probabilidad correspondientes a cada
uno de los estados de espin, y mejor podemos distinguir el valor correspondiente al espin al medir
la posicién de las particulas en la pantalla. Esto indica hacia la existencia de correlaciones entre las
dos propiedades, que proviene del enredamiento entre la posicién en z y el espin de la Ec. (4.77).
Estas correlaciones se hacen més fuertes conforme el tiempo incrementa. Las figuras presentadas
aqui permiten visualizar el efecto que tiene lugar en el SGE, que es a la vez cudntico en naturaleza
y surge de la descripcién explicita de la evolucién de una particula en el aparato, por lo tanto,
permitiendo un vistazo a las propiedades cuénticas del experimento.

k:l; =2

10F

- 10k . . . .
-10 -5 0 5 10
X

Figura 4.7: Densidad de probabilidad para el estado evolucionado del SGE en el plano z — z de la Ec.
para 7 = 2y k = 1. El punto superior consiste de resultados con espin +, y el inferior de aquellos con espin
—. La division de las distribuciones para cada valor del espin es caracteristica del SGE y esta intimamente
relacionada con sus propiedades de creaciéon de enredamiento.
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P, k=7, T = 0 Pr, k=.7, T=+1 Pz, k=T, t=+2
0.1 0.4 0.4
[ 0.3 0.3
a. 0.2
a. 0,
z z z
“40 -20 0 20 10 “10 -20 20 40 “10 -20 [] 20 10
P, k=.7, t=+3 Ps, k=.7, T=+4 Pz, k=T, T=+5
0.1 0.4 0.4
0.3 0.3 0.3
0.2 0.2 0.2
0.1 0.1 0.1
z z z
40 -20 20 10 “10 -20 20 40 “10 -20 20 10
Po, k=.7, t=+6 Pr, k=7, T=+7 Py, k=.7, t=+8
0.4 0.4 0.4
0.3 0.3 0.3
0.2 0.2 0.2
0.1 0.1 0.1
z z z
“40 -20 0 20 40 T -20 [] 20 40 Za0 -20 [] 20 10
Po, k=7, t=+9 P, k=.7, T=+10 Py, k=.7, T=+11
0.4 04 0.4
0.3 0.3 0.3
0.2 0.2 0.2
0.1 0.1 0.1
z z z
-40 -20 [ 20 40 T -20 0 20 40 “a0 -20 [] 20 0

Figura 4.8: Densidad de probabilidad del estado evolucionado del SGE en z, descrita por la Ec. (4.83)), para
k=0.7y7=0,1,...,11 (incrementando de arriba a abajo y de izquierda a derecha). La separacion de las
dos distintas contribuciones correspondientes a los diferentes estados de espin es generada por la interacciéon
con el campo del SGE. Se observa claramente como esta incrementa con el tiempo de interaccion 7. Asi
mismo, podemos ver el cambio en la forma de la distribucién de probabilidad debido al incremento del
ancho efectivo del paquete de ondas con la evolucién, aparente en las Ecs. a .
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k=0.5; =0 k=0.5; =1
3 3
2
1
z 0
-1
-2
-33 3
14
10
5
z 0
-5
-10
L0 5o 5 10 14 2955 -10 0 10 20
k=0.5; ©=7 k=0.5; ©=8 k=0.5; =9
33 39 40
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Figura 4.9: Densidad de probabilidad del SGE en el plano z—z, Ec. (4.84), parak = 0.5y 7 =0,1,2,4,...,12
(incrementando de arriba a abajo y de izquierda a derecha). Notese el cambio de escala en el gradiente.
Podemos observar el mismo comportamiento de la densidad de probabilidad en z, Fig(Fig. (&8)), pero ahora
en el plano z — z. La densidad de probabilidad en direccién x s6lo cambia con el tiempo de interaccion en
la dispersion que experimenta el paquete de ondas.
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Py,z; k=.7; =0 Py,z; k=.7; t=1

Py,z; k=.7; =2 Py,z; k=.7; t=3

n
]

Py,z; k=.7; =4 Py,z; k=.7; t

20 30
Y ¥y
Py,z; k=.7; t=6 Py,z; k=.7; T

n
~J

20
Y y
Py,z; k=.7; =8 Py,z; k=.7; t=9

20 30
Y y
Py,z; k=.7; t=10

20
Y

Figura 4.10: Densidad de probabilidad del SGE en el plano y — z, Ec. (4.85), con k, = 2/0 = 2 y para
k=0.7y7=0,1,...,10 (incrementando de arriba a abajo y de izquierda a derecha). Nétese el cambio de
escala en el gradiente. A diferencia de las figuras anteriores, aqui podemos apreciar la velocidad de grupo

en y, y los efectos que ésta tiene en el paquete de ondas inicial debidos a la parte libre de la evolucioén,
Ec. (4.73).
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4.3. Conclusiones

En este capitulo se ha revisado al experimento de Stern-Gerlach. La descripcion semiclasica del
SGE ha sido histéricamente usada para explorar temas diversos, como son la medicién cuantica y la
no-conmutatividad del espin, ademaés de estar entre las bases de la discusion referente a la existencia
y propiedades del espin. Se presentd esta descripcion semiclésica y se analizé su consistencia con
los resultados experimentales del SGE, presentando asi también las discusiones de la naturaleza de
la mecéanica cuantica que surgieron con el experimento.

Como preambulo a la derivacién se discute el campo magnético considerado usualmente al tratar
el SGE, el cual determina el Hamiltoniano del cual se desprende la evolucién anterior. Discutimos las
aproximaxiones realizadas que permiten observar el efecto del SGE en nuestra evolucién, asi como
los efectos que tiene la geometria del campo magnético en los resultados experimentales, explicando
las observaciones experimentales. También aqui se presentan los diversos métodos existentes para
obtener la evolucion del SGE a partir de considerar los estados de espin independientes, haciendo
al mismo tiempo una comparacién con el estado que obtenemos al resolver la evoluciéon cuantica
del experimento.

El resto de este capitulo concierne al estudio de la evolucion cuantica en el SGE. En primer
lugar nos ocupamos de derivar tal evolucién. El método del operador de evolucién nos permite
encontrar el estado evolucionado del SGE a partir de un estado inicial puro del sistema compuesto
de espin y posicion gracias al método de factorizacion. Este es el estado que usaremos para el
estudio de las propiedades cuédnticas del SGE en el resto de esta tesis. En particular, podemos ya
apreciar el enredamiento hibrido presente entre el estado del subsistema de posicién y el de espin
en la no-separabilidad del estado evolucionado.

Para cerrar este capitulo, se obtiene la densidad de probabilidad del estado evolucionado encon-
trado en los diferentes planos de interés, con lo que podemos apreciar la separacién de los puntos
de acumulacién en la pantalla. El efecto de la interaccion en el aparato de Stern-Gerlach sobre el
resultado observado lo podemos visualizar al graficar esta densidad de probabilidad como funcién
del tiempo de interacciéon. Por otro lado, esto permite apreciar las caracteristicas del paquete de
ondas en su evolucién, como son su forma Gaussiana, la dispersion ocasionada por la evolucion, y
también el efecto de la evolucion libre en la componente y. Por dltimo, remarcamos que la exis-
tencia de dos puntos de acumulacién discernibles senala al establecimiento de enredamiento y la
existencia de correlaciones perfectas en el SGE, lo que sera el topico principal de la discusién en
los capitulos siguientes.
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Capitulo 5

No Localidad del SGE

Las correlaciones cuanticas de los sistemas se relacionan cercanamente con una variedad de
propiedades cuénticas. Es importante tener una idea de qué tan no clasico es un sistema cudantico,
ya que estas propiedades permiten realizar tareas cudnticas, centrales en los campos de informacion
cuéntica y comunicacién cuantica, ademas de su importante rol en el desarrollo de los fundamentos
de la mecéanica cuantica. Es relevante entre estas propiedades la no localidad, tanto como un recurso
cuantico en su propio derecho como una propiedad que senala a la no-clasicidad de los sistemas
cuanticos. Son las extraordinarias capacidades que presenta el SGE para generar correlaciones
cuanticas lo que permite observar la separacién en la medicién de la posicion.

Historicamente, al tratar de las caracteristicas cuanticas de los sistemas en un principio nos
encontramos con la paradoja EPR [69] y la idea de la llamada “acciéon a distancia” que se mani-
fiesta de la presencia de correlaciones cuanticas, como discutimos en el Capitulo [I] Gracias a la
propuesta de teorias de variables ocultas hecha en [69], es decir, la caracterizacion de las propias
correlaciones posibles en un sistema clasico, y las propiedades requeridas de un sistema clasico,
tenemos la primera caracteristica definitoria de las correlaciones cuanticas. Esta fue desarrollada
por Bell en [68 [[3], aqui encontramos que las ideas de determinismo y realismo clasico corres-
ponden a la localidad. Por lo tanto, la no localidad define un tipo de correlaciones cuanticas. Mas
recientemente, encontramos que la no localidad representa un recurso cuantico, de manera similar
al enredamiento, permitiendo la realizacion de tareas propiamente no clasicas [29 HQ, ET9HA22].
Ademas, la no localidad no es equivalente al propio enredamiento [B05 B0O6]. De esta manera,
la no localidad representa una importante caracteristica y propiedad que senala a la naturaleza
propiamente cuantica, distinguible de las propiedades clésicas, de los sistemas cuanticos.

El trabajo presentado aqui ha sido publicado en [3], donde nos ocupamos precisamente con el
estudio de las correlaciones entre los grados de libertad internos y externos presentes en el expe-
rimento de Stern-Gerlach. La naturaleza cuantica de estas correlaciones es preeminente. De esta
manera, la no localidad cuéntica del experimento de Stern-Gerlach, no presentada anteriormente,
es revelada.

Basandonos en el resultado de la Ec. , obtenemos una expresion analitica de la funcion
de correlacién cuantica en el espacio fase, que es, a la vez, obtenida redefiniendo la funcién de
correlacion de Banaszek-Wodkiewicz [A23] B24]. Estudiamos esta funcion de correlacion usando el
teorema de Bell, visualizando la violacién de la desigualdad de Bell de parte de las correlaciones del
experimento, que es la manifestacion inequivoca de la no localidad. Asi investigamos la creacion
de correlaciones cuénticas del experimento de Stern-Gerlach, y por tanto su propia naturaleza
cuéantica.
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5.1. El teorema de Bell

La llamada paradoja EPR fue presentada por Einstein, Podolsky y Rosen en 1935 [69]. En
este articulo se argumenta que bajo los conceptos de realismo y determinismo clasicos la teoria
cuéntica no es una teoria completa, en el sentido de que cada elemento de la realidad fisica tenga
una contraparte en la teoria. El experimento pensado que proponen aqui ha sido ampliamente
discutido en la literatura. Como solucion, en [69] proponen suplementar la teoria cuantica mediante
la inclusién de variables ocultas, que no se pueden conocer pero predeterminan el resultado de las
mediciones que se realizan sobre el sistema.

En 1964 Bell analiza las teorias de variables ocultas [68], [(3], y muestra que las teorias de varia-
bles ocultas locales no pueden reproducir las correlaciones que se encuentran en la teoria cuantica.
La desigualdad que present6 en [G8], conocida como desigualdad de Bell, nos permite probar las
teorias de variables ocultas locales mediante las correlaciones que predicen, contra aquellas predi-
chas en la teoria cuéntica. De esta manera, si las correlaciones presentes en una teoria cudntica no
cumplen con esta desigualdad, no es posible describirlas con una teoria de variables ocultas local
y se dice que es no local.

En 1969, Clauser, Horne, Shimony y Holt generalizaron esta desigualdad en el teorema de CHSH
97, Sec. , haciéndola susceptible de ser probada experimentalmente. Particularmente, con-
sideran la suposicién de muestreo justo y la posibilidad de tener correlaciones que no son perfectas.
La desiguladad generalizada es

|P(a,b) — P(a,t')| + P(a’,b) + P(a’, ') <2 (5.1)

donde P es la funcién de correlacion con la que se cuantifican las correlaciones, que son propia-
mente clasicas, presentes entre las dos variables del sistema, y las dos observables del sistema, A
y B, pueden tener dos resultados, a y a',y by b, respectivamente. De esta manera, las funciones
de correlacién P de una teoria que cumple con los requerimientos clasicos, y por tanto predice
unicamente correlaciones clasicas, necesariamente cumple con la Ec. . Esta es la desigualdad
que usaremos para analizar el SGE. El resultado de [I97] fue generalizado para sistemas compues-
tos por un numero general de subsistemas, independientemente en [A25H427] y [428]], el teorema
resultante es llamado de Bell-Klyshko.

El teorema de Bell, ademas de definir la existencia de la no localidad y relacionarla directamente
con las correlaciones de un sistema, nos indica como encontrarla y caracterizarla en un sistema.
Con esto se ha definido el operador de Bell, B, cuyo valor esperado es funciéon de la llamada funcién
de correlacién, C', que cuantifica las correlaciones en los resultados de las observables locales:

B = (B)=C(d, )+ C.(d,b) + Ca, V') — Cla,b). (5.2)

La funcién de correlacién entonces permite caracterizar la no localidad de un sistema. La desigual-
dad de Bell, Ec. , indica que para una teoria con correlaciones clasicas, las correlaciones deben
cumplir |B| < 2, por lo que un operador B que viole tal limite necesariamente indica la presencia
de no localidad en un sistema cuantico.

5.2. La funcién de correlacion

El teorema de Bell, como aparece en la Ec. , fue desarrollado para variables discretas, en
particular para sistemas de espin. Su aplicacién por lo tanto requiere que las observaciones locales
de cada operador, A y B, tengan Unicamente dos posibles resultados, es decir, sean dicotémicas.

Cuando consideramos estados continuos, tenemos que se han desarrollado importantes resulta-
dos permitiendo la dicotomizacién de las observables locales y por lo tanto la aplicaciéon del teorema
de Bell [223] E24] @29] A30]. En particular, la funcién de correlacion de Banaszek-Woédkiewicz usa
al operador de Wigner como el operador que da la medicién local de la posicién, siendo que esta
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corresponde con una representacion del operador de paridad [E3IH434]. Esta funcion de correlacion
fue usada para la descripciéon de estados comprimidos de dos modos (two-mode squezed states)
[£23 E35] y estados gatos de Schrodinger, que son descritos como estados hibridos [24].

Por otro lado, en [29] B30] definen un operador de Bell usando operadores de pseudo-espin
en lugar de operadores de paridad para dar la dicotomizacién del espacio continuo. Estos opera-
dores son complicados de realizar experimentalmente, pero permiten una violacién maxima de la
desigualdad de Bell para estados tipo EPR, que corresponde a un estado méximamente enredado
similar al del experimento de Bohm, Sec. (1.2.3).

Proponemos mediciones locales de la posicién y el espin, con las que se harian patentes las
correlaciones existentes entre estas observables al comparar los resultados obtenidos. Tal medicion
la describimos por el operador

C(z,p,0) =W(z,p) ®6(0), (5.3)

donde tenemos el operador de Pauli, 6, en una direccién arbitraria, ¢, actuando sobre el espin; y
el operador de Wigner, W, que nos da la medicién dicotémica sobre la posicién. El operador de
Wigner lo definimos segin [H34] @36], como

ol _ ! oyt _lap !
W) = WGl = o1 [0 (4 ga) o (<) v (s Ja)as )
El factor de 1/2 lo derivamos del operador de paridad definido en [E34],
II,, = /e_LFI:Sh“ — s){(r + s|ds, (5.5)

lo que con la definicién de la Ec. 1) lleva a Wz(z,pz) =1.
Finalmente, proponemos una funcién de correlaciéon que nos cuantifica las correlaciones entre
posicion y espin como el valor esperado del operador C,

C(z,0) = (U|C(z,p,0)| D). (5.6)

Para el estado final del SGE de la Ec. (4.77)), tenemos que esta funcion de correlacion toma la
forma

2 2
2 t2uch 4 R tpcb
C(2.0) cosf 90 <Z+ S ) 2 (00 + 4m2) P tuch bt (Z + 5 )
z,0) = exp{ — — -t —
2 2 (o + £5) 7 ho'hdm (o) + T5)
2 t2;1,4b 2 4 [ tzu.b 272
90 (Z - 277; ) 2 (O’O + 47n2) Pz t,ucb ht (Z - 277: )
— exp{ — _ Pz Pe? PN AT )
SRR o | B R Am (of+EE)
4 | R3t? 2
+senfe 052* 2 (UO + 4m2) Pz htz
nfexp | — - =
2 (o8 +125) 7% b am (o + £53)
2t ft, ht3 bz 2uch ( ps htz
COS | — K (BO + bz) + f R242 + a g - W (57)
h 4m? (UO + 4'm2) m h 4m (UO + 4m2)

La Ec. (5.7) depende de seis parametros: el tiempo, ¢, la posicion z, la intensidad de la inho-
mogeneidad del campo magnético, b, el momento p,, la anchura inicial del paquete de ondas, oy,
y el angulo de la medicién del espin, 6.
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Figura 5.1: Funcién de correlacion de Banaszek-Wodkiewicz para el estado evolucionado del SGE obtenido
en la Ec. . Para graficar la funcion de correlacién consideramos p, como una constante, tomando aqui
p- = 0.01, y fijamos los pardmetros 7h = 1 y m = 1. Para esta figura hacemos oo = 0.005, pcb/2 = 2.2
vy t = 0.2 B]. Esta funciéon cuantifica las correlaciones entre z y 0 existentes en el estado evolucionado
del SGE, Ec. . Podemos apreciar su comportamiento oscilatorio tanto en 6 como en z, asi como el
decaimiento que sufre conforme z aumenta.

Notamos que esta funcion tiene un comportamiento oscilatorio, tanto en la posicion y el momen-
to, como en el espin, determinado por 6. Ademas, esta es una funciéon amortiguada en la posicion y
el momento, siendo que las oscilaciones respecto a z decaen cuando aumenta z. La funcién de corre-
lacién tiene un comportamiento similar respecto a p.. Esta ecuacién nos da la evoluciéon temporal
de las correlaciones en el SGE, dependiendo del tiempo de interaccion con el campo magnético, t.
En la Fig. graficamos la funcién de correlacion, Ec. , y podemos apreciar el comporta-
miento discutido. En esta Fig. consideramos p, como una constante, escogiendo p, = 0.01.
Asi mismo, fijamos 7h = 1, m = 1, similar a como se considera en 06} 437]. Los valores del resto
de los parametros usados para graficar la correlacion son o¢ = 0.005, u.b/2 =2.2y t =0.2.

Maés atn, la Ec. tiene dos términos con estructuras distintas. El primer término contiene
dos funciones de Wigner, hasta un factor multiplicativo de wh, desplazadas por un parametro

D = ?—mfb Estas funciones se mueven en direcciones opuestas en el espacio de posicién, con
velocidad proporcional a p.b/h. Por otro lado, el segundo término incluye un factor coseno, el que
es responsable por las oscilaciones que observamos. La funcién de correlacién, Ec. , puede ser
escrita de una manera similar a la funcion de correlacion del estado gato de Schridinger de [E24],
de manera que se mantienen las mismas conclusiones presentadas alli sobre el desplazamiento D.

La negatividad de la funcion de Wigner para este estado es aparente, lo que se asocia co-
munmente con el comportamiento no clasico de los sistemas. Es interesante preguntarnos si tal
interpretacion es consistente con la presencia del espin en los sistemas hibridos. Este problema
esta asociado con aquel de la definicion de la funcién de Wigner para espacios de Hilbert finitos

[A38H24T] .

5.3. La no localidad del SGE

Una vez que tenemos la funciéon de correlacion cuantificando las correlaciones en el SGE, po-
demos analizar estas correlaciones usando la desigualdad de Bell para investigar la no localidad.
Recordemos que una violacién a la desigualdad de Bell indica que un modelo de variables ocultas
local no puede describir las correlaciones predichas por la mecanica cuantica para este experimen-
to. Para esto definimos una funcién de correlacién que nos cuantifica tnicamente las correlaciones
entre z y 6, fijando p a un valor de 0.01 en la Ec. . De esta manera nos interesa analizar si
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Figura 5.2: Arriba: Valor esperado del operador de Bell para el SGE de la Ec. con 2/ = 0.08 y
0" = 7/2; tomando nuevamente para encontrar las correlaciones entre z y 0, p. = 0.01, y fijamos los
parametros 7h = 1 y m = 1. Para esta figura hacemos oo = 0.005, u.b/2 = 2.2 y t = 0.2 B]. Abajo:
Acercamiento a la violacion de la desigualdad de Bell. Los puntos donde B, toma valores superiores a 2
indican violacién de la desigualdad de Bell, Ec. , y seflalan la presencia de no localidad en el SGE. [B]

la funcion B, de la Ec. (5.2) cumple con la desigualdad de Bell, es decir, si toma siempre valores
menores que 2.

Asi, consideremos nuevamente las correlaciones entre z y 6, dadas como
C.(z,0) = C(z,p = cte, §), (5.8)
con C(z,0) de la Ec. . De esta manera tenemos la desigualdad de Bell,
—2<C(¢,0)+ C.(2,0)+ C.(2,0') — C.(2,0) <2, (5.9)
y el valor esperado del operador de Bell es
B, =(B,)=C.(2,0) + C.(,0) + C.(2,0") — C.(z,0). (5.10)

Graficando la funcién B, que aparece en la ecuacién anterior, Ec. , con las correlaciones
del SGE, Ec. , encontramos regiones donde se presenta violacién de la desigualdad de Bell. En
la Fig. graficamos esta funcién B, con p = 0.01 en Ec. ymh=1y m=1; g = 0.005,
ueb/2 =22yt =0.2 B]. Podemos apreciar las regiones donde existe violacion de la desigualdad
de Bell de la Ec. , en las que B, toma valores mayores que 2. De aqui concluimos la presencia
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de no localidad en el SGE.

5.4. Resultados

Aplicamos una redefinicion a la funcion de correlacion Banaszek-Waodkiewicz al estado obtenido
para la evolucién completamente cudntica del SGE de [I 2] que incluye una variable discreta y
una continua. La funcién obtenida es C(z,60) = (W (z,p.)5(0)), Ecs. y . De esta manera,
podemos caracterizar las correlaciones creadas por el SGE. Gracias al teorema de Bell, podemos
encontrar que estas correlaciones son cuénticas, presentando no localidad. Graficando la funcién
B, dela Ec. , Fig. , podemos visualizar la violaciéon de la desigualdad de Bell en términos
de los parametros de las mediciones.

Ademas, se puede estudiar el comportamiento del operador de Bell indicando la dependencia de
la no localidad en los parametros del experimento, asi mismo podemos estudiar el comportamiento
de las correlaciones gracias a la funcién de correlacion C, de manera que vemos c6mo el SGE crea
las correlaciones cuédnticas. En este trabajo visualizamos ambos comportamientos.

5.5. Conclusiones

En este capitulo se analizaron las correlaciones cudnticas del Experimento de Stern-Gerlach, y
probamos la existencia de no localidad en el experimento usando el teorema de Bell.

Los resultados presentados anteriormente en este capitulo fueron publicados en Piceno Martinez
et al. [B3].

En el Capitulo [I] se discuti6 la naturaleza cuantica y las propiedades cuanticas de las correla-
ciones existentes en los sistemas cudnticos. El enredamiento cuantico fue inicialmente identificado
como la presencia de correlaciones con comportamientos contradictorios a la teoria clasica. Sin em-
bargo, es la no localidad la que se deriva directamente de la presencia de correlaciones cuanticas,
del tipo que son incompatibles con la descripcién clasica propuesta por Einstein, Podolsky y Rosen
[69]. La propiedad cuantica que estamos observando en estas correlaciones es la no localidad. Esta
caracteristica, al estar relacionada con correlaciones, representa un recurso cuantico de la misma
manera, que el enredamiento. La no localidad puede ser usada al estar presente en un sistema para
hacer posible la realizacion de ciertas tareas en sistemas cudnticos.

El teorema de Bell permite discernir la existencia de no localidad en el estado de un sistema
cuédntico como la violacién de la desigualdad de Bell por parte de las correlaciones presentes entre
las observables del sistema. En este capitulo usamos la acepcién usual de la desigualdad de Bell,
que es la desigualdad de CHSH [I97], la cual es adaptada para probar la presencia de no localidad
en el SGE. La desigualdad de CHSH fue derivada para su uso en variables dicotémicas, propias
de sistemas discretos. El operador de paridad permite definir funciones de correlacién, las cuales
caracterizan las correlaciones en un sistema cuéntico, para sistemas continuos que son dicotémicas,
dividiendo el espacio de tales variables de una manera natural. Con esto se puede definir una funcién
hibrida de correlacién en la que el operador de paridad define la medicion de la variable continua.
En la funciéon de correlacion de Banaszek-Wodkiewicz [A23] M24] tenemos la otra observable del
sistema hibrido como un operador de espin, dando la medicién del grado de libertad interno del
sistema.

La funcién de correlacién definida de esta manera es usada para cuantificar las correlaciones
presentes en la evoluciéon cuantica del estado del SGE. Se analizan las propiedades de la funciéon
de correlacién obtenida asi, particularmente su comportamiento con las variables z, p, y 6, donde
0 es la direcciéon de la medicién del espin.

Con esta funcién de correlacién se construye el operador de Bell del estado del SGE, para el
cual se busca analizar la relaciéon que ocurre en la desigualdad de Bell. De esta manera se encontré
violacion de la desigualdad de Bell, demostrando la existencia de no localidad en el SGE. También
es posible visualizar el comportamiento del operador de Bell, y, por lo tanto, de la no localidad del

86



No Localidad del SGE
5.5 Conclusiones

experimento, en el espacio de variables y con los parametros de la evolucion en el SGE dictados
por la interaccion con el campo.

En el Capitulo [f] a continuacién se seguirén tratando las correlaciones del SGE con las que
ya nos hemos podido familiarizar y se estudiard su caréicter cuantico al describir el enredamiento
presente en la evolucion del SGE.
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Capitulo 6

El Enredamiento Hibrido del SGE

Este capitulo esta dedicado a la cuantificaciéon y anélisis del enredamiento hibrido presente en
el estado evolucionado del SGE. Aqui se aplicaran los dos métodos de discretizacién que hemos
estudiado en el Capitulo[3]a la inseparabilidad del estado cuantico del &tomo que viaja a través del
SGE, la cual fue observada al describir el experimento cuanticamente en el Capitulo ] Con esto es
posible la utilizacién de medidas de enredamiento discretas para la cuantificacion del enredamiento
hibrido, en particular, se aplican la entropia de enredamiento y la concurrencia, revisadas en el Ca-
pitulo 2] Se continuaré explorando las caracteristicas cuanticas del experimento de Stern-Gerlach;
el enredamiento atestiguado por estas medidas muestra un completo acuerdo con las propiedades
fenomenologicas del experimento, asi como las propiedades altamente no clasicas descritas en el
Capitulo 5| La entropia de enredamiento y la concurrencia permiten ademas analizar a fondo las
caracteristicas del enredamiento del SGE, lo que en particular permite analizar los limites fisicos de
la descripcién del experimento y de la cuantificaciéon del enredamiento. Se concluye con una com-
paracion de los dos métodos de discretizacion, que nos dejan asentar su validez como herramientas
para la cuantificiacion del enredamiento hibrido.

6.1. El método de discretizacion

En el caso en el que es posible escribir un estado hibrido como una superposicién finita de estados
producto (entre un estado discreto y uno continuo), el enredamiento presente puede describirse
usando herramientas puramente discretas [21].

El espacio en el que viven tales estados se puede ver como un subespacio de dimensién finita
del espacio de Hilbert original hibrido, generado por los modos continuos del espacio hibrido [E1],
Sec.(]_'&}p. Este espacio es H(yxaq), con N el nimero de términos en la superposicion de la
Ec. (3.1) y d la dimensién del subsistema discreto. De esta manera, podemos escribir al estado
hibrido usando vectores base del espacio efectivo (finito), con lo que obtenemos la forma discreta
efectiva del estado hibrido. En [2], Kreis y van Loock presentan un método que permite aplicar el
proceso de Gram-Schmidt inverso con el que podemos encontrar una base ortonormal del espacio
efectivo a partir de los modos continuos del estado hibrido y asi escribir a este ultimo usando una
base discreta. Asi mismo, presentan la expresion explicita de un estado tal general expresado con
la base resultante. Esta descripcién del estado es equivalente a su forma usual.

El teorema 2 en [BI], en su prueba, nos dice como encontrar explicitamente los coeficientes de
esta forma discreta efectiva para un numero general de estados continuos relevantes usando los
solapamientos entre éstos. Considérese un estado hibrido definido como en [21], de los subsistemas
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discreto A, de dimension d, y continuo B, Ecs. (3.1) y (3.2):

N N
PP =" pultn) an(Wnl, o >0n; > pp=1, (6.1)
n=1 n=1
d—1
W}n> = Z Cnm‘m>A|¢nm>B7
m=0
d—1
Cnm € C Vn, m; Z lenml|® = 1. (6.2)
m=0

Cuando N es finito se tiene un numero finito, I, de estados continuos |2 ), con un cambio
de indices llamenseles |¢;). Usando el método de Gram-Schmidt inverso estos estados se pueden
expresar como

|thi) = Zazj\@j% (6.3)

donde {le;) :i=1,...,1} es una base ortonormal del subespacio generado por |¢;). Segun [&1],
se encuentran estos coeficientes, que serdn una parte fundamental de la descripciéon discreta del
estado hibrido, calculando los solapamientos:

%Wn Z az]a”nj7

(Unlthn) = Z |an3‘2 (6.4)

6.1.1. Descripciéon del estado hibrido

El estado final enredado en el SGE se puede escribir como una superposiciéon de dos estados
hibridos, como se vi6 en la Ec. . En [B] expresamos el estado final cuéntico puro evolucionando
en el SGE de una manera que permite apreciar el enredamiento presente entre el espin y la posicion
en direccion z. El estado de las Ecs. a se escribe asi como

¢ (t)) = co (2,y,1) % (I @) + - O)=)), (6.5)

con

5it3 u2b? o 5  ht ! 9
t) = — —oik?
Co ($7y7 ) exp ( 6mh ) (271_)1/2 (00 + 2m> exp ( %0 y)

Aivo2k 22 4 2 — dodk2
exp # exp —M (6.6)
4 (0§ + ith/2m) 4 (0§ + ith/2m)

En el resto de este capitulo se usaran los parametros adimensionales de la Ec. (4.82)), que nos
dan un reescalamiento apropiado del tiempo y de la intensidad de la inhomogeneidad del campo,
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Superficie al tiempo 79 Superficie al tiempo 7 > 1

Figura 6.1: El subespacio del espacio continuo al estar determinado por w4, _ cambia con el tiempo,
evolucionando asi al estado del SGE que esta completamente contenido en esta superficie, descrito por la

Ec. .

y por tanto, una parametrizaciéon de la interaccion:

ht
T = %, (67)
1/3
o nebm
k = \/50'0 < 2h2 ) .

6.1.2. El estado discreto del SGE

En el caso del SGE, los estados continuos que intervienen en la descripcion del estado son dos,

|1) de la Ec. , siendo la Ec. (6.5 una superposicion de dos estados hibridos puros. De esta
manera el estado del SGE lo describimos por la Ec. (6.1) con N = 2 y d = 2 la dimensién del
subsistema de espin, y los estados discretos |m) — |+),|—) de arriba, Ec. (6.5)).

Aplicando el método descrito en esta seccion, encontramos que el estado del SGE, Ec. (6.5), es
equivalente a

¥ (1) = c(z,y,1) % [le)|+) + (az1 (8) le4) + a2z () le-)) |-)], (6.8)

que corresponde a su forma discreta efectiva. En esta Ec. , el subespacio discreto efectivo
correspondiente a la posicion es de dimension 2, con la base {|ey) = |4 (1)), |e—)},

le-) = |- (1)) — az1|¢4 (1)). (6.9)

let+) y |e—) son efectivamente los eigenestados de un subsistema discreto de dos niveles; estos
dependen del tiempo gracias a su dependencia de ¥ (t), Ec. (4.80) y Fig. (6.1). Por tdltimo, los
coeficientes que determinan el estado en la Ec. (6.3) son determinados por los solapamientos,

Ec. ,
a=as = WYyp|Y_) = /zbj_(z,t)z/)_ (z,t)dz = exp {2\@1/{37']3%} exp [—kG (7'4 + 47'2)] , (6.10)

00

a_ ‘= agy =/ 1-— |a12|2; (6.11)

con, nuevamente, 7 y k de la Ec. (6.7)). Por conveniencia renombramos a estos coefiecientes como
a 'y a_, respectivamente.
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6.2. Aplicacién de medidas discretas

En esta seccién se utilizan los resultados de la discretizacion del estado hibrido del SGE de la
Sec. ([6.1)) anterior, Ecs. a (6.11)), para analizar el enredamiento del SGE. Debido a que se ob-
tiene un estado discreto el enredamiento que presenta este estado seré discreto, pero efectivamente
igual al enredamiento del estado original hibrido.

Particularmente, se aplican medidas de enredamiento discretas al estado de la Ec. . En
el siguiente apartado, Sec. (6.2.1), se verd la aplicaciéon de la concurrencia, y posteriormente,
en la Sec. , de la entropia de enredamiento. Asi mismo, se analizan las propiedades del
enredamiento que estas medidas evidencian, una vez que se obtuvieron resultados para expresiones
explicitas de estas medidas y su dependencia con la evolucién del estado.

6.2.1. La concurrencia

Comenzaremos el estudio del enredamiento del SGE apicando la concurrencia al estado de la
Ec. (6.8). El estado que se obtuvo con el método de discretizacion es de un sistema bipartita de dos
niveles. Para estos la base de los estados magicos da una expresiéon compacta para la concurrencia

BLE, Sec. 2.
o

Los coeficientes «; determinan al estado que nos ocupa en la base de estados mégicos

{11),12),13),14)},

C= : (6.12)

) = aili) (6.13)

En el sistema de dos qubits resultante la base de los estados mégicos es una base para el sistema
4-dimensional completo, que se relaciona con las bases naturales de los subsistemas, {|ey),|e—)},

{I+).1=)}, como sigue [31} B3]:
1

1) = 5 (les+) +le-=)) (6.14)
2) = %(|e++> —Je_—))
13) = %(|e+—> +le—+))
4) = —(les =) — e_+)).

>

El estado del SGE, Ec. (6.8), se escribe en esta base

1 i a a
Uy = —(1 ) —(a_- —1)|2) —i= —|4). 1
B) = S(1+a )1 + S(a- — D2 —i5[3) + 2|4) (6.15)
Asi, la concurrencia estd dada por

C=la_|= ‘\/1 - \a|2‘ (6.16)
y tenemos
la|* = exp [—2k° (7% + 47%)] . (6.17)

Este resultado, Ec. (6.16)), es graficado para k < 1 en la Fig. (6.2)). Asi es posible ver como
cambia la concurrencia con el tiempo que la particula evoluciona con el campo del SGE, dado
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Figura 6.2: Dependencia temporal de la concurrencia, Ec. (6.16]), para la forma discreta del estado del

1

SGE de la Ec. , para k =1, 0.5, 0.3, 0.2. La constante k = /20y (“Z?F’Z;”)g, Ec. , captura los
parametros experimentales. La dindmica de la concurrencia segin la evolucién en el SGE esta de acuerdo
con la creacién y saturaciéon del enredamiento esperada del experimento, lo que es evidenciado por la
forma de las curvas. Para tiempos suficientemente grandes se creard un estado maximamente enredado,
correspondiendo a la separacion de los puntos de acumulacion en la pantalla. Ademas, podemos ver en
detalle como la interacciéon con el aparato crea el enredamiento, distinguiendo tres regiones definidas
por la concavidad de las curvas: la creacidn, definida por la construccion acelerada de enredamiento, el
establecimiento, donde el incremento se ha estabilizado, y la saturacién en el méximo, en donde es cada
vez mas dificil acercarse al enredamiento maximo.

por 7, para valores de los pardmetros experimentales correspondientes a £k = 1, 0.5, 0.3, 0.2. En
la Fig. se hace lo mismo para k > 1, especifciamente k£ = 1, 1.5, 2, 2.5. Ambos conjuntos
de curvas, pertenecientes a cada figura, presentan comportamientos similares entre si una vez que
escalamos a la ventana del tiempo de interés, lo que se evidencia en las formas de las curvas.

En la Fig. se puede notar que para este intervalo de valores de k, la concurrencia presenta
tres regiones con comportamientos discernibles segun el tiempo de interaccién, 7. Cuando la parti-
cula solo ha podido interactuar con el campo un corto tiempo, correspondiendo a valores pequenos
de 7, tenemos que el enredamiento apenas se ha comenzado a crear, y la concurrencia incrementa
de una manera muy lenta con 7, siendo este incremento cada vez méas rapido. De esta manera la
curva presenta una forma identificablemente convexa.

A continuacion, acercandose a la mitad de la curva, se encuentra un punto de inflexion de la
concurrencia. En estos tiempos la creacion de enredamiento en el SGE ya estd bien establecida
y por un momento es aproximadamente constante, lo que se observa como una tendencia a la
linealidad en esta region intermedia. La duracion de esta regiéon es mayor conforme aumenta k, asi
como se establece en tiempos mas tempranos, considerando el escalamiento temporal de las curvas.

Finalmente, en la dltima region la concurrencia se satura en C' = 1, el valor de enredamiento
maximo. Este comportamiento corresponde a un incremento en la concurrencia cada vez més lento,
que llega al maximo asintéticamente, siendo que en estos valores es cada vez mas dificil aumentar
el enredamiento. El tiempo que el estado requiere para alcanzar la saturaciéon disminuye con k,
asi como la velocidad con la que se aproxima a este punto, correspondiendo a la inclinacién de la
curva en esta ultima regién. El comportamiento asintético asi como la concavidad en esta tltima
parte resalta en estas curvas y define a la creacion del enredamiento en el SGE.
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Figura 6.3: Dependencia temporal de la concurrencia, Ec. , como en la Fig. , para k > 1. Se
consideran los valores k = 1, 1.5, 2, 2.5. Se puede llegar a conclusiones similares al caso de k < 1. Sin
embargo, encontramos una diferencia importante en el comportamiento, ya que no existe el cambio de
concavidad que distingue a las primeras dos regiones. Esto lo analizaremos en detalle en la Sec. (6.2.3.1).

De esta manera, los resultados obtenidos estan de acuerdo con las observaciones del enreda-
miento en el SGE. Comenzando con el estado separable inicial, la particula mientras atraviesa el
SGE interacttia con el campo magnético inhomogéneo, lo que construye el enredamiento entre los
dos subsistemas, la posicion y el espin de la particula. Asi, el enredamiento se crea segtn el tiempo
de interaccion en el aparato. La famosa separacion de los resultados de la medicion de la pantalla en
dos regiones distinguibles, como en la Fig. , corresponde a un estado méximamente enredado.

Asi mismo, la creacion de enredamiento depende también de los parametros experimentales,
definidos en conjunto por la constante k£ de acuerdo con sus efectos en la evolucién del estado
en la Ec. (4.77). En particular, la velocidad global con la que se crea el enredamiento aumenta
con k, como se puede ver por ejemplo al comparar los tiempos de saturacién correspondientes a
distintos valores de k. Un valor mayor para k corresponde, para particulas de la misma masa, a
una mayor anchura del paquete Gaussiano inicial, asi como a una inhomogeneidad del campo maés
fuerte. Esto ultimo puede entenderse como la manifestacién de la idea de que un campo magnético
mas fuerte interactiia mas intensamente con la particula, acelerando el proceso con el que se crea
el enredamiento.

Este comportamiento es caracteristico de la creacion del enredamiento en el SGE para k < 1,
y se seguird discutiendo al analizar el resto de las medidas de enredamiento estudiadas en esta
tesis. Sin embargo, sigue presentandose cualitativamente en el régimen de k£ > 1, considerando las
condiciones de validez del modelo y la solucién de la Ec. (4.77). Esto lo se analiza méas adelante en

la Sec. (6.2.3.1)).

6.2.2. La entropia de enredamiento

De la misma manera, es posible aplicar al estado discretizado del SGE, Ec. (6.8), cualquier
medida de enredamiento que cuantifique al enredamiento discreto bipartita. A continuacion se
analiza el enredamiento del SGE usando la entropia de enredamiento, lo que ademés permitira
comparar estos resultados con aquellos del método de la traza parcial, Sec. (3.2.2)), y por tanto,
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ambos métodos para la aplicacién de medidas discretas.

La entropia de enredamiento se define como la entropia de von Neumann sobre la matriz
densidad reducida de uno de los subsistemas, aqui A, Ecs. (2.6) y (2.7),

d

E=5(p") ==Y X\, (6.18)
i=1

pA = Trp(pAP). (6.19)

Para el estado del SGE, Ec. , podemos escribir la matriz densidad como

1 0 a a”
1 0 0 0 0
P=51 a 0 @ aa* (6.20)
a 0 a_a* a?

Calculando la traza parcial sobre el subsistema de la posicion con la base {|e1), |e2)}, obtenemos
la matriz densidad reducida del subsistema de espin

*

P= Y el =5 (0 et ) (621)

j=t.—

Sus eigenvalores son

1
A2 = 5(

con lo que se tiene la entropia de enredamiento de la Ec. (6.18) como

1+ lal), (6.22)

1 |al 1+ ]al
E=m2--In(1-la?) -1 . 6.23
n 2n( |a|) 5 n(1a| ( )

Graficamos esta expresion con 7 en las Figs. (Fig. (6.4),Fig. (6.3)), lo que nuevamente nos da el
comportamiento de esta medida de enredamiento con el tiempo de interacciéon de la particula con
el campo del SGE. En la Fig. graficamos E para k < 1, considerando k =1, 0.5, 0.3, 0.2; y
en la Fig. graficamos para k > 1, k=1, 1.5, 2, 2.5.

El comportamiento que se aprecia de la entropia de enredamiento en estas graficas es muy simi-
lar a aquel descrito por la concurrencia. Por lo tanto, todas las conclusiones cualitativas obtenidas
en la Sec. siguen aplicando al caso de la entropia de enredamiento, y de la misma manera,
la funcion E de la Ec. , describe una creaciéon de enredamiento en el SGE consistente con
las observaciones del experimento. En estas curvas igualmente se pueden identificar las regiones de
creacion, establecimiento y saturacién del enredamiento con el tiempo de interaccién. Finalmente,
la velocidad de creacién del enredamiento en este caso también aumenta con k, y las distintas
curvas mantienen a grandes rasgos la misma forma con un escalamiento adecuado segin el tiempo
de saturacion.

Para terminar el andlisis del comportamiento de la entropia de enredamiento se discutira el
resultado de Wootters [B4] B3], donde se establece una relacion entre la entropia de enredamiento
y la concurrencia, de manera que la una determina a la otra completamente. De acuerdo con
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Figura 6.4: Dependencia temporal de la entropia de enredamiento para la forma discreta del estado del

SGE, Ec. , para valores de k < 1, k = 1, 0.5, 0.3, 0.2. Esta medida de enredamiento demuestra
para la creacion de enredamiento en el SGE un comportamiento similar al evidenciado por la concurrencia.
Nuevamente podemos identificar las mismas tres regiones definidas por la curvatura de las graficas, y por lo

tanto la velocidad de la creacién del enredamiento en el SGE. Estas regiones son la creacion, establecimiento
y saturacion. De esta manera, este resultado estd asi mismo en linea con lo esperado de las observaciones

del SGE.
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Figura 6.5: Dependencia temporal de la entropia de enredamiento para la forma discreta del estado del
SGE, Ec. (6.23), en k > 1, con k =1, 1.5, 2, 2.5. El comportamiento que presenta es muy similar a aquel
que se tiene para k < 1 en la Fig. . A diferencia de lo que ocurre con la concurrencia en la Fig. , el
cambio de comportamiento no es tan significativo y no se pierden las dos primeras regiones. Este régimen

de k se analiza con detalle en la Sec. (6.2.3.1)).
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Figura 6.6: La entropia de enredamiento como funcién de la concurrencia, de la Ec. (6.24), [34]. Las
diferencias entre las dos medidas apreciadas en las figuras Figs. (6.7), y (6.11) se explican con esta
relacion.

Wootters [B4] se tiene a la entropia de enredamiento dada por

E(y) = E(C(¥));

1 VI C?
- (L),

h(z) = —xlogy(z) — (1 — x)logy(1 — x); (6.24)

donde C' es la concurrencia del estado 3. El resultado para la entropia de enredamiento, Ec. ,
coincide exactamente con el dictado por esta Ec. , considerando la concurrencia que aparece
en la Ec. (6.16)).

De esta manera, las diferencias apreciadas entre el enredamiento evidenciado por ambas medidas
en las Figs. a (6.5), y que se analizan en detalle en la siguiente seccion, son explicadas con
la relacién anterior. La entropia de enredamiento en funcién de la concurrencia es graficada en
la Fig. , donde la linea punteada representa la igualdad entre las medidas. En esta figura se
puede apreciar la diferencia entre las dos medidas; tal diferencia es mayor en tiempos intermedios,
cuando la creacién de enredamiento se ha establecido y disminuye al acercarnos a la saturacion.
Asi mismo, se ve claramente a la concurrencia como cota superior de la entropia de enredamiento.
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Figura 6.7: Comparacion de la dependencia temporal de la concurrencia y la entropia de enredamiento
para el estado discreto del SGE, Ecs. y , para k <1, k =1, 0.5, 0.3. A pesar de alcanzar la
saturacion en el méximo de enredamiento a tiempos similares, la concurrencia siempre demuestra una mayor
cantidad de enredamiento para tiempos iguales. La diferencia entre las distintas regiones es méas grande
para la entropia de enredamiento, lo que se puede observar de la concavidad en estas. Como consecuencia,
la entropia de enredamiento tiene una mayor separaciéon respecto a la curva de la concurrencia en las
regiones correspondientes a tiempos tempranos.

6.2.3. Comparacién de las medidas de enredamiento

Con esto, procedemos a comparar los resultados para la concurrencia, Ec. (6.16)), y la entropia
de enredamiento, Ec. , del estado discretizado del SGE que se obtuvo en la Ec. (6.8). En la
Fig. se consideran valores k < 1, graficando la concurrencia y la entropia de enredamiento
para valores k = 1, 0.5, 0.3; en la Fig. tomamos k > 1, k = 1, 1.5, 2; y en la Fig. (6.9)
graficamos ambas medidas para k = 40.

En todas las curvas se distinguen las distintas regiones presentadas al analizar la concurrencia.
Debido a las similitudes entre las curvas, es apropiado agrupar las curvas en pares con las graficas
de la concurrencia y la entropia de enredamiento para valores iguales de k, y compararlas entre si.

Lo primero que se puede notar es que para valores iguales de k los tiempos de saturaciéon de
la concurrencia y la entropia de enredamiento son muy cercanos. Sin embargo, la concurrencia es
consistentemente mayor, inclusive al llegar a la saturacién. En tiempos de interacciéon pequenos
encontramos que muy pronto la concurrencia detecta un enredamiento importante, lo que significa
un inicio en el régimen de creacién con una creaciéon de enredamiento con mayor aceleracion. En la
regién intermedia la entropia de enredamiento predice una creacién considerablemente mas rapida,
lo que la lleva a alcanzar a la concurrencia en la saturacion.

Se aprecia que la entropia de enredamiento pasa més tiempo en la regién de creacién, y menos
tiempo en el segundo régimen, aunque esto no alcanza a evitar un retraso en la entrada a la satu-
racién. La creacion de enredamiento en la regién intermedia es méas rapida, asi como la saturacion.
Sin embargo, la entropia de enredamiento es siempre menor que la concurrencia.

Por ultimo, esta diferencia se cierra conforme k£ aumenta y el enredamiento se produce mas
rapido, pero los comportamientos relativos de estas medidas siguen presentando caracteristicas
similares.
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Figura 6.8: Comparacion de la dependencia temporal de la concurrencia y la entropia de enredamiento
para el estado discreto del SGE, Ecs. (6.16]) y (6.23), para k > 1, k =1, 1.5, 2. La forma general de estas
curvas y sus diferencias son cualitativamente similares a aquellas del caso k£ < 1 en la Fig. .
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Figura 6.9: Comparaciéon de la dependencia temporal de la concurrencia y la entropia de enredamiento
para el estado discreto del SGE, Ecs. (6.16) y (6.23)), para & = 40. Ambas graficas presentan una forma y
relacion entre ellas muy similares a las vistas en la Fig. (6.8).

6.2.3.1. El dominio k>1

En esta seccién nos ocupamos de lo que ocurre en el régimen k > 1. Este es caracterizada por
las distintas condiciones al modelo, y por tanto, a los parametros que aparecen en la evolucién de
la Ec. (4.77). De esta manera, en la regiéon de pardmetros permitida, en este dominio se tiende
rapidamente a limites semiclasicos.

La condicién k£ > 1 es equivalente a

V203 pcbm > h2. (6.25)

La localizacion del paquete de ondas determina la validez de la solucién, con oy adecuadamente
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pequeno, por lo que los cambios en esta regién estdn dominados por la interaccion con el campo
magnético. Con los pardmetros m y ., que describen a las particulas, fijos, esto equivale al incre-
mento en b, la intensidad de la componente inhomogénea del campo magnético. De manera que la
Ec. indica una tendencia al limite clasico en la energia conforme k > 1 aumenta.

Por otro lado, los resultados para ambas medidas de enredamiento dependen de las superpo-
siciones entre los estados continuos [1)1) y |#_), y de esta manera por la integrabilidad de a,
Ec. 1) lo que lleva a la condicién oy < m, requiriendo nuevamente de un ancho del
paquete de ondas suficientemente pequeiio.

Sin embargo, el incremento de la parte inhomogénea del campo posee una cota inevitable,
proveniente de las condiciones sobre la parte en direcciéon x del campo magnético, requerida para
que el campo total sea arrotacional Sec. . En el caso cuédntico, la componente inhomogénea
del campo en esta direccién se puede ignorar debido a que la precesién del momento magnético es
rapida alrededor del eje x, lo que lleva a que el promedio temporal de la fuerza en esta direccion
sea cero; se ha encontrado que la condicion necesaria para que esta componente no sea relevante
se reduce a B > bo, Q1 E09 E10]. Con esto podemos caracterizar la contribucién del campo en
esta regién por

BS
\@ucmb—z > V208 prebm > 2. (6.26)

De esta manera, la modelacion de la interaccion con el hamiltoniano de la Ec. (4.25) es cada vez
menos clara segin incrementa k.

Estas condiciones permiten atn asi explorar un area importante de esta region sin aproximarnos
al limite semiclasico. Es de interés particularmente el caso de k =~ 1.

Se puede notar de las Figs. y que para valores grandes de k el comportamiento
de ambas medidas no cambia significativamente, més que en escala temporal, como previamente
se ha discutido. Para estos valores de k se mantiene una creacién de enredamiento cada vez mas
rapida segin aumenta k, prontamente obteniendo enredamiento méximo desde el momento que la
particula interactia con el campo.

Sin embargo, alrededor de k = 1 el comportamiento de estas medidas presenta cambios impor-
tantes que podemos apreciar en las figuras. A partir de este punto el aplanamiento que sufren las
curvas con incrementos en k es mucho mas relevante. Comparando las graficas para £k = .3 en la
Fig. y k= 1enlaFig. (6.8), a pesar de estar escaladas similarmente, se ve una gran diferencia
en la concavidad de las curvas. Este efecto estd presente también en las curvas para k < 1, como se
observa al comparar las Figs. , y (6.7); atn asi todas estas curvas presentan una forma
muy similar cuando se escalan los ejes apropiadamente, y no hay un cambio significativo en el com-
portamiento que describen. Por otro lado, al pasar a la region de k > 1, todas las curvas presentan
un aplanamiento importante, que se puede apreciar en la Fig. , considerando el escalamiento
necesario, mientras que nuevamente mantienen una forma muy similar entre si.

En el caso de la concurrencia, tenemos que en k = .93 se pierde la concavidad de la primera
parte de la curva, e inclusive ya no se tiene un cambio de concavidad, perdiéndose también el
punto de inflexién. Con esto ya no podemos distinguir entre los primeros dos régimenes discutidos
anteriormente. La concurrencia tiene adicionalmente un comportamiento significativamente lineal
antes de que tienda a la saturaciéon, como se observa en la Fig. , donde aparece la curva de la
concurrencia para k = 1.5 y su curvatura. En este caso el enredamiento experimenta una creacion
tan rapida en tiempos pequenos que se puede decir que se tiende a la saturaciéon desde el inicio.
Aun asi se distinguen dos regiones, la creacion del enredamiento, y la saturacién, diferenciadas por
la velocidad en que se crea el enredamiento y evidenciadas por la curvatura al final de las curvas.

Tratandose de la entropia de enredamiento no se pierde la concavidad de las distintas regiones,
tampoco se pierde la inflexion, mas la region media se ve incrementada en duraciéon mientras que
la primera disminuye considerablemente. Como consecuencia, la curva en su totalidad tiene un
comportamiento notoriamente lineal también en este caso. Esto lo podemos ver en la Fig. (6.11))
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Figura 6.10: Curvatura absoluta, |K|, de la concurrencia para k = 1.5 con el tiempo de interacciéon T,
comparada con la concurrencia, C. Se hace evidente el cambio en el comportamiento en las regiones
anteriores a la saturacion, donde la concurrencia tiene un comportamiento lineal constante. La curvatura
no muestra ningin cambio de signo, significando la pérdida del punto de inflexién que denota el paso de
la creacién a la saturacién del enredamiento.
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Figura 6.11: Curvatura absoluta de la entropia de enredamiento, |Krigr|, para k = 2 con el tiempo de
interaccién 7, comparada con la entropia de enredamiento y la concurrencia. En este caso el aplanamiento
que sufren las curvas no llega a eliminar su concavidad.

donde se grafican ambas medidas para k = 2 junto con la curvatura absoluta de la entropia
de enredamiento. La primera rama de la curvatura presenta un signo negativo, correspondiente
a la convexidad de la grafica en esta primera regién, lo cual no se puede apreciar directamente
al considerar unicamente la curvatura absoluta. La forma de la entropia de enredamiento en la

Fig. y su relacion con la concurrencia en la Ec. (6.24) hacen imposible el cambio en concavidad
frente al aplanamiento de la concurrencia.
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6.3. La traza parcial del Experimento de Stern-Gerlach

Debido a la dificultad de caracterizar el enredamiento en sistemas hibridos, un acercamiento
natural es aquel permitido por la traza parcial, en el que la idea es la de trazar las partes com-
plicadas del sistema y reducirlo a uno que se pueda manejar con herramientas conocidas. Asi,
podemos en principio reducir, por ejemplo, las componentes continuas y trabajar tnicamente con
los subsistemas discretos cuando nos proponemos cuantificar el enredamiento.

Ya que estamos tratando con un sistema bipartita, requerimos de una medida de enredamiento
que contenga en su calculo la traza parcial, debido a que no se puede calcular directamente el
enredamiento de un sistema no compuesto (equivalentemente, de un solo grado de libertad).

La entropia de enredamiento, Sec. , mide el enredamiento como la cantidad de informa-
cion existente compartida entre dos sistemas. Esta es definida como la entropia de von Neumann
de los subsistemas reducidos con la traza parcial. En sistemas bipartitos discretos, para los que fue
definida esta medida, la entropia de enredamiento es independiente del sistema reducido para el
cual se calcula. La entropia de von Neumann es una generalizacién de la entropia de Shannon al
caso cuantico. La entropia de enredamiento del estado p es

E(p) = S(pa) = —Tr[palogpa] (6.27)

para el estado reducido p4
pa=Trgp. (6.28)

La naturaleza de la entropia de enredamiento nos indica que debemos conservar con la parte
discreta de nuestro sistema hibrido al tomar la traza parcial, Sec. (3.2.2)).

Este método fue llevado a cabo por [52] para el SGE con una evolucién semiclasica, Sec. (4.1.4.1)).
Este resultado se revisard antes de aplicar este procedimiento a la evolucién cuantica del SGE
en la Sec. . Sin embargo, el estado final reportado en esta referencia se puede llevar a la
forma del estado encontrado en el Capitulo Ec. , reemplazando los pardmetros semiclasicos

1/3
. . 2 . ., 2 .
adimensionales temporal, T = 22 'y de interaccion, K = 1 ’”2;6} , definidos como en [52], por
; ht bm \ /3
aquellos de la evolucion cudntica, 7 = 55—y k = V20 (%) de la Ec. (6.7). Por lo tanto,
2 ,

los resultados referentes a la entropia de enredamiento en el SGE de [52] son aplicables a nuestro
estudio del enredamiento en el SGE cuantico.

En [B2] se estudia el comportamiento temporal de la entropia de enredamiento, asi como su
dependencia con el pardmetro K, que contiene los pardmetros del aparato del SGE en la evolucion
semiclésica. Nos referimos a este resultado como Er(V), que depende de T y K.

i
con los eigenvalores de la matriz densidad A;,

1 1
Ao = 3 + ’/wj‘rw dz| = 3 +expn(T), (6.30)

n(T) = —K°T? (4 + T?). (6.31)

En la Fig. (6.12) reproducimos el resultado de [B2], para Er de las Ecs. (6.29)) a (6.31). Podemos

ver la creacién de enredamiento en el SGE y la posibilidad de obtener un estado maximamente
enredado.

Analizando esta grafica tenemos que el enredamiento se construye segin transcurre el tiempo
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Figura 6.12: Reproducimos el resultado de [B2] para la entropia de enredamiento del SGE, Eg, Fig. ,
para los parametros semiclasicos K, T de [B2]. Esta funcion presenta las mismas caracteristicas que el
resultado encontrado en Sec. , a pesar de ser obtenido para una evolucién semicléasica de los paquetes
de onda del SGE.

de interaccién con el campo magnético, y lo hace mas lentamente acercandose a la saturacion,
donde alcanza el valor maximo para la entropia de enredamiento de In 2. Este incremento es méas
rapido mientras aumenta K, lo que corresponde a una inhomogeneidad mas fuerte o a un mayor
ancho del paquete de onda.

Finalmente, notamos que el resulado de la Ec. para la entropia de enredamiento es
el mismo que aquel que obtenemos en la Ec. , una vez cambiamos los pardmetros de la
evolucién semiclasica K, T, por los que aparecen en la evolucion cuantica del SGE, Ec. , k
y 7, Ec. . De esta manera podemos ver como estos dos métodos cuantifican apropiadamente
el enredamiento hibrido.

Esta conclusion la veremos desde otro angulo en la Sec. donde a continuacién usaremos
este método con nuestra descripciéon completamente cudntica del SGE, aplicando la técnica descrita
en [62] al estado evolucionado del SGE, Ec. (4.77).

6.3.1. Aplicacién al SGE cuantico

Al tomar la traza parcial sobre el subsistema continuo se puede calcular la entropia de von
Neumann sobre la matriz densidad reducida de la manera usual. Particularmente, la aplicacién de
la traza parcial es de interés al permitirnos trabajar con una parte del sistema, potencialemente
unicamente discreta o continua, simplificando la descripcion de los estados hibridos.

En esta seccién aplicaremos la entropia de enredamiento directamente sobre el estado hibrido
del SGE de la Ec. , calculando en primer lugar la matriz densidad reducida que describe
al subsistema discreto, y posteriormente obteniendo la entropia de enredamiento sobre esta. Es
necesario en este caso calcular esta reduccién en primer lugar debido a la naturaleza de la entropia
de enredamiento como una medida discreta. Este método difiere de como obtuvimos el resultado
de la entropia de enredamiento en la Sec. (6.2.2), ya que en este caso trabajamos con un estado
propiamente discreto. Sin embargo veremos que estos resultados son compatibles.

Si trazamos el operador densidad del sistema del SGE usando una base del subsistema continuo,
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en este caso los eigenestados del operador de posicion, |7), tendremos la siguiente integral [52],

[ee]

o= [ el ar (6.3
— 0o

Considerando unicamente la dependencia en z del estado evolucionado del SGE de la Ec. (6.5),

obtenemos la matriz densidad reducida para el subsistema de espin trazando sobre la posicién en

z como sigue:
o0

p = Tefu)wl = [ Gl (6:33)

— 0o

En nuestro sistema podemos dividir la matriz densidad resultante del sistema de espin de dos
niveles en sus cuatro componentes al tomar el producto interno con los eigenestados de espin [22],

(/m<aw»«wv>dz=:/f°w:@¢o¢mz¢>da (6.34)

$) _ () L
piy = (i) = 3

donde i,j =+, —, y ¥+ son los de la Ec. (4.80)). En particular,

o /:’O W (2) - (2)dz = a. (6.35)

Esto nos permite escribir explicitamente la matriz densidad reducida

1 1 * *
(S)_ 5 f*’(/) wfdz _} 1 a
= (e ) =500 (659

La matriz de la primera igualdad corresponde con la reportada en [B2], mientras que el término
de la derecha es idénticamente igual a aquella matriz de la Ec. (|6.21 para el estado discreto del
SGE, con los eigenvalores de la Ec. (6.22);

1 |al 1+ |al
E=mn2—--In(1—|af?) - =1 : .
n 5 n(1-|al?) 5 n(l—a| (6.37)

Asi se obtiene la entropia de enredamiento como la de la Ec. (6.23)), y méas ain se trasladan al caso
presente todas las conclusiones derivadas de esta en la Sec.

Esta aplicacién de la entropia de enredamiento, una medida discreta, al enredamiento hibrido
del SGE, resulta completamente equivalente a la realizada mediante la discretizacién del estado de

la Sec. (6.2.2)). Esto permite asentar la validez de este método, y como consecuencia considerar a
la traza parcial como una herramienta ttil en la descripcion del enredamiento hibrido.

6.3.2. Cuantificacion del enredamiento usando el vector de Bloch

El vector de Bloch de un subsistema se puede usar para determinar el enredamiento en un
sistema discreto bipartita. El método de la traza parcial nos permite encontrar la matriz densidad
reducida del subsistema de espin, como en la Ec. (6.36)), con lo que se obtiene su vector de Bloch
como sigue

7= (Re(a),Im(a),0); (6.38)
ri = (07) = Tr(p¥ay), (6.39)
pt%) = %1 + %(a* +a)oy + i%(a* —a)oy,. (6.40)
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Figura 6.13: Dependencia temporal del parametro a = (¥ |¢)_), Ec. (6.10); se muestra su valor absoluto.
a decae asintéticamente con el tiempo de interacciéon 7 para un valor determinado de k, aqui k = 0.5.
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Figura 6.14: La entropia en términos de la norma del vector de Bloch, Ec. l}

En el caso de sistemas discretos bipartitas, estos presentan un enredamiento méaximo cuando el
vector de Bloch de los subsistemas reducidos es idénticamente cero, es decir, cuando los estados de
los subsistemas son maximamente mixtos [d42HZ44]. De esta manera, el método de la traza parcial
nos permite trasladar el uso de este método al caso de enredamiento hibrido. Para el SGE, el
vector de Bloch del subsistema reducido de espin es nulo cuando |a| = 0, debido al comportamiento
oscilatorio de la otra componente en Re(a) e Im(a), Ec. (6.10),

a = exp [12\/516373(;)] exp [—kO(r* +t77)] . (6.41)
o0

Ahora, a — 0 segin 7 y k incrementan, Fig. ; de esta manera, el enredamiento existente en
el estado hibrido del SGE de la Ec. tiende al enredamiento maximo con un mayor tiempo de
interaccioén 7, Fig. (6.13).

El vector de Bloch cuantifica el enredamiento de una manera equivalente a la entropia de
enredamiento. La entropia de enredamiento, definida segun la Ec. , se puede escribir en
términos de la norma del vector de Bloch [442] E4H], |7 = r:

1—i—r1 1+7r 1—7“1 1—7r
— o — (o)
5 253 9 B 25 5

segin la Fig. (6.14). Con esto, el enredamiento del estado hibrido del SGE depende nuevamente

FE =

(6.42)
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de una manera directa de |a|, como se tiene en la Ec. .

Con esto podemos decir que el enredamiento del estado del SGE se puede ligar a la medicion
de las componentes espaciales de espin, siendo las matrices de Pauli observables del subsistema
de espin. En particular, r; = {(0;), de manera que la existencia de enredamiento maximo se puede
concluir de obtener un resultado nulo para la medicién del espin en direcciéon x, o, equivalente-
mente en direccion y. Nuevamente, en el caso del SGE estos resultados se obtienen de una manera
asintotica, dependiendo de la superposicion entre los estados continuos, a = (¥4 |¥_), Ec. ;
cuando existe una separaciéon en los puntos de acumulacion y la superposicion de las funciones
Gaussianas en z respectivas es minima, como se explora en la Sec. , la probabilidad de hallar
(05) = 0 es considerable.

6.4. Resultados

La forma discreta efectiva del estado evolucionado del SGE, obtenida a partir del resultado de
[0 B] con el método de discretizacion de [51], permite estudiar el enredamiento hibrido presente en
el resultado del experimento, Ec. , usando medidas de enredamiento discretas. Se calcularon
la concurrencia y la entropia de enredamiento para la evolucion del SGE.

Con estos resultados se compard la creacién de enredamiento, manifestada en el comportamiento
de ambas medidas, con la interacciéon entre la particula y el aparato, que tiene por consecuencia
la evoluciéon que se hace presente en este estado. La fuerza de la interaccion se puede caracterizar
en nuestro modelo capturada por el parametro k, Ec. . A pesar de que ambas medidas
consideradas presentan un comportamiento consistente con lo que se espera de las observaciones
del SGE, podemos notar diferencias en la manera en que el experimento genera enredamiento en
tres regiones distinguibles: la creacién de enredamiento, el establecimiento del enredamiento y la
saturacion en el enredamiento maximo. Particularmente, con un mismo valor de k la concurrencia es
maés grande que la entropia de enredamiento para cualquier tiempo de interaccién. Ambas medidas
alcanzan la saturacion a tiempos similares.

Se analiz6 el comportamiento de ambas medidas en la regién k£ > 1, en la que se tiende a los
limites de aplicacion de la evolucion obtenida para el SGE, asi como nos aproximamos rapidamente
a un limite semiclasico. Sin embargo, para valores relativamente pequenos, alrededor de k = 1, el
comportamiento de la concurrencia presenta una inflexién importante. La consecuencia més notable
de esta inflexion es la incapacidad de distinguir un primer régimen de creaciéon del comportamiento
caracteristico del régimen intermedio. Esta transformacion fue discutida en detalle y comparado
con el cambio que experimenta la entropia de enredamiento. Esta tltima a pesar de presentar un
comportamiento distintivo en este rango, no cambia la naturaleza de la creacién de enredamiento
que predice.

Se calculd la entropia de enredamiento del estado evolucionado del SGE, Ec. , mediante
la traza parcial sobre el subsistema de la posicién, segtin propone [B2]. Comparando el resultado
obtenido con aquel de la entropia de enredamiento para la forma discreta del estado encontramos
que estos son idénticamente iguales, concluyendo que para este tipo de estados hibridos ambos
métodos son completamente equivalentes.

6.5. Conclusiones

Las correlaciones en los resultados del SGE entre la posicion y el espin son las responsables de
la separacion observada. El SGE presenta importantes caracteristicas cudnticas, y, junto con su
tratamiento del espin, el enredamiento cuantico existente en su resultado es la méas prominente.

Gracias a la evolucion cuantica del SGE que se present6 en el Capitulo [d] sabemos que es
el enredamiento cuéntico el responsale de la separacién observada en la pantalla. Sin embargo, el
estado evolucionado del SGE se distingue por su inclusion de variables continuas y discretas. Por lo
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tanto, este estado presenta enredamiento hibrdio. Debido a esto, la cuantificacién del enredamiento
en el SGE es particularmente compleja.

En el caso de la evolucién de un estado puro, que se describe aqui, la forma simple del esta-
do resultante permite manejar el enredamiento hibrido encontrado. En particular, permite usar
las herramientas desarrolladas para el analisis del enredamiento cuantico que han sido las mejor
establecidas y estudiadas, aquellas que tratan con sistemas discretos bipartitas.

En este capitulo se aplican tales medidas de enredamiento a la evolucion del SGE. Se usa en
primer lugar la propuesta de Kreis y van Loock [EI] para la descripcion del estado hibrido en un
espacio reducido, efectivamente discreto. Con esto se aplica sobre el estado efectivo del SGE la
concurrencia y la entropia de enredamiento. Por otro lado, se realiza una aplicacién directa de la
entropia de enredamiento, la que, al trazar sobre el espacio continuo, permite estudiar el enreda-
miento como en la manera usual sobre sistemas discretos con esta medida. Esta segunda aplicacion
de la entropia de enredamiento nos permite proponer el uso de la traza parcial como herramien-
ta para tratar el enredamiento en sistemas hibridos con la aplicacién conveniente de medidas de
enredamiento existentes, continuas o discretas, sobre el estado reducido que se encuentra.

Ambos resultados obtenidos para la entropia de enredamiento coinciden exactamente de una
manera analitica, lo que asienta la validez de ambos procedimientos, permitiendo una caracteriza-
cién completa del enredamiento en un sistema hibrido.

Con estas medidas de enredamiento analizamos la dindmica del enredamiento en el SGE, ca-
racterizando exitosamente el establecimiento del enredamiento en este importante experimento.
De este resultado podemos asegurar que la creacion del enredamiento en el SGE se debe a la in-
teraccion de la particula con el campo magnético, dependiendo directamente de la intensidad de
esta, la cual estd dada por la inhomogeneidad del campo magnético y el momento magnético de la
particula, asi como también dependiendo del tiempo de interaccion.

Reconocemos tres etapas en la creacién del enredamiento en el SGE, distinguidas por la can-
tidad de enredamiento presente y la velocidad a la que se continda creando el enredamiento. Es
importante notar asi mismo que el enredamiento en el SGE se satura con un tiempo de interaccion
suficiente en el maximo posible para un sistema discreto bipartita de dos niveles. En tiempos para
los que el comienzo de la interaccion es reciente, el enredamiento incrementa lentamente. Es en
tiempos de interacciéon intermedios que la creacién del enredamiento ha tomado velocidad y se
establece momentidneamente en una taza constante, antes de volverse a lentificar al tender a la
saturacién. La congruencia de la creacién de enredamiento y la dependencia de ésta en la evolucion
del estado encontrado con los resultados esperados y observados del SGE demuestran la validez y
utilidad de los dos métodos discutidos.

Analizamos ademés el limite semiclasico de nuestra caracterizacién del enredamiento en el
SGE, determinando la aplicabilidad y el comportamiento de las medidas discretas en el rango de
los pardmetros en los que se aproxima al limite la descripcion de la evolucion del SGE. Al dirigir la
atencién al régimen de intensidades de interaccién altas se puede observar que el comportamiento
de la concurrencia senala a la desaparicién del primer régimen, que corresponde a la creacion
lenta y acelerada de enredamiento en tiempos pequenos, a favor de una creacién constante del
enredamiento, antes de aproximarse a la saturacion.

La caracterizaciéon del enredamiento del SGE ayuda a asentar a este experimento como un
método de generacién de enredamiento hibrido, asi ampliando su posible utilidad en el campo
de la informacion cuantica. Lo mismo puede ocurrir para otros sistemas que pueden ser descritos
similarmente al SGE, como son los estados gato de Schrédinger hibridos, asi como el caso basico de
qubit-modo, revisado en la Sec. . Miés atn, las expresiones encontradas en este capitulo pueden
aplicarse directamente a cualquier sistema hibrido de dos niveles, una vez que las expresiones
particulares para los coeficientes del estado de dos-qubits, Sec. , y los estados continuos,
Sec. , se han considerado en la Ec. inicial.
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En esta tesis se ha cuantificado exitosamente el enredamiento hibrido del estado evolucionado
del SGE usando medidas de enredamiento discretas ya existentes. Se consideraron dos métodos
distintos para reducir el estado hibrido a una forma discreta, que se probaron equivalentes para el
estudio del enredamiento en el SGE.

En el primer método se obtuvo explicitamente un estado bipartita discreto enredado equivalente
al estado hibrido del SGE, a partir de una descripcion del subsistema continuo en un subespacio
finito del espacio continuo completo infinito. Este subespacio es generado por los dos estados
continuos relevantes que forman al estado del SGE. La equivalencia en el enredamiento de estos dos
estados permite extraer conclusiones sobre el enredamiento hibrido del SGE aplicando herramientas
discretas. Usando este método se obtuvieron expresiones para la concurrencia y la entropia de
enredamiento.

El segundo método consiste en el uso de la traza parcial para reducir la descripcién del estado
a solo aquella del estado discreto. La informacién de la interaccion se mantiene con esta reduccion,
como se hace patente en la composicién de la entropia de enredamiento por la traza parcial y la
entropia de von Neumann. En el caso de estados hibridos bipartitas, sélo la entropia de enreda-
miento se puede aplicar con este método, como se realizé para el estado del SGE. Sin embargo,
podemos conjeturar que en sistemas hibridos multipartitas la traza parcial permita la aplicacion
de otras medidas de enredamiento discretas, e inclusive continuas.

La comparacién de los resultados obtenidos indica que, en el caso de estados hibridos bipartitas
de baja dimensionalidad, en los que es posible usar la entropia de enredamiento, ambos métodos
de discretizacion de las medidas hibridas son completamente equivalentes, y caracterizan correcta-
mente el enredamiento hibrido.

Las medidas aplicadas, particularmente la entropia de enredamiento, caracterizan completa-
mente el enredamiento del estado evolucionado del SGE. Podemos observar de esta manera la
generacién de enredamiento en el SGE. Es de singular importancia el que con este anélisis pode-
mos concluir que un mayor tiempo en el aparato de Stern-Gerlach, y por tanto, mayor tiempo para
interactuar con el campo magnético, lleva a un mayor enredamiento en el estado de la particu-
la. Se identifican tiempos de interaccion prominentes, correspondientes al grado de enredamiento
del estado resultante. Es asi que podemos comenzar a apreciar la naturaleza de la creaciéon de
enredamiento en el SGE y el establecimiento de las correlaciones que distinguen a los resulta-
dos del experimento. La diferencia observada entre la descripcién que hacen del enredamiento del
SGE la entropia de enredamiento y la concurrencia pueden permitir comparaciones experimentales
referentes a las distintas propiedades de enredamiento que detectan las diferentes medidas.

Complementando el anélisis de las propiedades cuanticas del SGE, estudiamos las caracteristicas
no clasicas de las correlaciones presentes en el estado evolucionado. Tales correlaciones son sinénimo
del efecto de Stern-Gerlach, dictando la perfecta separacion del haz de acuerdo al espin de las
particulas al realizarse una medicion de la posicién en la pantalla del experimento. El SGE es un
experimento manifiestamente cuéntico, lo que es evidente de la naturaleza de tales correlaciones,
las cuales corresponden con la presencia de no localidad en el estado evolucionado. Se propone
aqui una funcién de correlacion que es capaz de cuantificar las correlaciones en el estado hibrido
compuesto por la posicién y el espin. Esta funcion nos permite analizar las caracteristicas de las
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correlaciones, considerando la dependencia de estas respecto a los pardmetros experimentales y la
medicion en el espacio de variables. Asi ademés es posible observar la no localidad del SGE como
una violacién del teorema de Bell por parte de esta funcién de correllacion.

El estado que describe la evoluciéon de una particula sujeta al potencial del campo magnético
del SGE, que se uso6 para analizar las propiedades no cléasicas del SGE y su enredamiento hibrido, se
obtuvo en esta tesis mediante el método del operador de evolucién. Para obtener la evolucién que
actia sobre el estado de la particula factorizamos el operador de evolucion que surge de la descrip-
cion de la evolucién cuéntica dictada por la ecuacion de Schrédinger. El estado evolucionado de un
estado puro inicial es en este caso puro también y presenta claramente no-separabilidad entre las
variables continua, de posicién, y discreta, de espin. El estado obtenido demuestra excelentemente
las propiedades del SGE, en particular haciendo evidentes sus reconocidas correlaciones, lo que
notamos al analizar la distribucién de probabilidad del estado.

Con este trabajo, se ha caracterizado completamente el enredamiento hibrido presente en el
experimento de Stern-Gerlach, el cual es un ejemplo experimental de la generaciéon de enredamiento
hibrido. Usando el SGE podemos comparar tanto la aplicacién de medidas discretas para el estudio
del enredamiento hibrido, como el uso de medidas de enredamiento existentes y la necesidad de
encontrar nuevas medidas hibridas. Asi mismo, se ha explorado la relacion entre el enredamiento y
las propiedades no cléasicas de sistemas compuestos hibridos. De esta manera podemos comprender
mucho mejor la naturaleza del enredamiento entre variables continuas y discretas, lo que a la vez
permite mejorar las aplicaciones de este tipo de estados y afinar el uso del enredamiento hibrido
€Omo recurso.
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