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Resumen

La presente tesis está dedicada a la investigación del enredamiento en sistemas cuánticos com-
puestos formados por un subsistema de variables continuas y un subsistema de variables discretas.
Es de particular interés la posibilidad de determinar la cantidad de enredamiento presente en tales
sistemas. El enredamiento entre variables discretas y continuas constituye un tipo particular de
enredamiento, conocido como enredamiento híbrido. En esta tesis esto se lleva a cabo investigando
al experimento de Stern-Gerlach como un caso de estudio. En el experimento de Stern-Gerlach
se produce naturalmente enredamiento híbrido, más aún, las correlaciones teóricamente perfec-
tas entre las variables de posición y espín por las que se reconoce este experimento lo hacen un
modelo óptimo para encontrar enredamiento híbrido. La forma simple del estado resultante del
experimento permite estudiar a fondo sus características no clásicas. El principal resultado de esta
tesis es la aplicación de medidas de enredamiento discretas sobre el estado híbrido del experimen-
to de Stern-Gerlach, con las que fue posible caracterizar completamente el enredamiento híbrido
existente.

Esta tesis comienza con una introducción en la que se discute el enredamiento híbrido y se
presenta al experimento de Stern-Gerlach como un modelo físico de interés para generarlo. En
el Capítulo 1 se discute al enredamiento cuántico, incluyendo un estudio de la naturaleza no
clásica de los sistemas cuánticos y un recuento histórico del descubrimiento y caracterización del
enredamiento.

El Capítulo 2 contiene un análisis formal del enredamiento, presentando las distintas de�nicio-
nes, que a la vez nos permiten analizar distintas facetas del fenómeno que de�nen, y �nalizando
con una revisión detallada de las medidas de enredamiento discretas. Esto nos permite a la vez
apreciar el lugar singular que tiene el enredamiento discreto gracias a la completa caracterización
del enredamiento discreto en una amplia variedad de estados que permiten las medidas existentes.

En el Capítulo 3 se trata especí�camente al enredamiento híbrido. Aquí se hace un sumario de las
aplicaciones del enredamiento híbrido y se revisa el estado actual de su estudio, centrándonos en las
distintas posibilidades para perseguir una cuanti�cación adecuada. Por último, en este capítulo se
presentan los dos posibles métodos que se aplicarán al cuanti�car el enredamiento del experimento
de Stern-Gerlach.

El tratamiento del experimento de Stern-Gerlach comienza en el Capítulo 4, en el que se describe
comprensivamente al experimento y se discute el tratamiento que se ha realizado considerándolo
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como un sistema completamente cuántico. Además, se deriva el estado cuántico evolucionado, y se
analiza el estado obtenido, presentando sus propiedades no clásicas.

En el Capítulo 5 exploramos la no localidad del experimento de Stern-Gerlach, proponiendo una
función de correlación para sistemas híbridos que permite examinar la violación de la desigualdad
de Bell en este sistema. Finalmente, en el Capítulo 6 se encuentra el principal resultado de esta tesis,
estudiando el enredamiento híbrido del experimento de Stern-Gerlach mediante medidas discretas.
Para llevar a cabo esta cuanti�cación analizamos dos métodos distintos que permiten reducir el
proceso de aplicación de las medidas de enredamiento a aquel propio del enredamiento discreto.
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Introducción

Los sistemas cuánticos presentan una variedad de propiedades que no se observan en los sistemas
clásicos. Muchas propiedades cuánticas aparecen en sistemas de una sola partícula, así tenemos la
superposición de estados cuánticos o la interferencia, pero también existen efectos que solamente
se presentan en sistemas cuánticos formados por varios subsistemas, llamados compuestos. Entre
estos, destaca por su signi�cado el enredamiento cuántico.

El enredamiento cuántico es un fenómeno fundamental de la mecánica cuántica, según Schrö-
dinger, el enredamiento cuántico representa la diferencia fundamental entre la mecánica cuántica
y la física clásica [7]. Como tal ha sido objeto de amplio estudio y representa la frontera de la
investigación, así como de las aplicaciones de la mecánica cuántica.

Existen una variedad de tareas cuánticas cuya realización depende cercanamente del enre-
damiento cuántico, de�niendo ricas áreas de estudio y aplicación. De esta manera, las primeras
aplicaciones de estos protocolos han dejado una marca distintiva en el desarrollo de la teoría cuán-
tica. Entre estos podemos notar la computación cuántica, la teletransportación cuántica [8�10],
codi�cación superdensa [11, 12], criptografía cuántica, preparación remota de estados[13, 14] e
intercambio de enredamiento [15�18].

El enredamiento cuántico tiene un vínculo cercano con la existencia de correlaciones no clásicas
entre sistemas cuánticos. De esta manera, la primera de�nición y la más intuitiva del enredamiento
cuántico se hace mediante la no separabilidad de un estado. Un estado de un sistema cuántico
compuesto se dice que es no separable, y equivalentemente, está enredado, si no se puede describir
mediante una mezcla de estados de�nidos y factorizables para los subsistemas individuales. En
cambio, es necesario realizar su descripción mediante un único estado global del sistema. Natural-
mente, esto lleva a correlaciones entre las propiedades físicas observadas. Por otro lado, los estados
que pueden ser representados mediante estados puros factorizables son llamados separables.

Con el avance en el estudio y entendimiento del enredamiento cuántico se ha llegado a la
conclusión de que es un recurso similar a la energía, en el sentido de que nos permite realizar
tareas no clásicas, como son, por ejemplo, la teletransportración cuántica, y diversas tareas que
han llevado al desarrollo de la criptografía cuántica y la computación cuántica [15�18]. Al ser
un recurso tan importante, es necesario el desarrollo de cantidades que nos permitan de�nirlo y
cuanti�carlo. Efectivamente, la utilidad del enredamiento en tareas de comunicación impulsó la
investigación centrada en su cuanti�cación [15].

La separabilidad ofrece una de�nición directa del enredamiento cuántico, es por esto que la
identi�cación de los estados separables es una tarea sumamente importante en el estudio del enre-
damiento cuántico, permitiéndonos averiguar si un estado cuántico es o no enredado. Las pruebas
de separabilidad representan métodos para la identi�cación de estados enredados, que de esta
manera permiten derivar naturalmente diversas medidas de enredamiento [15, 17�25].

A diferencia de los estados separables, los estados enredados no pueden ser preparados actuando
individualmente en cada subsistema. Esta última propiedad inspira una de�nición distinta del en-
redamiento, que facilita la cuanti�cación operacional de sus propiedades. Debido a esto, existe una
intensa actividad de investigación que permite establecer �rmemente las características deseables
para una medida de enredamiento [21, 26�29].

A pesar de que la cuanti�cación del enredamiento es un campo de investigación sumamente
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activo, así como también de la investigación amplia motivada por el interés por entender y ca-
racterizar las propiedades del enredamiento cuántico, siguen existiendo una cantidad considerable
de preguntas abiertas y queda mucho por entender sobre la naturaleza del enredamiento y su
cuanti�cación.

Como se mencionó anteriormente, el enredamiento cuántico es un fenómeno cuántico que existe
en sistemas cuánticos compuestos. El enredamiento cuántico para sistemas bipartitas discretos,
que consisten de dos subsistemas físicos descritos por una variable discreta, ha sido ampliamente
estudiado debido a su simplicidad. En estos sistemas, el enredamiento cuántico se puede de�nir y
cuanti�car fácilmente haciendo uso de distintas medidas de enredamiento [17, 21�25]. Entre estas
podemos destacar la descomposición de Schmidt, la medida geométrica del enredamiento [30], la
entropía de enredamiento [31, 32] o la concurrencia [33�35].

Sin embargo, la cuanti�cación del enredamiento cuántico es mucho más complicada cuando
se estudian otro tipo de sistemas, como lo son sistemas compuestos por más de dos subsistemas,
sistemas con variables continuas, o en casos donde son de interés estados mixtos.

En este último caso, considerando estados mixtos, la pregunta de la separabilidad no tiene una
respuesta categórica, inclusive con el desarrollo de diversos criterios de separabilidad que mues-
tran su utilidad en una variedad de situaciones [17, 21�25, 36, 37]. Por otro lado, los criterios de
separabilidad permiten el desarrollo de los llamados testigos de enredamiento (entanglement wit-
nesses), observables que permiten detectar estados enredados independientemente. En el caso de
sistemas bipartitas existen buenas medidas de enredamiento [17, 21, 22], como son el enredamiento
de formación [27, 31, 32] y la concurrencia [33�35], sin embargo, su cálculo se complica signi�-
cativamente al aumentar la dimensión de los subsistemas. Estas medidas incluso han permitido
un buen acercamiento a la caracterización del enredamiento en sistemas multipartitas discretos
[17, 21, 22, 38].

En la literatura existen propuestas para una cuanti�cación del enredamiento cuántico entre
variables continuas. Por ejemplo, el criterio de separabilidad de la matriz transpuesta parcial [36, 37]
es generalizado por Simon para variables continuas [39]. Por otra parte, otras propuestas usan
de�niciones de operadores tipo EPR. Así mismo existen propuestas de generalización de medidas
discretas [17, 40�50].

Cuando consideramos el enredamiento en un sistema cuántico formado por un subsistema des-
crito por una variable discreta y otro descrito por una variable continua, decimos que se tiene
enredamiento híbrido. El estudio del enredamiento híbrido es un área en crecimiento, encontrándo-
se entre el área mejor establecida del enredamiento en sistemas discretos y el área más reciente del
enredamiento entre sistemas continuos. La búsqueda de cantidades que nos permitan caracterizar
este tipo de enredamiento es un área activa actualmente.

Notablemente, se ha hecho una propuesta de clasi�cación del enredamiento híbrido, que permite
describir a este tipo de enredamiento usando medidas discretas en el caso de una clase determinada
de estados [51]. Se ha dado así mismo una indicación hacia la posibilidad de trasladar las medidas
usadas en el caso continuo para cuanti�car el enredamiento híbrido presente en el resto de estados.

En este trabajo de tesis nos proponemos investigar la generación de enredamiento cuántico
híbrido y su forma de cuanti�carlo. Nos interesa en primer lugar encontrar modelos físicos donde
pueda ser generado enredamiento cuántico híbrido, así como la forma de caracterizar y cuanti�-
car este enredamiento. Se propone particularmente el uso de medidas de enredamiento discretas
mediante técnicas de reducción de los estados híbridos propuestas en [51, 52]. El experimento de
Stern-Gerlach produce naturalmente enredamiento híbrido, de esta manera, esta tesis se ocupa
de caracterizar sus características cuánticas determinada por las correlaciones que corresponden a
éste.
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Figura 1: Placa conmemorativa dedicada al experimento de Stern-Gerlach en su 80 aniversario en la Uni-
versidad de Frankfurt, donde fue realizado el experimento en 1922. Además de los relieves representando a
Otto Stern y Walter Gerlach, observamos un esquema detallado del experimento que incluye la distribución
de probabilidad de la medición en el eje z.

I.1 El Experimento de Stern-Gerlach

El experiento de Stern-Gerlach (SGE por sus siglas en inglés) [53�55] tiene una importancia
fundamental en el desarrollo de la mecánica cuántica, y ha sido a través de los años reconocido
como tal (ver Fig. (1)), así como juega un papel imprescindible en su enseñanza. Este experimento
se usa comúnmente para introducir el concepto del espín en los sistemas cuánticos, el cual no tiene
una contraparte clásica [1, 56�63].

El SGE puede ser fácilmente usado para introducir el concepto de enredamiento en la enseñanza
de la mecánica cuántica [1, 64�66], en particular debido a que es un ejemplo directo de la generación
de enredamiento entre variables continuas y discretas, así como en estados puros y mixtos. En [1, 2]
se exploran estas propiedades del SGE, usando el método del operador de evolución para estudiar
la dinámica del SGE.

El SGE pertenece al tipo de experimentos de haces moleculares, estos consisten en hacer pasar
un haz de partículas a través de campos eléctricos o magnéticos [67]. En particular, en el SGE
original se utilizaron partículas de plata y un campo magnético inhomogéneo.

La razón por la que el SGE es fundamental para la ciencia es debido a que en la pantalla del
experimento se observa que las partículas se concentran en dos diferentes áreas bien de�nidas y
separadas, este es el conocido efecto del SGE que dio lugar a de�nir la propiedad de la materia
conocida hoy en día como espín. Tal efecto se aprecia en la Fig. (2), donde se muestra el resultado
en la pantalla del experimento, en la Fig. (1) se muestra la distribución de probabilidad relacionada
a este efecto; así mismo, ver la Fig. (4.1).
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Figura 2: (Izquierda) Postal de Gerlach a Niels Bohr del 8 de Febrero de 1922. Muestra una fotografía de
la pantalla del experimento y la apreciable separación del haz, con un mensaje congratulatorio a Bohr por
la con�rmación de la teoría de la cuantización espacial. (Derecha) Detalle de la observación en la pantalla
del SGE.
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Capítulo 1

Enredamiento y no localidad:
Correlaciones cuánticas

Este primer capítulo se ocupa del enredamiento cuántico. Comenzaremos discutiendo la natu-
raleza del enredamiento cuántico, a la vez que hacemos un recuento histórico de su descubrimiento
en el nacimiento de la mecánica cuántica y los esfuerzos que se hicieron por describirlo.

1.1. El enredamiento cuántico

Cuando consideramos sistemas cuánticos compuestos por dos o más subsistemas, una de las
cosas más interesantes que podemos apreciar es la interacción entre ellos.

En las correlaciones entre estos subsistemas encontramos una separación fundamental de los
sistemas cuánticos respecto a aquellos clásicos. Las correlaciones en los sistemas clásicos siempre
se pueden describir en términos de probabilidades clásicas, mientras que esto no es necesariamente
cierto para sistemas cuánticos.

Estas correlaciones son conocidas como correlaciones cuánticas, y su existencia y descripción
tienen fuertes bases en el teorema de Bell [68]. De estas correlaciones surge la idea del enredamiento
cuántico. Los estados que presentan tales correlaciones no clásicas se identi�caron originalmente
con el enredamiento cuántico.

Las correlaciones se mani�estan en los resultados esperados para las observables de los subsis-
temas, como podemos ver en la Fig. (1.1). Con la presencia de correlaciones cuánticas tenemos que
éstos pasan a depender de las variables de los otros sistemas, no solo de la variable del sistema que
está siendo observado.

Figura 1.1: Representación esquemática del concepto de correlaciones cuánticas. En particular se muestra
cómo el espín observado de una partícula es afectado por el estado de otra partícula separada e indepen-
diente. Usualmente se considera a este par de partículas con espín 1/2 como correlacionadas en su origen
a partir de una partícula de espín 1 que decae.
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Figura 1.2: El experimento pensado de Bohm [56], discutido en [71]. Este experimento destaca las corre-
laciones cuánticas como una propiedad de los sistemas cuánticos. Las correlaciones entre el espín de dos
partículas emitidas por la misma fuente, pero separadas y sujetas a procesos experimentales independien-
tes, son observadas mediante aparatos de Stern-Gerlach.

Es interesante recordar la aparente paradoja que la existencia de estas correlaciones generó, al
ser encontradas en el famoso escenario propuesto por Einstein, Podolski y Rosen (EPR) [69], lo
que parecía sugerir la presencia de acción a distancia en la mecánica cuántica.

El experimento de Bohm [70, 71] demuestra excelentemente la presencia de estas correlaciones en
un sistema relativamente sencillo y el efecto sobre las observables. Un esquema de este experimento
presentado por [71] aparece en la Fig. (1.2).

Junto al experimento de Bohm, en los primeros años del estudio del enredamiento cuántico se
exploraron diversos estados que presentan este tipo de correlaciones y ahora representan ejemplos
notables del enredamiento cuántico. Cuando pensamos en los estados que presentan claramente
correlaciones cuánticas se pueden notar por simple inspección características particulares de éstos,
prominentemente, su no-separabilidad [7, 72�74]. Como un ejemplo directo consideremos el estado
del experimento de Bohm [70, 71]:

|Ψ〉 =
1√
2

(|+〉1|−〉2 − |−〉1|+2〉) , (1.1)

en el que es claro que no podemos factorizar la descripción de los sistemas 1 y 2.
Ahora podemos contrastar el teorema de Bell con lo que observamos de estos estados, llevando

a la de�nición propia del enredamiento cuántico como la no-separabilidad de los estados. Esta pro-
piedad entonces produce correlaciones cuánticas, que pueden ser consistentes con la representación
de no localidad que da el teorema de Bell.

El enredamiento cuántico forma una parte central en los sistemas cuánticos y los efectos que
presentan. De esta manera, encontramos que la presencia de enredamiento es fundamental para
la realización de una amplia variedad de tareas cuánticas, en las que el objetivo es transformar y
manipular estados cuánticos. Así, el enredamiento se de�ne como un recurso cuántico. La capacidad
de describir y de�nir un estado enredado así como cuanti�car el enredamiento presente es una tarea
necesaria no sólo para mejorar nuestra comprensión de los sistemas cuánticos, sino también para
su continuada aplicación tecnológica y el desarrollo práctico de las tareas cuánticas [15�18, 29].

Es por esto que se ha partido de la de�nición del enredamiento mediante la separabilidad y
la caracterización de las correlaciones por la no localidad buscando técnicas para la detección
de enredamiento y herramientas que de�nen una cuanti�cación, considerando tipos de estados
enredados que permiten descripciones similares para facilitar este proceso.

El caso de enredamiento más estudiado es justamente el que vemos en los estados considera-
dos en los primeros días del enredamiento [7, 69�76], el enredamiento discreto bipartita. Ambas
circunstancias se deben en gran parte a su simplicidad. Este tipo de enredamiento es nuevamente
excelentemente ejempli�cado por el estado de la Ec. (1.1); el enredamiento está distribuído en-
tre dos partes, las partículas, cuyo espín, una variable discreta, se describe completamente en su
subsistema individual mediante los estados {+,−}i, etiquetados por i = 1, 2.
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Identi�camos el enredamiento mediante el número de partes del sistema diferenciables, descritas
como subsistemas, que están involucradas, estando el enredamiento relacionándolas. Así tenemos
enredamiento bipartita, en el que el enredamiento se establece entre dos subsistemas, triparti-
ta, involucrando tres subsistemas, multipartita, etc. Por otro lado, podemos distinguir el tipo de
subsistemas que comparten el enredamiento por el tipo de variables con el que las describimos.
Llamamos enredamiento discreto a aquél existente entre subsistemas de variables discretas, como
el espín, los estados de número en un espacio de Fock, etc. El enredamiento continuo es el que
existe entre subsistemas de variables continuas, tales como la posición y el momento. Finalmente,
el enredamiento entre subsistemas discretos y subsistemas continuos es denominado híbrido.

El enredamiento bipartita es signi�cativamente más simple, independientemente del tipo de
sistemas incluídos. Esta sencillez en su descripción permite facilitar operacionalmente el desarro-
llo y aplicación de herramientas con las que se caracteriza el enredamiento [15�18, 21�25, 29].
Naturalmente, este es el caso más ampliamente estudiado, cuando se trata de sistemas discretos,
continuos e híbridos [17, 22]. En los sistemas multipartitas el enredamiento tiene la capacidad de
distribuírse de múltiples distintas maneras entre los subsistemas, presentando comportamientos y
una estructura no existente en el enredamiento bipartita, lo que introduce complicaciones y nuevas
necesidades en su análisis.

Tempranamente se desarrolló una teoría comprensiva y extensiva del enredamiento discreto
bipartita. En este caso existen importantes resultados que permiten detectar el enredamiento,
como es el criterio de positividad de la transpuesta parcial (conocido como criterio PPT, por sus
siglas en inglés) [36, 37], así como medidas de enredamiento bien establecidas, resaltando los casos
básicos de la concurrencia [33, 34], negatividad [19], la entropía de enredamiento y otras medidas
entrópicas [22, 37, 77].

Sin embargo, en los sistemas continuos e híbridos inclusive en el caso del enredamiento bipartita
existe aún una gran necesidad de desarrollar herramientas adecuadas para la descripción de su
enredamiento [16, 17, 25]. La descripción de la matriz de covarianza permite estudiar con relativa
facilidad el enredamiento continuo para estados Gaussianos, para los que su descripción es �nita.
En este caso se tiene una variedad de medidas de enredamiento y criterios de separabilidad, de los
que un porcentaje signi�cativo han sido generalizados a partir de herramientas discretas [17, 40�
50], como es el caso del criterio de separabilidad de Simon [39]. Cuando se trata de estados no
Gaussianos, su descripción requiere de expresiones más complejas en forma y un mayor número de
parámetros, en el caso en el que es posible una descripción �nita [17]. Resalta así la generalización
que hacen Schuhkin y Vogel del criterio de Simon [78]. En el Capítulo 2 discutiremos con detalle
la cuati�cación y caracterización del enredamiento cuántico.

El caso del enredamiento híbrido lo discutiremos posteriormente con más detalle, en el Ca-
pítulo 3, pero es necesario remarcar que para éste la generalización de medidas y criterios es
signi�cativamente menos directa, correspondiendo a la complejidad de la descripción de estos es-
tados.

1.1.1. La separación de los sistemas físicos

Cuando se piensa en el orígen del enredamiento, naturalmente se piensa en la paradoja EPR
y en el experimento de Bohm [7, 69�76], con la aparente comunciación instantánea que se necesita
para correlacionar de esta manera tan particular los resultados de dos experimentos, o más preci-
samente, resultados de mediciones separadas. Esto es en general lo que se mantiene en la mayor
parte de las discusiones y revisiones actuales del enredamiento y el orígen de la mecánica cuánti-
ca propiamente dicha [76, 79�85]. Así, parece que el concepto de enredamiento cuántico surge de
este tipo de situaciones, en principio empíricas, consecuencia del desarrollo de la teoría cuántica
formal y el análisis y búsqueda de caracterización de estados cuánticos especí�cos. Esta intuición
parece provenir del hecho de que el experimento pensado de Bohm aterriza tan apropiadamente
el problema �losó�co de las correlaciones cuánticas, valiéndose de propiedades particulares del es-
pín, y utilizando a la vez al SGE como base física para las re�exiones del público que piensa el
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experimento [57, 58, 71, 76, 86, 87].
Sin embargo, existe una discusión �losó�ca previa, que cimienta al enredamiento en los propios

orígenes de la teoría cuántica, surgiendo de la búsqueda por comprensión de la naturaleza de la
cuantización de la luz [76, 80, 81, 84, 85]. Esta discusión culmina con el experimendo pensado de
las cajas de Einstein, y conlleva en sí el entendimiento de la inseparabilidad de la descripción del
sistema compuesto, el propio espíritu del enredamiento. En esta discusión participan notablemente
Einstein, Lorentz, Ehrenfest, Schrödinger, y, �nalmente, Bohr [76, 79�85]. Las cajas de Einstein
es �nalmente la motivación directa de la exposición de los problemas de la mecánica cuántica que
trata el artículo de Einstein, Podolski y Rosen [69, 80�83].

Schrödinger [72] en 1935 [73, 80] re�riéndose a esta discusión, identi�ca al enredamiento como
la fuente de las discrepancias, y lo nombra, de�niéndolo como la imposibilidad de conocer dos
sistemas relacionados de una manera individual 1:

� Si dos cuerpos separados, sobre los que, individualmente, tenemos conocimiento máximo,
llegan a una situación en la que se in�uencian entre ellos y después se separan nuevamente, entonces
regularmente surge aquello que apenas he llamado enredamiento de nuestro conocimiento de los
dos cuerpos. En el comienzo, el catálogo conjunto de expectaciones consiste de una suma lógica de
los catálogos individuales; durante el proceso el catálogo conjunto se desarrolla necesariamente de
acuerdo a la ley conocida [evolución unitaria].

�[...] Nuestro conocimiento permanece máximo, mas al �nal, si los cuerpos se han separado
nuevamente, este conocimiento no se descompone nuevamente en una suma lógica de conocimiento
de los cuerpos individuales. �

Antes de 1935, el enredamiento como un concepto ya formaba parte de los libros de texto
tratando la nueva teoría cuántica. Weyl [88, 89] explica 2:

� Las condiciones que aseguran un máximo de homogeneidad dentro de c [sistemas compuestos
con componentes a y b] no necesitan requerir un máximo en este respecto dentro del sistema
parcial a. Más aún: si el estado de a y el estado de b se conocen, el estado de c en general no
es únicamente determinado, para una forma Hermitiana de�nida positiva ||aik,i′k′ || en el espacio
producto, que describe un agregado estadístico de estados c, no es únicamente determinada por las
formas Hermitianas ∑

k

aik,i′k,
∑
k

aik,ik′ (1.2)

a las que ésta da orígen en los espacios R, S. En este sentido signi�cativo, la teoría cuántica se
suscribe al punto de vista de que �el total es más grande que la suma de sus partes� [...]. �

1If two separated bodies, about which, individually, we have maximal knowledge, come into a situation in which
they in�uence one another and then again separate themselves, then there regularly arises that which I just called
entanglement of our knowledge of the two bodies. At the outset, the joint catalogue of expectations consists of a
logical sum of the individual catalogues; during the process the joint catalogue develops necessarily according to the
known law [linear Schrödinger evolution].:
[...]Our knowledge remains maximal, but at the end, if the bodies have again separated themselves, that knowledge

does not again decompose into a logical sum of knowledge of the individual bodies..[72, 73] Traducción al inglés de
[80].

2Conditions which insure a maximum of homogeneity within c [composite systems with components a and b]
need not require a maximum in this respect within the partial system a. Furthermore: if the state of a and the state
of b are known, the state of c is in general not uniquely speci�ed, for a positive de�nite Hermitian form ||aik,i′k′ || in
the product space, which describes a statistical aggregate of states c, is not uniquely determined by the Hermitian
forms ∑

k

aik,i′k,
∑
k

aik,ik′

to which it gives rise in the spaces R, S. In this signi�cant sense quantum theory subscribes to the view that �the
whole is greater than the sum of its parts, � which has recently been raised to the status of philosophical creed by
the Vitalists and the Gestalt Psychologists.[88, 89]
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1.1.1.1. Los primeros años de la teoría cuántica

La teoría cuántica inició formalmente con la cuantización de la radiación electromagnética. El
trabajo de Einstein sobre el efecto fotoeléctrico de 1905 [90, 91] fue el paso fundamental que asentó
esta teoría de la luz. Por este descubrimiento Einstein ganó el premio Nobel de 1921 [92]. Este
trabajo, naturalmente, comenzó una discusión larga sobre la teoría cuántica, centrándose en un
principio en la naturaleza de la luz y el comportamiento de los cuantos de luz. Aquí podemos
remarcar las preguntas presentadas por el propio Einstein, que llevarían �nalmente a entrever el
problema del enredamiento cuántico por primera vez.

En [90, 91] Einstein describe el comportamiento de la luz en términos de probabilidades inde-
pendientes de cuantos de energía. Concluye que la radiación monocromática a bajas densidades, es
decir, en el dominio de la fórmula de radiación de Wien [93], se puede describir termodinámicamen-
te como si consistiera de cuantos de energía mutuamente independientes. Posteriormente Einstein
re�exiona en una carta a Lorentz en 1909 [94] sobre la independencia de los cuantos de luz y la
determinación de su posición espacial, presentando la situación que imagina respecto a la composi-
ción de la luz y su descripción adecuada. La exposición que hace Einstein en esta carta nos recuerda
a la dualidad onda-partícula, la cual esta discusión ayudaría a formar poco después [80, 85, 95].
Sin embargo, podemos notar otro punto importante discutido aquí, aquel de la independencia y
localización de los cuantos de luz. En esta misma carta, Einstein acepta que la composición de la
luz por cuantos mutuamente independientes y localizados en relativamente pequeños espacios es
la explicación más conveniente a las leyes derivadas en [90, 91].

Es esta independencia y la discusión sobre las reglas de la distribución que dan la entropía
apropiada que se ajusta a la ley de Planck [96�102], descubierta empíricamente, las que dan paso
a la relación de Planck-Einstein [103, 104] y �nalmente a la relación de de Broglie [105, 106] entre
el comportamiento ondulatorio y de partícula.

Wolfke en [107] trae a la luz explícitamente la independencia de los cuantos de luz en la teoría
de Einstein, declarando la necesidad de que las probabilidades correspondientes sean de eventos
mutuamente independientes. Consecuentemente, se habla de la determinación de la posición de los
cuantos de luz como independientes:3

� Así vemos que, de acuerdo a la visión de Einstein, el hecho de que un cuanto de luz se sitúa
en un subvolumen especí�co es independiente de la posición de los otros cuantos de luz. �

Ehrenfest y Onnes [108], en el apéndice de su artículo de 1914 [108], discuten la diferencia
entre la teoría de Einstein [90, 91] y la de Planck [109�111] de la radiación en las distribuciones
espaciales correspondientes a los niveles de energía de los cuantos de luz, que se reduce al problema
de la distribución de cuantos en celdas espaciales. De esta manera, la teoría de Planck concluyen,
no considera cuantos de luz separados e independientes, como lo hace la de Einstein, sino que
son las diferentes distribuciones energéticas las que son los objetos a contarse. La independencia
considerada en la teoría de Einstein lleva necesariamente a la fórmula de Wien, no a la correcta
fórmula de Planck: [108]4

� La hipótesis de Einstein lleva necesariamente a la fórmula (χ) para la entropía y así necesa-
riamente a la fórmula de radiación de Wien, no a la de Planck. El mecanismo formal de Planck
(la distribución de P elementos de energía g sobre N resonadores) no puede ser interpretado en el
sentido de los cuantos de luz de Einstein. �

En 1925 Einstein [112�114]5 responde a estas críticas, aceptando que, tanto en la teoría de la
radiación como en la de los gases de Bose-Einstein [116], la distribución de probabilidad apropiada
considera implícitamente cierta in�uencia mutua entre las partículas. Esto es mejor descrito en una

3Thus we see that, according to Einstein's view, the fact that a light quantum lies in a speci�c subvolume is
independent of the position of the other light quanta. Traducción al inglés de [80].

4Einstein's hypothesis leads necessarily to formula (χ) for the entropy and thus necessarily to Wien's radiation
formula, not Planck's. Planck's formal device (distribution of P energy-elements g over N resonators) cannot be
interpreted in the sense of Einstein's light-quanta.[108]

5Traducción al inglés en Document 385 Quantum Theory of Ideal Gas II pp. 371-383 Einstein [115]
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carta de Einstein dirigida a Schrödinger de Febrero de 1925 [117, 118].6

� En la estadística de Bose aplicada por mi, los cuantos, o moléculas, no son tratados como
independientes uno de otro. [...]

�La complexión es caracterizada indicando el número de moléculas que están presentes en cada
celda individual. El número de las así de�nidas complexiones es supuesto crucial para la entropía.
En este procedimiento las moléculas no están localizadas de manera mutuamente independiente;
más bien, tienen una preferencia por localizarse con otra molécula dentro de la misma celda. Uno
puede visualizar esto fácilmente con números bajos. E.g., 2 cuantos, 2 celdas: De acuerdo a Bose,

�
Estadística de Bose moléculas independientes

1a celda 2a celda
1er caso : -
2o caso . .

3er caso - :

1a celda 2a celda
1er case I II -
2o case I II
3er case II I
4o case - I II

� �Tabla 1.1: Diagrama de Einstein de [118].

las moléculas se localizan juntas relativamente más frecuentemente que de acuerdo a la hipótesis de
las moléculas siendo estadísticamente independientes. Presenté este tema en un segundo artículo
que desde entonces ha aparecido en los proceedings [S.Ber.], 2o artículo. [112�114] �

Schrödinger posteriormente [119] analiza el hecho de que esta dependencia debe estar implícita
análogamente en la teoría de gases y la teoría de la radiación, proveyendo de una necesaria funda-
mentación a las estadísticas de ambas teorías. La otra opción, que invoca el conteo de estados de
Planck para obtener la distribución adecuada, Schrödinger concluye, no permite pasar propiamente
a la teoría cuántica: 7

� Así uno debe simplemente dar forma a nuestro modelo del gas siguiendo el mismo modelo de la
radiación de cavidad que corresponde a lo que no es aún la idea cuántica extrema de la luz; entonces
la estadística natural-básicamente el método conveniente de Planck para sumar estados-llevará a
la teoría del gas de Einstein. �

Finalmente, en un artículo de 1927 [120�122], Einstein describe a la perfección el problema
de la independencia de los subsistemas, que podemos identi�car fácilmente ahora con la propia
de�nición de enredamiento: 8

6In the Bose statistics applied by me, the quanta, or molecules, are not treated as independent of one another.
[...]
The complexion is characterized by indicating the number of molecules that are present in each individual cell.

The number of the thus de�ned complexions is supposed to be crucial for entropy. In this procedure the molecules
are not mutually independently localized; rather, they have a preference for sitting together with another molecule
inside the same cell. One can visualize this easily with low numbers. E.g., 2 quanta, 2 cells:

Bose statistics independent molecules

1st cell 2nd cell

1st case : -
2nd case . .

3rd case - :

1st cell 2nd cell
1st case I II -
2nd case I II
3rd case II I
4th case - I II

According to Bose, the molecules sit together relatively more frequently than according to the hypothesis of the
molecules being statistically independent. I presented this subject in a second paper that has since appeared in
the proceedings, [S.Ber.], 2nd paper. [[112�114]] Traducción al inglés en Document 446 February 1925 �To Erwin
Schrödinger� pp.438-439 Einstein [115].

7Thus one must simply fashion our model of the gas after the same model of cavity radiation that corresponds to
what is still not the extreme light quantum idea; then the natural statistics�basically the convenient Planck method
for summing states�will lead to the Einstein gas theory. Traducción al inglés de [80]

8Stimulated by this, I found out that this schema does not properly take into account one general condition that
must be set for a general law of motion of the systems.
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� Incentivado por esto, encontré que este esquema no toma en consideración propiamente una
condición general que debe ser establecida para una ley general de movimiento de los sistemas.

�Especí�camente, un sistema Σ es considerado, el cual consiste de dos sistemas parciales mu-
tuamente independientes energéticamente, Σ1 y Σ2; esto signi�ca que la energía potencial, así como
la energía cinética se componen aditivamente de dos partes, la primera de las cuales contiene sólo
cantidades con referencia a Σ1, la segunda, sólo cantidades con referencia a Σ2. Entonces, como es
conocido,

Ψ = Ψ1 ·Ψ2, (1.3)

donde Ψ1 depende sólo de las coordenadas de Σ1; Ψ2 depende sólo de las coordenadas de Σ2.
En este caso, debe ser requerido que los movimientos del sistema total sean combinaciones de
movimientos posibles de los sistemas parciales.[Nota 8 en el original [120�122]]

�El esquema indicado no corresponde a esta condición. Es decir, sea µ un índice que pertenece
a una de las coordenadas de Σ1, ν un índice que pertenece a una coordenada de Σ2. Entonces Ψµν

no desaparece. �
Simultáneamente a esto, estaba comenzando una larga discusión principalmente entre Einstein

y Bohr sobre los fundamentos de la teoría cuántica. Aquí podemos remarcar que el principio de
correspondencia, el cual jugó un papel central en los primeros años de esta discusión y aparecería
no solo en los trabajos de Einstein sobre la radiación, sino también en la teoría atómica de Bohr de
1913 [124�126], traería en el fondo a la preocupación de Einstein sobre una interpretación realista
de la teoría cuántica [85].

Por otro lado, desde el descubrimiento del efecto Ramsauer-Townsend en 1920 [127�134], Bohr
sospechaba que la teoría cuántica dependía de, lo que llamaba, �fallos de la descripción ordinaria
del espacio-tiempo�, lo que es que una variedad de fenómenos se explicarían al violar la suposición
clásica de la independencia de los sistemas [80]. Esta apreciación lo llevaba a dudar de la teoría
de los cuantos de luz de Einstein, debido a su aparente independencia. En 1925, re�riéndose a un
experimento [135] que profundizaría la refutación [136�139] de la teoría de la absorción y emisión
propuesta por Bohr, Kramers y Slater (conocida como teoría BKS) [140, 141], Bohr reconoce el
fallo de ésta en la suposición de independencia de tales procesos en un par de cartas: [142] 9

� Estaba bastante preparado para enterarme de que nuestro punto de vista propuesto acerca
de la independencia de los procesos cuánticos en átomos separados resultaría incorrecta... No sólo
fueron las objeciones de Einstein muy inquietantes, sino que recientemente también he sentido
que una explicación de los fenómenos de colisión, especialmente los resultados de Ramsauer de la
penetración de átomos lentos a través de átomos, presenta di�cultades para nuestra descripción
espacio-temporal ordinaria de la naturaleza similar en tipo a aquellas presentadas por el entendi-
miento simultáneo de los fenómenos de interferencia y un acoplamiento de cambios de estado de

Speci�cally, a system Σ is considered, which consists of two energetically mutually independent partial systems
Σ1 and Σ2; this means that the potential energy as well as the kinetic energy are composed additively of two parts,
the �rst of which contains only quantities with reference to Σ1, the second, only quantities with reference to Σ2.
Then, as is known,

Ψ = Ψ1 ·Ψ2,

where Ψ1 depends only on the coordinates of Σ1; Ψ2 depends only on the coordinates of Σ2. In this case it must be
required that the motions of the total system be combinations of possible motions of the partial systems.[8]

The indicated schema does not correspond to this condition. Namely, let µ be an index that belongs to one of
the coordinates of Σ1, ν be an index belonging to a coordinate of Σ2. Then Ψµν does not vanish. Traducción al
inglés en �Postscript to the correction.� Document 516 Schrödinger's Wave Mechanics: �Does Schrödinger's Wave
Mechanics Completely Determine the Motion of a System, or Only Statistically?� pp. 514-515 Einstein et al. [123].

9I was quite prepared to learn that our proposed point of view about the independence of the quantum processes in
separated atoms would turn out to be wrong. . . . Not only were Einstein's objections very disquieting; but recently I
have also felt that an explanation of collision phenomena, especially Ramsauer's results on the penetration of slow
electrons through atoms, presents di�culties to our ordinary space-time description of nature similar in kind to the
those presented by the simultaneous understanding of interference phenomena and a coupling of changes of state
of separated atoms by radiation. In general, I believe that these di�culties exclude the retention of the ordinary
space-time description of phenomena to such an extent that, in spite of the existence of coupling, conclusions about
a possible corpuscular nature of radiation lack a su�cient basis. (Bohr to Geiger, 21 April 1925 [142])

11



Enredamiento y no localidad: Correlaciones cuánticas
1.1 El enredamiento cuántico

átomos separados por radiación. En general, creo que estas di�cultades excluyen la retención de
la descripción espacio-temporal ordinaria de los fenómenos a un grado tal que, a pesar de la exis-
tencia de acoplamiento, las consecuencias sobre una posible naturaleza corpuscular de la radiación
carecen de una base su�ciente. � (Bohr a Geiger, 21 de abril de 1925 [142]);
y:10

� Son, en particular, los resultados de Ramsauer concernientes a la penetración de electrones
lentos a través de átomos los que aparentemente no encajan con el punto de vista asumido. De
hecho, estos resultados pueden plantear di�cultades para nuestra descripción espacio-temporal
acostumbrada de la naturaleza que son similares en tipo a un acoplamiento de cambios de estado
en átomos separados a través de radiación. Pero no hay mayor razón para dudar de tal acoplamiento
y de las leyes de conservación generalmente.� (Bohr a Franck, 21 de abril de 1925 [142])

Similarmente a Einstein, Bohr consideraba que la teoría de cuantos requería la independencia
estadística de los cuantos de luz.

1.1.2. La incompletitud de la mecánica cuántica

Famosamente, Einstein se sentía inconforme con la naturaleza indeterminada de la mecánica
cuántica. La interpretación de Copenhaguen, en la que la descripción de la realidad se da probabi-
lísticamente a través de la función de onda, y a la vez de las mediciones que conllevan el llamado
colapso, como mecanismo que permite dar un resultado especí�co, es difícil de asimilar y hacer
coincidir desde un punto de vista �losó�co con las propiedades deterministas de la mecánica clásica.
En esto se �jarían las discusiones famosas que Einstein mantuvo por años con Bohr [76, 79�85].

El problema que preocupaba a Einstein lo de�nió incisivamente como la incompletitud de la
teoría. Según esta, el estado de un sistema cuántico no da una descripción completa, en el sentido
de que los valores de las propiedades del sistema no son únicamente determinados [143]. La de-
terminación de le mecánica cuántica está relacionada con las condiciones que impone el principio
de incertidumbre, sin embargo, Einstein consideraba esto simplemente otra característica de la
teoría [80, 81]. En lugar de �jarse en demostrar la imposibilidad del principio de incertidumbre,
a Einstein le preocupaba buscar una teoría cuántica adecuada en su descripción de los sistemas
físicos, completa, como el mismo Einstein mencionaría a Ehrenfest:11[81, 144]

� [Einstein] me dijo que, ya por un largo tiempo, él no dudaba en absoluto de las relaciones de
incertidumbre, y que él en consecuencia, e.g., no había de ninguna manera inventado la �caja de
destellos de luz pesable�12 �contra la relación de incertidumbre�, sino para un propósito totalmente
diferente. �

Como veremos, esta discusión tiene sus raíces en la inseparabilidad de la descripción de los
sistemas cuánticos, que se discutió en la Sec. (1.1.1) previa, y, �nalmente, llevaría al enredamiento
cuántico. El argumento que mejor expresa esto es presentado en 1936 por Einstein [145]: 13

10t is, in particular, the results of Ramsauer concerning the penetration of slow electrons through atoms that
apparently do not �t in with the assumed viewpoint. In fact, these results may pose di�culties for our customary
spatio-temporal description of nature that are similar in kind to a coupling of changes of state in separated atoms
through radiation. But then there is no more reason to doubt such a coupling and the conservation laws generally.
(Bohr to Geiger, 21 April 1925 [142])

11He [Einstein] said to me that, for a very long time already, he absolutely no longer doubted the uncertainty
relations, and that he thus, e.g., had BY NO MEANS invented the �weighable light-�ash box� (let us call it simply
L-F-box) �contra uncertainty relation,� but for a totally di�erent purpose. [144] Traducción al inglés en [81].
� 12�weighable light-�ash box� [144] Traducción al inglés en [81]

13Consider a mechanical system constituted of two partial systems A and B which have interaction with each
other only during limited time. Let the ψ function before their interaction be given. Then the Schrödinger equation
will furnish the ψ function after the interaction has taken place. Let us now determine the physical condition
of the partial system A as completely as possible by measurements. Then the quantum mechanics allows us to
determine the ψ function of the partial system B from the measurements made, and from the ψ function of the
total system. This determination, however, gives a result which depends upon which of the determining magnitudes
specifying the condition of A has been measured (for instance coördinates or momenta). Since there can be only
one physical condition of B after the interaction and which can reasonably not be considered as dependent on the
particular measurement we perform on the system A separated from B it may be concluded that the ψ function is
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� Considere un sistema mecánico constituído de dos sistemas parciales A y B que tienen in-
teracción el uno con el otro sólo por un tiempo limitado. Sea dada la función ψ previa a su
interacción. Entonces, la ecuación de Schrödinger proporcionará la función ψ después de que la
interacción ha tomado lugar. Permítasenos determinar la condición física del sistema parcial A tan
completamente como es posible mediante mediciones. Entonces la mecánica cuántica nos permite
determinar la función ψ del sistema parcial B a partir de las mediciones hechas y de la función
ψ del sistema total. Esta determinación, sin embargo, da un resultado que depende de cuál de
las magnitudes determinantes que especi�can la condición de A ha sido medida (por ejemplo
coordenadas o momentos). Debido a que solo puede haber una condición física de B después de
la interacción, y ésta puede rasonablemente no ser considerada como dependiente de la medición
particular que hacemos en el sistema A separado de B, puede concluirse que la función ψ no
está unambigüamente coordinada con la condición física. Esta coordinación de varias funciones ψ
con la misma condición física del sistema B muestra nuevamente que la función ψ no puede ser
interpretada como una descripción (completa) de la condición física de un sistema unitario.�

Sin embargo, le llevaría a Einstein años de discusiones con prominentes físicos el llegar a esta
exposición de los problemas de la mecánica cuántica. A continuación revisaremos los argumentos
más notorios de esta discusión, pasando por la paradoja EPR, para �nalmente llegar a la de�nición
del enredamiento y la prueba de la mecánica cuántica que representa el teorema de Bell.

1.1.2.1. El primer experimento pensado: Solvay 1927

de Broglie recuerda [82, 146�149] en [150] un experimento pensado propuesto por Einstein
durante el congreso Solvay de 1927. En [146] además discute los problemas presentados por Einstein:
con este experimento Einstein quería llamar la atención a la idea de que la teoría cuántica, a través
de las ecuaciones de campo (ecuaciones de onda), no es capaz de describir la totalidad de la realidad
física [146].

El experimento consiste de un electrón incidente en una pantalla con una abertura que difrac-
tará al electrón de manera que posteriormente a ésta se describirá como ondas de Schrödinger,
correspondiendo a la función de onda de la posición del electrón, esféricas. El electrón �nalmente
será detectado en una pantalla hemisférica [82, 146�148]. Un esquema del experimento pensado se
puede ver en la Fig. (1.3).

Las situaciones que surgen de este experimento las expone Einstein como sigue: [82, 146�150]

1. �Las ondas de de Broglie-Schrödinger no corresponden a un solo electrón, sino a una nube
de electrones extendida en el espacio. La teoría no da ninguna información sobre los procesos
individuales, sino sólo sobre el arreglo de un in�nito de procesos elementales.14�

2. �La teoría tiene la pretensión de ser una teoría completa de procesos individuales.15�

De acuerdo a la primera interpretación, la descripción probabilística de la función de onda es
incompleta, ya que no describe el camino tomado por ninguno de los electrones en el ensamble
(el cual no necesita ser real, sino puede existir simplemente como un concepto) para llegar a la
distribución �nal. En la segunda interpretación, de acuerdo a la propia comprensión de Schrödinger
en ese momento de la función de onda, un electrón no tiene una trayectoria de�nida, sino que se
asume que está esparcido en el espacio como describe la función de onda. La objeción de Einstein
con esta interpretación es que, al detectarse el electrón en una posición particular de la pantalla,
éste se localiza con una particular acción a distancia que elimina todas las posibilidades existentes

not unambiguously coördinated with the physical condition. This coördination of several ψ functions with the same
physical condition of system B shows again that the ψ function cannot be interpreted as a (complete) description
of a physical condition of a unit system. [145]
� 14The de Broglie-Schrödinger waves do not correspond to a single electron, but to a cloud of electrons extended
in space. The theory does not give any information about the individual processes, but only about the ensemble of
an in�nity of elementary processes. Traducción al inglés en [149]
� 15The theory has the pretension to be a complete theory of individual processes. Traducción al inglés en [149]
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Figura 1.3: Esquema del experimento pensado presentado por Einstein en el congreso Solvay de 1927 para
exponer la incompletitud de la teoría cuántica. Un electrón es difractado por una rendija, con lo cual su
posición se describe posteriormente por ondas esféricas. El electrón puede ser potencialemente detectado
en distintos puntos de la pantalla. Se representan dos posibles trayectorias esperadas, correspondiendo a
distintas posiciones de la detección.

anteriormente de que estuviese presente en cualquier otro lugar de la pantalla. De la imposibilidad
de tal acción a distancia se concluye necesariamente que la primera interpretación se debe mantener,
y por tanto, la teoría cuántica es incompleta. [82, 146�150]

1.1.2.2. Las cajas de fotones de Einstein (Einstein's photon-box Gedanken-

experiment)

Este experimento pensado surgiría en las discusiones con Bohr en el congreso Solvay de 1930.
Notablemente, Bohr recordaría este experimento [151, 152] como un intento de refutar el principio
de incertidumbre, con una respuesta irónica por parte de Bohr en la que la relatividad general evita
tal refutación. Sin embargo, en la carta de Ehrenfest citada arriba en la Sec. (1.1.2) [81, 144], vemos
que esta no es la intención de Einstein [81]. En esta misma carta, Ehrenfest explica el experimento
pensado y la consecuencia en la incompletitud de la teoría cuántica en la que resulta.

En la explicación de Ehrenfest [81, 144], este experimento consiste de un proyectil que viaja
espacialmente y posee dos propiedades, A y B, que no se pueden conocer simultáneamente, y una
�máquina� que lo emite. Después de la emisión y cuando el proyectil ha viajado una distancia
considerable, la cual asegura una separación espacial entre el proyectil y la máquina, se puede
predecir ya sea el valor de la propiedad A o de la propiedad B inspeccionando la máquina. Einstein
ejempli�có esta distancia como 1/2 año luz [80, 81, 144]. En este momento el proyectil es re�ejado,
y, en su regreso, la predicción hecha es corroborada midiéndola en el proyectil.

El experimentador entonces es capaz de decidir la propiedad que será medida una vez que el
proyectil se encuentra separado de la máquina. Ehrenfest explica16:

� Es interesante tener claridad sobre el hecho de que el proyectil, el cual ya se encuentra volando
aislado `por sí mismo', debe estar preparado para satisfacer predicciones `no-conmutativas' muy
diferentes, `sin saber todavía' cuál de estas predicciones uno hará (y pondrá a prueba). �

Con esto vemos que la versión oríginal del experimento de las cajas de fotones recordada
por Bohr en [151, 152] cumple con las condiciones del experimento que pretendía Einstein según
Ehrenfest [81]. Este experimento se describe como sigue (Fig. (1.4)):

16It is interesting to get clear about the fact that the projectile, which is already �ying around isolated 'for itself,'
must be prepared to satsify very di�erent 'non-commutative' predictions, 'without knowing as yet' which of these
predictions one will make (and test).[144] Traducción al inglés de [81]
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Figura 1.4: Esquema del experimento pensado de las cajas de fotones de Einstein. La liberación de un
fotón por parte de una cavidad (caja) es controlada con un reloj. La caja es pesada antes y después de
la liberación para determinar la energía del fotón. En el tiempo en el que el fotón se traslada y regresa,
re�ejado en el espejo, se realiza una medición sobre la caja. Si revisamos el reloj para determinar la hora
de partida podemos determinar el momento del regreso del fotón, pero no se podrá conocer su energía;
mas si pesamos la cavidad podemos predecir la energía que tendrá el fotón a su regreso, pero el tiempo del
regreso será indeterminado. El estado del fotón depende de lo que se decide medir en la caja.

Se tiene una cavidad (caja) que contiene radiación, con una compuerta controlada por un reloj.
Esta compuerta se abre un instante a una hora de�nida, permitiendo que un fotón salga de la
cavidad. La energía del fotón liberado se determina pesando la cavidad antes y después de la
emisión. Combinando la información de la hora de apertura de la compuerta con la determinación
de la energía del fotón se tiene una violación a la relación de incertidumbre de energía-tiempo.

Bohr entonces de�ende el principio de incertidumbre [81, 151, 152]. Sin embargo, al considerar
el regreso del fotón y la corroboración de la cantidad medida, dando por hecho el principio de
incertidumbre, como hacía Einstein [80, 144], vemos que el problema tiene que ver con la insepara-
bilidad de los sistemas en la teoría cuántica. La separación espacial del fotón y la caja al momento
de medir el tiempo o la energía en la caja de�ne una realidad independiente para cada uno, así
el estado del fotón no se puede afectar por la medición realizada en la caja. Sin embargo, según
la teoría cuántica, y gracias al principio de incertidumbre, si revisamos el reloj para determinar la
hora de partida podemos determinar el momento del regreso del fotón, pero no se podrá conocer su
energía. Por otro lado, si pesamos la cavidad podemos predecir perfectamente la energía del fotón,
que mediremos a su regreso, pero el tiempo del regreso será indeterminado. Así el estado especí�co
del fotón, visto como la indeterminación de sus propiedades, depende de lo que se decide medir en
la caja, cuando el fotón es independiente de ésta.

1.1.3. El argumento EPR

Einstein deseaba que la exposición formal de la incompletitud de la teoría cuántica, conclusión
de las discusiones anteriores, quedara asentada en el artículo EPR [69]. La importancia de este
artículo en el desarrollo mecánica cuántica, la descripción de las correlaciones cuánticas y la de-
�nición del enredamiento cuántico no puede ser subestimada. Aquí se discutirán los ingredientes
escenciales del argumento presentado por Einstein, Podolsky y Rosen, y describiremos con detalle
el experimento pensado con el que trata este artículo. Esto nos abrirá paso a la discusión de la
investigación de la teoría de EPR del teorema de Bell, y así a la de�nición de no localidad, y
�nalmente a la formalización del enredamiento cuántico.

El Principio de Separación El ingrediente escencial para de�nir la incompletitud de la teoría
cuántica que necesitaba Einstein es el Principio de Separación. Einstein presentaba el presente
problema en los experimentos pensados como un intercambio entre completitud y localización. En
la ahora famosa carta respondiendo a la felicitación de Schrödinger [72, 73, 80, 153] por el artículo

15



Enredamiento y no localidad: Correlaciones cuánticas
1.1 El enredamiento cuántico

EPR [80, 85, 154], Einstein escribe: 17

� Mi manera de pensar es ahora esta: propiamente considerado, uno no puede [refutar la
completitud, escenario (2) de la discusión en el artículo EPR [69]] si uno no hace uso de un
principio suplementario: el `principio de separación'. Esto es: `la segunda caja, junto con todo lo
relativo a sus contenidos, es independiente de lo que sucede con respecto a la primera caja (sistemas
parciales separados).' Si uno se adhiere al principio de separación, entonces uno de esta manera
excluye el segundo [...] punto de vista, y solo el [primer] punto de vista permanece, de acuerdo
al cual la descripción del estado de arriba es una descripción incompleta de la realidad, o de los
estados reales. �

De�nición 1.1.1 (Principio de Separación) Lo que sucede en una parte del sistema es nece-
sariamente independiente de lo que sucede en la otra parte, la cual está separada espacialmente de
la primera.

Este principio está basado en las ideas de qué conlleva una descripción adecuada de la realidad
física. La exposición en el artículo EPR [69] �nalmente decidiría el signi�cado de este concepto. Sin
embargo, la discusión de Einstein de la incompletitud de la teoría es completamente independiente
del signi�cado de realidad física, o de la descripción que se hace de un estado físico, simplemente
asume la existencia de tal realidad [82, 150]. Así mismo sucede con la naturaleza de la separación
requerida. Más aún, la naturaleza probabilística Einstein la aceptaba como parte necesaria de la
teoría [85]. Como Bell haría obvio posteriormente [68], la existencia de resultados correlacionados
depende en su lugar de la no localización, como aparece en el Principio de Separación. Esto es
lo que buscaba expresar Einstein en la exposición del argumento EPR [80, 82, 85, 147], como
expresaría en la carta a Schrödinger siguiendo al artículo de EPR [80, 85, 154].

Localidad y Realismo Físicos El artículo de Einstein, Podolsky y Rosen [69] comienza con
de�niciones importantes, que han ayudado a determinar las propiedades del formalismo de la mecá-
nica cuántica desde entonces. Estas de�niciones permiten traducir apropiadamente la experiencia
de conocer los fenómenos físicos a un formalismo ontológico de la teoría. Para proceder con la
discusión se revisarán estas de�niciones. La primera de éstas se re�ere a la completitud de la
teoría.

De�nición 1.1.2 (Completitud) Cada elemento de la realidad física debe tener una contraparte
en la teoría física.18 [69]

La pregunta de la completitud es así presentada en este artículo como referente a la de�nición
que hace de realidad física. Sin embargo el artículo EPR resalta las correlaciones propias de la
mecánica cuántica que se venían observando en las discusiones anteriores usando los experimentos
pensados, y que resultan en las aparentes paradojas ejempli�cadas por la acción a distancia que
discutía Einstein. Como hemos visto, estas correlaciones se relacionan más apropiadamente con
el Principio de Separación, y así con la localización y la separación espacial de los subsistemas.
Como sabemos, el trabajo de Bell llevó esta pregunta correctamente a la localidad de la teoría.
Por ahora, veamos la de�nición de realidad física que se hace en el artículo EPR.

De�nición 1.1.3 (Realidad Física) Si, sin perturbar de alguna manera un sistema, podemos
predecir con certidumbre ( i.e., con proabilidad igual a uno) el valor de una cantidad física, entonces

17My way of thinking is now this: properly considered, one cannot [refute the completeness doctrine, Interpretation
[(2), [69]]] if one does not make use of a supplementary principle: the `separation principle.' That is to say: `the
second box, along with everything having to do with its contents is independent of what happens with regard to
the �rst box (separated partial systems).' If one adheres to the separation principle, then one thereby excludes the
second . . . point of view, and only the [�rst] point of view remains, according to which the above state description
is an incomplete description of reality, or of the real states. [154] Traducción al inglés de [80, 85].

18[E]very element of the physical reality must have a counter part in the physical theory. [69]
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existe un elemento de la realidad física que corresponde a esta cantidad física. 19 [69]

Finalmente, la localidad se puede entender como sigue [155]:

De�nición 1.1.4 (Principio de Localidad) Los objetos que se encuentran en posiciones espa-
ciales distantes no pueden tener una in�uencia directa entre sí (uno sobre el otro); un objeto es
in�uenciado únicamente por su entorno inmediato.

Podemos comprender mejor el signi�cado de este principio, y su relación con la Realidad Física
por la exposición que hace Einstein en 1948 [156]:

� Una característica de estos objetos físicos es además que deben ser ordenados en un continuo
espacio-temporal. Es esencial para este orden introducido en la física más aún el que, a un tiempo
dado, estos objetos tienen una existencia independiente, de manera que estos objetos <están ubi-
cados en distintas posiciones del espacio>. Sin la suposición de tal independencia de la existencia
(del <ser así>) propia de los objetos distantes espacialmente uno de otro, la cual proviene de la
experiencia de todos los días, lo que se piensa en el sentido físico no es posible en nuestro sentido
común. Uno no ve sin tal separación de�nida cómo se pueden formular y probar las leyes f±icas.
La teoría de campo ha tomado este principio al extremo, considerando los elementos básicos que
existen independientemente en los que se basa, así como las leyes elementales postuladas para ellos,
localizados en elementos espaciales (cuatro-dimensionales) in�nitesimales.

�Para la independencia relativa de objetos espacialmente distantes (A y B), esta idea es carac-
terística: la in�uencia que ejerce A en su exterior no contiene una in�uencia inmediata sobre B; esto
es conocido como el <principio de efecto de proximidad>, el cual es sólo consistentemente aplicado
en la teoría de campo. La supresión completa de este principio haría la idea de la existencia de
sistemas (cuasi-) cerrados, y así el establecimiento de leyes empíricamente veri�cables, imposible.
�20

El experimento pensado de Einstein, Podolsky y Rosen Con el argumento de este artículo
[69], Einstein, Podolsky y Rosen buscan demostrar que la teoría cuántica no puede ser completa,
atendiendo a la de�nición de Realidad Física que presentan, De�nición (1.1.3). En este caso, como
sucedió con las de�nciones iniciales, el problema de la realidad física previene poner en el foco la
separación de los sistemas que interesaba a Einstein. El ejemplo presentado lo re�naría Einstein
posteriormente en el experimento pensado que discutimos en la Sec. (1.1.2), lo que permitiría llegar
�nalmente al concepto de enredamiento cuántico.

El argumento presentado en EPR comienza con una discusión de la posibilidad de la comple-
titud de la teoría cuántica. La situación que establecen es como sigue: ya sea

(1) � la descripción de la mecánica cuántica de la realidad dada por la función de onda no es
completa o �

19If, without in any way disturbing a system, we can predict with certainty (i.e., with probability equal to unity)
the value of a physical quantity, then there exists an element of physical reality corresponding to this physical
quantity. [69]

20Characteristisch fur diese physikalischen Dinge ist ferner, dass sie in ein raum-zeitliches Kontinuum eingeordnet
gedacht sind. Wesentlich für diese Einordnung der in der Physik eingeführten Dinge erscheint ferner, dass zu einer
bestimmten Zeit diese Dinge eine voneinander unabhängige Existenz beanspruchen, soweit diese Dinge <in verschie-
denen Teilen des Raumes liegen>. Ohne die Annahme einer solchen Unabhängigkeit der Existenz (des <So-Seins>) der
räumlich distanten Dinge voneinander, die zunächst dem Alltags-Denken entstammt, wäre physikalisches Denken
in dem uns geläu�gen Sinne nicht möglich. Man sieht ohne solche saubere Sonderung auch nicht, wie physikalische
Gesetze formuliert und geprüft werden könnten. Die Feldtheorie hat dieses Prinzip zum Extrem durchgeführt, indem
sie die ihr zugrunde gelegten voneinander unabhängig existierenden elementaren Dinge sowie die fur sie postulierten
Elementargesetze in den unendlichkleinen Raum-Elementen (vierdimensional) lokalisiert.
Fur die relative Unabhängigkeit räumlich distanter Dinge (A und B) ist die Idee characteristisch: äussere Beein-

�ussung von A hat keinen unmittelbaren Ein�uss auf B; dies ist als <Prinzip der Nahewirkung> bekannt, das nur in
der Feld-Theorie konsequent angewendet ist. Völlige Aufhebung dieses Grundsatzes würde die Idee von der Existenz
(quasi-) abgeschlossener Systeme und damit die Aufstellung empirisch prüfbarer Gesetze in dem uns geläu�gen
Sinne unmöglich machen. [156]
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Figura 1.5: Esquema del experimento pensado EPR, presentado en [69]. Dos sistemas que interactúan, I y
II, son separados; una medición posterior ocasiona un colapso en la función de onda del sistema compuesto,
resultando en un estado diferente para el subsistema II dependiendo de la observable que se elige medir
en el subsistema I, Ecs. (1.4) y (1.5).

(2) � cuando los operadores correspondientes a dos cantidades físicas no conmutan las dos can-
tidades no pueden poseer realidad simultáneamente.21 �[69]

Para probar que ocurre el escenario (1), el argumento comienza con el siguiente experimento
pensado [69] (Fig. (1.5)):

� Permítasenos suponer que tenemos dos sistemas, I y II, los que dejamos interactuar desde un
tiempo t = 0 a t = T , después del cual suponemos que no existe ya ninguna interacción entre las dos
partes. Suponemos además que los estados de los dos sistemas antes de t = 0 se conocían. Podemos
entonces calcular con la ayuda de la ecuación de Schrödinger el estado del sistema combinado,
I+II, en cualquier tiempo posterior, para cualquier t > T . Permítasenos designar la función de
onda correspondiente por Ψ. No podemos, sin embargo, calcular el estado en el que cualquiera
de los dos sistemas se queda después de la interacción. Esto, de acuerdo a la mecánica cuántica,
se puede realizar sólo con la ayuda de mediciones adicionales, por un proceso conocido como la
reducción del paquete de ondas. �22

Después de la interacción, en t > T , el estado del sistema formado por I y II se describe
conjuntamente. Así, el colapso (reducción) de la función de onda resulta en un estado diferente para
el subsistema II dependiendo de la observable que se elige medir en el subsistema I. Si consideramos
una observable para I, A, con eigenvalores an y eigenestados un, el estado del sistema completo es
[69]:

Ψ(x1, x2) =

∞∑
n=1

ψn(x2)un(x1), (1.4)

donde x1 son las variables que describen al sistema I, y x2 aquellas del sistema II. Al realizar la
medición de A y obtenerse el resultado ak, el estado de II estará dado por ψk(x2). Sin embargo, si
elegimos medir la observable B, con eigenvalores bn y eigenestados vn, el estado de la Ec. (1.4) es,
en su lugar,

Ψ(x1, x2) =

∞∑
n=1

ϕn(x2)vn(x1). (1.5)

Al medir B y obtener br, ahora el estado de II será ϕr(x2).
� Vemos por lo tanto que, como una consecuencia de dos mediciones diferentes realizadas sobre

el primer sistema, el segundo sistema puede quedar en estados con dos funciones de onda diferentes.

� 21[...] [E]ither: (1) the quantum mechanical description of reality given by the wave function is not complete or
(2) when the operators corresponding to two physical quantities do not commute the two quantities cannot have
simultaneous reality. [69]

22Let us suppose that we have two systems, I and II, which we permit to interact from the time t = 0 to t = T ,
after which time we suppose that there is no longer any interaction between the two parts. We suppose further
that the states of the two systems before t = 0 were known. We can then calculate with the help of Schrödinger's
equation the state of the combined system I+II at any subsequent time; in particular, for any t > T . Let us
designate the corresponding wave function by Ψ. We cannot, however, calculate the state in which either one of the
two systems is left after the interaction. This, according to quantum mechanics, can be done only with the help of
further measurements, by a process known as the reduction of the wave packet. [69]
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Por otro lado, debido a que en el momento en el que se realiza la medición los dos sistemas ya no
interactúan, no puede tomar lugar algún cambio en el segundo sistema en consecuencia a cualquier
cosa que se pueda hacer al primer sistema. [...] Así, es posible asignar dos funciones de onda
diferentes (en nuestro ejempo ψk y ϕr) a la misma realidad (el segundo sistema después de la
interacción con el primero). � 23[69]

Más aún, se puede tener que las funciones ψn y ϕn corresponden a los eigenvalores de dos
operadores que no conmutan, P y Q, respectivamente. La prueba de esta aseveración se da en [69].
Así, midiendo ya sea A o B en el sistema I, se puede predecir con certidumbre, y sin perturbar al
segundo sistema ya sea el valor de la cantidad P o Q. De esta manera, por el criterio de realidad,
De�nición (1.1.3), en cada uno de estos casos, una cantidad es un elemento de realidad, P o Q,
respectivamente. Sin embargo, esto sucede a la vez que por las Ecs. (1.4) y (1.5), las funciones de
onda ψk y ϕr pertenecen a la misma realidad. Concluyendo que ambas cantidades, perteneciendo
a operadores que no conmutan pueden tener realidades simultáneas, esto se contradice con la
suposición inicial de que la teoría cuántica es completa según la De�nición (1.1.2). De esta manera,
el único escenario que se puede tener es el (1), la teoría cuántica no es completa. [69]

Einstein, Podolsky y Rosen concluyen este artículo con la declaración de que creen posible la
existencia de una teoría cuántica que provea una descripción completa de la realidad física. Como
un resultado de estos argumentos, surge la proposición de las conocidas como teorías de variables
ocultas, para hacer completa la teoría cuántica. En estas teorías un conjunto de variables, que
no son posibles de conocerse por la función de onda de la teoría cuántica, cargan la información
correspondiente al sistema no medido (el sistema II en el escenario anterior), de manera que su
estado se determina desde la interacción inicial entre los dos sistemas, y la situación que lleva a la
incompletitud de la mecánica cuántica no se presenta. El teorema de Bell [68] decidiría �nalmente
la incompatibilidad de estas teorías con la mecánica cuántica.

Se revisarán las teorías de variables ocultas y la formalización de las correlaciones cuánticas que
son preeminentes en el artículo EPR más adelante en la Sec. (1.2) cuando se hable del teorema
de Bell y la de�nición de no localidad.

1.1.3.1. Las cajas de Einstein

El experimento pensado de las cajas de Einstein es un re�namiento del argumento EPR, en
el que se remueve el problema de la realidad para llevar al foco a la incompletitud de la teoría.
Este experimento fue esbozado por primera vez en la carta respondiendo a Schrödinger sobre el
artículo EPR [80, 85, 154], y formalizado posteriormente con la ayuda de de Broglie [82, 150] en
la versión simple que presentamos aquí. En la Fig. (1.6) aparece un esquema y descripción breve
del experimento.

Se tiene una partícula encerrada en una caja B, de esta manera, su función de onda, Ψ también
está con�nada a la caja, y no existe fuera. La caja es entonces dividida en dos partes B1 y B2,
que se separan una de otra y se trasladan a dos lugares distantes, usualmente Paris y Tokio,
respectivamente [150]. La función de onda que en un inicio se localizaba en toda la caja ahora
se compone de dos partes, Ψ1, localizada en B1, y Ψ2, localizada en B2. Si, a continuación, se
realiza un experimento en B1, que se encuentra en Paris, para determinar si la partícula está
presente en ella, se tiene una cierta probabilidad de que el resultado del experimento sea positivo.
Esta probabilidad proviene del coe�ciente con el que aparece Ψ1 en la función de onda completa,
Ψ = c1Ψ1 + c2Ψ2, y es |c1|2. Por otro lado, se tiene una probabilidad |c2|2 de que el resultado sea
negativo.

de Broglie discute que, en la interpretación estándar de la mecánica cuántica, esto signi�caría
que,

23We see therefore that, as a consequence of two di�erent measurements performed upon the �rst system, the
second system may be left in states with two di�erent wave functions. On the other hand, since at the time of
measurement the two systems no longer interact, no real change can take place in the second system in consequence
of anything that may be done to the �rst system. [...] Thus, it is possible to assign two di�erent wave functions (in
our example ψk and ϕr) to the same reality (the second system afterthe interaction with the �rst). [69]
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Figura 1.6: Esquema del experimento pensado de las Cajas de Einstein. Una partícula se encuentra en una
caja B, la cual es dividida en dos partes B1 y B2. Estas dos cajas son posteriormente trasladadas a Tokio
y Paris, respectivamente. El resultado de la medición para determinar si la partícula se encuentra en la
caja B1 afecta a la presencia de la partícula en B2.

� debido a que la partícula está presente en el arreglo de las dos cajas previamente a la localiza-
ción observable, sería inmediatamente localizada en la caja B1 en el caso de un resultado positivo
en Paris.24 �

Sin embargo, esto resulta antinatural, y de Broglie ofrece entonces la interpretación que está
de acuerdo con los principios de localidad y realismo, coincidiendo con el pensamiento de Einstein:
[82, 146, 150]

�
�Esto no me parece que sea aceptable. La única interpretación razonable me parece ser que

previamente a la localización observable en B1, sabemos que la partícula estaba en una de las
dos cajas, B1 y B2, pero no sabemos en cuál, y las probabilidades consideradas en la mecánica
ondulatoria usual son la consecuencia de esta ignorancia parcial. Si mostramos que la partícula está
en la caja B1, esto implica simplemente que ya se encontraba allí previamente a la localización.
Así, ahora regresamos al concepto clásico claro de probabilidad, el que brota de nuestra ignorancia
parcial de la situación verdadera.25 �

Claramente, esta interpretación lleva directamente a la incompletitud de la mecánica cuántica:
la partícula estaba localizada antes de observarse en cualquier caja, sin que la función de onda
contenga información al respecto.

Por último, aparece una �paradoja� (en las palabras de de Broglie [150]) al considerar el caso
de un resultado negativo. Si al realizar el experimento en B1 encontramos que la partícula no está
en B1, entonces ésta está en B2. de Broglie se pregunta [150]

� ¾Cómo podemos imaginar que el simple hecho de no haber observado algo en Tokio ha sido
capaz de promover la localización de la partícula lejana a una distancia de muchas miles de millas?

� 24because the particle is present in the assembly of the two boxes prior to the observable localization, it would
be immediately localized in box B1 in the case of a positive result in Paris.[150]
� 25This does not seem to me to be acceptable. The only reasonable interpretation appears to me to be that prior
to the observable localization in B1, we know that the particle was in one of the two boxes B1 and B2, but we do not
know in which one, and the probabilities considered in the usual wave mechanics are the consequence of this partial
ignorance. If we show that the particle is in box B1, it implies simply that it was already there prior to localization.
Thus, we now return to the clear classical concept of probability, which springs from our partial ignorance of the
true situation. [150]
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�26

En la explicación que da de Broglie al experimento pensado podemos apreciar la idea de las
variables ocultas como las presentamos en la Sec. (1.1.3) anterior, y más aún, la aparición del
concepto de información jugando un papel importante en los resultados posibles del experimento.
Así puede formarse una idea intuitiva de la relación entre información y las correlaciones cuánticas,
que será posteriormente central en el concepto de enredamiento cuántico.

1.1.4. El enredamiento cuántico

Después de la publicación del artículo EPR, habría un pánico generalizado debido a la apa-
rente refutación que hacía Einstein de la aptitud de la teoría cuántica [80, 82, 85]. Finalmente
Bohr respondería [157] argumentando que la separación de los dos sistemas [80] no es asegurada
debido a la interacción con el aparato de medición. Para realizar una medición es necesario que
existan correlaciones cuánticas entre el instrumento de medición, lo cual limita la posibilidad de
hablar independientemente de los sistemas bajo observación. Esto implica que un experimento
que se encuentre fuera de la aplicabilidad de la experiencia clásica no puede entenderse como que
provea información sobre propiedades independientes de los objetos [158�160]. En este caso, esta
experiencia clásica está de�nida por la ausencia de enredamiento, con lo que la situación expuesta
por Einstein, Podolsky y Rosen (en la que un sistema representa el instrumento de medición) no
tendría problemas respecto a la in�uencia sobre los sistemas [80, 158�161].

El enredamiento quedaría entonces así establecido. Einstein explicaría exactamente el punto en
el que el enredamiento se de�ne en estas discusiones con Bohr recordando en 1949 [161]:

� De los teóricos cuánticos �ortodoxos� cuya posición conozco, Niels Bohr me parece que se
acerca más a hacerle justicia al problema. Traducido a mi propia manera de ponerlo, él argumenta
como sigue:

�Si los sistemas parciales A y B forman un sistema total que es descrito por su función-Ψ,
Ψ(AB), no hay razón por la cual cualesquiera existencias mutuamente independientes (estado de
la realidad) debería ser atribuída a los sistemas parciales A y B vistos separadamente, ni siquiera
si los sistemas parciales están separados espacialmente uno del otro en el momento particular bajo
consideración. La aseveración de que, en este último caso, la situación real de B no podría ser
(directamente) in�uenciada por ninguna medición tomada en A es, por lo tanto, dentro del marco
de la teoría cuántica, infundado y (como muestra la paradoja EPR) inaceptable.27 �

Finalmente, el enredamiento cuántico tenía un lugar especial en las preocupaciones que tenía
Einstein en estos años. Su postura se puede de�nir por el lugar fundamental que tenía para él el
Principio de Separación, De�nición (1.1.1) [80]. Por otro lado, Bohr consideraba el enredamiento
cuántico como una característica inherente de la teoría cuántica, viendo una posibilidad de dilucidar
preguntas �losó�cas en los fundamentos de la teoría usando al enredamiento, como en el caso
del principio de complementariedad [80]. De esta manera, desde el surgimiento del enredamiento
cuántico, éste ha formado parte de los fundamentos de la mecánica cuántica, como expresaría poco
después Schrödinger respondiendo al artículo EPR [7]:

� No llamaría a esto [enredamiento] un sino más bien el rasgo característico de la mecánica
cuántica, aquel que impone la totalidad de su alejamiento de las líneas de pensamiento clásicas.28

26How can we imagine that the simple fact of having observed nothing in Tokyo has been able to promote the
localization of the particle at a distance of many thousands of miles away? [150]
� 27Of the �orthodox� quantum theoreticians whose position I know, Niels Bohr's seems to me to come nearest to
doing justice to the problem. Translated into my own way of putting it, he argues as follows:
�If the partial systems A and B form a total system which is described by its Ψ-function Ψ(AB), there is no

reason why any mutually independent existence (state of reality) should be ascribed to the partial systems A and
B viewed separately, not even if the partial systems are spatially separated from each other at the particular time
under consideration. The assertion that, in this latter case, the real situation of B could not be (directly) in�uenced
by any measurement taken on A is, therefore, within the framework of quantum theory, unfounded and (as the
[EPR] paradox shows) unacceptable. [161]
� 28I would not call [entanglement] one but rather the characteristic trait of quantum mechanics, the one that
enforces its entire departure from classical lines of thought. [7]
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�
Sin embargo, como bien entendía Einstein, la teoría cuántica predecía apropiadamente los

resultados de experimentos reales (que no pudieron hasta 1950 [162] observar enredamiento cuántico
[84]). Así, el debate sobre el enredamiento cuántico fue generalmente ignorado entre los físicos,
estando presente solo en las cavilaciones de Bohr y Schrödinger [163]. El enredamiento cuántico
se relegó a una posición �losó�ca personal, que no tenía consecuencias en la aplicación de la
mecánica cuántica, la cual se realizó por años sin prestar atención a tales preguntas �losó�cas y al
enredamiento [84, 163].

En 1957, Bohm y Aharonov [70] reconocieron en el experimento de Wu y Shaknov [162] de
1950 una observación directa del enredamiento cuántico. Además, relacionan el efecto observado
con las correlaciones cuánticas en la discusión de Einstein, Podolsky y Rosen. Siguiendo este punto
de vista, Bell [68] en 1964, traduce los dos escenarios discutidos en el artículo EPR a relaciones
matemáticas con la intención de probarlas experimentalmente para discernir la realidad de ambas.

Con el teorema de Bell y las subsecuentes pruebas experimentales, la interpretación que da la
mecánica cuántica de los sistemas físicos quedó asentada como la descripción correcta. Con esto,
la indeterminación inherente de la descripción probabilística de la función de onda y el colapso que
conlleva la medición forman una parte fundamental de la teoría cuántica, y se conocen en conjunto
como la indeterminación de la teoría cuántica.

Así mismo, esta comprobación hizo efectiva la existencia de correlaciones cuánticas, que no se
comportan como las correlaciones causales en los resultados experimentales de la mecánica clásica,
como buscaba Einstein y hemos explorado en esta Sec. (1.1). En un principio, estas correlacio-
nes eran sinónimo con la no localidad de�nida por Bell, abriendo paso a la propia de�nición de
enredamiento como un concepto independiente al analizarse otros sistemas físicos más complejos.

Estas correlaciones tenían el espíritu de la no-separabilidad como aparecería en las primeras
discusiones de Einstein, y �nalmente como de�niría Schrödinger el enredamiento en sus artículos
de 1935 [72, 73, 80]. Una vez establecido el enredamiento cuántico, éste se empezó a caracterizar y
explotar, pasando a la historia de su de�nición y usos actuales.

1.2. El teorema de Bell

1.2.1. El problema de la medición y la realidad física

El éxito de la mecánica cuántica en la predicción de los resultados experimentales y la cantidad
de trabajo existente en la aplicación de los resultados comprobados de la teoría llevaría al apla-
zamiento de la discusión sobre las correlaciones cuánticas, y el debate entre Einstein y Bohr a ser
relegado a posiciones personales [85, 143, 146�148, 150, 163, 164]. A pesar de las re�exiones de
físicos destacados, como Schrödinger [7, 72�74], deBroglie [146, 150], Bohm [165�167], Ehrenfest y
Heisenberg [147], sobre el enredamiento cuántico y la �losofía de la teoría cuántica, el argumento
EPR no sería retomado hasta 30 años después, con el trabajo de Bell [68].

El trabajo de 1964 de Bell [68] se preocupaba nuevamente de la �losofía de la teoría cuántica, y,
consecuentemente, de la incompletitud, como se de�nió arriba en la De�nición (1.1.2). El mismo Bell
resume posteriormente [168] el que, a pesar de que la visión práctica de la teoría cuántica prefería
una interpretación sobre otra, el problema permanecía en los fundamentos. Bell se preocupaba
[168�170] por lo que describía como �el límite entre lo que debe ser descrito por la mecánica
ondulatoria y, por otro lado, aquello que debe ser descrito mediante los `términos clásicos' a los
que se refería Bohr�29 [168]. Bell veía necesaria la eliminación de tal límite para la existencia de
una teoría del mundo físico coherente, lo que le llevó a la investigación de las ondas piloto [168].

Como se vió en la Sec. (1.1.3), las variables ocultas se ocupan directamente de la incompletitud
resultante en el escenario que Einstein, Podolsky y Rosen [69] presentaron. Estos escenarios que

29[...] the boundary between what must be described by wavy quantum states on the one hand, and in Bohr's
'classical terms' on the other. [168]
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completan la teoría, serían discutidos posteriormente por Bell [68, 75, 167, 171�178], y Bohm, quien
completaría con este objetivo la teoría de ondas-piloto [165, 166] de de Broglie [105, 106, 149, 179].
Esta teoría tomaría un papel central en los trabajos de Bell [75, 167, 171, 177, 178], así como las
pruebas de imposibilidad [180], pero serían las teorías de variables ocultas en general a las que se
dedica el famoso artículo de 1964 [68, 172].

Bell investigaría la posibilidad de estas teorías, buscando una belleza conceptual de la teoría
cuántica, discutiendo las teorías propiamente, así como las pruebas de imposibilidad que se harían
de ellas. Finalmente, Bell encontrará que las pruebas de imposibilidad válidas [181�184] de las
teorías de ondas-piloto se reducen a la demostración de su no localidad [167, 185] en 1982, basado
en el trabajo de Hermann [186]. Tal investigación llevó directamente al escenario presentado por
Einstein, Podolsky y Rosen y la acción a distancia [168].

El problema de la medición El problema de la medición se puede entender como la discre-
pancia en la evolución cuántica de la función de onda que da la ecuación de onda de Schrödinger,
conocida como evolución unitaria, y es la evolución determinista que sufre un sistema físico al estar
bajo la in�uencia de un potencial; con el proceso de la medición. Este proceso se compone de lo
que se conoce como el colapso de la función de onda.

El problema de la medición es un problema de la �losofía de la mecánica cuántica, y se encuen-
tra en el centro de la indeterminación de la mecánica cuántica [187], así como de su naturaleza
probabilística, y surge de la imposibilidad de observar el colapso de la función de onda. Como
tal, a este problema se dedicó Bell[75, 169, 171, 173, 178, 188] junto con la investigación sobre las
variables ocultas al preguntarse por las cuestiones �losó�cas y la consistencia lógica (realismo) de
la teoría cuántica [163, 167, 168]. Como consecuencia del colapso de la función de onda, la función
de onda no puede conocerse completamente mediante una medición, siendo inferida únicamente
a través de la reconstrucción probabilística de numerosas mediciones realizadas sobre un sistema
[164]. Así mismo, Bohr avanzaba el argumento desde las discusiones con Einstein [157] que el acto
de medición no puede separarse del resultado de la medición.

1.2.2. Correlaciones cuánticas y las teorías de variables ocultas

El artículo EPR [69] presentaba un problema fundamental del formalismo de la mecánica cuán-
tica, evidente en las correlaciones existentes entre sistemas cuánticos. La situación que detallaron se
describió en la Sec. (1.1.3). El argumento que se presenta se puede reducir a las inexplicables corre-
laciones en los resultados de mediciones realizadas sobre sistemas independientes que interactuaron
en el pasado.

Una solución inmediata [69, 82, 150] es la posibilidad de que ambos sistemas poseyeran desde
un inicio propiedades bien determinadas, que, debido a la imposibilidad de su existencia simultánea
en el formalismo de la teoría cuántica, debían ser complementadas en la teoría. Tales propiedades
se proponen como contenidas en las llamadas variables ocultas [68, 75, 167], que no se pueden
apreciar en el marco de la teoría cuántica, pero determinan completamente el resultado de cualquier
experimento realizado en un sistema cuántico. De esta manera, las correlaciones problemáticas
ahora se comportarían como las correlaciones clásicas deterministas tan bien conocidas.

Las variables ocultas así conllevarían una nueva discusión, quizá inapreciada, sobre la realidad
física. Bell, entre otros [76, 83, 150, 163, 167, 170], argumentaría que las que llamamos variables
ocultas (se denotarán como λi) no son ocultas en absoluto, ya que se pueden detectar directamente
al determinar los resultados de los experimentos. Por otro lado, sin embargo, la función de onda
permanece indeterminada, al ser el problema de la medición el que evita que ésta se pueda conocer
en su totalidad.
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1.2.3. El teorema de Bell

Las correlaciones entre los resultados de las dos mediciones en el experimento EPR, de acuerdo
a Bell [167], al no tener una explicación causal en la teoría cuántica, señalan la posibilidad de que
la realidad física del mundo cuántico haya sido descartada apresuradamente. El hecho de que
el resultado de la medición en una partícula se pueda predecir del resultado obtenido para la
medición de la otra partícula indica en un primer lugar a la existencia de una in�uencia entre las
dos posiciones espaciales separadas. Para evitar esto, las variables ocultas dotan a los escenarios de
ambas mediciones de propiedades reales existentes previamente a la observación, que determinan los
resultados, y así, las correlaciones. Esto lleva a la incompletitud de la teoría cuántica, Sec. (1.1.3).

Bell identi�có tempranamente [163] en su trabajo [68, 75, 173] el hecho de que en este tipo
de escenarios no es el concepto de determinismo el que presenta problemas con las correlaciones
existentes, sino el principio de causalidad local, De�nición (1.1.4), el cual prohíbe las correlaciones
entre las partículas que alcanzan los dos aparatos separados especí�camente [172]; de esta manera,
sólo la propia partícula puede determinar el resultado del experimento. Bell argumenta que el
indeterminismo eliminaría las correlaciones perfectas del experimento de Bohm [172]. Sin embargo,
son las correlaciones entre las partículas que se observarán las que indican una in�uencia a distancia.
Más aún, el teorema de Bell permite encontrar explícitamente que existen correlaciones predichas
por la teoría cuántica que no obedecen este principio, y no se pueden explicar mediante acciones
locales únicamente [167].

Bell [68] así investiga las propiedades de las correlaciones posibles en las teorías de variables
ocultas, buscando determinar la posibilidad de que tales teorías expliquen las correlaciones que
aparecen en la teoría cuántica. El teorema de Bell caracteriza �nalmente estas correlaciones, y
provee de una manera explícita de discernir entre las predicciones de las teorías de variables ocultas
y de la teoría cuántica. Esto lo logra la conocida como desigualdad de Bell.

Finalmente, existen diversas causas que podrían explicar la disparidad entre las correlaciones
que predice la teoría cuántica y aquellas con un comportamiento clásico (local) explicable con
teorías de variables ocultas. Bell [167] da un resumen de estas:

1. La mecánica cuántica es incorrecta en situaciones críticas. Sin embargo, los experimenos que
se han realizado probando el teorema de Bell señalan hacia la imposibilidad de este escenario,
como se verá en la Sec. (1.2.4) a continuación. Bell remarca que una posibilidad es que la
mecánica cuántica funcione en los casos no-ideales que se pueden observar, mas no cuando
se tenga un mejor acercamiento a la idealidad, lo cual considera �difícil de creer�, incluso
con las limitaciones de los experimentos en aquella época [163, 167, 181, 182, 189]. Una
mejor posibilidad es el re�namiento de las teorías de variables ocultas que puedan explicar
las correlaciones observadas experimentalmente y cuya existencia se permite en la di�cultad
de los experimentos de emular las condiciones del teorema de Bell. Esto lleva a los llamados
loopholes (o escapatorias) de las pruebas de Bell, que se discutirán también con más detalle
en la Sec. (1.2.4).

2. No es adecuado considerar los arreglos experimentales como independientes. Existe la posibi-
lidad de que existan variables ocultas que in�uencien ambos experimentos [173, 176, 181, 190,
191]. En este punto podemos ver surgir la posibilidad del enredamiento nuevamente, en su
análisis de esta posibilidad Bell regresa al espíritu de la paradoja EPR [167]:30 � Pero, esta
manera de arreglar las correlaciones mecánico-cuánticas sería incluso más sobrecogedora que
una en la que las in�uencias causales se propagan más rápido que la luz. Partes del mundo
aparentemente separadas estarían profundamente y conspiratoriamente enredadas, y nuestro
aparente libre albedrío estaría enredado con ellos. �

30But this way of arranging quantum mechanical correlations would be even more mind boggling than one in
which causal chains go faster than light. Apparently separate parts of the world would be deeply and conspiratorially
entangled, and our apparent free will would be entangled with them. [167]
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Figura 1.7: Esquema del experimento pensado de Bohm. Un par de partículas de espín 1/2 generadas por
una fuente viajan en direcciones opuestas. Al �nal de su trayectoria su espín es medido por un aparato de
Stern-Gerlach y los resultados registrados por detectores.

3. Las in�uencias causales viajan más rápido que la luz. Bell señala una di�cultad conceptual
con la idea de la comunicación en este escenario [167].

4. No existe una realidad más allá de un nivel macroscópico clásico. Para Bell, la preocupación
en este caso es la vaguedad en los fundamentos de la teoría [167].

El experimento pensado de Bohm Bohm propone el siguiente experimento para ejempli�car
las correlaciones que presentan Einstein, Podolsky y Rosen en su artículo [68, 70, 71] (Fig. (1.7)):

Consideremos un par de partículas de espín un medio que se producen en un mismo evento por
una fuente con espín inicial cero, y viajan libremente por el espacio en direcciones opuestas. El
espín de las partículas es entonces medido independientemente por aparatos de Stern-Gerlach, con
campos orientados en direcciones n̂1 y n̂2, respectivamente, con resultado +1 si la componente del
espín de la partícula en la dirección correspondiente es arriba, y −1 en el caso contrario.

Ahora, si se realizan mediciones en la misma dirección, se encontrará que los resultados siempre
son opuestos, lo que se espera de la manera en que se producen los pares de partículas por la
conservación de espín. Es decir, estos pares de partículas presentan correlaciones perfectas. Debido
a que estas correlaciones son entre resultados opuestos, se dice que estas son anticorrelaciones.

La desigualdad de Bell En su artículo de 1964 [68], Bell demuestra que las correlaciones del
experimento de Bohm se pueden explicar fácilmente al permitir que el resultado de la medición
realizada en una partícula dependa únicamente de los parámetros suplementarios (variables ocultas)
que ésta posee, y las propiedades del aparato que lleva a cabo la medición. Sin embargo, también
encuentra que este escenario presenta contradicciones con la teoría cuántica. Debido a que esta
desigualdad se basa en el experimento de Bohm, la validez del teorema resultante solo se mantiene
en el caso de anticorrelaciones perfectas.

La derivación de la desigualdad de Bell comienza con la exposición de las variables ocultas
para mantener el principio de Localidad y Realismo Físicos, De�nición (1.1.4). El resultado de la
medición del parámetro a en el aparato 1, A, depende sólo de a y del conjunto de variables ocultas
λ; y aquél del parámetro b en 2, B, depende sólo de b y λ. De esta manera, el valor esperado de
las mediciones simultáneas es el siguiente

E(a, b) =

∫
Ā(a, λ)B̄(b, λ)ρ(λ) dλ, (1.6)

con las variables ocultas λ caracterizando el estado de la fuente, que es λ con densidad de proba-
bilidad ρ(λ), de manera que el valor esperado se calcula sobre los posibles estados de la fuente al
momento de generar el par de partículas. E(a, b) cuanti�ca las correlaciones entre las mediciones
dadas por a y b, correspondiendo a la probabilidad de las coincidencias menos la probabilidad de
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no-coincidencia (resultados opuestos) determinadas por las variables ocultas; Ā es el valor promedio
de A y B̄ de B.

La desigualdad de Bell resulta equivalente a la relación de Boole-Fréchet [192�194], en teoría de
probabilidad, de la probabilidad conjunta [79, 167, 195, 196]; mientras que la derivación original
del artículo de 1964 [68] se basa en relaciones entre las probabilidades para diversos parámetros
del tipo de la Ec. (1.6).

Consideremos tres con�guraciones de los detectores, a, b y c. Si el aparato 1 realiza una medición
con el parámetro a y el aparato 2 con b, la probabilidad de que se obtenga el mismo resultado, es
decir, los resultados estén correlacionados, es E(a, b), la probabilidad de que los resultados estén
anticorrelacionados es 1−E(a, b). Estas probabilidades serán E(b, c) y 1−E(b, c), respectivamente,
cuando los parámetros de los aparatos sean b y c. En este caso, a y b presentan anticorrelaciones
entre sí, así como b y c. Debido a esto, la probabilidad de no tener coincidencias (equivalente a
tener anticorrelaciones) entre a y c no es mayor que la probabilidad de no tener coincidencias entre
a y b más aquella de no tener coincidencias entre b y c. Esto es,

[1− E(a, b)] + [1− E(b, c)] ≥ 1− E(a, c),

⇒E(a, b)− E(a, c) ≤ 1− E(b, c). (1.7)

Además, la otrra parte de la relación de Boole-Fréchet dice que máx(1 − E(a, b), 1 − E(b, c)) ≤
1− E(a, c), lo que es equivalente a E(a, c) ≤ mín(E(a, b), E(b, c)), por lo que

|E(a, b)− E(a, c)| ≤ 1− E(b, c). (1.8)

Esta es la desigualdad de Bell de [68].

La desigualdad CHSH En 1969 Clauser, Horne, Shimony y Holt[197] publicaron una versión
de la desigualdad de Bell adaptada para ser probada en experimentos reales, conocida como la des-
igualdad CHSH. Esta desigualdad considera exitosamente ine�ciencias en los aparatos de medición
y correlaciones experimentales no necesariamente perfectas. Con esto se aclaró la posibilidad de
que existan experimentos conclusivos [163, 197, 198].

Bell posteriormente presentaría esta desiguladad como la versión de�nitiva de su propio teore-
ma, usándola en sus investigaciones y discusiones posteriores [168, 172]. A continuación se presenta
la derivación que Bell daría en sus artículos posteriores [172, 174, 175], siguiendo a [171].

A partir del escenario presentado en la Ec. (1.6), se tiene que

|Ā| ≤ 1, |B̄| ≤ 1. (1.9)

Sean a′ y b′ parámetros experimentales alternativos para 1 y 2, respectivamente, entonces, de
Ec. (1.6)

E(a, b)− E(a, b′) =

∫
dλρ(λ)

[
Ā(a, λ)B̄(b, λ)− Ā(a, λ)B̄(b′, λ)

]
=

∫
dλρ(λ)

[
Ā(a, λ)B̄(b, λ)− Ā(a, λ)B̄(b′, λ)

±Ā(a, λ)B̄(b, λ)Ā(a′, λ)B̄(b′, λ)∓ Ā(a, λ)B̄(b, λ)Ā(a′, λ)B̄(b′, λ)
]

=

∫
dλρ(λ)Ā(a, λ)B̄(b, λ)

[
1± Ā(a′, λ)B̄(b′, λ)

]
−
∫

dλρ(λ)Ā(a, λ)B̄(b′, λ)
[
1± Ā(a′, λ)B̄(b, λ)

]
. (1.10)
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Ahora,

|E(a, b)− E(a, b′)| ≤
∣∣∣∣∫ dλρ(λ)Ā(a, λ)B̄(b, λ)

[
1± Ā(a′, λ)B̄(b′, λ)

]∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∫ dλρ(λ)Ā(a, λ)B̄(b′, λ)
[
1± Ā(a′, λ)B̄(b, λ)

]∣∣∣∣
=

∫
|Ā(a, λ)B̄(b, λ)||

[
1± Ā(a′, λ)B̄(b′, λ)

]
dλρ(λ)|

+

∫
|Ā(a, λ)B̄(b′, λ)||

[
1± Ā(a′, λ)B̄(b, λ)

]
dλρ(λ)|

≤
∫

dλρ(λ)
[
1± Ā(a′, λ)B̄(b′, λ)

]
+

∫
dλρ(λ)

[
1± Ā(a′, λ)B̄(b, λ)

]
, (1.11)

debido a que |
[
1± Ā(a′, λ)B̄(b′, λ)

]
ρ(λ) dλ|, |

[
1± Ā(a′, λ)B̄(b, λ)

]
ρ(λ)] dλ| ≥ 0 y usando

Ec. (1.9). Se tiene que,
∫
ρ(λ) dλ = 1, con lo que el lado derecho de esta Ec. (1.11) resulta

en

|E(a, b)− E(a, b′)| ≤ 2± E(a′, b′)± E(a′, b)

⇒|E(a, b)− E(a, b′)| ≤ 2− |E(a′, b′) + E(a′, b)|
⇒ |E(a, b)− E(a, b′)|+ |E(a′, b′) + E(a′, b)| ≤ 2. (1.12)

Finalmente,

|E(a, b)− E(a, b′) + E(a′, b′) + E(a′, b)| ≤ |E(a, b)− E(a, b′)|+ |E(a′, b′) + E(a′, b)| , (1.13)

con lo que se obtiene la desigualdad de CHSH [197],

|E(a, b) + E(a′, b′) + E(a′, b)− E(a, b′)| ≤ 2. (1.14)

1.2.4. Pruebas experimentales

La mayor parte de los experimentos investigando las correlaciones cuánticas y la violación de
la desigualdad de Bell son experimentos ópticos, usando fotones y, generalmente, observando su
polarización [163, 181].

El experimento llevado a cabo por Freedman y Clauser [199] en 1972 fue la primer prueba
del teorema de Bell, realizado con fotones provenientes de cascadas de colisiones31 y midiendo su
polarización lineal. Este experimento es de un canal, usando una variante de la desigualdad de
CHSH para un canal derivada por Clauser y Horne [198] en 1974.

Otros primeros experimentos [182, 200, 201] usaban fotones Gamma producidos en aniquilación
de positrones, así como protones [163, 181]. En los primeros años de la década de los 80's los pri-
meros experimentos capaces de cumplir las condiciones del teorema de Bell y descartar claramente
las teorías de variables ocultas se llevaron a cabo. Estos experimentos fueron realizados gracias a
la preocupación de Aspect por eliminar la posibilidad de comunicación previa entre los arreglos
experimentales [163, 202, 203], usando polarizadores que se con�guraban en el tiempo de vuelo
[87, 204]. Uno de los experimentos realizados en [87] es además el primer experimento que usa la
desigualdad de CHSH, midiendo en dos canales [203, 205, 206].

Experimentos posteriores con�rmarían estos resultados [163, 203, 207�210]. Estos experimentos
generaban fotones mediante conversión paramétrica descendente espontánea [203, 205, 206]. El
experimento de Tittel et al. [208, 209] mostraría que las correlaciones son estables en grandes
distancias, usando �bras ópticas para transportar los fotones por varios kilómetros.

31collision cascade, atomic cascade
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Pan et al. [211] realizan la primera prueba del teorema de Bell con más de dos partículas,
usando el estado de GHZ [212] de tres partículas.

Finalmente, Gröblacher et al. [213] en 2007 realizan un expermiento que les permite concluir la
inexistencia de la realidad física como se entiende, y no simplemente la localidad en las correlaciones
cuánticas [214], probando las teorías de variables ocultas de Leggett [215]. En 2010 [216] y 2016
[217] estos mismos resultados fueron encontrados.

Las pruebas experimentales siguientes y hasta la actualidad se han dedicado a cerrar la brecha en
la que la no idealidad de los experimentos al emular las condiciones del teorema de Bell permiten la
existencia de ciertas formas de las teorías de variables ocultas. Antes de hablar de los experimentos
más modernos y su signi�cado, se presentarán éstas posibilidades.

Loopholes Los problemas en las pruebas experimentales, y por lo tanto, el grado en el que
las conclusiones de violación son aplicables, se derivan de las suposiciones teóricas necesarias. La
desigualdad de CHSH considera las restricciones experimentales de distintas maneras. La primera
es la posibilidad de que las correlaciones detectadas no sean perfectas. En segundo lugar, CHSH
proponen un experimento óptico de un solo canal, para el cual derivan una desigualdad a partir de
la desigualdad de CHSH que considera bajas e�ciencias experimentales a partir de la suposición
del muestreo justo.

Las escapatorias para las teorías de variables ocultas (loopholes) que se derivan de las suposi-
ciones en el teorema de Bell y de las limitaciones experimentales son los siguientes:

E�ciencia de la detección. Los aparatos de medición no detectan todos los eventos gene-
ralmente, siendo que su e�ciencia es menor al 100%. La desigualdad de Bell depende del hecho de
que existan coincidencias en los resultados detectados en los dos aparatos, es decir, que se detecten
ambas partículas de los pares provenientes del mismo evento en la fuente. Considerando una menor
e�ciencia, las desigualdades de Bell que se aplican al experimento cambian [218]. La suposición de
muestreo justo, según la que los pares detectados exitosamente representan perfectamente los pares
de partículas emitidas, evita este problema.

Comunicación o Localidad. Como hemos visto, las teorías de variables ocultas se basan
en el principio de Localidad y Realismo Físicos, De�nición (1.1.4). Para asegurar la violación de
este principio es necesario garantizar que se mantiene la otra parte de El Principio de Separación
De�nición (1.1.1), es decir, que no exista la posibilidad de comunicación entre las partículas que
forman un par correlacionado la cual pueda explicar las correlaciones, o comunicación entre una
de ellas y la fuente. Idealmente, además, los parámetros de las mediciones en los aparatos no
dependen de eventos anteriores. Este problema se resuelve generalmente cambiando (decidiendo)
los parámetros de los aparatos durante el vuelo de las partículas, de manera que no pueda haber
comunicación a la velocidad de la luz entre las partículas o los detectores entre el arreglo y la
detección, así como asegurando un tiempo de medición corto para que no haya comunicación entre
ambas partes entre la emisión y la detección.

Coincidencias. La existencia de correlaciones en los resultados experimentales dependen de
la identi�cación de los pares de partículas que provienen de un mismo evento, estos pares son
generalmente identi�cados por el tiempo en que se da la detección. La posibilidad de que las
variables ocultas afecten a esta identi�cación puede explicar la existencia de correlaciones locales
que violen la desigualdad de Bell [219, 220]. Para evitar esta escapatoria la ventana temporal de
identi�cación se debe predeterminar apropiadamente.

Invariancia Rotacional. Si las variables ocultas posibles no tienen la misma probabilidad
de ocurrir, la dependencia de los parámetros experimentales en éstas puede ser oscurecida.

Memoria. La memoria guardada de mediciones previas en ambos sitios experimentales tiene
la posibilidad de afectar la distribución estadística de los resultados siguientes. Este problema se
corrige cambiando los parámetros experimentales aleatoriamente entre cada medición [221, 222].

Superdeterminismo. Si la elección de los parámetros de las mediciones no es libre, las
correlaciones se pueden explicar por la necesidad de elegir arreglos predeterminados [223]. Esta
escapatoria puede estar en algunos escenarios relacionada con la posibilidad del Punto 2 arriba.
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Errores. Este problema se re�ere a la existencia de fuentes de error, las cuales no han sido con-
sideradas en las correcciones a los resultados, que puedan favorecer la violación de las desigualdades
de Bell, en experimentos ópticos.

Experimentos libres de escapatorias Los experimentos ópticos generalmente tienen proble-
mas de e�ciencia, lo que no es necesariamente cierto para experimentos con otros tipos de sistemas,
los cuales han podido cerrar la Escapatoria de la E�ciencia [224�226]. Esta escapatoria fue ce-
rrada exitosamente en experimentos ópticos en 2013 [227�229].

La Escapatoria de la Comunicación ha tenido propuestas de solución desde las primeras
pruebas, con el trabajo de Aspect [87, 163, 202�206]. Las soluciones se enfocan en aumentar la
separación entre los sitios donde se realizan las mediciones para que sea más fácil y haya más
con�anza en decidir los parámetros de la medición en un tiempo en el que no hay posibilidad de
comunicación a la velocidad de la luz. Aspect además fue el primero en decidir estos parámetros
aleatoriamente [204]. En el experimento de Aspect et al. [87] la separación era de 12 metros, una
distancia considerable para el sistema [163, 203]. El experimento de Weihs et al. [207] tendría
una separación del orden de cientos de metros, con la posibilidad de cambiar los parámetros
aleatoriamente durante el viaje de los fotones, mientras que el de Scheidl et al. [230] en 2010
tuvo una distancia entre sitios de 144 km.

En 2015 un experimento usando el espín de los electrones a grandes distancias ha podido cerrar
tanto la Escapatoria de la E�ciencia como la Escapatoria de la Comunicación [231]. Estos
resultados se producieron poco después en 2015 para fotones [232, 233]. En 2017 se efectuó un
experimento con espines atómicos que, además de las dos anteriores, cerró la Escapatoria dada
por la Memoria [234].

Experimentos en los que se observa luz de las estrellas de la Vía Lactea [235] restringen consi-
derablemente la posibilidad de que existan in�uencias sobre los resultados y los parámetros de la
medición previas a las mediciones [235, 236]. Un experimento posterior similar usando luz de las
estrellas cierra además la Escapatoria de la E�ciencia [237]. Luz de quásares ha permitido un
experimento con tiempos mucho mayores, con un viaje de 7.8 mil millones de años luz [238].

Finalmente, la Escapatoria del Superdeterminismo se cerró en un experimento de 2018
[239], probando el carácter humano de la medición involucrado en el teorema de Bell.

1.2.5. No localidad cuántica

Asumiendo la validez de la mecánica cuántica, la desiguladad de Bell se puede usar como
una prueba para detectar correlaciones no clásicas en un sistema cuántico. La propiedad cuántica
que detecta es conocida como no localidad, ya que es la localidad la característica clásica que no
poseen tales correlaciones. Por otro lado, las pruebas experimentales que cierran las escapatorias
anteriores además demuestran la existencia de no localidad resultante de esta violación [231]. En
un inicio, la no localidad de esta manera se identi�caba con el enredamiento cuántico, es decir,
la inseparabilidad que de�nió Schrödinger [72, 73], debido a la relación de este concepto con la
discusión que proponía Einstein y de la que hemos hablado en esta sección, y por lo tanto, con las
correlaciones que prueba el teorema de Bell. Sin embargo, se ha encontrado que la no localidad y
el enredamiento cuántico di�eren fundamentalmente [240].

Esto último se puede entender como que la no localidad no representa todas las correlaciones
no clásicas de un sistema. Un ejemplo signi�cativo por su impacto en el uso de estados enredados
y porque fue uno de los primeros escenarios propuestos en los que aparece esta cualidad, son los
estados descritos por Popescu [241]. Con estos se puede ver una realización muy directa de la
teletransportación cuántica, un protocolo de información cuántica de gran relevancia actualmente
y que representa una aplicación sumamente interesante y novedosa en el momento de su desarrollo.

Debido a la relación que tienen tanto el enredamiento como la no localidad con las correlaciones
cuánticas, se tiene que el teorema de Bell es una buena herramienta para encontrar enredamiento
cuántico en un sistema, siendo que en una cantidad signi�cativa de casos el enredamiento y la no
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localidad coinciden en los sistemas, y es un importante precursor de los criterios posteriores que
caracterizan el enredamiento cuántico.

1.3. Conclusiones

En este capítulo se revisó el concepto de enredamiento cuántico, partiendo de su origen histórico,
su de�nición y el papel que juega en aquello que reconocemos como comportamiento cuántico de
los sistemas físicos. En particular, el análisis del enredamiento en sistemas discretos bipartitas
nos ayuda a comprender la naturaleza del enredamiento cuántico como recurso físico. Se discutió
el surguimiento del enredamiento a partir de las correlaciones que surgen de la temprana teoría
cuántica, y la identi�cación de la inseparabilidad de los sistemas cuánticos, notado en las discusiones
tempranas sobre la �losofía de la teoría guiadas por Einstein, que a la vez posteriormente inspirarían
a Bell y otros.

En la historia del enredamiento cuántico las correlaciones cuánticas y la no localidad se encuen-
tran íntimamente relacionadas entre sí y con el enredamiento cuántico. Hacemos aquí un recuento
y descripción de la no localidad, así como también hablamos de su detección, comparándola con
la del enredamiento, lo que da una perspectiva a la manera en que se discute el enredamiento
cuántico. Este prólogo nos será de utilidad cuando estudiemos la no localidad del estado híbrido
del SGE en el Capítulo 5.
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Capítulo 2

Detección y clasi�cación del
enredamiento

En este capítulo se tratará la de�nición formal del enredamiento cuántico, se revisan sus ca-
racterísticas y las maneras en que se detecta y se cuanti�ca la presencia de enredamiento en los
sistemas físicos. Con esto tenemos un punto de partida para estudiar el estado actual de la investi-
gación del enredamiento en estados que involucran variables continuas y discretas. Terminaremos
revisando en detalle las diversas medidas de enredamiento que se han desarrollado para tratar
el enredamiento discreto, que nos serán de utilidad en el análisis del enredamiento que haremos
posteriormente.

2.1. De�niciones del enredamiento Cuántico

En el Capítulo 1 revisamos el origen del concepto de enredamiento cuántico a partir de las
correlaciones presentes en determinados sistemas cuánticos. Con la aplicación de la teoría cuántica
que siguió en décadas posteriores a la formalización de la teoría surgió un gran interés por la posi-
bilidad de utilizar el enredamiento cuántico [163] a partir de la demostración de su existencia por
Bohm y Aharonov [70], Wu y Shaknov [162], y, más aún, después de la demostración experimental
de las predicciones cuánticas respecto a estas correlaciones gracias al teorema de Bell [68] en la
década de los 70 [181, 182, 199�201]. Así, el uso del enredamiento cuántico en tareas cuánticas
requiere una manera de determinar si está presente en los sistemas cuánticos así como calcular la
cantidad de éste disponible para su aplicación. El primer paso para esto es una de�nición precisa
del enredamiento.

2.1.1. La separabilidad de los estados cuánticos

En los primeros ejemplos en los que se encuentran correlaciones cuánticas una característica
particular llama la atención. Al describir cuánticamente estos estados tenemos que la forma de
escribirlos es sumamente similar. En estos estados, ejempli�cados en las Ecs. (1.1), (1.3) y (1.4)
y Sec. (1.1.4), la incapacidad de separar la descripción de las dos variables indica la presencia de
correlaciones cuánticas entre ellas. Por ejemplo, en el estado que analiza Bohm [56, 71], Ec. (1.1),
al estudiar la paradoja EPR esta inseparabilidad tiene un papel central en la descripción de las
correlaciones (ver Fig. (1.2)). Así la separabilidad de�ne al enredamiento cuántico.

Esta de�nición la presentó Schrödinger por primera vez, en su serie de artículos de 1935, dilu-
cidando el problema de las correlaciones cuánticas [72], Sec. (1.1.1). Finalmente, las correlaciones
cuánticas se entendería que surgen de la imposibilidad de describir a los sistemas interactuantes
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en general de una manera individual, una característica propia de la mecánica cuántica. Einstein
resume la discusión sobre las correlaciones cuánticas con este punto, Sec. (1.1.4).

La separabilidad se de�ne mediante la existencia de una descomposición en estados productos
de un estado de un sistema compuesto. Pero probar la existencia/no existencia es un problema
complejo. A pesar de que existen criterios operacionalmente simples no existen herramientas que
permitan distinguir inequívocamente y completamente estados enredados con esta de�nición sin
requerir una búsqueda explícita.

Adicionalmente, el concepto de separabilidad al usarse como de�nición del enredamiento cuán-
tico provee únicamente una descripción cualitativa. Para poder medir el enredamiento cuántico y
comparar el enredamiento contenido en los diversos sistemas es necesaria una de�nición cuantita-
tiva del enredamiento.

2.1.2. Operaciones Cuánticas

La caracterización de las correlaciones cuánticas provee de otra manera de de�nir al enreda-
miento cuántico, que es completamente consistente con la separabilidad. De esta manera, si la
correlación entre las variables de un sistema se puede crear realizando únicamente operaciones
locales y con el uso de comunicaciones clásicas, en esquemas conocidos como operaciones locales y
comunicación clásica (LOCC, por sus siglas en inglés), entonces tal correlación no corresponde a
enredamiento cuántico [21, 26�29].

Por lo tanto, las LOCCs solamente pueden crear correlaciones clásicas, no pueden generar co-
rrelaciones cuánticas, además cuando consideramos todas las LOCC tenemos que existirán las que
disminuirán el enredamiento de un estado determinado. Así, una cantidad que bajo la acción de
las LOCC disminuye siempre, corresponde al enredamiento cuántico [21, 28]. Notablemente, la
de�nición del enredamiento mediante LOCC permite la descripción de cantidades que determinan
cuantitativamente al enredamiento, gracias a la transformación de estados enredados y el conse-
cuente orden que esta propiedad permite [26, 27]. Tales cantidades se conocen como monotónicos
de enredamiento (entanglement monotones) [27].

2.2. Criterios de Separabilidad

Una pregunta importante que podemos hacernos es cómo saber si un estado presenta enre-
damiento cuántico. Para esto es necesario desarrollar una serie de herramientas que permitan
distinguir estados enredados de aquellos que no lo están. Como vimos anteriormente, esta pregun-
ta está cercanamente relacionada con la manera en la que se da una de�nición del enredamiento
cuántico.

De una forma natural, la de�nición del enredamiento cuántico permite diferenciar los estados
enredados, sin embargo, es necesario buscar métodos operacionales que permitan identi�car si
un estado es enredado mediante el cálculo de una cantidad adecuada. De esta manera, cuando
consideramos el enredamiento cuántico determinado por la inseparabilidad de un estado, tenemos
que solo podemos identi�car un estado enredado cuando podemos demostrar la no existencia de
una descomposición, lo que es sumamente complicado.

Por lo tanto, es deseable la derivación de criterios operacionales para la detección de enreda-
miento cuántico, con los que el valor calculable de una determinada cantidad nos dice si un estado
es enredado o separable. Estos los conocemos como criterios de separabilidad. A continuación
revisaremos algunos criterios importantes.

El teorema de Bell Como se discutió en la Sec. (1.2.5), al considerar la validez de la teoría
cuántica como tal, el teorema de Bell provee un criterio claro para determinar si las correlacio-
nes resultantes en un sistema cuántico corresponden a correlaciones clásicas, y deterministas, en
el sentido del artículo EPR, o, por el contrario, si se está tratando de correlaciones cuánticas.
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Anteriormente a la demostración de la inequivalencia de la no localidad, la propiedad detectada
por el teorema de Bell, y la inseparabilidad, que se revisa en la Sec. (2.4), el teorema de Bell se
consideraba una prueba de la existencia de enredamiento cuántico, y se usó exitosamente como tal
durante los inicios del estudio formal del enredamiento cuántico.

2.2.1. La descomposición de Schmidt

El caso más simple de un estado cuántico es el de un estado puro de un sistema discreto
bipartita. En este caso la descomposición de Schmidt del estado como vector del espacio producto
total permite determinar inequívocamente la separabilidad del estado a partir del rango de Schmidt.
La descomposición de Schmidt corresponde a la construcción de coe�cientes con los que el estado
compuesto se puede describir mediante productos tensoriales de estados de los subsistemas [21].

Para un estado |ψ〉AB , el teorema de Schmidt asegura la existencia de bases {|ui〉A}i y {|vj〉B}j
de A y B tales que

|ψ〉AB =

mín(dA,dB)∑
k=1

αk|uk〉A ⊗ |vk〉B . (2.1)

Los coe�cientes de Schmidt, αk, son las raíces cuadradas de los eigenvalores de los dos estados
reducidos mediante la traza parcial sobre cada uno de los subsistemas, ρA = TrB |ψ〉〈ψ| y ρB =
TrA|ψ〉〈ψ|. El rango de Schmidt es el número de coe�cientes distintos de cero en la Ec. (2.1). Un
estado es enredado sí y sólo sí hay más de un coe�ciente de Schmidt distinto de cero.

2.2.2. El criterio PPT

El desarrollo en 1996 del criterio de positividad de la transposición parcial (criterio PPT, por
sus siglas en inglés) por Peres [36] y Horodecki et. al. [37] representa un avance importante en la
detección del enredamiento cuántico, ya que este es un criterio operacional, basado en la prueba de
una cantidad determinada, y permite una nueva manera de determinar la presencia de enredamiento
cuántico en un sistema.

El criterio PPT fue originalmente derivado para detectar el enredamiento en sistemas discretos
bipartitas. Se tiene que en estos sistemas, cuando un estado es separable, su matriz transpuesta
parcial es positiva. De esta manera, si al investigar un estado encontramos que aplicando la trans-
posición parcial obtenemos una matriz negativa, podemos asegurar que tal estado es enredado. Sin
embargo, no es posible asegurar que todo estado cuya transpuesta parcial es positiva sea separable.
Es decir, la condición del criterio PPT no es una condición su�ciente para la separabilidad.

En el caso de estados discretos mixtos el criterio de separabilidad dado por la descomposición
de Schmidt no se puede aplicar, y, a pesar de que en general la positividad de la transposición
parcial es solamente una condición necesaria para la separabilidad del estado, el criterio PPT es
ampliamente usado para determinar el enredamiento en estos sistemas debido a la sencillez de su
aplicación. En el caso de sistemas 2x2 y 2x3, la condición de separabilidad es también su�ciente.
En concreto, el criterio PPT es un criterio de separabilidad particularmente poderoso y útil.

Con el paso de los años, este criterio fue generalizado a sistemas de variables continuas. En
2000 Simon [39] formuló este criterio usando los momentos de segundo orden de los operadores
canónicos (ver Sec. (2.3.6)), que es necesario y su�ciente para estados Gaussianos de 1× n modos.
Esta propuesta fue expandida por Shchukin y Vogel en 2005 [78] usando momentos de mayor orden,
con lo que tenemos una condición necesaria para la separabilidad de estados bipartitas generales
continuos. Más aún, el criterio de Shchukin y Vogel fue generalizado gracias a restricciones sobre
uno de espacios continuos para ser usado en sistemas híbridos por Kreis y van Loock [51], siendo
una de las primeras herramientas híbridas.

Además de estos criterios, se pueden derivar diversos criterios de separabilidad a partir de
distintos principios. Muchos de estos permiten investigar la separabilidad de estados para los que el
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Figura 2.1: Diagrama con los distintos tipos de enredamiento cuántico, derivados de las de�niciones provis-
tas por los criterios de separabilidad. Se muestran el criterio de reducción y la condición de mayorización,
que no se discuten aquí. El criterio de Peres-Horodecki (PPT) de�ne al bound entanglement. * Se desconoce
si el conjunto de mayorización contiene al conjunto de estados PPT o al de estados reducibles [23].

criterio PPT no da un juicio decisivo. Sin embargo, no existe un criterio que detecte con�ablemente
el enredamiento cuántico en casos generales [242].

2.2.2.1. Bound Entanglement y las de�niciones de enredamiento

Las tareas de destilación de enredamiento y discriminación de estados nos dejan ver las re-
laciones entre las distintas propuestas para de�nir al enredamiento cuántico y las correlaciones
[28, 243�249]. Hemos revisado el caso de la la inseparabilidad, que es la propia de�nición de en-
redamiento cuántico, la no localidad, el comportamiento ante LOCC, y �nalmente los estados
de�nidos por el criterio PPT. Se ha probado que todas estas propiedades de�nen estados cuán-
ticos relacionados, primariamente a través de sus correlaciones cuánticas, pero identi�cablemente
distintos. Estas tareas también han permitido la de�nición de medidas de enredamiento a través
de su formalismo [24, 31, 243, 250].

Un estado es destilable si a partir de este se puede obtener un estado puro máximamente
enredado usando LOCC [31, 251]; el enredamiento cuántico no puede ser destilado de estados
separables por de�nición. Más aún, los estados PPT no pueden ser destilados. Debido a que existen
estados enredados que son PPT [37, 252], existen estados enredados que no pueden ser destilados.
Este caso es llamado bound entanglement [253]. En la Fig. (2.1) se muestra un diagrama de los
tipos de enredamiento que se determinan a partir de las de�niciones permitidas por los distintos
criterios de separabilidad.

Se ha encontrado que existen estados no PPT que no pueden ser destilados [254�259]. Sin
embargo, más que la no-positividad, Peres conjeturaba que la destilabilidad es equivalente a la no
localidad, lo que fue refutado en 2014 [259, 260].

2.2.3. Testigos de enredamiento

Una desventaja que no se puede ignorar de los criterios de separabilidad basados en el criterio
PPT, es que solamente representan condiciones necesarias para la separabilidad. Para investigar el
enredamiento en casos en los que un criterio de separabilidad no determina el enredamiento de un
sistema es posible usar otro tipo de pruebas.

Los testigos de enredamiento (entanglement witnesses) usan las observables cuánticas para
detectar el enredamiento cuántico. Una observable es un testigo de enredamiento si distingue a
al menos un estado enredado de todos los estados separables. Esto se formula a través de una
condición operacional especí�ca general que caracteriza estados separables, permitiendo detectar
el enredamiento [261]. Los testigos de enredamiento son operadores cuánticos hermitianos que
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actúan sobre el espacio de Hilbert de un sistema compuesto, y no son de�nidos positivos, es decir,
pueden tener eigenvalores negativos, pero siempre tienen valores esperados positivos para todos los
estados separables puros,

〈ψs|W |ψs〉 ≥ 0. (2.2)

Así, detectan a un estado enredado si con este tienen un valor esperado negativo.
Una clara desventaja de los entanglement witnesses es que no son globales, es decir, un solo

operador no puede determinar el enredamiento de estados generales. Más bien, para cada estado
enredado tenemos una variedad de operadores que potencialmente son capaces de diferenciarlo del
conjunto de estados separables. Adicionalmente existen estados enredados que no se pueden detec-
tar con testigos de enredamiento [21]. Los testigos de enredamiento se de�nen geométricamente a
partir de la convexidad del conjunto de los estados separables [21, 22], lo que lleva directamente a
las propiedades mencionadas aquí.

2.3. Medidas de Enredamiento

Se ha mencionado anteriormente que la de�nición del enredamiento cuántico como la no existen-
cia de una descomposición del estado en un producto solamente permite una descripción cualitativa
del enredamiento, y, a pesar de que con esto podemos (con di�cultades, como se vio en la Sec. (2.2)
anterior) determinar la presencia de enredamiento en un estado, no es posible comparar la cantidad
de enredamiento que existe en dos estados distintos.

Para este propósito necesitamos una de�nición que nos permita describir al enredamiento cuan-
titativamente.

La de�nición de enredamiento a través de las LOCCs nos deja derivar criterios con los que
construir medidas de enredamiento apropiadas [21, 26�29]. Como ya se ha discutido, esta de�nición
se deriva al considerar el enredamiento cuántico como la presencia de correlaciones no clásicas en
un estado, y su comportamiento bajo operaciones cuánticas. De esta manera, podemos mantener
en esta de�nición información sobre la intensidad de las correlaciones existentes, y por lo tanto
lleva �nalmente a determinación de las diferentes cantidades de enredamiento.

Aún se discute la posibilidad de la existencia de una medida de enredamiento única [21, 28,
29]. Una consecuencia importante es que existen y se pueden derivar medidas de enredamiento
no equivalentes, con las que la relación entre la cantidad de enredamiento de dos sistemas no
necesariamente coincide. Más aún, el hecho de que los estados puedan presentar propiedades de
enredamiento inequivalentes lleva a que no todas las medidas de enredamiento sean capaces de
comparar el enredamiento que tienen ciertos estados.

Esto se puede entender como que las distintas medidas de enredamiento no caracterizan nece-
sariamente de la misma manera a las distintas propiedades del enredamiento cuántico, y nos deja
ver que las medidas de enredamiento nos permiten explorar al enredamiento cuántico más allá de
asignarle un valor al total del enredamiento contenido en un estado.

2.3.1. Entropía de enredamiento

Al de�nir el enredamiento cuántico, Sec. (1.1.1), Schrödinger [72] remarca la imposibilidad de
conocer el sistema únicamente conociendo los subsistemas que lo componen. De aquí podemos ver
al enredamiento cuántico necesariamente como información sobre los sistemas cuánticos, en que un
estado enredado nos da más información sobre el sistema completo que aquella que nos da sobre
los sistemas individuales. Es decir, el enredamiento conlleva información.

En el inicio del estudio del enredamiento cuántico podemos destacar las tareas cuánticas cuya
realización permite el enredamiento cuántico. La transmisión de información es una de éstas, nota-
ble por aparecer en las discusiones iniciales de Einstein y Bohm. Por otro lado, tenemos la propia
caracterización del enredamiento cuántico. Se encuentra que la perfecta correlación aparente en el
estado de Bohm [70, 71] (ver Fig. (1.2)) es la unidad básica de enredamiento. Así podemos apreciar
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el origen de la entropía de enredamiento como una medida de la cualidad del enredamiento de un
estado, en un contexto predominantemente informacional.

Con el trabajo de von Neumann [180] termina de establecerse el formalismo de la mecánica
cuántica, al desarrollarse conceptos fundamentales que incluyen a la matriz densidad, la teoría de
la medición (con la de�nción de las mediciones proyectivas) y la entropía de von Neumann. El
contenido de información por parte del enredamiento en un sistema que teorizó Schrödinger fue
probado y cuanti�cado usando la entropía de von Neumann [262].

La entropía de von Neumann permitió el paso de la teoría de la información al mundo cuántico.
En la teoría de la información, la información mutua es una medida de la dependencia entre
dos variables. Este tipo de dependencia tiene un gran parecido con las correlaciones que tenían
lugar en los experimentos cuánticos. La información mutua se de�ne como la discrepancia entre
la información de las distribuciones marginales y la de la distribución completa (compuesta). La
información además se calcula por medio de las entropías, principalmente la entropía de Shannon,
obtenida en [263]. La entropía de von Neumann [180] es una generalización de la entropía de Gibbs.
Con esto es posible obtener las propiedades de un sistema cuántico a partir de su matriz densidad,
generalizando el formalismo de la termodinámica. Pero, además, es la generalización de la entropía
de Shannon a la mecánica cuántica.

De esta manera, la entropía marginal, que conocemos como reducida, de un sistema compuesto,
es naturalmente un candidato excelente para cuanti�car la dependencia entre los resultados de las
mediciones cuánticas, es decir, las correlaciones, y por tanto, conceptualmente, el enredamiento
cuántico. Esta es justamente la entropía de enredamiento.

Esta cantidad fue usada ampliamente en las primeras investigaciones sobre el enredamiento
como un sinónimo del propio enredamiento. Cabe resaltar que en el caso de sistemas discretos
bipartitas y estados puros de éstos, como son aquellos con los que se trataba en estos primeros días
del enredamiento cuántico, el enredamiento es equivalente a la no localidad, de manera que las co-
rrelaciones cuánticas son la presentación del enredamiento cuántico, y la entropía de enredamiento
es una medida perfecta.

2.3.1.1. De�nición

La entropía de von Neumann de un sistema cuántico en el estado ρ es

S = −Tr(ρ ln ρ). (2.3)

La matriz densidad ρ la podemos escribir en términos de sus eigenvectores, {|i〉}i, y eigenvalores,
{λi}i:

ρ =
∑
i

λi|i〉〈i|, (2.4)

con lo que la entropía de von Neumann queda

S = −
∑
i

λi lnλi. (2.5)

Esta es la expresión de la entropía de Shannon, pero aplicada al estado cuántico ρ.
Consideremos un sistema cuántico compuesto, con los subsistemas discretos A y B, el estado del

sistema completo se describe por su matriz densidad ρAB . La entropía de enredamiento se de�ne
como la entropía de von Neumann de los estados reducidos. En este caso elijamos el subsistema A,
cuyo estado está descrito por la matriz densidad reducida ρA, que a su vez la encontramos usando
la traza parcial para dejar de lado el estado del subsistema B,

ρA = TrB ρ (2.6)
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La entropía de enredamiento es entonces

E = S(ρA) = −Tr(ρA ln ρA). (2.7)

La entropía de enredamiento tiene una expresión bastante conveniente en términos de los co-
e�cientes de Schmidt para un estado puro ρ = |ψ〉AB〈ψ|. Usando la descomposición de Schmidt,
Ec. (2.1), del estado |ψ〉AB podemos escribir

|ψ〉AB =
∑
i

αi|ui〉A ⊗ |vi〉B ; (2.8)

entonces
E = −

∑
i

|ai|2 ln(|ai|2). (2.9)

2.3.1.2. Propiedades

Las propiedades más signi�cativas de la entropía de enredamiento son aquellas que permitieron
de�nirla como una medida de enredamiento, y ahora conocemos como las características básicas
que deben poseer las medidas de enredamiento. En particular en el caso de sistemas bipartitas, una
medida de enredamiento es requerida a tener el mismo valor independientemente del subsistema
sobre el que se apliquen.

Cuando escribimos la entropía de enredamiento en términos de los coe�cientes de Schmidt
Ec. (2.9) notamos, de la forma de la descomposición de Schmidt, Ec. (2.1), que la entropía de
enredamiento tiene el mismo valor independientemente del subsistema que se use para calcularla.
Las matrices densidad reducidas ρA, calculada como en Ec. (2.6), y ρB , tienen los mismos eigenva-
lores, por lo que al calcular la entropía de von Neumann, Ec. (2.5), de estos dos estados reducidos
obtenemos siempre el mismo valor.

Adicionalmente, la entropía de enredamiento toma los valores 0 para estados separables, y lnN
para estados máximamente enredados, donde N es la dimensión de los subsistemas.

Propiedades de la entropía de von Neumann Por otro lado, la entropía de enredamiento
hereda propiedades importantes de la entropía de von Neumann. La entropía de von Neumann
satisface:

1. Invariante bajo cambios de base. Si U es una transformación unitaria

S(ρ) = S(UρU†). (2.10)

2. Cóncava. Dados νi > 0,
∑
i νi = 1,

S

(∑
i

νiρi

)
≥
∑
i

νiS(ρi). (2.11)

3.

S

(∑
i

νiρi

)
≤
∑
i

νiS(ρi)−
∑

νi ln νi. (2.12)

4. Aditiva para sistemas independientes.

S(ρA ⊗ ρB) = S(ρA) + S(ρB). (2.13)

5. Subaditividad fuerte.
S(ρABC) + S(ρB) ≤ S(ρAB) + S(ρBC). (2.14)
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6. Subaditiva.
S(ρAB) ≤ S(ρA) + S(ρB). (2.15)

Además de los resultados correspondientes para los valores mínimos y máximos, equivalentes a
aquellos de la entropía de enredamiento discutidos anteriormente.

2.3.1.3. La traza parcial

Por otro lado, la traza parcial es a la vez escencial en la de�nición de la entropía de enredamiento.
Esta operación tiene importantes propiedades, que mencionaremos brevemente a continuación.
Este recuento será de utilidad además en la discusión de la traza parcial que haremos en esta tesis
respecto a la cuanti�cación del enredamiento híbrido.

La traza parcial es un mapeo del espacio de operadores de un espacio compuesto V ⊗W a aquel
de uno de los espacios que lo componen:

TrW : L(V ⊗W )→ L(V ) (2.16)

con L(V ) el espacio de operadores lineales del espacio V . Para cualquier par de operadores S y T
en los espacios V y W el resultado de la traza parcial es un operador en V llamado también la
traza parcial (de S y T , o de R = S ⊗ T ) , y es el operador único que cumple

TrW (S ⊗ T ) = Tr(T )S (2.17)

con Tr(T ) la traza usual de T .
Como mencionamos anteriormente, la traza parcial nos permite de�nir un estado reducido

correspondiente a un estado de un sistema compuesto, en el caso en el que en la de�nición de la
traza parcial arriba, Ecs. (2.16) y (2.17), en el que los operadores relevantes son matrices densidad
y estamos tratando con espacios de Hilbert. Sean A y B dos sistemas cuánticos con espacios de
Hilbert HA, HB , y un estado ρ mixto del sistema compuesto, en el espacio compuesto HA ⊗HB .
La traza parcial respecto al subsistema B es el estado

ρA
.
= TrB ρ

.
= TrHB ρ (2.18)

de�niendo TrHB según Ecs. (2.16) y (2.17), y se conoce como el estado reducido del estado ρ en el
subsistema A. Este es un estado en A apropiadamente de�nido de acuerdo al estado ρ.

Considerando una observable M del sistema A, la observable correspondiente del subsistema
compuesto por A y B es M ⊗ I. De esta manera, vemos que si se tiene Ecs. (2.17) y (2.18), el
resultado de M cuando el estado del sistema A es ρA es igual al resultado de M ⊗ I cuando el
estado del sistema compuesto A×B es ρ, según

Tr(MρA) = Tr(M ⊗ Iρ). (2.19)

Cuando tratamos con estados en un espacio de Hilbert, la traza parcial es un mapeo entre los
espacios de Banach cuyos elementos son operadores de traza �nita, T (H),

TrB : T (HA ⊗HB)→ T (HA) (2.20)

Este mapeo conserva la traza y es completamente positivo.
En espacios de Hilbert in�nitos, esto es, cuando tenemos sistemas cuánticos de variable continua,

podemos extender la de�nición de la traza parcial, de manera que es aplicable a este tipo de estados.
Consideremos dos sistemas CA, CB continuos, con espacios de Hilbert HA y HB respectivamente.
Considerando una base ortonomal {ei}i deHB , tenemos que existe un isomor�smo ⊕i(HA⊗Cei)→
HA⊗HB , donde Cei es el espacio (complejo) generado por ei. Con esto podemos escribir cualquier
operador en el espacio compuesto HA ⊗HB en representación matricial como una matriz in�nita

38



Detección y clasi�cación del enredamiento
2.3 Medidas de Enredamiento

en ambas dimensiones cuyos elementos son operadores en el espacio HA. Para ρ ∈ HA ⊗HB esta
matriz la escribimos como

T ∈ L(HA ⊗HB) : Tij ∈ L(HA). (2.21)

Entonces de�nimos a la traza parcial con respecto a CB como el operador al que converge en la
topología fuerte de operadores de L(HA) la suma de los elementos diagonales de T∑

i

Tii. (2.22)

Como se requiere para la de�nición de la traza parcial, este operador es independiente de la base
{ei}i de HB usada.

Propiedades de la traza La traza parcial hereda propiedades importantes de la traza. Para
dos matrices A y B:

1. La traza es un mapeo lineal

Tr(c(A+B)) = c(Tr(A) + Tr(B)). (2.23)

2.
Tr(A) = Tr(AT). (2.24)

3.
Tr(AB) = Tr(BA). (2.25)

4. Es invariante bajo permutaciones cíclicas

Tr(ABCD) = tr(BCDA) = tr(CDAB) = tr(DABC) (2.26)

5.
Tr(A†A) ≥ 0. (2.27)

Lo que de�ne la norma de Frobenius,

〈A,B〉 = Tr(A†B). (2.28)

6.
Tr(P−1AP ) = Tr(A). (2.29)

7. Para a, b ∈ Rn
Tr(b× a) = Tr(baT) = aTb = a · b. (2.30)

8.
Tr(A⊗B) = Tr(A) Tr(B). (2.31)

9.
Tr(In) = n. (2.32)

10. Si los eigenvalores de A son {λi}i, con multiplicidades di, respectivamente

Tr(A) =
∑
i

diλi. (2.33)

11. La traza de una matriz Hermitiana es real.
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La traza se puede generalizar a operadores en espacios de Hilbert, para ρ ∈ H y una base {ei}i
la traza es el mapeo

Tr(ρ) =
∑
i

〈ei|ρ|ei〉. (2.34)

La norma que de�ne pasa a ser la norma de Hilbert-Schmidt.

2.3.1.4. Otras medidas entrópicas

A pesar de que para estados puros de sistemas discretos biparitas la entropía de enredamiento
caracteriza completamente el enredamiento cuántico, esto no sucede para otros tipos de estados
[15, 21, 22, 31, 32]. La entropía de enredamiento no se puede generalizar de una manera �nita
a estados continuos [17, 21, 43�47]. Así mismo se necesitan de otras medidas para cuanti�car el
enredamiento en sistemas discretos multipartitas. Es la necesidad de cuanti�car el enredamiento en
estos otros casos la que a su vez ha incentivado el desarrollo de distintas medidas de enredamiento
para sistemas discretos bipartitas que permitan una generalización a otros sistemas.

Para estados mixtos, la entropía de enredamiento no es una buena medida para cuanti�car
el enredamiento existente [31]. Para estudiar el enredamiento en otros tipos de estados se han
propuesto distintas generalizaciones de la entropía de enredamiento, que se reducen a ésta en el
caso de estados puros.

Tratándose de estados mixtos, se pueden de�nir dos medidas que se re�eren a la cantidad de
enredamiento como un recurso en la preparación de estados, de esta manera se de�ne el enreda-
miento contenido en algún estado mixto. El recurso usado es cuanti�cado como el enredamiento
puro en sistemas bipartitas de dos niveles a través de la entropía de enredamiento. La primera es
el enredamiento (entrelazamiento) de formación (EoF, por sus siglas en inglés), el cual se re�ere
a la cantidad de enredamiento necesaria (mínima) para preparar un estado enredado dado usando
LOCC [32]. Éste cuanti�ca el enredamiento necesario para construir el estado mixto ρ. La canti-
dad de enredamiento se puede entender como el número de singletes máximamente enredados tipo
EPR, Sec. (2.3.1), necesarios para crear el estado mixto. Un estado bipartita mixto enredado se
construye entre dos sistemas, A y B, si ambos comparten una cantidad de enredamiento igual a
EF (ρ) en singletes pueden construir el estado ρ. El EoF es además el mínimo costo de ρ.

En [31] se prueba la monotonicidad bajo LOCC del EoF, así como se establece también al
enredamiento destilable como una medida de enredamiento.

De cierta manera conversamente, el entrelazamiento destilable (distillable entanglement) [32]
es la cantidad de enredamiento que se puede obtener a partir de un cierto estado modi�cándolo
mendiante LOCC.

En [32] se establece una transformación del enredamiento entre estados puros generales y sin-
gletes máximamente enredados, lo que permite de�nir al enredamiento creado y obtenible de un
estado mixto, y así obtener el EoF y el enredamiento destilable.

Para estados mixtos generales, no es posible destilar la misma cantidad de enredamiento en
forma de singletes máximamente enredados como se requirió en su preparación. El enredamiento
destilable es la cantidad de enredamiento que se puede obtener de la destilación de un estado
mixto. Se puede de esta manera entender como la cantidad de enredamiento contenida (usable) en
un estado mixto.

α-entropías de Rényi Otra generalización de la entropía de enredamiento son las α-entropías
de Rényi (Rényi α-entropies, en inglés) [264]. Éstas medidas son generalizaciones de la entropía
de enredamiento en cuanto a que la entropía de Rényi informacional es la generalización de las
entropías en la teoría de información. En la teoría de información clásica generalizan en particular
la entropía de Shannon, a la que corresponde el caso α = 1. Así mismo, para este valor se obtiene
la Divergencia de Kullback-Leibler [265, 266]. Al tratarse de la teoría cuántica, las α-entropías de
Rényi generalizan la entropía de von Neumann, y, como ésta, se usan sobre el estado reducido de un
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sistema discreto bipartita para de�nir la medida de enredamiento conocida como las α-entropías
de Rényi. En el límite α→ 1 se aproximan a la entropía de enredamiento.

q-entropías La entropía de Shannon clásica, y, por tanto, la entropía de von Neumann repre-
sentan información existente en situaciones ideales [263]. Generalizaciones útiles pueden realizarse
a partir de la de�nición mediante axiomas de las medidas informacionales de Khinchin [267], dado
lugar a medidas entrópicas de enredamiento al considerar a estas generalizaciones como medidas
de la misma manera que se hace con la entropía de von Neumann [76, 268].

De esta manera se pueden encontrar las entropías de Rényi, que no satisfacen la condición de
convexidad, Propiedad 2, así como la familia parametrizada de las entropías de Tsallis [269, 270],
al relajar el axioma de positividad, Propiedad 4 de Sec. (2.3.1.2). Ambas familias recuperan la
entropía de von Neumann en el límite del parámetro q → 1. Estas generalizaciones se conocen
como las q-entropías [23, 77, 271].

Estas medidas entrópicas generalizadas se pueden así mismo obtener como familias parametri-
zadas gracias a la p−norma de Schatten [272], para diversos valores de p se obtienen las entropías
de Tsallis y de Rényi [269, 273]. Esta de�nición está relacionada con la pureza [274], una medi-
da de la información como el conocimiento que se posee del estado cuántico; una menor pureza
corresponde a un mayor grado de enredamiento [17].

2.3.2. Estados mixtos

Los estados puros son el tipo de estados enredados más sencillos. Las correlaciones que pre-
sentan los estados puros corresponden en su totalidad a enredamiento cuántico; más aún, existe
una medida de enredamiento que permite caracterizar perfectamente al enredamiento cuántico de
estados puros, la entropía de enredamiento. Esto no es así para estados mixtos. La de�nición de
medidas de enredamiento para este tipos de estados es mucho más complicada. El resto de las me-
didas discutidas a continuación, entre muchas otras, se han derivado en la búsqueda de cantidades
que permitan la caracterización de estados mixtos.

Techos Convexos Las medidas de techo convexo (convex roof entanglement measures) [275]
representan una solución al problema de la caracterización del enredamiento en estados mixtos, al
proveer una manera de generalizar las medidas de enredamiento de estados puros. Estas medidas
se basan en la posibilidad de descomponer a un estado mixto en una mezcla estadística de estados
puros,

ρ =
∑
i

pi|ψi〉〈ψi|. (2.35)

Así, una generalización de una medida M de estados puros puede ser el valor promedio de es-
ta para los estados que forman la descomposición, sin embargo, la descomposición no es única.
Considerando esto, el ín�mo del valor promedio sobre todas las descomposiciones posibles,

M(ρ) = ı́nf
pi;|ψi〉

∑
i

piM(ψi), (2.36)

es una cantidad monótonamente decreciente bajo LOCC [27], y por lo tanto una medida para el
estado mixto ρ, llamada el techo convexo de M .

El enredamiento de formación, Sec. (2.3.1.4), fue la primera medida construída así [31].
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2.3.3. Concurrencia

La concurrencia se propuso en 1997 por Hill y Wootters [33] para estados bipartittas discretos
de dos niveles. Se de�ne mediante la transformación antiunitara θ [22, 276],

θψ = σy ⊗ σy|ψ∗〉, (2.37)

con σy la matriz de Pauli. La concurencia es entonces [33]

C = 〈ψ|
←−
θ |ψ〉. (2.38)

Esta de�nición permite calcular el techo convexo de la concurrencia como [34]

C(ρ) = máx(0, λ1 − λ2 − λ3 − λ4), (2.39)

con λi las raíces cuadradas de los eigenvalores de la matriz R =
√
ρ
√
ρ̃ en orden decreciente,

ρ̃ = θρθ. Esta expresión de la concurrencia permite calcular el enredamiento de formación [34],
Sec. (2.3.1.4). En el caso de sistemas de mayor dimensión y multipartitas [277], se pueden obtener
cotas inferiores de la concurrencia [278] y del enredamiento de formación [279], lo que permite
detectar bound entanglement [280, 281], Sec. (2.2.2.1).

Otra expresión de la concurrencia de estados puros bipartitas,

C =
√

2(1− Tr ρ2), (2.40)

es particularmente útil para extender la concurrencia a estados puros de sistemas multipartitas
[282, 283].

Una forma extremadamente sencilla de calcular la concurrencia se da en [33], donde se usa la
base de estados mágicos (magic states basis). Para un sistema bipartita de dos niveles esta última es
una base del sistema 4−dimensional resultante, relacionada con la base natural de los subsistemas,
{|+〉, |−〉}A,B , [31, 33],

|1〉 =
1√
2

(|+〉A|+〉B + |−〉A|−〉B), (2.41)

|2〉 =
i√
2

(|+〉A|+〉B − |−〉A|−〉B),

|3〉 =
i√
2

(|+〉A|−〉B + |−〉A|+〉B),

|4〉 =
1√
2

(|+〉A|−〉B − |−〉A|+〉B).

El estado del sistema completo en esta base determina los coe�cientes αi,

|ψ〉 =

4∑
i=1

αi|i〉, (2.42)

con los que la concurrencia es

C =

∣∣∣∣∣
4∑
i=1

α2
i

∣∣∣∣∣ . (2.43)

Por otro lado, en [34] se deriva la entropía de enredamiento en términos de la concurrencia,
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Figura 2.2: Derivación de la entropía de enredamiento a partir de la concurrencia de [34], Ec. (2.44).

según [35]

E(ψ) = E(C(ψ));

E(C) = h

(
1 +
√

1− C2

2

)
,

h(x) = −x log2(x)− (1− x) log2(1− x). (2.44)

En la Fig. (2.2) se puede apreciar la forma de esta relación. Estas expresiones de la concurrencia,
Ec. (2.43), y entropía de enredamiento, Ec. (2.44), nos serán de utilidad al estudiar el enredamiento
del SGE.

2.3.4. Negatividad

La negatividad es una medida de enredamiento derivada del criterio PPT, Sec. (2.2.2). Según
este criterio, un estado es enredado si su transpuesta parcial es negativa, es decir, si tiene al menos
un eigenvalor negativo. Por lo tanto, podemos cuanti�car el enredamiento de tal estado a través
de la magnitud de estos eigenvalores negativos. La negatividad se de�ne como [19]

N =
∑
λi<0

|λi|, (2.45)

donde λi son los eigenvalores de la transpuesta parcial de ρ, ρΓ; y es monotónica bajo LOCC [48].
Como el propio criterio PPT, la evaluación de esta medida es sencilla, incluso en el caso de estados
mixtos, sin embargo, solo cuanti�ca el enredamiento de estados que el criterio PPT detecta [21, 22].

Negatividad Logarítmica La negatividad logarítmica [48, 284, 285] es una versión de la nega-
tividad, dada como

EN (ρ) = log2 ‖ρΓ‖1 = log2[1 + 2N(ρ)]. (2.46)

‖ · ‖1 es la 1−norma de Schatten, o norma de traza (trace norm). La negatividad logarítmica co-
rresponde al costo de crear un estado enredado mediante operaciones que preservan la positividad
de la transpuesta parcial [286], de manera análoga a la de�nición del enredamiento de forma-
ción, Sec. (2.3.1.4). Además la negatividad logarítmica es una cota superior para el enredamiento
destilable [48], Sec. (2.3.1.4).
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2.3.5. Enredamiento multipartita

El caso más simple de enredamiento discreto es aquel de sistemas bipartitas. La cuanti�cación
de enredamiento cuántico en sistemas de tres o más subsistemas es considerablemente más compli-
cada, sin embargo, se han desarrollado una variedad de generalizaciones de las medidas discretas de
enredamiento como las presentadas aquí. Una manera de realizar tales generalizaciones es cambian-
do los estados a diferenciar, es decir, no diferenciando únicamente de los estados separables, sino
de aquellos que contengan enredamiento entre un menor número de sistemas [22, 287, 288]. Esto
de�ne a los estados de m subsistemas que contengan enredamiento entre todos los subsistemas,
llamándose enredamiento m-partita genuino.

En el caso de estados puros, se tiene que en los sistemas multipartitas generales no existe una
generalización de la descomposición de Schmidt [15], Sec. (2.2.1), sin embargo, para casos especí�-
cos, como el de enredamiento tripartita de dos niveles [289], se han desarrollado descomposiciones
generalizadas [290, 291]. En la Sec. (6.2.1) se discute la generalización de la concurrencia a sistemas
multipartitas. La detección de enredamiento mediante testigos, Sec. (2.2.3), se puede generalizar al
caso de enredamiento multipartita genuino [24]. Existen generalizaciones a diversas medidas [22],
como la entropía de enredamiento y la robustez [292]. Otras medidas multipartitas son funciones
de sumas de medidas bipartitas [22]. Las medidas para estados puros multipartitas encontradas
además se pueden generalizar a estados mixtos usando los techos convexos, Sec. (2.3.2).

El tangle1 [38] es la primera medida propiamente multipartita, derivada para sistemas tri-
partitas. Se de�ne a partir de la concurrencia de distintas particiones de los tres sistemas. Una
característica importante de esta medida es su capacidad de identi�car y describir la distribución
de enredamiento entre los sistemas involucrados. Existen propuestas para generalizar al tangle a
sistemas de cualquier número de partes [293].

El artículo de Miyake [293] también demuestra que medidas existentes pertenecen a familias
de medidas multipartitas, de�niendo la clase de medidas de hiperdeterminantes. Otras medidas
multipartitas son las de Linden et al. [294], la medida de Schmidt [295], y la clase de Verstraete
et al. [296].

2.3.6. Medidas continuas

El estudio del enredamiento en sistemas continuos di�ere signi�cativamente del enredamiento
discreto, debido a la distinta dimensionalidad de los sistemas involucrados. El mayor obstáculo es el
hecho de que la dimensión in�nita de los sistemas no permite una descripción concisa de los estados,
como es el caso de los sistemas discretos y la matriz densidad. Los estados Gaussinos, sin embargo,
pueden ser descritos con una importante simpleza, debido a su estructura. Adicionalmente estos
estados son ampliamente usados en las aplicaciones del enredamiento cuántico en la información
cuántica y en la óptica cuántica [297]. Debido a esto, la mayor parte de las medidas continuas
desarrolladas se han encontrado para estados Gaussianos [17].

La distribución de probabilidad de una variable continua se puede describir completamente por
sus momentos estadísticos, estos momentos en el caso de estados cuánticos forman matrices de
momentos. Dada una observable descrita por un conjunto de operadores M̂i, su distribución de
probabilidad se de�ne completamente por la matriz de momentosMij = 〈M̂†i M̂j〉. En un sistema
compuesto los operadores son de la forma M̂i = Âi⊗ B̂i, por lo que la separabilidad de los estados
se trans�ere a la matriz de momentos [78].

La característica principal de los estados Gaussianos es que su descripción en términos de los
operadores canónicos, la posición y el momento2, requiere solamente de los dos primeros momentos,
siendo que los demás son nulos. El enredamiento cuántico de estos estados sin embargo se maneja

1Podría traducirse como enredo.
2es decir, estos son estados continuos de la posición, generalmente realizables con campos electromagnéticos, o

estados ópticos
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únicamente con la matriz de covarianza, es decir, el segundo momento de la distribución, ya que
el primer momento corresponde a una traslación [17].

La matriz de covarianza permite una de�nición de la separabilidad de los estados cuánticos a
partir de la separabilidad de su matriz de covarianza [298], de manera similar a la relación que se
tiene con matrices densidad. Una matriz de covarianza σ corresponde a un estado separable sí y
solo sí existen σA y σB relativas a los subsistemas A y B para las que

σ ≥ σA ⊕ σB . (2.47)

La generalización de medidas discretas para el estudio de estados Gaussianos es posible gracias a
la descripción �nita que provee la matriz de covarianza. De esta manera se puede generalizar la
descomposición de Schmidt [40�43], las medidas entrópicas [43�47], negatividad [48], y el tangle
[49, 50], entre otras.

Los techos convexos, Sec. (2.3.2), suponen, adicionalmente, una generalización de las medi-
das continuas para estados puros al caso de estados mixtos. Sin embargo, nuevamente, la manera
práctica de realizar esta generalización es sobre las posibles descomposiciones en términos de es-
tados Gaussianos [17]. El resultado de tal operación se conoce como techo convexo Gaussiano. El
formalismo de la matriz de covarianza permite además generalizar las medidas bipartitas al caso
multipartita [15].

Finalmente, los estados no Gaussianos, son considerablemente difíciles de caracterizar, más aún
si se busca una forma general en la que la descripción con la matriz de momentos es necesariamente
in�nita. Sin embargo, el estudio de este tipo de estados es actualmente de gran interés [17] debido
a su gran contenido de enredamiento [299] y a la necesidad de su utilización para la realización
de protocolos de la información cuántica [300�304]. Las medidas creadas para estados Gaussianos,
al basarse en segundos momentos únicamente, fallan al detectar el enredamiento de estados no
Gaussianos [17].

El criterio de separabilidad de Shchukin-Vogel [78] es un resultado importante en el estudio
del enredamiento no Gaussiano [17]. Este criterio es un criterio PPT, Sec. (2.2.2), en la forma
de una generalización del criterio de Simon usando una jerarquía de condiciones a partir de las
componentes no-nulas de la matriz de momentos y su transposición parcial.

El enredamiento de estados Gaussianos nos interesa particularmente en el contexto del enre-
damiento híbrido debido a que los estados híbridos en general se pueden describir como estados
no Gaussianos [51]. Además, en este mismo artículo se propone una generalización del criterio de
Shchukin-Vogel para estados híbridos, proponiendo con esto una manera de abordar estos estos
estados a partir de restricciones sobre la acción de una parte de las medidas continuas.

2.4. Enredamiento y no localidad

En la actualidad existe una clara diferencia entre enredamiento y no localidad en mecánica
cuántica gracias al trabajo de Wiseman et al. [240] de 2007, el cual le dio una de�nición a cada uno
de estos feómenos en términos del procesamiento de información cuántica [305]. Además, Wiseman
y colaboradores demostraron que la no localidad es un subconjunto propio del enredamiento, hecho
que ha sido comprobado por diferentes autores [305, 306], lo que quiere decir que existen sistemas
que poseen enredamiento pero carecen de no localidad y, de una forma similar, si un sistema posée
no localidad entonces es un sistema con enredamiento.

De la siguiente forma tenemos la de�nición de no localidad,

p(a, b|A,B) =

∫
dλ p(λ)p(a|A, λ)p(b|B, λ). (2.48)

Tal de�nición se encuentra en el contexto de un experimento de Bell general, cuando dos mediciones
A y B se realizan sobre dos partículas, las probabilidades de tales mediciones se expresan por la
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Ec. (2.48), que se conoce como un modelo de variables ocultas. Si la probabilidad de las mediciones
no se puede expresar como en la Ec. (2.48) entonces se dice que tal experimento es no local.

De igual forma existe una de�nición del enredamiento en términos del procesamiento de infor-
mación cuántica, pero primero recordemos que, en general, un estado separable es aquel que se
puede escribir como una combinación convexa de estados producto, es decir,

ζAB =
∑
j

pjζ
A
j ⊗ ζBj , (2.49)

así, un estado enredado es aquel que no puede escribirse de la forma de la Ec. (2.49). Ahora
consideremos una medición general dada por un POVM,3 (vea [18]), que tiene elementos Ea|x,
los cuales son operadores positivos y que suman la identidad, de esta forma para un estado ζ la
probabilidad de encontrar el resultado a se encuentra dado por p(a) = Tr

(
ζEa|x

)
. Entonces si

tomamos en cuenta un estado separable y se realizan dos mediciones x e y, la probabilidad de
hallar los resultados a y b dadas tales mediciones es

p(a, b|x, y) =
∑

pjTr(Ea|xζ
A
j )Tr(Eb|yζ

B
j ), (2.50)

y de esta forma se dice que un estado es enredado si la probabilidad de las mediciones de dos partes
diferentes no se puede escribir de la forma de la Ec. (2.50).

De esta forma es clara la diferencia que existe entre la no localidad y el enredamiento, mientras
que para de�nir a un sistema no local es su�ciente con tomar en cuenta la estadística de las
mediciones, para el enredamiento se necesita también tomar en cuenta un modelo de medición
general para obtener las probabilidades.

2.5. Conclusiones

En este capítulo se da la de�nición formal de enredamiento cuántico, así como se introducen
las distintas herramientas para su detección y su cuanti�cación. Se hace un breve recuento de los
diversos criterios de enredamiento y medidas de enredamiento existentes.

Serán de particular utilidad en esta tesis las distintas medidas de enredamiento discretas. Al
llevar a cabo esta breve introducción a las herramientas existentes para la caracterización del
enredamiento cuántico, hacemos una descripción con especial detalle de la entropía de enredamiento
y la concurrencia. Estas son las medidas con las que estudiaremos el enredamiento del SGE en esta
tesis. La caracterización del enredamiento discreto a llevado a nuestra atención el enredamiento
presente en otros sistemas, en particular sistemas híbridos, como veremos en el siguiente capítulo.
El enredamiento híbrido está cercanamente relacionado a la concepción del enredamiento como
una característica propiamente cuántica, a través del experimento de Stern-Gerlach, el cual se
halla �rmemente asentado en los fundamientos de la mecánica cuántica. En esta tesis encontramos
que las medidas de enredamiento revisadas en este capítulo nos pueden ayudar a cuanti�car el
enredamiento híbrido.

3Positive Operator Valued Measure por sus siglas en inglés
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Capítulo 3

Enredamiento Híbrido

Junto con el enredamiento entre sistemas discretos y el enredamiento entre sistemas continuos,
el enredamiento híbrido es uno de los tipos básicos del enredamiento que distinguimos por el
tipo de sistemas involucrados. Se llama enredamiento híbrido a aquel entre variables continuas
y discretas. Cuando hablamos de enredamiento cuántico nos referimos a una relación entre los
valores para las observables para un estado determinado de un sistema cuántico compuesto. De
esta manera, dependiendo del tipo de subsistemas que se tenga, podemos distinguir distintas clases
de enredamiento. Debido a que trata con ambas clases de sistemas, la descripción del enredamiento
híbrido es consistentemente más complicada. Como consecuencia, el área que busca estudiar al
enredamiento híbrido es considerablemente reciente y aún se requiere desarrollar una variedad de
herramientas que permitan su descripción. En este capítulo se discute al enredamiento híbrido,
su de�nición y algunas propuestas para su detección y cuanti�cación. Así mismo se revisarán las
herramientas que se usarán en los siguientes capítulos para caracterizar al enredamiento híbrido
del SGE.

Debido a la naturaleza fundamentalmente distinta de los dos tipos de subsistemas que con-
forman un estado híbrido, su tratamiento generalizado tanto para su cuanti�cación como para la
implementación experimental de protocolos híbridos [16] requiere una aplicación generalizada y ho-
mogénea que permita tratar simultáneamente ambos sistemas. Tratándose el enredamiento híbrido
resaltan estudios sobre las características cuánticas de este tipo de sistemas y su papel en la infor-
mación cuántica [16], particularmente en la teletransportación [16, 307], así como el desarrollo de
criterios de separabilidad [308] y testigos para estados híbridos [309, 310], los que permiten detectar
la presencia de enredamiento híbrido, mas no su cuanti�cación. En años recientes se han resuelto
implementaciones experimentales de protocolos para la generación de enredamiento híbrido [311].
Por otro lado, la cuanti�cación del enredamiento híbrido se ha visto avanzada particularmente
gracias a distintas técnicas para aplicar medidas existentes, como en [52], donde se formula la po-
sible aplicación de la entropía de enredamiento, y en el trabajo de [51], en donde adicionalmente
se propone la aplicación de medidas continuas.

3.1. Aplicaciones del Enredamiento Híbrido

En la actualidad conocemos numerosas aplicaciones en las que el enredamiento híbrido permite
una mejora en la e�ciencia de protocolos y tareas de información cuántica tanto continuos como
discretos [16, 312�317], así como la realización de nuevas tareas no posibles de existir con estados
únicamente discretos o continuos [314, 316, 318�320]. La aplicación del enredamiento híbrido es
posible inclusive sin tenerse un formalismo que permita tratarlos operacionalmente con la facilidad
con la que ahora se manejan el enredamiento continuo y discreto, aplicando estados híbridos parti-
culares desarrollados a partir de los estados contnuos y discretos generalmente usados. Así mismo
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y como resultado estas aplicaciones se realizan sin disponer de herramientas que permitan una
caracterización completa de los estados enredados, de una manera que re�eja el desarrollo pasado
del enredamiento cuántico.

El enredamiento híbrido permite realizar las tareas de la información y la computación cuántica
con un mejor desempeño que los protocolos que usan exclusivamente variables continuas o discretas
[16, 25], permitiendo sortear las restricciones propias de estas variables que limitan la e�cacia de
los protocolos, o eliminar problemas como la interacción entre modos electromagnéticos [321, 322].
El enredamiento híbrido presenta importantes aplicaciones en el campo de la información cuántica,
que surgen de la mejoría a las tareas básicas mediante los protocolos que revisaremos a continuación.

En el caso de la computación cuántica, más allá de las aplicaciones de estas tareas, el enre-
damiento híbrido es de particular utilidad en el problema de la universalidad, la posibilidad de
simular computacionalmente cualquier hamiltoniano, dando paso a la generación de nuevos pro-
tocolos, como el protocolo GKP [323]. La criptografía cuántica aprovecha el enredamiento híbrido
principalmente en mejoras a los métodos de intercambio de claves cuánticas (QKD, quantum key
distribution) basados en enredamiento [324], como en los protocolos presentados en [325, 326]. Una
mejor discriminación de estados permitida usando enredamiento híbrido [312, 327] tiene importan-
tes consecuencias en la criptografía cuántica.

3.1.1. Teletransporación Cuántica

La teletransportación cuántica es una tarea en la que se trans�ere información cuántica en forma
de estados cuánticos hacia un receptor separado espacialmente. La no localidad es el recurso básico
usado en este protocolo [8], resultando la teletransportación cuántica de mediciones realizadas sobre
pares con correlaciones tipo EPR que in�uencian el estado de la otra parte del sistema, como en
la Sec. (1.1.3). Sin embargo, la teletransportación se realiza comúnmente con estados enredados
compartidos y comunicación clásica. La importancia que posee la teletransportación cuántica como
un protocolo de infomación cuántica se debe a que permite replicar estados cuánticos arbitrarios
cuyas propiedades son en su mayor parte desconocidas.

La teletransportación cuántica es una tarea escencial en muchos protocolos de comunicación
cuántica y computación cuántica [328�331]. En la comunicación cuántica [332] la teletransportación
se requiere para realizar comunicación a largas distancias [324, 333] y comunicación entre redes
cuánticas [334�336].

La cantidad de información transmitida en un protocolo de teletransportación [337, 338], así
como el tipo de información que se recibe [339, 340] y la variedad de los sistemas receptores
[341, 342], han aumentado signi�cativamente, recientemente permitiendo agregar información a
un estado receptor que ya contenía información [343]. Esto incrementa los posibles usos de la
teletransportación en las tareas de información cuántica, así como su poder y complejidad.

La cantidad de información que se transmite exitosamente depende de la capacidad del receptor
de distingir bases completas de estados enredados, lo que se realiza mediante conjuntos de medicio-
nes. Esto se conoce como e�ciencia de la teletransportación; en una teletransportación ine�ciente el
estado es transmitido únicamente con una cierta probabilidad. Sin embargo, la teletransportación
de variables discretas en su forma general de estados de polarización de fotones (qubits fotónicos)
tiene un límite de e�ciencia del 50% [344�346]. Existen procesos que permiten incrementar esta
e�ciencia [329, 347�350], como el post-procesamiento, en el que los resultados del protocolo son
�ltrados [10, 351], y las técnicas de feed-forward [333], en las que los resultados de las mediciones
realizadas por el receptor se usan para manipular el estado resultante.

Por otro lado, la teletransportación de variables continuas no permite transmitir la totalidad de
la información del estado original, debido a que un estado máximamente enredado de un sistema
continuo no puede ser preparado con recursos �nitos, como se requiere para usar e�cientemente el
enredamiento del estado inicial compartido. La taza de transferencia se denomina �delidad.

El enredamiento híbrido permite enfrentar ambos problemas simultáneamente al ser el recurso
usado en la teletransportación cuántica [16, 313, 352�354]. El enredamiento híbrido es capaz de
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Figura 3.1: Esquema de un protocolo de Bus cuántico. El modo del campo electromagnético (Bus) se enreda
con el primer qubit, posteriormente se traslada e interactúa con el segundo qubit. Como consecuencia de
una medición conveniente se establece el enredamiento entre los qubits [316].

incrementar la �delidad en la preparación usando el subsistema discreto y realizar las mediciones en
la recepción e�cientemente sobre la variable continua. En [313] se teletransporta un qubit fotónico
preparándolo en un estado enredado con un modo electromagnético.

Como resultado de la aplicación del enredamiento híbrido en la teletransportación cuántica,
se abren una gran variedad de tareas de información y computación cuántica para las cuales el
enredamiento híbrido representa ventajas importantes [16]; a continuación veremos un par de ellas.

3.1.1.1. Intercambio de enredamiento (Entanglement swapping)

La teletransportación puede realizarse sobre un estado enredado. Si inicialmente se tenía un
estado enredado compartido por Alice y Bob, y Bob teletransporta su estado a Carol, Alice y Carol
comparten enredamiento sin necesidad de haber interactuado. Esto se conoce como intercambio de
enredamiento. Takeda et al. [313] realizaron una teletransportación e�ciente usando enredamiento
híbrido, teletransportando un estado enredado de un qubit fotónico resultante de una división
fotónica en un divisor de haz usando estados coherentes comprimidos de luz, el estado �nal contiene
un alto enredamiento discreto.

Adicionalmente, el intercambio de enredamiento es de interés en la criptografía cuántica [355].

3.1.1.2. Repetidores Cuánticos

De especial importancia para la computación cuántica son los repetidores cuánticos, debido a
que permiten la transmisión de estados enredados de qubits como recurso. Los repetidores usan
el intercambio de enredamiento y la teletransportación para transmitir sin pérdidas, así como
incrementar a través de la destilación [32], el enredamiento cuántico a través de largas distancias
[10].

El enredamiento híbrido también se ha usado exitosamente en la creación de protocolos de
repetidores cuánticos, por ejemplo en [315�317, 356�358]. Los repetidores que usan enredamiento
híbrido permiten una menor pérdida del enredamiento, en forma de qubits, transferido en las distin-
tas fases del protocolo [358]. Como en los protocolos híbridos de teletransportación, el enredamiento
es transferido usando modos continuos.

3.1.2. Bus cuántico

Los buses cuánticos son un protocolo que explota las propiedades de los protocolos cuánticos
discretos y continuos en las tareas en que sobresalen. Los buses cuánticos se desarrollaron para
crear enredamiento máximo entre qubits [314, 316, 318�320, 359], aunque así mismo permiten
almacenar y transferir información cuántica. Este enredamiento se crea permitiendo el estableci-
miento de enredamiento híbrido independiente entre cada uno de los qubits y un modo óptico, el
cual se colapsa en enredamiento discreto mediante una medición conveniente [316], ver Fig. (3.1).
Nuevamente, el uso de variables continuas incrementa la e�ciencia de las mediciones requeridas en
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los protocolos de creación de enredamiento mediante mediciones. Por otro lado, el uso de qubits
permite crear estados altamente enredados. En [25] se da una exposición de los protocolos de buses
cuánticos presentados en [316, 360] donde se discute la creación de enredamiento entre qubits y
modos electromagnéticos en interacción libre, así como la propagación en canales de información
cuántica; ambos pasos son escenciales para el establecimiento de un bus cuántico.

Preparación de estados Relacionado al concepto de buses cuánticos, el enredamiento híbrido
permite generar estados cuánticos para su uso en las tareas de información cuántica. Estados gato
de Schrödinger ópticos se pueden crear [360, 361] a partir de la generación de enredamiento entre
modos del campo electromagnético y estados atómicos (espines atómicos en [361]) y una medición
�nal del qubit. Una técnica similar se puede realizar creando enredamiento entre estados coherentes
comprimidos de luz y estados de número de fotones, el colapso necesario �nal se realiza mediante
substracción de fotones [362, 363]. Particularmente, los estados de un solo fotón permiten crear
estados gato pares, mientras que los de dos fotones dan como resultado estados impares. Los estados
gato resultantes se obtienen con alta �delidad [362] y un mayor tamaño [363�366], encontrando un
potencial amplio uso especialmente en la computación cuántica [363, 367].

3.1.2.1. Generación de enredamiento híbrido

Por otro lado, ambos protocolos anteriores representan una manera de crear enredamiento
híbrido para su uso en las distintas aplicaciones revisadas [25, 360]. Otro tipo de protocolos para la
generación de enredamiento híbrido se han propuesto, como en [368, 369], donde los qubits usados
proveen de un mejor control sobre la interacción que genera el enredamiento.

En [311] en 2014 se logró por primera vez la generación experimental de enredamiento híbrido.
En este experimento se enredan qubits ópticos con modos del campo electromagnético en forma
de estados gato de Schrödinger, tales estados inicialmente se superponen mediante un divisor de
haz y posteriormente el estado enredado se prepara basado en una medición de un sólo fotón.
Posteriormente se han derivado esquemas de producción de enredamiento híbrido a partir de éste
[370�372].

3.2. Cuanti�cación del Enredamiento Híbrido

Los sistemas híbridos son aquellos que incluyen al menos un subsistema discreto y uno continuo.
Naturalmente en su descripción necesitamos tratar con ambas partes del sistema y sus característi-
cas particulares. Esto ha supuesto un problema intrincado, particularmente debido a la disparidad
en dimensiones y por tanto entre las descripciones que necesitan.

Consecuentemente surge una di�cultad para de�nir y aplicar medidas de enredamiento que
permitan caracterizar el enredamiento híbrido. Como hemos visto en el Capítulo 2, las medidas
de enredamiento son operadores que se aplican sobre los estados de los sistemas cuánticos, dando
como resultado observables de las que se pueden inferir las características de enredamiento. Por lo
tanto, un operador tal debe ser aplicable a los estados híbridos en su totalidad.

Cuando se analiza un caso de enredamiendo cuyo estudio está en sus inicios, es conveniente basar
el tratamiento en aquel que se hace para otros casos, cuya descripción es mucho más completa. Esto
nos permite apoyarnos en los métodos existentes para desarrollar herramientas que permiten inves-
tigar el nuevo caso así como considerar la aplicabilidad de herramientas previamente establecidas
directamente, incluyendo la posibilidad de encontrar generalizaciones, lo que remueve la necesidad
de construir las herramientas necesarias desde cero. Al hablar de enredamiento híbrido, con este
propósito es altamente deseable homogeneizar la descripción de los estados completos, así pudiendo
tratar el estado global como uno puramente discreto, o puramente continuo [16, 51, 52, 373]. En
[373] la descripción de un qubit fotónico mediante información continua contenida en su estado
permite la detección de enredamiento usando el criterio de Simon [39]. En esta tesis es de interés
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el caso contrario: aquel de la descripción de los estados híbridos por sus características discretas,
o discretización.

Tratando de sistemas cuánticos, la descripción de estados discretos es la más sencilla y con la
que se está mejor familiarizado normalmente. Esto es principalmente debido a que con los sistemas
discretos manejamos dimensiones �nitas únicamente, y probablemente también debe bastante al
hecho de que el espín provee un ejemplo remarcable de sistemas cuánticos en los que se pueden
encontrar una variedad de efectos cuánticos, los estados de espín son fundamentales en la mecánica
cuántica. Es por esto que las descripciones de sistemas cuánticos de una manera discreta son
provechosas, siendo ejemplos particulares de sistemas continuos descritos discretamente el caso
de los estados squeezed, los estados coherentes, y el uso del espacio de Fock en óptica cuántica,
donde la descripción discreta permite una mejor comprensión del sistema y el uso en aplicaciones
prácticas.

Una descripción del enredamiento híbrido en términos discretos hace posible la aplicación de
criterios de separabilidad y medidas de enredamiento existentes y en general, de analizar el enre-
damiento híbrido con herramientas bien comprendidas y cuya utilidad y características han sido
demostradas. Como ejemplo, es posible cuanti�car el enredamiento híbrido de un estado formado
por un qubit de polarización fotónica y un modo del campo electromagnético usando la negatividad
al representar a este estado en subespacios dos dimensionales [16]. De incluso mayor utilidad resulta
la descripción general de los propios estados y sistemas híbridos en un formalismo discreto. En la
siguiente sección veremos cómo el trabajo de Kreis y van Loock [51] permite distinguir claramente
una clase de estados híbridos en los que esto último es posible.

Para �nalizar esta discusión, existe en la literatura otro método que hace posible la aplicación
de medidas de enredamiento discretas al enredamiento híbrido, es el que llamamos el método de la
traza parcial [52]. En este aplicamos la traza parcial a un sistema híbrido, trazando las variables
continuas, e incluso discretas, según convenga, de manera que nos quedamos únicamente con una
de estas partes tal que la descripción sea completamente discreta o continua, que ahora condensa
la información sobre el sistema completo. Si trazamos la parte continua, sobre la parte remanente
podemos entonces estudiar el enredamiento con métodos discretos.

Sin embargo, en el caso de sistemas bipartitas, debido a que el enredamiento es una propiedad
de sistemas compuestos, las medidas se aplican en los dos subsistemas. Así, sólo sería posible
usar medidas entrópicas en este método, siendo que en su de�nición incluyen la aplicación de
la traza parcial. Esto último nos hace conjeturar mejores condiciones para la aplicación de este
método en el caso multipartita, particularmente con varios sistemas discretos y uno continuo.
Como argumentamos en el Capítulo 6, el caso particular de la traza parcial senta un precedente
para la aplicabilidad de medidas discretas al enredamiento híbrido, e incluso continuas para estados
híbridos que no se pueden describir de una manera discreta.

3.2.1. Clasi�cación del enredamiento híbrido de Kreis y van Loock

En esta sección revisaremos la propuesta de [51] en la que se de�ne al enredamiento híbrido
bipartita a partir de la descripcón matemática de un estado híbrido. Se propone describir a un
estado híbrido bipartita general mixto como

ρ̂AB =

N∑
n=1

pn|ψn〉AB〈ψn|AB , pn > 0 ∀n;

N∑
n=1

pn = 1, (3.1)

donde tenemos al estado mixto descrito por la matriz densidad de una superposición probabilística
de estados puros del sistema completo,

|ψn〉AB =

d−1∑
m=0

cnm|m〉A|ψnm〉B , cnm ∈ C ∀n,m;

d−1∑
m=0

|cnm|2 = 1, (3.2)
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Figura 3.2: Descripción de un subplano [374]. El espacio tres dimensional puede representar un espacio de
dimensión in�nita con vectores base {x, y, z, ...}, en el que encontramos el plano de�nido por los vectores
de interés, v,w;A,B.

formados a su vez por productos de estados de los subsistemas discreto, A, y continuo, B; d es la
dimensión de A.

El enredamiento híbrido corresponde así a la inseparablidad de los estados de los dos subsistemas
en esta descripción. De esta manera, podemos distinguir diferentes casos de enredamiento híbrido.
Cuando N = 1, el estado claramente será puro,

ρ̂AB = |ψ〉AB〈ψ|AB . (3.3)

Por otro lado, en las ocasiones en que podemos describir al estado híbrido con únicamente un
número �nito de estados puros en la superposición de la Ec. (3.1), N < ∞, tenemos nuestro
segundo caso. El tercer caso, que es fundamentalmente distinto a estos primeros dos es en el que
requerimos un número in�nito de términos para expresar al estado en la forma de la Ec. (3.1),
N = ∞. Por razones que revisaremos a continuación, estos autores denominan a este último
enredamiento híbrido genuino (true hybrid entanglement).

3.2.1.1. Cuanti�cación

Bajo este esquema, es posible estudiar la cuanti�cación del enredamiento híbrido independien-
temente para estos casos. Se comenzará considerando los dos primeros casos.

Claramente, cuando tenemos un estado puro, a lo más necesitamos para su descripción d estados
continuous distintos y linealmente independientes. Similarmente sucede con el caso de estados
mixtos que sólo requieren un N �nito, ya que cada estado puro que los compone requiere de un
número �nito de estados continuos, el número total de estados continuos diferentes involucrados
será �nito. En estas ocasiones se puede hablar de un subespacio del subsistema continuo relevante
en el que encontramos a todos los estados continuos |ψnm〉 que aparecen en la descripción del
estado.

Recíprocamente, este espacio es el mismo que el espacio generado por éstos estados continuos.
Por consiguiente, estamos tratando con un subespacio �nito imbuído en el espacio in�nito continuo.
Consecuentemente, localizándose en este subespacio se puede describir al estado híbrido como un
estado discreto, que tendrá propiedades completamente equivalentes a nuestro estado original.

En particular, respecto al enredamiento cuántico, esta manera de tratar los estados híbridos
presenta importantes ventajas, ya que gracias al avanzado estado de la descripción del enreda-
miento discreto disponemos automáticamente de muchas nuevas herramientas para caracterizar al
enredamiento en estos tipos de estados híbridos.

Kreis y van Loock demuestran [51] que usando el proceso de Gram-Schmidt inverso esta des-
cripción siempre se puede determinar para estos dos casos, y nos dan en su prueba un método
explícito para encontrar una base ortogonal y los coe�cientes que describen al estado híbrido con
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ésta. Este método lo veremos en detalle cuando lo apliquemos al caso del SGE en el Capítulo 6.

3.2.1.2. El enredamiento híbrido genuino y las medidas continuas

En el caso en el que la descripción del estado híbrido requiera de un número in�nito de términos
en la superposición, no es posible efectuar el proceso discutido anteriormente, y, como resultado,
no podemos aplicar las medidas de enredamiento discretas. Debido a la inexistencia de esta discre-
tización, al enredamiento existente en estos estados se le denominó en [51] enredamiento híbrido
genuino (true hybrid entanglement).

La caracterización del enredamiento híbrido genuino sigue siendo sumamente interesante, y en
este caso podemos avistar el problema original de la cuanti�cación del enredamiento híbrido en la
disparidad de las descripciones de los subsistemas. El análisis anterior nos lleva a enfocarnos en un
caso particular, el de medidas para sistemas continuos no Gaussianos. En [51] es probado que los
estados híbridos bipartitas no son Gaussianos, en tanto que su función de cuasiprobabilidad, dada
por la función de Wigner, es no Gaussiana, por lo que, además de que las medidas discretas no
son de utilidad, también sería improductivo tratar de generalizar medidas continuas para estados
Gaussianos.

En esta ocasión es necesario tratar al sistema compuesto completo, por lo que el problema
se reduce a la búsqueda de operadores que actúen en los dos sistemas. En particular, en [51] se
analiza esta situación considerando operadores continuos y proponiendo dos cuadros en los que
podemos ver la generalización de estos operadores para tratar a los sistemas híbridos. Una vez
hecho esto, podemos generalizar medidas de enredamiento continuas no Gaussianas. Así es que en
este mismo artículo se propone una generalización del criterio de Schuhkin-Vogel, aplicado a un
ejemplo de enredamiento híbrido genuino. El criterio de Schuhkin-Vogel [78] es la extensión del
criterio de Simon [39] a estados no Gaussianos, siendo así un criterio de separabilidad basado en
la positividad de la transposición parcial.

Sin embargo, la cuanti�cación del enredamiento en estados no Gaussianos está aún lejos de
tener una respuesta categórica y de alcanzar el nivel de formalidad del enredamiento discreto. Una
revisión breve del estado del estudio del enredamiento no Gaussiano se puede encontrar en [17].

Medidas propiamente híbridas En el Capítulo 4 se estudiará el estado de una partícula de
espín un medio que atravieza el experimento de Stern-Gerlach, y se encuentra que este estado pre-
senta enredamiento híbrido bipartita. Lo que es más importante en la discusión actual es que en
este estado sólo tenemos dos estados continuos signi�cativos. Como consecuencia, el enredamiento
del SGE lo podremos caracterizar con medidas discretas usando el método de Kreis y van Loock
descrito arriba, Sec. (3.2.1.1) [51]; y, este estado no pertenece a la clase de estados con enreda-
miento híbrido genuino. Sin embargo, este último hecho no prohíbe la detección, caracterización o
cuanti�cación del enredamiento híbrido de estados fuera de esta categoría con herramientas pro-
piamente híbridas, siendo aquellas que son diseñadas para manejar de un modo general los dos
tipos de subsistemas simultáneamente. Así mismo, el enredamiento de estos estados aún se puede
describir como enredamiento híbrido. Sin embargo, dado que la caracterización del enredamiento
de estos estados mediante herramientas discretas puede realizarse sin mayores complicaciones, la
aplicación de medidas de enredamiento híbridas puede dar pocas ventajas, y presenta la signi�ca-
tiva desventaja de que no se encuentran herramientas híbridas disponibles para su aplicación en
estados híbridos generales.

El método de discretización anterior permite así la descripción del enredamiento híbrido de una
amplia variedad de estados híbridos con una relativa facilidad. Más aún, la mayor parte de los
estados híbridos con una utilidad remarcable en la actualidad, y aquellos que son más fácilmente
producidos y manipulados, como los revisados en la Sec. (3.1), no presentan enredamiento híbrido
genuino. Así, la investigación de las capacidades de cuanti�cación del método de Kreis y van Loock
[51] es provechoso.
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3.2.2. La traza parcial

En la Sec. (2.3.1) revisamos la entropía de enredamiento y sus propiedades, en particular revi-
sando a la traza parcial que forma parte escencial de su de�nición. La traza parcial es una herra-
mienta importante que nos permite trabajar únicamente con una parte de un sistema compuesto,
mas de una manera que conserva toda la información de la interacción entre los subsistemas, como
se evidencia en la observación del enredamiento que hace la entropía de enredamiento.

Tratándose del enredamiento híbrido, la traza parcial permitiría remover una parte del sistema
compuesto de manera que nos quedáramos únicamente con sistemas continuos o con sistemas
discretos. De esta manera, se puede realizar un tratamiento mucho más simple del enredamiento
cuántico presente en el estado, usando herramientas desarrolladas para tratar el caso continuo o
discreto, respectivamente.

Las medidas de enredamiento son operadores cuánticos que actúan sobre todos los subsistemas
que conforman a un sistema compuesto simultáneamente. Esto tiene consecuencias importantes en
este método. En primer lugar, cuando el sistema híbrido considerado es bipartita, no es posible
estudiar directamente el enredamiento usando la traza parcial, ya que no podemos aplicar medidas
sobre un único sistema. Sin embargo, la entropía de enredamiento incluye en su de�nición a la
traza parcial, así, cuando calculamos la entropía sobre el sistema reducido, podemos considerar
los dos pasos en su de�nición como independientes. Es decir, podemos considerar a la entropía de
enredamiento como una medida sobre la reducción discreta obtenida de aplicar la traza parcial
sobre el subsistema continuo. Roston et al. [52] proponen este método para tratar el enredamiento
de sistemas híbridos sencillos, incluído el SGE.

Sin embargo, existe un gran número de sistemas híbridos más complicados que un sistema de un
qubit y posición, que particularmente pueden prometer futuras aplicaciones del enredamiento híbri-
do en protocolos más poderosos, como aquellos ya usados en los buses cuánticos [16, 51, 316, 360].
La descripción discreta de un sistema híbrido que contenga un subsistema discreto de mayor di-
mensión se complica exponencialmente, así como en el caso de estados multipartitas híbridos. En
estos casos, el trazar sobre los sistemas continuos como se presenta aquí tiene la capacidad de
permitir una caracterización completa del enredamiento híbrido. Particularmente, el empleo de la
entropía de enredamiento para sistemas puros permite la descripción discreta del enredamiento
híbrido en sistemas que contienen tan solo un subsistema discreto. El método de la traza parcial
puede así mismo permitir la aplicación de medidas continuas en sistemas híbridos con varios sub-
sistemas continuos. Más aún, este método no hace ninguna distinción respecto al enredamiento
híbrido genuino de�nido en la Sec. (3.2.1.2), permitiendo la cuanti�cación de enredamiento híbrido
en estados de mayor complejidad.

Antes de discutir el método propiamente, debemos remarcar un par de di�cultades. Como
consecuencia de los dos pasos anteriores, esta aplicación de la entropía de enredamiento es extre-
madamente asimétrica, a diferencia de lo que se ve en la de�nición de la Sec. (2.3.1.1), con lo que
no se puede de�nir propiamente como una medida de enredamiento híbrido, sin embargo, se está
aplicando la entropía de enredamiento de la manera usual sobre el subsistema discreto. Finalmente,
a pesar de que se mantiene la información de la interacción con el sistema removido, potencialmente
se pierde, o más precisamente, oculta, una cantidad de información importante comparando con la
aplicación de medidas de enredamiento sobre el sistema híbrido completo. En el caso de sistemas
con un mayor número de partes se observaría principalmente el enredamiento sobre las partes no
removidas del sistema, en analogía con lo que sucede en los casos discretos y continuos [38, 375].

La entropía de enredamiento en estados híbridos Consideremos un estado híbrido puro de
un sistema compuesto por un sistema discreto de dos niveles, |+〉, |−〉, A, y un sistema continuo B
con una observable x̂. Podemos escribir tal estado de una forma general, Ec. (3.2), como

|ψ〉AB = c+|+〉A|ψ+〉B + c−|−〉A|ψ−〉B , (3.4)
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con lo que la matrix densidad es

ρ = |ψ〉AB〈ψ|AB = c2+|+〉〈+|A|ψ+〉〈ψ+|B + c+c
∗
−|+〉〈−|A|ψ+〉〈ψ−|B

+ c∗+c−|−〉〈+|A|ψ−〉〈ψ+|B + c2−|−〉〈−|A|ψ−〉〈ψ−|B . (3.5)

La traza parcial de la Ec. (2.18), trazando sobre el sistema continuo, es

ρ(A) = TrB (|ψ〉〈ψ|) =

∫ ∞
−∞
〈x|ψ〉〈ψ|x〉dx,

ρ
(A)
ij = cic

∗
j

∫ ∞
−∞
〈x|ψi〉〈ψj |x〉dx = cic

∗
j 〈ψj |ψi〉, (3.6)

con i, j = +,−. En particular, ρ(A)
++ = c2+, ρ

(A)
−− = c2−, y

ρ
(A)
+− = c+c

∗
−〈ψ−|ψ+〉 = ρ

(A)∗
−+ . (3.7)

La matriz densidad en el espacio A de dos niveles es entonces

ρ(A) =

(
c2+ c−c

∗
+〈ψ+|ψ−〉

c+c
∗
−〈ψ−|ψ+〉 c2−

)
. (3.8)

Los eigenvalores de esta matriz, λ1,2, se pueden usar en la Ec. (2.5) para obtener la entropía de
enredamiento de |ψ〉AB :

λ1,2 =
1

2

[
−c2+ − c2− ±

√(
c2+ − c2−

)2 − 4c2+c
2
−〈ψ−|ψ+〉2

]
; (3.9)

S = −λ1 lnλ1 − λ2 lnλ2. (3.10)

3.3. Conclusiones

En este capítulo se estudia al enredamiento cuántico híbrido, partiendo de su de�nición basada
en los tipos de sistemas involucrados. Se discutió el orígen histórico de este tipo de enredamiento
así como la manera en que se ha procedido a su detección y cuanti�cación. El enredamiento híbrido
juega un papel central en una variedad de tareas en el campo de la información cuántica. También
se analizó la posibilidad que tiene este tipo de enredamiento de mejorar el desempeño en diversas
aplicaciones que usan al enredamiento continuo o discreto como un recurso.

La parte central de este capítulo consiste en la caracterización matemática formal de los estados
híbridos bipartitas, y la descripción de las posibilidades para su cuanti�cación usando medidas de
enredamiento existentes. Estas representaciones se usarán más adelante en esta tesis para carac-
terizar al enredamiento del experimento de Stern-Gerlach. En particular, se discuten las bases de
los métodos principales que se usarán respecto a la aplicación de medidas discretas: la discretiza-
ción del estado híbrido a partir de su descripción en el espacio de estados; y la reducción discreta
aplicada al usar la traza parcial en el cálculo de las medidas de enredamiento. Con esto se tienen
preparadas las bases para la examinación que haremos de las características de los estados híbridos
que nos ocupan en los siguientes capítulos.
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Capítulo 4

El Experimento de Stern-Gerlach

En este capítulo se revisan las características cuánticas del SGE. Se comenzará describiendo
al SGE, en su arreglo original y la descripción usual con la que se trabaja; así como las versiones
experimentales que existen. Posteriormente, ser revisará el tratamiento semiclásico usual del SGE,
así como las propuestas para su descripción cuántica. El punto central de este capítulo es la pre-
sentación del tratamiento cuántico que hacemos de la evolución del SGE en [1, 2], obteniendo como
resultado el estado de una partícula que viaja a través del experimento. En este estado es evidente
el enredamiento entre la posición de la partícula y su estado de espín, así como consecuentemente la
presencia de correlaciones cuánticas y propiedades cuánticas relacionadas con estas últimas. Antes
de revisar el enredamiento híbrido del SGE en el Capítulo 6, analizamos aquí estas propiedades,
comenzando con una discusión del estado �nal y su distribución de probabilidad, relacionada con
las correlaciones y las reconocidas observaciones que resultan del experimento. En el Capítulo 5
analizamos a fondo la naturaleza cuántica de las correlaciones del SGE y presentamos resultados
donde establecemos la no localidad del experimento [3].

4.1. La descripción del Experimento de Stern-Gerlach

El experimento de Stern-Gerlach consiste de un haz de partículas de cierto espín, generalmente
1/2, que viajan en el espacio a través de una región con un campo magnético fuertemente inho-
mogéneo. Tal inhomogeneidad usualmente se toma como una inhomogeneidad lineal, sin embargo
en distintos lugares se ha realizado un análisis del experimento con una inhomogeneidad general
[57, 376�379], Sec. (4.1.3). Al �nal de su viaje este haz de partículas impacta en una pantalla que
reacciona con la presencia de las partículas, permitiendo observar la distribución de posiciones en
el plano transversal a la dirección primaria de movimiento del haz, Fig. (4.1).

En el experimento original de Stern y Gerlach [53�55, 380], el haz se compone de partículas
de plata, que adquieren efectivamente el espín del electrón de valencia, 1/2. Este haz se produce a
partir de un gas de plata sujeto a temperaturas altas (1000 K en el experimento original [380�382])
en un horno con una abertura. Las partículas que son eyectadas del horno son colimadas mediante
una placa con un agujero circular (pin-hole), el cual selecciona las partículas por la dirección de su
velocidad. Posteriormente, estas partículas atraviezan la región del campo magnético inhomogeneo,
originalmente al pasar entre dos polos de un imán con una geometría particular. El resultado del
experimento es observado como una medición de la posición transversal en una pantalla ubicada
fuera de la región con el campo. Un esquema del experimento se presenta en la Fig. (4.2).

Posteriormente, el campo magnético se ha realizado de distintas maneras con tal inhomoge-
neidad lineal, principalmente en sus concepciones como interferómetro [377, 383�385], así como
en el experimento de Rabbi [386] con campos magnéticos oscilantes. En [387] se propone una
con�guración de corrientes eléctricas paralelas al haz, la cual produce el campo del SGE.
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Figura 4.1: a) El resultado original del SGE visto en la placa reactiva del experimento [53]. Se notan las dos
regiones diferenciables de acumulación en el eje z. b) La distribución de probabilidad inferida del resultado
del SGE [53].

Figura 4.2: Esquema del experimento de Stern-Gerlach, tomado de [1, 2]. Un haz de partículas de espín
1/2 es producido y arrojado desde un horno. Posteriormente, este haz es colimado mediante un obstáculo
con un pequeño agujero. El haz entonces atraviesa una región con un campo magnético con una fuerte
inhomogeneidad lineal en la dirección transversa a la velocidad del haz, históricamente producido por
un imán con una geometría especí�ca. Las líneas punteadas posteriores al imán del SGE representan la
inexistencia de trayectorias de�nidas, comunes al tratar el SGE y sus resultados, en favor de los dos posibles
resultados obtenidos en la medición de la posición. Estos resultados son producto de la superposición en
el estado cuántico de las partículas resultante de la evolución en el SGE [1].

4.1.1. El Stern-Gerlach Experimental

Originalmente el SGE se concibió como un experimento cuya meta principal era corroborar la
teoría atómica de Sommerfeld y Debye [53, 54, 86, 388, 389], es decir que su objetivo principal era
hallar pruebas que apoyaran o negaran la cuantización direccional de objetos cuánticos dentro de
campos eléctricos y magnéticos.

El experimento fue ideado por Otto Stern a partir de 1919, pues su conocimiento acerca de haces
moleculares era amplio y además era una gran oportunidad para poner a prueba la cuantización
espacial. En 1920 Walther Gerlach se unió a Stern para realizar el experimento, que sin embargo
no obtuvo resultados exitosos hasta el 8 de Febrero de 1922 [389, 390].

La realización del experimento a lo largo del par de años de preparación no estuvo exenta de
complicaciones, especialmente de índole económica, pues el experimento estaba �nanciado princi-
palmente por Otto Stern y Max Born durante una etapa de posguerra, pero estas condiciones, a
pesar de ser adversas, no impidieron que el experimento tuviera resultados [390].

58



El Experimento de Stern-Gerlach
4.1 La descripción del Experimento de Stern-Gerlach

4.1.1.1. Una nueva propiedad de la materia: el espín

Una vez que el SGE tuvo resultados exitosos, aunque no los esperados para muchos, incluido el
propio Stern, se trató de explicar cual era la razón por la que los átomos se concentraban en dos
áreas diferentes y alejadas en la pantalla. En principio no existía razón por la que esta separación
estuviera presente según la teoría electromagnética clásica [53, 54, 86, 388].

De esta manera, el efecto del SGE permaneció sin una explicación teórica clara hasta el año
de 1925 en el que Uhlenbeck y Goudsmit, e independientemente Kronig, propusieron la existencia
de una nueva propiedad de la materia que llamaron espín [391�393], el cual es el equivalente
cuántico del momento angular clásico y se considera como una propiedad intrínseca de la materia.
Solamente tomando en cuenta la existencia de este momento angular orbital es posibe explicar
satisfactoriamente el conocido efecto del SGE.

De esta forma se consiguió una explicación de la visible separación de grupos de partículas en
la pantalla del SGE gracias a un concepto nuevo que se propuso años después, mostrando que no
siempre la teoría que respalda a un experimento es completa.

4.1.1.2. Más allá del SGE

Una vez que el SGE se consagró como un experimento fundamental para la física, los cientí�cos
de mediados de los años 20 siguieron investigando alrededor de él y por tanto buscaron aplicaciones
para este. Por supuesto, unos de los principales investigadores en desarrollar aplicaciones para el
SGE fueron Stern y su grupo. Una de las aplicaciones que el SGE tuvo desde sus inicios fue que se
podía utilizar como un medio para medir momentos magnéticos de partículas o moléculas [389]. La
búsqueda de una mayor precisión en la obtención de momentos magnéticos naturalmente llevó a la
implementación de campos auxiliares que pudieran mejorar la estabilidad de los haces moleculares,
por lo que los campos magnéticos consecutivos se conviertieron en una forma de mejorar dicho
proceso. Como ejemplo de esto tenemos al experimento de Phipps-Stern [394] y el de Frisch-Segrè
[395] de 1932 y 1933 respectivamente, que se consideran de los primeros experimentos de Stern
Gerlach consecutivos.

El experimento de Rabi Un discípulo de Stern, Isidor Rabi, perfeccionó la técnica de obtención
de momentos magéticos de haces moleculares. En 1939 Rabi publicó su renombrado artículo acerca
del método de resonancia para medir momentos magnéticos con gran resolución [386], Rabi utilizó
las técnicas de Stern para desviar moléculas utilizando campos inhomogéneos para de esta forma
determinar el momento en que las moléculas realizan transiciones desde una orientación a otra,
induciendo este cambio usando un campo oscilatorio. El experimento de Rabi tiene una aplicación
directa en el método de resonancia magnética de hoy en día [67], cuyo principal uso es el de obtener
imágenes internas del cuerpo.

Es clara la in�uencia del experimento de Stern Gerlach en la física y su legado ha sido vasto. No
debemos olvidar que el método de haces moleculares es la base del SGE y por tanto las aplicaciones
de este método son incontables, entre estas aplicaciones podemos mencionar el experimento del
corrimiento Lamb de 1947 [396] que utilizó un esquema similar al de SGE, la creación de los
primeros máseres en 1953 [397�399], que eran parecidos al experimento de Rabi debido a su caja
de resonancia, los relojes atómicos [400] que tienen como precedente los experimentos de resonancia
de haces moleculares, y las trampas de iones [67, 401, 402], donde se inducen cambios de momentos
en los iones como en el experimento de Rabi.

Otra rama de estudio que está íntimamente ligada al SGE es la interferometría. Muchos han
sido los trabajos que utilizan al SGE como un aparato para estudiar la interferencia que podría
existir en diversas clases de partículas [377, 383�385, 403, 404]. De particular interés es el hecho
de que la interferencia entre las dos ramas del SGE prueba la existencia de superposición cuántica
[86, 377, 384, 385, 405].
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Figura 4.3: Esquema del SGE en el tratamiento semiclásico usual mostrado en libros de texto como [58, 60].
El haz de partículas se muestra como dividiéndose en dos haces con trayectorias de�nidas debido a su
paso por la región de campo magnético. La división es gradual desde que se encuentra entre los imanes,
correspondiendo a la dinámica de cambio lineal del momento clásico [57]. Se muestran los dos puntos de
acumulación en la pantalla como resultado de esta dinámica semiclásica.

4.1.2. Tratamiento semiclásico

El SGE ha sido históricamente tratado de una manera semiclásica, debido al comportamiento
particular de su resultado. En este sentido, la observación en la pantalla de dos puntos de acumu-
lación parece señalar a una división temprana del haz al pasar por el campo electromagnético. De
esto podemos inferir fácilmente, al considerar la posibilidad de este resultado en cualquier punto
en el viaje del haz, que éste ya no se trata de un solo haz, sino de uno formado por partículas con
un espín positivo y de otro haz con partículas de espín negativo, viajando juntos de manera que
se separan en la dirección de la inhomogeneidad del campo. Esto es evidente por ejemplo, en la
Fig. (4.3), a partir de la exposición en el libro de Sakurai [58] [60], el cual coincide con la mayoría
de los libros de texto clásicos de mecánica cuántica en el tratamiento presentado del SGE, que es
puramente semiclásico como se discute aquí, y en la introducción de las propiedades del espín.

Resulta interesante que tales conclusiones detalladas se derivasen en los principios de la mecá-
nica cuántica a partir de los limitados resultados experimentales. Esto posiblemente tiene que ver
con las características fundamentales del experimento, cuyo resultado además cabe ser explicado
en una manera de pensar clásica o causal. En este caso, las fuerzas electromagnéticas actuando
sobre un momento de espín de�nido aceleran a las partículas de una manera consistente con las
observaciones del experimento. Tales discusiones del SGE abundan en estos primeros años, y son
las que permitieron inferir la cuantización espacial del espín Sec. (4.1.1.1) [86].

A partir de estas discusiones clásicas en términos de trayectorias se han podido producir los
notables experimentos pensados, como los que vimos en la Introducción y Capítulo 1, así como
aquellos basados en los SGE consecutivos que revelan la naturaleza anticonmutativa del espín
[394, 395], y la teoría de la medición [56�64].

A continuación se presenta el tratamiento semiclásico dado al SGE en estos términos. Las
partículas de espín un medio que forman el haz sujeto al SGE se consideran con cierto momento
magnético, ~µ = −µ~σ, determinado por su espín [376]. Al atravesar el SGE están expuestas a la
interacción del campo magnético, superpuesta con la acción del vuelo libre. Suponiendo que la
dirección inicial de su movimiento es perpendicular al campo magnético, correspondiendo al eje y,
la acción de campo acelerará a la partícula en las otras direcciones, x y z, de manera que el haz
se dividirá y las dos componentes se separarán como resultado de esta interacción mientras sigue
avanzando.

En el tratamiento clásico del experimento, se considera un campo magnético idealizado, con-
sistiendo en una inhomogeneidad lineal en la dirección z del espín de las partículas. El campo
magnético usado comúnmente es

~B = Bzk̂ = (B0 + bz) k̂. (4.1)

60



El Experimento de Stern-Gerlach
4.1 La descripción del Experimento de Stern-Gerlach

De esta manera, existe una fuerza que acelera a las partículas en dirección z al interactuar con su
momento magnético:

~F = Fzk̂ = µz
∂Bz
∂z

k̂ = µzbk̂. (4.2)

Esta fuerza acelera a las partículas con un estado de espín correspondiendo a los dos diferentes
eigenestados en direcciones opuestas, consecuentemente separando el haz en z.

El hecho de que las partículas con el mimo espín poseen valores idénticos de su posición signi�ca
que las partículas del mismo espín se mueven juntas. Como en este caso existen sólo dos valores
de espín posibles, se forman dos haces que se separan espacialmente a partir de la con�guración
inicial de un solo haz, como se imagina en la Fig. (4.3).

Por otro lado, como efecto de la fuerza en dirección de la inhomogeneidad del campo las par-
tículas del haz, originalmente moviéndose en dirección y únicamente, adquirirán un momento en
dirección z. De esta manera podemos hablar de cada partícula como poseyendo una posición y
velocidad determinadas a cada instante temporal, con una evolución clásica y una trayectoria de�-
nida en condición de su espín. El tratamiento del experimento de una manera fenomenológica con
estas trayectorias parece tener sentido cuando consideramos el propio resultado del experimento.
Así se puede decir que la existencia en toda la región de vuelo libre de las partículas de puntos de
acumulación en la pantalla en posiciones consistentes con las predichas por las acciones de las fuer-
zas semiclásicas permite inferir la existencia de una trayectoria especi�cada para cada partícula.
Como se verá después en la Sec. (4.2) esta inferencia no sigue el espíritu de la teoría cuántica, en
cuanto al principio de superposición y al colapso de la función de onda, ambos conceptos tomando
un lugar primordial en el estado cuántico resultante de la dinámica de los dos posibles valores de
espín en el SGE y la medición inherente al resultado del experimento.

4.1.3. El campo magnético del SGE

El campo magnético que se considera generalmente al tratar al SGE es el siguiente

~B = (B0 + bz)k̂, (4.3)

y es el que consideraremos en esta tesis. Este campo captura las propiedades básicas del experi-
mento; la componente inhomogenea, compuesta por el gradiente en dirección z es la responsable de
la división del haz en dirección z [53�55], y su intensidad está parametrizada por b. B0, por el otro
lado, es el parámetro de una componente homogénea en z, que hace posible una forma general del
campo unidimiensional, pero principalmente nos permite describir la evolución del haz visto como
inicialmente ubicado en el origen en z [406]. En la descripción unidimensional que desde el origen
del experimento se usa como una forma simplicada del SGE, este campo magnético es su�ciente
para demostrar los efectos del experimento.

Sin embargo, este campo no es más que una aproximación útil. Más aún, presenta un importante
problema, ya que no es irrotacional, como requieren las leyes de Maxwell. A falta de una descripción
cuántica del campo magnético del SGE y de la transferencia de energía requerida para la separación
de los espines, más allá de las dimensiones macroscópicas del experimento, el campo del SGE se
necesita considerar como un campo magnético clásico. Como tal, debe obedecer la ley de Gauss
para el campo magnético, la cual indica que el campo magnético es adivergente

∇ · ~B = 0. (4.4)

Sin embargo, para el campo de Ec. (4.3),

∇ · ~B = b. (4.5)

Si queremos que el campo magnético del SGE no tenga una componente en la dirección y, que es
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a) b) c)

Figura 4.4: El campo magnético completo del SGE, Ec. (4.7). La condición de adivergencia del campo,
Ec. (4.4), requiere una inhomogeneidad lineal igual y opuesta en dirección x, Ec. (4.6). El efecto de Stern-
Gerlach depende de la ubicación espacial del haz en el campo, equivalentemente, de los valores de B0 y b
[406]. Se gra�ca el campo para valores de a) B0 = 0, b = 1, b) B0 = 2.5, b = 1, c) B0 = 2.5, b = 2.

la dirección del movimento del haz, sino únicamente en el plano transversal, necesitamos que

∂xBx = −∂zBz = −b, (4.6)

para satisfacer la Ec. (4.4), considerando la Ec. (4.5), con lo que el campo completo a considerar
es Fig. (4.4)

~B = −bx̂� + (B0 + bz)k̂. (4.7)

Singh y Sharma [407] apropiadamente señalan que en los casos en los que la componente
homogénea del campo en dirección z, B0, es mucho mayor que la homogeneidad del campo, que,
al menos, satisface Ec. (4.6), el momento magnético en dirección x oscila tan rápidamente que no
genera un cambio en el momento de los átomos en el SGE, y por tanto, puede aproximarse por la
expresión Ec. (4.3). Böhm [57], especi�ca1 [407]:

El promedio temporal de la fuerza, así como el momento, en la dirección x es cero.
En un experimento, que siempre mide el valor promedio del valor de expectación sobre
un intervalo temporal �nito, una desviación de cero en la dirección x no será observada.

El tratamiento cuántico del SGE sigue típicamente este resultado, como en [408�410]. Singh
y Sharma [407] argumentan la aplicación de tal aproximación respecto a la localización del haz
alrededor del origen, así como su geometría plana típica. Hsu et al. [406] revisan los efectos en
la evolución del SGE con la ubicación del haz respecto al campo magnético, equivalentemente a
cambiar los valores de B0 y b en la descripción del experimento dada por la Ec. (4.7).

Por otro lado, en [57] el modelo semiclásico del experimento permite analizar los efectos de
tal inhomogeneidad de forma general, así como la aproximación lineal. Así mismo, en [376�379] se
discuten los efectos en el modelo semiclásico que tienen las aproximaciones usadas en la forma del
campo magnético. Englert et al. [377] consideran la idealidad del SGE analizando el efecto de las
sucesivas aproximaciones a la dependencia del campo en x, z, así como y, que llevan al resultado
de la Ec. (4.6), sobre la evolución del haz y la medición realizada en la pantalla.

Finalmente, la forma peculiar del resultado obtenido originalmente por Stern y Gerlach [53]
en la que el haz aparece cerrado en los extremos, Figs. (4.1) y (4.5), surge de la no idealidad del
campo magnético, siendo que el campo sólo presenta la forma de la Ec. (4.3) en el plano y − z en
condiciones reales [377, 406], y debido a la geometría de los imanes original [53, 377], Fig. (4.4).
Así mismo, la mayor anchura de la acumulación en la región positiva sobre el eje z se debe tanto

1The time average of the force as well as the momentum in the x-direction is zero. In an experiment, which
always measures the average value of the expectation value over a �nite time interval, a deviation from zero in the
x-direction will not be observed. [407]
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Figura 4.5: Esquema del resultado original del experimento de Stern-Gerlach, Fig. (4.1) [53]. Los puntos
de acumulación en dirección z para distintos valores de x se acercan mientras nos alejamos del eje z, hasta
aparecer cerrados. Esto se debe a que la geometría de los imanes sólo permite un campo como el de la
Ec. (4.7) sobre el eje z [53, 377, 406], Fig. (4.4).

a efectos de mayor orden en el campo magnético en direcciones z y x, como a la necesidad de
describir el estado inicial del SGE como un estado mixto general [406].

La componente en x del campo magnético del SGE A continuación revisaremos la deri-
vación usual de la aproximación Ec. (4.3), según es presentada en [57].

Además de la ley de Gauss, Ec. (4.4), tenemos que un campo magnético obedece la ley de
Ampère-Maxwell, que en un vacío sin corriente ni campo eléctrico indica que el campo magnético
es irrotacional

∇× ~B[= (∂yBz − ∂zBy )̂�− (∂xBz − ∂zBx)̂� + (∂xBy − ∂yBx)k̂] = 0. (4.8)

Una inhomogeneidad fuerte en la dirección z requerirá así mismo una inhomogeneidad de la misma
magnitud en la dirección x, de acuerdo a la Ec. (4.6). Las variaciones en y del campo magnético del
SGE se conocen como efectos de borde, debido a que el campo tiene una forma ideal en el interior
del imán, y al salir de este se va diluyendo con efectos difíciles de predecir y considerar. Ignorando
estas variaciones se toma By = 0 dentro y fuera del imán, y podemos escribir el campo con las
componentes

Bz = bz + φ(x),

Bx = bx+ ϕ(z), (4.9)

donde φ(x) y ϕ(z) son funciones arbitrarias para las que el campo cumple Ecs. (4.4) y (4.8). De la
Ec. (4.8) requerimos que

∂zBy = ∂yBz = 0,

∂zBy = ∂yBz = 0, (4.10)

∂zBy = ∂yBz = 0. (4.11)

La condición ~B independiente de y ocasiona que la Ec. (4.10) se satisfaga automáticamente. Las
condiciones Ecs. (4.9) y (4.11) se satisfacen escogiendo

φ(x) = B0, ϕ(z) = 0. (4.12)

Por lo tanto, el campo más simple que cumple las condiciones Ecs. (4.4) y (4.8) es el de la Ec. (4.7),

~B = −bx̂� + (B0 + bz)k̂. (4.13)
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El torque en el momento magnético ~µ generado por el campo magnético ocasiona un cambio
en el momento angular, que en este caso se traduce a un cambio en el espín del electrón,

d ~S

d t
= ~µ× ~B. (4.14)

Ahora, el momento magnético está relacionado con el espín,

~µ = −2µc/~~S, (4.15)

con µc = g q~4m = g µB2 , µB el magnetón de Bohr, de manera que

d ~µ

d t
= −2µc

~
~µ× ~B. (4.16)

Considerando ~B de la Ec. (4.13) con

B0 � |bx| ≈ |bz|, (4.17)

tenemos
d ~µ

d t
≈ −2µc

~
~µ×B0k̂, (4.18)

lo que corresponde a una precesión alrededor del eje z. La frecuencia de la preseción es

ω = 2µcB0/~ (4.19)

Podemos encontrar el momento magnético a partir de la Ec. (4.18)

d2 µx
d t2

= −ω2µx,

d2 µy
d t2

= −ω2µy,

d2 µz
d t2

= 0, (4.20)

y
µx,y(t) = µx,y(0) e−iωt . (4.21)

El Hamiltoniano que describe la interacción del campo magnético con el momento magnético es
[57]

HI = −~µ · ~B = −µx(t)bx− µzB0 − µzbz. (4.22)

De esta manera, la fuerza en la dirección x es

Fx =
d px(t)

d t
= µx(t)b = µx(0)b e−iωt, (4.23)

la que oscila con la frecuencia Ec. (4.19). A pesar de que sea del mismo orden que Fz = µzb, la
fuerza en x oscila rápidamente según la condición Ec. (4.17), así como el momento en x. Por lo
tanto, el promedio temporal de la fuerza, y del momento en x, es nulo. Así, la acción del campo
del SGE se puede describir adecuadamente con el campo

~B = Bzk̂ = (B0 + bz) k̂. (4.24)
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4.1.4. Tratamiento cuántico

El SGE ha sido sujeto de numerosos intentos por ser tratado de una manera cuántica, con el
objetivo de describir el resultado observado, que al depender del espín es inherentemente cuántico,
como resultado de procesos cuánticos sobre el estado cuántico que representa a las partículas. Así
mismo, una descripción completamente cuántica del campo magnético del SGE y su acción sobre
el estado de las partículas contiene la promesa de iluminar la naturaleza del proceso por el cual la
interacción con el espín toma esta forma.

Debido a que el efecto del SGE demuestra una naturaleza cuántica de la interacción entre átomos
y campo magnético [86], y fue de hecho ideado para demostrar tal cualidad, un tratamiento cuántico
con el que describir lo que sucede en el experimento ha sido altamente deseado, especialmente como
resultado de la formulación actual de la mecánica cuántica. Como discutimos en la Sec. (4.1.1),
el descubrimiento y formalización del espín, ayudado por el SGE, fue uno de los fenómenos que
impulsó el establecimiento del formalismo de la mecánica cuántica. Sin embargo, la forma que
toma la ecuación de Schrödinger bajo la acción del campo del SGE es especialmente complicada, y
di�culta la obtención de la evolución a la que están sujetas las partículas en el SGE. Considerando
el campo del SGE como en la Ec. (4.3), tenemos que su hamiltoniano es

Ĥ =
−~2

2m
∇2 + µc (B0 + bz)σz. (4.25)

La ecuación de Schrödinger resultante de este hamiltoniano,

i~
∂ψ(~r, t)

∂t
= Ĥψ(~r, t), (4.26)

presenta evolución unitaria en las coordenadas x y y, sin embargo la separación de variables no per-
mite resolver la ecuación diferencial resultante en la coordenada z. El hamiltoniano de la Ec. (4.25)
es independiente del tiempo, sin embargo, la no-conmutatividad de pz y z no permite encontrar
explícitamente de la manera usual la solución general mediante el operador de evolución,

ψ(~r, t) = exp

(
−it

~
Ĥ

)
ψ(~r, 0), (4.27)

a partir de la función de onda inicial, ψ(~r, 0). En la Sec. (4.2.1) se resolverá este problema, permi-
tiendo encontrar la evolución del SGE con la solución usual de la ecuación de Schrödinger. Este
método admite, por su naturaleza conteniendo el operador de evolución, una forma general del
campo magnético, como vimos en la Sec. (4.1.3), e idealmente, una expresión cuántica del campo
del SGE. A continuación se expondrán las diversas técnicas propuestas en la literatura para en-
contrar la evolución cuántica de las partículas en el SGE, que buscan circunventar las di�cultades
para resolver la ecuación de Schrödinger.

4.1.4.1. Solución mediante fuerzas electromagnéticas

En esta sección revisaremos la descripción de la evolución del SGE mediante una aceleración
clásica proveniente del campo electromagnético sobre la función de onda que describe el estado
cuántico de las partículas. Esta es la descripción semiclásica que comúnmente se da al hablar del
estado cuántico del SGE.

Las fuerzas electromagnéticas han sido una herramienta usada ampliamente en la descrip-
ción de la dinámica del SGE, comenzando con su tratamiento semiclásico, como se trató en la
Sec. (4.1.2). El SGE demostró que la interacción entre los campos electromagnéticos y los átomos
tienen propiedades que no se pueden explicar en la teoría del electromagnetismo clásico, siendo
que el comportamiento cualitativamente cuántico de los átomos que modelan a los electrones en
el SGE es completamente consistente con la teoría del espín, ayudando así mismo en su desarrollo
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[86]. De esta manera, podemos explicar la interacción de los átomos con el campo como una acción
distinta de éste últmo dependiendo del espín, como se hace también en el tratamiento semiclásico
de la Sec. (4.1.2).

Un paso a la cuantización del experimento desde este tratamiento semiclásico es la descripción
cuántica de la posición de las partículas, mediante un paquete de ondas.Así, las dos componenetes
del estado, posición y espín, estarán dadas de una manera cuántica. Sin embargo, la evolución se
describe a partir de un tratamiento cualitativo. En éste se argumenta la distinta aceleración de
cada componente, dependiendo del momento magnético de espín, y describiendo la dinámica de la
posición por el movimiento clásico del centro del paquete de ondas, bajo la acción de las fuerzas
clásicas, en el sentido expresado en [411].

Aquí seguiremos el tratamiento de Roston et al. [52], en el que esta solución de la ecuación
de Schrödinger se aplica a la separación de la ecuación espinorial, Sec. (4.1.4.2), para encontrar
la evolución del SGE. Asumiendo la forma del campo electromagnético de la Ec. (4.24), solo la
componente z se ve afectada por el campo, estando sujeta a una fuerza electromagnética para cada
componente con espín ±~

2 , Ec. (4.2), de

F± = mac± = ±µcb. (4.28)

µc es el momento magnético de espín, Ec. (4.15). En la solución espinorial del SGE, tenemos que
la evolución para cada componente según la ecuación de Schrödinger se desacopla gracias a la
forma del campo sin componente x de Ec. (4.24). Esto lo veremos en más detalle en la siguiente
Sec. (4.1.4.2).

Según el método de [411], en [52] se propone una solución independiente para cada componente
de espín de la forma

Ψ±(z, t) = exp

(
∓ iµcB0t

~

)
Ψ±(z, t), (4.29)

con

Ψ±(z, t) = φ±

(
z − z0 − v0t−

1

2
ac±t

2, t

)
eiS±(z,t), (4.30)

donde z0 es el valor esperado del paquete de ondas inicial y v0 la velocidad clásica que correspon-
dería al momento inicial, dando así los parámetros clásicos iniciales de la evolución por la fuerzas
electromagnéticas constantes de la Ec. (4.28), y la dependencia en z de la función φ± por esta evo-
lución. Llevando a cabo las derivaciones de la ecuación de Schrödinger, Ec. (4.26), se encuentran
condiciones para la función S, que llevan a

S±(z, t) =
m

~

(
v0z + ac±zt−

1

2
ac±v0t

2 − 1

6
a2
c±t

3 − 1

2
v2

0t+ cte.

)
. (4.31)

Finalmente, con un paquete de ondas Gaussiano inicial en la componente z para cada estado de
espín, de ancho σ± y velocidad de grupo k±, respectivamente, se obtienen las soluciones

Ψ±(z, t) =

(
σ±

2
√

2π

) 1
2
(
σ2
± +

it~
2m

)− 1
2

exp

(
− (z − z±)2

4
(
σ2
± + it~

2m

))

× exp
iσ2
±k±

(
z − z± − ~k±t

2m

)
σ2
± + it~

2m

exp (iT±(z, t)) (4.32)

con
z±(t) = z0 + v0t±

1

2

µcb

m
t2, (4.33)

T±(z, t) = S±(z, t)∓ µcB0t

~
. (4.34)
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4.1.4.2. Soluciones espinoriales

El método de espinores permite desacoplar la ecuación de Schrödinger según el espín involucrado
para ciertas condiciones del campo magnético del SGE, según se vió en la Sec. (4.1.3). El operador
de Pauli en el hamiltoniano del SGE, Ec. (4.25), indica una acción diferenciada sobre los distintos
estados de espín.

El Hamiltoniano que se obtiene del campo magnético del SGE es el de la Ec. (4.25), con éste
la ecuación de Schrödinger, Ec. (4.26), toma la forma

i~
∂|ψ(~r, t)〉

∂t
=

(
−~2

2m
∇2 + µc (B0 + bz)σz

)
|ψ(~r, t)〉. (4.35)

Considerando el resultado del SGE y la distinta acción del Hamiltoniano sobre cada estado de
espín, justi�ca tomar a la función de onda como una función espinorial,

〈~r|Ψ〉 =

(
Ψ+(~r, t)
Ψ−(~r, t)

)
(4.36)

con los espinores de Pauli Ψ+ y Ψ− relacionados con σz.

En 1992, Platt [412] describió al SGE partiendo de la condición general de que la parte espacial
de la función de onda se escriba como un espinor, dependiendo del espín en la dirección de la
inhomogeneidad de campo, como en la Ec. (4.36). Las ecuaciones espinoriales que surgen de la
ecuación de Schrödinger son

− ~2

2m
∇2Ψ+ + iµcbxΨ− + µc(B0 + bz)Ψ+ = i~

∂Ψ+

∂t

− ~2

2m
∇2Ψ− − iµcbxΨ+ − µc(B0 + bz)Ψ− = i~

∂Ψ−
∂t

, (4.37)

acopladas por el operador de espín en la dirección transversal, x. Esta acción se puede remover
considerando las oscilaciones del momento magnético, como en la Sec. (4.1.3), con lo que las
ecuaciones espinoriales quedan desacopladas

− ~2

2m
∇2Ψ+ + µc(B0 + bz)Ψ+ = i~

∂Ψ+

∂t

− ~2

2m
∇2Ψ− − µc(B0 + bz)Ψ− = i~

∂Ψ−
∂t

, (4.38)

donde Ψ± es la función de onda con la contribución de la parte homogénea del campo, B0, removida,
de�nida como

Ψ±(~r, t) = exp

(
∓ iµcB0t

~

)
Ψ±(~r, t), (4.39)

que corresponde con la función de la Ec. (4.30).

En [412] no se resuelven estas ecuaciones, sino que se observa de aquí el argumento semiclásico
de las fuerzas efectivas independientes acelerando a las partículas según un valor prede�nido de
espín. El teorema de Ehrenfest, con los hamiltonianos efectivos que pueden ser inferidos de la
Ec. (4.38), lleva a un movimiento determinado para los promedios de cada grupo de partículas con
un espín de�nido, de lo que en [412] el autor concluye la existencia de trayectorias de�nidas y la
separación del haz en dos en el SGE.

Las ecuaciones Ec. (4.38) se obtienen igualmente en [408]. De estas se declara una solución para
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la evolución de la posición en términos de Ψ± como un paquete de ondas Gaussiano,

Ψ±(~r, t) =

(
1

2πs2
t

) 3
4

exp

[
−
x2 + (y − vyt)2 +

(
z ∓ vzt

2

)2
4σ0st

]
exp

{
i

[
−∆± +

(
y − vyt

2

)
ky ± kzz

]}
(4.40)

aquí ∆± = ±µcB0t
~ +

m2v2zt
2

6~2 , vz = µcbt
m , kz = mvz

~ y st = σ0

(
1 + i~t

2mσ2
0

)
. A partir de estas funciones,

las partículas se consideran en una superposición con los distintos eigenestados de espín,

Ψ(~r, t) = αΨ+(~r, t)⊗ |↑〉z + βΨ−(~r, t)⊗ |↓〉z, (4.41)

como la evolución del estado inicial

Ψ(~r, t = 0) = Ψ0(~r)⊗ (α|↑〉z + β|↓〉z). (4.42)

Sin embargo, aún se habla de la evolución independiente de las partículas dependiendo de su
estado de espín y resultando en aceleraciones distintas. Tal enfoque se observa de la inclusión de
aceleraciones en la solución de Ψ±, Ec. (4.40), de manera reminiscente a la evolución de paquetes
de onda de [411]. Sin embargo, no se describe la obtención de este resultado, por lo que no se puede
considerar como una solución general a la ecuación de Schrödinger del SGE. Es interesante que
estos autores determinan la evolución tanto en la región con el campo electromagnético como en
la región libre posterior. Adicionalmente, el artícutlo de Home et al. [408] se dedica a estudiar la
idealidad del SGE, considerada como la separación de los resultados en la pantalla, en términos
de las fracciones de las distribuciones de probabilidad resultantes de la Ec. (4.41) en las regiones
positiva y negativa del plano x− z, así como la idealidad dada por la ausencia de superposición de
las dos funciones de onda espinoriales.

Numerosos autores han usado el método espinorial de [412] y las ecuaciones desacopladas de
las Ec. (4.38) para investigar la evolución del SGE. A continuación, en lo que resta de esta sección,
se resumen algunas soluciones propuestas, adicionalmente a la de [52] de la Sec. (4.1.4.1), y la de
[408] discutida arriba, antes de revisar la solución completa cuántica que damos de la ecuación de
Schrödinger en [1, 2] en la siguiente Sec. (4.2.1).

4.1.4.3. Solución mediante funciones de Green

Patil [413] considera también un enfoque espinorial para encontrar la evolución del SGE usando
funciones de Green. Aquí se toma como estado inicial un espinor, como la Ec. (4.36), cuyas funciones
de onda componentes dependen de los dos distintos eigenestados de espín. La evolución es dada
por la acción de funciones de Green, que se derivan del efecto del campo magnético sobre cada
espín.

La interpretación de las evoluciones independientes de las componentes espinoriales es nueva-
mente la evolución distinta generada por la acción del operador de Pauli sobre los estados de espín,
que, como discute Platt [412], genera un Hamiltoniano efectivo para cada componente espinorial,

Ĥz =
p2
z

2m
+ bzσz, (4.43)

de manera que los estados espinoriales de la Ec. (4.36) corresponden a

|Ψ±(t)〉 = exp

[
− it

~

(
p2
z

2m
± bz

)]
|Ψ±(0)〉. (4.44)
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La evolución determinada por la función de Green es

Ψ±(z, t) =

∫
G±(z, t; z0)Ψ±(z0, 0) d z0, (4.45)

con la función de Green correspondiente

G±(z, t; z0) =

〈
z

∣∣∣∣exp

[
− it

~

(
p2
z

2m
± bz

)]∣∣∣∣ z0

〉
. (4.46)

Esta función es evaluada mediante integrales sucesivas obtenidas al expresar la exponencial corres-
pondiente al operador de evolución como una factorización in�nita

exp

[
− it

~

(
p2
z

2m
± bz

)]
= ĺım
N→∞

[
exp

(
− itp2

z

2m~N

)
exp

(
∓ itbz

~N

)]N
. (4.47)

Considerando paquetes de onda iniciales Gaussianos,

Ψ±(0) = 〈z|Ψ±(0)〉 = A± e−
z2

σ2 , (4.48)

el estado evolucionado obtenido con la función de Green encontrada en [413] es

Ψ±(z, t) = A±

(
1 +

2it~
mσ2

)− 1
2

eiφ± exp

−
(
z ± bt2

2m

)2

σ2 + 4t2~2

m2σ2

 , (4.49)

con φ± una fase,

φ± = − b
2t3

6m~
+

m

2t~

(z ∓ bt2

2m

)2

− m2σ4

4t2~2

(
z ± bt2

2m

)2

1 + m2σ4

4t2~2

 . (4.50)

Adicionalmente, en Patil [413] se remarca la inexistencia de las trayectorias supuestas para el
SGE, argumentando que el colapso de la función de onda no sucede hasta la medición en la pantalla,
sino que es la distribución de probabilidad la que desarrolla picos distinguibles como resultado de
la interacción con el campo magnético, ver Figs. (4.1) y (4.6). Aquí también vemos como debido a
la naturaleza del espinor inicial, Ec. (4.36), el colapso espacial es acompañado por un colapso en
el estado de espín.

4.1.4.4. Solución por Eigenenergías

Finalmente, para concluir esta sección, en [1, 2] analizamos las ecuaciones desacopladas de la
Ec. (4.38), de manera que podemos obtener de manera explícita la solución por eigenvalores de la
ecuación de Schrödinger inicial, Ec. (4.35).

Comenzamos tomando únicamente la Ec. (4.38) para Ψ+. Usando el método de separación de
variables, consideraremos funciones separadas para ~r y t,

Ψ+(~r, t) = φ(~r)ϕ(t), (4.51)

con

ϕ(t) = exp

(
− iEt

~

)
, (4.52)
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Figura 4.6: Tratamiento cuántico de la evolución del SGE. a) El estado espinorial representa trayectorias
diferenciadas para cada componente del espinor independientemente, Ecs. (4.36) y (4.38). b) En la evolución
completamente cuántica del SGE, Sec. (4.2), el estado cuántico de espín evoluciona en una superposición,
debido al potencial del SGE.

la componente temporal, y la ecuación independiente del tiempo

∇2φ(~r) +
2m

~2
µcbzφ(~r) = −2mE

~
φ(~r). (4.53)

Ahora, de�nimos
φ(~r) = Ψx(x)Ψy(y)Ψz(z). (4.54)

Con esto, la Ec. (4.53) da las siguientes ecuaciones separadas para cada componente

∂2Ψx(x)

∂x2
= −2mEx

~
Ψx(x),

∂2Ψy(y)

∂y2
= −2mEy

~
Ψy(y),

∂2Ψz(z)

∂z2
+

2m

~
µcbzΨz(z) = −2mEz

~
Ψz(z). (4.55)

Aquí hacemos los eigenvalores de las ecuaciones separadas Ex, Ey, Ez, correspondiendo a las energás
efectivas en cada componente espacial. La solución general a las ecuaciones libres para x y y de
la Ec. (4.55) las construímos como paquetes de onda a partir de las soluciones particulares eikxx y
eikyy, considerando la componente correspondiente a las energías Ex y Ez de ϕ(t), Ec. (4.52). Esto
nos lleva a

Ψx(x, t) =
1√
2π

∫ ∞
−∞

φ(kx) exp

(
ikxx− i

~k2
x

2m
t

)
d kx,

Ψy(y, t) =
1√
2π

∫ ∞
−∞

φ(ky) exp

(
ikyy − i

~k2
y

2m
t

)
d ky. (4.56)

La ecuación para z de la Ec. (4.55) no es tan simple de resolver, y como vemos, es esta la ecuación
cuya solución ha guiado los estudios modernos del SGE. En [1, 2] notamos que esta es una ecuación
de Airy, y delineamos una solución siguiendo un procedimiento similar al de [414].

De�niendo ξ(z) de manera conveniente podemos convertir la Ec. (4.55) para Ψ(z) a la ecuación
de Airy. Hacemos

ξ =

(
z +

Ez
Fz

)
2mFz
~

, (4.57)
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con Fz = µcb, que corresponde a la fuerza electromagnética clásica del campo del SGE, y obtenemos
la ecuación de Airy para Ψξ(ξ) = Ψz(z(ξ))

∂2Ψξ(ξ)

∂ξ2
+ ξΨξ(ξ) = 0. (4.58)

La solución a la ecuación de Airy está dada por [415]

Ψξ(ξ) = N Ai(−ξ) +M Bi(−ξ), (4.59)

con condición de normalización∫ ∞
−∞

Ψ∗ξ(ξ)Ψξ(ξ
′) d ξ = δ(Ez − E′z), (4.60)

y E′z = Ez(z(ξ
′)), Ai y Bi son funciones de Airy. A partir de esta solución podemos, de la misma

manera que para x y y, construir una solución física a la evolución de la ecuación de Schrödinger
como un paquete de onda

Ψξ(ξ, t) =

∫ ∞
−∞

φ(Ez)Ψξ(ξ) e−
iEzt

~ dEz. (4.61)

La solución �nal depende entonces de los eigenvalores de la energía de los hamiltonianos efectivos.
En este artículo [1, 2] no se procede a la solución �nal por este camino, siendo también bastante
complejo encontrar una expresión analítica a la función que resuelve la ecuación, Ec. (4.61). Sin
embargo, mostramos cómo a partir del método de espinores presentado por Platt [412] podemos
llegar a una solución para la evolución del SGE dada por funciones separadas de x, y, z y t para
cada función espinorial que depende de la solución de la ecuación de eigenvalores, que es la ecuación
de Schrödinger independiente del tiempo.

4.2. Descripción completamente cuántica del SGE

El experimento de Stern-Gerlach es comúnmente en la literatura tratado de una manera semi-
clásica [1, 2]. Resalta su papel en la enseñanza de la física y la común aparición de la descripción
semiclásica en libros de texto [1, 2], como por ejemplo [57, 59, 61, 62, 62�64]. La prevalencia de
este enfoque se puede asignar a la suposición de que el imán divide al haz en dos partes, que
tomarán dos caminos distinguibles. En este caso, podría tratarse a estas dos componentes como
haces evolucionando clásicamente, mientras que la única componente cuántica en la descripción
del experimento es la separación que resulta de los distintos estados de espín.

Sin embargo, argüímos que esta aparente separación es debida al colapso de la función de onda,
la cual incluye dos términos en superposición. Por lo tanto, así como el colapso, la separación del
haz no toma lugar hasta la medición del haz en la pantalla. De esta manera, no se puede justi�car
el tratamiento semiclásico del SGE.

Lo anterior lo podemos decir de una manera cualitativa. Sin embargo, es de esperar que un
haz general, con componentes de espín homogéneas, tenga a sus partículas descritas por una su-
perposición de eigenestados de espín, es decir, estas partículas no poseen un espín de�nido, sino
que se determina por el operador que realizará la medición, presentando una mezcla de estos ei-
genestados. Adicionalmente, una evolución unitaria cuántica no colapsará esta superposición, por
lo que el estado evolucionado también estará en una superposición de los eigenestados de espín.
Esto corresponde a lo discutido anteriormente. De esta manera, la dinámica cuántica del SGE es
consistente en concepto con las observaciones experimentales.

A pesar de esto, la evolución cuántica del SGE, de�nida por la interacción con el campo mag-
nético, no es simple de encontrar como una solución a la ecuación de Schrödinger. Por otro lado,
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la ecuación de Schrödinger rige la dinámica del mundo cuántico, y es una herramienta sumamente
poderosa. De esta manera, es deseable resolverla con el potencial correspondiente a la evolución en
el SGE. Esto lo hemos hecho en [1, 2].

4.2.1. Evolución Cuántica

Para encontrar el potencial del SGE tomamos un campo magnético clásico con una inhomoge-
neidad lineal en la dirección z:

~B = (B0 + bz) k̂− bx̂� (4.62)

El campo anterior satisface las ecuaciones de Maxwell, como es requerido. Sin embargo, notamos
que podemos ignorar la componente en dirección x, debido a que al tomar el valor esperado
del momento de espín encontramos que las rápidas oscilaciones en esta dirección no contribuyen
signi�cativamente en la evolución [57, 407, 408], Sec. (4.1.3). De esta manera consideramos el
siguiente campo

~B = (B0 + bz) k̂ (4.63)

El acoplamiento con el espín se da mediante el operador de espín de Pauli, con lo que tenemos el
potencial del SGE

µc

(
σ · ~B

)
(4.64)

con µc = g q~4m el momento magnético, Ec. (4.15), q es la carga eléctrica, g la razón giromagnética,
y σ es el vector de Pauli. De esta manera, el Hamiltoniano del SGE es

Ĥ =
−~2

2m
∇2 + µc

(
σ · ~B

)
. (4.65)

Y la evolución determinada por la solución a la ecuación de Schrödinger la tenemos como

ψ (~r, t) = Ûψ (~r, 0) = exp−
it
~ Ĥ ψ (~r, 0) (4.66)

4.2.1.1. La Factorización del Operador de Evolución

La dinámica del sistema está dada mediante el operador de evolución

Û (t) = exp

[
− itĤ

~

]
= exp

{
− it

~

[
−~2

2m
∇2 + µc (σ ·B)

]}
. (4.67)

Sin embargo, para aplicarlo al estado inicial del SGE requerimos realizar una factorización. Notando
que Ĥ es de la forma expλ(Â+B̂), podemos aplicar el método de factorización derivado en [416],
como hacemos en [1, 2]. Comenzamos proponiendo una factorización de la forma

eλ(Â+B̂) = ef0(λ) ef1(λ)B̂ ef2(λ)Ĉ ef3(λ)Â, (4.68)
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identi�cando Â = − it
2m~p

2
z y B̂ = (B0 +bz)σz. Las funciones fi(λ) deben satisfacer f1(0) = f2(0) =

f3(0) = 0 [416, 417]. Se cumplen así las siguientes relaciones de conmutación

[Â, B̂] =
it2µcb

m~
pzσz = Ĉ,

[Â, Ĉ] =0,

[Ĉ, B̂] =− it3µ2
cb

2

m~
= −κ. (4.69)

Haciendo F (λ) = eλ(Â+B̂), nuestra función de interés, la siguiente relación,

dF (λ

dλ
=(Â+ B̂)F (λ)

=
d f0(λ)

dλ
F (λ) + B̂

d f1(λ)

dλ
F (λ) +

d f2(λ)

dλ
[Ĉ + f1(λ)κ]F (λ)

+
d f3(λ)

dλ

[
Â− f1(λ)Ĉ − f2

1 (λ)

2
κ

]
F (λ), (4.70)

nos da un sistema de ecuaciones para las funciones fi(λ),

d f1(λ)

dλ
= 1

d f3(λ)

dλ
= 1

d f2(λ)

dλ
− d f3(λ)

dλ
f1(λ) = 0

d f0(λ)

dλ
+

d f2(λ)

dλ
f1(λ)κ− d f3(λ)

dλ

f2
1 (λ)

2
κ = 0, (4.71)

con soluciones

f0(λ) = −λ
3

6
κ

f1(λ) = f3(λ) = λ

f2(λ) =
λ2

2
. (4.72)

Tomando λ = 1 obtenemos la función inicial, F (λ = 1) = Û de la Ec. (4.67).
Con esto obtenemos �nalmente el operador de evolución como

Û (t) = exp
(
−κ

6

)
exp

[
− itµc

2m~
(
p2
x + p2

y

)]
exp

[
− itµc

~
(B0 + bz)

]
exp

[
it2µcb

2m~
pzσz

]
exp

[
− it

2m~
p2
z

]
, (4.73)

donde κ =
it3µ2

cb
2

m~ , Ec. (4.69).

4.2.1.2. El Estado Enredado del SGE

El estado inicial que será evolucionado representando a las partículas sujetas a la acción del
SGE corresponde a un estado puro del sistema compuesto formado por los subsistemas de posición
y de espín. Este estado puro es de�nido como un producto de un paquete de ondas Gaussiano y
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una superposición de los eigenestados de espín en la dirección de la inhomogeneidad del campo, z,
de�nidos como |+〉, |−〉, de manera que

|Ψ (0)〉 = ψ0 (~r) (α|+〉+ β|−〉) , (4.74)

y

ψ0 (~r) =
1

(2πσ2
0)

3/4
exp

(
− r2

4σ2
0

+ i~k · ~r
)

(4.75)

es un paquete de ondas Gaussiano con anchura dada por σ0. En lo siguiente hacemos el vector de
onda inicial ~k = ky �̂. Para el análisis que se llevará a cabo en este trabajo de tesis se considera al
estado inicial en una superposición homogénea de espín, es decir, tomando α = β = 1/

√
2, con lo

que el estado inicial de la Ec. (4.74) es

|Ψ (0)〉 =
1√
2
ψ0 (~r) (|+〉+ |−〉) . (4.76)

Encontramos el estado saliente del aparato de Stern-Gerlach, obtenido de este estado, Ec. (4.76),
por la evolución anterior de la Ec. (4.66), con el operador de la Ec. (4.73), dado por la siguiente
expresión [1, 2]

|Ψ (~x; t)〉 = |ψx (x; t)〉|ψy (y; t)〉 1√
2

[|ψ+ (z; t)〉|+〉+ |ψ− (z; t)〉|−〉] , (4.77)

con

ψx (x; t) := 〈x|ψx (x; t)〉 =

[
σ0√
2π

] 1
2
(
σ2

0 +
i~t
2m

)− 1
2

exp

[
−x2

4 (σ2
0 + it~/2m)

]
, (4.78)

ψy (y; t) := 〈y|ψy (y; t)〉 (4.79)

=

[
σ0√
2π

] 1
2
(
σ2

0 +
i~t
2m

)− 1
2

e−σ
2
0k

2
y exp

[
4iyσ2

0ky
4 (σ2

0 + it~/2m)

]
exp

[
−
(
y2 − 4σ4

0k
2
y

)
4 (σ2

0 + it~/2m)

]
,

ψ± (z; t) := 〈z|ψ± (z; t)〉 (4.80)

= e−
κ
6

[
σ0√
2π

] 1
2
(
σ2

0 +
i~t
2m

)− 1
2

exp

−
(
z ± t2µcb

2m

)2

4
(
σ2

0 + i~t
2m

)
 exp

[
∓ itµc

~
(B0 + bz)

]
.

Así, el punto inicial de este trabajo se hace evidente, que es la presencia de enredamiento entre
la posición y el espín como resultado de su viaje a través del campo magnético del SGE. En este
estado, el estado del subsistema de posición, expresado mediante las funciones ψ±, no se puede
separar de aquel del subsistema de espín, lo que es evidente de la forma en la expresión anterior.
Así mismo, encontramos que naturalmente este estado enredado hace mani�estas las características
cuánticas del SGE en tanto a sus correlaciones cuánticas. Se revisarán tales correlaciones en las
siguientes secciones. Posteriormente, en esta tesis se analizarán las propiedades de las correlaciones
cuánticas del SGE contenidas en este estado, y que corresponden a su enredamiento híbrido.
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4.2.2. La distribución de probabilidad

En la Ec. (4.77) tenemos la evolución temporal de una partícula que atraviesa el SGE dada
por un estado cuántico. Cuando observamos el haz en la pantalla del experimento, tenemos una
multitud de partículas colisionando en esta. La densidad de probabilidad del estado anterior nos
muestra la distribución de los resultados de la medición de la posición que tiene lugar en la pantalla.
En la placa conmemorativa al experimento de Stern-Gerlach en la Universidad de Frankfurt de
la Fig. (1) se muestra de forma esquemática la relación entre la distribución de probabilidad y la
acumulación de partículas en la pantalla, Fig. (4.1). En esta sección se analizan la densidad de
probabilidad del estado del SGE de la Ec. (4.77); al gra�carla podemos observar la división del haz
en tiempos de interacción incrementantes dados por el parámetro temporal t de nuestra solución.

La densidad de probabilidad para la función de onda del SGE, Ec. (4.77), se tiene como

p (x, y, z; t) = |Ψ|2 (4.81)

=
1

2
[〈ψx|〈ψy| (〈ψ+|〈+|+ 〈ψ−|〈−|)] [|ψx〉|ψy〉 (|ψ+〉|+〉+ |ψ−〉|−〉)]

= ψ2
xψ

2
y

[
1

2

(
ψ2

+ + ψ2
−
)]

:= px (x; t) py (y; t) pz (z; t) .

Defínanse los siguientes parámetros adimensionales

τ :=
~t

2σ2
0m

, (4.82)

k :=
√

2σ0

(
µcbm

2~2

)1/3

,

estas de�niciones serán convenientes en todo el análisis del SGE hecho en esta tesis. Podemos
escribir explícitamente

pz (z; t) =
1

2σ0

√
π (1 + τ2)

e− (z/σ0+
√

2k3τ2)
2

2(1+τ2) + e
− (z/σ0−

√
2k3τ2)

2

2(1+τ2)

 , (4.83)

y tenemos

pxz (x, z; t) := px (x; t) pz (z; t) (4.84)

=
1

4σ2
0π (1 + τ2)

e
− x2/σ20

2(1+τ2)

e− (z/σ0+
√

2k3τ2)
2

2(1+τ2) + e
− (z/σ0−

√
2k3τ2)

2

2(1+τ2)


para la distribución de probabilidad en el plano x− z. Similarmente, en el plano y − z,

pyz (y, z; t) := py (y; t) pz (z; t) (4.85)

=
e−2σ2

0k
2
y

4σ2
0π (1 + τ2)

e
−

(y/σ0)2−4τkyy/σ0+4σ20k
2
y

2(1+τ2)

e− (z/σ0+
√

2k3τ2)
2

2(1+τ2) + e
− (z/σ0−

√
2k3τ2)

2

2(1+τ2)

 .
En la Fig. (4.7) gra�camos pxz de la Ec. (4.84) para valores de k = 1 y a un tiempo de

interacción τ = 2. En las Figs. (4.8) a (4.10) gra�camos pz, pxz y pyz, respectivamente, para τ de
0 a 12 en la Fig. (4.8), τ = 0, 1, 2, 4, ..., 12 en la Fig. (4.9) y de 0 a 11 en la última Fig. (4.10),
incrementando en 1 por cada cuadro. También en estas �guras k = 0.7, excepto en la Fig. (4.9),
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donde k = 0.5; σ0 = 1, y ky = 2/σ0. Con estas grá�cas podemos apreciar la dinámica de la
densidad de probabilidad con el tiempo de interacción. En base a estos resultados se han creado
videos donde se puede visualizar el comportamiento apreciado aquí con más detalle según crece el
parámetro temporal [418].

Especí�camente para calcular pyz suponemos que el tiempo de vuelo es el mismo que el tiempo
de interacción τ . El tiempo de vuelo está directamente involucrado en py gracias a la inclusión del
término de momento que depende de ky en las Ec. (4.75) y Ec. (4.79), sin embargo no separamos
éste del tiempo de interacción al aplicar la evolución de la Ec. (4.73).

Mientras más tiempo pasa la partícula en el interior del aparato, interactuando con el campo
magnético, mayor es la separación entre las distribuciones de probabilidad correspondientes a cada
uno de los estados de espín, y mejor podemos distinguir el valor correspondiente al espín al medir
la posición de las partículas en la pantalla. Esto indica hacia la existencia de correlaciones entre las
dos propiedades, que proviene del enredamiento entre la posición en z y el espín de la Ec. (4.77).
Estas correlaciones se hacen más fuertes conforme el tiempo incrementa. Las �guras presentadas
aquí permiten visualizar el efecto que tiene lugar en el SGE, que es a la vez cuántico en naturaleza
y surge de la descripción explícita de la evolución de una partícula en el aparato, por lo tanto,
permitiendo un vistazo a las propiedades cuánticas del experimento.

Figura 4.7: Densidad de probabilidad para el estado evolucionado del SGE en el plano x−z de la Ec. (4.84)
para τ = 2 y k = 1. El punto superior consiste de resultados con espín +, y el inferior de aquellos con espín
−. La división de las distribuciones para cada valor del espín es característica del SGE y está íntimamente
relacionada con sus propiedades de creación de enredamiento.

76



El Experimento de Stern-Gerlach
4.2 Descripción completamente cuántica del SGE

Figura 4.8: Densidad de probabilidad del estado evolucionado del SGE en z, descrita por la Ec. (4.83), para
k = 0.7 y τ = 0, 1, ..., 11 (incrementando de arriba a abajo y de izquierda a derecha). La separación de las
dos distintas contribuciones correspondientes a los diferentes estados de espín es generada por la interacción
con el campo del SGE. Se observa claramente cómo esta incrementa con el tiempo de interacción τ . Así
mismo, podemos ver el cambio en la forma de la distribución de probabilidad debido al incremento del
ancho efectivo del paquete de ondas con la evolución, aparente en las Ecs. (4.78) a (4.80).
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Figura 4.9: Densidad de probabilidad del SGE en el plano x−z, Ec. (4.84), para k = 0.5 y τ = 0, 1, 2, 4, ..., 12
(incrementando de arriba a abajo y de izquierda a derecha). Nótese el cambio de escala en el gradiente.
Podemos observar el mismo comportamiento de la densidad de probabilidad en z, Fig(Fig. (4.8)), pero ahora
en el plano x− z. La densidad de probabilidad en dirección x sólo cambia con el tiempo de interacción en
la dispersión que experimenta el paquete de ondas.
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Figura 4.10: Densidad de probabilidad del SGE en el plano y − z, Ec. (4.85), con ky = 2/σ0 = 2 y para
k = 0.7 y τ = 0, 1, ..., 10 (incrementando de arriba a abajo y de izquierda a derecha). Nótese el cambio de
escala en el gradiente. A diferencia de las �guras anteriores, aquí podemos apreciar la velocidad de grupo
en y, y los efectos que ésta tiene en el paquete de ondas inicial debidos a la parte libre de la evolución,
Ec. (4.73).
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4.3. Conclusiones

En este capítulo se ha revisado al experimento de Stern-Gerlach. La descripción semiclásica del
SGE ha sido históricamente usada para explorar temas diversos, como son la medición cuántica y la
no-conmutatividad del espín, además de estar entre las bases de la discusión referente a la existencia
y propiedades del espín. Se presentó esta descripción semiclásica y se analizó su consistencia con
los resultados experimentales del SGE, presentando así también las discusiones de la naturaleza de
la mecánica cuántica que surgieron con el experimento.

Como preámbulo a la derivación se discute el campo magnético considerado usualmente al tratar
el SGE, el cual determina el Hamiltoniano del cual se desprende la evolución anterior. Discutimos las
aproximaxiones realizadas que permiten observar el efecto del SGE en nuestra evolución, así como
los efectos que tiene la geometría del campo magnético en los resultados experimentales, explicando
las observaciones experimentales. También aquí se presentan los diversos métodos existentes para
obtener la evolución del SGE a partir de considerar los estados de espín independientes, haciendo
al mismo tiempo una comparación con el estado que obtenemos al resolver la evolución cuántica
del experimento.

El resto de este capítulo concierne al estudio de la evolución cuántica en el SGE. En primer
lugar nos ocupamos de derivar tal evolución. El método del operador de evolución nos permite
encontrar el estado evolucionado del SGE a partir de un estado inicial puro del sistema compuesto
de espín y posición gracias al método de factorización. Este es el estado que usaremos para el
estudio de las propiedades cuánticas del SGE en el resto de esta tesis. En particular, podemos ya
apreciar el enredamiento híbrido presente entre el estado del subsistema de posición y el de espín
en la no-separabilidad del estado evolucionado.

Para cerrar este capítulo, se obtiene la densidad de probabilidad del estado evolucionado encon-
trado en los diferentes planos de interés, con lo que podemos apreciar la separación de los puntos
de acumulación en la pantalla. El efecto de la interacción en el aparato de Stern-Gerlach sobre el
resultado observado lo podemos visualizar al gra�car esta densidad de probabilidad como función
del tiempo de interacción. Por otro lado, esto permite apreciar las características del paquete de
ondas en su evolución, como son su forma Gaussiana, la dispersión ocasionada por la evolución, y
también el efecto de la evolución libre en la componente y. Por último, remarcamos que la exis-
tencia de dos puntos de acumulación discernibles señala al establecimiento de enredamiento y la
existencia de correlaciones perfectas en el SGE, lo que será el tópico principal de la discusión en
los capítulos siguientes.
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Las correlaciones cuánticas de los sistemas se relacionan cercanamente con una variedad de
propiedades cuánticas. Es importante tener una idea de qué tan no clásico es un sistema cuántico,
ya que estas propiedades permiten realizar tareas cuánticas, centrales en los campos de información
cuántica y comunicación cuántica, además de su importante rol en el desarrollo de los fundamentos
de la mecánica cuántica. Es relevante entre estas propiedades la no localidad, tanto como un recurso
cuántico en su propio derecho como una propiedad que señala a la no-clasicidad de los sistemas
cuánticos. Son las extraordinarias capacidades que presenta el SGE para generar correlaciones
cuánticas lo que permite observar la separación en la medición de la posición.

Históricamente, al tratar de las características cuánticas de los sistemas en un principio nos
encontramos con la paradoja EPR [69] y la idea de la llamada �acción a distancia� que se mani-
�esta de la presencia de correlaciones cuánticas, como discutimos en el Capítulo 1. Gracias a la
propuesta de teorías de variables ocultas hecha en [69], es decir, la caracterización de las propias
correlaciones posibles en un sistema clásico, y las propiedades requeridas de un sistema clásico,
tenemos la primera característica de�nitoria de las correlaciones cuánticas. Esta fue desarrollada
por Bell en [68, 75], aquí encontramos que las ideas de determinismo y realismo clásico corres-
ponden a la localidad. Por lo tanto, la no localidad de�ne un tipo de correlaciones cuánticas. Más
recientemente, encontramos que la no localidad representa un recurso cuántico, de manera similar
al enredamiento, permitiendo la realización de tareas propiamente no clásicas [29, 40, 419�422].
Además, la no localidad no es equivalente al propio enredamiento [305, 306]. De esta manera,
la no localidad representa una importante característica y propiedad que señala a la naturaleza
propiamente cuántica, distinguible de las propiedades clásicas, de los sistemas cuánticos.

El trabajo presentado aquí ha sido publicado en [3], donde nos ocupamos precisamente con el
estudio de las correlaciones entre los grados de libertad internos y externos presentes en el expe-
rimento de Stern-Gerlach. La naturaleza cuántica de estas correlaciones es preeminente. De esta
manera, la no localidad cuántica del experimento de Stern-Gerlach, no presentada anteriormente,
es revelada.

Basándonos en el resultado de la Ec. (4.77), obtenemos una expresión analítica de la función
de correlación cuántica en el espacio fase, que es, a la vez, obtenida rede�niendo la función de
correlación de Banaszek-Wódkiewicz [423, 424]. Estudiamos esta función de correlación usando el
teorema de Bell, visualizando la violación de la desigualdad de Bell de parte de las correlaciones del
experimento, que es la manifestación inequívoca de la no localidad. Así investigamos la creación
de correlaciones cuánticas del experimento de Stern-Gerlach, y por tanto su propia naturaleza
cuántica.
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5.1. El teorema de Bell

La llamada paradoja EPR fue presentada por Einstein, Podolsky y Rosen en 1935 [69]. En
este artículo se argumenta que bajo los conceptos de realismo y determinismo clásicos la teoría
cuántica no es una teoría completa, en el sentido de que cada elemento de la realidad física tenga
una contraparte en la teoría. El experimento pensado que proponen aquí ha sido ampliamente
discutido en la literatura. Como solución, en [69] proponen suplementar la teoría cuántica mediante
la inclusión de variables ocultas, que no se pueden conocer pero predeterminan el resultado de las
mediciones que se realizan sobre el sistema.

En 1964 Bell analiza las teorías de variables ocultas [68, 75], y muestra que las teorías de varia-
bles ocultas locales no pueden reproducir las correlaciones que se encuentran en la teoría cuántica.
La desigualdad que presentó en [68], conocida como desigualdad de Bell, nos permite probar las
teorías de variables ocultas locales mediante las correlaciones que predicen, contra aquellas predi-
chas en la teoría cuántica. De esta manera, si las correlaciones presentes en una teoría cuántica no
cumplen con esta desigualdad, no es posible describirlas con una teoría de variables ocultas local
y se dice que es no local.

En 1969, Clauser, Horne, Shimony y Holt generalizaron esta desigualdad en el teorema de CHSH
[197], Sec. (1.2.3), haciéndola susceptible de ser probada experimentalmente. Particularmente, con-
sideran la suposición de muestreo justo y la posibilidad de tener correlaciones que no son perfectas.
La desiguladad generalizada es

|P (a, b)− P (a, b′)|+ P (a′, b) + P (a′, b′) ≤ 2 (5.1)

donde P es la función de correlación con la que se cuanti�can las correlaciones, que son propia-
mente clásicas, presentes entre las dos variables del sistema, y las dos observables del sistema, Â
y B̂, pueden tener dos resultados, a y a′, y b y b′, respectivamente. De esta manera, las funciones
de correlación P de una teoría que cumple con los requerimientos clásicos, y por tanto predice
únicamente correlaciones clásicas, necesariamente cumple con la Ec. (5.1). Esta es la desigualdad
que usaremos para analizar el SGE. El resultado de [197] fue generalizado para sistemas compues-
tos por un número general de subsistemas, independientemente en [425�427] y [428], el teorema
resultante es llamado de Bell-Klyshko.

El teorema de Bell, además de de�nir la existencia de la no localidad y relacionarla directamente
con las correlaciones de un sistema, nos indica cómo encontrarla y caracterizarla en un sistema.
Con esto se ha de�nido el operador de Bell, B, cuyo valor esperado es función de la llamada función
de correlación, C, que cuanti�ca las correlaciones en los resultados de las observables locales:

B = 〈B〉 = C(a′, b′) + Cz(a
′, b) + C(a, b′)− C(a, b). (5.2)

La función de correlación entonces permite caracterizar la no localidad de un sistema. La desigual-
dad de Bell, Ec. (5.1), indica que para una teoría con correlaciones clásicas, las correlaciones deben
cumplir |B| ≤ 2, por lo que un operador B que viole tal límite necesariamente indica la presencia
de no localidad en un sistema cuántico.

5.2. La función de correlación

El teorema de Bell, como aparece en la Ec. (5.1), fue desarrollado para variables discretas, en
particular para sistemas de espín. Su aplicación por lo tanto requiere que las observaciones locales
de cada operador, Â y B̂, tengan únicamente dos posibles resultados, es decir, sean dicotómicas.

Cuando consideramos estados continuos, tenemos que se han desarrollado importantes resulta-
dos permitiendo la dicotomización de las observables locales y por lo tanto la aplicación del teorema
de Bell [423, 424, 429, 430]. En particular, la función de correlación de Banaszek-Wódkiewicz usa
al operador de Wigner como el operador que da la medición local de la posición, siendo que esta
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corresponde con una representación del operador de paridad [431�434]. Esta función de correlación
fue usada para la descripción de estados comprimidos de dos modos (two-mode squezed states)
[423, 435] y estados gatos de Schrödinger, que son descritos como estados híbridos [424].

Por otro lado, en [429, 430] de�nen un operador de Bell usando operadores de pseudo-espín
en lugar de operadores de paridad para dar la dicotomización del espacio continuo. Estos opera-
dores son complicados de realizar experimentalmente, pero permiten una violación máxima de la
desigualdad de Bell para estados tipo EPR, que corresponde a un estado máximamente enredado
similar al del experimento de Bohm, Sec. (1.2.3).

Proponemos mediciones locales de la posición y el espín, con las que se harían patentes las
correlaciones existentes entre estas observables al comparar los resultados obtenidos. Tal medición
la describimos por el operador

Ĉ(z, p, θ) = Ŵ (z, p)⊗ σ̂(θ), (5.3)

donde tenemos el operador de Pauli, σ̂, en una dirección arbitraria, θ, actuando sobre el espín; y
el operador de Wigner, Ŵ , que nos da la medición dicotómica sobre la posición. El operador de
Wigner lo de�nimos según [434, 436], como

W (z, p) = 〈Ψ|Ŵ (z, p)|Ψ〉 =
1

2π~

∫
Ψ∗
(
z +

1

2
q

)
exp

(
− iqp

~

)
Ψ

(
z − 1

2
q

)
d q (5.4)

El factor de 1/2 lo derivamos del operador de paridad de�nido en [434],

Πrp =

∫
e−

2ips
~ |r − s〉〈r + s|ds, (5.5)

lo que con la de�nición de la Ec. (5.4) lleva a Ŵ 2(z, pz) = 1.
Finalmente, proponemos una función de correlación que nos cuanti�ca las correlaciones entre

posición y espín como el valor esperado del operador Ĉ,

C(z, θ) = 〈Ψ|Ĉ(z, p, θ)|Ψ〉. (5.6)

Para el estado �nal del SGE de la Ec. (4.77), tenemos que esta función de correlación toma la
forma
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))] (5.7)

La Ec. (5.7) depende de seis parámetros: el tiempo, t, la posición z, la intensidad de la inho-
mogeneidad del campo magnético, b, el momento pz, la anchura inicial del paquete de ondas, σ0,
y el ángulo de la medición del espín, θ.
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Figura 5.1: Función de correlación de Banaszek-Wódkiewicz para el estado evolucionado del SGE obtenido
en la Ec. (5.7). Para gra�car la función de correlación consideramos pz como una constante, tomando aquí
pz = 0.01, y �jamos los parámetros π~ = 1 y m = 1. Para esta �gura hacemos σ0 = 0.005, µcb/2 = 2.2
y t = 0.2 [3]. Esta función cuanti�ca las correlaciones entre z y θ existentes en el estado evolucionado
del SGE, Ec. (4.77). Podemos apreciar su comportamiento oscilatorio tanto en θ como en z, así como el
decaimiento que sufre conforme z aumenta.

Notamos que esta función tiene un comportamiento oscilatorio, tanto en la posición y el momen-
to, como en el espín, determinado por θ. Además, esta es una función amortiguada en la posición y
el momento, siendo que las oscilaciones respecto a z decaen cuando aumenta z. La función de corre-
lación tiene un comportamiento similar respecto a pz. Esta ecuación nos da la evolución temporal
de las correlaciones en el SGE, dependiendo del tiempo de interacción con el campo magnético, t.
En la Fig. (5.1) gra�camos la función de correlación, Ec. (5.7), y podemos apreciar el comporta-
miento discutido. En esta Fig. (5.1) consideramos pz como una constante, escogiendo pz = 0.01.
Así mismo, �jamos π~ = 1, m = 1, similar a como se considera en [406, 437]. Los valores del resto
de los parámetros usados para gra�car la correlación son σ0 = 0.005, µcb/2 = 2.2 y t = 0.2.

Más aún, la Ec. (5.7) tiene dos términos con estructuras distintas. El primer término contiene
dos funciones de Wigner, hasta un factor multiplicativo de π~, desplazadas por un parámetro
D = t2µcb

2m . Estas funciones se mueven en direcciones opuestas en el espacio de posición, con
velocidad proporcional a µcb/~. Por otro lado, el segundo término incluye un factor coseno, el que
es responsable por las oscilaciones que observamos. La función de correlación, Ec. (5.7), puede ser
escrita de una manera similar a la función de correlación del estado gato de Schrödinger de [424],
de manera que se mantienen las mismas conclusiones presentadas allí sobre el desplazamiento D.

La negatividad de la función de Wigner para este estado es aparente, lo que se asocia co-
múnmente con el comportamiento no clásico de los sistemas. Es interesante preguntarnos si tal
interpretación es consistente con la presencia del espín en los sistemas híbridos. Este problema
está asociado con aquel de la de�nición de la función de Wigner para espacios de Hilbert �nitos
[438�441].

5.3. La no localidad del SGE

Una vez que tenemos la función de correlación cuanti�cando las correlaciones en el SGE, po-
demos analizar estas correlaciones usando la desigualdad de Bell para investigar la no localidad.
Recordemos que una violación a la desigualdad de Bell indica que un modelo de variables ocultas
local no puede describir las correlaciones predichas por la mecánica cuántica para este experimen-
to. Para esto de�nimos una función de correlación que nos cuanti�ca únicamente las correlaciones
entre z y θ, �jando p a un valor de 0.01 en la Ec. (5.7). De esta manera nos interesa analizar si
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Figura 5.2: Arriba: Valor esperado del operador de Bell para el SGE de la Ec. (5.10) con z′ = 0.08 y
θ′ = π/2; tomando nuevamente para encontrar las correlaciones entre z y θ, pz = 0.01, y �jamos los
parámetros π~ = 1 y m = 1. Para esta �gura hacemos σ0 = 0.005, µcb/2 = 2.2 y t = 0.2 [3]. Abajo:

Acercamiento a la violación de la desigualdad de Bell. Los puntos donde Bz toma valores superiores a 2
indican violación de la desigualdad de Bell, Ec. (5.9), y señalan la presencia de no localidad en el SGE. [3]

la función Bz de la Ec. (5.2) cumple con la desigualdad de Bell, es decir, si toma siempre valores
menores que 2.

Así, consideremos nuevamente las correlaciones entre z y θ, dadas como

Cz(z, θ) = C(z, p = cte, θ), (5.8)

con C(z, θ) de la Ec. (5.7). De esta manera tenemos la desigualdad de Bell,

−2 ≤ Cz(z′, θ′) + Cz(z
′, θ) + Cz(z, θ

′)− Cz(z, θ) ≤ 2, (5.9)

y el valor esperado del operador de Bell es

Bz = 〈Bz〉 = Cz(z
′, θ′) + Cz(z

′, θ) + Cz(z, θ
′)− Cz(z, θ). (5.10)

Gra�cando la función Bz que aparece en la ecuación anterior, Ec. (5.10), con las correlaciones
del SGE, Ec. (5.7), encontramos regiones donde se presenta violación de la desigualdad de Bell. En
la Fig. (5.2) gra�camos esta función Bz con p = 0.01 en Ec. (5.8) y π~ = 1 y m = 1; σ0 = 0.005,
µcb/2 = 2.2 y t = 0.2 [3]. Podemos apreciar las regiones donde existe violación de la desigualdad
de Bell de la Ec. (5.9), en las que Bz toma valores mayores que 2. De aquí concluimos la presencia
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de no localidad en el SGE.

5.4. Resultados

Aplicamos una rede�nición a la función de correlación Banaszek-Wódkiewicz al estado obtenido
para la evolución completamente cuántica del SGE de [1, 2] que incluye una variable discreta y
una continua. La función obtenida es C(z, θ) = 〈Ŵ (z, pz)σ̂(θ)〉, Ecs. (5.6) y (5.7). De esta manera,
podemos caracterizar las correlaciones creadas por el SGE. Gracias al teorema de Bell, podemos
encontrar que estas correlaciones son cuánticas, presentando no localidad. Gra�cando la función
Bz de la Ec. (5.10), Fig. (5.2), podemos visualizar la violación de la desigualdad de Bell en términos
de los parámetros de las mediciones.

Además, se puede estudiar el comportamiento del operador de Bell indicando la dependencia de
la no localidad en los parámetros del experimento, así mismo podemos estudiar el comportamiento
de las correlaciones gracias a la función de correlación C, de manera que vemos cómo el SGE crea
las correlaciones cuánticas. En este trabajo visualizamos ambos comportamientos.

5.5. Conclusiones

En este capítulo se analizaron las correlaciones cuánticas del Experimento de Stern-Gerlach, y
probamos la existencia de no localidad en el experimento usando el teorema de Bell.

Los resultados presentados anteriormente en este capítulo fueron publicados en Piceno Martínez
et al. [3].

En el Capítulo 1 se discutió la naturaleza cuántica y las propiedades cuánticas de las correla-
ciones existentes en los sistemas cuánticos. El enredamiento cuántico fue inicialmente identi�cado
como la presencia de correlaciones con comportamientos contradictorios a la teoría clásica. Sin em-
bargo, es la no localidad la que se deriva directamente de la presencia de correlaciones cuánticas,
del tipo que son incompatibles con la descripción clásica propuesta por Einstein, Podolsky y Rosen
[69]. La propiedad cuántica que estamos observando en estas correlaciones es la no localidad. Esta
característica, al estar relacionada con correlaciones, representa un recurso cuántico de la misma
manera que el enredamiento. La no localidad puede ser usada al estar presente en un sistema para
hacer posible la realización de ciertas tareas en sistemas cuánticos.

El teorema de Bell permite discernir la existencia de no localidad en el estado de un sistema
cuántico como la violación de la desigualdad de Bell por parte de las correlaciones presentes entre
las observables del sistema. En este capítulo usamos la acepción usual de la desigualdad de Bell,
que es la desigualdad de CHSH [197], la cual es adaptada para probar la presencia de no localidad
en el SGE. La desigualdad de CHSH fue derivada para su uso en variables dicotómicas, propias
de sistemas discretos. El operador de paridad permite de�nir funciones de correlación, las cuales
caracterizan las correlaciones en un sistema cuántico, para sistemas continuos que son dicotómicas,
dividiendo el espacio de tales variables de una manera natural. Con esto se puede de�nir una función
híbrida de correlación en la que el operador de paridad de�ne la medición de la variable continua.
En la función de correlación de Banaszek-Wódkiewicz [423, 424] tenemos la otra observable del
sistema híbrido como un operador de espín, dando la medición del grado de libertad interno del
sistema.

La función de correlación de�nida de esta manera es usada para cuanti�car las correlaciones
presentes en la evolución cuántica del estado del SGE. Se analizan las propiedades de la función
de correlación obtenida así, particularmente su comportamiento con las variables z, pz y θ, donde
θ es la dirección de la medición del espín.

Con esta función de correlación se construye el operador de Bell del estado del SGE, para el
cual se busca analizar la relación que ocurre en la desigualdad de Bell. De esta manera se encontró
violación de la desigualdad de Bell, demostrando la existencia de no localidad en el SGE. También
es posible visualizar el comportamiento del operador de Bell, y, por lo tanto, de la no localidad del

86



No Localidad del SGE
5.5 Conclusiones

experimento, en el espacio de variables y con los parámetros de la evolución en el SGE dictados
por la interacción con el campo.

En el Capítulo 6 a continuación se seguirán tratando las correlaciones del SGE con las que
ya nos hemos podido familiarizar y se estudiará su carácter cuántico al describir el enredamiento
presente en la evolución del SGE.
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Capítulo 6

El Enredamiento Híbrido del SGE

Este capítulo está dedicado a la cuanti�cación y análisis del enredamiento híbrido presente en
el estado evolucionado del SGE. Aquí se aplicarán los dos métodos de discretización que hemos
estudiado en el Capítulo 3 a la inseparabilidad del estado cuántico del átomo que viaja a través del
SGE, la cual fue observada al describir el experimento cuánticamente en el Capítulo 4. Con esto es
posible la utilización de medidas de enredamiento discretas para la cuanti�cación del enredamiento
híbrido, en particular, se aplican la entropía de enredamiento y la concurrencia, revisadas en el Ca-
pítulo 2. Se continuará explorando las características cuánticas del experimento de Stern-Gerlach;
el enredamiento atestiguado por estas medidas muestra un completo acuerdo con las propiedades
fenomenológicas del experimento, así como las propiedades altamente no clásicas descritas en el
Capítulo 5. La entropía de enredamiento y la concurrencia permiten además analizar a fondo las
características del enredamiento del SGE, lo que en particular permite analizar los límites físicos de
la descripción del experimento y de la cuanti�cación del enredamiento. Se concluye con una com-
paración de los dos métodos de discretización, que nos dejan asentar su validez como herramientas
para la cuanti�ciación del enredamiento híbrido.

6.1. El método de discretización

En el caso en el que es posible escribir un estado híbrido como una superposición �nita de estados
producto (entre un estado discreto y uno continuo), el enredamiento presente puede describirse
usando herramientas puramente discretas [51].

El espacio en el que viven tales estados se puede ver como un subespacio de dimensión �nita
del espacio de Hilbert original híbrido, generado por los modos continuos del espacio híbrido [51],
Sec. (3.2.1). Este espacio es H(N×d), con N el número de términos en la superposición de la
Ec. (3.1) y d la dimensión del subsistema discreto. De esta manera, podemos escribir al estado
híbrido usando vectores base del espacio efectivo (�nito), con lo que obtenemos la forma discreta
efectiva del estado híbrido. En [51], Kreis y van Loock presentan un método que permite aplicar el
proceso de Gram-Schmidt inverso con el que podemos encontrar una base ortonormal del espacio
efectivo a partir de los modos continuos del estado híbrido y así escribir a este último usando una
base discreta. Así mismo, presentan la expresión explícita de un estado tal general expresado con
la base resultante. Esta descripción del estado es equivalente a su forma usual.

El teorema 2 en [51], en su prueba, nos dice cómo encontrar explícitamente los coe�cientes de
esta forma discreta efectiva para un número general de estados continuos relevantes usando los
solapamientos entre éstos. Considérese un estado híbrido de�nido como en [51], de los subsistemas
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discreto A, de dimensión d, y continuo B, Ecs. (3.1) y (3.2):

ρAB =

N∑
n=1

pn|ψn〉AB〈ψn|, pn > 0 ∀n;

N∑
n=1

pn = 1, (6.1)

|ψn〉 =

d−1∑
m=0

cnm|m〉A|ψnm〉B ,

cnm ∈ C ∀n,m;

d−1∑
m=0

|cnm|2 = 1. (6.2)

Cuando N es �nito se tiene un numero �nito, l, de estados continuos |ψBnm〉, con un cambio
de índices llámenseles |ψi〉. Usando el método de Gram-Schmidt inverso estos estados se pueden
expresar como

|ψi〉 =

i∑
j=i

aij |ej〉, (6.3)

donde {|ei〉 : i = 1, . . . , l} es una base ortonormal del subespacio generado por |ψi〉. Según [51],
se encuentran estos coe�cientes, que serán una parte fundamental de la descripción discreta del
estado híbrido, calculando los solapamientos:

〈ψi|ψn〉 =

i∑
j=1

a∗ijanj ,

〈ψn|ψn〉 =

n∑
j=1

|anj |2. (6.4)

6.1.1. Descripción del estado híbrido

El estado �nal enredado en el SGE se puede escribir como una superposición de dos estados
híbridos, como se vió en la Ec. (4.77). En [3] expresamos el estado �nal cuántico puro evolucionando
en el SGE de una manera que permite apreciar el enredamiento presente entre el espín y la posición
en dirección z. El estado de las Ecs. (4.77) a (4.80) se escribe así como

|ψ (t)〉 = c0 (x, y, t)
1√
2

(|ψ+ (t)〉|+〉+ |ψ− (t)〉|−〉) , (6.5)

con

c0 (x, y, t) = exp

(
5it3µ2

cb
2

6m~

)[
σ0

(2π)
1/2

](
σ2

0 +
i~t
2m

)−1

exp
(
−σ2

0k
2
y

)
exp

[
4iyσ2

0ky
4 (σ2

0 + it~/2m)

]
exp

[
−
x2 + y2 − 4σ4

0k
2
y

4 (σ2
0 + it~/2m)

]
. (6.6)

En el resto de este capítulo se usarán los parámetros adimensionales de la Ec. (4.82), que nos
dan un reescalamiento apropiado del tiempo y de la intensidad de la inhomogeneidad del campo,
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Figura 6.1: El subespacio del espacio continuo al estar determinado por ψ+, ψ− cambia con el tiempo,
evolucionando así al estado del SGE que está completamente contenido en esta super�cie, descrito por la
Ec. (6.8).

y por tanto, una parametrización de la interacción:

τ :=
~t

2σ2
0m

, (6.7)

k :=
√

2σ0

(
µcbm

2~2

)1/3

.

6.1.2. El estado discreto del SGE

En el caso del SGE, los estados continuos que intervienen en la descripción del estado son dos,
|ψ±〉 de la Ec. (4.80), siendo la Ec. (6.5) una superposición de dos estados híbridos puros. De esta
manera el estado del SGE lo describimos por la Ec. (6.1) con N = 2 y d = 2 la dimensión del
subsistema de espín, y los estados discretos |m〉 → |+〉, |−〉 de arriba, Ec. (6.5).

Aplicando el método descrito en esta sección, encontramos que el estado del SGE, Ec. (6.5), es
equivalente a

|ψ (t)〉 = c (x, y, t)
1√
2

[|e+〉|+〉+ (a21 (t) |e+〉+ a22 (t) |e−〉) |−〉] , (6.8)

que corresponde a su forma discreta efectiva. En esta Ec. (6.8), el subespacio discreto efectivo
correspondiente a la posición es de dimensión 2, con la base {|e+〉 = |ψ+ (t)〉, |e−〉},

|e−〉 = |ψ−(t)〉 − a21|ψ+(t)〉. (6.9)

|e+〉 y |e−〉 son efectivamente los eigenestados de un subsistema discreto de dos niveles; estos
dependen del tiempo gracias a su dependencia de ψ±(t), Ec. (4.80) y Fig. (6.1). Por último, los
coe�cientes que determinan el estado en la Ec. (6.3) son determinados por los solapamientos,
Ec. (6.4),

a := a21 = 〈ψ+|ψ−〉 =

∫
ψ∗+(z, t)ψ−(z, t) d z = exp

[
2
√

2ik3τ
B0

σ0b

]
exp

[
−k6

(
τ4 + 4τ2

)]
, (6.10)

a− := a22 =
√

1− |a12|2; (6.11)

con, nuevamente, τ y k de la Ec. (6.7). Por conveniencia renombramos a estos coe�ecientes como
a y a−, respectivamente.
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6.2. Aplicación de medidas discretas

En esta sección se utilizan los resultados de la discretización del estado híbrido del SGE de la
Sec. (6.1) anterior, Ecs. (6.8) a (6.11), para analizar el enredamiento del SGE. Debido a que se ob-
tiene un estado discreto el enredamiento que presenta este estado será discreto, pero efectivamente
igual al enredamiento del estado original híbrido.

Particularmente, se aplican medidas de enredamiento discretas al estado de la Ec. (6.8). En
el siguiente apartado, Sec. (6.2.1), se verá la aplicación de la concurrencia, y posteriormente,
en la Sec. (6.2.2), de la entropía de enredamiento. Así mismo, se analizan las propiedades del
enredamiento que estas medidas evidencian, una vez que se obtuvieron resultados para expresiones
explícitas de estas medidas y su dependencia con la evolución del estado.

6.2.1. La concurrencia

Comenzaremos el estudio del enredamiento del SGE apicando la concurrencia al estado de la
Ec. (6.8). El estado que se obtuvo con el método de discretización es de un sistema bipartita de dos
niveles. Para estos la base de los estados mágicos da una expresión compacta para la concurrencia
[31, 33], Sec. (6.2.1),

C =

∣∣∣∣∣∑
i

αi

∣∣∣∣∣. (6.12)

Los coe�cientes αi determinan al estado que nos ocupa en la base de estados mágicos
{|1〉, |2〉, |3〉, |4〉},

|ψ〉 =

4∑
i=1

αi|i〉. (6.13)

En el sistema de dos qubits resultante la base de los estados mágicos es una base para el sistema
4-dimensional completo, que se relaciona con las bases naturales de los subsistemas, {|e+〉, |e−〉},
{|+〉, |−〉}, como sigue [31, 33]:

|1〉 =
1√
2

(|e++〉+ |e−−〉) (6.14)

|2〉 =
i√
2

(|e++〉 − |e−−〉)

|3〉 =
i√
2

(|e+−〉+ |e−+〉)

|4〉 =
1√
2

(|e+−〉 − |e−+〉).

El estado del SGE, Ec. (6.8), se escribe en esta base

|Ψ〉 =
1

2
(1 + a−)|1〉+

i

2
(a− − 1)|2〉 − i

a

2
|3〉+

a

2
|4〉. (6.15)

Así, la concurrencia está dada por

C = |a−| =
∣∣∣√1− |a|2

∣∣∣ (6.16)

y tenemos
|a|2 = exp

[
−2k6

(
τ4 + 4τ2

)]
. (6.17)

Este resultado, Ec. (6.16), es gra�cado para k ≤ 1 en la Fig. (6.2). Así es posible ver cómo
cambia la concurrencia con el tiempo que la partícula evoluciona con el campo del SGE, dado
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Figura 6.2: Dependencia temporal de la concurrencia, Ec. (6.16), para la forma discreta del estado del

SGE de la Ec. (6.8), para k = 1, 0.5, 0.3, 0.2. La constante k =
√
2σ0

(
µcbm
2~2

) 1
3 , Ec. (4.82), captura los

parámetros experimentales. La dinámica de la concurrencia según la evolución en el SGE está de acuerdo
con la creación y saturación del enredamiento esperada del experimento, lo que es evidenciado por la
forma de las curvas. Para tiempos su�cientemente grandes se creará un estado máximamente enredado,
correspondiendo a la separación de los puntos de acumulación en la pantalla. Además, podemos ver en
detalle cómo la interacción con el aparato crea el enredamiento, distinguiendo tres regiones de�nidas
por la concavidad de las curvas: la creación, de�nida por la construcción acelerada de enredamiento, el
establecimiento, donde el incremento se ha estabilizado, y la saturación en el máximo, en donde es cada
vez más difícil acercarse al enredamiento máximo.

por τ , para valores de los parámetros experimentales correspondientes a k = 1, 0.5, 0.3, 0.2. En
la Fig. (6.3) se hace lo mismo para k ≥ 1, específciamente k = 1, 1.5, 2, 2.5. Ambos conjuntos
de curvas, pertenecientes a cada �gura, presentan comportamientos similares entre sí una vez que
escalamos a la ventana del tiempo de interés, lo que se evidencia en las formas de las curvas.

En la Fig. (6.2) se puede notar que para este intervalo de valores de k, la concurrencia presenta
tres regiones con comportamientos discernibles según el tiempo de interacción, τ . Cuando la partí-
cula solo ha podido interactuar con el campo un corto tiempo, correspondiendo a valores pequeños
de τ , tenemos que el enredamiento apenas se ha comenzado a crear, y la concurrencia incrementa
de una manera muy lenta con τ , siendo este incremento cada vez más rápido. De esta manera la
curva presenta una forma identi�cablemente convexa.

A continuación, acercándose a la mitad de la curva, se encuentra un punto de in�exión de la
concurrencia. En estos tiempos la creación de enredamiento en el SGE ya está bien establecida
y por un momento es aproximadamente constante, lo que se observa como una tendencia a la
linealidad en esta región intermedia. La duración de esta región es mayor conforme aumenta k, así
como se establece en tiempos más tempranos, considerando el escalamiento temporal de las curvas.

Finalmente, en la última región la concurrencia se satura en C = 1, el valor de enredamiento
máximo. Este comportamiento corresponde a un incremento en la concurrencia cada vez más lento,
que llega al máximo asintóticamente, siendo que en estos valores es cada vez más difícil aumentar
el enredamiento. El tiempo que el estado requiere para alcanzar la saturación disminuye con k,
así como la velocidad con la que se aproxima a este punto, correspondiendo a la inclinación de la
curva en esta última región. El comportamiento asintótico así como la concavidad en esta última
parte resalta en estas curvas y de�ne a la creación del enredamiento en el SGE.
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Figura 6.3: Dependencia temporal de la concurrencia, Ec. (6.16), como en la Fig. (6.2), para k ≥ 1. Se
consideran los valores k = 1, 1.5, 2, 2.5. Se puede llegar a conclusiones similares al caso de k ≤ 1. Sin
embargo, encontramos una diferencia importante en el comportamiento, ya que no existe el cambio de
concavidad que distingue a las primeras dos regiones. Esto lo analizaremos en detalle en la Sec. (6.2.3.1).

De esta manera, los resultados obtenidos están de acuerdo con las observaciones del enreda-
miento en el SGE. Comenzando con el estado separable inicial, la partícula mientras atraviesa el
SGE interactúa con el campo magnético inhomogéneo, lo que construye el enredamiento entre los
dos subsistemas, la posición y el espín de la partícula. Así, el enredamiento se crea según el tiempo
de interacción en el aparato. La famosa separación de los resultados de la medición de la pantalla en
dos regiones distinguibles, como en la Fig. (4.1), corresponde a un estado máximamente enredado.

Así mismo, la creación de enredamiento depende también de los parámetros experimentales,
de�nidos en conjunto por la constante k de acuerdo con sus efectos en la evolución del estado
en la Ec. (4.77). En particular, la velocidad global con la que se crea el enredamiento aumenta
con k, como se puede ver por ejemplo al comparar los tiempos de saturación correspondientes a
distintos valores de k. Un valor mayor para k corresponde, para partículas de la misma masa, a
una mayor anchura del paquete Gaussiano inicial, así como a una inhomogeneidad del campo más
fuerte. Esto último puede entenderse como la manifestación de la idea de que un campo magnético
más fuerte interactúa más intensamente con la partícula, acelerando el proceso con el que se crea
el enredamiento.

Este comportamiento es característico de la creación del enredamiento en el SGE para k ≤ 1,
y se seguirá discutiendo al analizar el resto de las medidas de enredamiento estudiadas en esta
tesis. Sin embargo, sigue presentándose cualitativamente en el régimen de k > 1, considerando las
condiciones de validez del modelo y la solución de la Ec. (4.77). Esto lo se analiza más adelante en
la Sec. (6.2.3.1).

6.2.2. La entropía de enredamiento

De la misma manera, es posible aplicar al estado discretizado del SGE, Ec. (6.8), cualquier
medida de enredamiento que cuanti�que al enredamiento discreto bipartita. A continuación se
analiza el enredamiento del SGE usando la entropía de enredamiento, lo que además permitirá
comparar estos resultados con aquellos del método de la traza parcial, Sec. (3.2.2), y por tanto,
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ambos métodos para la aplicación de medidas discretas.

La entropía de enredamiento se de�ne como la entropía de von Neumann sobre la matriz
densidad reducida de uno de los subsistemas, aquí A, Ecs. (2.6) y (2.7),

E = S(ρA) = −
d∑
i=1

λi lnλi, (6.18)

ρA = TrB(ρAB). (6.19)

Para el estado del SGE, Ec. (6.8), podemos escribir la matriz densidad como

ρ =
1

2


1 0 a∗ a∗−
0 0 0 0
a 0 a2 aa∗−
a− 0 a−a

∗ a2
−

 . (6.20)

Calculando la traza parcial sobre el subsistema de la posición con la base {|e1〉, |e2〉}, obtenemos
la matriz densidad reducida del subsistema de espín

ρS =
∑
j=+,−

〈ej |ρ|ej〉 =
1

2

(
1 a∗

a a2 + a2
−

)
. (6.21)

Sus eigenvalores son

λ1,2 =
1

2
(1± |a|) , (6.22)

con lo que se tiene la entropía de enredamiento de la Ec. (6.18) como

E = ln 2− 1

2
ln
(
1− |a|2

)
− |a|

2
ln

(
1 + |a|
1− |a|

)
. (6.23)

Gra�camos esta expresión con τ en las Figs. (Fig. (6.4),Fig. (6.5)), lo que nuevamente nos da el
comportamiento de esta medida de enredamiento con el tiempo de interacción de la partícula con
el campo del SGE. En la Fig. (6.4) gra�camos E para k ≤ 1, considerando k = 1, 0.5, 0.3, 0.2; y
en la Fig. (6.5) gra�camos para k ≥ 1, k = 1, 1.5, 2, 2.5.

El comportamiento que se aprecia de la entropía de enredamiento en estas grá�cas es muy simi-
lar a aquel descrito por la concurrencia. Por lo tanto, todas las conclusiones cualitativas obtenidas
en la Sec. (6.2.1) siguen aplicando al caso de la entropía de enredamiento, y de la misma manera,
la función E de la Ec. (6.23), describe una creación de enredamiento en el SGE consistente con
las observaciones del experimento. En estas curvas igualmente se pueden identi�car las regiones de
creación, establecimiento y saturación del enredamiento con el tiempo de interacción. Finalmente,
la velocidad de creación del enredamiento en este caso también aumenta con k, y las distintas
curvas mantienen a grandes rasgos la misma forma con un escalamiento adecuado según el tiempo
de saturación.

Para terminar el análisis del comportamiento de la entropía de enredamiento se discutirá el
resultado de Wootters [34, 35], donde se establece una relación entre la entropía de enredamiento
y la concurrencia, de manera que la una determina a la otra completamente. De acuerdo con

95



El Enredamiento Híbrido del SGE
6.2 Aplicación de medidas discretas

k=1

k=.5

k=.3

k=.2

0 2 4 6 8 10

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

Τ

E
�
l
n
@
2
D

Figura 6.4: Dependencia temporal de la entropía de enredamiento para la forma discreta del estado del
SGE, Ec. (6.23), para valores de k ≤ 1, k = 1, 0.5, 0.3, 0.2. Esta medida de enredamiento demuestra
para la creación de enredamiento en el SGE un comportamiento similar al evidenciado por la concurrencia.
Nuevamente podemos identi�car las mismas tres regiones de�nidas por la curvatura de las grá�cas, y por lo
tanto la velocidad de la creación del enredamiento en el SGE. Estas regiones son la creación, establecimiento

y saturación. De esta manera, este resultado está así mismo en línea con lo esperado de las observaciones
del SGE.
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Figura 6.5: Dependencia temporal de la entropía de enredamiento para la forma discreta del estado del
SGE, Ec. (6.23), en k ≥ 1, con k = 1, 1.5, 2, 2.5. El comportamiento que presenta es muy similar a aquel
que se tiene para k ≤ 1 en la Fig. (6.4). A diferencia de lo que ocurre con la concurrencia en la Fig. (6.3), el
cambio de comportamiento no es tan signi�cativo y no se pierden las dos primeras regiones. Este régimen
de k se analiza con detalle en la Sec. (6.2.3.1).
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Figura 6.6: La entropía de enredamiento como función de la concurrencia, de la Ec. (6.24), [34]. Las
diferencias entre las dos medidas apreciadas en las �guras Figs. (6.7), (6.8) y (6.11) se explican con esta
relación.

Wootters [34] se tiene a la entropía de enredamiento dada por

E(ψ) = E(C(ψ));

E(C) = h

(
1 +
√

1− C2

2

)
,

h(x) = −x log2(x)− (1− x) log2(1− x); (6.24)

donde C es la concurrencia del estado ψ. El resultado para la entropía de enredamiento, Ec. (6.23),
coincide exactamente con el dictado por esta Ec. (6.24), considerando la concurrencia que aparece
en la Ec. (6.16).

De esta manera, las diferencias apreciadas entre el enredamiento evidenciado por ambas medidas
en las Figs. (6.2) a (6.5), y que se analizan en detalle en la siguiente sección, son explicadas con
la relación anterior. La entropía de enredamiento en función de la concurrencia es gra�cada en
la Fig. (6.6), donde la línea punteada representa la igualdad entre las medidas. En esta �gura se
puede apreciar la diferencia entre las dos medidas; tal diferencia es mayor en tiempos intermedios,
cuando la creación de enredamiento se ha establecido y disminuye al acercarnos a la saturación.
Así mismo, se ve claramente a la concurrencia como cota superior de la entropía de enredamiento.
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Figura 6.7: Comparación de la dependencia temporal de la concurrencia y la entropía de enredamiento
para el estado discreto del SGE, Ecs. (6.16) y (6.23), para k ≤ 1, k = 1, 0.5, 0.3. A pesar de alcanzar la
saturación en el máximo de enredamiento a tiempos similares, la concurrencia siempre demuestra una mayor
cantidad de enredamiento para tiempos iguales. La diferencia entre las distintas regiones es más grande
para la entropía de enredamiento, lo que se puede observar de la concavidad en estas. Como consecuencia,
la entropía de enredamiento tiene una mayor separación respecto a la curva de la concurrencia en las
regiones correspondientes a tiempos tempranos.

6.2.3. Comparación de las medidas de enredamiento

Con esto, procedemos a comparar los resultados para la concurrencia, Ec. (6.16), y la entropía
de enredamiento, Ec. (6.23), del estado discretizado del SGE que se obtuvo en la Ec. (6.8). En la
Fig. (6.7) se consideran valores k ≤ 1, gra�cando la concurrencia y la entropía de enredamiento
para valores k = 1, 0.5, 0.3; en la Fig. (6.8) tomamos k ≥ 1, k = 1, 1.5, 2; y en la Fig. (6.9)
gra�camos ambas medidas para k = 40.

En todas las curvas se distinguen las distintas regiones presentadas al analizar la concurrencia.
Debido a las similitudes entre las curvas, es apropiado agrupar las curvas en pares con las grá�cas
de la concurrencia y la entropía de enredamiento para valores iguales de k, y compararlas entre sí.

Lo primero que se puede notar es que para valores iguales de k los tiempos de saturación de
la concurrencia y la entropía de enredamiento son muy cercanos. Sin embargo, la concurrencia es
consistentemente mayor, inclusive al llegar a la saturación. En tiempos de interacción pequeños
encontramos que muy pronto la concurrencia detecta un enredamiento importante, lo que signi�ca
un inicio en el régimen de creación con una creación de enredamiento con mayor aceleración. En la
región intermedia la entropía de enredamiento predice una creación considerablemente más rápida,
lo que la lleva a alcanzar a la concurrencia en la saturación.

Se aprecia que la entropía de enredamiento pasa más tiempo en la región de creación, y menos
tiempo en el segundo régimen, aunque esto no alcanza a evitar un retraso en la entrada a la satu-
ración. La creación de enredamiento en la región intermedia es más rápida, así como la saturación.
Sin embargo, la entropía de enredamiento es siempre menor que la concurrencia.

Por último, esta diferencia se cierra conforme k aumenta y el enredamiento se produce más
rápido, pero los comportamientos relativos de estas medidas siguen presentando características
similares.
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Figura 6.8: Comparación de la dependencia temporal de la concurrencia y la entropía de enredamiento
para el estado discreto del SGE, Ecs. (6.16) y (6.23), para k ≥ 1, k = 1, 1.5, 2. La forma general de estas
curvas y sus diferencias son cualitativamente similares a aquellas del caso k ≤ 1 en la Fig. (6.8).
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Figura 6.9: Comparación de la dependencia temporal de la concurrencia y la entropía de enredamiento
para el estado discreto del SGE, Ecs. (6.16) y (6.23), para k = 40. Ambas grá�cas presentan una forma y
relación entre ellas muy similares a las vistas en la Fig. (6.8).

6.2.3.1. El dominio k>1

En esta sección nos ocupamos de lo que ocurre en el régimen k > 1. Este es caracterizada por
las distintas condiciones al modelo, y por tanto, a los parámetros que aparecen en la evolución de
la Ec. (4.77). De esta manera, en la región de parámetros permitida, en este dominio se tiende
rápidamente a límites semiclásicos.

La condición k > 1 es equivalente a
√

2σ3
0µcbm > ~2. (6.25)

La localización del paquete de ondas determina la validez de la solución, con σ0 adecuadamente
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pequeño, por lo que los cambios en esta región están dominados por la interacción con el campo
magnético. Con los parámetros m y µc, que describen a las partículas, �jos, esto equivale al incre-
mento en b, la intensidad de la componente inhomogénea del campo magnético. De manera que la
Ec. (6.25) indica una tendencia al límite clásico en la energía conforme k > 1 aumenta.

Por otro lado, los resultados para ambas medidas de enredamiento dependen de las superpo-
siciones entre los estados continuos |ψ+〉 y |ψ−〉, y de esta manera por la integrabilidad de a,
Ec. (6.10), lo que lleva a la condición σ0 <

1
2
√

2(1+τ2)
, requiriendo nuevamente de un ancho del

paquete de ondas su�cientemente pequeño.
Sin embargo, el incremento de la parte inhomogénea del campo posee una cota inevitable,

proveniente de las condiciones sobre la parte en dirección x del campo magnético, requerida para
que el campo total sea arrotacional Sec. (4.1.3). En el caso cuántico, la componente inhomogénea
del campo en esta dirección se puede ignorar debido a que la precesión del momento magnético es
rápida alrededor del eje x, lo que lleva a que el promedio temporal de la fuerza en esta dirección
sea cero; se ha encontrado que la condición necesaria para que esta componente no sea relevante
se reduce a B � bσ0 [407, 409, 410]. Con esto podemos caracterizar la contribución del campo en
esta región por

√
2µcm

B3

b2
�
√

2σ3
0µcbm > ~2. (6.26)

De esta manera, la modelación de la interacción con el hamiltoniano de la Ec. (4.25) es cada vez
menos clara según incrementa k.

Estas condiciones permiten aún así explorar un área importante de esta región sin aproximarnos
al límite semiclásico. Es de interés particularmente el caso de k ≈ 1.

Se puede notar de las Figs. (6.8) y (6.9) que para valores grandes de k el comportamiento
de ambas medidas no cambia signi�cativamente, más que en escala temporal, como previamente
se ha discutido. Para estos valores de k se mantiene una creación de enredamiento cada vez más
rápida según aumenta k, prontamente obteniendo enredamiento máximo desde el momento que la
partícula interactúa con el campo.

Sin embargo, alrededor de k = 1 el comportamiento de estas medidas presenta cambios impor-
tantes que podemos apreciar en las �guras. A partir de este punto el aplanamiento que sufren las
curvas con incrementos en k es mucho más relevante. Comparando las grá�cas para k = .3 en la
Fig. (6.7) y k = 1 en la Fig. (6.8), a pesar de estar escaladas similarmente, se ve una gran diferencia
en la concavidad de las curvas. Este efecto está presente también en las curvas para k < 1, como se
observa al comparar las Figs. (6.2), (6.4) y (6.7); aún así todas estas curvas presentan una forma
muy similar cuando se escalan los ejes apropiadamente, y no hay un cambio signi�cativo en el com-
portamiento que describen. Por otro lado, al pasar a la región de k > 1, todas las curvas presentan
un aplanamiento importante, que se puede apreciar en la Fig. (6.8), considerando el escalamiento
necesario, mientras que nuevamente mantienen una forma muy similar entre sí.

En el caso de la concurrencia, tenemos que en k ≈ .93 se pierde la concavidad de la primera
parte de la curva, e inclusive ya no se tiene un cambio de concavidad, perdiéndose también el
punto de in�exión. Con esto ya no podemos distinguir entre los primeros dos régimenes discutidos
anteriormente. La concurrencia tiene adicionalmente un comportamiento signi�cativamente lineal
antes de que tienda a la saturación, como se observa en la Fig. (6.10), donde aparece la curva de la
concurrencia para k = 1.5 y su curvatura. En este caso el enredamiento experimenta una creación
tan rápida en tiempos pequeños que se puede decir que se tiende a la saturación desde el inicio.
Aún así se distinguen dos regiones, la creación del enredamiento, y la saturación, diferenciadas por
la velocidad en que se crea el enredamiento y evidenciadas por la curvatura al �nal de las curvas.

Tratándose de la entropía de enredamiento no se pierde la concavidad de las distintas regiones,
tampoco se pierde la in�exión, mas la región media se ve incrementada en duración mientras que
la primera disminuye considerablemente. Como consecuencia, la curva en su totalidad tiene un
comportamiento notoriamente lineal también en este caso. Esto lo podemos ver en la Fig. (6.11)
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Figura 6.10: Curvatura absoluta, |K|, de la concurrencia para k = 1.5 con el tiempo de interacción τ ,
comparada con la concurrencia, C. Se hace evidente el cambio en el comportamiento en las regiones
anteriores a la saturación, donde la concurrencia tiene un comportamiento lineal constante. La curvatura
no muestra ningún cambio de signo, signi�cando la pérdida del punto de in�exión que denota el paso de
la creación a la saturación del enredamiento.
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Figura 6.11: Curvatura absoluta de la entropía de enredamiento, |KFigE|, para k = 2 con el tiempo de
interacción τ , comparada con la entropía de enredamiento y la concurrencia. En este caso el aplanamiento
que sufren las curvas no llega a eliminar su concavidad.

donde se gra�can ambas medidas para k = 2 junto con la curvatura absoluta de la entropía
de enredamiento. La primera rama de la curvatura presenta un signo negativo, correspondiente
a la convexidad de la grá�ca en esta primera región, lo cual no se puede apreciar directamente
al considerar únicamente la curvatura absoluta. La forma de la entropía de enredamiento en la
Fig. (6.6) y su relación con la concurrencia en la Ec. (6.24) hacen imposible el cambio en concavidad
frente al aplanamiento de la concurrencia.
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6.3. La traza parcial del Experimento de Stern-Gerlach

Debido a la di�cultad de caracterizar el enredamiento en sistemas híbridos, un acercamiento
natural es aquel permitido por la traza parcial, en el que la idea es la de trazar las partes com-
plicadas del sistema y reducirlo a uno que se pueda manejar con herramientas conocidas. Así,
podemos en principio reducir, por ejemplo, las componentes continuas y trabajar únicamente con
los subsistemas discretos cuando nos proponemos cuanti�car el enredamiento.

Ya que estamos tratando con un sistema bipartita, requerimos de una medida de enredamiento
que contenga en su cálculo la traza parcial, debido a que no se puede calcular directamente el
enredamiento de un sistema no compuesto (equivalentemente, de un solo grado de libertad).

La entropía de enredamiento, Sec. (2.3.1), mide el enredamiento como la cantidad de informa-
ción existente compartida entre dos sistemas. Esta es de�nida como la entropía de von Neumann
de los subsistemas reducidos con la traza parcial. En sistemas bipartitos discretos, para los que fue
de�nida esta medida, la entropía de enredamiento es independiente del sistema reducido para el
cual se calcula. La entropía de von Neumann es una generalización de la entropía de Shannon al
caso cuántico. La entropía de enredamiento del estado ρ es

E(ρ) = S (ρA) = −Tr [ρA log ρA] (6.27)

para el estado reducido ρA

ρA = TrB ρ. (6.28)

La naturaleza de la entropía de enredamiento nos indica que debemos conservar con la parte
discreta de nuestro sistema híbrido al tomar la traza parcial, Sec. (3.2.2).

Este método fue llevado a cabo por [52] para el SGE con una evolución semiclásica, Sec. (4.1.4.1).
Este resultado se revisará antes de aplicar este procedimiento a la evolución cuántica del SGE
en la Sec. (6.3.1). Sin embargo, el estado �nal reportado en esta referencia se puede llevar a la
forma del estado encontrado en el Capítulo 4, Ec. (4.77), reemplazando los parámetros semiclásicos

adimensionales temporal, T = ~a2t
m , y de interacción, K = 1

a

[
m2ac

2~

]1/3
, de�nidos como en [52], por

aquellos de la evolución cuántica, τ = ~t
2σ2

0m
y k =

√
2σ0

(
µcbm
2~2

)1/3

de la Ec. (6.7). Por lo tanto,

los resultados referentes a la entropía de enredamiento en el SGE de [52] son aplicables a nuestro
estudio del enredamiento en el SGE cuántico.

En [52] se estudia el comportamiento temporal de la entropía de enredamiento, así como su
dependencia con el parámetro K, que contiene los parámetros del aparato del SGE en la evolución
semiclásica. Nos referimos a este resultado como ER(Ψ), que depende de T y K.

ER (Ψ) = −
∑
i

Λi ln Λi; (6.29)

con los eigenvalores de la matriz densidad Λi,

Λ1,2 =
1

2
±
∣∣∣∣∫ ψ∗+ψ− d z

∣∣∣∣ =
1

2
± exp η (T) , (6.30)

η (T) = −K6T2
(
4 + T2

)
. (6.31)

En la Fig. (6.12) reproducimos el resultado de [52], para ER de las Ecs. (6.29) a (6.31). Podemos
ver la creación de enredamiento en el SGE y la posibilidad de obtener un estado máximamente
enredado.

Analizando esta grá�ca tenemos que el enredamiento se construye según transcurre el tiempo
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Figura 6.12: Reproducimos el resultado de [52] para la entropía de enredamiento del SGE, ER, Fig. (6.12),
para los parámetros semiclásicos K, T de [52]. Esta función presenta las mismas características que el
resultado encontrado en Sec. (6.2.2), a pesar de ser obtenido para una evolución semiclásica de los paquetes
de onda del SGE.

de interacción con el campo magnético, y lo hace más lentamente acercándose a la saturación,
donde alcanza el valor máximo para la entropía de enredamiento de ln 2. Este incremento es más
rápido mientras aumenta K, lo que corresponde a una inhomogeneidad más fuerte o a un mayor
ancho del paquete de onda.

Finalmente, notamos que el resulado de la Ec. (6.31) para la entropía de enredamiento es
el mismo que aquel que obtenemos en la Ec. (6.23), una vez cambiamos los parámetros de la
evolución semiclásica K, T, por los que aparecen en la evolución cuántica del SGE, Ec. (4.77), k
y τ , Ec. (4.82). De esta manera podemos ver como estos dos métodos cuanti�can apropiadamente
el enredamiento híbrido.

Esta conclusión la veremos desde otro ángulo en la Sec. (6.3.1) donde a continuación usaremos
este método con nuestra descripción completamente cuántica del SGE, aplicando la técnica descrita
en [52] al estado evolucionado del SGE, Ec. (4.77).

6.3.1. Aplicación al SGE cuántico

Al tomar la traza parcial sobre el subsistema continuo se puede calcular la entropía de von
Neumann sobre la matriz densidad reducida de la manera usual. Particularmente, la aplicación de
la traza parcial es de interés al permitirnos trabajar con una parte del sistema, potencialemente
únicamente discreta o continua, simpli�cando la descripción de los estados híbridos.

En esta sección aplicaremos la entropía de enredamiento directamente sobre el estado híbrido
del SGE de la Ec. (4.77), calculando en primer lugar la matriz densidad reducida que describe
al subsistema discreto, y posteriormente obteniendo la entropía de enredamiento sobre esta. Es
necesario en este caso calcular esta reducción en primer lugar debido a la naturaleza de la entropía
de enredamiento como una medida discreta. Este método di�ere de como obtuvimos el resultado
de la entropía de enredamiento en la Sec. (6.2.2), ya que en este caso trabajamos con un estado
propiamente discreto. Sin embargo veremos que estos resultados son compatibles.

Si trazamos el operador densidad del sistema del SGE usando una base del subsistema continuo,
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en este caso los eigenestados del operador de posición, |~r〉, tendremos la siguiente integral [52],

ρ(s) =

∫ ∞
−∞
〈~r|ρ|~r〉d~r. (6.32)

Considerando únicamente la dependencia en z del estado evolucionado del SGE de la Ec. (6.5),
obtenemos la matriz densidad reducida para el subsistema de espín trazando sobre la posición en
z como sigue:

ρ(s) = Trz|ψ〉〈ψ| =
∫ ∞
−∞
〈z|ψ〉〈ψ|z〉d z. (6.33)

En nuestro sistema podemos dividir la matriz densidad resultante del sistema de espín de dos
niveles en sus cuatro componentes al tomar el producto interno con los eigenestados de espín [52],

ρ
(s)
i,j = 〈i|ρ(s)|j〉 =

1

2

∫ ∞
−∞
〈z|ψi〉〈ψj |z〉d z =

∫ ∞
−∞

ψ∗i (z, t)ψj (z, t) d z. (6.34)

donde i, j = +,−, y ψ± son los de la Ec. (4.80). En particular,

ρ
(S)
+− =

∫ ∞
−∞

ψ∗+(z)ψ−(z)dz = a. (6.35)

Esto nos permite escribir explícitamente la matriz densidad reducida

ρ(s) =

(
1
2

∫
1
2ψ+ψ

∗
− d z∫

1
2ψ
∗
+ψ− d z 1

2

)
=

1

2

(
1 a∗

a 1

)
(6.36)

La matriz de la primera igualdad corresponde con la reportada en [52], mientras que el término
de la derecha es idénticamente igual a aquella matriz de la Ec. (6.21) para el estado discreto del
SGE, con los eigenvalores de la Ec. (6.22);

E = ln 2− 1

2
ln
(
1− |a|2

)
− |a|

2
ln

(
1 + |a|
1− |a|

)
. (6.37)

Así se obtiene la entropía de enredamiento como la de la Ec. (6.23), y más aún se trasladan al caso
presente todas las conclusiones derivadas de esta en la Sec. (6.2).

Esta aplicación de la entropía de enredamiento, una medida discreta, al enredamiento híbrido
del SGE, resulta completamente equivalente a la realizada mediante la discretización del estado de
la Sec. (6.2.2). Esto permite asentar la validez de este método, y como consecuencia considerar a
la traza parcial como una herramienta útil en la descripción del enredamiento híbrido.

6.3.2. Cuanti�cación del enredamiento usando el vector de Bloch

El vector de Bloch de un subsistema se puede usar para determinar el enredamiento en un
sistema discreto bipartita. El método de la traza parcial nos permite encontrar la matriz densidad
reducida del subsistema de espín, como en la Ec. (6.36), con lo que se obtiene su vector de Bloch
como sigue

~r = (Re(a), Im(a), 0) ; (6.38)

ri = 〈σi〉 = Tr(ρ(S)σi), (6.39)

ρ(S) =
1

2
I +

1

2
(a∗ + a)σx + i

1

2
(a∗ − a)σy. (6.40)
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Figura 6.13: Dependencia temporal del parámetro a = 〈ψ+|ψ−〉, Ec. (6.10); se muestra su valor absoluto.
a decae asintóticamente con el tiempo de interacción τ para un valor determinado de k, aquí k = 0.5.

0.2 0.4 0.6 0.8 1
r0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

E

Figura 6.14: La entropía en términos de la norma del vector de Bloch, Ec. (6.42).

En el caso de sistemas discretos bipartitas, estos presentan un enredamiento máximo cuando el
vector de Bloch de los subsistemas reducidos es idénticamente cero, es decir, cuando los estados de
los subsistemas son máximamente mixtos [442�444]. De esta manera, el método de la traza parcial
nos permite trasladar el uso de este método al caso de enredamiento híbrido. Para el SGE, el
vector de Bloch del subsistema reducido de espín es nulo cuando |a| = 0, debido al comportamiento
oscilatorio de la otra componente en Re(a) e Im(a), Ec. (6.10),

a = exp

[
i2
√

2k3τ
B0

σ0b

]
exp

[
−k6(τ4 + tτ2)

]
. (6.41)

Ahora, a→ 0 según τ y k incrementan, Fig. (6.13); de esta manera, el enredamiento existente en
el estado híbrido del SGE de la Ec. (6.5) tiende al enredamiento máximo con un mayor tiempo de
interacción τ , Fig. (6.13).

El vector de Bloch cuanti�ca el enredamiento de una manera equivalente a la entropía de
enredamiento. La entropía de enredamiento, de�nida según la Ec. (6.27), se puede escribir en
términos de la norma del vector de Bloch [442, 445], |~r| ≡ r:

E = −1 + r

2
log2

1 + r

2
− 1− r

2
log2

1− r
2

, (6.42)

según la Fig. (6.14). Con esto, el enredamiento del estado híbrido del SGE depende nuevamente
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de una manera directa de |a|, como se tiene en la Ec. (6.37).
Con esto podemos decir que el enredamiento del estado del SGE se puede ligar a la medición

de las componentes espaciales de espín, siendo las matrices de Pauli observables del subsistema
de espín. En particular, ri = 〈σi〉, de manera que la existencia de enredamiento máximo se puede
concluir de obtener un resultado nulo para la medición del espín en dirección x, o, equivalente-
mente en dirección y. Nuevamente, en el caso del SGE estos resultados se obtienen de una manera
asintótica, dependiendo de la superposición entre los estados continuos, a = 〈ψ+|ψ−〉, Ec. (6.10);
cuando existe una separación en los puntos de acumulación y la superposición de las funciones
Gaussianas en z respectivas es mínima, como se explora en la Sec. (4.2.2), la probabilidad de hallar
〈σx〉 = 0 es considerable.

6.4. Resultados

La forma discreta efectiva del estado evolucionado del SGE, obtenida a partir del resultado de
[1, 2] con el método de discretización de [51], permite estudiar el enredamiento híbrido presente en
el resultado del experimento, Ec. (4.77), usando medidas de enredamiento discretas. Se calcularon
la concurrencia y la entropía de enredamiento para la evolución del SGE.

Con estos resultados se comparó la creación de enredamiento, manifestada en el comportamiento
de ambas medidas, con la interacción entre la partícula y el aparato, que tiene por consecuencia
la evolución que se hace presente en este estado. La fuerza de la interacción se puede caracterizar
en nuestro modelo capturada por el parámetro k, Ec. (4.82). A pesar de que ambas medidas
consideradas presentan un comportamiento consistente con lo que se espera de las observaciones
del SGE, podemos notar diferencias en la manera en que el experimento genera enredamiento en
tres regiones distinguibles: la creación de enredamiento, el establecimiento del enredamiento y la
saturación en el enredamiento máximo. Particularmente, con un mismo valor de k la concurrencia es
más grande que la entropía de enredamiento para cualquier tiempo de interacción. Ambas medidas
alcanzan la saturación a tiempos similares.

Se analizó el comportamiento de ambas medidas en la región k ≥ 1, en la que se tiende a los
límites de aplicación de la evolución obtenida para el SGE, así como nos aproximamos rápidamente
a un límite semiclásico. Sin embargo, para valores relativamente pequeños, alrededor de k = 1, el
comportamiento de la concurrencia presenta una in�exión importante. La consecuencia más notable
de esta in�exión es la incapacidad de distinguir un primer régimen de creación del comportamiento
característico del régimen intermedio. Esta transformación fue discutida en detalle y comparado
con el cambio que experimenta la entropía de enredamiento. Esta última a pesar de presentar un
comportamiento distintivo en este rango, no cambia la naturaleza de la creación de enredamiento
que predice.

Se calculó la entropía de enredamiento del estado evolucionado del SGE, Ec. (4.77), mediante
la traza parcial sobre el subsistema de la posición, según propone [52]. Comparando el resultado
obtenido con aquel de la entropía de enredamiento para la forma discreta del estado encontramos
que estos son idénticamente iguales, concluyendo que para este tipo de estados híbridos ambos
métodos son completamente equivalentes.

6.5. Conclusiones

Las correlaciones en los resultados del SGE entre la posición y el espín son las responsables de
la separación observada. El SGE presenta importantes características cuánticas, y, junto con su
tratamiento del espín, el enredamiento cuántico existente en su resultado es la más prominente.

Gracias a la evolución cuántica del SGE que se presentó en el Capítulo 4, sabemos que es
el enredamiento cuántico el responsale de la separación observada en la pantalla. Sin embargo, el
estado evolucionado del SGE se distingue por su inclusión de variables continuas y discretas. Por lo
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tanto, este estado presenta enredamiento híbrdio. Debido a esto, la cuanti�cación del enredamiento
en el SGE es particularmente compleja.

En el caso de la evolución de un estado puro, que se describe aquí, la forma simple del esta-
do resultante permite manejar el enredamiento híbrido encontrado. En particular, permite usar
las herramientas desarrolladas para el análisis del enredamiento cuántico que han sido las mejor
establecidas y estudiadas, aquellas que tratan con sistemas discretos bipartitas.

En este capítulo se aplican tales medidas de enredamiento a la evolución del SGE. Se usa en
primer lugar la propuesta de Kreis y van Loock [51] para la descripción del estado híbrido en un
espacio reducido, efectivamente discreto. Con esto se aplica sobre el estado efectivo del SGE la
concurrencia y la entropía de enredamiento. Por otro lado, se realiza una aplicación directa de la
entropía de enredamiento, la que, al trazar sobre el espacio continuo, permite estudiar el enreda-
miento como en la manera usual sobre sistemas discretos con esta medida. Esta segunda aplicación
de la entropía de enredamiento nos permite proponer el uso de la traza parcial como herramien-
ta para tratar el enredamiento en sistemas híbridos con la aplicación conveniente de medidas de
enredamiento existentes, continuas o discretas, sobre el estado reducido que se encuentra.

Ambos resultados obtenidos para la entropía de enredamiento coinciden exactamente de una
manera analítica, lo que asienta la validez de ambos procedimientos, permitiendo una caracteriza-
ción completa del enredamiento en un sistema híbrido.

Con estas medidas de enredamiento analizamos la dinámica del enredamiento en el SGE, ca-
racterizando exitosamente el establecimiento del enredamiento en este importante experimento.
De este resultado podemos asegurar que la creación del enredamiento en el SGE se debe a la in-
teracción de la partícula con el campo magnético, dependiendo directamente de la intensidad de
esta, la cual está dada por la inhomogeneidad del campo magnético y el momento magnético de la
partícula, así como también dependiendo del tiempo de interacción.

Reconocemos tres etapas en la creación del enredamiento en el SGE, distinguidas por la can-
tidad de enredamiento presente y la velocidad a la que se continúa creando el enredamiento. Es
importante notar así mismo que el enredamiento en el SGE se satura con un tiempo de interacción
su�ciente en el máximo posible para un sistema discreto bipartita de dos niveles. En tiempos para
los que el comienzo de la interacción es reciente, el enredamiento incrementa lentamente. Es en
tiempos de interacción intermedios que la creación del enredamiento ha tomado velocidad y se
establece momentáneamente en una taza constante, antes de volverse a lenti�car al tender a la
saturación. La congruencia de la creación de enredamiento y la dependencia de ésta en la evolución
del estado encontrado con los resultados esperados y observados del SGE demuestran la validez y
utilidad de los dos métodos discutidos.

Analizamos además el límite semiclásico de nuestra caracterización del enredamiento en el
SGE, determinando la aplicabilidad y el comportamiento de las medidas discretas en el rango de
los parámetros en los que se aproxima al límite la descripción de la evolución del SGE. Al dirigir la
atención al régimen de intensidades de interacción altas se puede observar que el comportamiento
de la concurrencia señala a la desaparición del primer régimen, que corresponde a la creación
lenta y acelerada de enredamiento en tiempos pequeños, a favor de una creación constante del
enredamiento, antes de aproximarse a la saturación.

La caracterización del enredamiento del SGE ayuda a asentar a este experimento como un
método de generación de enredamiento híbrido, así ampliando su posible utilidad en el campo
de la información cuántica. Lo mismo puede ocurrir para otros sistemas que pueden ser descritos
similarmente al SGE, como son los estados gato de Schrödinger híbridos, así como el caso básico de
qubit-modo, revisado en la Sec. (3.1). Más aún, las expresiones encontradas en este capítulo pueden
aplicarse directamente a cualquier sistema híbrido de dos niveles, una vez que las expresiones
particulares para los coe�cientes del estado de dos-qubits, Sec. (6.1.2), y los estados continuos,
Sec. (6.3), se han considerado en la Ec. (6.5) inicial.
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En esta tesis se ha cuanti�cado exitosamente el enredamiento híbrido del estado evolucionado
del SGE usando medidas de enredamiento discretas ya existentes. Se consideraron dos métodos
distintos para reducir el estado híbrido a una forma discreta, que se probaron equivalentes para el
estudio del enredamiento en el SGE.

En el primer método se obtuvo explícitamente un estado bipartita discreto enredado equivalente
al estado híbrido del SGE, a partir de una descripción del subsistema continuo en un subespacio
�nito del espacio continuo completo in�nito. Este subespacio es generado por los dos estados
continuos relevantes que forman al estado del SGE. La equivalencia en el enredamiento de estos dos
estados permite extraer conclusiones sobre el enredamiento híbrido del SGE aplicando herramientas
discretas. Usando este método se obtuvieron expresiones para la concurrencia y la entropía de
enredamiento.

El segundo método consiste en el uso de la traza parcial para reducir la descripción del estado
a sólo aquella del estado discreto. La información de la interacción se mantiene con esta reducción,
como se hace patente en la composición de la entropía de enredamiento por la traza parcial y la
entropía de von Neumann. En el caso de estados híbridos bipartitas, sólo la entropía de enreda-
miento se puede aplicar con este método, como se realizó para el estado del SGE. Sin embargo,
podemos conjeturar que en sistemas híbridos multipartitas la traza parcial permita la aplicación
de otras medidas de enredamiento discretas, e inclusive continuas.

La comparación de los resultados obtenidos indica que, en el caso de estados híbridos bipartitas
de baja dimensionalidad, en los que es posible usar la entropía de enredamiento, ambos métodos
de discretización de las medidas híbridas son completamente equivalentes, y caracterizan correcta-
mente el enredamiento híbrido.

Las medidas aplicadas, particularmente la entropía de enredamiento, caracterizan completa-
mente el enredamiento del estado evolucionado del SGE. Podemos observar de esta manera la
generación de enredamiento en el SGE. Es de singular importancia el que con este análisis pode-
mos concluir que un mayor tiempo en el aparato de Stern-Gerlach, y por tanto, mayor tiempo para
interactuar con el campo magnético, lleva a un mayor enredamiento en el estado de la partícu-
la. Se identi�can tiempos de interacción prominentes, correspondientes al grado de enredamiento
del estado resultante. Es así que podemos comenzar a apreciar la naturaleza de la creación de
enredamiento en el SGE y el establecimiento de las correlaciones que distinguen a los resulta-
dos del experimento. La diferencia observada entre la descripción que hacen del enredamiento del
SGE la entropía de enredamiento y la concurrencia pueden permitir comparaciones experimentales
referentes a las distintas propiedades de enredamiento que detectan las diferentes medidas.

Complementando el análisis de las propiedades cuánticas del SGE, estudiamos las características
no clásicas de las correlaciones presentes en el estado evolucionado. Tales correlaciones son sinónimo
del efecto de Stern-Gerlach, dictando la perfecta separación del haz de acuerdo al espín de las
partículas al realizarse una medición de la posición en la pantalla del experimento. El SGE es un
experimento mani�estamente cuántico, lo que es evidente de la naturaleza de tales correlaciones,
las cuales corresponden con la presencia de no localidad en el estado evolucionado. Se propone
aquí una función de correlación que es capaz de cuanti�car las correlaciones en el estado híbrido
compuesto por la posición y el espín. Esta función nos permite analizar las características de las
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correlaciones, considerando la dependencia de estas respecto a los parámetros experimentales y la
medición en el espacio de variables. Así además es posible observar la no localidad del SGE como
una violación del teorema de Bell por parte de esta función de correllación.

El estado que describe la evolución de una partícula sujeta al potencial del campo magnético
del SGE, que se usó para analizar las propiedades no clásicas del SGE y su enredamiento híbrido, se
obtuvo en esta tesis mediante el método del operador de evolución. Para obtener la evolución que
actúa sobre el estado de la partícula factorizamos el operador de evolución que surge de la descrip-
ción de la evolución cuántica dictada por la ecuación de Schrödinger. El estado evolucionado de un
estado puro inicial es en este caso puro también y presenta claramente no-separabilidad entre las
variables continua, de posición, y discreta, de espín. El estado obtenido demuestra excelentemente
las propiedades del SGE, en particular haciendo evidentes sus reconocidas correlaciones, lo que
notamos al analizar la distribución de probabilidad del estado.

Con este trabajo, se ha caracterizado completamente el enredamiento híbrido presente en el
experimento de Stern-Gerlach, el cual es un ejemplo experimental de la generación de enredamiento
híbrido. Usando el SGE podemos comparar tanto la aplicación de medidas discretas para el estudio
del enredamiento híbrido, como el uso de medidas de enredamiento existentes y la necesidad de
encontrar nuevas medidas híbridas. Así mismo, se ha explorado la relación entre el enredamiento y
las propiedades no clásicas de sistemas compuestos híbridos. De esta manera podemos comprender
mucho mejor la naturaleza del enredamiento entre variables continuas y discretas, lo que a la vez
permite mejorar las aplicaciones de este tipo de estados y a�nar el uso del enredamiento híbrido
como recurso.
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