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PREFACIO

Este trabajo se compone principalmente de dos partes. En la primera de ellas hablamos
de la representacion del conjunto factible primario en programacion lineal semi-infinita, la
cual tiene que ver con la propiedad que tiene todo conjunto convexo y cerrado para ser
representado por medio de un sistema de desigualdades lineales con coeficientes continuos.
En la segunda parte abordamos el tema de la estabilidad en el problema dual, en donde
buscamos condiciones para que el problema permanezca soluble cuando este es modificado
con pequefias perturbaciones en todos sus datos. Ambos temas, aunque relacionados por
pertenecer a la programacion lineal semi-infinita, se separan por referirse, el primero, al
conjunto factible del problema primario, y el segundo, al conjunto de soluciones del
problema dual. Cuando el conjunto factible del problema primario tiene una representacion
polinomial o al menos analitica tenemos que nuestro problema pertenece al caso continuo,
donde, si este es soluble y estable, también tiene solucién dual, ver [27]. En la parte dos
consideramos el caso més general; sin condiciones sobre las funciones coeficientes y sin una
estructura topoldgica sobre el conjunto de indices. Los dos temas son muy interesantes y me
parece que con este trabajo hacemos aportaciones muy importantes; en el primero de los
temas, por ejemplo, damos condiciones suficientes para que un conjunto convexo y cerrado
admita representacion suave, es decir, no s6lo buscamos que los coeficientes sean continuos,
sino analiticos o, atin més, polinomiales, y , cuando la representacion es polinomial, tenemos
los elementos ahora para determinar el grado minimo de tal representacion, tales resultados
constituyen el articulo [15] de préxima aparicién. La parte dos estd constituida por los
Capitulos 2 y 3. En el Capitulo 2 presentamos resultados sobre la continuidad del mapeo
optimal dual, especificamente, sobre la semicontinuidad inferior y la acotacién uniforme de
este mapeo. En el Capitulo 3 no hemos podido encontrar las condiciones para que el
problema dual sea estable en el sentido soluble, pero a cambio de esto, encontramos que en
el conjunto de problemas primarios estables solubles, existe un subconjunto donde el
conjunto de problemas duales solubles, es denso, y finalmente, damos un ejemplo con el cual
queda clara una particion del conjunto de problemas primarios solubles. Los resultados del
ultimo capitulo han sido enviados para su publicacién, ver [20].

Creemos que todavia hay mucho por hacer en las dos direcciones, especialmente en la
segunda, donde queda pendiente la caracterizacién del interior del conjunto de problemas
duales solubles. Una de las dificultades para conseguir esta caracterizacién es que hemos
trabajado con el espacio de sucesiones finitas generalizadas, el cual no es completo con las
tres normas mds usuales. Definir una topologia con la cual el espacio de sucesiones finitas
generalizadas sea completo parece ser el camino a seguir para la caracterizacion del interior
del conjunto de problemas duales solubles.
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CAPITULO I:
Representaciones del Conjunto Factible

1.1 INTRODUCCION

En este capitulo presento resultados recientes sobre la representacion analitica y polinomial de
conjuntos convexos y cerrados en el plano. En un trabajo previo, ver [19], presenté algunos
conjuntos convexos y cerrados en el plano que admiten una representacién polinomial, y el ejemplo
de un conjunto en el plano que admite una representacion analitica pero no una polinomial, con lo
cual se demuestra que este tipo de conjuntos no forman una misma clase, ver [16]. Inicio este
capitulo con un resumen acerca de los sistemas de desigualdades lineales semi-infinitos, donde
resalto aquellos que tienen coeficientes analiticos o polinomiales, resumiré lo que se conoce hasta
ahora acerca de la representabilidad de conjuntos convexos y cerrados mediante este tipo de sistemas
de desigualdades, y finalmente, presento los siguientes resultados, los cuales serdn publicados en
[15]: 1a representacién polinomial de grado minimo para poliedros en R”, una condicién suficiente
para que un conjunto convexo y cerrado en R” admita una representacion analitica o polinomial, la
definiciéon de una familia de conjuntos convexos y cerrados en el plano que admiten una
representacion polinomial, y, ademds, el grado minimo de dicha representacion. Para caracterizar a
aquellos conjuntos que admiten una representacion analitica, Jaume en [21] y Puente en [24],
obtuvieron condiciones necesarias restrictivas, pero el problema en general, contintia abierto. Las
primeras aportaciones en esta direccion fueron reportadas por Goberna, M.A., Lopez, M.A, y

Todorov, M.I. en [11], donde demostraron que todo poliedro convexo admite una representacion



polinomial, mientras que las bolas cerradas en R” admiten una representacion analitica si y sélo si
n < 2. También dieron ejemplos de conjuntos convexos y cerrados en el plano que no admiten
representacion analitica. Este trabajo complementa los anteriores, al generalizar algunos resultados y
al proporcionar el grado minimo de una representacidén polinomial, tanto para conjuntos poliedros

como no poliedros.

La notacidn necesaria para este capitulo es: el elemento nulo, la bola unitaria cerrada y la esfera
unitaria en R” serdn denotados por 0, Bn y S, respectivamente. Dado un conjunto X < R”,
X # 0, denotaremos por span X, cone X, bd X, e int X, al subespacio lineal generado por X, la
envoltura cénica convexa de X, la frontera de X, y el interior de X, respectivamente; rint X, denota el
interior relativo de X, la dimensién de un conjunto convexo serd dimX, y su cono de recesion 0*X.
Dada una funcién convexa f : R” - R denotaremos por dom f a su dominio efectivo, por epif su
epigrafo y por df(x) el subdiferencial de f en x € R”, para las definiciones de estos conceptos se
puede ver, por ejemplo, [22]. El simbolo R[x], lo usaremos para denotar al espacio lineal de los
polinomios con coeficientes reales; dado un polinomio no cero p € R[x], denotaremos por degp al

grado de p, y definimos deg( = —oo.



1.2 SISTEMAS DE DESIGUALDADES LINEALES
SEMI-INFINITOS

Definicion 1.2.1. Un sistema de desigualdades o = {a;x > by, t € T}, donde T es un conjunto
arbitrario posiblemente infinito, by = b(t) € R y a; = a(t) = (al(t),...,an(t))/ e R estdn
definidos para todo t € T, es llamado lineal semi-infinito. El sistema o es continuo si T es un
espacio de Hausdorff compacto y todos los coeficientes ai(.),...,an(.) y b(.) son funciones

continuas sobre T.

Estos sistemas surgen de manera natural como restricciones en problemas de programacion lineal
semi-infinita (PLSI), los cuales son problemas de optimizacién con funcién objetivo y restricciones
lineales, con la caracteristica adicional de que el niimero de restricciones puede ser infinito. Este tipo

de problemas pueden formularse en R” como

(P) inf c'x
s.a.  amx > by, teT.
donde c e R, T es un conjunto de indices, posiblemente infinito,

ar = a(t) = (a1(),...,an(®)) € R", yb; = b(r) € R.

Una variedad de problemas donde se aplica PLSI y donde el sistema de restricciones es continuo
pueden conocerse en los capitulos 1 y 2 de [12]. La importancia de los sistemas continuos en esta
drea se debe también a los algoritmos propuestos para su solucién, la propiedad de continuidad es
fundamental para garantizar la convergencia en los algoritmos de discretizacion. El ejemplo 1.2.1, es

un problema de optimizacion en el campo de la aproximacion funcional con sistema de restricciones



continuo.

Ejemplo 1.2.1 Sean {f,v{,...,vn} < C(T), con T un intervalo compacto de R dado. La funcién

n
D" x;v; es la mejor Ly aproximacion por arriba de f en T, por medio de combinaciones lineales de
{V1,...,vn}, siy solosi, x € R" es la solucién 6ptima de

P) Min ¢'x
sa > vix; = f(),teT,

i=1

donde ¢; = ij,»(z)dz, i=1,...,n.

Definicion 1.2.2. El conjunto factible F del sistema ¢ = {a;x > bs, t € T}, es el conjunto de

vectores en R" que satisfacen todas las desigualdades del sistema o :
F={xeR"|ax>b,teT.

El conjunto F es convexo y cerrado por ser interseccion de una familia de semiespacios cerrados y
puede ser @ o R”. El sistema o proporciona una representacién externa de su conjunto factible, y
como ya mencionamos antes, cuando ¢ es continuo garantizamos la convergencia en algoritmos
propuestos en [2]. Por lo anterior, es importante mencionar que, cualquier conjunto convexo y
cerrado F < R" puede ser representado por medio de un sistema continuo (Teorema 5.11, [12]), esto

significa que F es el conjunto solucién de un ¢ continuo.

Definicion 1.2.3. El sistema o es consistente si su conjunto factible es no vacio. Si su conjunto

factible es vacio, entonces le llamaremos inconsistente.



o o o, . ! . . . .,
Definicion 1.2.4. Una desigualdad a’'x > b, es consecuencia del sistema o, si toda solucion de o

satisface también la desigualdad.

o o o s s, L. . ! .
Definicion 1.2.5. El cono caracteristico K de un sistema o = {a;x > by, t € T} se define como:

K= cone{(40), re (%)}

Este cono es importante porque por medio de €l se caracterizan los sistemas consistentes, como se

aprecia en el Teorema Generalizado de Farkas:

Teorema Generalizado de Farkas (Teorema 3.1, [12]). El sistema de desigualdades lineales

! ! . . C
{a x<b,ax>by te T}, es inconsistente si y solo si,

a4 e clK, o On € clK.
(%) (%)

: ! . . . .
De este teorema se desprende que un sistema o = {ax > by, t € T} es consistente si, y sélo si,

( Ol ) ¢ clK, y el Lema Extendido de Farkas:

Lema Extendido de Farkas [12]. Una desigualdad a'x > b es consecuencia de un sistema

. / . .
consistente 6 = {a;x > by, t € T}, si'y solamente si

(Z) € clK.

Dos sistemas 0| y 0, son equivalentes si tienen el mismo conjunto factible, i.e., si F| = F».

Teorema 1.2.1 (Teorema 5.10, [12]). Sean o1 y 09 dos sistemas de desigualdades lineales



semi-infinitos consistentes. Entonces

1. Fp < Fq si, y solo si, clK| < clK».

2. 01y 09 son equivalentes si, y solo si, cIK| = clK>.

Definicion 1.2.6. Un punto x € R" tal que a;x > by, para todo t € T, es llamado un punto de

Slater de o.

Teorema 1.2.2 (Teorema 5.3, [12]). Si o es continuo y tiene al menos un punto de Slater,

entonces su cono caracteristico K es cerrado.

Definicién 1.2.7. La desigualdad O,x > 0 es llamada desigualdad trivial, y es satisfecha por

todos los vectores de R™. Un sistema trivial es aquel que consiste solo de la desigualdad trivial.

Definicion 1.2.8. Una restriccion a;x > by se llama ajustada (tight) si existe x € F tal que
a;x = by. Un sistema o se llamard ajustado si para todo x € bd F, existe t € T tal que a; + On y

/
ax = by.

El resultado siguiente nos da una condicién suficiente para obtener un sistema ajustado.

Lema 1.2.3 (Corolario 5.9.1, [12]) Sea ¢ un sistema continuo consistente. Si ¢ no contiene la
desigualdad trivial, entonces o es ajustado e int F coincide con el conjunto de todos los puntos de

Slater de o.



1.3 SISTEMAS DE DESIGUALDADES LINEALES
ANALITICOS

Definicion 1.3.1. Una funcion de variable real, definida en un abierto D de R, es analitica en un
punto xo € D, si en un entorno de este punto la funcion se puede expresar en forma de la suma de

una serie de potencias convergente, dispuesta segiin las potencias de x — x :

ag+ai(x—xg) +....+an(x —x0)" +...

Una funcién que es analitica en cada uno de los puntos del abierto D se llama analitica en este
abierto. Todas las funciones elementales que se estudian en el andlisis son analiticas en toda la
region de su definicidn, a excepcion, posiblemente, de algunos puntos. Por ejemplo, un polinomio, la

funcién exponencial, las funciones trigonométricas, son analiticas en todos los puntos.

Como el resultado de las principales operaciones algebraicas y analiticas (suma, resta,
multiplicacion, derivacion e integracion), efectuadas con las series de potencias, se expresa también,
generalmente, por una serie de potencias convergente, es posible hacerse ahora una idea de la
amplitud e importancia de la clase de las funciones analiticas. Sin embargo, ésta forma solamente

una parte regular de la clase de funciones infinitamente derivables.

Definicion 1.3.2. Un sistema de desigualdades lineales o = {a;x > byt € Ty, donde
by =b@) € Rya; = a(t) = (a1(t),...,an(t))' € R" estdn definidos para todo t € T, serd llamado
analitico (polinomial) si T es un intervalo compacto de R y b(.), aj(.),...,an(.) son funciones

analiticas (polinomiales) sobre un abierto D < R, tal que T < D.



Definicion 1.3.3. Se dice que el conjunto F tiene una representacion analitica (polinomial)

cuando éste es el conjunto solucion de un sistema de desigualdades analitico (polinomial).

Es claro que los sistemas analiticos o polinomiales son una subfamilia de los sistemas continuos,
el Ejemplo 1.2.1 tiene un sistema de restricciones analitico o polinomial cuando el conjunto de

funciones {f,v1,...,vn} son analiticas o polinomiales.

Estudiar la geometria de los conjuntos factibles a partir de su descripcion externa dada por los
sistemas que los originan es muy importante al momento de formular algoritmos eficientes para
resolver problemas de optimizacién lineal semi-infinita. Se han propuesto diferentes métodos
modificando un poco el simplex y otros de direcciones factibles para problemas de optimizacién con
sistemas de restricciones analiticos, ver [1, 2 y 11]. Todos estos métodos necesitan calcular en cada
iteracion, el conjunto de indices activos T(X) := {t eT | a;)‘c = bt} (esto es, el conjunto de ceros
de la funcién a(.)'x — b(.)), en la iteracién . El conjunto 7(x) puede ser finito o todo el conjunto de
indices T (caso trivial). La implementacién de tales métodos se vuelve sencilla cuando se conoce una
minima cota superior para IT(x)l, con x € F tal que T(x) # T. Sin embargo, el objetivo general que
ha guiado este trabajo, la tesis de maestria [17], y el trabajo de otras personas mencionadas en las
referencias, como son Jaume, Puente, Goberna, Lopez y Todorov, es el de caracterizar a aquellos

conjuntos convexos y cerrados que admiten representacion analitica o polinomial.

Definicion 1.3.4. Una aplicacion continua ¢ de un intervalo compacto [a,b] en R" es llamada
una curva en R". Una curva cuyas funciones componentes son todas analiticas sobre un abierto que

contenga a [a,b] es llamada curva analitica.



. L. . / . ..
Dado un sistema analitico consistente ¢ = {ax > b;,t € T}, el conjunto de vectores coeficientes

I = {( Z’ ) t e T} del sistema es una curva analitica en R"”,
13

[:7T- R
_ ag
e = (bt)'

En el caso particular de que el conjunto solucion de este ¢ no sea el espacio total ni un semiespacio,
entonces I tendré recta tangente en casi todo punto de 7, excepto a lo mds, en un nimero finito, ya
que de lo contrario, I" seria un mapeo constante. Esto es, si la derivada de I" fuera nula en un nimero
infinito de puntos de 7, cada funcién analitica componente seria idénticamente nula, luego I'(¢) seria

constante para todo ¢ € T, contradiciendo asi, la suposicion sobre F.

Definicion 1.3.5. Una cara de un conjunto convexo C, es un subconjunto convexo C! < C, tal
que, para cada segmento cerrado de linea en C con un punto interior relativo en C!, se tiene que, C!

contiene también a los puntos extremos del segmento.

Definicion 1.3.6. Un rayo extremo de un conjunto convexo C es un rayo (un elemento de la forma
Ay, con A > 0yy € C), que ademds es cara de C. Si C es un cono convexo, un rayo extremo es una

semirecta que emana del origen y que ademds es cara de C.

Lo anterior lo hemos mencionado porque, si ¢ es analitico y K es cerrado, entonces I" debe visitar

al menos una vez, el interior relativo de cada rayo extremo de K diferente de cone{( 91 ) }

Si o es analitico y no contiene la desigualdad trivial, por la compacidad de T y la continuidad de

los coeficientes, o es ajustado, y el intF coincide con el conjunto de puntos de Slater de o, (Lema



1.2.3). Por otro lado, si dimF = n (esto es, existe un punto de Slater), entonces, K es cerrado
(Teorema 1.2.2). La cerradura de K también es conveniente porque, si K es cerrado y
c € cone{a;, t e T}, se tiene que la condiciéon de Karush-Kuhn-Tucker caracteriza los puntos
Optimos y que los valores 6ptimos de los problemas primario y dual coinciden. El ejemplo 1.3.1,
tomado de [11], muestra que en un sistema analitico el cono caracteristico puede ser no cerrado a

pesar de que o no contenga la desigualdad trivial.

Ejemplo 1.3.1 Sea ¢ = {cos(nt)xl + sin(zt)xy > —2(1t-12, 1 € [0, 1]}, es facil ver que este
sistema no contiene la desigualdad trivial y como (O, 27:,0)’ e cIK\K, concluimos que K es no

cerrado. Aqui se tiene que F' = {0} x R4, esto es, dimF # 2.

El ejemplo 1.3.2, muestra que, aunque dim F' = n, K puede ser no cerrado si ¢ contiene a la

desigualdad trivial.

Ejemplo 1.3.2, [11]. El sistema

o1 = {91t +2)2(t — 1)%x1 = 9t(t — 2)%(t + 1)%x2 > 4(1*> — 1)2 = 36,1 € [-2,2]},

es una representacion polinomial, y por lo tanto analitica, del cuadrado [0,1]x[0, 1] en R2, y 07
obtenido a partir de 0| multiplicando cada desigualdad por (12 — 1)2(¢2 — 4)2 es otra representacién
polinomial. Se tiene que c/K| = clK;, pero debido a la presencia de la desigualdad trivial en o, (en
t=-2,-1,1,2), y a pesar de que dimF, = 2, tenemos que K, es no cerrado, o, no es ajustado, ni

tiene punto de Slater.

La desigualdad trivial puede evitarse encontrando un sistema equivalente que no la contenga,

10



como se demuestra en el Teorema 2.1 de [11], y cuyo enunciado es:

Teorema 1.3.1 (Teorema 2.1,[11]) Sea o una representacion analitica no trivial de un conjunto
convexo F con dimF = n, la cual contiene la desigualdad trivial. Sean t| <...< tp aquellos indices

de T que producen la desigualdad trivial, y denotemos por r; el orden mds pequeiio de t; como cero

P
de ay(.),...,ap(.),b(.). Consideremos el polinomio p(t) = (—=1)™"» [ [(t—1;)"i, donde m denota el
i=1

siguiente pardmetro:

1, si tp = maxT

0 en los demds casos

Entonces, o es equivalente al siguiente sistema analitico que no contiene la desigualdad trivial
& =<{a®'x = b@t), t € T},

con

oy a® o b))
a0 =50 P00

Reescribimos el teorema anterior para el caso polinomial ya que de esta forma lo utilizaremos en

la demostracion del Teorema 1.4.4.

Corolario 1.3.1.1 (Teorema 2.1 en [11]). Sea o = {a}xib;,te T} una representacion
polinomial de F < R" tal que dimF = n. Si existe t € T tal que (Zf) = 0,41 entonces existe

b

Ok te T} es otra representacion polinomial de F, la

p € R(t], con degp > 0, tal que {%x >

cual no contiene a la desigualdad trivial.

11



Representabilidad analitica o polinomial.

Sean Hj la familia de los poliedros convexos en R”, P; todos los conjuntos en R” representables
polinomialmente, C, la familia de todos los conjuntos convexos cerrados en R”, A, la familia de
conjuntos de R”" representables analiticamente, y S, la familia de conjuntos representables por un

sistema continuo de R”. Entonces, se tiene que

donde las inclusiones son propias cuando n > 2 . En R las cinco familias coinciden.

La igualdad C, = Su, se conoce por el Teorema 5.11 de [12], en el cual se afirma que todo

conjunto convexo y cerrado de R puede ser representado por un sistema continuo.

Que H; < Pj se cumple, se demuestra en el Teorema 3.1 de [11], (lo retomamos en el Teorema
1.4.4), y que esta inclusion es propia cuando n > 2, se comprueba porque B, < P,, y obviamente
B no es un poliedro. Que A,  Cj propiamente es porque B, < Ay, siy solo si, n < 2, ver [11],
ademads, en el mismo articulo presentan el ejemplo de un conjunto convexo y cerrado en R2 que no

es representable analiticamente.

Ejemplo 1.3.3 (Ejemplo 3.1, [11]) Considerar el sistema
o= {—(cos Hx; —(sinf)xy > -1, t € S}, tal que S es un subconjunto infinito de [0,27], de tal

forma que F es un conjunto acotado. Por ejemplo,

s1=4(Z.2m0{0,2}},

12



memfims{( 5 )5}

Entonces F en general, y F'; como caso particular, no pertenecen a A,.
La inclusién P, < Ay es claray el ejemplo que separa a estas dos familias es:

Ejemplo1.3.4. [16] El conjunto solucién F del sistema analitico, en R2,

o= {te’xl +txo <1, te [O,l]},

no admite representacién polinomial.

En la figura 1.3.1, mostramos la frontera del conjunto F.

y y B 1.25 25 3.75 5
4100 0 I : : .

1875
257
T75
1625 57T
750
757
1375
T25 10T

1125

t t t t t t t t t -125 ™
90 -8 -70 -60 -50 40 -30 -20 -10 O

bdF con x < —exp(-1) bdF con x > —exp(-1)

Figura 1.3.1
Definicion 1.3.7. Dado un sistema consistente ¢ = {a}x > b, te Ty, diremos que una
restriccion a/sx > bs, s €T, es redundante, cuando su eliminacion no modifique el conjunto
solucion. Si akx > by es no redundante, entonces ax = by para algiin X € F, esto es, akx > by es

ajustada en X. Un sistema consistente sin restricciones redundantes serd llamado minimal.

13



Cualquier sistema minimal, o es finito, o es numerable (por un argumento de separacién). Si o es
analitico, todas sus restricciones son redundantes (por un argumento de continuidad). Todas las
representaciones minimales de un conjunto F poliedro convexo, con dimF = n, tienen la misma

cardinalidad, es decir, el nimero de caras de F.

14



1.4 REPRESENTACION POLINOMIAL DE GRADO
MINIMO

Sea o = {a;x >bs, teTy un sistema polinomial, recordemos que b;=b(t) e R y
ar = a(t) = (ay(0),...,an(®))" € R" son polinomios con # € T'y T un intervalo compacto de R,
definimos el grado del sistema ¢ como, dego = max{dega;,i = 1,...,n;degb}. Si F admite una
representacion polinomial, denotaremos por degF al grado minimo de todas sus representaciones
polinomiales. En programacion lineal semi-infinita es importante hablar de dego porque ocurre que
IT(x)I< dego  para todo punto factible x tal que la funcién a(.)'x — b(.) no es idénticamente cero.
Asi, deg F' es la minima cota superior de 17(x)| (en el caso no trivial), por lo que este nimero puede
ser visto como un indicador de la dificultad en el cédlculo del conjunto de ceros de la funcién
a(.)'x—b(.) ala hora de resolver problemas de programacién lineal semi-infinita cuyo conjunto

factible puede describirse por medio de la mejor representacion polinomial.

Proposicion 1.4.1.- Si F admite una representacion polinomial y d > degF, entonces existe una

representacion polinomial de F de grado d.

Prueba: Sio| = {c;x > dy, t € Ty es una representacion polinomial de grado minimo, entonces,
tomando 7 < minT , el sistema 6 = {(r—7)"cjx > (t—1)™dy, t € T}, con m := d—degF > 1, es
otra representacion de F (por el lema extendido de Farkas) y es tal que

degoy = degoy+m=degF+m=d. U

Proposicion 1.4.2. Si F admite una representacion polinomial y g es una transformacion afin en

R", entonces g(F) también admite una representacion polinomial y deg g(F) = degF.
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Prueba: Si {a;x > byt € Ty es una representacion polinomial de F de grado minimo y

g(x) = Mx + ¢, con M(n x n) regulary c € R", entonces
g(F) ={xeR" | aM'x > b;+a,M '¢c,t € T},

y esta es una representacion polinomial de g(F) de grado a lo mas degF . El argumento puede
repetirse para g 1(g(F)) = F, con lo que se obtiene degF < degg(F) y en consecuencia, la

igualdad. [

Supongamos que o es una representacion polinomial de F. Entonces dego = —oo si y sélo si o es
el sistema trivial (a;(t) =...= an(t) = b(t) = 0 para todo t € T), el cual es una representacion
polinomial de R”. Si dego = 0 entonces puede verse facilmente que F puede ser ¥, R o un
semiespacio. Si dego = 1 entonces F puede ser la interseccidon de dos semiespacios o un poliedro.
En resumen, tenemos que, las clases de conjuntos convexos F < R”, no vacios, tales que
degF = —o, degF =0 y degF = 1 contienen al espacio completo R”, todos los semiespacios y
todas las intersecciones de parejas de semiespacios, respectivamente. La clase de conjuntos
convexos no vacios con deg F' = 2, contiene poliedros y no poliedros (como la envoltura convexa de
cualquier brazo de hipérbola). Como una consecuencia del Teorema 1.4.4, deg F' + 2 para cualquier
conjunto convexo poliedral de dimensiéon completa. Para demostrar esta afirmacion se construye una
curva polinomial contenida en el cono caracteristico asociado a F' que visita cada uno de sus rayos al

menos una vez. Esta idea podemos verla en el ejemplo siguiente:

Ejemplo 1.4.1 Sea F = {x e R" | agx > b, i = 1,2,3}. Las funciones ¢(f) = t2(1 — 1),

02()) = (1 —12) y ¢3(t) = r2(1 + 1) son positivas en -1, 0, y 1, respectivamente, y fuera de esos
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puntos, en el intervalo [—1, 1], son cero o no negativas.

cone{gwi(t)( b ) te[-11]; ( % )} =
()i 125(%)}

por el lema extendido de Farkas, luego, F se convierte en el conjunto solucién del sistema

polinomial correspondiente, esto es,

P xeR" | [2(1 =tay + (1 —tP)as + 2(1 + Hasz]'x
> (b3 —b)3+ (b —by+b3)2+byt e [-1,1] |

con degF < 3 (la desigualdad es estricta si el sistema inicial contiene desigualdades redundantes).

El siguiente es un resultado geométrico que nos servird para mostrar que la representacion

polinomial construida en la demostracién del Teorema 1.4.4, es de grado minimo.

Lema 1.4.3 Supongamos que y define una direccion extrema de un conjunto convexo poliedral
K c R Seaz € C\(T), z : T - R", donde T es un intervalo en R, tal que {z(t)lt € Ty < K, y sea

t € intT tal que z(t) pertenece al rayo generado por y. Entonces existe y € R tal que

(%— tz;zyy.

Prueba. Sea K = {x e R" | a;x >0,i¢€ I},III< oo. Por hipétesis, y € Ky

dimspan{ai | a;-y =0,i€ I} =n-—1. (1)
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Sea 6 >0 tal que z(r) = dy (el punto de contacto de la curva con cone{y}) y definamos
v = (%)t:;. Nosotros probaremos que a;v = 0 para todo i tal que al,»y = 0. En efecto, supongamos
2(0)-z(®)

it

que al,-v < 0, entonces existe € > 0 tal que al,-( ) < 0 para todo t € ]Jt,t +€[ < T. Luego

a;(z(t) —0y) = a;-z(t) < 0 lo cual demuestra que z(r) ¢ K. Nosotros obtenemos una contradiccion
. . ! . ! . 1 .
similar si suponemos que a;v > 0. En consecuencia, v € [span{a,- | a;y=0,i¢€ I}] y si

retomamos (1), obtenemos v € span{y}. [

Denotamos por R a espacio lineal de todas las funciones A : T — R tales que A; = 0 para todo

t € T, excepto tal vez, para un nimero finito de indices (llamado espacio de sucesiones finitas

Q)

generalizadas), y su cono positivo por R} ’. El conjunto soporte de A € R se define por

suppA =<t e T | A; = 0}.

Finalmente, el resultado que nos determina el grado minimo de una representacion polinomial.
Recordemos que en [11] ya se ha demostrado que todo poliedro tiene una representacion polinomial

Teorema 3.1 [11]), parte de esa demostracion, esta contenida en la prueba de este teorema.

Teorema 1.4.4 Si p es el niimero minimo de desigualdades en la familia de todas las
representaciones lineales de un conjunto convexo poliedro F, 0+ F+R", entonces

deg F < max{0,2p — 3}. La igualdad se cumple si F es de dimension completa.

Prueba. Si p = 1, podemos escribir F = {x e R" | c'x > d}, conc # 0y yd e R . Tomando

ctr=cyd;=dpara todo r € T (un intervalo compacto en R arbitrario), obtenemos degog = 0 y

degF < 0. Como F # R", degF = 0.
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Si p=2, entonces F = {x e R" | c;x > d;,i = 1,2}, con las dos desigualdades no
redundantes (Def. 1.3.7). Tomando 7 = [0,1] y (2’ ) =(1- t)( 2‘ ) +t( 22 ), tenemos una
t 1 2

representacion de F tal que dego = 1. Como degF < 1, debemos tener degF' = 1.

Ahora supongamos que p>2. Sea F = {x e R" | c;x >d;, i = 1,...,p}, y sea

op = {c;x >ds, 1= 1,...,p},c0mo o es minimal se tiene que ¢; # 0, paratodoi = 1,...,p.

Primero construiremos una representacion polinomial de F, o = {c;x > ds,t € T}, tal que
dego; = 2p—3, y luego probaremos que degF = 2p—3, si dim F = n. Para hacer esto,
asociaremos a o( y a p escalares arbitrarios 71,...,7p, tales que t| < 15 <...< tp, la familia X, de
sistemas polinomiales dependientes de p pardmetros positivos, ai,...,ap y p—2 escalares

B2.....Bp-1, de laforma

p ! p
o= {(Z ‘Pi(f)ci) = Z(Pi(t)di, te [tl,tp]},
i=1 i=1

donde ¢;(r) = (-1)"[a; + Bi(t—1)] [] ¢t—t))7,i=1,....p,con By = pp =0y
1Sj<p

0,sij=1
ri =< 1, si(.) € {G,1),i # ,(G,p).i # p},
2 en otro caso

Puede verse que deggp; = 2p —3 parai = l,py

2p -3, i Bi £ 0,

degop; =
g0 2p -4, si Bi =0,
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parai=2,...,p— 1. Por lo tanto, dego = 2p — 3 para todo ¢ € . Ademds, ¢;(¢;) = 0 para todo
J#F1y

(pj(tj) =0 H It; —tj|rﬁ > 0,
i=1,..p.i%]

paratodoj = 1,...,p.

Seleccionaremos o1 € X para representar a F. Para hacer esto, tomemos #| < 1 <...<1p
arbitrariosen R, a; = 1, y f; = O paratodo i = 1,...,p. Esta eleccidon proporciona el sistema usado
en la prueba del Teorema 3.1 de [11], con el cual se muestra que F admite representacion

polinomial. Por lo que, degF' < 2p — 3.

Para probar que la igualdad se cumple si dimF = n, serd suficiente mostrar que dada una
representacion polinomial de F de grado minimo o, = {a;x >bs, t € T}, tenemos que

dego, = 2p—3. Para hacer esto, nuevamente determinamos escalares 1] <1y <...<tp y

pardmetros adecuados ay,...,ap,B2,...,p 1 de tal forma que, el correspondiente elemento de Z,

digamos, o3, tenga los mismos coeficientes polinomiales que o, en cuyo caso se tendrd

degoy, = dego3 = 2p - 3.

Por la hipétesis sobre o9, ( i ) + 0,1 paracada t € T, (Corolario 1.3.1.1), y esto, junto con la

b,

continuidad de o, nos asegura que

k=cone{(¥).ren( %)}
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es cerrado (Teorema 1.2.2 y Lema 1.2.3). Luego, por el lema extendido de Farkas tenemos

K = cone{( ccz’], ),j = 1,...,p;(9? )},

por lo que pordemos escribir, paracadaj = 1,...,p,
(0)-ZH()enl( %) v e rPmere o
J teT ! B

Como cj * 0, supp}tj # @. Por otro lado, o = {c}x > dj, j=1,..., p} es una representacion
.. . . .. I _ 3.
minimal del conjunto de dimensién completa F, por lo que cada cara {x eF | Ccjx = a’J},

j=1,...p, es una cara de F. Reordenando o( si fuera necesario, podemos suponer que
t] <ty <...<tp y considerar la familia correspondiente de sistemas polinomiales X. Ahora

obtendremos informacién importante de o5, con el fin de seleccionar un 63 € X adecuado.

Sea x/ un punto de la correspondiente cara. Multiplicando ambos miembros de (2) por ( f’l )

obtenemos 0 = Y _ /”tjtl(a;xj — by) + pj, asi que p; = 0y (2) queda como sigue
teT

(9)- = #(5) ®)

tesuppA

Cj

4 ) define una direccién extrema de K y por (3), para cada j, existe
J

Puesto que o es minimal, (

unf; € supp/lj cT,cont; #t;sii+j,yo6;>0,j=1,...,p, tal que
a;j _ s Cj -
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Dado j € {2,...,p—1}, tenemos que t; € int[t1,tp] y que la curva {(Z’),t € [tl,tp]}

satisface las condiciones del Lema 1.4.3 en 7;, asi que existen y; € R tales que

d ([ ar o Cj . ~
dz(bt)t:[/_ VJ(dj),J 2,....p— 1. 5)

Ahora podemos seleccionar un sistema o3 € X que satisfaga, como o5, las condiciones (4) y (5)

(sin ninguna condicién sobre su conjunto solucién). Escribamos 63 = {e;x > fr. t €[t l,tp]}.

Dadoj € {1,...,p}, como

p .
(Z’) = ;wiw)(;ﬁ,) =a; ] |ti_tj|rﬁ(2;),

i=1,..p.i%

existe ; > 0 tal que o3 cumple (4), esto es,

(;’{'):5,-(2),]'=1,...,p. (©6)

Por otro lado, para j = 2,...,p — 1, tenemos rij = Osii=jy rij = 2 en otro caso. Para calcular
d(/),‘ . . .
— , distinguiremos dos casos:
1=t

dt

Sii+]j, (t—tj)2 divide a ¢;, asi que (ddi) = 0.
t 1=t

Sii = j, podemos escribir ¢;(t) = [a; + B;(t —1;)]p;(1), donde p;(r) = (-1)"» [T G-t
1<k<p,k#j

Entonces,
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N——

do; P
(W)t:,j _ﬁ’p’(t’)”’( dr

1=t;

Como

-%(2)”:(%%)M(2)mewﬂw(%%lr(Z)lemy—l

J J J

con pj(t;) # 0 para todo j, existen f5,..., B, 1, tales que o3 satisface (5), esto es,

i €t _ ) Cj . B
dl‘ (f[ )tztj y](d])’] 2,...,p 1 (7)
Finalmente, probaremos que cada componente, ¢g(t) € R[f], de ( Zi]ect ) es el polinomio cero,

con lo cual podremos concluir que dego, = degoy = 2p — 3 y asi la prueba estard completa.

Cada uno de los puntos f] <ty <...< tp es un cero de ¢ (comparar (4) con (6)), asi que (por el
teorema de Rolle) existen 7p,...,7p-1 tales que )] <7 <fp <..<f) | <Tp|<Ip ¥y
(%) =0, para j = 1,...,p— 1. Ademas, (—q) =0, j=2,...,p—1 (comparar (5) con

t:T/ t:t/'
(7). Como 7 < 1y <...< 1ty | < Tp1 son 2p—3 ceros diferentes de (%), y deg(%) <2p -4,

d C s - .
(73) debe ser idénticamente cero y g constante. Pero g se anula en cualquier #;, luego, g debe ser

el polinomio cero. [

Observemos que p =3 para {0}, pero deg{0r} =2 <max{0,2p—-3}, ya que
{txl +(2-1xy >0,z € [—2,2]} es una representacion polinomial de {05} (su cono de referencia

es RZ x R-). Asi mostramos que la suposicion dim F' = n en el teorema anterior no es superflua.
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1.5. CONJUNTOS EN EL PLANO CON
REPRESENTACION SUAVE

Todo conjunto F < R™ convexo, cerrado y no vacio puede ser escrito como
F =<{x e R" | flx) <0}, para alguna funcién convexa f : R” - R (considerar, por ejemplo, a la
funcion distancia f(x) = d(x, F)). Probaremos que bajo ciertas condiciones, f permite dar a F una
representacion suave (analitica o polinomial), una de esas condiciones es que el conjunto de nivel O

de f admita una parametrizacion adecuada.

Proposicion 1.5.1 Sea f:R" —» (—oo,+0] wuna  funcion  convexa tal  que

F = {xeR" | fix) <0} c int dom fy que existe X € R" tal que f(x) < 0. Entonces se cumple:

i)Sife Cl(bd F)y {z(t), te T} es un subconjunto denso de bd F, entonces

F = {x e R" | VAz(t)) (x—2z(f)) < Oparatodot € T}.

ii) Si f es una funcion polinomial, T es un intervalo compacto en R y {z(t), te T} es una curva

analitica (racional) y un subconjunto denso de bd F, entonces F admite una representacion

analitica (polinomial, repectivamente).

Prueba i) Probaremos que bd F = {x € R" | f{x) = 0}. Por la continuidad de f en int dom f,
{xeR" | fix) <0} cint F, esto es, bd F < {x € R" | flx) =0}. Luego, si probamos que
f(x) = 0 no permite la posibilidad de que x € int F, tendriamos que x € F\(int F) = bd F y asi

tendriamos las dos contenciones.
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Seax € R" tal que f{x) = 0. Seau € 9f(x) y tomemos x = X + pu, con u > 0. Entonces
S = G+ ) = f&) + pllull® = pllul®. (8)

Si u = 0p, entonces X es un minimo global de f en R”, contradiciendo f(x) < 0 = f(x). Luego

u + 0p, yde (8), f{x) >0, yasi,x ¢ F. Como x = X + yu es arbitrariamente cercano a X, X & int F.

Sea xeF, zebd F y uecdfiz). Por i), y por la convexidad de f, tenemos

0> fx) > f(z) +u' (x—2) = u'(x —2), lo cual muestra que

Fc{xeR" | u'(x-—z) <0 paratodou € 9f(x) yz € bdF }. 9)

Ahora sea X ¢ F. Si z es un minimizador global de d(x,Xx) sobre el conjunto cerrado F, entonces
z € bd Fyel vector a = X —z es normal a F en z, esto es, a’(x—z) < 0 para todo x € F. Como fes
una funcién convexa propiay F = {x € R" | f(x) < f(z)}, podemos aplicar el Corolario 23.7.1 de
[25] para concluir la existencia de A > 0 y u € df(z) tal que a = Au, por lo que u'(x—2z) > 0.

Luego, podemos concluir que la inclusién inversa de (9) se cumple. Por la hipétesis de

diferenciabilidad para f sobre R, (9) se transforma en

F=<{xeR" | VzebdFVf(z)'(x—2) <0 }.

Ahora solo resta probar que los sistemas o = {Vf(z)/(x—z) <0,zebd F} y

oy = {Vf(z(t))/(x -z(t) <0,teT } son equivalentes. En efecto, el conjunto
ZICOMN R
VAz(1))'2(2)
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es denso en

A ™
Vi2)'z )

por la continuidad de Vfen z € bd F y la densidad de {z(t), t e T} en bd F. Por lo tanto, los conos

caracteristicos de 01 y o5 coinciden y la conclusién se sigue del Lema extendido de Farkas.

ii) Es una consecuencia inmediata de i), si tomamos en cuenta que Vf(z(f)) tiene componentes
analiticas (racionales con denominadores de signo constante), si z es analitica (racional,

respectivamente) . [

En [19] obtuvimos una representacién polinomial para el disco B,. A partir de la Proposicion
1.5.1, que acabamos de demostrar, podemos reconstruir dicha representaciéon y demostrar que
degB, = 4. Para esto, podemos tomar como f cualquiera de las funciones
filx) = Ix|l* = 1,k = 1,2,.., con domf = R2 paratodo k = 1,2,.., 0

lIx]1°~1

folx) = 3@-[xl?) 7
+oo, |x]| =2,

xll <2,

De la proposicion i) obtenemos, para cualquier funcién f; que elijamos:

B, = {xeR2 | Z/(x—2) SO,zeSz} = {xeR2 | Z/x < l,zeSz}. (10)

Tomando la curva analitica

{( COSf), te [0,271']} _ (11)

sint
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obtenemos la representacion analitica ya conocida de B :

o= {(cost)xl + (sint)xp < 1, t € [O,Zﬂ]}.

Para obtener la representacién polinomial de B, de grado 4, debemos encontrar una curva
racional densa en S,, lo cual puede hacerse de diferentes maneras. En efecto, la sustitucién
w = tan% en (11) nos da:

1-w?
1+w? _ -1
S Jowere=snN{(9)}
1+w?
o recurriendo a un caso particular del teorema de Fermat para polinomios: dados tres polinomios p, g

y r en una variable, sin factores comunes, se tiene que, pz(t) + qz(t) = r2(), si, y solo si, existen

dos polinomios, sin factores comunes, u y v tales que

Como consecuencia del mismo teorema, si esos polinomios existen, r(t) + O para todo t € R y
degr es par. Tomando u(f) =t+1 y v(t) =1—1t, obtenemos p(t) = 1-172, q(t) = -2t, y
r(f) = t2 + 1. Con lo que:

-2

) ent s () )

1+£2

Usaremos (12) para obtener la representacion polinomial de B,. La funcién ¢ : |-1,1[ - R,

s
1-s?

definida por ¢(s) = es biyectiva, por lo que, la substitucion t = ¢(s), nos permitira reemplazar

a R por un intervalo acotado. En efecto, de (12):
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s*=3s2+1

s fsernarg =sn{()}

s4—s2+1

entonces, de acuerdo a (10)

B, = {xeR2 | (M)WF(M)MS l,se]—l,l[}. (13)

sP—s2+1 st 5241

Como las desigualdades que se obtienen con s = £1 en el sistema de (13) son consecuentes, por

la continuidad de los coeficientes y el Lema extendido de Farkas, tenemos que
s4—3s2+1) (25(52—1)) }
ol = ST x4+ | ————= 2= 1,5 e [-1,1 14
! {( st—s2+1 ! st—s2+1 2 [ ] (14)

que es una representacion racional (porque los coeficientes son funciones racionales) de B».
Finalmente, multiplicando ambos miembros de la desigualdad en (14) por sY—s241>0 para todo

s € [—1,1], no modificamos el cono caracteristico y o se vuelve equivalente a

0y = {(s4 —3524+ Dx; +2s(s2—Dxp < s*—52+1, 5 € [—1,1]} (15)

Proposicion 1.5.2. El conjunto By admite una representacion polinomial y degB, = 4.

Prueba. La expresion (15) muestra que B, admite una representaciéon polinomial, como
dego, = 4, degBy < 4. Ahora probaremos que este grado es el menor posible, esto es, que

degB, = 4.

Supongamos que 63 = {p(t)xl +q()xy <r(t), t € T} es una representacion polinomial de By
de grado minimo y que dego3 < 4. Por el Corolario 1.3.1.1, o3 satisface las condiciones del Lema

1.2.3. Por lo tanto, para todo ¢ € [0,2r] existe tp € T tal que p(tp)x] + q(tp)xy = r(tp) es una
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recta tangente a (cos@,sin ¢)'. Puesto que existe una correspondencia uno a uno entre S, y sus
rectas tangentes, las cuales no contienen al origen, para cada ¢ € [0,27[, existe un tnico ¢y € T tal

p(t,) _ q(t,)
) S )

que =sinp yr(ty) + 0.

Como p2(f) + ¢%(t) = r2(¢) para todo 1 € {t(p, ¢ € [0, 27r[}, el cual es un conjunto infinito, la

ecuacion se cumple para todo t € R, esto es, p2 + q2 =2

Por el Corolario 1.3.1.1, p,q y r no tienen factores lineales comunes, r(¢) # 0 paratodo ¢t € Ry,
ademads, degr es par por el teorema de Fermat. Luego, solo nos resta la posibilidad de que el grado

de r sea dos, lo cual nos llevara a una contradiccion.

20,

El vector z(f) = ( 0 ) estd bien definido para todo ¢ € R. Claramente {z(1), 1 € T} < S.

.
()

cos @

sing ) para todo ¢ € [0,2x[, asi que

Por otro lado, hemos mostrado que z(tp) = (

Sy = {z(ty), ¢ € [0.2n[} < {z(1), t € T}
y por lo tanto {z(t), te T} = 55.

Como el grado de p y g es a lo mas 2, podemos escribir p(f) = p2t2 +p1t+po,
g(t) = gat> + g1t +qo y r(t) = rot® + rit+rg, con ry # 0. Es obvio que p% + q% = r%. Sin pérdida

de generalidad, podemos suponer que |p2| < lg,|, 1o cual nos lleva a que |% | <lygy + 0.

P2 92
Iy’ 1

1 2

Consideremos los puntos en Sy : z! = (f—j,—?—j)/ y 22 = ( ). Debido a que z° # z7,

. . <. t
existen t1 # tp € T que satisfacen la ecuacién 0 _ b2 , esto es,

iy T2

2
pat* +pit+po = I;—Z(rztz +rit+ro),
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o equivalentemente, la ecuacion lineal (p; — ry ];—j)t = r()[;—z2 — po, lo cual es un absurdo porque esta

ecuacion no puede tener dos soluciones diferentes, y esto completa la prueba. [J

La Proposiciéon 1.5.3 proporciona una condicién suficiente para que un conjunto F C R2,
convexo, cerrado y no acotado, admita una representacién suave siempre que se tenga una

parametrizacioén adecuada para bd F.

Proposicion 1.5.3. Si f : R - R es una funcién convexa propia analitica (racional), tal que dom

fes abierto, entonces, epi f admite una representacion analitica (polinomial).

Prueba. Como fes continua en el intervalo abierto dom f, f es también cerrada. De aqui, epi fes
un conjunto convexo cerrado de dimensiéon dos, y por esto, es la interseccion de todos los
semiespacios cerrados y tangentes a €l (Teorema 18.8, [22]). Como f es diferenciable en cada x €

dom £, los semiespacios tangentes a epi f son de la forma x, — f(¢) > f (H)(x; —1), cont € dom f,

esto es,

o1 = {—f(t)xl +x2 > f(1) —t]d(t), t e domf}

es una representacion de epi f, 1a cual no es analitica porque dom f'no es cerrado.

80

Ahora supongamos que f es racional (la prueba si fes analitica es mas simple). Sea f(t) = oR

con g y h polinomios. Entonces, tomando en cuenta que [h(t)]2 > 0 para todo ¢ € dom f, tenemos

epif=<{x e R? | —f()x1 +x2 > () —1f (¢), t € dom f}

x € R? | [g(OA' () — h(Dg ()]x1 + h(£)*x >
g(Oh() + tg(Hh' (1) — th(n)g' (1), t € dom f
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asi que oy = {a;x >by t € domf},donde

4 - ( g(h'(1) - h(1)g' (1)

h(o)> ) y b = gOh(r) + 1g()h' (1) — th(n)g' (1),

es otra representacion de epi f con coeficientes polinomiales cuyos grados no son mayores a d =deg

h + max<{degg, degh}.

Para poder concluir que o, es analitico o polinomial, necesitamos reemplazar el conjunto de

indices de o por un intervalo compacto, y para esto, analizaremos tres casos.

Si dom f es acotado, entonces T := ¢/ dom f es un intervalo compacto y el sistema polinomial

definido arriba es otra representacion de epi f, por la continuidad de los coeficientes.

Si dom f es una semirecta en R acotada por abajo, podemos escribir dom f = Ja,+x[, a € R.

(1-a)s+a

Consideremos la funcién ¥(s) = ——

, la cual define una biyeccion entre ]0,1[ y Ja,+oo[. El

cambio de indice dado por r = W(s) en o, nos da el sistema equivalente

. [g(F(NA'(F(5)) —h(¥(s)g (P(s)]xt +h(¥(5))*x2 =
g(V(s)h(P(s)) +W()g(F)R (P(s) —()h(F()g'(¥(s), s € 10,1[ |

donde los coeficientes son funciones racionales. Multiplicando por (1 — s)d > () ambos miembros de
la desigualdad de indice s en o3, obtenemos una representacion de epi f con coeficientes
polinomiales y conjunto de indices el intervalo ]0,1[. Pero podemos agregar las desigualdades
correspondientes a s = 0,1, sin modificar el conjunto factible, lo cual permite obtener la

representacion polinomial que buscdbamos para F =epi f. El argumento es similar si dom f es una
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semirecta en R acotada por arriba.

Finalmente, supongamos que dom f = R. Consideremos la funcion ¢(s) = ﬁ la cual define

una biyeccién entre |-1,1[ y R. Razonando como antes, obtenemos una representacién polinomial
de F =epi f si multiplicamos los dos miembros de la desigualdad de indice s en o3, por

1-s9>0. O
A continuacién un ejemplo para ilustrar el primer caso de la prueba anterior. Los otros dos casos

se retomardn en la prueba de la Proposicién 1.5.4.

Ejemplo 1.5.1 Sea F = {x eR? | x, > (1 —x%)_l, il < 1} y sea

) = { (1-x»)71, < 1, |

+o0, x> 1
En este caso, ar = ( (13;)2 ) by = 1-3t2 y T = cldom f = [-1,1]. Por lo que
F=LxeR? | 21 +(1-12)2x > 1-3¢2, t e [-1,1]}.

Proposicion 1.5.4. Si F es la interseccion de un cono en R3 con x3 = 0 (identificado como R2),

entonces F admite una representacion polinomial en R2 y deg F estd dado por la tabla siguiente:
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F deg F
0 0
un elemento
semiespacio
un dngulo en el plano
envoltura convexa de una elipse

envoltura convexa de una paribola

[N L \ " \V

envoltura convexa de un brazo de hipérbola

Prueba.La llave de la prueba serd la Proposiciéon 1.4.2 aplicada a R2 y discutiremos los siete

casos mencionados en la tabla.

Caso 1: Observemos que, tomando a(¢) =...an(t) =0 y b(t) =1 para todo t € T = [0, 1],

tenemos una representacion polinomial de @, de grado 0, esto es deg @ = 0.

Caso 2: Si F tiene un solo elemento, podemos verlo como la traslacién de {0, }, y ya hemos visto

que deg{0,} = 2, (pag. 23).

Caso 3: Si F es una semirecta, entonces es la imagen de G = {x e R? | x>0, x) = 0},
después de una adecuada transformacién afin, y como {txl +t2x2 >0,te [—1,1]}, es una

representacion polinomial de G, tenemos que degF' = degG = 2.

Caso 4: Si F es un dngulo en el plano, entonces es la interseccion de dos semiespacios, luego,

degF = 1.

Caso 5: Si F es la cubierta convexa de una elipse cuyo centro de simetria es ¢, entonces existe una
transformacién afin en R2, g(x) = Mx+c, con M matriz regular 2x2 y ¢ € R2, tal que bd
F={g(x) | x e Sp}. Dado y € int F, cualquier linea que contenga a y interseca a bd F en dos

puntos. Sean yl,y2 € bd F tales que existe A € ]0,1[ de tal formaquey = (1 — Dyl + Ay2.
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Seaxi == M l(yi—c) e 8y, i=1,2, yseax = (1 - A)x! +Ax2 e B-\S5. Entonces
y=(1-2gl") +2g(x*) = g(x),

lo que significa que int F < {g(x) | x € By\S,}, cumpliéndose también la inclusién inversa. Por

lo tanto

F=({ntF)UDdF)=Ag(x) | x€ By},
ydegF = degB; = 4 por la Proposicion 1.5.2.

Caso 6: Sea F la cubierta convexa de una pardbola. Dado y € int F, existe una linea que contiene
a y y que interseca a bd F en dos puntos. Como cualquier pardbola es la imagen de la pardbola
Xy = x% al aplicar cierta transformacién afin de R2, s6lo tenemos que probar que el conjunto

G = {x e R? | Xy = x%} admite una representacion polinomial de grado a lo més 4. Aplicando la

Proposiciéon 1.5.3 con fx) = xz, tenemos que a; = ( _12’ ) ybr = —t2, con lo cual obtenemos
G=<xeR?| 2tx;+x, 212, 1€ R}

= {x e R? | =2s(1 —s2)x1 + (1 —5%)2%xy > —s2, 5 € [, 1]},

de donde degG < 4. Denotemos por o a la representacion polinomial de G anterior. Supongamos
que op = {p(t)xl +q(t)xy > r(t), t € T} es una representacion de G de grado minimo,
2 < degojp < 3, obtendremos una contradiccién. Para cada s € [-1,1] tenemos una restriccion
ajustada en un unico punto de bd G, (Definicién 1.2.8) y un punto de este tipo diferente, para cada s
diferente. Como G tiene una representacioén suave, aplicando el Lema 1.2.3 y el Teorema 1.3.1 en

09, existe ty € Ty us > 0 tales que
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p(ts) -25(1 - s%)
q(ts) = Us (1 —s2)2 ,
r(ts) —s?

de donde se deduce la siguiente igualdad p(ts)2 + 4q(ts)r(ts) = 0, para cada s € [-1,1]. Como
{ts, s e [-1, 1]} es un conjunto infinito,

p* = —4qr, (16)
por lo que g y r no son los polinomios cero ni tienen factores lineales comunes (por Corolario
1.3.1.1), y el orden de cualquier cero (real o complejo) en ambos polinomios debe ser par. Por otro
lado, como 0, € FyOtF = {( 01 )} tenemos que

r(t) <0yq(t) > Oparatodot € T. (17)

SeaS={teT| q(t) + 0}. Probaremos que {p 8 te S} no estd acotado ni por arriba ni por

abajo. En efecto, si k| < 2@ para todo t € S, entonces (

q(®)

1

' ) € 0*F. Andlogamente, si
K1

()
q@®)

-1

P ) € 0TF. Luego, tomando en cuenta la compacidad de T,
2

< ko para todo t € S, entonces (

. . K\ ® ) . ; k _ 4.
existe una sucesion {Sj}k:1CS y t;€T, j=12 tales que hmk_,oosj =ty

limy_,., p(s = (-1)Jo, j=1,2. Si t] #1ty, como limk_,ooq(sjl»‘) =q(t;) =0, j=1.2,

(r—11)%(t — 5)? divide a ¢(¢), ver (16), contradiciendo el hecho de que dego, < 3. Luego 7| = 1o,

y tenemos que el signo de £ E ; cambia en cualquier vecindad de #1, por lo que ¢ € int T'y podemos
escribir

p(®) = @—t)"p1(®), pi(t1) #0, 0=m<3  (I8)
y
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q(t) = (t—11)*q1 (1), q:1(t1) #0, m < k < 3. (19)

Como 2. _ P

o0 a) (t—1t1)™*, k — m debe ser un nimero impar positivo, lo cual llevaa k = 2y
1

m = 1. De (19), el nimero par degqg = 2 +degqg; < 3, asi que degqg; = 0. Entonces, retomando

(17), podemos escribir

q() = p(t—11)%, u >0

Con respecto al nimero par degr < 3, si degr = 0, entonces r es un nimero negativo (por (17)) y
05 un punto de Slater para o5, lo cual contradice que 0, € bd G. Por lo tanto degr = 2. Como el

orden de todos los ceros de r es par, y recordando (16), existe 1, € Ry p < 0 tales que

r(t) = pt—12)%y p(t) = a(t—11)(t - 1),

donde a? = —4pp > 0 . Concluiremos esta parte de la prueba mostrando que o, no puede ser una

representacion de G.

o _oa (=
Denotemos ¢ := =

), la frontera de los semiespacios definidos en o, se puede escribir

2 s . .
como xp = cxq +f(c), con f(c) = ’;—ljcz = _CT' Esta familia de lineas se pueden interpretar como

la solucién general de la ecuacion de Claireaut y = xy/ + f(y/), cuya solucién particular es la curva

{( z ) v E V}, donde V = {(—%) ( ;:;? ) t e T\{tl}} puede ser expresado también como
4

V = ]-0,8] y [¥,+[. Por lo tanto, el conjunto solucién de o, es la interseccién de los semiespacios
soporte de G en los puntos con abcisa x; € V, y este conjunto es la unién de G con el tridngulo
formado por una cuerda de la pardbola y las lineas tangentes en los puntos extremos. Asi, 6, no

puede ser una representacion de Gy degG = 4.
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Caso 7: Sea F la envoltura convexa de un brazo de hipérbola, esto es, la imagen de una

1

transformacién afin adecuada en R% de G = {x e R? | Xy = X7, X1 > O}. Tomando

x L x>0,
fx) =
+o0, x <0,
de la Proposicién 1.5.3, obtenemos a; = ( tlz ) y by = 2t, asi que

G=LxeR? | x;+12x >2t, 1t € ]0,+00[ }

= {x eR? | (1-5)2%x; +5%x >2s(1—s), s € [0,1]}.
Por lo que deg F' = deg G = 2 (recordar Teorema 1.4.4). [J

La existencia de representacién polinomial para los conjuntos considerados en la proposicién
anterior, casos 5, 6, y 7 se demuestra en [17]. La ventaja de la prueba usada aqui, es que es mads

general y nos proporciona deg F', como se puede ver en el ejemplo siguiente.

Ejemplo 1.5.2 Sea F = {x e R?2 | Zx% +x% +2x1x9 +2x1 < O}. Encontramos  una

transformacion afin en Rz, g(x) = Mx+c, con

M{_ﬂ ‘f]w(‘f)’

tal que g(Sp) = {x e R? | Zx% +x% +2x1xp +2x1 = O} es la envoltura convexa de la elipse

Zx% + x% + 2x1x9 +2x1 = 0. Tomando a; y b; cont € [-1,1], como en (15),

10
aM! :(14—3t2+1,2t(t2—1))|: L :|
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= (P +203 =32 -2+ 1,21(¢2 - 1))

y bs+ a;M_lc — 2¢2. Por lo que, de la Proposicién 1.4.2, obtenemos una representacion polinomial

para F,

{@* +263 =312 = 20+ D)y +26(1% — D)xp < 212, t € [-1,1] ).
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CAPITULO 2:
Continuidad del Mapeo Optimal Dual

2.1 INTRODUCCION

En el Capitulo 1 tratamos con el conjunto solucién de sistemas de desigualdades
lineales semi-infinitos, en lo que resta de la tesis trataremos con problemas de
programacion lineal semi-infinita, los cuales tienen, como mencionamos entonces, a
estos sistemas lineales semi-infinitos como restricciones. Generalmente un problema

de este tipo puede formularse como:

donde ceR™reT, T es un conjunto arbitrario, posiblemente infinito,
ar = a(t) = (ay(t),ar(t),...an(t)), a es una funcién de T en R" y by = b(t), donde b
es una funcién de T en R . A este problema lo llamaremos primario, lo denotaremos

con (P) y le asociaremos el problema dual (D), el cual, se formula como:

sup > At

ZteTﬂ”a’ =c

donde A; = A(r) >0, 4 € R y R es el conjunto de todas las funciones de 7 en

38



R que son cero excepto en un subconjunto finito de 7, dotado con las normas:

1

2

A = D 1A, Alle = maxse7lds, o la norma euclideana [|A| = (Z(lt)z) A
teT teT

este espacio R también se le conoce como espacio de sucesiones finitas
generalizadas, y es lineal con las operaciones usuales de suma de funciones y el

producto por un escalar.

Para cada par de problemas (P) y (D) obtenemos una familia de problemas al
variar libremente los datos 7 = (c,a.,b.), pero dejando fijos la dimensién n € Ny el
conjunto de indices 7, por lo que, nuestro espacio de pardmetros serd
I1 = R" x (RM)T xRT, con elemento nulo = (0,1, (0,)7,07). Para medir dichas

perturbaciones consideraremos la aplicacion

(-G}

considerada también en [12, 13 y 18]. Esta aplicacion puede tomar valores en [0, ),

d(my,m2) = maX{HCl —c?|_.sup

pero localmente es una métrica que provee a Il de una topologia de Hausdorff, que
satisface el primer axioma de numerabilidad, e introduce en Il la convergencia
uniforme, esto ocurre cuando tomamos solo pequefias perturbaciones y se tiene
d(.,m) < oo. IT también es un espacio lineal con las operaciones componente a
componente. Nuestro interés ahora, es el estudio de la estabilidad de (P) y (D) al

variar todos los datos. La estabilidad de (P) ya ha sido tratada y reportada en [12, 13
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y 14], en [14] también se presentan resultados sobre la estabilidad de (D), analizando
ahi bajo qué condiciones el problema dual permanece consistente (0 inconsistente)
después de perturbaciones suficientemente pequefias de todos los datos y
comparando los resultados con los hallados para el problema primario, un resumen
de estos resultados los presentamos en las secciones 2.2 y 2.3. En la seccién 2.4,
ofrecemos resultados sobre la continuidad del mapeo optimal, la cual nos interesa
porque esta proporciona un tipo de estabilidad en el problema dual, en el siguiente
sentido; una aproximacién en el pardmetro 7w, nos indicard una aproximacién al
conjunto optimal. En dicha seccién obtenemos condiciones suficientes para que el
mapeo optimal sea uniformemente acotado y mostramos que la unicidad es necesaria
para que este mapeo sea semicontinuo inferiormente y casi semicontinuo

inferiormente.

Continuemos ahora con definiciones que necesitaremos en el desarrollo de este

tema.

Para cada 7 = (c,a.,b.) € Il, tendremos los problemas (P) y (D), con su
conjunto factible F y A respectivamente, F definido como en el Capitulo I, y A

definido como sigue

A = {xem” | Z/’Ltatzc},

teT

también asociado a cada uno de ellos su conjunto optimal, denotado por F* y A*
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respectivamente, F* como en el Capitulo I y A* como sigue

A* = {,1 e A | D Abi = sup{d_aibra € A}}’

teT teT

y sus valores optimales v y vP. Cuando necesitemos mencionar mas de un parimetro

utilizaremos indices de la forma 7, = (¢",a.”,b."), (Py), (D), Fr, A, etcétera.

En el espacio de parametros I'1, definimos los conjuntos:

[ ={rell | F=+0}, IM;=4rell | F=0},
M2 ={rell | A+0}, NP ={rell | A=0},

[y ={r eIl | F*¥ + 0}, NP = {r eIl | A* = 0}.

los cuales nos proporcionan las clases de pardmetros consistentes (F # 0),
inconsistentes (F = @) y solubles (F* + #J), para el problema primario, y para el
problema dual en los demds casos. Estos conjuntos resultan ser conos en el espacio
lineal I, y para determinar si hay estabilidad, necesitamos estudiar el interior de
cada uno ellos, en estos dos capitulos, en particular, nos ocuparemos de int HSD ,
puesto que el interior del resto de estos conjuntos ya ha sido caracterizado y

reportado en [12, 13] y otros articulos de los mismos autores.

Para el estudio de la pertenencia de un pardmetro 7 a int ¢ y a int T12 son muy
importantes las condiciones dadas por la semicontinuidad inferior segtiin Berge de los

mapeos factibles F:I1->R" y L:II-> RM, los cuales son mapeos
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multivaluados (de punto a conjunto). El mapeo F asigna a cada = € I1 su conjunto
factible F' y el mapeo L asigna a cada 7 < I1 el conjunto A. Puesto que nos interesa
int TIP, dedicamos este capitulo a la continuidad del mapeo optimal dual
L£*: 11 - R, que asigna a cada 7 € IT su correspondiente conjunto optimal A*,
es decir £*(r) = A*. Para el caso de £ y £* es necesario dotar a R() de una
topologia adecuada, para lo cual, en su momento, recurriremos a las normas
Euclideana, l» (o de Chebyshev) y [y, denotadas por ., [l.l, ¥y I,

respectivamente. El elemento nulo en R, 1o denotaremos por O7.

Para los mapeos multivaluados que mencionamos antes, consideraremos los tipos

de continuidad siguientes, las primeras cuatro definiciones han sido tomadas de [4].

Definicion 2.1.1 Si Y y Z son dos espacios topoldgicos y S : Y - Z es un mapeo
multivaluado, entonces, diremos que S es semicontinuo inferiormente segiin Berge
(B-lsc), en un punto 'y € Y, si para todo abierto W < Z tal que WN S(y) + 0 existe

un abierto U C Y, que contiene a y, tal qgue W N S(yl) + 0 para cada y1 e U.

Definicion 2.1.2 S es semicontinuo superiormente segiin Berge (B-usc) en un
punto y € Y, si para todo abierto W < Z tal que S(y) € W existe una vecindad

abierta Ude y enY, tal que S(y') € W para cada y' € U.

Definicion 2.1.3 Si S es tanto semicontinuo inferiormente como superiormente

segiin Berge en 'y € Y, entonces es llamado B-continuo en y.
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Definicion 2.1.4 Supongamos que Y y Z son espacios numerables; diremos que S
es cerrado en y € Y, si para cualquier par de sucesiones {y"} y {z"}, las cuales
satisfagan lim,y" =y, lim,z" = zy z" € S(y") para todo r, se tiene que 7 € S(y).

Diremos que S es un mapeo cerrado si lo es en cualquier punto.

Definicion 2.1.5, [13] Si Z es un espacio pseudométrico o métrico, diremos que S
es continuo segun Hausdorff (H-continuo), en y € Y, si, dado € > 0 existe una

vecindad abierta U de y en Y, tal que, la H-distancia entre las imdgenes satisface

du(S(),S(")) = max{ sup d(z'.S(y)), sup d(z,SG'"))} <e
Z'eSG") zeS(y)

para cada y' € U, donde d(z,S) = inf{d(z,s)ls € S}, (suponiendo d(z,S) = o si S

es vacio).
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2.2 ESTABILIDAD DEL PROBLEMA PRIMARIO
(int I1,)

En los teoremas que mencionaremos a continuacion y cuya demostracion puede
verse en [13 y 14], podemos observar la relacién tan fuerte entre la semicontinuidad
inferior segiin Berge y el interior del conjunto de pardmetros consistentes, ademads,
como el acotamiento del conjunto factible F, proporcona una condicioén suficiente

para la continuidad del mapeo factible.

Teorema 2.2.1 (Teoremas 1 en [13] y 3.1 y 62 en [l4]).Para

w = (c,a.,b.) €11 dado, son equivalentes:
1) 7w € intlle;
1) Fes B-Iscenn € Il¢;

iii) existe x € R" y & > 0 tal que a;)'c > br+¢€ paratodot € T (X es llamado strong

Slater element, o SS-element);

iv) (c,a.,b. Dy e 11, para b! suficientemente cercano a b (en la pseudométrica

uniforme);

vy e€lle y d(0,41,D) >0, con D := conv{( Z’ ),t € T}, lo cual significa que

OI’H-l & CI]D).
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Teorema 2.2.2 (Teorema 2 en [13]). Sea & € I1¢;

1) si F es acotado, entonces F es B-usc y uniformemente acotado en r;

ii) si F es acotado y © € int T, entonces F es B-continuo y H-continuo en una

cierta vecindad de r.

En el Teorema 4 de [13] se demuestra que int I1. # @, por lo tanto, todo lo
anterior tiene sentido, el elemento elegido para tal demostracién es (05,0,,—1), el

cual satisface la condicién iii) del Teorema 2.2.1.
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2.3 ESTABILIDAD DEL PROBLEMA DUAL
(int T12)

El Teorema siguiente caracteriza int 12, es decir, aquellos pardmetros que bajo
pequefias perturbaciones permanecen consistentes en el sentido dual. Observemos
que las condiciones ii)-iv) resultan ser las versiones duales de las condiciones
correspondientes en el Teorema 2.2.1, aunque iii) ahora requiere del cono

M = cone{ay,t € Ty.
Teorema 2.3.1 (Teorema 5 en [13]). Sea & = (c,a.,b.) € I, son equivalentes:
1) € int HCD ;
ii) £ es B-lsc en mt € T12;
iii) ¢ € int M,
iv) (cl,a.,b.) e 12 para todo c! suficientemente cercano a c.
Sim € e NIID, entonces también agregamos a la lista anterior:
v) F* es un conjunto acotado no vacio;
vi) v es finito y los conjuntos de nivel de (P) son acotados;

vii) existe S < T, IT| < o, tal que los conjuntos de nivel primarios, no vacios, del
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subproblema finito
infc'x
sa ax > by, paratodot € S,

son acotados;

viii) F es un conjunto acotado no vacio para todo m| = (cl,a.,b.), siempre que c!

esté suficientemente cerca de c;

ix) existe &€ > 0 tal que F} es un conjunto acotado no vacio para todo | € Il¢ tal

que d(m, ) < e.

Es interesante observar que en este teorema se dan condiciones también para que
r € int I, el interior del conjunto de pardmetros con solucién primaria. De hecho,
se puede consultar [12] para comprobar que las condiciones que caracterizan
completamente al interior de este conjunto son iii) y la condicién fuerte de Slater.

Este resultado lo enunciamos en el Teorema 3.1.1.

Una gran cantidad de aplicaciones de la programacién lineal semi-infinita tienen
como conjunto de restricciones a sistemas continuos, es decir, a sistemas lineales
donde a y b, son funciones continuas sobre un espacio compacto de Hausdorff 7, ver
ejemplos en [12, Capitulo 1]. Ya que sélo tienen sentido perturbaciones continuas en
este contexto, surge la necesidad de considerar, para tal caso, un espacio de

parametros especial I1, := {7 € Il | a. y b. son continuas sobre 7}, con T, como
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se menciond antes, compacto de Hausdorff, el cual serd llamado espacio de
pardmetros continuos. Aplicaremos el subindice ”0" a todos los objetos relacionados
con este espacio, como por ejemplo; I1yc el subconjunto de pardmetros continuos
consistentes en el sentido primario ( i.e. con F # &), intpollyc, y similarmente, F,,
Lo, para las restricciones de F'y L en Il,, respectivamente. Observemos que si
ITl < o, entonces T es un espacio compacto de Hausdorff en la topologia discreta y
[T, = T1. Asi, cualquier resultado sobre estabilidad de problemas continuos se
extiende a los problemas de programacioén lineal ordinaria. Es importante mencionar
ahora, que los Teoremas 2.2.1 y 2.3.1, se satisfacen en su versién continua, es decir,

para € Il,, reemplazando por supuesto, a [1. con Iy, a F con F,, etcétera.

Otros resultados importantes relacionados con el espacio de pardmetros continuos

son los dos siguientes.

Corolario 2.3.1 (Corolario 1, [13]) Si T es un espacio de Hausdorff compacto

entonces intol_lgc = int HCD .

Teorema 2.3.2 (Teorema 6, [13]) Dado un espacio de Hausdorff compacto T, y

r € [y, son equivalentes:

) 7 € intolle N into TR

ii) F* y A* son no vacios y acotados;
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iii) (P1) y (D) son solubles para cada n| en una cierta vecindad de w en I1,.

Pasemos ahora a resultados que tienen que ver con propiedades del mapeo
factible dual; veremos que £ , en general, no es un mapeo cerrado y dos resultados
que dan condiciones para la continuidad de este mapeo. Para ilustrar el primer

resultado, veamos el ejemplo siguiente, tomado de [13]:

Ejemplo 2.3.1 Sea 7 = (c,a.,b.) talque ¢ # Oy el conjunto {t € T | a; = c} es
un conjunto infinito, Tomemos una sucesion en este conjunto {f;}, con f; # t; para

i # j, ydefinamos A" € RSFD como sigue;
Al = % sit=ty, k=1,2,...r, y Af = O enlos demds casos, r = 1,2,...
Entonces, {1"} < A y lim,||A"||, = 0, esto significa que A" converge en la
norma [ a 07, el cual no pertenece a A. Por lo tanto £ no es [« —cerradoen 7y L,
no puede ser /o —cerrado cuando T (espacio de Hausdorff compacto) es infinito. Sin

embargo, si C := conv{a;,t € T} es acotado (equivalente a a. acotada), se tiene que

L es l{-cerrado en 7, como se muestra en el teorema siguiente.

Teorema 2.3.3 (Teorema 7, [13]) L es l{-cerrado en los puntos del subespacio
lineal abierto de 11, T := {n ell | Ces acotado}. Ademds, si T es un espacio de

Hausdorff compacto, entonces Ly es li-cerrado y por tanto, £ serd cerrado si

|71 < oo.

Para el Teorema que sigue necesitamos mencionar la cota de Lipschitz para la
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H-distancia entre dos conjuntos C; y C, asociados a dos parametros diferentes 7| y
my, dy(clCy,clCy) < Jnd(my,m,), (Lema 2, [13]). Incluimos la demostracién de

dicho teorema porque presentaremos un resultado andlogo para el mapeo optimal

L*.

Teorema 2.3.4 (Teorema 8, [13]) Dado n = (c,a.,b.) € I1, con su respectivo
C = conv{a;, te T}, si O & cl C, entonces L es uniformemente acotado en .
Ademds, si T es un espacio de Hausdorff compacto y Ao + & es acotado ( i.e.

0, ¢ C ), entonces L, es uniformemente acotado en n € Il,.

Prueba La condicién 0, ¢ ¢l C, implica que existe > 0 tal que ||x| > p, para

todo x € ¢/ C. Consideremos 7| = (cl,a.l,b.l) tal que d(m,mq) < K si

2gn

Ty € HiD terminamos la demostracién porque A1 = & es acotado. Si no es el caso,

sea Al € A arbitrario, esto es, cl = Zl}a}, con Al # 07. Dividiendo entre

teT
2
11|, observamos que T/ITT = 1, de donde —”/fllnl € Cyyast
1
c . 1 : 1 H
—C > inf ||x!|, = inf |x']| > .
AT, " e, ' e 2

La dltima desigualdad es por lo siguiente, si suponemos que existe xl e Cy, con

x| < % podemos encontrar, por Lema 2 en [13], un x € C tal que
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lx x| < ynd(mm) < £

Entonces ||x|| < |lx—x!| + [lx!]| < i, lo cual constituye una contradiccién. Por

lo tanto, de aquella desigualdad tenemos

1 1 2 .1 2 1 2n 1
1AM, = 1AM = Flletlly = gnlietll, = Ule” =cll + liell,)

n 2n _ 2n
<Lt 2ye), = g+ 2 el
paracada A € A, cond(r, ) < ﬁ

Para la segunda parte (de los problemas continuos) debemos considerar que A, no
vacio y acotado es equivalente a que A, no tenga direccion de recesion. Luego, para

relll. (conT espacio de Hausdorff compacto), supondremos que A, tiene una

(1)

direccién de recesion y € Ry 7, entonces, y # O y Zyta; = 0y, por lo que
teT

0, = Onllyllf1 € ¢l C = C. Ahora, supongamos que 0, € ¢/ C = C, esto implica

que existe A € Rng) tal que 0, = tha; y ZA; = 1. Entonces A # O7 es una
teT teT

direccién de recesion de A, y este es no acotado. La conclusion se sigue al aplicar la

primera parte de la demostracion. [

Teorema 2.3.5 (Teorema 9, [13]) Si 7 € int [1? y 0, & cl C, entonces L es

H-continuo en una vecindad de n. En particular, si & € int T15. y A es acotado,
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entonces L es H-continuo en una vecindad de 7.

Corolario 2.3.2 (Corolario 2, [13]) Si [Tl < 0oy & = (c,a.,b.) € 12, entonces,

son ciertas las afirmaciones siguientes:
i) si A es acotado, entonces, £ es B-usc y uniformemente acotado en m;

i) si, ademds, & € int 1P, entonces, £ es B-continuo y H-continuo en una vecindad

de 1.

El dltimo teorema que se prueba en [13], (Teorema 11), le da sentido a varios de

los teoremas enunciados antes, pues de él se deduce que int [12 = &
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2.4 CONTINUIDAD DEL MAPEO OPTIMAL DUAL

El Corolario 2.4.1, se desprende del Teorema 2.3.4, sin embargo, mds adelante, en
el Teorema 2.4.3, hemos cambiado las condiciones para que el mapeo optimal dual

sea uniformemente acotado en un determinado pardmetro 7.

Corolario 2.4.1 Dado n € 11, si 0, ¢ cl C, entonces, L* es uniformemente

acotado en .

Prueba Consideremos en primer lugar que A* es un subconjunto de A. Por el
Teorema 2.3.4, se tiene que existe una vecindad de 7 donde para todo 7| en dicha
vecindad A es acotado, luego A} también debe serlo y, por lo tanto, se tiene la

prueba. []

Para la demostracién de que el mapeo optimal es uniformemente acotado con
condiciones mds familiares, como son ¢ € int M y la existencia de un elemento de
Slater fuerte necesitaremos del Teorema 2.4 mencionado en [7], en donde, nuestras
condiciones también implican la continuidad de la funcién valor optimal

v: Il > RU {~w,0}.
Teorema 2.4.2 (Teorema 2.4, [7]) Sea & € I, entonces:

) vesuscenm, siysolosi Fes B-lsc en .
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ii) Si F* + O es acotado entonces v es lsc en . Si v(rr) < o se cumple la afirmacion

reciproca.

Teorema 2.4.3 Sea n € I1. Supongamos que ¢ € int M y que existe un elemento

de Slater fuerte en F, entonces, £* es uniformemente acotado en .

Prueba La condicién de Slater es equivalente a 0,1 € ¢/ D, por lo que podemos
encontrar un € > 0 de tal forma que € = d(0,,41,cl D). Consideremos la vecindad de
cd D, W=cl D +B§. Por el Lema 2 en [13], mencionado también en la
demostracion del Teorema 2.3.4, podemos encontrar una vecindad de =, V(r), tal
que, para todo 7| € V(xr) obtengamos ¢/ D1 < W. Supongamos que para cualquier

vecindad U(r), U A* es no acotado, entonces, debe existir un par de
m€eU(r)

sucesiones {mwm,A"},>1, 7Tm - 7w cuando m —» o, y A" e Aj,, para cada

m=1,2,.., de tal forma que [[A"|; - c© cuando m — co. Luego, para cada

1,2,.. tenemos

3
Il

Cm = E Angm yD = E AT,

teT teT

equivalente a

Cm _ m a;n
(v%) =2 M (w).

teT
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>

teT
= 1’
A"l

Dividamos la igualdad anterior entre ||A™ || y tomemos en cuenta que

entonces, para algtin m suficientemente grande

1 C
R (VD) € Dm = W.

m

Ahora, como 7y, — m, cuando m — oo, y por el Teorema 2.4.2, v es continua y por
lo tanto v% — v cuando m — o, asi, tenemos que, cuando m — oo, 0,1 € ¢l W, lo

cual es imposible por la forma en que se definié a W. [

Definicion 2.4.1, [19]. Sean X,Y dos espacios topoldgicos y S : X - Y un mapeo
multivaluado. El mapeo S, serd llamado casi semicontinuo inferiormente (a-lsc, por
sus siglas en inglés), en un elemento xo € X, si existe yy € S(xq) tal que para todo
abierto W que contenga a y, existe una vecindad V(xq) de tal forma que para todo

x € V(xg) se cumple S(x) "W + .
Teorema 2.4.4 Si L* es a-Isc en i, entonces (D) tiene solucion tinica.

Prueba Supongamos que la propiedad de a-lsc se cumple para A2 € A*, siestaes
la tdnica solucién no hay nada que probar, por lo tanto, supongamos que existe
también A! € A*, A1 = A2, entonces, sin pérdida de generalidad, podemos suponer
que existe 7y € T tal que /’L,lo > /’L,zo > 0. Consideremos la sucesion <{wm} >1,

definida como sigue, ¢'* = ¢, a}’ = a; paratodot € T, b* = b; paratodo r € T\{t¢}
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y b?gzthJr%(),}o—ltzo), m=1,2,.... Se tiene que, Am = A para cada
m=1,2,.... Sea W una vecindad de 22 tal que para todo A € W se tiene

(A1, —/”ttlo)(),tzo - A}O) > (. Luego, paratodoA € WNA =WNAmconm=1,2,...

Wn(h) = Wi (A1) = 3 by, = AL) + -y = 22) (e, = AL) < 0.

teT
De aqui, ¥Ym(d) < ‘Pm(ll) para todo m = 1,2,...; pero esto significa
WN A, =D paratodom = 1,2,..., con lo cual hemos obtenido una contradicién, y

por lo tanto la prueba. []

Corolario 2.4.4.1 Si L* es B-Isc en m, entonces, el problema dual (D) tiene

solucion unica.

Prueba Sélo tenemos que observar que L* B-Isc en m implica que L* es a-Isc en

z. U
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CAPITULO 3: Estabilidad del Problema Dual

INTRODUCCION

El gran objetivo de esta tesis fue caracterizar el interior del conjunto de pardmetros con solucién
en el problema dual, es decir, deseabamos encontrar condiciones necesarias y suficientes para que un
problema fuera estable en este sentido: que después de perturbaciones suficientemente pequefias de
todos los datos en un pardmetro 7 con solucién dual, obtuviéramos pardmetros también con solucién
en el problema dual . A este conjunto le hemos llamado int TTP. En el capitulo anterior podemos
encontrar una caracterizaciéon para el interior del conjunto de pardmetros con solucién en el
problema primario int I, y en la literatura, principalmente en [12], se han probado condiciones para
que un problema tenga solucién dual, por lo que, haremos un pequefio resumen de esos resultados en
la seccion 3.1. En base a estos resultados, hemos buscado las condiciones para cumplir nuestro
objetivo, sin embargo, nos encontramos con algunos ejemplos de problemas que muestran un
comportamiento diferente al que esperdbamos. En el caso continuo ocurre que en int Il todos los
pardmetros tienen también solucién dual, ver [27], sin embargo, los ejemplos que presentamos
muestran que, para el caso mds general, aunque 7 pertenezca a int I1g, puede ocurrir que 7 no tenga
solucion dual. Estudiamos el comportamiento de estos ejemplos en la seccion 3.2, y finalmente, en la
ultima seccién de este capitulo, demostramos que existe un subconjunto, que llamamos I14p de int
I1s, donde los problemas con solucién dual forman un conjunto denso. Ademas, damos un ejemplo,
con el cual se demuestra que, en el complemento de [14p existen conjuntos abiertos de problemas

sin solucién dual, dando con esto, una particion de I1;.
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3.1 ALGUNOS RESULTADOS SOBRE ins I1;, y IT2.

Del Teorema 2.3.1 resumimos lo siguiente: Si 7 € I1. N TI2, entonces son equivalentes:
)ceintM
ii) F* es acotado y no vacio,
iii) existe € > 0 tal que F7 es acotado y no vacio para todo | € Il¢ que cumpla d(m,71) < e.

Del Teorema 2.2.1 tenemos la equivalencia siguiente: para todo € I, © € int I si y sdlo si,

FesB-lscenr.

La importancia de estos teoremas es que ellos nos llevan a la caracterizacion de int I, (Teorema

3.1.1), se puede ver también el Lema 10.2 de [12].
Teorema 3.1.1 7 € int I si y sélo si, F* es acotado y no vacio y F es B-lsc en 7.

Otras condiciones equivalentes son: 7 € int Il si, y s6lo si, ¢ € int M y existe un elemento de
Slater fuerte (SS-element). Estas condiciones son mds practicas o mds accesibles en problemas
concretos, por lo que hemos recurrido a ellas en la bisqueda de una caracterizacién para int ITP. La
primera, ademds de garantizar F* # &, nos indica que tenemos un problema dual consistente,
7 € IIP, esto es, A # @. Tenemos también una condicion necesaria y suficiente para que un

pardmetro 7 sea soluble en el sentido dual, esto es, 7 € 12, ver Teorema 3.1.3.

Definicién 3.1.1, [12]. Sean v(r) y vP(r) los correspondientes valores optimales primario y dual

de un 7 dado. Le llamamos hueco dual (duality gap en inglés) a la diferencia 8() := v(z) — vP(x).
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Por la forma en que hemos definido al problema dual, siempre se tiene que o(r) > 0, (dualidad

débil) y cuando 8(xr) = 0, decimos que no tenemos hueco dual, o sea, v(z) = vP(x).
Teorema 3.1.2 (Teorema 8.1, [12]) Sea n € Il.. Si ¢ € rint M entonces 6(r) = 0.

Teorema 3.1.3 (Teorema 8.3, [12]) Sea © = (c,a.,b.) y supongamos que v(rt) < o, entonces, los

enunciados siguientes son equivalentes:

: C .
”(v(n)) <K
iyr e IR yé(nr) =0

Definicion 3.1.2 [12] Dado un parametro = = (c,a.,b.), asociamos a €l su cono del segundo

momento, el cual se denota y define como:

_ ai
N = cone{( b, ), t e T}.

a

Observemos que N € K = cone{( bt ),t eT, ( 91 )} En el Corolario 3.1.3.1, hemos relajado

las condiciones del Teorema 3.1.3.

Corolario 3.1.3.1 Sea 7 € I1; con v(r) < o, entonces, 7 € 1Y y §(x) =0 si y sélo si,
C
(L) e

Prueba.

(=) Por las hipétesis, existe A € RSFT) tal que > Awa; =cy Y. Ay = vP(x) = v(x), entonces,
teT teT

( (o) ) B tGZT’“( b ) ¥ deaqui ( o) ) €N
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(<) Como N c K, la prueba se tiene por el Teorema 3.1.3.

Corolario 3.1.3.2 Si 7 € I1? y 6(n) = 0 entonces ( V(Cﬂ) ) € NN bdN.

Prueba. Por el Corolario 3.1.3.1, sabemos que ( V(;)

c .
) e N. Supongamos que ( o) ) € int N,

(1)

luego, debe existir € > 0 tal que (V(;)Jrg) e N. Esto implica que existe A € R}y’ tal que

> Atbt = v(r) + € pero como v(r) + & > v(r) = vP (1), hemos obtenido un absurdo. Por lo tanto
teT

(V(Cn)) e NNbdN. O

Por los resultados anteriores, para caracterizar int ITP hemos centrado nuestra atencién en el cono
S

N.
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3.2 EJEMPLOS PATOLOGICOS

Ejemplo 3.2.1.-Sea T = [0,1],¢c = (1/3,1),a; = (¢t,1) paratodo t € T.
(P) inf %xl + X
s.a txyp+xy > b, t €[0,1]

(D) sup Y Arby
teT

s.az/lt( {) = ( 1{3), = RSLD
teT

Sean los puntos en [0,1]: t, =27 a;,, = 27,1) n=1,2,.... y A = 271,272,...), donde

At, = 27". Entonces,
D han, = Q2723727 = (13,1) = c.
n=1 n=1 n=1

Asi, tenemos que A = (2_1,2_2,...) satisface una de las condiciones para ser factible pero

2 ¢ RD Enla figura 3.2.1 hemos ilustrado a M = cone{( i ) t € [0, 1]}, el cual, en R2, se

puede ver como el cono con vértice en el origen, limitado por los rayos que pasan por los puntos
(0,1) y (1,1). Independientemente de la definicion de la funcién b podemos observar que

c=(1/3,1) € int M.
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X2

A
(04
> X1
Figura 3.2.1
Ahora consideremos: 1ty = 0, t, = 27", n = 1,2,..., y la sucesion con términos:

AN = (LZ_’",Z_I,Z_Z,...,2_’"”,0,...) e Rng), paracadam = 1,2,... Veamos que A" € A.
3

m m
0+ 22—21 + %2—n1+12—m—1 24—1 + 43”’
Z Afar = ! m = ljnl =
teT %Z—m + 22—1' + %2—n1+1 22—1' +Q-m
i=1 i=1

I
N
[u—
—_
9%
N—

I

M)

1 —m+1 4-m
[ A=A+
o 1= 2—m+1 4+—m
cuando m — oo,

Sea A0 = (0,A), con A= (2_1,2_2,...) como se definié al principio de este ejemplo,

o0
> 2% =0+ 2_2”( 2{” ) = ( l? ) =¢, pero A9 ¢ RMD. Cuando m - 0, tenemos
teT n=1

que A" - 29, con cualquiera de las normas que hemos considerado para RD,

Asi que, tenemos en el problema dual, una sucesiéon de puntos factibles cuyo limite también

(1)

podria ser factible pero no pertenece a Ry 7.
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Observacion. El defecto anterior ocurre porque el espacio R no es completo.con las normas

Ejemplo 3.2.2.- En el Ejemplo 3.2.1 definamos a la funcién b de la manera siguiente: para t = 0,
bog = 1 yparatodot e (0,1] b; = 0. El conjunto factible del problema primario podemos verlo en

la Figura 3.2.2, el cual, queda descrito como sigue:

Fy = {(x1,x2) | x2 > Litx; +x2 > 0,7 € (0,1]}.

A

Figura 3.2.2

(P) tiene solucién en x* = (=1,1), y su valor optimal es v, = % Como tenemos ¢ € int M y

Slater, por ejemplo, X = (0,2) es un punto de Slater, ocurre que vg =v) = %.Entonoes, el

problema dual consiste en hallar A e RJ@, de tal forma que, sup Y Ab; =supiy = %

teT

> At = % y >_ A = 1. Esto lleva a las igualdades
teT teT

D hi=1-20=3 =37 A

t(0,1] t€[0,1]
Supongamos que existe g € (0,1) tal que Ar, > 0, entonces At < As,, para todo ¢ € (0,1),
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luego Z At < Z At, pero esto nos lleva al absurdo % < % Por lo tanto, hemos obtenido
te(0,1] te(0,1]

que, para todo t € (0,1), 1, =0, y que, 4| = % = Z At. De esta forma, la tnica solucién para
te(0,1]

(D)es A € Riﬂ definido como: 1 = % A = % yparatodor € (0,1), A; = 0.

Ejemplo 3.2.3.- En el problema del ejemplo 3.2.1 definamos a la funcién b de la forma siguiente:
para t =0, bg =1, by =—1 y para todo ¢ € (0,1) b; = 0.El conjunto factible del problema

primario es:

F3 ={(x1,x2) | x> 1,x1+x2 >—-1,tx1 +x2 > 0,2 € (0,1)},

el cual coincide con F», por lo que tenemos la misma solucién para (P), x* = (=1,1), y su valor

optimal es vy = % También debemos tener vé) = % Por lo anterior, para resolver (D) debemos

suponer que existe A € RSFD, tal que Y Aby=Ag— A1 = % S At = % y 2. A= 1. Esto
teT teT teT

implica que g = % + A 2 %, y porotro lado,que D> A;=1-2¢9<1- % = % Supongamos
t(0,1]

que existe 7€ (0,1) tal que A;>0, entonces tendriamos Aj;t<A;, y de aqui,

% = > At< D A< % lo cual es un absurdo. Por lo tanto, para todo ¢ € (0,1), A; = 0.
te(0,1] te(0,1]

Luego, A debe satisfacer el sistema: Ag—A; = % > Ar=Ag+A; =1 cuya solucién es:
t€[0,1]

, pero recordemos que 1- Z Att = A1, lo cual nos lleva a una contradiccion.

1
6 3 teT

Con esto hemos demostrado que no existe solucion para (D), a pesar de tenerla para (P) y de tener
condiciones buenas como ¢ € int M y Slater, las cuales nos indican que tenemos un pardmetro en int

IT; sin solucién dual.
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Definamos la sucesion {A™} >, de la siguiente manera: A{} = % AP = % para

1 y . 13
t=1 ym=2.73,..... Para cada m fijo se tiene que, > /l’t"( i ) = ( ) ) = ¢, lo que

m
t€{0,m—1/m}
significa  que {A"},> <A , ademds, es una sucesion maximal ya que
lim,, > Af'by = limp A = % =vP. Sin embargo, lim;, A" = 1, con A4 definido como
t€{0,m—1/m}
sigue: 1o = % y Al = %, el cual, segin el Ejemplo 3.2.2, es un punto factible, sin embargo, para

este caso, ocurre que D Ab; = 29— A1 =

< % =D Es decir, tenemos una sucesion de puntos
1t

1
3
factibles maximal, cuyo limite A ¢ A*, lo cual demuestra que el mapeo optimal es no cerrado, (A*

es no cerrado).

Ejemplo 3.2.4.- Ahora definamos a la funcién b como sigue: para t = mT_l y m>1,

b = % bg=1,b; =-1, yparatodot € (0,1)\{’"7_1}, by = 0.

Fy = {(xl,xz) | xp > 1, x1 +xp > -1, (mT_l)xl +xp > %} nuevamente coincide con Fy,

ver figura 3.2.3, y tenemos las mismas condiciones; ¢ € int M, Slater, y por lo tanto, v4 = v4D = %

A

Figura 3.2.3
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Sea 4 € RSLD definido como sigue: Ay = 32&:?) y Amai = % y A:r =0 para todos los

demads casos. Se tiene que para cadam > 1,

m1
2 ’l’a’:32(2:?)((1))+3(mm—1)( 1 ):(1{3)26

te{0,m—1/m}

Z Aiby = () + (W) -2
1e{0,m—1/m} 3(m—1) 3(m—1) 3

luego, esta A es solucién para (D), A € AZ.

En el Ejemplo 3.2.4, para cada m > 1 tenemos un par de problemas (P) y (D) con solucién.
Denotemos a estos problemas 7, y al problema del Ejemplo 3.2.3 con 7. Cuando m — oo,
Tm = 7, luego, tenemos una sucesion de problemas con solucién cuyo limite es un problema sin

solucion dual.

Veamos qué ocurre con el cono N en cada uno de estos problemas.

Ejemplo 3.2.2.- (§) = € N, y tanto (P) como (D) tienen solucidn.

W = W=
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X3

X2
Figura 3.2.4
t 0
Descripcion de la figura 3.2.4: Ny = cone 1 |, te]0,1]; 1 consta de los rayos
0 1

que emanan del origen y pasan por (0,1,1), (1,1,0), y por aquellos rayos que pasan por la recta que
une estos dos puntos,.(estos conos son convexos). También forman parte de N, todos los rayos que
pasan por la recta que une al punto (1,1,0) y (0,1,0), sin incluir al que toca este dltimo punto, es
decir, el eje xp no pertenece al cono N5, asi como tampoco la cara marcada con la linea punteada en

el dibujo. De aqui que, (§) = € N, pues este punto se encuentra sobre la recta que une

a los puntos (0,1,1), y (1,1,0).
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Ejemplo 3.2.3.- ({) = ¢ N3 y (D) no tiene solucion.

Figura 3.2.5
t 0 1
Descripcion de la figura 3.2.5: N3 = cone 1 , 1€ ]0,17; 1 , 1 , esta
0 1 -1

constituido por los rayos que pasan por los puntos (0,1,1) y (1,1,-1), y por todos aquellos que

pasan por la regién encerrada entre las lineas punteadas, sin tocar a estas, esto es debido a que, los
1
n

rayos que pasan por los puntos 1 , con n € N\{1}, si pertenecen al cono. Este cono se
0

puede ver como una pirdmide de cuatro caras, de las cuales, ninguna de ellas pertenece al cono. Del
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dibujo podemos observar que, el punto (§) =

R
=z
W

Ejemplo 3.2.4.- (§) = € N y (Dm) tiene solucién para cada m > 1.

W — W=

X3
A
(0,1,1)
: (1/3,1,2/3)
—
‘ ‘A'_’ (1-1/m,1,1/m)
oy X2
71\’ (1,1,0)
Figura 3.2.6
Descripcion de la figura 3.2.6:
0 1 1—-1/m t
Nm = cone 1 1 1 , 1 ,
1 -1 1/m 0
m>1 t€]0,1[, t£1/m

Cada vez que m toma un valor, agregamos un punto al cono N3 sobre la semirecta que une a los

puntos (0,1,1), y (1,1,0), lo cual permite que, una parte de la cara comprendida entre los rayos que

69



pasan por esos dos puntos, quede incluida en el cono, incluyendo también, de esta manera, al punto
( 6 ). En el limite, cuando m — oo, esta cara pertenece al cono. No pertenecen al cono las otras tres

caras y las aristas formadas por el eje x5, y por el rayo que pasa por el punto (1, 1,0).
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3.3 PARTICION DEL CONJUNTO I1,

Del trabajo realizado en la seccion precedente queremos resaltar lo siguiente: en el Ejemplo 3.2.3,
tenemos un parametro 7 € int Iy, con A* = &, y por medio del Ejemplo 3.2.4 mostramos que
existe una sucesion de problemas 7, — 7(), con la caracteristica de que para cadam € N, A}, = &.
Es decir, en el interior del conjunto donde los problemas primarios tienen solucién, tenemos un
problema que no cuenta con solucién dual, pero para el cual, se ha podido construir una sucesién de

problemas tendiendo a €l que si tienen solucién dual.
CONJETURA

Siempre que exista un pardmetro 7 € int Ils sin solucién dual, existe una sucesion {7},

m=1,2,.., Tm — 7, tal que, para cada m € N, 7, tiene solucion dual, es decir, A}, ¥ &.

Utilizando fuertemente el Corolario 3.1.3.2, y restringiendo el conjunto int I1s, a un subconjunto
denominado I14p, demostramos que la conjetura se cumple si agregamos la condicidn adicional de

que |71 > n + 1. Esto queda demostrado en el siguiente

Teorema 3.3.1.- Sea Ilyp = {m € int Tls | {sup” ( Zi) || oo,t €Ty <oop. Si ITI 2n+1

entonces el conjunto de problemas € int Ils, con A* + & es un conjunto denso en I1,p.

Prueba. Sea rm( = (c2,a%,0% e 11 A tal que Aj = . Construiremos una sucesion de
problemas 7, — 7o, tal que A}, # & para cada m = 1,2,..., para lo cual, necesitaremos probar

algunas proposiciones.
Proposicion 1. ¢y = Op.
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R(D

Prueba. Supongamos que cg = 0, entonces, vo = VO =0, luego, A =07 € es una solucién

para (Dg), lo cual contradice la suposicion Aj = <.l

Como ( ig ) € bdNy\Ny, existe {km} < Ny, tal que k;m — ( ig ) escribamos a los elementos

de esta sucesién como sigue:

n+l
-5(2)

t,,,,

paracadam = 1,2,... yalginea* >0, coni = 1,2,..,n+ 1.

. . a’
Por la suposicion g € Il p, sin pérdida de generalidad, existe ( Z’ ) = limm-ow ( b;’”” ) con
i t

im

i=1,2,...,n+ 1, con la propiedad de que para cadai = 1,2,..,n+1, ( Z" ) €s una consecuencia de

o(, esto es, para cada x € F se cumple la desigualdad a;/x > b;, para todo i=1,2,..,n+1,

(Definicién 1.2.4).

Proposicion 2.. {ZnH f”} ., esuna sucesion acotada que no tiende a cero cuando m — oo,
mz

Prueba. En efecto, que no tiende a cero se sigue inmediatamente de la Proposicion 1.

Supongamos que ”+11 a’' - oo cuando m — oo, entonces,

n+1 0
lim S —4 ( @i ( 0) = Onar.
m—o0 n+l _m 0 n+l m n+
i=1 . aj bz~ llmm—>oo 2

]=1 im

; : +1 +1
—.o7— 20, se tiene que " B,( ) =0p41 y como D70 B =1
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hemos obtenido 0,,,; € ¢l D, lo cual es una contradiccion pues 7 € int [1;.H

Construyamos ahora la sucesion {ﬂ'm}mzl con mTy = (co,am,bm), definido de la siguiente

m 0 an? . .
forma: (Z;m ) = (Z; ) paratodot € T\{t{ ,tp ,.....tn11,} Y ( b;’,”’ ) = (Z’_ ) i=1,2,....,n+1,
t im !

m € N. Es claro que 7;; - 7 cuando m — .
Proposicion 3. Si x* € F{ entonces x* € F}, paracadam > 1.

Prueba. En efecto, fijando m € N, F; es el conjunto factible del correspondiente 7, con el cual
tenemos la relacion Fy < Fi;, ya que en la definicion de ms;, solo hemos removido n+ 1
restricciones y agregado n + 1 restricciones consecuentes, asi pues, x* € Fj,. Por las proposiciones

n+l1

ly2existea; >0coni=12,...n+1y ) . a;+0, tal que ¢ - a;, cuando m — o, de tal
=1 i

forma que podemos escribir

n+1 al
lim am| hmo ) = Z a;| ¢
b i\ pm \Ub; )

i=1 Lim i=1

Luego, tenemos que, ¢ = ;7:11 a;a;y ;7:11 aib; = vq, entonces, para todo x € Fyy,

n+l n+l

cox = E aiaix 2 E a;b;,
i=1 i=1

de donde vy, = inf,cp, cox > 27:11 a;b; = vg. Porlarelacion Fg < Fj, tenemos también vy, < v,

por lo tanto, cox™® = v = vi y de aqui la prueba.ll

Finalmente, como ( ;) = Z?jll ai( Z ) € Ny, tenemos, por el Corolario 3.1.3.1, A}, # @
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paracadam > 1. [
Ejemplo 3.3.1. El problema que a continuacién describimos, y que denotamos por 75, pertenece
a int Ilg, no tiene solucién dual, sup{ H ( Z; ) H i te T} = oo, por lo que w5 ¢ Ilsp, y para un
€ > 0 demostraremos que todos los problemas 7 con d(7,75) < € tampoco tienen solucion dual.
(P5s) T={n,0),00,m) | nnmeN},c=(,1),a; =t by =—1paratodot e T.

min x| +x»

s.a. nxy = -1, mxy > -1, n,m € N.

Fs5 = {(xl,xz) | x1 >0, x> O}, Ms = cone{(’g) X (,%) | m e N} = F5, claramente
c=(1,1) € int M5, y se tiene existencia de punto de Slater fuerte como X = (1,1), con lo que se

comprueba que 75 € int IT5, ademds, F¥ = {(0,0)}. En la figura 3.3.1 representamos a Ms.

Figura 3.3.1

(Ds)
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sup X,y A1)
s.4. E:zeT;t’)j = ( } )

/le[R(p

Claramente (Ds) no tiene solucion, pues si la tuviera, digamos A € A;—k, como vs = v? =0,

tendriamos A = Or, pero O ¢ As entonces AZ = &.

Ahora probaremos que existe una vecindad de 75, en la cual, ninglin problema tiene solucién

dual.
81
Sea 7z =rms5+¢, donde &= (el,e2,e3), y &l = i es tal que e < %
€
2

Claramente

2
er (¢
g2 = e2(r) = ( 1()) con ||82||Oo < %, y €3 =¢30) tal que |¢° I, < %.

2
g5(1)
d(rg,ms5) < l, entonces, para este nuevo pardmetro mg, analizaremos sus respectivos problemas

(Pe) y (Dg).

(Pe)
min(1 + e})x; + (1 +&b)xy
sa. (n+ef(®)x; +e3(xy > -1 +&3(0),
8%(t)x1 + (m+ s%(t))xz > -1 +&3(2),

conn,m € N.

Si X = (x1,Xp) € Fg¢, entonces, despejando x| de la primera desigualdad y X, de la segunda,

—1+&3(1)-€3(H)x, T —1+&3()- €3(H)x,

obtenemos x1 >
P=""me0 mte3(1)

. De donde se tiene que, cuando m — oo,

X1 > 0yXxp >0, por lo tanto, X € Fs, y de aqui, F¢ < F5. Acerca de la solucion de (Pg) y de su

valor optimal, tenemos que: ve > vs, por la contencion entre sus conjuntos factibles, y por otro lado,
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como el punto (0,0) € F¢, ve <0 = vs, luego, ve = v5 = 0y F§ = {(0,0)}. Nuevamente tenemos,
para este problema cg¢ € int Mg, (observar que Mg = Ms), y a (0,0), por ejemplo, como punto de

Slater fuerte, por lo tanto n¢ € int I;.

Veamos qué pasa con el problema dual para cada ¢ elegido como arriba.

(De)

sup 3 (=1 +€%())
sa. X h+e2@) = (1)

1+€}

/le[R(p

Como 7 € int Iy, vP =vs =0, entonces si A* € A¥, debemos tener A* = Op, pero,

1
sustituyendo en las restricciones de (Dg) obtenemos ( 8 ) = ( iiz} ) lo cual es imposible, luego,
2

07 no es factible, y por tanto concluimos que, para cada m¢ que satisfaga d(7g,75) < L tenemos

De esta manera hemos probado que, para 75 € int I1s\II4p, no tenemos solucién dual, y
ademads, que existe una vecindad de 75 en donde tampoco tenemos solucidén dual. Entonces, existen
conjuntos abiertos en el complemento de I14p, (0 huecos), para los cuales no hay solucién dual.

Acerca de 143

Sea Ilg ={r e I1 | {sup” ( Zj) || Oo,t € Ty < o} y Ilyg = [I\Ilg. Claramente Iz es un

conjunto abierto y Iy NIlp = . I1yp también es abierto y Il = [Ty U I1g. Entonces nuestro

conjunto [14p = int Iy N I1p es abierto.

76



CONCLUSIONES

CAPITULO I. Los resultados mas importantes de este capitulo son; la posibilidad de determinar
el grado minimo de una representacion polinomial para todo poliedro convexo, una condicién
suficiente para que un conjunto que no es un poliedro, admita una representacién polinomial, o al
menos analitica, y condiciones suficientes para que conjuntos convexos y cerrados en el plano
admitan una representacién polinomial, pudiendo, ademds, determinar el grado minimo de tal

representacion.

CAPITULO II. En este capitulo hemos investigado principalmente, la continuidad del mapeo
optimal dual, buscando condiciones para la estabilidad en el sentido de que el problema permanezca
con solucién dual, después de pequeiias perturbaciones en todos los datos. Hemos encontrado dos
condiciones suficientes para que dicho mapeo sea uniformemente acotado en un cierto parametro y,
por otro lado, mostramos que una solucién dnica en el problema dual es necesaria para que el mapeo

optimal dual sea semicontinuo inferiormente y casi semicontinuo inferiormente.

CAPITULO III. Presentamos el andlisis de unos ejemplos que nos muestran que, a pesar de tener
solucién y estabilidad en el problema primario, existe la posibilidad de no tener solucién en el
problema dual. Este andlisis nos llevé a demostrar que, el mapeo optimal dual no es cerrado, a
relajar una condicion necesaria y suficiente para la existencia de solucién en el problema dual vy,
finalmente, a dar una particién del conjunto de problemas con solucién primaria. No hemos podido
caracterizar el interior del conjunto de problemas con solucién dual, que es donde encontramos
estabilidad, pero si hemos localizado dénde este conjunto es denso y dénde hay huecos o conjuntos

abiertos de problemas sin solucién dual.

En el Capitulo I hemos abordado problemas de optimizacidn con coeficientes polinomiales o al
menos analiticos, los cuales pertenecen a una familia mds grande que es la de los problemas de
optimizacién con coeficientes continuos. Este dltimo tipo de problemas se comporta mejor cuando
buscamos caracterizar el conjunto de soluciones tanto en el problema primario como en el dual.
Nosotros hemos abordado en los otros dos capitulos de esta tesis, el caso mds general, cuando no
pedimos ninguna condicion sobre los coeficientes del problema, ni sobre el conjunto de indices. Para

este caso, continta abierto el problema de caracterizar el interior del conjunto de pardmetros con
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solucion dual.
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