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Resumen

Se presenta un estudio tedrico de la propagacion de calor en materiales semicon-
ductores, los cuales poseen cuasiparticulas (electrones y fonones) cuyas temperaturas
pueden diferir. Se resuelve numéricamente el sistema de ecuaciones diferenciales que
describe la propagacién de calor en estos materiales. En el caso lineal, cuando las
variaciones de temperatura producidas por el haz de luz incidente sobre la muestra son
pequenas y, por tanto, los coeficientes de conductividad y difusividad térmica practica-
mente no varian, se comparan los resultados obtenidos en esta tesis con las predicciones
hechas en trabajos tedricos previos. La aportacion principal de esta investigacién se
relaciona con el estudio del régimen no lineal, es decir, el caso cuando la intensidad
del flujo de calor incidente, producido por el haz luminoso, es alta. En este régimen la
dependencia de los parametros térmicos en funciéon de la temperatura juega un papel
importante en la propagacién de calor. El método de solucion numérica desarrollado
aqui se aplico primeramente a una muestra metédlica, la cual se modela bien con una
temperatura tinica para todas las cuasiparticulas, y reprodujo los resultados existentes
en la literatura para los perfiles de temperatura tanto en el régimen lineal como no li-
neal. En el caso de semiconductores, los perfiles para las temperaturas de los electrones
y los fonones son muy diferentes y dependen no solo del grado de nolinealidad, sino
también, del intercambio de calor que exista entre estos sistemas.
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1. Introduccion

Las propiedades térmicas de los materiales (calor especifico, conductividad térmica,
por ejemplo) tales como los metales y los dieléctricos se pueden describir haciendo uso
del modelo de una temperatura unica 7' para todas las cuasiparticulas del medio (en
los metales tanto los electrones de conduccién como los fonones tienen la misma tem-
peratura, mientras que en los dieléctricos son solamente los fonones los responsables de
la conduccién térmica). Sin embargo, en el caso de los semiconductores las diferentes
cuasiparticulas (electrones, huecos, fonones, etc.) pueden tener temperatura propia por
lo que su descripcién requiere de un modelo més sofisticado [1]. Por otro lado, los
métodos experimentales que con mayor frecuencia se utilizan para la mediciéon de las
propiedades térmicas se basan en las técnicas de fotoactstica [2], fotopiroeléctricas [3],
fototérmicas [4], piezoeléctricas [5], y de fotoluminiscencia [6]. En estas técnicas se uti-
liza, por lo general, pulsos laser que se modulan con la ayuda de un cortador de haces.
Recientemente, se ha mostrado que las propiedades térmicas de los materiales se pueden
describir con un solo pulso en virtud de que el uso de pulsos aplicados periédicamente
involucra efectos tanto de excitacién como relajacién [7]. En estos trabajos se aplicaron
tanto el modelo de una temperatura para todas las cuasiparticulas como el modelo de
dos temperaturas para los portadores de carga y los fonones. Cabe mencionar que estos
estudios se restringieron al régimen lineal, es decir, todos los pardmetros térmicos de
los materiales (por ejemplo, conductividad térmica, calor especifico) se consideraron
independientes de las variaciones de de la temperatura producidas por el pulso inci-
dente. Cuando se aplican pulsos laser de gran intensidad la aproximacién lineal no
es correcta y requiere tomar en cuenta la dependencia de los parametros térmicos en
funcién de la temperatura. De esta forma el sistema se representa (tanto en el modelo
de una como el de dos temperatras) por ecuaciones diferenciales parciales parabdlicas
cuasilineales de segundo orden con condiciones a la frontera del tipo mixto. Asi, el
problema se concentra en obtener soluciones de estructura espaciotemporal, mismas
que son particularmente importantes en aplicaciones practicas.

Hasta donde sabemos, esto no se ha estudiado profundamente. La propagacion de
un pulso térmico a través de un material conductor (metal) en el régimen no lineal y
con el modelo de una temperatura se estudié en el trabajo [8]. Por lo tanto es de gran
interés investigar la respuesta térmica no lineal con el modelo de dos temperaturas que
describe la situacion tipica en semiconductores.

El capitulo 2 es de naturaleza introductoria. Este capitulo tiene material suficiente
para la discusion de las soluciones obtenidas en el capitulo 4. El capitulo 3 esta dedicado
a mostrar el sistema de ecuaciones diferenciales parciales no lineales que modelan el
problema. Alli se realiza la discretizaciéon de dicho sistema para su solucién. En el
capitulo 4 se presentan las soluciones espaciotemporales del problema. Finalmente,
hemos incluido un apéndice donde se presenta la solucién de diferentes problemas de
propagaciéon de calor, en el régimen lineal, que pueden ser de interés para los lectores
de la presente tesis y que quieran adentrarse en este campo de estudio.



2. Ecuaciones de conduccion de calor

En este capitulo se presentan ecuaciones de conduccién de calor y sus soluciones, las
cuales se usaran mas adelante en el andlisis del problema que nos atane. Para hacer una
presentacion progresiva, en las secciones de este capitulo se revisan soluciones de las
ecuaciones de conduccién de calor, complementadas con valores a la frontera diversos.
Para todas ellas se presentan graficas en dominios de interés. Se procedera a describir
aquella solucién que resulte crucial para la interpretacién fisica de nuestro problemal.

2.1. Modelo de una temperatura
2.1.1. Régimen lineal

Si una muestra sélida se somete a un gradiente de temperatura, o si se libera energia
en su interior, aparece en ella un flujo térmico, el cual es transportado por conduccién
de calor. La conduccién de calor provoca difusién de energia e igualamiento de tem-
peratura. La conduccién de calor transporta perturabaciones térmicas a través de la
muestra. En ausencia de fuentes externas de energia, la ecuacion de balance de energia
toma la forma

oT
pc% =-V-Q (2.1)

donde p es la densidad y c es el calor especifico. Ambas cantidades han sido tomadas
como constantes para esta aproximacion. Q es el vector de flujo de calor. El flujo de
calor por conduccion en muestras sélidas es proporcional al gradiente de temperatura;

siendo el primero un vector que esta dirigido hacia regiones de menor temperatura.
Entonces el flujo de calor apunta en direccién contraria a la de VT

Q = —kVT(r,t), (2.2)

donde & es el coeficiente de conductividad térmica, cuyo valor depende de la identidad
de la muestra. Sustituyendo (2.2) en (2.1), uno obtiene la ecuacién general de con-
duccién de calor, la cual describe la temperatura de la muestra como funcién de las
coordenadas y del tiempo

pc% =V - (kVT). (2.3)

Si el coeficiente de conductividad térmica se considera como constante, Kk = const se

tiene

I (r,1t)
ot

ILa consecuencia primaria de la nolinealidad es la ausencia de un principio de superposicién, el
cual es valido en problemas lineales. Esto hace que sea importante el realizar una clasificacién de
soluciones a diversos problemas. Tal clasificacién puede hacer las veces de principio de superposicién
para problemas no lineales.

pc = kV°T. (2.4)




Material o [m?s™!]

Si 8x107°

Ge 3.6x107°
GaP 6.2x107°
GaAs 3.1x107°
AIN 1.47x10~*

Tabla 1. Difusividad térmica para algunos materiales.

Dividiendo la ecuacién de conduccién de calor (2.4) entre pc, toma una forma en la cual
las propiedades de la muestra estan caracterizadas en un sélo parametro, el coeficiente

de difusividad térmica o = ﬁ :

T (r,1t)
ot
Algunos valores del coeficiente de difusividad térmica en materiales semiconductores
se muestra en la Tabla 1.

= aV°T. (2.5)

Si las caras laterales de la muestra se aislan adiabaticamente, el problema es uni-
dimensional. Si se considera que el flujo de calor ) es pequeno tal que tanto x como ¢
no dependen de la temperatura se puede emplear la aproximacién lineal.

Con estas suposiciones y reordenando, la ecuacién (2.5) toma la forma

9*°T B l@T(m,t)
or2 o Ot

En el Apéndice de esta tesis se revisan algunas soluciones de las ecuaciones de conduc-
cién de calor, correspondientes a diversos valores a la frontera, que son de interés para
el lector que desee profundizar en este campo de estudio. En esta seccién revisaremos
solamente ciertos problemas que se han resuelto en la literatura y que seran ttiles para
la interpretacion de nuestros resultados.

(2.6)

Considérese el siguiente problema. En el extremo izquierdo (z = 0) se supone incide
un pulso laser rectangular de duracién arbitraria 7 e intensidad [y. El extremo derecho
(x = 1) se mantiene a temperatura constante Ty. Por simplicidad, supéngase que la
muestra es Opticamente opaca. Esto significa que la energia laser total que incide en
la muestra se absorbe en la superficie y es convertida completamente en calor. Por
lo tanto la condicion inicial es T = Ty en t = 0 y las de frontera son: T = Tj, en
x = [ (condicién del primer tipo); —kd, T = Qo en z = 0 (condicién no homogénea
del segundo tipo) aplicable durante la aplicacién del pulso, esto es, en 0 < t < 75y
—k0,T = 0, la cual es una condicién homogénea de frontera del segundo tipo aplicable
cuando ha cesado la aplicacién del pulso, es decir, en 7 < t < o0.

Para determinar la solucion general de (2.6) con las condiciones de frontera e ini-
ciales, en [7] se hall6 conveniente dividir el problema en dos intervalos de tiempo: el
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tiempo de accion del pulso (0 <t < 7), y el tiempo después de haber concluido la apli-
cacién del pulso (¢ > 7). Después, la solucién para el primer intervalo en el momento
t = 7 es la condicién inicial para resolver la ecuacion en el segundo intervalo. De esta
forma se tiene [7], para el intervalo 0 < ¢ < 7:

Qo(l —2)  8lQy = cos(B,1) )
T(z,t) =Tt - — 2.
(w,t) o+ - 3, ;} @t 1) exp|—[;at], (2.7)
con, 3, = (%;)ﬂ, n=0,1,2,.... Y parat > 7:
81Q0 = cos(3,) )
T(x,t) =1, E 1-— — t]). 2.
('Tv ) 0o+ 2k var (2’)’L + 1)2( eXp[ ﬁna ]) ( 8)

De (2.7) y (2.8) se obtiene [7] el criterio segun el cual puede considerarse como despre-
ciable la dependencia de temperatura del coeficiente a.. Dicho criterio es |T'— Ty| < Tp

e implica que -
Qo < % (2.9)

De (2.7) y (2.8) también se puede observar [7] (véase la discusién de la solucién del
problema 1) que el cardcter de la distribucién de temperatura depende del pardmetro
Te = %, el cual tiene dimensiones de tiempo y su sentido fisico es el de un tiempo de
relajacién de la fluctuacién de temperatura en la muestra en su longitud [ completa.

En la dependencia espacial y temporal de la temperatura influye [7] la relacién
entre los tiempos 7 y 7.. Dado que estos parametros son independientes, se tienen los
siguientes casos: 7 > 7., llamado caso de pulso prolongado; 7 < 7., llamado caso de
pulso corto. En [7] se graficaron (Figuras 2.1- 2.3) las soluciones para ambos casos

K

recurriendo a la normalizacién 0(1, ¢) = ;5-[T'(n, () — To}, en donde n = 7, ( = L

Figura 2.1: Distribucion espacial de la diferencia de temperatura 6(n, ¢) = 5% (T'(n, ¢) —

To), conn =2, ¢ =1 ko= r(Ty) con pulso prolongado en el intervalo (a) 0 <t < 7y
(b)t> .

Note en el panel izquierdo de la Figura 2.1 que para un mismo instante, la muestra
se calienta rapidamente en un tiempo del érden de t = 7, = % y se establece una
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distribucion lineal respecto a la coordenada (distribucién cuasiestatica). Una vez que
se cumple t > 7 (panel derecho) la temperatura disminuye en un tiempo del 6rden de
t = 7. y tiende a la temperatura Tj [7].

Para un mismo punto (panel izquierdo de la Figura 2.2), la temperatura tiene
un comportamiento exponencial en el intervalo 0 < ¢t < 7., mientras que para el
intervalo 7. < t < 7 la temperatura deja de depender del tiempo (lo que corresponde
a una dependencia espacial lineal). Para el intervalo ¢t > 7 la temperatura disminuye
exponencialmente también en un tiempo del 6rden de 7, [7].

Figura 2.2: (a) Distribucién temporal de la temperatura en el intervalo 0 < ¢ < 1,27,
(b) Distribucién espacial de la temperatura con pulso corto en el intervalo 0 < ¢ < 7.

Note que (panel derecho de la Figura 2.2) para un pulso corto, en un mismo instante,
el comportamiento es exponencial con respecto a x. En el intervalo (panel izquierdo
de la Figura 2.3) 7 < t < oo el comportamiento de la temperatura es amonétono con
respecto a x [7].

Note que para este intervalo la curvatura de la distribucion de temperatura es una
funcién positiva en todos los puntos (9,7 > 0)%. Posteriormente aparecen dos regiones:
una (0 < x < x1) en la que la curvatura de la funcién se vuelve negativa (9., 7 < 0) y
otra en la que se mantiene positiva (z > z1). Aqui 1 = /a7 es el punto de la muestra
hasta el cual se ha establecido un estado de cuasiestabilidad [7].

En un mismo punto para el caso de pulso corto en el intervalo 0 < ¢ < 7 (panel
derecho de la Figura 2.3) la temperatura aumenta exponencialmente. En el intervalo
T < t < 00 se nota que existe una region en la que la temperatura disminuye mondtona-
mente (0 < < x1) y otra no mondtona en la que la temperatura aumenta inicialmente
para luego (x > z1) disminuir. Esto se explica puesto que en el momento inicial ¢t = T,
la curvatura de la distribucion de temperatura es positiva, lo que significa que las capas
cercanas al plano z = 0 se enfrian dado que ya no reciben calor (recuerde que ¢t > 7)
y el calor de estas capas se transmite a las capas paralelas adyacentes. Estas capas

2 _ 8T
ammT - 812



paralelas se calientan inicialmente porque el gradiente de calor que reciben es mayor
que el que transmiten a las siguientes capas (lo que se desprende del cambio de signo
de 0,,T). Este proceso continia hasta que las capas cercanas al plano x = 0 no tengan
mas calor que transmitir por lo que las capas paralelas empiezan a enfriarse hasta que
toda la muestra alcance la temperatura de equilibrio [7].

Figura 2.3: (a) Distribucién espacial de la temperatura con pulso corto en el intervalo
T <t < 67, (b) distribucién temporal de la temperatura con pulso corto en el intervalo
T<t<06T.

2.1.2. Régimen no lineal

Supongase ahora que tanto el coeficiente de conductividad térmica como el calor es-
pecifico dependen de la temperatura. En esta aproximacion la ecuacion de balance de
energia es

0Q 0
y el flujo de calor por conduccién es
orT
= —r(T)=—. 2.11
Q= —x(1)5 (211)
Sustituyendo (2.11) en (2.10) se tiene?
0 or 0

—R(T) 5 = pe(T)T. (2.12)

3Escribiendo explicitamente las derivadas la ecuacién (2.12) queda como

& L ds <8T>2 _ (pC(T) +pTdc(T)> or

Dozt ar\as aT ) ot

Note que al considerar x = const'y ¢ = const la ecuacién (2.12) toma la forma lineal (2.6).



Considérese el siguiente problema. Suponga que en (2.12) ¢ = const y que el coefi-
ciente de conductividad térmica decrece cuando la temperatura disminuye y es nulo a
temperatura cero. De esta forma (2.12) queda como?

0 T@T orT

En este caso el calor no puede penetrar a una distancia grande, sino que se propaga
desde la fuente con una velocidad finita de forma tal que existe una frontera precisa-
mente definida entre la region “caliente” y la “fria” la cual no ha sido alcanzada por la
perturbacion térmica. El calor se propaga desde la fuente en forma de una onda, con
la superficie de frontera como frente de onda. A esta onda se le llama onda térmica [9].

Note que la temperatura y el flujo de calor en la parte de la muestra sin perturbar
son iguales a cero, ya que el coeficiente de conductividad térmica tiende a cero. Recuerde
que en el caso de la conduccién lineal de calor, , ¢ = const, el hecho de que el flujo de
calor sea nulo se puede atribuir inicamente al caso en el que el gradiente de temperatura
sea nulo también. Por el contrario, en el caso de la conduccion no lineal de calor, dado
que K decrece a cero con T — 0, el flujo de calor puede ser nulo si el gradiente de
temperatura es diferente de cero porque el coeficiente de conductividad térmica tiende
a cero. Esta condicion es la responsable de que exista un frente de onda térmico bien
definido [9].

Considérese una capa de muestra cerca del frente de onda. Para intervalos de tiempo
suficientemente pequenos tal que la onda viaja distancias pequenas en comparacion con
la region que comprende la onda completa y en comparacién con la coordenda del frente
de onda z (vea la Figura 2.4), entonces la velocidad del frente durante este intervalo
de tiempo puede considerarse constante [9].

T
2

1.5

0.5

—40 ~20 0 20 0 —40 ~20 0 20 40

X
Figura 2.4: Propagacién de una onda térmica desde una fuente plana instantanea,
siendo el panel izquierdo el mas préximo a la condicién inicial. Confréntese con la

Figura (a-1).

4Para esta ecuacién en la literatura se han resuelto las cuestiones fundamentales de existencia,
unicidad y estabilidad de sus soluciones con valores a la frontera diversos.



Se puede buscar una distribucién de temperatura cerca del frente de onda en la
forma de una onda estacionaria T' = T'(z — vt), donde v es la velocidad del frente.
La distribucién de temperatura cerca del frente es cuasiestacionaria en un sistema de
coodenadas que se mueve con el frente de onda. Sustituyendo una solucién de la forma
T = T(x — vt) en (2.13) se obtiene [9] la siguiente ecuacién para la distribucién de
temperatura cerca del frente de onda

oT 0 oT
—Ua = ga(T)%

Suponiendo que a = aT™ (n > 0) con la condicién de frontera 7' = 0 en = = zy, la
solucién [9] de (21) es ®

(2.14)

1/n
T = [%yxf—m] . (2.15)

En la Figura 2.4 se muestra (en tiempos sucesivos) la distribucién de temperatura
bajo el régimen de onda térmica.

Si el exponente n < 0, el coeficiente de difusividad térmica a no es cero para T' =0
y (21) no tiene solucién que sea nula a una distancia finita. Este caso corresponde
a la propagacion instantanea de calor a distancias grandes arbitrarias. De (2.15) se
desprende que el gradiente de temperatura cerca del frente de la onda térmica satisface
la proporcionalidad % ~ |zy —2|(/M=1 Sin > 1, entonces el gradiente de temperatura
en el frente (en = = x¢) se vuelve infinito, es decir, el frente es una funcién rectangular.
Sin <1, (dT'/dz),, = 0. Sin embargo, el flujo siempre es cero en = x;: Q ~ T"j—g ~
|2y — x|Y/™ — 0 paran > 0 [9].

Considérese el siguiente problema. Suponga que en (2.12), k = const y que el lado
derecho de la misma es pT%—{. Asi se tiene

0T oT
— = pl— 2.16
“onz " ot (2.16)
Supdéngase ademas que k,p = 1. Las condiciones de frontera témense de la forma:
T(xz,0) = 0 para © > 0, T(co,t) = 0 para t > 0, 0,7(0,t) = —1 para t > 0. La

solucién [13] es

T(z,t) = t1/3y<\/£1/3> (2.17)

donde y(z), z = ”:/%/3 satisface la ecuacién
dy dy

En la Figura 2.5 se muestra un perfil de (2.17) obtenido numéricamente en [13].

5Las propiedades de diferenciabilidad de esta solucién ya han sido estudiadas en detalle en la
literatura.
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Figura 2.5: Perfil de T'(x,t) de la forma (2.17) tomado de [13].

Considérese el siguiente problema. Supéngase un problema de conduccion de calor
que se describa con una ecuacién de la forma

0 oTr oTr

—R(T)—=— = pc(T)—=. 2.1

& o) 2 = ey 2L (2.19)
con las condiciones iniciales y a la frontera: T'(z,0) = Ty, T(x,t) = To en = = [,
—k(T)0, T = Qo en z = 0, Qo(t) = Qo (condicién no homogénea)para 0 < ¢t < T,
Qo(t) = 0 (condicién homogénea) si 7 < t < oo (vea formulacién del problema 10).

La solucién [8] de (2.19) se presenta en forma grafica (Figuras 2.6 - 2.9) para valores
sucesivos de (g en las que se us6 tanto un polinomio de grado n para modelar el
coeficiente de conductividad térmica de una muestra de titanio, como la normalizacién

9(77»0 = %(T(na g) - TO)a con n = %7 C = %7 ko = R(TO)'

Figura 2.6: Distribucién espacial de 6, en el intervalo 0 < ¢ < 7 con flujo térmico en la
frontera izquierda de (a) Qp = 10°W/m? y (b) Qo = 103°W/m?.

Note (Figuras 2.6 - 2.9) que las funciones 6(n) decrecen con 7. Para magnitudes
del flujo térmico en la frontera @) relativamente bajas (recuerde el criterio obtenido
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en el problema 10, @y < ”TT()), note que las distribuciones tienden a la distribucion
cuasiestatica con el transcurso del tiempo. Si se incrementa )y la temperatura se
incrementa (7"~ Ty + Qol/k) en el plano irradiado [8].

Figura 2.7: Distribucién espacial de 6, en el intervalo 0 < ¢ < 7 con flujo térmico en la
frontera izquierda de (a) Qp = 10*W/m? y (b) Qo = 10°W/m?.

A diferencia del caso cuando @y = 102,103, 10*W/m? en la Figura 2.7b se nota
claramente que la distribucién cuasiestatica de # tiene una forma que corresponde a una
funcién no lineal. Este remarcable resultado fue obtenido en [8], en donde también se
concluye que los llamados perfiles cuasiestaticos no lineales ocurren a tiempos mayores
que el tiempo caracteristico 7. = % del caso lineal equivalente (problema 10), esto es,
el tiempo de relajacién térmica es mayor en el régimen no lineal.

L n
Figura 2.8: Distribucién espacial de 6, en el intervalo 7 < ¢ < oo con flujo térmico en

la frontera izquierda de (a) Qo = 10°W/m? y (b) Qo = 103W/m?.

Para el intervalo ¢t > 7 note que (Figuras 2.8 y 2.9) la distribucién de temperatura
decrece rdpidamente en toda la muestra manteniendo su valor maximo en el plano
z = 0. En el caso en que @ es relativamente bajo (Figura 2.8) la distribucién de
temperatura para todos los instantes calculados cumplen § — 0 con ¢t — oo. Observe
que para Qy suficientemente grande (Figura 2.9), la disminucién de la temperatura en
la regién cercana a x = [ ocurre mas rapido que en el llamado caso lineal [8].
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Figura 2.9: Distribucién espacial de 6, en el intervalo 7 <t < oo con flujo térmico en
la frontera izquierda de (a) Qo = 10°W/m? y (b) Qo = 10*W /m?.

2.2. Modelo de dos temperaturas

Atendiendo un enfoque cinético del problema de conduccién de calor en sistemas con
dos grados de libertad (subsistemas), no existe ningun fundamento para esperar que,
en general, una muestra sometida a un gradiente de temperatura, las temperaturas
(en caso de poderse definir) de los grados de libertad coincidan [1]. Este hecho es
la base del modelo de dos temperaturas, el cual es de los modelos mas simples y
a la vez efectivos para describir procesos de conduccién de calor [11] ya que ha sido
ampliamente usado para predecir distribuciones de temperatura en varios sistemas [18].
En él se asigna una temperatura individual a cada grado de libertad del sistema. El
concépto de dos temperaturas originalmente predicho tedricamente [19] se ha validado
por muchos experimentos [18].

Considérese un sistema semiconductor con dos grados de libertad interactuantes
(subsistema de electrones interactuando energéticamente con un subsistema de fonones),
cada uno con temperatura propia 7, 7. El sistema de ecuaciones de conduccion de
calor para tal sistema es

0T, ) 1 0T (1)

Or2 - ke [Te(l’,t) - Tf($,t>] - OzT (220>
2

o1 s RIT () — Ty(a,)] = 0T (221)

Ox? oy ot

donde a., oy son las difusividades térmicas de los subsistemas. kZ ; = nF, /ey, n es
la concentracion de electrones, F; es la frecuencia de relajacion de la energia debida a
la interaccién entre el subsistema de electrones y el de fonones. k;} son las llamadas
longitudes de relajacion de energia para ambos subsistemas, o més conocidas como
longitudes de enfriamiento. Estas longitudes determinan la distancia k=" = [kck;/ (ke +
ks)]7' dentro de la cual la diferencia entre las temperaturas de ambos subsistemas
desaparece para estados estacionarios.
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En [11] se resolvieron estas ecuaciones con las siguientes condiciones iniciales y de
frontera: T,y =Ty ent = 0; T, y = T en x = [ (condicién de frontera del primer tipo);
—be O, T = QF; en x = 0 (condicién de frontera no homogénea del segundo tipo)
para el intervalo temporal 0 < ¢ < 7 donde Qg s es el flujo de calor generado en el
subsistema de electrones y en el de fonones una vez que un pulso energético incidente
ha sido convertido completamente en calor; 9,7 = 0 en x = 0 (condicién de frontera
homogénea del segundo tipo) para 7 < ¢t < 0.

En el trabajo citado, ademas de separar el intervalo de tiempo de igual forma que
en el problema 10, se aplicé el método usual [10] de separar la contribucién estética
T¢ ¢(z) de la dindmica F, ¢(,1), esto es, para 0 <t < 7:

Tog(x,t) =T: (2) + Fop(x,t), (2.22)

con lo que las ecuaciones de conduccién de calor para la contribucion estatica estan
dadas por

dzTeS 2 s S
proa k(17 —T7) =0, (2.23)
dQTf
e + kf(T T5) =0, (2.24)
con las condiciones: —k,, f% \xzoz Qg f, Tef f|x=l = Ty. De esta forma se encontré que
1 ker (Q° Q% senh[k(l — z)]
; T Lept 4 k2 | —x) £ ol (Ze ZL)Z2Y 2N (2095
e,f( ) =To+ L2 ( 7T )( z) k2 (/4;6 Ky k cosh(kl) ( )
Las ecuaciones de conduccion de calor para la contribucion dindmica son:
PF 1 OF,(x,t)
e, f e\4)
+ k2 t)—Ti(x, t)] = _— 2.26
57 slTe(a,t) = Ty(,t)] P (2.26)
con las condiciones: %ﬁ’t)uzo = 0, Foflam = 0, Fop(@,t)ico = To — T3 4(2),

F. j(z,t)]t<o = To—T; ;(x). Con ello se encontré que la solucién general para el sistema
de ecuaciones (2.20) y (2.21) es

Q k2 0 Q4 senh[k(l—x 2k2 0 o
Te(x7t) = TO (Q kQ n;]{g) (l .CL’) + k_g <% - T;) kC(ES}(l(kl))] + lk2 (% - K/_ff)

oo o[ (2P aet+B2aetAinl?)er2n! — (K22 e+ B2 ae+Aonl?)etnt
En 0 cos( [, 7 )[ (A2n—A1n)(K212+62) I+

2 Q 2 Qf 2 COS(,@ng) (ﬁ%ae+A nl2)6)‘2nt—(ﬁ%ae+A nl2)e)‘1nt
(4 ), i

B2 A2n—Aln i

Tf(ZE, t)

1 (@2, Qg0 Q) _ QF \semh[k(i—z)] _ 2k7 (@0  QF
T0+ﬁ(n_ekf+ﬁke (l_ ) k2 ke kg | kcosh(kl) k2 \ ke Ry

00 z\[ (K2Pag+BRar+dnl?)er2nt — (k22 a;+ 67 ap+Aonl?)erint
> om0 €os(Bn )| (an—>in) (K224 2) I+

2 [ Q° Qf 12 cos(Bn 7) (Bras+Ainl®)er2n! — (B2 ar+Aanl?)etint
+lk2< k‘f fk)zno I ! ! _

ﬁ% )\2n7A1n
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Con, Aipon = 2 (—k2a. —riay—Brat{[kZae. — Kjay + B (e — af)]* + 4k§k]2caeaf}%),

Op=m/22n+ 1), n=0,1,2,... y después de haber concluido la aplicacion del pulso
y

térmico, 7 <t < 0.

2 0
T.(x,t) = To+ ?ki; (("3—2 - &) Yoo g cos(f,x)

Kf

[(kzaew,%aeﬂzn)(lfe*lnf)f(kzaewﬁae+A1n12)(1fe”2n”>6A2”t] 2
(A1n—A2n) (k24+62) lk?

<@%$ﬁﬁﬁ>zw‘m%mmﬂﬁ&MP&mwwtm%HMMkmﬂﬂ
Ke Kt e 9

n=0 ﬁ’?}, Aln—A2n

2k3 0 QY )
Ti(x,t) = To— T+ <% — T;) Yoo cos(Byx)

[(k2o<f+,8,2lo¢f+)\2n)(l—e)‘lnt)—(kzozf—i-ﬁ%af—i-)\lnﬂ)(l—ef)‘QnTC)e)‘Qnt ] l
()‘17L7A27L)(k2+[3721,) Ik?

<%@+9ﬁﬁ§f°wwmp%WMM1&m%Mt%wﬂmmlmﬂﬁ
Ke Kf € .

n=0 ﬂ% Aln—A2n

Para el caso particular en el que la interaccién energética entre los subsistemas de
electrones y de fonones es de magnitud relativamente grande (7. = 0, P = o0), las
ecuaciones (2.20) y (2.21) se reducen a la ecuacién (2.6). Respectivamente, las solu-
ciones para el caso de dos temperaturas se reducen a las de una temperatura.

2.2.1. Aproximacién de orden cero o, > ay

El nimero de electrones por unidad de volumen en la banda de conduccién se puede
determinar en el marco de la estadistica de Fermi-Dirac. Se puede extraer informacion
util acerca de los pardmetros térmicos del subsistema de electrones y del de fonones
suponiendo que el potencial quimico p < 0, |p| > T [11]. Si esto ocurre, el semiconduc-
tor se puede considerar no degenerado y para este caso la razén entre la conductividad
térmica del subsistema de electrones y la de fonones satisface: r./kf ~ 1072 [11]. En-
tonces, definiendo la longitud de enfriamiento del subsistema de electrones k_ ! y del de
fonones kzj?l, y usando la teoria cinética de un gas de electrones en [14] se demostré que
la capacidad calorifica del subsistema de electrones es proporcional a la densidad de
electrones en semiconductores no degenerados, es decir, (pc), ~ n ~ 10 — 101¢ cm =3,
mientras que para el gas de fonones (pc); ~ 10%* cm™>. En estas condiciones se obtiene:

a =" ap 10 e Qe R 91 g0y (2.27)
n (pc)y” oy (pe)e Ky
Por lo tanto
e >> Q. (2.28)
Con estas aproximaciones y simplificando [A1, = 0, Ay, = —ae(kZ 4+ 32)], las expre-

siones [20]para T, y T’ son:

T.(w,t) = Ty + (2.29)

%senh[k‘e(l — )] _ 2Q? i cos(Bn) o e (KZ+B3)t
ke kecosh(kl) Ik, &= k2 + 2 ’

n=0
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Tf(.fl?, t) = Tg.

Mientras que para 7. < t < oo la soluciones son:

2@0 > COS(ﬁnI) _ k2132 _ k2 2
To(z,t) =Ty — =25 e B P (2.30)
Ike = k2 + 32
Tf(:r,t) = T(].

2.2.1.1. Caso limite: pelicula delgada k. < 1

Atendiendo la correlacién entre la longitud de enfriamiento del subsistema de electrones
k-1 v la longitud de la muestra [ existen [20] los casos limite de pelicula delgada y de
bulto. En el primer caso k.l < 1 y las temperaturas del subsistema de electrones se
simplifican [11] tal que:

To(x,l) = Tp+ %senh[ke(l — )] B 8QY1 i cos|(2n + 1)z /21]

Ke ke cosh(kel) T2k p— (2n+1)?
6—(2n+1)2(7r2ae/4l2)t7 (2.31)
8Q0 I cos|(2n + 1)mx/21]
Te(x,t) = To— =
(1) 07 T2k, ;% (2n + 1)2
(1 . 6—(2n+1)2(7r2ae/4l2)7'c)e—(2n+l)2(7r2ae/412)t’ (232)

para 0 <t < 7,y para 7. < t < 00, respectivamente. En (2.31) y (2.32) note que existe
una longitud caracteristica k=! ~ k! en la cual la energia que adquiere el subsistema
de electrones del flujo térmico en x = 0 se transfiere al subsistema de fonones, el cual
se encuentra a temperatura Tp. El subsistema de fonones actia como termostato [20].

Note también que la distribucién de temperatura depende de la relacion entre el
tiempo 7, de duracién de Q) y el tiempo caracteristico de relajacion de energia del
subsistema de electrones 7. Entonces, en el caso de pelicula delgada se obtiene el
resultado sobresaliente [11] en el que el subsistema de electrones no puede transferir su
energia al otro subsistema [20)].

2.2.1.2. Caso limite: bulto k.l > 1

En el caso de bulto k. > 1, las temperaturas del subsistema de electrones se simplifican
tal que:

Qesenhlk (I —z)] 2Q% S~ cos[(2n + 1w /2]
Ke ke cosh(kel) lke £ k24 (2n 4 1)%(w?/41%)

e telke+(2n 1) (rPae /4]t (2.33)

Te(flf,t) = T0+
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2Q°1 S~ cos[(2n + 1)ma/21]
Te(z,t) = Z 2 27172
ke — kIt + (2n + 1)2(7w2/41?)
(1 . e—ae[kg (2n+1) (7r 045/4l2)]7'c)6—045[kg—l—(2n—|—1)2(7r2oce/4l2)}t7 (234)

para 0 <t < 7.y para 7. < t < o0, respectivamente. En este caso el subsistema de
electrones cede completamente su energia al subsistema de fonones [20].

Si se toma en cuenta la relacién entre el tiempo de relajacion del subsistema de
electrones 7 y la duracién del pulso laser 7. se pueden discernir varias aproximaciones
para T (z,t).

Si se desprecia la contribuciéon dindmica a 7T, resulta que ). es practicamente con-
stante. Esta situacion es valida si el extremo izquierdo de la muestra se ilumina durante
un tiempo 7, tal que 7. > 7. Esta aproximacion es similar al proceso cuasiestatico de
difusién de calor en el que la temperatura es una funcién linel de la posicién z (Fig-
uras 2.10, 2.11 y 2.12).

gl 10

/
/]

0.25 050 s

X
=3

Figura 2.10: Dependencia temporal de la temperatura normalizada 6, = (ke/Qel)(T
Tp) como funcién de la posicion para (a) 0 <t <ty <--- <7,y (b) 7. <t3 <ty <---
para el caso de pelicula delgada.

Por el contrario, para la excitacién con pulsos cortos (7. < 7), T, decrece exponen-
cialmente (Figuras 2.13 - 2.14) al aumentar x durante el intervalo 0 < ¢ < 7. de tal
forma que a partir de una distancia z = \/a.t la temperatura es casi nula.
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Figura 2.11: (a) Dependencia espacial de 0, = (k./Q.l)(T. — Ty) como funcién del
tiempo en 0 < 1 < 9 < --- < [ para pelicula delgada. (b) Dependencia temporal de
0. como funcién de la posicién para (a) 0 < t; <ty < --- < 7. en el caso de bulto.
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Figura 2.12: (a) Dependencia temporal de 6, como funcién de la posicién para 7, <
ty <ty < --- en el caso de bulto. (b) Dependencia de la posicién de 6, como funcién
del tiempo en 0 < xy < 25 < --- < [ para pelicula bulto.

2.2.2. Aproximaciéon de primer orden o, ~ ay

Simplificando la solucién general [11] del sitema (2.20) y (2.21) con Ay, ~ ——3t

127

Aon = =9 (K212 4 32), k* = kZ, las expresiones para T, y Ty toman la forma:
Q0+ QY QY Q% senh[k.(I — )]
To(e,t) = Tp+ (g _ Yo Xt -
(z,%) ot Ky (-2)+ (/16 Kf) k. cosh(k.l)
_ 2@21 Z COS(ﬂn l) —t/Ten . 2]{2l3 QO + Qf Z COS Bn l> G_t/Tf"
py K212 + 52 B2(k22 + 32) ’
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Figura 2.13: Dependencia temporal de 6, para el caso de pulso corto en pelicula delgada
para (a) 0 <ty <ty <---<T.ypara (b) 7. <tz <ty <---.
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Figura 2.14: Dependencia de la posicién de 6. como funcién del tiempo en 0 < x; <
ZTo < --- < [ para un pulso corto en una pelicula delgada.
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Figura 2.15: Dependencia de 6. con respecto a la coordenada (a) y al tiempo (b) en
muestras delgadas (t > 7), T.q K T < Tyo.
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Q¢+ Q} ke (Q° Q% senh[k,(I — )]
Tz t) = Tp+ L _g)—"Le
(@) 0t K (t-=) lif( lif) k. cosh(kel)
07.273 z
20Qck;1 cos(Bn7) e 2Qf Zcos (Bn?) .
K Pa(k2l? + %)
Aqui, Ten, = 1*/ e (K212 + B2), Tpn = 1*/as 32 Después de haber concluido la aplicacién
del pulso térmico (t > 7), las temperaturas son:

QQSZ COS(BTLQ) T/T —t/Te
Te(zt) = To+— Zkzzzjtgl?z(e fen — 1)t/ +

2Q0k2l3 COos Bnl T/T —t/T

200K cos(Bn7) . ~t/r
Ty(x,t) = Ty+ py ﬂ2<k2[2+62)(6 [Tin — 1)~/ 4
0
2@ l Z COS /6”[ T/Tfn . 1)6_t/7fn~ (236)

La temperatura del subsistema de fonones consta de dos partes. Una de ellas de-
pende tinicamente de los parametros del subsistema de fonones y es igual a la tempera-
tura de no equilibrio en un aislante. La segunda parte depende tanto de los parametros
del subsistema de fonones como de los del subsistema de electrones y describe la in-
fluencia del subsistema de electrones sobre la temperatura de estado no estacionario
del subsistema de fonones [11].

De las soluciones que se obtuvieron para semiconductores no degenerados se des-
prende [11] que los procesos térmicos transitorios en el subsistema de fonones se des-
criben con el tiempo caracteristico

412

7T20éf.

Tpo = (237)
Este tiempo caracteristico depende de la difusividad térmica del subsistema de fonones

y de la longitud de la muestra y no contiene parametros del otro subsistema. Este
tiempo caracteristico coincide con el que se presenta en los materiales aislantes [11].

A diferencia del subsistema de fonones, el proceso de relajacion en el subsistema de
electrones se describe por dos tiempos caracteristicos. El primero es:

7T2

Teo = P (K21 + )

(2.38)

y lo determinan la difusividad térmica del subsistema de electrones, la longitud de la
muestra, y la correlacion entre la longitud de la muestra y la longitud de enfriamiento
del subsistema de electrones. Esto significa que la naturaleza de la relajacion de energia
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para este subsistema no sera la misma para placas de muestra delgadas (k.l < 1) que
para placas gruesas (k. > 1) [11].

El segundo tiempo de relajacion del subsistema de electrones corresponde al ya
mencionado 7.

La existencia de dos tiempos caracteristicos conduce a la situacion siguiente para
el subsistema de electrones: su temperatura es mucho mayor en la primera etapa del
proceso de relajacién (7 < t < T,) que la temperatura del subsistema de fonones,
pero en la segunda etapa (t > 7.), ambas temperaturas son comparables, e incluso
T, < Ty [11].

De las ecuaciones para las temperaturas calculadas después de concluida la apli-
cacién del pulso, las temperaturas T¢ ;(z,t) = 7 se determinan por las conductividades
térmicas kK. f, los flujos térmicos en la frontera Qg f» la correlacion entre la longitud de
la muestra y la longitud de enfriamiento del subsistema de electrones I, = k!, y la
correlacién entre la duracién del pulso y los tiempos caracteristicos 7. y 70 [11].

Si se presta atencién unicamente al intervalo ¢ > 7 las temperaturas [11] son

2Q21 €08 (7;_?) T/T —t/T 4(kfl)2 Q(J)c T/T —t/T
Te(x,t) =To+ =~ eI (7m0 = )emt/mo+ =5 L+ oo (/710 —1)et/ro
(2.39)
8QY T QY K2
Ti(z,t) =T, V1 e ) (7m0 — 1)e o, 2.40
Y (z,1) 0+7T2/€f cos(21)< + Qe 1 (e Je (2.40)

El tiempo 75 determina el tiempo de relajaciéon del proceso de no equilibrio en todo
el subsistema de fonones. En este subsistema el mecanismo de relajacion de energia es
la difusién térmica. De (2.40) se puede ver que el subsistema de electrones tiene més
influencia en el de fonones si la longitud de la muestra es I ~ k7' y si Q) > Q% [11].

De (2.39) se puede ver que en el intervalo de relajacion 7 < t & 7, el subsistema
de electrones trasfiere su energia hacia el termostato de dos maneras: difusion térmica
interna en el subsistema de electrones con el tiempo caracteristico 7. = 41*/m%a,
interaccién con los fonones con el tiempo caracteristico 7. = I2/a, [11].

Para analizar este iltimo mecanismo de relajacion escribase [11] la longitud efectiva

generalizada de relajacion
. 2l

la cual determina la longitud de dufusién térmica de la interaccion energética con los
dos termostatos anteriormente descritos. Para el caso de muestras delgadas (k.l < 1)
[* es igual a [ y el inico proceso de relajacion es la difusion térmica. Para (k.l > 1),
[* = l.. Esto significa que la difusion térmica en el subsistema de electrones es inefectiva
en muestras voluminosas y que dicho subsistema relaja su energia en el subsistema de
fonones a través de la interaccién entre ambos subsistemas [11].
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2.2.2.1. Caso limite: pelicula delgada k.l < 1

El tiempo caracteristico de relajacion en el subsistema de electrones, de acuerdo con
(2.37) es
41>

b
20,

Te0 = Ted = (242)

lo cual indica que la relajacion de energia ocurre tinicamente mediante el mecanismo
de difusion térmica en el subsistema de electrones. De esta forma, si la longitud de
la muestra es suficientemente pequena comparada con la longitud de enfriamiento,
se satisface la relacion kyl < 1. Esto significa que en muestras delgadas tanto la
longitud de enfriamiento del subsistema de electrones como la del de fonones son mucho
mayores que la longitud de la muestra. Debido a este hecho las temperaturas se pueden
representar por [11]

0 4 2 0
7—'6('1'7 t) — TO_.I_ SQBZ CcOS (E) [(GT/Ted _1)6_t/7—ed_‘_M (1+&> (eT/TfO _1)6_t/TfO] ,

T2Ke 21 2 QO
(2.43)

8Q%1
Te(x,t) =To + Wi{f cos <%> (e7/mr0 — 1)e~ /o, (2.44)

En [11] se realizaron gréficas de las soluciones generales del modelo de dos temper-
aturas. Allf se usé la normalizacion 0, ;(n,&) = T.; — To/2Q0k,, en la que n = x/I,
¢ = t/7. Note que (Figuras 2.16 y 2.17) la temperatura del subsistema de electrones
es cuasiestatica. Por el contrario la temperatura del subsistema de fonones presenta
un comportamiento temporal no monétono. Note que surge un calentamiento local del
subsistema de fonones en cierta regién de la muestra (Figura 2.18).

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 20 30
n=x/{ C=t/t

Figura 2.16: Dependencia de la temperatura §; x 107° con respecto a la coordenada
(a) y al tiempo (b) en las capas (t > 7), Teqa K T <K Tpo.
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=X/ et/

Figura 2.17: Dependencia de la temperatura 6, x 1072 con respecto a la coordenada
(a) y al tiempo (b) en muestras delgadas (t > 7), Teq K T <K Tpo.

2.2.2.2. Caso limite: bulto k. > 1

El mecanismo dominante de relajacion de energia de una muestra semiconductora en
bulto es el que ocurre por la interaccion de ambos subsistemas. Esta interacciéon es
efectiva dentro de la longitud de enfriamiento [.. De esta forma el criterio para un
“calentamiento” completo para el subsistema de electrones es

Vet > . (2.45)

Este resultado se describe en la Figura 2.19. Si ocurre que /a.7 < [, la regién de
calentamiento local tiene lugar en el subsistema de electrones (Figura 2.20). Cualita-
tivamente, esta caracteristica no cambia en el subsistema de fonones en comparacién
con caso de muestras delgadas (Véase la Figura 2.21). Debemos destacar que las

‘ : 0
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1 1,000025 1.00005 1.000075
n=x/! E=t/T

Figura 2.18: Dependencia de la temperatura 6, x 1072 con respecto a la coordenada
(a) y al tiempo (b) en muestras bulto (t > 7), 7. < 7 < Tpo.

ecuaciones (3.1) y (3.2) que forman parte del sistema de ecuaciones que describen la
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Figura 2.19: Dependencia de la temperatura 6, x 10~3 con respecto a la coordenada
(a) y al tiempo (b) en muestras bulto (t > 7), T K 7. < 7.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1 5 10 15 20
n=x/1 L=t/t

Figura 2.20: Dependencia de la temperatura §; x 10~* con respecto a la coordenada
(a) y al tiempo (b) en muestras bulto (t > 7), 7. K T <K 7.

0 0.2 0.4 0.6 0.4 1 1 5 10 15 20
“']:}(,f'f D=t/t

Figura 2.21: Dependencia de la temperatura 6, x 107* y 6; x 10™* con respecto a la
coordenada (a) y al tiempo (b) en muestras bulto con la condicién k.l = 103 (t > 1),
Te L T KL T
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propagaciéon de calor se han escrito despreciando las variaciones de las densidades aso-
ciadas con la variacién de la temperatura en la muestra. En esta tesis, consideraremos
los efectos no lineales debidos a la dependencia de la conductividad térmica, el calor
especifico y la interaccion de los subsistemas de electrones y fonones.
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3. Modelo de dos temperaturas en el régimen no
lineal

Considere el sistema que consta de una muestra sélida isotrépica en forma de paralelepide-
do de seccién transversal unitaria delimitada verticalmente por los planos z =0y x =
(siendo la longitud [ constante). Supongamos que un flujo térmico @) rectangular de
duracién arbitraria 7 se genera puntualmente en x = 0. Impodngase la condicién (lo
cual corresponde a las condiciones fisicas de un experimento fotoactstico [15])que la
temperatura en x = [ es constante cuya magnitud corresponde a la de la temperatura
ambiente Ty. Con el objetivo de usar conceptos de la teoria cinética, es ttil representar
al sistema previamente descrito con dos grados de libertad (llamados subsistemas en
este trabajo) interactuando con )y y a su vez interactuando entre ellos.

Note que [12] dicha interaccién no serd necesariamente igual para los subsistemas
presentes. Esto es Q. # (), siendo Q). el flujo de calor en x = 0 para el subsistema
de electrones y ) el correspondiente al subsistema de fonones. Observe que se trata
de un sistema transitorio el cual se encuentra inicialmente fuera del equilibrio para
después, relajar a su estado final en el equilibrio. Esto ocurre a través de la interaccién
con algun reservorio de calor. Incluso, para ciertas condiciones algtin subsistema per-
manecerd inalterado por el flujo térmico y actuara propiamente como un reservorio de
calor. Mientras que el sistema interactuante sera llevado a una nueva distribuciéon de
temperatura cuya forma depende de las caracteristicas del pulso y de las del subsistema.
Con todo ello, las ecuaciones de balance de energia son

aQe o aCefre

O = —Pe ot _P[Te_Tf]a (31)
an _ 8Cfo .
8_ZE = pr + P[Te Tf] (32)

donde p, ¢, c. s es la densidad y el calor especifico de los subsistemas; el término P[T, —
T¥| es la energia que intercambian los subsistemas y P es un pardmetro que describe la
interaccion energética entre los subsistemas. Los flujos de calor para ambos subsistemas

estan dados por
oT,

Qe = _’ie%7 (3.3)
oT
Qr=—ry5? (3.4)

donde k. ¢ es la conductividad térmica del subsistema de electrones y la del de fonones.
Se utilizaron las condiciénes iniciales

T ¢(z,0) =Ty (3.5)
y las condiciones de frontera
T, ¢(l,t) =Ty (3.6)
OT. s o
— = —— (3.7)
or | _, Ko f
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siendo (3.6) una condicién de frontera de primer tipo en el extremo derecho x = [ de la
muestra y (3.7) de segundo tipo (de Neumann) en el extremo izquierdo = 0, mismas
que describen condiciones fisicas experimentales tipicas [15]. También se acepta sin
verificacion que el problema (3.1) - (3.7) tiene solucién tnica con todas las derivadas
necesarias. Debemos destacar que las ecuaciones (3.1) y (3.2) que forman parte del
sistema de ecuaciones que describen la propagacion de calor se han escrito despreciando
las variaciones de las densidades asociadas con la variacion de la temperatura en la
muestra. En esta tesis, consideraremos los efectos no lineales debidos a la dependencia
de la conductividad térmica, el calor especifico y la interaccién de los subsistemas de
electrones y fonones.

3.1. Soluciéon numeérica

Es importante enfatizar que el desarrollo en el entendimiento de problemas tanto del
modelo de una como dos temperaturas es inconcebible sin el uso de métodos numeéricos.
Para la solucién del problema (en esta tésis de forma numérica) se recurrié a la siguiente
normalizacion

0o = LT, ; —Ty), (3.8)
Qol
n=" (3.9)
-2, .
¢ = ; (3.10)
oy = %Of (3.11)

donde @y = Q. + @y es el flujo de energia convertido completamente en flujo de calor
enxr =0y /<;27 s es la conductividad térmica a temperatura Ty para los subsistemas.

Con las sustituciones (3.8) - (3.11) las ecuaciones (3.1) y (3.7) quedan como

0 1 pel? Oc.0, of 0 O
5~ ie) (G- %)) 12
aff l prQ aCfef 2 9@ Qf
= =—|| - == Pl ———=|. 1
=l e ) 1
Y las ecuaciones (3.3) y (3.4) quedan
Ke 00,
e , 3.14
“T Qi 10
Ry 89f
= ———— 3.15
&= "0ul n (3.15)
Y las condiciones de iniciales y de frontera (3.5) - (3.7) quedan como
Oc.s (1, )|y = 0, (3.16)

26



Oc,1(n,Q)],_, =0, (3.17)

et (To + 8 0es) 3.18

Para lograr la discretizacién de las ecuaciones con el objetivo de implementar un
algoritmo computacional, se procedio de la siguiente manera. Se introdujo en el seg-
mento (equivalente a la longitud de la muestra) 0 < n < 1 una reticula equidistante
n;, =1th,i=1,2,...,N, hN = 1.

Luego se consideré a las temperaturas normalizadas 6, y como dos variables retic-
ulares 0; = 0(i) del argumento entero ¢ = 1,2,..., N. De igual forma se hizo para los
flujos de calor normalizados & f: & = £(j), j = 2,3, ..., N. Se opt6 por usar un esque-
ma de diferencias centrado. Con todo esto las derivadas parciales tanto de primer como
de segundo orden tienen analogos formales en forma de diferencias. De esta forma las
ecuaciones y sus condiciones a la frontera se pueden escribir en forma de diferencias.
Con todo ello se obtienen las ecuaciones renormalizadas y discretizadas del problema.
Las ecuacidnes (3.12) y (3.13) quedan como

gei+1,¢) — &(i,0) 2 Oce (T0+ %9e<i7<>>9e

An h _p%gr o¢
2 Qe(iv C) ef (27 C)
pefi9 o] 50

1Qo .
(i +1,0) — &(i,C) p 0o (T” B Qf(z’<)>9f B

An - KJ[J)CT oC
2 ee(i7 C) 9f<i7 C)
— Pl { lig — H(j)c } . (3.20)

Mientras que las ecuaciones (3.14) y (3.15) toman la forma

: 1 Qo . : Oc(i+1,¢) — 0c(4,C)
fe(za () - _I{_gﬁe <T0 + 2/{2 [96(7’ + 17 C) + 08(7/7 C)}) A?’] ) (321>
. 1 dQo . . 0p(i+1,0) = 0;(:,¢)
£10.0) = s (5+ S 1.0+ ) D )
Las condiciones iniciales (3.16) quedan
Oc,1 (i, C)’ =0, (3.23)
(=0
y las condiciones de frontera (3.17)—(3.18) se expresan como
Ocs(i,Q)) =0 (3.24)
i=N
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—%Iie,f (To + L [Oc.s (i + 1,€) + 0c 4 (i, Cﬂ) %

0
,ie,f 2H€7f

v Qe,f(i + 1> C) B ee,f(i> C)
An

= 527]((1, () (3.25)

i=1,0<¢<1

28



4. Resultados

En esta seccién se reproduce una parte de los resultados obtenidos en [8] presentados
en las Figuras 2.6 - 2.9, con objeto de probar el algoritmo utilizado para la solucién
del problema en el caso de semiconductores (siguiente seccién). En otras palabras,
aplicaremos el método numérico al caso del modelo de una temperatura.

4.1. Metales

En las Figuras 4.1 y 4.2 hemos reproducido la evolucion temporal de los perfiles de
temperatura en una placa de Ti que es irradiada por un haz luminoso con distintos
valores de su intensidad. Como puede verse, conforme se incrementa el flujo de calor Q

0.8+

0.6

0.4 3

0.2 >

0.0 T T T T
0.0 02 04 06 0.8 1.0

n n

Figura 4.1: Perfiles de T(x,t) para (a) Qo = 10°W/m? y (b) Qo = 10°W/m?. Con-
frontese con la Figura 2.6.

en la superficie irradiada los perfiles de temperatura a tiempos grandes (pero menores
que la duracién del pulso térmico) difieren notablemente en su pendiente debido a un
decremento en la temperatura en 7 = 0. Ademas, en el caso de no linealidad fuerte
(Figura 4.2b), el perfil estacionario deja de tener la forma de una linea recta ya que
la pendiente de la curva es mayor en valor absoluto, cerca del extremo derecho de la
muestra. En el Apéndice se tratan diversos problemas relacionados al modelo de una
temperatura para metales.

4.2. Semiconductores

En esta seccién presentaremos resultados para silicio. Los parametros usados en los
calculos para esta material se tomaron de la literatura. La dependencia de la conduc-
tividad térmica y del calor especifico de los fonones, en funcién de la temperatura, se
tomé de la Ref. [18].
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0.8 4

n n

Figura 4.2: Perfiles de T(x,t) para (a) Qo = 10*W/m? y (b) Qo = 10°W/m?. Con-
frontese con la Figura 2.7.

4.2.1. Régimen de flujo térmico bajo

La Figura 4.3 muestra las temperaturas normalizadas 0., 0, calculadas con un pardmetro
P = 0 en distintos tiempos 7y, ..., 715 posteriores a la aplicacion del pulso térmico. Re-
presenta (a) la temperatura normalizada del subsistema de electrones. Es evidente que
para todo 7, 0, decrece monétonamente desde el punto iluminado (x = 0) hacia el
interior de la muestra. Note que la magnitud de 6, aumenta con el transcurrir de t.
Debido a la baja intensidad del pulso térmico y a que el pardmetro de acoplamiento P

Figura 4.3: Distribucién de la temperatura del subsistema de (a) electrones normalizada
0. = (k2/Qod)(T. — Ty) y de (b) fonones 0; = (x%/Qod)(Ty — Tp) a diferentes tiempos
para una muestra semiconductora iradiada por un pulso de 7 = 1s a Qg = 10*°W/m? y
P =0.

es nulo, los perfiles de temperatura 6, (desde el tiempo 7 hasta 715) pueden describirse
con funciones validas en el régimen lineal.

Para tiempos suficientemente grandes pero menores que 7 (duracién del pulso térmi-
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co), los perfiles 6. tienden a ser cuasiestacionarios.

La Figura 4.3 (b) muestra la temperatura normalizada del subsistema de fonones.
De manera similar al comportamiento de 6., 0 decrece desde el punto irradiado hacia
el interior de la muestra. Exhibe el mismo comportamiento que 6, para diferentes 7
calculados.

A diferencia de 6., se observa que §; alcanza maés lentamente el perfil cuasiesta-
cionario. Debido a la baja intensidad del pulso térmico y a que la magnitud del
parametro de acoplamiento es relativamente baja, los perfiles 0., 0, pueden describirse
con funciones validas en el régimen lineal.

La Figura 4.4 muestra las temperaturas normalizadas de los dos subsistemas de
cuasiparticulas, calculadas con un pardmetro P = 10*W/m?*K. En (a) existe un ligero
incremento en la magnitud de la temperatura normalizada con respecto a la tempera-
tura de la Figura 4.3 (a) para cualquier punto de la muestra y para todos los tiempos
calculados (71, ..., 75). Para esta magnitud del pardmetro de acoplamiento se observa

Figura 4.4: Distribucién de la temperatura del subsistema de (a) electrones normalizada
0. = (k2/Qod)(T. — Ty) y de (b) fonones 0; = (x%/Qod)(Ty — Tp) a diferentes tiempos
para una muestra semiconductora iradiada por un pulso de 7 = 1s a Qy = 10°W/m? y
P =10*°W/m3K.

que ¢; alcanza mas lentamente el perfil cuasiestacionario que 6. y existe ligera dis-
minucion en la magnitud de la temperatura normalizada del subsistema de fonones.
Debido a la baja intensidad del pulso térmico y a que el parametro de acoplamiento es
relativamente pequeno en magnitud, los perfiles 6., 85 pueden describirse con funciones
validas en el régimen lineal.

El calculo de los perfiles de temperatura con parametro de acoplamiento P =
10* W/m3K se muestra en la Figura 4.5. La temperatura normalizada de los dos sub-
sistemas de cuasiparticulas es cualitativamente similar a las obtenidas para P = 0 y
P =10°W/m3K. Existe una diferencia mas pronunciada en la magnitud de la tempe-
ratura normalizada entre los dos subsistemas con respecto a la diferencia observada en
el célculo mostrado en las Figuras 4.3 y 4.4.
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En este régimen de intensidad del pulso térmico y para esta magnitud del pardmetro
de acoplamiento los perfiles 6., 6 pueden describirse con funciones validas en el régimen
lineal.

0.6 0.5

Figura 4.5: Distribucién de la temperatura del subsistema de (a) electrones normalizada
O = (k2/Qod)(T. — Ty) y de (b) fonones 0; = (r%5/Qod)(Ty — Tp) a diferentes tiempos
para una muestra semiconductora iradiada por un pulso de 7 = 1s a Qy = 10°W/m? y
P=10"W/m3K.

La Figura 4.6 muestra las temperaturas normalizadas 6., ¢, calculadas con un
pardmetro P =5 x 10*W/m3K. Se observa incremento en la magnitud de 6, en todos
los puntos de la muestra con respecto a la de la Figura 4.5, a partir de los perfiles
calculados a 1¢. Para esta magnitud de P, se incrementa la diferencia de tiempo entre
los subsistemas para alcanzar el estado cuasiestacionario y con 75 = 7, la temperatura
normalizada del subsistema de fonones no alcanza el estado cuasiestacionario.

Mientras que debido a la baja intensidad del pulso térmico los perfiles que descri-
ben la temperatura normalizada del subsistema de electrones pueden describirse con
funciones validas en el régimen lineal, no puede decirse lo mismo de la temperatura
normalizada del subsistema de fonones. Se observa que las funciones que describen los
perfiles de la temperatura normalizada del subsistema de electrones temporalmente
cercanos al estado cuasiestacionario son no lineales. La temperatura normalizada del
subsistema de fonones no alcanza el estado cuasi estacionario. Los resultados obtenidos
en esta seccién para intensidades bajas del haz incidente, concuerdan plenamente con
las predicciones del trabajo [20] descritas en la seccién 2.2 arriba para el caso de pulsos
largos.

4.2.2. Régimen de flujo térmico medio

En las Figuras 4.7 - 4.10 se muestran los resultados obtenidos del calculo numérico de
los perfiles de temperatura tanto del subsistema de electrones como de fonones para un
flujo térmico de Qo = 10°W/m?, y con diferentes valores de P. Es evidente que todas
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Figura 4.6: Distribucién de la temperatura del subsistema de (a) electrones normalizada
O = (k2/Qod)(T. — Ty) y de (b) fonones 0; = (%5/Qod)(Ty — Tp) a diferentes tiempos
para una muestra semiconductora iradiada por un pulso de 7 = 1s a Qy = 10°W/m? y
P=5x10"W/m*K.

las temperaturas normalizadas que se presentan en el régimen de flujo térmico medio
son cualitativamente similares a las del régimen de flujo térmico bajo.

n n

Figura 4.7: Distribucién de la temperatura del subsistema de (a) electrones normalizada
0. = (k2/Qod)(T. — Ty) y de (b) fonones 0; = (x%/Qod)(Ty — Tp) a diferentes tiempos
para una muestra semiconductora iradiada por un pulso de 7 = 1s a Qg = 10*W/m? y
P =0.

4.2.3. Régimen de flujo térmico alto

En la Figura 4.11 se muestra la distribucion de la temperatura normalizada de los dos
subsistemas de cuasi particulas calculadas con un parametro de acoplamiento P = 0.
La distribucién de temperaturas del subsistema de electrones es cualitativamente equiv-
alente para el mismo valor de P (Figuras 4.3a y 4.7a). A diferencia de los dos regimenes
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Figura 4.8: Distribucién de la temperatura del subsistema de (a) electrones normalizada
O = (k2/Qod)(T. — Ty) y de (b) fonones 6; = (r%/Qod)(Ty — Tp) a diferentes tiempos
para una muestra semiconductora iradiada por un pulso de 7 = 1s a Qy = 10*W/m? y

P =10*°W/m3K.

0.6 0.5

n n

Figura 4.9: Distribucién de la temperatura del subsistema de (a) electrones normalizada
O = (k2/Qod)(T. — Ty) y de (b) fonones 6y = (r%/Qod)(Ty — Tp) a diferentes tiempos
para una muestra semiconductora iradiada por un pulso de 7 = 1s a Qy = 10*W/m? y

P =10*W/m3K.
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Figura 4.10: Distribucion de la temperatura del subsistema de (a) electrones normaliza-
da 6, = (k2/Qod)(T.—Tp) y de (b) fonones 0; = (r}/Qod)(Ty —Tp) a diferentes tiempos
para una muestra semiconductora iradiada por un pulso de 7 = 1s a Qy = 10W/m? y
P=5x10"W/m*K.

anteriores con la misma magnitud del parametro P, los perfiles de temperatura nor-
malizada del subsistema de electrones proximos a 715 deben describirse con funciones
no lineales.

En las Figuras 4.12 y 4.13 se observa que para este régimen de flujo térmico la mag-
nitud de la temperatura del subsistema de electrones aumenta al haber incrementado el
pardmetro de acoplamiento (P = 10°W/m?K y P = 10°W/m3 K, respectivamente) a
costa de una disminucién en la magnitud de la temperatura del subsistema de fonones.

Los perfiles de temperatura presentan un cambio cualitativo a partir de P = 5 X

Figura 4.11: Distribucién de la temperatura del subsistema de (a) electrones normaliza-
da 6. = (k2/Qod)(T.—To) y de (b) fonones 0; = (r%/Qod)(Ty —Tp) a diferentes tiempos
para una muestra semiconductora iradiada por un pulso de 7 = 1s a Qy = 105W/m? y
P=0W/m3K.
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Figura 4.12: Distribucién de la temperatura del subsistema de (a) electrones normaliza-
da 6, = (k2/Qod)(T.—Tp) y de (b) fonones 0; = (r%/Qod)(Ty —Tp) a diferentes tiempos
para una muestra semiconductora iradiada por un pulso de 7 = 1s a Qy = 105W/m? y
P =10*°W/m3K.

10'W/m?K (Figura 4.14). Note que las funciones que describirfan al subsistema de elec-
trones préximos al perfil 74 = 7 son del tipo no lineal. El subsistema de fonones no alcan-
za el estado cuasi estacionario.

Figura 4.13: Distribucién de la temperatura del subsistema de (a) electrones normaliza-
da 6, = (k2/Qod)(T.—Tp) y de (b) fonones 0; = (r%/Qod)(Ty —Tp) a diferentes tiempos
para una muestra semiconductora iradiada por un pulso de 7 = 1s a Qy = 103W/m? y
P =10"W/m3K.
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Figura 4.14: Distribucién de la temperatura del subsistema de (a) electrones normaliza-
da 6, = (k2/Qod)(T.—Tp) y de (b) fonones 0; = (r%/Qod)(Ty —Tp) a diferentes tiempos
para una muestra semiconductora iradiada por un pulso de 7 = 1s a Qy = 105W/m? y
P=5x10"W/m*K.

5. Conclusiones

En la presente tesis hemos investigado la propagacion de calor en materiales semi-
conductores con el modelo de dos temperaturas. Es decir los sistemas de electrones y de
fonones en el semiconductor poseen su propia temperatura. En esta investigacion tedri-
ca hemos resuelto numéricamente el sistema de ecuaciones que describe la propagaciéon
de calor para los regimenes tanto lineal (baja intensidad del flujo de calor incidente
sobre la muestra) como no lineal (alta intensidad del flujo de calor incidente). Nuestros
resultados para el caso lineal reproducen los reportados en la literatura relacionada con
el tema.

En el caso no lineal, hemos considerado la dependencia de la conductividad térmica
y del calor especifico del sistema de fonones en funcion de la temperatura. Primera-
mente, aplicamos el método numérico a una placa metalica, donde todas las cuasi-
particulas tienen la misma temperatura, y hemos podido reproducir los perfiles de
temperatura en el régimen no lineal predichos en trabajos previos. En el caso de una
placa semiconductora, se obtuvo la evolucién de los perfiles de las temperaturas de los
electrones y los fonones. Si la magnitud del flujo de calor sobre la muestra es relativa-
mente baja o, incluso, moderada, los perfiles de ambas temperaturas son muy similares
y semejantes a las del caso de una temperatura. Al considerar transferencia de calor de
los electrones a los fonones, los perfiles de temperatura de los electrones incrementan
su valor dentro de la muestra, mientras que la temperatura de los fonones decrece.
Ademas, se encontré que la temperatura de los electrones alcanza mas rapidamente
su perfil cuasiestacionario en comparacién con la de los fonones cuando el parametro
de intercambio de calor P es grande. La situaciéon mas interesante corresponde al régi-
men de flujo de calor incidente de gran magnitud. Aqui, se ha demostrado que si el
intercambio de calor entre los dos subsistemas de cuasiparticulas es nulo, entonces los
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perfiles de temperatura evolucionan de manera independiente. En virtud de que en
este trabajo solo se considerd la dependencia de la conductividad térmica y el calor
especifico en funcién de la temperatura para el subsistema de fonones, su perfil re-
sulté similar al que se observa en el modelo de una temperatura en el régimen no
lineal. Ademas, la temperatura de los electrones evoluciona como en el caso lineal del
modelo de una temperatura. Por otro lado, si la transferencia de calor de los fonones
a los electrones es importante, la temperatura de estos tltimos se incrementa dentro
de la muestra semiconductora, mientras que la temperatura de los fonones evoluciona
alterando fuertemente su distribucién espacial y de manera efectiva decrece dentro de
la placa.
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Apéndice

En este apéndice presentamos varias soluciones analiticas del sistema de ecuaciones
que describe la propagacion de calor en un medio lineal que pueden ser ttiles para
los lectores que deseen profundizar en el tema de esta tesis. Los problemas resueltos
sirven de introduccién a los métodos analiticos que se han aplicado en los modelos
de una y dos temperaturas, en el régimen lineal, y que se comentan en el capitulo 2.
Problema 1. Dominio infinito —oco < < co. Se asume que la distribucion espacial
de temperatura satisface la condicién de conservacion de energia ffooo Tdx =S, donde
la cantidad S = £/pe, con ¢ igual a la energia liberada por unidad de érea en el tiempo
inicial £ = 0 y en el plano z = 0. Para t > 0 el calor se propaga en ambas direcciones
desde el plano z = 0. La ecuacién (2.6) con las condiciones anteriores es equivalente a
la ecuacion

0T 10T (x,t)

0z o Ot ta
con una fuente laminar de intensidad arbitraria, esto es, una fuente ¢ en forma de delta
(con respecto a la posicién y al tiempo) ¢(z,t) = So0(x)d(t). Inicialmente en ¢t = 0
se asume que la temperatura de la muestra es idénticamente igual a cero en todas
partes, excepto en el punto donde ocurre la liberacién de energia T'(x,0) = Sé(x). La
solucién [9] es

15
1.0

0.5

Figura a-1: Perfiles de T'(z, t) de la forma (A-1) en instantes sucesivos de tiempo, siendo
el panel izquierdo el mas proximo a la condicién inicial.

o2 o (A-1)
- Varat P dat ) ]

Note que el calor se concentra en el punto de liberacion de eneregia sélo en el tiempo
inicial + = 0 (para # = 0, T — oo con t~'/2). Para t > 0 el calor se popaga de
forma instantdnea por todo el espacio y la temperatura tiende asintéticamente a cero
en infinito. La mayor parte de la energia se concentra en una regién cuyas dimensiones
son del 6rden de x ~ (4at)1/ 2 la cual se incrementa proporcionalmente con el tiempo
como +/t. Correspondientemente, la temperatura también decrece como 1/+/, tal que
la cantidad total de calor, la cual es proporcional a [Tdx ~ Tz ~ (1/Vt)Vt ~ 1,
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permanece constante. La Figura a-1 muestra la distribucién de temperatura descrita
por la ecuacién (A-1) en instantes sucesivos de tiempo.

El caracter asintético del decremento de la temperatura en el infinito y la propa-
gacion instantanea de calor a distancias infinitas se puede explicar por el hecho de
que el coeficiente de conductividad térmica es finito a temperatura cero. Sin embargo,
desde luego que en la practica so6lo una cantidad despreciablemente pequena de calor
es la que alcanza un punto distante a cierto tiempo. Es evidente que la densidad de las
graficas de la distribucién de temperatura aumenta conforme t — oo.

Problema 2*. Dominio infinito —oco < x < oo. Se supone la condicién inicial
T = f(z) ent = 0. Considérense condiciones de frontera del primer tipo (de Dirichlet).
Las temperaturas en los dominios |z| < zo y || > x¢ son constantes e iguales a T} y
a Ty, respectivamente, es decir f(x) =T para |z| < zo y f(z) = T para |z| > xy. La
solucién [16] es®

T— %(T1 —TQ){erf("’;“\/;_f) +erf(3;°\/+£>] LT (A-2)

Los perfiles para varios intervalos de tiempo, con T} = 0, T, = 2 y 2y = 2 se muestran
en la Figura a-2.

X X

", 2 0 2 4
Figura a-2: Perfiles de T'(z, t) de la forma (A-2) en instantes sucesivos de tiempo, siendo
el panel izquierdo el mas proximo a la condicién inicial.

Problema 3*. Dominio semiinfinito 0 < 2 < co. Se supone T' = f(z) ent =0
como condicién inicial y T' = ¢(t) en x = 0 como condicién de frontera del primer tipo.
Si ademas la temperatura inicial es linealmente dependiente de la coordenada espacial
f(z) = Ty + bz y la temperatura en la frontera es cero ¢(t) = 0, la solucién [16] es

xr
T =Ty erf + bx. A-3
0 ¢t (zm) v (A-3)

6La funcién error se define como erf(x) = % Jy exp[—t*]dt.
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0.00 0.0 0.04 0.06 0.08 010" 000 002 004 006 008 010
Figura a-3: Solucién (A-3) para distintos valores de ¢.

Los perfiles para varios intervalos de tiempo se muestran en la Figura a-3 donde se
consideré b = 2, Ty = 2.

Problema 4*. Dominio semiinfinito 0 < 2 < co. Se supone T' = f(z) en t = 0
como condicién inicial y 7' = ¢(t) en x = 0 como condicién de frontera tal como en el
problema anterior. Si la temperatura inicial es cero, f(z) = 0 y la temperatura en la
frontera aumenta linealmente con el tiempo, g(t) = At, la solucién [16] es’

X
5 6
Figura a-4: Solucién (A-4) para valores sucesivos de t.

T AtKlJr LA T expl— ])} (A-4)

= —erfc — exp|—— -
2at  2v/at  rwat P ot

Los perfiles para varios intervalos de tiempo y se muestran en las Figuras a-4 y a-5 con

A=4.

Problema 5*. Dominio semiinfinito 0 < 2 < co. Se supone T' = f(z) en t = 0
(condicién inicial) y 9,7 = ¢(t) en x = 0 (condicién de frontera del segundo tipo o de
Neumann)®. Si ademds la temperatura inicial es cero f(z) = 0 y se mantiene un flujo

"La funcién error complementaria se define como 1 — erf(z)

0.7~ 4
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térmico constante en la frontera para todo t, g(t) = —@Q, la solucién [16] es

T

20 .
15
10
5
5 10 Is 20"

Figura a-5: Solucién (A-4) para distintos valores de t.

i 2 3 4 5 6"

T =20 a—texp( x2>—Qmerfc(

7r  dat

2%) (A5)

Los perfiles para varios intervalos de tiempo y se muestran en las Figuras a-6 y a-7 con

Q=

Figura a-6: Solucién (A-5) para distintos valores de ¢.

Problema 6*. Dominio semiinfinito 0 < z < oco. Se supone una condicién inicial
de la forma T' = f(x) y una condicién de frontera del tercer tipo (de Robin) 0,7 —sT =
g(t). Si ademés la temperatura inicial Ty es uniforme y la temperatura del medio de
contacto (en x = 0) es cero: g(z) = 0 la solucién [17] es

T="T, [erf(Q 5@) + exp(sz + as?t) erfc(2 ja + sx/&)] . (A-6)

Los perfiles para varios intervalos de tiempo y se muestran en la Figura a-8 con Ty = 15,
s =1
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Figura a-7: Solucién (A-5) para distintos valores de ¢.
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Figura a-8: Solucién (A-6) para distintos valores de ¢.
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Problema 7*. Dominio acotado 0 < x < [. Se prescribe la condicion inicial T =
f(z) en t = 0 y las condiciones de frontera del primer tipo T" = ¢;(t) en z = 0 y
T = go(t) en x = [. Si ademds se supone que la temperatura inicial es uniforme,
f(z) =T, y ambos extremos se mantienen a temperatura cero ¢;(t) = 0, g2(t) = 0, la
solucién [16] es

4Ty K 1 (2n + )7z a2n +1)*7%t
T="2 o Se“[f}exp[— | (A7)

Los perfiles para varios intervalos de tiempo y se muestran en la Figura a-9 con Ty = 1,
=2, a=1.

0.5T O.5T
0.4 0.4
0.3 0.3
0.2 0.2
0.1 0.1
r— —
0.0 0.5 1.0 0.0 0.5 1.0 1.5 ZAOA

Figura a-9: Solucién (A-7) para distintos valores de t.

Problema 8*. Dominio acotado 0 < z < [. Se supone una condicién inicial de la
forma T' = f(x) en t = 0 y las condiciones de frontera del primer tipo T = ¢1(¢) en
r =0y T = g(t) en z = [. Si ademés se supone que la temperatura inicial es cero,
f(z) = 0y los extremos se mantienen a temperaturas uniformes, ¢,(t) = 11, g2(t) = T,
la solucién [10] es

7 - F

0 5 10 15 20x 0 5 10 15 20
Figura a-10: Solucién (A-8) para distintos valores de ¢.
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WE

T=T+ (T, -T))

L2
T n [2

—_1\7 2.2
—( V' - T sen(?)exp(— anm t). (A-8)

Il
=)

n

Los perfiles para varios intervalos de tiempo y se muestran en las Figuras a-10 y a-11.

T T
22 2
21 o2
20 20
19 19
X X
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20

Figura a-11: Solucién (A-8) para distintos valores de ¢.

Problema 9*. Dominio acotado 0 < z < [. Se preescribie la condicién inicial
como T'= f(z) ent = 0 y la condicién de frontera del segundo tipo 0,7 = ¢;(t) en
x = 0y de primer tipo T' = go(t) en = [. Ademéds, si la temperatura inicial es cero,
f(z) = 0, el extremo izquierdo se aisla térmicamente g;(¢) = 0 y el derecho se mantiene
a temperatura constante go(t) = A, entonces la solucién [17] es

B 4A K (—1)nH! 7(2n+)z am?(2n + 1)%
T—A‘i‘?nzzomCOST exp —T (A-9>

Los perfiles para varios intervalos de tiempo y se muestran en las Figuras a-12 y a-13.

T T
204 204
20.2 20.2
20.0 20.0
19.8 9.8
19.6 19.6
194 194
19.2 9.2
0 5 10 15 20" 0 5 10 I3 20"

Figura a-12: Solucién (A-9) para distintos valores de ¢.
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Figura a-13: Solucién (A-9) para distintos valores de ¢.
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