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Resumen

La computacion cuantica ha tomado gran importancia y relevancia en la investigacion cientifica
desde el siglo XX, esto gracias a la ventaja computacional que aparenta ofrecer este tipo de
maquinas en contraste con su contraparte clasica. Entre las &reas de estudio de la computacién
cuantica se encuentran la generacion de estados cuénticos para su uso en computadoras cuanticas,
el diseno e implementacion de algoritmos cuanticos, entre otras.

La generaciéon de estados cuéanticos, a pesar de ser tomada por muchos autores como una
subrutina de los famosos algoritmos cudnticos, a la cual no se le presta demasiada atencién, es un
area de investigacion que hoy en dia forma parte de uno de los problemas a solucionar al momento
de disenar algoritmos cuanticos.

En este trabajo de tesis se analizard y realizard el proceso de generacién de estados cuanti-
cos mediante el calculo de los dngulos que generen ciertas rotaciones en los estados para que, de
esta manera, se pueda generar un estado cuantico particular con el uso de diversas compuertas
l6gico-cuanticas. Todo esto mediante el uso de dos algoritmos con los cuales se generaran M esta-
dos consecutivos en superposicion uniforme para después eliminar los estados de la superposicion,
haciendo que queden en una superposicién cuédntica de estados tnicamente los estados deseados.
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Introduccion

La computacién cuantica es una consecuencia de la revolucién cientifica que causé la mecanica
cuantica, luego de que en los anos 80’s, uno de los grandes precursores de esta area de estudio de
la fisica y la computacién, Richard Feynman, en su articulo “Simulating Physics with Computers”
[10], propusiera el uso de maquinas que pudieran simular cualquier sistema cuantico y llamara a
estas como computadoras cuanticas. A partir de esto la comunidad cientifica entre el final de la
década de los 80’s y los comienzos de los 90’s formalizaron la forma en la que se describian las
computadoras cuanticas [12] y se comenzd a mostrar interés en esta drea de estudio que en las
altimas décadas ha tomado una gran relevancia debido a la superioridad que demuestra tener sobre
su contraparte clasica en el procesamiento de informacién, la realizacién de algunas operaciones
y a su gran potencial de aplicabilidad. Como en su nombre se indica, la computacién cuéntica
obedece las leyes de la mecanica cuantica y basa su funcionamiento en el aprovechamiento de los
fenomenos fisicos que estudia esta rama de la fisica.

La forma en la que una computadora cuéantica puede realizar una tarea o procesar informacion
es por medio de una serie de transformaciones unitarias, también conocidas como compuertas
logico-cuénticas, que son aplicadas a uno o varios qubits (estos son la unidad bésica de informacion
para las computadoras cuénticas, cuyo estado puede ser representado por medio de la esfera de
bloch) de forma continua, modificando el estado de estos hasta obtener el estado deseado; a este
proceso se le conoce como algoritmos cuénticos.

Usualmente los algoritmos cudnticos se inician teniendo al conjunto de qubits (o también
conocido como “registro”) a manipular en el estado |0), sin embargo, en algunos casos se necesita
construir un estado particular para llevar a cabo el algoritmo; a este proceso se le conoce como
generacién de estados cudnticos, el cual es considerado muchas veces en la literatura, e incluso
en algunos articulos cientificos como una subrutina de los algoritmos cuéanticos que no siempre
es tratada a profundidad o que simplemente es realizada por medio de “cajas negras”, que de
una forma inexplicable consiguen generar el estado a utilizar. Sin embargo, esta tarea es de suma
importancia, dado que para poder implementar cualquier algoritmo cuéntico, se requiere conocer
el proceso de generaciéon del estado a ocupar, dado que en la implementacién no existen las “cajas
negras”, asi sin este proceso no seria posible la implementacién de cualquier algoritmo cuantico.

En el primer capitulo de este trabajo, se presentan conceptos fundamentales sobre la compu-
tacion cuantica, como lo son los postulados de la mecanica cuantica, los cuales rigen el funciona-
miento de estas méquinas. En el segundo capitulo se exponen los algoritmos cuanticos que resultan
relevantes para este trabajo de tesis, desarrollando y explicando a detalle como funcionan estos,
para después exponer el algoritmo propuesto para este proyecto de tesis, el cual genera un estado
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VIII Introduccion

cuantico compuesto por la superposicion de diferentes estados cuanticos arbitrarios pertenecientes
a la base de estados computacionales, finalmente en el tercer y cuarto capitulo se muestran los
resultados y conclusiones de la ejecucién del algoritmo cuantico propuesto en este trabajo con el
uso de la biblioteca qiskit [14], desarrollada por la empresa IBM.



Capitulo 1

Conceptos Fundamentales

En este capitulo se pretende hacer una revision de los conceptos fundamentales de la computacion
cuantica y por ende, también de la mecanica cuantica, pues es la rama de la fisica que rige el
funcionamiento de una computadora cudntica y nos permite entender la computacién cuantica.

1.1. Mecanica Cuantica

La mecdanica cuantica es un area de estudio de la fisica moderna que se encarga de describir
fenémenos fisicos que ocurren a una escala muy pequena, esta ha funcionado muy bien desde su
desarrollo a finales del siglo XIX y principios del siglo XX. A través de los anos la comunidad
cientifica a partir de hechos experimentales y conocimiento matemético a propuesto los que se
conocen como los postulados de la mecanica cuéntica, los cuales rigen esta area de la fisica y
que, dependiendo de la literatura que se revise se pueden tener 4,5 o més postulados diferentes e
incluso el orden de en que estos son presentados puede variar. Para este trabajo se presenta una
sintetizaciéon de algunos de los postulados, los cuales se consideran son los mas esenciales para
estudiar la computacion cuantica.

1.1.1. Primer postulado

El estado de un sistema fisico aislado es representado por un vector de estado (también conocido
como ket de estado) normalizado |¢), es decir (¥|y)) = 1, el cual pertenece a un espacio vectorial
complejo llamado espacio de estados, también conocido como espacio de Hilbert H. Ademaés, para
un conjunto de n sistemas cuanticos tratados como un sistema combinado el espacio de estados esta
dado por el producto tensorial entre los espacios de Hilbert asociados a cada sistema, H; ® Ho ®
Hs - @ Hy- De esta forma el estado del sistema es representado de igual forma como el producto
tensorial entre los estados de cada sistema

) =) @)y @), (1.1)

1.1.2. Segundo Postulado

La evoluciéon de un sistema fisico cerrado esté descrita por un operador unitario U, donde se
tiene que para que el operador U sea unitario se debe cumplir que



Conceptos Fundamentales
1.1 Mecanica Cuéantica

UUt=UU =1 (1.2)

donde I es el operador identidad, el cual deja invariante a cualquier estado al que se le sea aplicado
y ademas, dado que U es unitario, se cumple que UT = U~!, donde U~ es el inverso del operador
U.

De esta forma, si el estado inicial del sistema es |1)1), al aplicar el operador de evolucion U se
tiene que

Ulr) = [2) (1.3)

Ademas, dicho operador es lineal, lo que implica que al ser aplicado a una combinacién lineal
de estados este se distribuye linealmente en cada estado de la combinacién

Uly) = Ulayg [91) + oo [th2) + -+ 4 ap [1n)]
=Uay [¢1) + Uaz [th2) + - + Uay [thn) (1.4)
= o U [{1) + axU [th2) + -+ + o U |9n)

1.1.3. Tercer Postulado

Toda cantidad fisica A que sea medible es descrita por un operador A llamado observable [8],
la cual cumple con la condiciéon de ser un operador hermitico, es decir A = Af; donde A es el
operador adjunto de A.

Lo que quiere decir que la observable A es un operador autoadjunto y, por ende, permite una
descomposicién espectral de la observable en términos de sus eigenvalores y sus operadores de
proyeccion

A= "anlan)(an =Y anPn (1.5)

donde los vectores |a,) corresponden a los eigenvectores de la observable A; que ademas forman
un conjunto ortonormal, es decir, (ay|am) = I, m ¥y también cumplen con la relacion de completitud
> nlan)(an| =1, formando de esta forma una base ortonormal.

De esta forma, el tnico resultado que se puede obtener al realizar una medicion de la cantidad
fisica A es uno de los eigenvalores correspondientes a la observable A, el cual comple con la condicién
de siempre ser un valor perteneciente al conjunto de los ntimeros reales R.

1.1.4. Cuarto Postulado

Cuando una cantidad fisica A es medida en un sistema que se encuentra en el estado normalizado
|1), la probabilidad P(ay,) de obtener el eigenvalor a,, de la observable correspondiente A esta dada
por

Plan) = | {anlt) [* (1.6)

donde |a,,) es el eigenvector de A, asociado con el eigenvalor a,.
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Si la cantidad fisica A al ser medida da como resultado el valor a,, el estado del sistema
inmediatamente después de la medicién es la proyecciéon normalizada del estado [i) en el espacio
vectorial generado por los eigenvectores de la observable

P 1)

w Medicion 1/}/ _
v v (] Ppltp)

(1.7)

1.2. Computaciéon Cuantica

La computacion cuantica es el estudio del procesamiento de informacion utilizando sistemas
cuénticos, de los cuales son aprovechados fenémenos que ocurren en esta area de la fisica para
poder realizar tareas de una forma maés rapida en comparacién con su contraparte clasica.

Para comprender y poder estudiar alguna de las distintas areas de investigacion de la compu-
taciéon cudntica es necesario conocer ciertos conceptos bésicos, los cuales son presentados a conti-
nuacion.

1.2.1. Qubits

Los qubits (quantum bits) son la unidad basica de informacion de la computacion cuéntica,
estos son generados a partir de distintos sistemas cuénticos que por lo general son de dos niveles y
son representados por los estados cuanticos de estos.

Las leyes que rigen el comportamiento de los qubits y la forma en la que estos cambian son las
mismas que las de la mecanica cuantica. De esta forma, asi como los conocidos bits, que pueden
tomar alguno de los valores entre 0 y 1, los qubits pueden tomar algin valor entre los estados
|0),]1) o una combinacion entre estos dos valores, lo cual es conocido como una combinacioén lineal
de estados también llamado como superposicién de estados.

[¥) = al0) + B1) (1.8)

donde las cantidades « ¢y 8 son ntimeros complejos .

Considerando el primer postulado de la mecénica cuantica (1.1.1), el estado de un qubit puede
ser visto como un vector de estado asociado a un espacio vectorial complejo de dos dimensiones
conformado por los vectores base |0) y |1), los cuales son conocidos como los estados base compu-
tacionales y forman una base ortonormal. Otra forma de representar los estados |0) y |1) es con la
notacién vectorial en la que se tiene que

o=lg] v w=l] 19

de tal forma que la ecuacién 1.8 queda expresada como
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-8

El estado de un bit puede ser examinado para determinar si este es 0 o 1, esto lo hacen las
computadoras al consultar el contenido de su memoria, sin embargo, con un qubit esto es algo
diferente, dado que no es posible examinar un qubit para determinar el estado en el que se encuentra,
esto debido al tercer y cuarto postulado de la mecénica cuantica (1.1.3 y 1.1.4), dado que cuando un
qubit es medido se puede obtener como resultado un 0 con una probabilidad |a|? o se puede obtener
como resultado un 1 con una probabilidad |3|?, de tal forma que al sumar estas probabilidades el
resultado de la suma es 1, es decir

o + 18> =1 (1.11)

esto quiere decir que el vector de estado de un qubit estd4 normalizado (es unitario) y ademaéas que
un qubit puede encontrarse en ambos estados |0) y |1) a la vez, con el importante hecho de que al
ser medido este colapsa su estado a alguno de los dos estados 0 o 1.

Considerando una fase global ¢ tal que esta se multiplique por el estado |i) de un qubit se
tiene

) = earl0) + ¢ 8]1) (112)

donde la probabilidad de medir 0 estard dada por

[ (O1) P = [e™a {0]0) + B (0]1) |
= [a(1) + ¢ BO)P
= |eaf?
= [e"72|af? (113)
= (€e™)af?
= (€77)af?

= |af?
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y la probabilidad de medir 1
| (1) 2 = |7 (1]0) + 7B (1[1) |?
= le"a(0) + e B(1)[?
= |7 8|2
= |e"*|82 (1.14)
= (e"e™)|B
= ("™)|B?
= |5?

Por lo que el anadir una fase global al estado de un qubit no tiene impacto alguno al momento
de realizar una medicion; asi, los estados [1)) y e |¢) son equivalentes.

1.2.1.1. Esfera de Bloch

Una forma muy ttil de entender el comportamiento del estado de un qubit es de forma grafica
con el uso de la Esfera de Bloch.

Primero se debe considerar la ecuacion 1.8, de la cual los valores « y 8 al ser complejos pueden
ser expresados en su forma polar

a = rqeite (1.15)
B =rge'®s (1.16)

de esta forma la ecuacion 1.8 puede ser expresada como

) = roe®e |0) + rge'®s [1) (1.17)

y dado que al multiplicar el estado |)) por una fase global e~“%= esta no tiene ningtn efecto al
momento de realizar una medicion, asi la ecuacién 1.17 queda expresada como

e~ Pa |,l/)> — Taei(tba*tﬁa) |0> 4 rﬁei(dﬁﬁ*@h) |1>
=7rq|0) + rﬁei(%_%) 1)

, (1.18)
=74 |0) +75e™ 1)
= [¥)
donde ¢g — ¢o = ¢. Ademas, por 1.11 se tiene que
Fal? + 5[ = rar + (g€ ) (rpe'®)’

=15+ (rge?)(rpe™™?)
=12 + 13?79 (1.19)
= ri + r%
=1
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Asi, las cantidades r2 y r% puden ser expresadas como

0 0
r = cos2(§) — Ty = cos(2>

6

(1.20)
2 :sinz(g) —>rg =sin| =
p 2 g 2

para un angulo 0 < 0 < 27. De esta forma 1.8 puede ser escrita como

) = cos(g> 0) + e sin(§> 1) (1.21)

con 0 < ¢ < 2m. Donde con los adngulos 6 y ¢ se puede representar cualquier estado |¢)) de un
qubit ya sea en superposicion o no, el cual estaria representado graficamente por un punto sobre la
superficie de una esfera unitaria, como se puede ver en la figura 1.1.

1)

Figura 1.1: Representacion del estado general de un qubit en la esfera de Bloch.

Es asi como gracias a la esfera de Bloch es posible visualizar el estado de un qubit y el como
este cambia en funcion de dos parametros (6 y ¢) que no son mas que los dngulos correspondientes
a las coordenadas esféricas en las que el pardmetro r es igual a 1.
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1.2.1.2. Multiples qubits

Para el caso en el que se esté trabajando con 2 o méas qubits se tendrian varios subsistemas
cuadnticos que representen a estos, formando un solo sistema cuéantico, por lo que se tiene que
el estado de los subsistemas conjuntos estaria dado por lo que nos dice el primer postulado de
la mecénica cuantica (1.1.1) que es la ecuacion 1.1, donde cada vector de estado [¢), (con i =
0,1,2,...,n) representa al estado en superposicion de cada qubit

[1); = i [0); + Bi[1); (1.22)

Tomando como ejemplo el caso para dos qubits, los posibles estados en los que podria encontrarse
el sistema serfan

0} @10)1, [0)g @ [1);, [1)g@[0)1, [1)g @ [1) (1.23)
que también pueden ser expresados como |00),|01),|10),|11); los cuales forman una base a la cual
se le conoce como la base computacional y esta no esta restringida solamente a 2 qubits, sino que es
una base general para n cantidad de qubits. Ademas, el estado del sistema conjunto también puede
encontrarse en una superposicion de estos estados

|’@/J> = Q00 |00> + o1 ‘01> + 10 |10> + a1 |11> (124)

Para sistemas de miltiples qubits la probabilidad de que al medir, se obtenga alguno de los
estados en superposicién esta dada por |a,|? (con z = {00,01,10,11}), y ademés se debe cumplir
la regla de normalizacion, de tal forma que

> e’ =1 (1.25)
z€{0,1}2
donde {0, 1}? representa dos conjuntos de estados que pueden tomar como valor 0 6 1 [17].

Ademas, para un sistema de varios qubits también es posible medir solamente un subconjunto
de qubits pertenecientes a este, de tal forma que solamente se colapsaria el sistema que representa
a cada qubit al valor que se obtenga de la medicién haciendo que el estado del conjunto completo
de qubits cambie en base al resultado de la medicién.

Tomando como ejemplo el caso de un sistema de dos qubits, en el cual el estado del sistema
completo esta dado por la ecuacion 1.24 y se mide al primer qubit, se tiene que la probabilidad de
obtener 0 al realizar la medicién es de |agg|? +|ap1|? ¥ la probabilidad de obtener 1 es |az0]? + |11 |%;
de tal forma que si se obtiene 0 al realizar la medicion, el estado resultante después de la medicion
esté dado por

Qpo |00> + a1 |01>

Vleool? + |aon[?
donde \/|apo|? + |ao1]? es la cantidad que normaliza al estado haciendo que se cumpla la condicion

de normalizacion.
Para un conjunto de n qubits el estado general de estos estaria dado por

Y') = (1.26)

|1/J> = (0Q---0 |00 cee 0> + Qpo-..1 |00 s 1> + -+ ag1.1 |].1 s 1>
— Z ag |z) (1.27)

z€{0,1}m
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A veces, los estados conformados por los valores binarios que pueden tomar los qubits también
son representados como ntimeros decimales [25]. Tomando esto en cuenta, podemos tomar al qubit
més a la izquierda como el qubit cero, al qubit a su derecha inmediata como el qubit 1 y asi
sucesivamente hasta llegar al qubit més a la derecha, el cual seria el qubit n, de tal forma que la
representacion de cualquier nimero decimal estaria dada como

‘M> = ‘Q>n_1 |Q>n_2 Tt |Q>2 ‘Q>1 |Q>0 = |gn—1¢n—2 " 92¢14o) (1.28)

donde la forma de convertir un nimero del sistema decimal al sistema binario puede revisarse en el
apéndice A.1.

1.2.2. Compuertas Cuanticas y Circuitos Cuanticos

Los cambios que pueda experimentar un estado cuantico pueden ser descritos con la computacion
cudntica [17] y, de forma anéloga a la computacion clasica, donde se construyen circuitos eléctri-
cos con compuertas logicas, en la computacion cudntica también se construyen circuitos cuanticos
conformados por cables y compuertas cuanticas que cambian el estado de uno o mas qubits.

1.2.2.1. Compuertas cuanticas de un solo qubit

Las compuertas de un solo qubit pueden ser vistas como un operador unitario actuando sobre
un sistema cuantico asociado a un espacio vectorial complejo de dos dimensiones, que no es més
que el espacio vectorial que se utiliza para representar el estado de un solo qubit.

Existen una variedad infinita de compuertas cuédnticas de un solo qubit, que, en la practica
pueden ser compuestas por una cantidad determinada de compuertas estdndar, un ejemplo de estas
compuertas es la compuerta NOT (también conocida como la compuerta X de Pauli) la cual cambia
el estado |0) al estado |1), y viceversa. De esta forma se puede ver que para el estado en superposiciéon
|t)) y por la ecuacion 1.4, la aplicacion de esta compuerta al estado |1) da como resultado

X |¢) = X[a]0) + B1)]
= aX|0) + AX [1) (1.29)
= all) + 810)

por lo que para el estado en superposicion |¢) la aplicacion de la compuerta NOT invierte las
amplitudes « y 5.

Existe una forma de representar a las compuertas cuédnticas, la cual es por medio de matrices.
Tomando como ejemplo a la compuerta X, su representacién matricial estd dada por

X= {(1) (ﬂ (1.30)

de tal forma que al tomar la representacion vectorial del estado |¢) (ecuacion 1.10) y aplicarle la
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compuerta X en su representaciéon matricial se tiene un producto matricial cuyo resultado es

xpp) =1 (ﬂ {g]
[oxa+1x8
o _1><oz+0><6} (1.31)

- g]

Asi, las compuertas cuanticas de un solo qubit pueden ser descritas como matrices de 2 x 2.

Otra compuerta cuantica muy importante en la computaciéon cuéntica es la compuerta de Ha-
damard, la cual genera un estado en superposicién uniforme entre el |0) y |1), su representacion
matricial estd dada por

111
y la forma en la que actia sobre los estados [0) y |1) es
RS
V2
RS
V2

H0) = —=(|0) +[1)) = [+)
(1.33)

HI|1) = —=(0) = 1)) = [-)

1.2.2.2. Compuertas cuanticas para miuiltiples qubits

Generalizando las compuertas cuénticas de un solo qubit para multiples se tienen las compuertas
cuanticas para multiples qubits, siendo la compuerta Control-Not o también conocida como C' —
NOT la compuerta de multiples qubits mas conocida y méas empleada en la computacién cuantica.
Esta compuerta toma como entrada 2 qubits, de los cuales uno es considerado como el qubit de
control mientras que el otro es considerado como el qubit objetivo.

A partir del primer postulado de la mecanica cuantica (1.1.1), al tener que las compuertas
cuénticas son operadores y que estos estan actuando cada uno en su respectivo espacio de Hilbert,
si se tienen compuertas A y B la forma en la que estos operadores se aplican a un estado |¢)
conformado por los qubits |gg) y |q1), cada uno perteneciente a su respectivo espacio de Hiblert al
cual pertenecen Ay B, es

(A® B)[p) = (A® B)(lq) @ |q1)) = Algo) @ Blg1) = Algo) Bla1) = AoBi |qoq1) (1.34)

La forma en la que la compuerta C — NOT actuia sobre un sistema de dos qubits es la siguiente:
Si el qubit de control se encuentra en el estado 0, entonces el estado del qubit objetivo no cambia.
Mientras que si el qubit de control se encuentra en el estado 1, entonces el estado del qubit objetivo
cambia. La siguiente ecuacion muestra la forma en la que la compuerta C' — NOT actiia sobre un
sistema de dos qubits en sus diferentes estados

C—NOT C—NOT C—NOT C—NOT
- - _— _—

|00) 00); |01) 01); [10) [11); |11) 10) (1.35)
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La representaciéon matricial de esta compuerta es la siguiente

CNOT = (1.36)

o O O
OO = O
_— o O o
o OO

que también es un operador unitario, dado que (CNOT)(CNOT') = (CNOT")(CNOT) =1

Otra forma de describir la forma en la que actia la compuerta C-NOT es mediante el uso de la
suma modulo 2 (ver apéndice A.2), de tal forma que al aplicar esta a un sistema de dos qubits se
tiene que

~

I® CNOT [|gc) lg0)] = I |ge) CNOT [qo) = |gc) 190 D qc) (1.37)

donde |¢.) y |qo) representan a los qubits de control y objetivo, respectivamente.

Otra compuerta de multiples qubits muy popular es la compuerta de Toffoli, que es similar a
la comperta C' — NOT. En esta compuerta se tienen dos qubits de control y un qubit objetivo, del
cual es modificado su estado si ambos qubits de control se encuentran en el estado |1)

Un hecho importante que se obtiene a partir de que las compuertas cudnticas sean operadores
unitarios es que estas son siempre revertibles, dado que la inversa de una matriz unitaria es otra
matriz unitaria [17]; de esta forma siempre es posible regresar al estado inicial de cualquier sistema
de multiples o de un solo qubit.

1.2.2.3. Circuitos Cuanticos

La forma en la que son representadas todas las operaciones realizadas en una computadora
cuantica es a través de circuitos cuanticos, los cuales son diagramas que permiten visualizar grafi-
camente la forma en la que se realiza cualquier tarea, son expresados por medio de cables (no son
necesariamente cables fisicos o reales) que se asocian individualmente con cada qubit del sistema
con el que se trabaje, se leen de izquierda a derecha o también puede considerarse que la forma en
la que evoluciona el sistema va de izquierda a derecha. La figura 1.2 muestra al circuito cuantico
que representa un sistema de 5 qubits.

Figura 1.2: Circuito cudntico que representa un sistema de 5 qubits

A la coleccion de qubits que son utilizados para realizar cualquier tarea en un circuito cuantico
se le conoce como registro cuantico y todos los qubits pertenecientes a un registro cuantico se
inicializan en el estado |0) [21].

La forma en la que se representan las compuertas cuanticas en los circuitos cuénticos se puede
observar en la figura 1.3, donde se tienen tres qubits, en los cuales estan actuando las compuertas
X, H, C — NOT, la compuerta de Toffoli y por tltimo, en el tercer qubit se realiza una medicion.

10
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o) —{ X ]
) —{ 4]

lg2)

D

—0— |

Figura 1.3: Representacion de un circuito cudntico con compuertas

1.2.3. Algoritmos Cuanticos

Un algoritmo puede ser definido como una secuencia de pasos u operaciones [6]. De esta forma
los algoritmos cuanticos son el conjunto de operaciones realizadas en una computadora cuéntica,
que como fue mencionado en la seccién anterior (1.2.2.3), estos son representados graficamente por
circuitos cuanticos.

Entre los algoritmos cuénticos mas conocidos se encuentran el algoritmo de Deutsch y su gene-
ralizacion conocida como el algoritmo de Deutsch-Jozsa que aprovechan y hacen uso del paralelismo
cuédntico para evaluar una funcién en todos sus valores de entrada con una sola consulta, también
se tienen algoritmos més complejos como lo son el algoritmo de bisqueda de Grover, el algoritmo
de estimacion de fase, entre otros.

Es con el disenio y la implementacién de los algoritmos cuénticos con lo que se obtiene, o se
busca obtener una ventaja sobre la computacién cuéntica, siendo parte importante la generaciéon
de estados cuanticos

1.2.4. Complejidad computacional

El realizar cualquier tarea requiere del uso de recursos, por lo que es necesario tener una forma
de cuantizar este requerimiento para llevar a cabo cualquier proceso o algoritmo. Una herramienta
que se desarrollo para esto es la notacién asintética, la cual puede ser utilizada para resumir el
comportamiento mas esencial de una funcién [17]. La notacién asintética mas utilizada en esta area
es la notacion big O (O) la cual sirve para establecer limites superiores en el comportamiento de
una funcion. De tal forma que para las funciones f(n) y g(n) que se encuentren en el dominio de
los enteros positivos, se dice que f(n) es una funcion perteneciente a la clase O(g(n)) si existen las
constantes ¢ y ng tal que para todos los valores n mayores a ng se tiene que f(n) < cg(n) [17].

11



Capitulo 2

(zeneracion de estados cuanticos

Como ya fue mencionado en el capitulo anterior, la generacién de estados cuanticos es una tarea
importante en la implementacién de cualquier algoritmo cuéntico y en el procesamiento de informa-
cion cuéntica [20] , siendo la generacion de estados otro algoritmo cuantico (también considerada
como subrutina) que debe disenarse y construirse como primer paso; es por esto que en este capitulo
se presenta un algoritmo capaz de generar cualquier estado en superposicion de uniforme de una
cantidad arbitraria de estados.

2.1. Generaciéon de M estados consecutivos en superposicion
uniforme

La generacion de M estados en superposicién uniforme utilizando todo el conjunto de estados
de la base computacional (de tal forma que M = 2™) es un problema que se resuelve aplicando n
compuertas de Hadamard a n qubits en el estado |0) que conformen el registro cudntico con el que
se esté trabajando, de tal forma que el estado resultante estd dado por

V) =(H®H---® H)(|0)®0)---]0)) = H*"|00---0) = H="|0)*" = - z)  (2.1)

Sin embargo, cuando no se requiere utilizar todo el conjunto de estados base, el aplicar tnica-
mente compuertas de Hadamard a todos los qubits del registro cuéntico no funciona, es por eso
que Shulka y Vedula propusieron el siguiente algoritmo [20] que pretende generar un estado |©) en
superposicion uniforme de M estados, donde 2 < M < 2™. Este algoritmo hace uso de compuertas
NOT, Hadamard, Control — Hadamard y compuertas de rotacion.

El funcionamiento del algoritmo es el siguiente:

1. Calcular lg,ly,...,lx. Donde M = Zf:02lﬂ' con 0 <lp<lhh <...<lp_1 <Ilp<n-1
(convertir M de sistema decimal al sistema binario ).

2. Iniciar [©g) = |Q>n_1 ‘Q>n_2 T |Q>2 |Q>1 |Q>o = |qn-1Gn—2" - @q1q0) = |0>®n .

12
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3. Aplicar la compuerta X en los qubits |q), para i = l1,ls,...,l; (aplicar Compuertas NOT en
los qubits con posicion Iy, 1s, ..., I).

4. Establecer My = 2%,

5. Silyp > 0 entonces aplicar la compuerta de Hadamard en los qubits |¢), parai=0,1,...lop—1
(si M es par, entonces aplicar compuertas Hadamard en los Iy qubits mas a la derecha).

6. Aplicar la compuerta de rotacion Ry (fp) en el qubit [g), con 6y = —2arccos | 4/ J}@) ; donde

esta compuerta es una compuerta de un solo qubit y esta definida de forma matricial como

Ry (6) = (2.2)
sin(g) cos(g)

ademas, la forma en la que esta compuerta actia sobre los estados |0) y |1) es

Ry (0) 1) = — Sin@) 10) + COS(?) 1) =al0)+ 5[ (2.3)

Ry (0) |0) = cos(Z) 10) + sin(g> 1) =b0) —al1)

7. Aplicar una compuerta Control — Hadamard en los qubits |q), para i = lp,lo+1,...0l1 — 1
con |g),, siendo que el qubit de control debe estar en el estado |0) para aplicar la compuerta
Hadamard al qubit objetivo.

8 Param=1ak—1:

a) Aplicar una compuerta Control — Rotacién CRy (0,,) en el qubit |g)
a que el qubit de control |g), ~se encuentre en el estado [0).

Donde 6,,, = —2arc cos (\/g}"m_l)

b) Aplicar una compuerta Control-Hadamard en los qubits |¢), para i = Ilp,ln +
1,..., b1 — 1 condicionados a que el qubit de control [g), ~ se encuentre en el es-
tado |0).

¢) Establecer M,, = M,,_; + 2'.

) condicionado

Im

lm,+

9. Obtener el estado |©) = ﬁ Zj]vigl l7) -

2.1.1. Desarrollo del algoritmo y deduccién del valor de los dngulos de
rotacién

A partir del paso 1 se puede notar que los valores lg,l1,...,[; son una secuencia ordenada de
nimeros que contienen la posiciéon de los 1 en la representacién binaria de M, asi, una vez que se

13
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han calculado [y, 1, ..., se inicializa al registro cuantico con el que se va a trabajar en el estado
10Y¥™ (paso 2).

Una vez que se tiene el estado |©¢) a partir del paso 3 se aplican compuertas NOT en los qubits
con posicién Iy, s, ..., i, de tal forma que se tiene como resultado al estado

lk lk—l ll lo
|©¢) = X;10--- 0 ---0--- 0 ---0--- 0 ---0--- 0 ---0)
=0--- 1 -0+ 1 -+0--- 1 «--0-+- 0 ---0)

Uk le—1 I lo

(2.4)

- SN
Donde las expresiones 1 ---0--- 1 y 0--- 1 (ya sea que tenga los indices por arriba o
por debajo de los estados de cada qubit) indican que todos los qubits entre las posiciones Iy y lx—1
se encuentran en el estado 0 y que todos los qubits a la izquierda del qubit [ se encuentran en el
estado 0.
Al tener el estado |©,) y siguiendo el paso 4 se define My = 2/ y dependiendo del valor que
tenga [y el algoritmo se divide en dos posibles casos los cuales son:

Caso 1. [ = 0. Para este caso, dado que lp = 0 , se tiene que M es impar, de tal forma que el
estado |©1) para este caso quedaria expresado como

©1) =[0--- 1 «+0--- 1 ---0--- 1 ---0---_0) (2.5)
~— ~— ~— ~—
Ik le_1 11 lo

ademés, por el paso 5 no se debe aplicar ninguna compuerta de Hadamard, sino que se
aplica la compuerta de rotacién Ry (6p) en el qubit |g), (paso 6), y de acuerdo con la
ecuacion 2.3 se tiene

lk lk—l ll l[)
f/l\ =~

=
1©2) = Ry (60),10---"1 -0~ 0. 1 0.0 )

=ag|0--- 1 -0+ 1 -0+ 0 «--0--- 0 )
~— ~— ~— ~— (2.6)
I lp_1 15 lo

+bol0--- 1 --0-o- 1 ---0--- 1 --0--- 0 )
~— ~—~ ~—~ ~—
Ly lg—1 1 lo

De acuerdo con el paso 7, se aplica la compuerta Control — Hadamard en los qubits
correspondientes dando como resultado al estado

|®3>:a0(CH;”1:0> 0 1 0 1 0o 0 -0+ 0)
~~ ~~ ~— ~—
U, o1 A lo
+b0(CHg11:O)|O-~- 1 -0+ 1 -0 1 ---0---_0)
~~ ~~ ~~ ~
Ik lp—1 Iy lo (2.7)
=apl0--- 1 -0 1 o0 0 e )
Ui lk—1 l1 lo
+bol0--- 1 ---0-e- 1 0o 1 2200 0)
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donde el subindice de la expresion CH ;”1:0 representa los qubits objetivo y el superindice
representa al qubit de control y el valor que este debe tomar para que la compuerta realice
el cambio de estados. Ademas, la expresion + dentro de los estados en superposicion de la
ecuacion 2.7 es la representacién de uno de los estados resultantes al aplicar la compuerta
de Hadamard sobre alguno de los estados |1) o |0), como se puede ver en la ecuacion 1.33.

Finalmente, al llegar al paso 8 se debe realizar una secuencia de pasos iterativa, asi, para
m = 1 se tiene para el paso 8a el estado

- ‘11120)
101) = ao (CRy (B)i, ™) 10+ 1_++0-0 1 :0-02 0_oobve + )
Iy lp—1 5 lo
ql1:0 ... .. ... ..
+ bo (CRY(Gl)q,2 )\0 1 01 0 1 -0~ 0 )
lk lk71 ll lO
=ap(ar|0--- 1 --0-+- 0 -0+ 0 -+-4-- +)
Ix l2 Iy lo
D10 1 «e0cer 1 «-cQecr O «ovdo--
o]0 1 - NP \t)) (2.8)
Iy l2 5 lo
+090--- 1 --0--- 1 --0--- 1 ---0---_0)
~— ~— ~— —
Uy lo I lo
=agay |0+ 1 0o 0 0o 0 ceifeee 4
Iy l2 l1 lo
+a0b1|0... 1 -0+ 1 «--0--- 0 ---4--- _|_>
Ui l2 5t lo
+bol0--- 1 -0 1 0o 1 ---0--- 0)
~— ~— ~—
Ik la I lo

ahora para el paso 8b se aplica una cumpuerta Control — Hadamard en los qubits |g),
para i =ly,l; +1,...,ls — 1 condicionada a que el qubit de control |¢), se encuentre en
el estado |0). De esta forma

l2
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q1,=0
|@5>:(C'Hi' )[a0a1|0-~- 1 0 0+ 0+ 0 -oofeer +)
lkr l2 ll lo
+a0b1|0... 1 -0+ 1 «-0--- 0 +--4--- +>
Ik l2 Iy lo
+bol0--- 1 -0 1 0o 1 <00 0 )]
~~ ~~ ~~ ~
s l2 l lo (2.9)
:a0a1|0-~- 1 ---0--- e +>
lk lz ll lO
—|—a0b1|0-~- 1 --0---1 -0+ 0 «o-4--- +>
Uy l2 1 lo
+bol0--- 1 -0 1 ---0--- 1 ---0---_0)
~~ ~~ ~~ ~~
Uy L2 Iy lo

Para el paso 8¢ se define M; = My + 2" y se repite el mismo proceso para m = 2 de tal
forma que del paso 8a

q1,=0
|@6>:(CRy(92)ql§ )[aoal |0 1 1 -0 e 4 +>
lk l3 lz ll lo
+aob1|0"‘ 1 1 -1 -0+ 0 «--4--- +>
~ =~ = ~~ ~~
Uk I3 l2 L lo
+bo|0--- 1 1 -+ 1 0o 1 -0+ 0 )]
~N =~ =~ ~~ ~~
Ik l3 l2 5 lo
::aoal(a2|0-~- 1 0 -0 -+ + et +‘>
~N =N~ = ~~ ~—~
Uk l3 l2 U lo
_|_b2|0... 1 --- 1 --- 0 B R _|_>)
lk l3 lg l1 lO
+aghby|0--- 1 1 --- 1 0+ 0 - e+
ob| S S —~ < (2.10)
k 3 2 1 lo
+bol0--- 1 1 .- 1 0--- 1 ---0---_0)
~ =~ ~~ ~~
Uk I3 l2 U1 lo
ZGOQIGQ‘O 1 .0 - 0 “-- 4o 4+ oot _|_>
lk l3 lz l1 lO
+a0a1b2|0... 1 -1 -0 B e _|_>
lk 13 l2 l1 lO
+a0b1|0... 1 .1 1 N P | IR E +>
g I3 l2 1 lo
+bol0--- 1 - 1 oo 1 -ei0--- 1 0--- 0 )
L L L L L
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a partir del paso 8b el estado resultante es

= gl:s:O) DY DY . o e PR .. .
07) = (CH ™) [agaraz [0+ 1+ 0 -+ 0_obooe £ ooboe +)
Ui ls l2 I lo
+a0a1b2|0... 1 1 \0//4_\4;/4_ +>
Ui ls lo Iy lo
+aghy |0+ 1 1T ocoe 1 o0 0 oo 4 )
Uk ls l2 Iy lo
+bol0--- 1 1 v 1 0o 1 «o0---_0)]
—~ =~ =~ — —
s I3 la Iy lo (2.11)
=apajaz[0--- 1 O e +)
I I3 lo l1 lo
+aoa1b2|0-~- 1 -1 - \O/ e +>
Ui l3 l2 11 lo
+a0b1|0~~ 1 1 .1 ---0--- 0 R +>
Uy I3 l2 1 lo
+b|0--- 1 oo 1 oo 1 0-e- 1 - 0-- 0 )
g I3 l2 Iy lo

donde i = ly,ly+1,...,lo41 — 1. Ahora, del paso 8c se define My = M, +2!2, y repitiendo
el proceso iterativo hasta llegar a m = k — 1 se tiene el estado

|@>:a0a1“_ak_1‘0... O +vrodere i b e e _|_>

~~ ~~ ~— N~~~ ~~
Lk U1 12 Iy lo
+aa - 7b7 0... ]_ ...0... P P P P P .
0G1 - .- k_obg_1 | + + + + + + )
Uy li—1 12 5 lo
+aoay . .. ag_3bp_2 |0 0 0 Fo e e )
I lk—1 lp—2 la N lo
I
+agaraghs [0+ 1 oo 0-oo 1 i 0eer 0 ciedrees 4o 4o ) (2.12)
~~ ~~ ~~ ~— =~ =~
Uy lp—1 I3 2 5t lo
+a0a1b2|()... 1 B R P +>
lk 13 12 ll lO
+aob1\0--- 1 -+ 1 ««+ 1 «--0-+ 0 -co4--- _|_>
lk 13 lz ll lU
+bol0--- 1 -o- 1 - 1 -0--- 1 -0--- 0 )
~ =~ =~ ~~ N~~~

I l ) A Iy
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donde el estado |©) representa la superposicion uniforme de M estados consecutivos, y,
finalmente se define Mj,_q = My_o + 2'-1.

Caso 2. [y > 0. Este caso implica que M es un ntimero par, por lo que el estado |©1) es expresado
de la misma forma que la ecuacion 2.4 de tal forma que al aplicar la compuerta Hadamard
que menciona el paso 5 se tiene

©2) = H;|0--+ 1 -0 1 «c0cer 1 «:0-- 0 ---0)
~—
I lp—1 5t lo (2.13)

A partir del paso 6 en adelante se realiza lo mismo que en el Caso 1. de tal forma que el
estado generado por este paso es

|@3>:RY<90)11\0"' 1 ---0---1 ---0---1 ---0--- 0 +>

~~ ~~ ~—
Uk li—1 I lo
=agl0--- 1 - 0-- 1 00 0 0 0 i) (2.14)
U l—1 L lo
+ 0o [0 1 0--- 0 1 0 0 )
I li—1 15 lo
Para el paso 7 se tiene que
- %:0) I ST FUUIEE ERUUUY) BUUINY: NPT, PUUIY) BRI
10.) (CHz (@00 1 - 0o 1 Qe O o0eee O o)
U 1 L lo
+00[0--- 1 0o 1 0o 1 0 O )
I A h lo (2.15)
:a0|0... 1 ---0---1 ---0--- 0 -+-4--- + _|_>
I le—1 l lo
+bo[0--- 1 -0 1 o0 1 0 0 o)
lk lk,1 l] lo

De esta forma el estado final que se obtiene de seguir con la ejecucion de los pasos iterativos
del paso 8 es similar al estado que se obtiene en el caso anterior con la diferencia de no
tener al estado con posicién [y en la posiciéon més a la derecha, sino que hay mas estados
a la derecha de este, siendo que el estado |©) para este caso queda expresado como
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) = aoay ... ax—1| o o e b )
Uy li—1 la Iy lo
o ar_obr_4l0--- 1 - Q--- 0O -- . . . ..
+aopa ... ag—2b—1 | + + + + + + +
Uk lk—1 l2 b lo
+a0a1...ak_3bk_2|0~~- 1 ---0-- 1 0 +er 4+ et + + +
Ik lk—1 lp—2 o Iy lo
4+
+a0a1a263|0~~ 1 --0---1 --0--- 0 «+-4--- + 4 e+ +>
~~ ~~ ~~ ~ =~ =~
Ui lp—1 l3 l2 l1 lo
+a0a1b2|0... 1 .1 - 0 -4+ 4+ o4 + _|_>
lk l3 l2 11 lO
+aob1|0"' 1 -1 -1 ---0--- 0 B e >
~ N~ =~ ~~ ~~
Uk ls l2 l lo
+bol0--- 1 - 1 el 0 1 0 0 )
Lk I3 l2 l lo (216)

Ademas, por la ecuacién 1.33 los estados |+) en las ecuaciones 2.12 y 2.16 anaden a la amplitud

de cada estado en superposicién un factor ﬁ’ con j = 0,1,2,...,k — 1,k, esto debido a las
27

compuertas Hadamard aplicadas en los pasos 5, 7'y 8b.

Ahora, para hallar el valor de los angulos pertenecientes a las compuertas de rotacion Ry (6)
aplicadas en el algoritmo se debe tomar que todas las amplitudes de los estados en superposicién
generados y representados por el estado |1)) deben ser iguales a ﬁ; de esta forma

apaq * - Gp—20k—1 apai -+ - ap_2bp_1 apaibs agpby bo 1

— - = = = 2.1
20k V2lk—1 V2l Vol 2l M (217)
Asi, despejando by en la igualdad con ﬁ se tiene
2lo
by = N7 (2.18)

y debido a la condicién de normalizacion (ecuaciéon 1.11) y la accién de la compuerta de rotacion
(ecuacion 2.3) se tiene que

‘a0‘2 + ‘bo‘z =1—ay=+1- ‘bo‘z = m (2_193)

de tal forma que

(2.19Db)
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Ahora, despejando by

apby 1 2L 2L 2 2l
Vol VM aoV M M2 /57 VM — 20 M —2b

y de la misma forma que la ecuacion 2.19b, por la condicién de normalizacion, el valor de a; resulta
ser

— ol M — 2o — 2
2
a=vith :\/1_M_2lo:\/ M — 2l (2.21a)

pero a partir del paso 8¢ se definié M,, = M,,_1+2' param =1 a k—1, por lo que M; = My+21
y del paso 4 My = 2!, lo que implica que M, esté definido como M; = 2% 4 201 Asi

Mo —on [0 (2.21b)
@ = M—20b N M=, :

Si ahora se despeja bs se obtiene como resultado

V20>

L T V2" v % (2.22)
* 7 aparV/M /MX/[JWU /%—J]\él VM VM -—-M M — M, '
—4o

y siguiendo el mismo proceso que se utilizé para hallar ag y a; se puede calcular as de tal forma

que
9lz M — M, — 28
=1/1 b2 =41 — = 2.23
42 2 M — M, M — M, (2.232)

y como My = M, + 22, entonces

M — M,
M — M,

Es asi como se puede ver que existe una forma general de representar el valor de cada a; y b;
con 0 < i <k —1, de tal forma que las ecuaciones que definen estos términos son

[ M — M;
i =4 2.24
a; M — M, , ( a)

2bi
= 2.24
b; N (2.24b)

ay = (2.23b)

siendo los términos ag y by definidos de forma tinica como estan expresados en las ecuaciones 2.19b
y 2.18, respectivamente.

Una vez conociendo el valor de las amplitudes a;, b; , ag y by se puede proceder a hallar el valor
de los &ngulos 6y y 6,,. Esto a partir del valor que toman a y b en la ecuacién 2.3, asi, para 6y se
tiene que
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0o 2lo 2lo
cos<2> =bg = Sy 0o = 2 arccos(by) = £2 arc cos i (2.25)

sin embargo, para la amplitud a( se tiene que ayg = — sin(%’) y en este algortimo se debe cumplir

que las amplitudes de todos los estados en superposicién sean positivas, por lo que sin(%o) < 0 para
que se cumpla que ay > 0, de esta forma se tiene que el angulo que cumple con esta condicién en
la ecuaciéon 2.25 es

2o
6y = —2arccos Wi (2.26)
Ahora, para el angulo 6,,, se tiene que
9, lum Ol
c0s<2> =b,, = Mo, — O, = £2arccos ( W) (2.27)

y utilizando el mismo argumento para determinar el valor de 6y el valor del angulo 6,, resulta
ser

O,
0m = —2arccos ( W) (228)

2.2. Algoritmo de Amplificacién de Amplitudes

El algoritmo de amplificacién de amplitudes, es una generalizacién del muy conocido algoritmo
de busqueda de Grover [12], este tltimo llamado asi en honor a Lov K. Grover, quien fue el primero
en proponer tal algoritmo.

Brassard, Hoyer y Mosca [3, 4, 5], fueron quienes propusieron por primera vez una generali-
zacion al algoritmo de Grover, estableciendo este dltimo como un caso especial de su algoritmo.
Sin embargo, es importante familiarizarse primero con el algoritmo de busqueda de Grover para
comprender correctamente la amplificacién de amplitudes.

2.2.1. Algoritmo de biisqueda Grover

En su articulo [12], Grover propone un sistema que contiene N = 2" estados, etiquetados como
S1,85,55,...,5N, los cuales estéan representados como n cadenas de bits. Ademaés, toma al estado
S, como el inico que cumple con la condicion C(S,) = 1, mientras que para todos los demas estados
S, se tiene que C(S) = 0. El problema a resolver es identificar al estado S,. Es a partir de esta
premisa que Grover propone su algoritmo en una secuencia de 3 pasos, sin embargo, el desarrollo
del algoritmo y la deduccién de algunos valores importantes de este no son desarrollados de una
forma muy clara en el articulo publicado por Grover, hay una gran variedad de articulos y libros
que desarrollan y explican de una forma maés clara este algoritmo [2, 4, 5, 6, 7, 9, 13, 15, 17, 18, 22,
23, 24, 25], asi los pasos del algoritmo de buisqueda de Grover son los siguientes:
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I. Generar la superposicion de los N estados que conforman al sistema. Esto se logra aplicando
n compuertas de Hadamard a los n qubits del registro cuantico con el que se esté trabajando.
De esta forma el estado resultate es

) = H O = o S == S ) (2.20)

z€{0,1}m ze{0,1}m

11. Aplicar el operador de Grover, definido como G, el cual se divide en los siguientes pasos:

a) Aplicar el operador oraculo, definido como O, el cual se puede comprender como una
funcion f: {0,1}"™ — {0,1} que cumple con la condicién

1 si z=ux
J“(%):{O i 247 (2.30)

esta funcion toma cualquier estado |z) y cambia su fase de la forma

2 2 { [©) i fx)=0

| = |z) 2 (1) |a) (2.31)
—lz) st flz) =
de tal forma que el operador oraculo marca al estado que es solucion al problema. Ademaés,
la forma en la que este sea construido no es universal para cualquier estado solucién.
b) Aplicar el operador difusor, también conocido como inversion sobre la media, el cual esta

definido como
D = HE"(2(0) (0] = )HE™ = 2 4py) (] — 1 (2.32)

¢) Repetir todo el paso 11. O (\/N) veces

111. Medir el registro cudntico y obtener el estado |xzg) con una probabilidad de al menos %

0" H®™ = =

Registro de qubits oréculo{

Figura 2.1: Circuito que representa la implementacion del algoritmo de Gover

Es de una forma casi directa que el algoritmo de Grover puede ser aplicado para realizar la bus-
queda de M elementos que cumplan con la condicién de la funcion f(z) = 1 solamente modificando
al operador oraculo de tal forma que este "marque'"los estados solucién, de tal forma que para M
elementos solucion, el paso 11.¢ cambiaria de aplicar el paso 11. O (\/ N ) veces a O (\ / %) veces.

Una forma de comprender mejor como funciona el algoritmo de Grover es desarrollando este de
forma geomeétrica.
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2.2.1.1. Desarrollo del algoritmo de Grover desde el punto de vista geométrico

Para este tipo de enfoque se define al estado |11) de la ecuaciéon 2.29 como la superposiciéon de
dos estados ortonormales, |«) y |8), lo que implica que

(a]ay =1
(B18) =1 (2.33)
(a]B) = 0= (Bla)

De esta forma estos estados estan definidos como

1
)= = 2
1
18) = W Z |)

zeS

(2.34)

donde |a) es el vector de estado que representa a todos los estados que no son solucion y |f5)
representa a los M estados que son solucion y pertenecen al subconjunto S, que contiene a todos
estos, ademas N es el niimero total de estados. De esta forma el estado |1;) queda definido como

1
|¢1>=a|a>+ﬁ|ﬁ>=ﬁ Y. o) (2.35)

ze{0,1}"

de tal forma que las amplitudes « y 8 toman los valores
IN — M
a=1——
N (2.36)
g T
VN

asi, el estado |¢)1) se encuentra en un plano generado a partir de los estados |a) y |f), como se
puede ver en la figura 2.2 .

1B)

l1h1)

0

)

Figura 2.2: Estado |¢1) representado en un plano generado por los estados ortonormales |a) y |3).
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ademas, a partir de la figura 2.2 se tiene que

sin(f) =
(2.37)

=zl =zlg

-M

N

Al aplicar el operador de Grover (que estd compuesto por el operador oraculo y el operador de
difusién), primero se debe aplicar el oraculo, con el cual se realiza una reflexién sobre el estado |«)
en el plano definido por los estados |a) y |3), como se puede observar en la figura 2.3.

cos(f) =

1B)

¢ |a)

Ol)

Figura 2.3: Aplicacién del ordculo al estado |)1), el cual causa una reflexion sobre el el estado |a),
haciendo que los estados solucién sufran de un cambio de fase a una negativa.

De esta forma, el estado |¢2) queda definido como

[ih2) = O 1) = O (a]e) + 53B))
=ala) - 318)
Finalmente, al aplicar el operador difusor D (ecuaciéon 2.32) al estado |12), de forma similar que

al aplicar O, se tiene una reflexion sobre un estado, siendo este el estado [11), como se puede ver
en la figura 2.4; de tal forma que se obtiene como resultado

(2.38)

[¥3) = Dlha) = (2[¢n) (¢u] = 1) |¢h2) (2.39)

pero

[¢1) = cos(0) ) + sin(6) [5)

[th2) = cos(0) |a) — sin(6) |B) (2.40)
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por lo que el estado [¢3) resulta en

[¢3) = [2 (cos(0) |a) + sin(6) [8)) (cos(0) (| + sin(6) (B]) — 1] [cos(0) |ar) — sin(6) [5)]
= [2 (cos?(9) |a) (a] + cos(0) sin(0) ) (8] + cos(8) sin(6) |B) (| + sin®(0) |B) (B]) — I] [cos() |er) — sin(6) | 3)]
= 2 [cos(0) |a) {ala) + cos?(0) sin(0) |a) (Bla) + cos*(6) sin(6) | B) (ala) + sin®(0) cos(0) 8) (5|e)
— cos®(0) sin(0) |o) (@] B) — cos(9) sin®(0) |ov) (B]5) — cos(8) sin* () |B) (a|B) — sin®(0) |8) (815)]
— I[cos(0) [er) —sin(0) |5)]
= 2 [cos?(0) + cos?(0) sin(0) | B) — cos(6) sin® () |o) — sin®(0) |B)] — cos(0) ) + sin(6) |B)
= 2cos?(0) |a) + 2 cos?(A) sin() | B) — 2 cos() sin?(0) |o) — 2sin®(0) |B) — cos(0) |a) + sin(8) | )
= [2cos®(0) — 2cos(0) sin®(0) — cos(0)] |a) + [2cos?(0) sin(0) — 2sin®(0) + sin(0)] |3)

Parte de « Parte de 8 (2.41)

Haciendo uso de las identidades trigonométricas del seno y coseno para angulos triples

sin(30) = 3sin(0) — 4sin®(0)

(2.42)
cos(30) = 4 cos®(0) — 3 cos(6)
la parte de o de la ecuacién 2.41 puede ser expresada como
2 cos®(0) — 2 cos(0) sin® () — cos(#) = 2 cos®(#) — 2 cos(6) [1 — cos®(0)] — cos(0)
= 2c0s?(6) — 2cos(f) + 2cos*(0) — cos(h) (2.43)
= 4cos®(0) — 3cos()
= cos(30)
y de la misma forma, la parte de § es expresada como
2 cos®(0) sin() — 2sin®(6) + sin(f) = 2 [1 — sin®()] sin(0) — 2sin* () + sin(0)
= 2sin() — 2sin®(h) — 2sin®(#) + sin(6) (2.44)
= 3sin(h) — 4sin®(9)
= sin(36)
Asi, el estado [¢3) resulta ser
[th3) = cos(30) |a) + sin(36) |5) (2.45)
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18)

DI2)
1)
‘29
\:Z |a)
¥ 0ly)

Figura 2.4: Aplicacion del operador difusor al estado |1)2), el cual causa una rotacion que acerca al
estado |13) al eje representado por los estados solucion |5).

Repitiendo la aplicacion del operador oraculo se tiene una reflexion del estado |¢3) sobre el
estado |a), como se puede ver en la figura 2.5.

1B)

[¥3)

1)

. )

Ols)

Figura 2.5: Aplicacion del oraculo al estado |¢3).
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El estado resultante |14) esta dado por

[¥4) = Otp3) = cos(30) ) — sin(36) [5) (2.46)

La aplicacion del operador difusor da como resultado

Ys5) = D [tha) = (2[¢h1) (1] = 1) |¢a)

2.47
= cos(50) |a) + sin(50) | 5) (2.47)
que puede verse en la figura 2.6
1B
[13)
/ hbl)
)
 0lp3)
Figura 2.6: Aplicacion del operador difusor al estado [i)y4).
Es a partir de la aplicaciéon del operador de Grover una cantidad t de veces que se tiene
G |11) = cos((2t + 1)0) |a) + sin((2t + 1)6) | 3) (2.48)

De esta forma se puede definir al operador G como una rotacién de 26 en el plano generado por
los estados |a) y |B), haciendo que el estado resultante de la aplicacion de G se encuentre cerca del
estado |8) con cada aplicacion.
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18)

G 1)

1)

. 2te

\

1\9

|a)

Figura 2.7: Aplicacién del operador de Grover G, t veces al estado |¢1), de tal forma que este se
aproxime al estado |3).

Conociendo como es que funciona el algoritmo de Grover solamente hace falta saber cuantas
veces se debe aplicar G para que al realizar las mediciones correspondientes se obtenga al estado
|3) con una probabilidad alta, y siguiendo el desarrollo geométrico del algortimo puede notarse que
para obtener |3) se debe tener que

o tA - - (2.49)

y como t debe tomar como valor un ntimero entero dado que representa la cantidad de veces que
debe aplicarse G, lo que se puede hacer es suponer que 7 toma un valor entero y tomar que t ~ 7,
siendo asi que se toma el valor entero més cercano a t.

Ademas, considerando de la ecuacion 2.37 el valor de 6 es igual a

. M
0= arcsm( N) (2.50)

y tomando el caso en el que NV > M, lo cual implica que % — 0, asi haciendo uso de la aproximacién
cuando x — 0

arcsin(z) ~ x (2.51)
se tiene entonces que
M s T | N N
O\ = —tm ——=—1/— </ — 2.52
N g /M A M~ VM ( )
N

Lo que indica que el operador de Grover debe aplicarse O (\ / %) veces para el caso de M estados

solucion, mientras que para el caso de una sola solucion M = 1, lo cual implica que G debe aplicarse

0] (\/]V) veces.
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2.2.2. Amplificaciéon de Amplitudes

Una vez conociendo como funciona el algoritmo de Grover es muy sencillo entender el algoritmo
de amplificacion de amplitudes, el cual define al operador de Grover como

G =G(Ax) = —AS§A~'S? (2.53)

donde el operador A, que es unitario, representa a un algoritmo cuantico cualquiera, que no utiliza
mediciones y que genera un estado cualquiera en superposicién que contiene todos los estados en
los que se evaltia una funcion x(x) sin importar si estos cumplen con la condiciéon que vuelve una
solucién o no a cada estado en la que es evaluada. Este operador (algoritmo cuéntico) se supone
tiene una inversa A~! y ademas es aplicado al estado [0)*" (con n la cantidad de qubits con la que
se trabaje) generando a un estado | ).

El operador SY esta definido como aquel que cambia de forma condicional la fase de los estados
que componen |¥) por un factor ¢ de acuerdo con

plo) si x(z)=1
IJL“>—>{|I> si x(z)=0 (2.54)

Finalmente, el operador Sg’ cambia la fase de un estado que compone a |¥) por un factor de ¢,
si y solo si el estado es el estado |0).

Es de esta forma que se tiene una generalizacion del algoritmo de Grover; que dependiendo del
problema a tratar se asignan los valores de ¢ y ¢. Para este trabajo de tesis se toman como valores
aquellos que coincidan con la forma en la que son aplicados el operador ordculo y el operador difusor
del algoritmo de Grover. Asi, el valor que toman ambos pardmetros es -1, siendo que A es la parte
fundamental que construye al estado |¥) con el cual se planea amplificar la amplitud de aquellos
estados solucion que cumplan con la condicién de la ecuacion 2.54. De esta forma G es definido
como

G=Gaa=—-ASy ATIS = —AS AT S, (2.55)

donde G 44 es el operador de Grover definido para el objetivo de este trabajo de tesis, y los
términos —ASyA~! pueden ser vistos como el operador difusor del algoritmo de Grover, ya que la
aplicaciéon conjunta de estos hace lo que dicho operador.

2.3. Generaciéon de K estados arbitrarios en superposiciéon
uniforme

A partir de los algoritmos presentados en las secciones 2.1 y 2.2 es posible generar un estado
|¥) compuesto por la superposicion uniforme de K estados arbitrarios, siendo este tipo de estados
conocidos como estados cuanticos dispersos (sparse quantum states, en inglés) [11].

La generacién de los K estados en superposiciéon se puede lograr eliminando los estados no
deseados pertenecientes a la superposicion uniforme de M estados consecutivos, donde se debe
cumplir que M = 4K, de tal forma que con la ayuda del algoritmo de amplificacién de amplitudes
se puedan eliminar los estados no deseados.

Definiendo al algoritmo para la generaciéon de M estados consecutivos en superposicién unifor-
me como el operador A del algoritmo de amplificaciéon de amplitudes y aplicando el operador de
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Grover una sola vez es posible generar una superposicion de K estados arbitrarios en superposicion
uniforme. Asi, los pasos para generar dicho estado son los siguientes:

1. Determinar el valor de M sabiendo que

M = 4K (2.56)

2. Iniciar el registro cuantico con el que se trabaje en el estado

Tg) = 0)" (2.57)

donde n es la cantidad de qubits del registro cuéntico, la cual se calcula a partir del valor M,
convirtiendo este nimero del sistema numérico decimal al sistema numérico binario (ver A.1),
ademaés, dependiendo de la forma en la que se implemente S,, afladir la cantidad de qubits
auxiliares necesarios, si es que se requieren.

3. Aplicar el operador A, definido como el algoritmo revisado en la seccion 2.1, con el cual se
genera la superposicion de M estados consecutivos en superposicion uniforme, de tal forma
que se tiene como resultado al estado

M—-1
W) = Ao = 2= 3 1) (2:58)
§=0

4. Aplicar el operador de Grover G 44 una sola vez (ecuacion 2.55) al estado |¥y)

Gaa|Vy) = —ASgALS, |¥y) (2.59)

La forma en la que los operadores que componen G 44 actian puede separarse en dos pasos:

a)

Primero, el operador S, acttia sobre el estado [¢1), cambiando la fase de los estados que
cumplen con la condicién de la ecuacién 2.54 por un factor de —1. Esto es lo mismo que
ocurre en el paso 11.a del algoritmo de bisqueda de Grover, por lo que se puede considerar
al operador S, como aquel encargado de marcar los estados arbitrarios deseados, los
cuales van a estar en superposicién uniforme. Asi, S, es equivalente al operador oraculo
del algoritmo de Grover. De tal forma que se tiene como resultado al estado

1 . .
[Wa) = Sy W) = T PIED) (2.60)
j¢D jep
donde D es el conjunto en el que se encuentran los estados deseados.

Una vez marcados los estados deseados se proceden a aplicar en conjunto los operadores
—ASyA™!, los cuales pueden ser considerados en conjunto como el operador difusor del
algoritmo de Grover, esto debido a que el operador Sy, al ser el encargado de cambiar la
fase del estado 0 por un factor de —1, puede ser expresado de la siguiente forma

So =1 —210) (0] (2.61)

30



Generacion de estados cuanticos
2.3 Generacion de K estados arbitrarios en superposicién uniforme

con I siendo la matriz identidad.

Esto se puede vefiricar y argumentar como correcto debido a la ortonormalidad de los
estados base computacionales, de tal forma que al aplicar el operador Sy a un estado
culaquiera distinto de 0 el resultado es el mismo estado, dado que

Solz) = [I —2[0) (O[] |z) = I |z) —210) (0])

= |z) — 200,z |z)

. (2.62)
_ |z); st |x) #10), dado que g, =0
1 10) =2]0)=—10); si |z)=10), dado que 0oz =1

donde &y , es la conocida delta de Kronecker [1]; ademas

Alg) =P
) = 91) 263
(0] A7 = (0] AT = (04|
Al sustituir Sy en la expresion —ASyA~! se tiene que
—ASpAT = —A(T —2|0)(0)) A=t = —ATA™' +2A10) (0| A~! 264)

=2A10) (0] A~ — AA™ = 2|0 (U, — T

lo cual es equivalente al operador de difusién expuesto en el algoritmo de Grover (ecuaciéon
2.32), con la diferencia de que en este caso el estado |¥1) no es generado por medio de
la aplicacion de compuertas de Hadamard, sino que es generado a partir del operador A,
definido para este trabajo como el algoritmo de la secciéon 2.1.

5. Obtener el estado | ).

De esta forma, la aplicacion de G 44 es equivalente a la aplicacion de G, con la diferencia del estado
generado al comienzo de cada algoritmo, dado que mientras en el algoritmo de busqueda de Grover
se genera dicho estado con compuertas Hadamard, las cuales generan la superposicién de todos los
estados base computaciones, para este trabajo se generan tnicamente M estados en superposicién
uniforme sin ser necesariamente todos los estados base computacionales.

2.3.1. Deduccién de la condicién que satisface una sola aplicacién del
operador G 44 para la generacion del estado |V)

Como ya fue mencionado en 2.3, la aplicacién de G 44 es equivalente a la aplicacién del operador

G del algoritmo de busqueda de Grover, por lo que, del analisis realizado en 2.2.1.1 se tiene que

la cantidad de veces que G 44 debe ser aplicado esta dada por la ecuacion 2.49, sin embargo, para

este caso esto no debe ser un valor aproximado, sino una igualdad, y ademas, como t esta definida
como la cantidad de veces que debe ser aplicado G 44, esta debe tomar como valor 1, asi

T t=1

(2t4+1)0 == =5 (2(1) +1)0 = 30 =

> —0=

% (2.65)
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pero de la ecuacién 2.50, que para este caso se sustituyen los valores N — M y M — K, se tiene

que
. K
0= arcmn(ﬂ M) (2.66)

Sustituyendo 6 en la ecuaciéon 2.65 se obtiene como resultado

arcsin(ﬁ) = % — sin (arcsin(ﬁ)) = sin(%) — % = % (2.67)

de tal forma que para aplicar una sola vez el operador G4 (se cumple que ¢t = 1), se debe
satisfacer que

K 1

Asi, el valor que debe tomar M para realizar una sola aplicaciéon de G 44 debe ser 4 veces la
cantidad de estados en superposicién que se deseen generar.
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Capitulo 3

Simulaciéon y resultados

A partir del algoritmo propuesto en la seccion 2.3 se genera un estado en superposiciéon de 21
estados, los cuales son el estado |0) y los estados que representan a los primeros 20 nimeros pares,
los cuales van del 2 al 40 en su representacién decimal,sin embargo, este algoritmo funciona para
una cantidad arbitraria de estados K. Ademas se implementa el circuito cuantico que representa
este caso con ayuda de la libreria qiskit, desarrollada por la empresa IBM [14].

3.1. Desarrollo y simulacién de la generaciéon de 21 estados
arbitrarios en superposicion

—{H]
]

[H]
[H]
- o
H
—Ix} Ry (—2.214)

Figura 3.1: Circuito cuantico para la generacion del estado [¢1).

Siguiendo los pasos del algoritmo propuesto para la generacién de K estados arbitrarios en
superposicién, primero se debe calcular el valor de M el cual para este caso estd determinado como

M = 4K = 4(21) = 84 (3.1)

de esta forma, una vez conociendo el valor de M, se puede realizar su expansion binaria tal que

M =84 = (1)2° + (0)2° + (1)2* + (0)2° + (1)22 + (0)2" + (0)2° =26 +2* + 22 =64 + 16 + 4 (3.2)
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que en binario se expresa como
M = 1010100 (3.3)

Una vez conocido M y la cantidad de qubits requeridos para representarlo (en este caso son 7),
se tiene como estado inicial

[Wo) = |0)®" (3.4)

De esta forma al aplicar el operador A, definido como el algoritmo de la secciéon 2.1, se tiene
al estado |¥4), cuyo circuito cuantico para su generacion se puede observar en la figura 3.1, y que
ademas, sus estados en superposicién, al ser parte de los estados base computacionales, pueden ser
representados en el sistema decimal. Asi

84—1=83

1 1
V) = — 1) = —=— (/0000000) + |0000001) + |0000010) + ---]1010011) + |1010100
91 = 57 2 1= 7 10000000) + 0000001} + [0000010) + -+ 1010011) + [1010100)

(3.5)
De tal forma que el estado resultante puede verse en la figura 3.2

Amplitudes de los estados en superposicion generados por el operador A

012345678 91011121314151617 181920212223 24252627 2829 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 41 42 43 44 45 46 47 48.49 50 51 52 53 54 55 56 57 58 59 6061 62 6364 65 66 6768 69 70 7172 73 74 75 76 77 78 79 80 8182 83
Estado (decimal)

Figura 3.2: Grafica que representa al estado |1)1)

Una vez teniendo al estado |¥;) (revisar A.3 para el desarrollo del algoritmo para la generacion
de |U4),) se procede a aplicar el operador S, el cual, para este caso, fue disefiado de tal forma que
se requiere de un qubit en un registro auxiliar para que al construir el circuito cuantico de este
operador se apliquen compuertas Multi — CONTROL — NOT en las que los qubits de control
sean todos los qubits del registro con el que se esté trabajando y el qubit objetivo sea el qubit del
registro auxiliar, asi, el operador S, queda definido como se ve en la figura 3.3.

e D G

O—0 0 o

Registro con el que se _J ..... ....

a8
]

O O O
HENDEHHHENN
i LA L L L L]
Regmmmliar{wwwwwwwwwwwwwwwwwwwww H

Figura 3.3: Circuito que representa al operador S,

Donde las compuertas Multi — CONTROL — NOT que se ven con un circulo blanco requieren
que el estado de ese qubit de control se encuentre en el estado |0) y los circulos negros requieren que
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el qubit de control esté en el estado |1). De esta forma el estado resultante al aplicar el operador S,
va a ser la superposicion de los M estados consecutivos con los estados seleccionados para generar
el estado de K estados en superposicion, este estado resultante es el estado |Us), el cual puede verse
representado en la figura 3.4.

Amplitudes de los estados en superposicién generados por el operador Sy

012345678 91011121314151617 181920212223 24252627282930 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 41 42 43 44 45 46 47 48.49 50 51 52 53 54 55 56 57 58 59 60 6162 6364 65 6667 6869 70 7172 7374 75 76 77 78 79 8081 82 83
Estado (decimal)

Figura 3.4: Gréfica que representa al estado |¥s).

Finalmente, se aplican los operadores —ASyA~! al estado |¥s) y se obtiene el estado deseado
|T), el cual es la superposicion de los 21 estados selecionados al inicio de esta seccion. La figura 3.5
representa al circuito cuéntico completo para la generaciéon del estado |¥)

70)0_ | [ |

10— — —

[0);— | Bl

L —

10)— - Se

Registro de consulta
A

10)s— — —

10)e— - —

Registro auxiliar
=)
=
~N

Figura 3.5: Circuito que representa la aplicaciéon del operador A junto con el operador G4 4.

Finalmente, si se analiza la gréafica que representa al vector de estado resultante se puede observar
que se tienen a los estados deseados, en superposicién uniforme.
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Simulacién y resultados

3.1 Desarrollo y simulacién de la generacion de 21 estados arbitrarios en superposicion

Amplitudes de los estados en superposicién generados

0.20

0.15

Amplitud

0.05 -

0.00 -
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26

Estado (decimal)

28 30 32 34 36 38 40

Figura 3.6: Gréfica que representa al estado |¥)

A continuacién se muestra el codigo utilizado para la implementacion del algoritmo utilizando

el paquete qiskit en su versiéon mas reciente.

from qiskit import QuantumRegister, ClassicalRegiste
import numpy as np

r, QuantumCircuit

from qiskit.circuit.library import C3XGate ,XGate, MCXGate, RYGate, HGate,

RZGate, GlobalPhaseGate
from qiskit.visualization import circuit_drawer
from qiskit.quantum_info import Statevector
from matplotlib import pyplot as plt

ch= HGate().control(ctrl_state= )

x= - 2* np.arccos(np.sqrt (2**(4)/(84-4)))
CRYG = RYGate(x).control(ctrl_state= )
sup_reg = QuantumRegister (7, )

superpo QuantumCircuit (sup_reg)
superpo .x(sup_reg[4])
superpo.x(sup_reg[6])
superpo.h(sup_reg[0])
superpo.h(sup_reg[1])

superpo .append (RYGate (-2* np.arccos(np.sqrt(4/84))),
superpo .append(ch, [4, 2])
superpo .append(ch, [4, 3])
superpo .append (CRYG, [4,6])
superpo .append(ch, [6, 4])
superpo .append(ch, [6, 5])

S = superpo.to_gate (label= )

S_dagger = superpo.inverse().to_gate (label=

# o D ____
orac_reg = QuantumRegister (8, )

Oracle = QuantumCircuit (orac_reg)

Oracle.x(orac_regl[7])

[4
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Oracle.h(orac_regl[7])

Oracle.append (MCXGate (7,

Oracle.append (MCXGate (7,

Oracle.append (MCXGate (7,

Oracle.append (MCXGate (7,

.append (MCXGate (7,

Oracle.append (MCXGate (7,

Oracle.append (MCXGate (7,

Oracle.append (MCXGate (7,

Oracle.append (MCXGate (7,

Oracle.append (MCXGate (7,
10-18

Oracle.append (MCXGate (7,
11-20

Oracle.append (MCXGate (7,
12-22

Oracle.append (MCXGate (7,
13-24

Oracle.append (MCXGate (7,
14-26

Oracle.append (MCXGate (7,
15-28

Oracle.append (MCXGate (7,
16-30

Oracle.append (MCXGate (7,
17-32

Oracle.append (MCXGate (7,
18-34

Oracle.append (MCXGate (7,
19-36

Oracle.append (MCXGate (7,
20-38

Oracle.append (MCXGate (7,
21-40

Oracle.h(orac_regl[7])

Oracle.x(orac_regl[7])

Oracle

ctrl_state=
ctrl_state=
ctrl_state=
ctrl_state=
ctrl_state=
ctrl_state=
ctrl_state=
ctrl_state=
ctrl_state=
ctrl_state=
ctrl_state=
ctrl_state=
ctrl_state=
ctrl_state=
ctrl_state=
ctrl_state=
ctrl_state=
ctrl_state=
ctrl_state=

ctrl_state=

ctrl_state=

[o,
[0!
[o,
[o,
[0!
[o,
[o,
[0!
[o,
[o,
[o,
[0!
[o,
[o,
[0!
[o,
[o,
[0!
[o,
[o,

[0!

e

v e

-

v e v

NN NNNDDNDDNDDNDDNDN
M

-

,71)
,71)
,71)
,71)
,71)
,71)
,71)
,71)
,71)
,71)

-
-

-
M

-
M

-
-

-
-

-
M

-
-

oo o oo oo oo
(23> Ie > eI e) B e ) BN e) BN e B o) B e))

-

WWwwWwWwwWwwwwww
NN NN N NN NN NN NS

M

3,4,5,6,71)
3,4,5,6,71)
3,4,5,6,71)
3,4,5,6,71)
3,4,5,6,71)
3,4,5,6,71)
3,4,5,6,71)
3,4,5,6,71)
3,4,5,6,71)
3,4,5,6,71)

3,4,5,6,71)

0 = Oracle.to_gate(label= )

B o o L l_________
qreg_q = QuantumRegister (8, )

creg_c = ClassicalRegister (8, )

Amplitude = QuantumCircuit(qreg_q,creg_c)
Amplitude.append(S,[0,1,2,3,4,5,6])
Amplitude.append(0,[0,1,2,3,4,5,6,7])

Amplitude.append(S_dagger ,[0,1,2,3,4,5,6])

Amplitude.x(qreg_q[0])
Amplitude.x(qreg_q[1])

#1-0
#2-2
#3-4
#4-6
#5-8
#6-10
#7-12
#8-14
#9-16
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Amplitude.x(qreg_q[2])
Amplitude.x(qreg_q[3])
Amplitude.x(qreg_q[4])
Amplitude.x(qreg_ql[5])
Amplitude.x(qreg_ql[6]1)
Amplitude.h(qreg_q[6])
Amplitude.append (MCXGate(6), [0, 1, 2, 3,4,5,6])
Amplitude.h(qreg_q[6]1)
Amplitude.barrier ()
Amplitude.x(qreg_q[0])
Amplitude.x(qreg_q[1])
Amplitude.x(qreg_q[2])
Amplitude.x(qreg_q[31)
Amplitude.x(qreg_q[4])
Amplitude.x(qreg_q[5])
Amplitude.x(qreg_ql[6]1)

Amplitude.append(S,[0,1,2,3,4,5,6])
Amplitude.append(GlobalPhaseGate (np.pi))
sv = Statevector.from_instruction(Amplitude)

# Extraer amplitudes
states = sv.to_dict ()

# Filtro: eliminar amplitudes "0 y convertir etiquetas binarios a decimales

threshold = 1e-10

filtered = [(int(b, 2), np.real(a)) for b, a in states.items () if abs(a) >
threshold]

# Separar en etiquetas y amplitudes
labels, amps = zip(*filtered)

# Graficar
plt.figure (figsize=(20, 4))

plt.bar (labels, amps, color=[ if a >= 0 else for a in amps])
plt.axhline (0, color= , linewidth=0.5)

plt.ylabel( )

plt.xlabel ( )

plt.title( )
plt.grid(axis= , linestyle= , alpha=0.5)

plt.xticks (labels, labels, rotation=0)
plt.tight_layout ()
plt.show ()

Listing 3.1: Codigo para la generacion del estado |¥).
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Capitulo 4

Conclusiones

Con este trabajo se logré construir un algoritmo capaz de generar K estados cuanticos arbitrarios
en superposiciéon uniforme, esto gracias a la implementacion conjunta de los algoritmos propuestos
por [20, 3, 5, 4, 12]. Ademas, dado que el algoritmo de amplificacién de amplitudes tiene una

complejidad de O(,/ %), la cual esté establecida por la cantidad de veces que se aplica el operador

G 4 4; €l que se aplique una sola vez este operador implica que la complejidad se transforma en O(1).

Para el algoritmo de generacion de M estados consecutivos se tiene una complejidad O(logy (M)
[20], de esta forma se tiene que la complejidad general del algoritmo propuesto en este trabajo es
de O(logy(M)) + O(1) = O(logy(M)), esto debido a que para el caso que se aborda (M = 4K),
O(log,(M)) es mayor que O(1) y para conocer la complejidad del algoritmo se deben sumar las
complejidades de cada parte de este, y acotar el comportamiento del resultado con una funcion
mayor multiplicada por un factor c.

Sin embargo, la complejidad del algoritmo puede verse modificada de forma importante depen-
diendo de como se construya el operador S,, siendo asi que este algoritmo a pesar de generar un
estado en superposicion de K estados arbitrarios puede no ser eficiente al implementar un oréculo
con una complejidad mayor a O(log,(M)).
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Apéndice A

Desarrollos y conceptos
complementarios

A.1. Conversion entre sistemas numéricos

En el sistema decimal se trabaja en la base 10, esto quiere decir que para representar cualquier
nimero en este sistema se debe realizar una suma de multiplicaciones en las que se debe multiplicar
un numero z; en el conjunto 1,2,3,...,8,9 por 10 elevado a una potencia i. De esta forma cualquier
nimero decimal positivo puede ser expresado como

z=2;10" + 2, 110" + - 4 2910% + 110" + 2¢10°
=> 10’ (A.1)

El sistema numérico binario se basa en la representacion de todos los niimeros reales utilizando
la base 2 en lugar de la base 10, la cual es utilizada para representar los ntmeros tal y como los
conocemos [2]. Asi, cualquier ntimero = que necesita n bits para ser representado en el sistema
binario, tiene como su expansién binaria la expresion

=2 2" 2" 2V R, 28 2,20

n
. A.2)
- E : on—j (A.
= ;2
=1
con z; =0,1
Ademas, para la representacion binaria del nimero x se tiene
T =Ty 1Tp_9Tn_3  Tn_k " T1LQ (A.3)

donde los términos x; = 0,1 y de la ecuacién A.2 los terminos «; toman su posicién en la ecuaciéon
A.3 de acuerdo al valor de la potencia del namero 2 en la ecuacion A.2; asi si zj es igual a 1, el
término x,,_x = 1(y si xy es igual a 0, el término x,,_; = 0) de la ecuacion A.3.
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Desarrollos y conceptos complementarios
A.2 Suma médulo 2

n puede ser calculado tomando al numero entero méas cercano, menor o igual al resultado de
calcular log, () (esto puede ser expresado con el simbolo matemaético | |) y sumarle al resultado un
1, asi

n = |logy(x)] + 1 (A4)

Asi, a través de la ecuacion A.2 es posible convertir un nimero decimal x a su representacion
binaria.

A.2. Suma moédulo 2

El simbolo matemético @ representa la suma médulo 2. Esta no es mas que un caso especifico de
la aritmética modular, la cual puede verse como la aritmética de los residuos [17]. En la artimética
modular se toman dos ntimeros enteros positivos, z y n que pueden escribirse de forma tinica como

xr=kn+r (A.5)

donde k es un entero positivo, definido como el resultado de dividir x entre n, y r es el residuo
de la division (si es que hay), que se encuentra entre los valores 0 a n — 1. De esta forma se usa
la notacién mod(n) para indicar que se estd trabajando en la aritmética modular con respecto al
nimero n, que para este caso estd dado como el naumero 2. La forma de visualizar como funciona la
suma moédulo 2 de una forma sencilla es utilizando la compuerta XOR, una compuerta légica muy
conocida en la computacion clasica, la cual actiia de la siguiente forma:

1®1=0
1#0=1=0&1 (A.6)
040=0

A.3. Desarrollo del algoritmo para la generacién del estado

compuesto por la superposicién de uniforme de 84 esta-
dos |Uy)
Para la generacion del estado |¥;) de la ecuacion 3.5 se deben seguir los pasos del algoritmo
propuesto en la seccién 2.1, de esta forma se tiene para cada paso lo siguiente:

1. Se calculan los valores Iy, [, ..., [, los cuales se obtienen a partir de la ecuacion 3.2. De esta
forma se tiene que

lo=2
=4 (A7)
lo =6
2. Se inicia al estado |©g) como
[©0) = 10)6 10)5 0)40)310) [0), [0} = 0)*" (A8)
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uniforme de 84 estados |¥y)

3. Se aplica la compuerta X en los qubits |g), para i = l1,ls = 4,6, de esta forma

1©1) = X4X5[0)%" = [1)610); 1), [0)5 [0), [0), [0), (A.9)
4. Se establece My = 20 =22 = 4.

5. Dado que Iy > 0, se deben aplicar compuertas de Hadamard en los qubits |¢), para i = 0, 1.
Asi

|92> = HoH, ‘1>6 |0>5 |1>4 |0>3 |0>2 |0>1 |0>0 = |1>6 |0>5 ‘1>4 ‘0>3 ‘0>2 H‘>1 |+>0 (A.IO)

6. Se aplica la compuerta de rotacién Ry (6) en el qubit |g); = [g), donde se tiene que

M, 1
- 9 =_92 — |~ =2 A1l
0o arc cos ( 7 ) arc cos ( 84) 7 ( )

de esta forma la aplicacién de la compuerta Ry (6y) da como resultado al estado

|@3> = RY(90)4 |1>6 |0>5 |1>4 |0>3 |0>2 |+>1 |+>0

=ao|1)610)510)410)510)5 [+)1 [+)g + b0 [1)6 [0)5 [1)410)3 10)5 [+)1 [+)g (A.12)

7. Ahora, se debe aplicar una compuerta Control-Hadamard en los qubits |¢), para i = ly,lo +
L,...li =1 = 2,3, con el qubit [g); = [g), siendo el qubit de control, que ademés debe
encontrarse en el estado |0). Asi

04) = (CHE™) (CHE) (a0 ]1)410)510)410)510)3 1+ [+)o + bo [ 10)5 [1)3 10)3 10)3 14}, +))
=ao 1) |0)510)4 [+)5 [+)2 [+)1 [+)0 + b0 [1)6 [0)5 [1)410)5 10)5 [+)1 [+)o (A.13)
8 Param=1ak—1=2-—1=1, por lo que solamente se tiene que para m = 1:

a) Se aplica un compuerta Control-Rotacion CRy (0m) = CRy(61) en el qubit |g), = =
|q>l1+1 = |g);, = |g)¢ condicionado a que el qubit de control, |q);, = |g); = [q), se
encuentre en el estado |0). Donde se tiene que

ol
91 = —2arccos m

24
84 — M,

16
=-2 — | & =221
arccos( 84—4) ,

= —2arccos (A.14)
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De esta forma con la aplicacion de la compuerta Control-Rotacion, se tiene al estado

|©5) = C’Ry(91)g4=0 (a0 1) 10)5 10) 4 [4)5 145 [H)1 [H)0 + b0 [1)6 10)5 (1), 10)5 [0)5 [+); [+)0)
= 01006 10)5 10)4 [+)3 [+)5 [+)1 [+)o + aoba [1)610)5 100y [+)5 [+) 1+)1 [+
+ bo ‘1>6 ‘0>5 ‘1>4 ‘0>3 ‘0>2 ‘+>1 |+>0 (A-15)
b) Se aplica compuertas Control-Hadamard en los qubits |¢), para i = l;,, Ly +1,. . . lpyr —

1=10,h +1,...12—1=4,5, donde el qubit de control |q), . =la),,, =la), = a0
debe encontrarse en el estado |0). Asi

06) = (CHE=) (CHE™) [aoar [0} [0)510) [+); [+)s 14}y [+,

+aobi [1)610)5 [0} [+)3 [+)o )1 [+)0 + 00 [1)6 [0)5 1) 4 [0)5 10)4 [+)1 [+)o]
= aoa1 [0)g [+)5 [+)4 [+)3 [+)a )1 [+)o + aobi [1)610)5 [0}y [+)3 [+)o [+)1 [+)o

+ b L) [0)5 1) 10)3 1003 [+, 1+ e

¢) Se establece My = M;_q + 2t = My +2* =4 + 16 = 20.

9. Finalmente, si se sustituyen los valores para los estados |+) y los valores de las amplitudes
ag,a1,bo y by de la ecuacion A.16 se puede notar que el estado |©g) no es méas que el estado
|¥1) de la ecuacién 3.5. Para esto se tiene que

B . 0o o 72arccos( 5;14) _ ./ 4
ap = —sin 5 | = sin 3 = s

(90> —2arc cos (,/5%4) 4
bg = cos 5 )= cos

2 84
(A.17)
0, —2arc cos (, / %) 16
a1 = —sin| — ) = —sin =4/1— =
2 2 80
0, —2arc cos ( %) 16
by =cos | — | = cos =4/ =
2 2 80

De esta forma al sustituir estos valores y los estados |+) en la ecuacion A.16 se tiene

06) = /1- 51— 50 }|o> (10)5 +11)3) (10), +11)3) (1005 +[1)3) (1005 +[1)5) (0, +[1),) (0} + 1)

\/784\/76\ﬁ 116 10)510)4 (10)5 + [1)3) (0)5 + [1)5) (10}, + [1)1) (10)g + [1)o)

+ \/874\/272 [1)610)5 11)410)5 10)5 (10); +[1);) (10) + [1)o)
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uniforme de 84 estados |¥y)

(A.18)

donde el producto de las amplitudes para cada término de la ecuaciéon A.18 es

1 4 16 1 80
aoalﬁ:vl‘sz 1‘&)@:\/;
1 8 61 [ @sogen /1
aobr 725 = (1= 84 80vI6  \ (384)(80)(16) \/8: (4.19)
1 /
boﬁ 84 \/>

De esta forma al tener que el producto de las amplitudes es el mismo para cada término,
secumple que existe una superposicién uniforme de estados y, al desarrollar el producto de

[=2)

Jk

todos los estados que conforman ,/8—14 se tiene que |Og) = |¥y). Ademas, el circuito para la

generacion de |¥;) puede verse en la figura 3.1.
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