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Introduccion

Los sistemas dindmicos son modelos matematicos de fenémenos que cambian
con el tiempo, por ejemplo: la distribucién de la poblacién, el tipo de cambio y
el clima, entre otros. Estos sistemas se clasifican en dos tipos: sistemas dindmicos
continuos y sistemas dindmicos discretos. Los primeros son modelados por ecua-
ciones diferenciales y los segundos estédn relacionados con métodos iterativos, que
consisten en repetir un proceso dado una y otra vez.

Un ejemplo de un sistema dinamico discreto, propuesto por R. Devaney en [13],
es el siguiente: si en una calculadora cientifica se ingresa un numero cualquiera y
después se presiona una tecla de funcion una y otra vez, ese es un procedimiento
iterativo. Asi, por ejemplo: presionando repetidamente la tecla “EXP” para un valor
inicial z, se obtiene la siguiente sucesion de ntimeros:

es decir, estamos “iterando” la funcién exponencial. Las siguientes preguntas obliga-
torias son: jqué le ocurre a la sucesion de iteradas de una funciéon? jen qué momento
surge la motivacion por estudiar estos procesos de iteracion? El método de Newton,
es considerado como el mas antiguo y famoso proceso iterativo en matematicas, el
cual es utilizado para aproximar las soluciones de la ecuacion f(z) = 0, véase [2] ¥
[3]. Diversos matematicos como Alexandr Korkine, Jules Farkas y Gabriel Koenigs,
entre otros, trabajaron con procesos iterativos de funciones, véase [2] y [3].

El matemético francés Paul Montel, trabajé principalmente la teoria de su-
cesiones de funciones, tuvo como principal aporte la teoria de familias normales,
en la cual se estudia la relaciéon entre familias equicontinuas, familias acotadas
y familias normales, véase [30]. Montel consideré que los estudios de Charles
Emile Picard fueron una de las mas importantes aplicaciones para su teoria, la cual
lleg6 a tener una gran aplicacion en el estudio de la iteracion de funciones complejas.

Pierre Fatou y Gaston Julia, motivados por la French Academy of Sciences que
anuncié en 1918 el Grand Prixz des Sciences mathématiques para realizar estudios
de iteracion de funciones, publicaron los articulos: Mémoire sur l'iteration des
fonctions rationnelles [26], y Sur les équations fonctionnelles |21] (en tres partes

IX



X Introduccion

en 1919 y 1920). Los mateméticos G. Julia y P. Fatou fueron los pioneros en la
aplicacion de la teoria de familias normales de P. Montel a la iteracion de funciones
racionales complejas. P. Montel se mostr6 asombrado por el importante rol que
tuvo su teoria en los estudios realizados por estos matematicos, véase [2].

P. Fatou y G. Julia observaron que al estudiar la dindmica de una funciéon ra-
cional existia una dicotomia en la esfera de Riemann en dos conjuntos: el estable y
el inestable. El conjunto estable estaba relacionado con el concepto de normalidad
de P. Montel, actualmente es llamado el conjunto de Fatou, y su complemento re-
lacionado con la no normalidad, actualmente llamado el conjunto de Julia. Algunas
propiedades importantes de los conjuntos de Fatou y Julia son las siguientes:

1. El conjunto de Fatou es abierto, por ende el conjunto de Julia es cerrado.
2. Los conjuntos de Fatou y Julia son completamente invariantes.
3. El conjunto de Julia es no vacio y perfecto.

A partir de los trabajos de P. Fatou y G. Julia se desarrollo una nueva area de
las matemaéticas, centrada en analizar las propiedades y la dindmica de familias
de funciones complejas, esto es, analizar sus planos de parametros y sus planos
dindmicos de alguna familia para un pardmetro dado.

En esta tesis, nos centraremos en el estudio de la dicotomia, antes mencionada,
para familias de funciones trascendentes enteras de tipo finito, es decir, funciones
que son analiticas en el plano complejo y que no estan definidas en infinito, donde
el conjunto de valores singulares de la funcion es finito. La teoria de iteracion de
funciones trascendentes enteras fue inicialmente estudiada en 1926 por P. Fatou en
[22] y mas adelante por I. N. Baker en [4]. Resultados importantes para este tipo
de funciones han sido realizados por A. Eremenko y M. Y. Lyubich en [19] y R.
Devaney en [13], entre otros matematicos.

A lo largo de este trabajo aplicaremos algunos conceptos y resultados en el
estudio de dos familias de funciones trascendentes enteras de tipo finito, que son
resultado de una homotecia y una traslacion compleja de la funcion sin? z, esto es,
investigaremos las siguientes familias de funciones:

F\(2) = Asin®z, con A€ C\ {0} 'y Gi(z)=sin’z+ A, con A eC.

Utilizando teoremas en la teoria de la dindmica para la clase de funciones tras-
cendentes enteras de tipo finito se llevard a cabo el estudio de las principales
propiedades de las familias F(2) y Ga(2). Estudiaremos los planos de parametros
y los planos dinamicos para cada una de las familias antes mencionadas. Se
encontrararan las condiciones necesarias sobre el pardmetro A para obtener alguna
de las componentes en el conjunto de Fatou para cada una de las familias de
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funciones. Al final de la tesis se enunciaran conjeturas importantes relacionadas
con las familias de funciones estudiadas, F)\(z) y Ga(z). También se comentaré la
posibilidad de trabajar a futuro en el conjunto residual del conjunto de Julia.

La estructura de la tesis consta de siete capitulos: El capitulo 1 contiene los
preliminares necesarios para el desarrollo del trabajo. El capitulo 2 esta relacionado
con la teoria de familias normales. El capitulo 3 contiene la teoria de los conjuntos
de Fatou y Julia para funciones trascendentes enteras. En el capitulo 4 se estudian
las propiedades de las funciones sin?z y sin? z. En los capitulos 5 y 6 se investigan
las familias de funciones

F\(2) = Asin®z, con A€ C\ {0} 'y Gi(z)=sin’z+ A, con A eC.

Finalmente, en el capitulo 7 se enuncian las conclusiones de la tesis y el posible
trabajo a futuro.






Capitulo 1
Preliminares

En este capitulo presentamos definiciones y resultados que se utilizaran a lo largo
del presente documento, como referencias para el lector véase [1], [12], [15], [33], [34]
y |38]. Establecemos la siguiente notacion: R es el conjunto de los nimeros reales,
Q es el conjunto de ntimeros racionales, Z es el conjunto de los niimeros enteros y
N es el conjunto de los nimeros naturales.

1.1. Numeros complejos y proyeccion estereografica
Ante la necesidad por encontrar soluciones a ecuaciones de la forma:
2’ +a=0, (1.1)

con a, b€ Rya>0,surgen los nimeros complejos, que son de la forma z = x +1 y,
con z, y € R, donde i = /—1 es llamada la unidad imaginaria. El conjunto de
los niimeros complejos se denota por C. Este conjunto no solo permite resolver
ecuaciones cuadratricas planteadas en los nimeros reales, véase Ecuacion (1.1), sino
que se utiliza en otras teorias.

En el conjunto de los nimeros complejos, se definen las operaciones de suma y
producto: sean z; = x1 + 1 y1, 20 = 2 + 1 y2 € C, donde las operaciones son:

+:CxC— C (suma) % :Cx C— C (producto)
(21, 22) = (21 + 22) + (Y1 + ¥2) (21, 22) = (w102 — y1y2) + i(21Y2 + T2y1).
El conjunto de los nimeros complejos con las operaciones antes definidas forman

un campo, donde el inverso aditivo para z = x4+ 1y es —z = —x — 1y y el inverso

. 1. . . . -1 __ X .Y
multiplicativo para z =x +1y # 0es 27 = prewy Rl sy

A través del isomorfismo ¢ : C — R? dado por:
¢(z) = oz +iy) = (z, y),

1
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cada nimero complejo puede ser representado en el plano cartesiano, donde x es
llamada la Parte Real de z, denotada como Re z, mientras que y es llamada la
Parte Imaginaria de z, denotada como Im z. El plano cartesiano es llamado el
Plano Complejo.

Debido a la correspondencia entre el plano y los ntimeros complejos, podemos
definir el mddulo, denotado como |z|, y el argumento de un nimero complejo, deno-
tado como arg(z). El primero, esta definido como la longitud del vector determinado
por el punto z, es decir, la distancia euclidea del origen 0 + 0 al punto z = = + 7y,

esto es:
2| = Va2 +y? =

El segundo es el angulo formado por la parte positiva del eje de la parte real de z y el
vector determinado por el punto, medido al contrario de las manecillas del reloj. De
igual forma, dado un ntimero complejo z, se define el conjugado de z, denotado por
Z, como la reflexion del punto sobre el eje real, es decir, si z = x + iy, el conjugado
es Z = x —1y. El modulo, el argumento y el conjugado de un niimero complejo z se
representan en la Figura 1.1.

eje imaginario
z = Re(z) z=z+1y

y =1Im(z)

0 = arg(z)

eje real

Z=x—1y

Figura 1.1: Mo6dulo, argumento y conjugado de un niimero complejo.

El conjunto de los ntimeros complejos, estd dotado de una métrica, que estéa
definida en términos del modulo, es decir,

d:CxC—[0,00)
(z,w) — |w — z|.

Definimos el disco con centro zy € C y radio r > 0 como:
D(zy,r) ={w e C: |z,w| <r}.

Definicién 1.1. Una topologia sobre un conjunto X es una coleccion 7 de subcon-
juntos de X con las siguientes propiedades:

1. 0y X estan en 7.
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1.1 Numeros complejos y proyeccion estereografica

2. La union de los elementos de cualquier subcoleccion de 7 esta en 7.

3. La interseccion de los elementos de cualquier subcoleccion finita de 7 esté en
T.

Un conjunto X para el que se ha definido una topologia 7 se llama espacio topoldgico,
denotado como (X, 7).

Definicién 1.2. Un espacio topoldgico (X, 7) es compacto si para cualquier cubierta
abierta de X, existe una subcubierta finita de X.

Definicién 1.3. Un espacio topologico (X, 7) es localmente compacto si todo punto
admite una base de entornos compactos.

El conjunto de los nimeros complejos es localmente compacto, porque los entor-
nos cerrados centrados en un punto son cerrados y acotados, por tanto compactos.

Definicién 1.4. Un espacio topoléogico (X, 7) es un espacio de Hausdorff si para
cualesquiera z, y € X, con x # y, existen dos entornos U, y U, de x y y, respecti-
vamente, tales que U, N U, = 0.

El conjunto C con la métrica d es un espacio métrico completo y con la topo-
logia inducida por d, digamos 74, es localmente compacto, ademéas es un espacio de
Hausdorff, por lo que podemos enunciar el siguiente teorema.

Teorema 1.1 (Compactificacion de Alexandroff). Sea (X, 7) un espacio topoldgico

localmente compacto y de Hausdorff. Sea oo un objeto matemdtico tal que oo ¢ X.
Se define Xoo = X U{oo} y1o={7}U{AC X : X\ A es compacto }. Entonces

1. (X, 7o) €s un espacio topoldgico compacto y de Hausdorff.
2. La topologia inducida en X por X, es T.

Aplicando el Teorema a (C, ;) se obtiene lo que conocemos como el plano com-
plejo extendido (Cy, 79), donde Co, = C U {oo0}. Otra manera de obtener el plano
complejo extendido surge a partir del analisis del comportamiento de una de las
funciones basicas complejas que es la inversion

1
2 —.
z

Por el Teorema de Heine-Borel, un subconjunto de C que es cerrado y acotado es
compacto, pero C no es compacto. Observemos que la inversién compleja no tiene
puntos en la imagen asociados a z = 0, ni el cero se encuentra en la imagen. Para
intentar resolver estos problemas, serd de utilidad tener un subconjunto compacto
que contenga a C y tal que el h'mzﬁoé esté definido. Con esto en mente, surge el
concepto de la esfera de Riemann, véase [1], [12], [15], [33] v [34].
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Tomemos la esfera unitaria en R3, esto es,
S = {(z1,79,73) €ER*: 2] + 25 + 23 = 1}.

Identificamos a C con {(z1,22,0) € R®: 21,75 € R} C R? a través de la correspon-
dencia:

C —R?
z=x+iyv+— (z,9,0).

El punto N = (0,0,1) € S es llamado el polo norte y S = (0,0,—1) € S el polo
sur. Ahora, para cada z € C consideramos la linea recta en R que une z con N.
Dicha linea interseca a la esfera unitaria en exactamente un punto, digamos Z # N,
esta correspondencia es la Proyeccion estereogrifica, véase Figura 1.2.

Figura 1.2: Proyeccién estereografica.

Dependiendo el valor del médulo de z se tiene lo siguiente:
1. Si |z] > 1, entonces el punto Z esté en el hemisferio norte.
2. Si |z] < 1, entonces el punto Z esta en el hemisferio sur.
3. Si |z| = 1, entonces el punto Z = z.

Asi, cuando |z| — oo, se tiene que Z — N, por lo que identificamos a N con el
oo en C4.. Por tanto, C, es representado en la esfera S, que es la esfera de Riemann.

De forma analitica, tenemos que (S, ds), con ds la métrica inducida por la métrica
usual o euclidea en R3, es un subespacio métrico de R3. Asi, para ® : S — C*®
dada por

T T2

1—1)3_’_@1—1‘3

s si (C(]l,ZL'Q,ZL'g,) 7é (0,0, ].)
(I)((Il,xg,l’g)) =

00, si (1,9, 23) = (0,0,1).
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La inversa de ®, denotada por ®~ ! : C., — S, est4 dada de la siguiente forma:

(24—3 z—z |2)*—-1

, , , sizeC
EEESUEEES! |z|2+1> te

o7(2) =
(0,0,1), si 2 = oo.

Obteniendo que (S,ds) v (Cy, 7o) son isomorfos como espacios de Hausdorff
compactos. Ademés, para z,w € C, la distancia esférica esta definida como:

2|z — w|

, siz,w e C,
V1 [P+ [w]?
de,, (z,w) = ds(®7'(2), @ H(w)) = #, sizeC, w= oo,
V1+ |22
L 0, sl 2 =w = o0.

1.2. Funciones de variable compleja

Dado A C C, una funcion de variable compleja f : A — C, es una regla de
correspondencia que a cada numero complejo z € A le corresponde un ntmero
complejo w, que es llamado el valor de f en z y se denota por f(z) = w.

Una funcién de variable compleja tiene parte real y parte imaginaria que se
denotan como: f(z) = f(x +iy) = u(x,y) + i v(z,y), donde u y v son funciones de
dos variables. Una funcion de variable compleja tiene cuatro variables: x, y, u y v,
asf su grafica se encuentra en R%.

Ejemplo 1.1. La funciéon f(z) = €*, para z = x + iy con z, y € R, tiene parte real
y parte imaginaria u(z,y) = e* cosy y v(z,y) = e” siny, respectivamente.
En efecto:

fz +iy) = ™t = e
= ¢e”(cosy + isiny)
=e“cosy+ie’siny

=u(z,y) +iv(z,y).

Definiciéon 1.5. Sea A C C. Un punto zy es punto de acumulacion de A si para
cualquier € > 0

(D(z20,¢) \ {z0}) N A # 0.

Definicién 1.6. Sean A C C, 2y un punto de acumulacion de Ay f: A — C.
Un elemento a € C es llamado limite de f en zg, si para cualquier vecindad V de «

3
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existe una vecindad U de 2 tal que si z € UN Ay z # 2, entonces f(z) € V. En
este caso se escribe

=l

También se denota como f(z) — « cuando z — 2.

Definicién 1.7. Sean ACCy f: A— C. La funcion f es continua en zy € A si
para toda € > 0, existe 6 > 0 tal que si |z — 29| < 9, entonces |f(z) — f(z0)| < e.

Se denota por

lim f(z) = f(z0).

Z—r20
La funcién f es continua en A si f es continua en todo punto de A.

Definicién 1.8. Sean A C Cy f : A — C. La funcion f es uniformemente
continua si para todo € > 0, existe 0 > 0 tal que si |z — w| < §, entonces

f(2) = f(w)] <e.

La diferencia entre una funciéon continua y una funcién uniformemente continua
es que en la primera, la 6 > 0 depende del valor de € y el punto zy, mientras que en
la segunda, el valor de ¢ solo depende de €.

En el andlisis real, se puede visualizar la derivada f’ de una funciéon f: R — R
como la pendiente de la grafica y = f(x). Desafortunadamente, esa idea no se puede
generalizar al analisis complejo, véase [33].

Definicién 1.9. Sean D C C un conjunto abierto y f : D — C una funcion
compleja. La funcion f es compleja diferenciable en un punto zy € D si

f(z) = f(=)
Z—20 z — ZO
existe. Donde f'(z) denota la derivada compleja de f en z.
Definicién 1.10. Sean D C C un conjunto abierto y f : D — C una funciéon

compleja. Se dice que f es holomorfa si f es compleja diferenciable en cada punto
de D.

Sea z = x + iy y consideremos la funciéon f como una funcién f(x,y), entonces

f(@,y) = ulz,y) +iv(z,y),
con u(x,y) y v(z,y) diferenciables con derivadas parciales

ou Ov_(’?v Ou

_— = 7 —

%H%_ay oy

Se obtiene P 5 5 9
U v v U
== == 1.
Jdr Oy Y bz dy (15)

Las ecuaciones en (1.5) son llamadas las Fcuaciones de Cauchy-Riemann.

6
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Teorema 1.2. [12]. Sean u(zx,y) yv(x,y) funciones de variable real definidas en una
region G C C y supdngase que u y v tienen deriwadas parciales continuas. Entonces
[+ G — C definida por f(z) = f(x +iy) = u(z,y) +iv(z,y) es holomorfa si y
solo si u y v satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann.

Teorema 1.3. [34]. La composicion h = g o f (donde h esté definida) de dos
funciones holomorfas f y g es una funcion holomorfa y se tiene la regla de la cadena:

W(z) = (g0 f)(z) =g (f(2)f(2).

A continuacién, definiremos las funciones analiticas y su relaciéon con las
funciones holomorfas.

Dada una sucesion de nimeros complejos {a,}>2, y fijando un punto z, € C,
para cada namero z € C queda determinada la sucesion {a,(z — z9)"}22 |, cuya serie

asociada es:
o0
n
> " an(z — 20)",
n=0

la serie es llamada serie de potencias con coeficientes complejos a,, y centrada en zg,
con n € N,

Observaciéon 1.1. Por el Criterio del cociente para series tenemos que si D es el
disco abierto con centro z; y radio R > 0, donde R = 1 s la serie de

z. n
11mn—>oo ‘an

potencias tiene los siguientes comportamientos:
1. Converge (absolutamente) para todo punto en D.
2. La serie diverge en los puntos exteriores de D, es decir, para |z — 29| > R.
3. No se puede decir nada sobre la convergencia de la serie en la frontera de D.

R es llamado el radio de convergencia de la serie de potencias. Los siguientes resul-
tados son relacionados con series de potencias y funciones complejas.

Teorema 1.4. [24]. Sea f una funcion con derivadas de todos los drdenes en un
entorno {z : |z — 29| < R}. Supongamos que existen constantes N, M > 0 tales que

1™ (2)| < NM™,  con |z — %] < R.

Entonces para cada z, con |z — zp| < R, se cumple que
o
o f(n) (Zo) n
f(2) —Z%T(Z—Zo) :
n=

Cuando lo anterior se cumple, se dice que la funcién f tiene un desarrollo en
serie de potencias alrededor de zy, con radio de convergencia R > 0.
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Proposicion 1.1. [12]. Sea f(z) = Y 0" an(z — z0)" con radio de convergencia
R > 0. Entonces:

1. Para cada k > 1 la serie

Z nn—1)-(n—k+1)ay(z — z)"* (1.6)

n=k
tiene radio de convergencia R.

2. La funcion f es infinitamente diferenciable en {z : |z — 29| < R}, mds aun,
f®)(2) estd dada por la serie (1.6) para cada k > 1y |z — 2| < R.
3. Paran >0,
(n = af(n)(zo)-

Definicién 1.11. /38]. Sean A C Cy f: A — C una funcién compleja. Se dice
que f es analitica en A si f tiene un desarrollo en series de potencias alrededor de
un punto zy € A.

Un resultado que relaciona funcién holomorfa y funciéon analitica es el siguiente.

Teorema 1.5. [34]. Una funcion de variable compleja es analitica si y solo si es
holomorfa.

De aqui y en adelante, estaremos interesados en las funciones analiticas (ho-
lomorfas), ademés utilizaremos la equivalencia establecida en el Teorema 1.5 para
referirnos indistintamente a las funciones analiticas u holomorfas.

1.3. Singularidades de funciones de variable com-
pleja

Hemos visto en la Secciéon 1.2 las condiciones para que una funcion sea analitica
u holomorfa en el plano complejo (o una region del plano), pero no siempre
se pueden tener en todos los puntos del plano. En este apartado definiremos
singularidades de una funcién compleja.

Dado A C C abiertoy f: A — C una funciéon de variable compleja. Un punto
z € A donde la funcién no es analitica es llamado un punto singular o singularidad
de f.

Definicién 1.12. Una funcion f tiene una singularidad aislada en un punto zg si
existe un nimero R > 0 tal que f es analitica en

{z:0< |z = 2| < R} = B(20, R) \ {20}
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La clasificacion de singularidades aisladas de una funcién compleja es la siguiente,
véase [27]. Tomemos f: A C C — C, con A C un abierto y zp una singularidad
aislada de f.

1. El punto 2y es una singularidad remouvible si

lim (z — 2z0) f(2) =0,

Z—20
esto es, si lim,_,,, f(z) existe.

2. El punto zg es un polo de orden m, si existe un entero positivo m tal que

lfim (2 — 20)™ " f(2) = 0,
Z—rZ20

esto es, si lim,_,, (2 — 29)™ f(z) existe.

3. Si 2p no es singularidad removible ni polo de algin orden, z, es llamado sin-
gqularidad esencial.

A continuacién, enunciamos algunos ejemplos de funciones complejas y el tipo
de singularidad aislada que poseen.

Ejemplo 1.2. La funcion f(z) = ZQS% tiene una singularidad removible en zg = 0.

En efecto, veamos que

2

lim (= = 20)f(2) = lim(z - 0)=——
— lm 222 sin 2
z—0 z
= l{m 2?sin 2
z—0
=0.

Ejemplo 1.3. La funcién g(z) = 2—; tiene un polo de segundo orden en zy = 0.

En efecto, consideremos el entero positivo m = 2,

z

. L ym+l Y _m3&
Hig (e = )™ gle) =i = 017
= lim z e?
z—0
= 0.

Ejemplo 1.4. La funcién f(z) = e: tiene una singularidad esencial en z; = 0.
Debido a que en zy = 0 la funcioén no esta definida y no cumple las condiciones para
ser singularidad removible o polo de algin orden.
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Definicién 1.13. Una funcion f definida y analitica en una region A C C, excepto
en polos, es llamada funcion meromorfa en A.

Ejemplo 1.5. La funcién f(z) = (53552 es una funcion definida en el plano complejo

a excepcion del punto zp = 1 que es un polo de segundo orden, por lo tanto f es
una funcion meromorfa.

Ejemplo 1.6. La funcion g(z) = shllz es meromorfa en el plano complejo, porque

sinz, = 0 cuando z, = km, con k € Z, los cuales son polos simples. A pesar de
tener una cantidad infinita numerable de polos, la funcién no esta definida en dichos
polos, por tanto es una funcién meromorfa.

Definicién 1.14. Una funcién f definida en el plano complejo la cual no es un
polinomio, es llamada funcion trascendente entera. Al conjunto de las funciones
trascendentes enteras lo denotamos por £.

Se hace énfasis en la diferencia entre los polinomios y las funciones trascendentes
enteras, debido a que las primeras estan bien definidas en el infinito, mientras que
las segundas no.

Ejemplo 1.7. La funciéon f(z) = sin z es trascendente entera, porque esta definida
en el plano complejo, pero sin(oo) no esta definido.

De acuerdo a la clasificacion de singularidades observamos que para las funciones
trascendentes enteras el infinito es una singularidad esencial.

1.3.1. Singularidades de la funcién inversa

Definicién 1.15. Sea f: A C C — C una funcion trascendente entera. Un punto
critico de f es un cero de f'y un walor critico es f(z) donde z es un punto critico
de f. El conjunto de valores criticos se denota por VC.

Definicién 1.16. Un punto w € C es llamado valor asintdtico si existe una curva
v :[0,00) — C tal que v(t) — ooy f(7(t)) = w cuando ¢t — oo. El conjunto de
valores asintoticos se denota por V.A.

Analicemos algunos ejemplos para ilustrar las Definiciones 1.15 y 1.16.

Ejemplo 1.8. Tomemos la funcion f(z) = cosz. Observar que f'(z) = —sinz.
Resolviendo la ecuacion f'(z) = 0, obtenemos que los puntos criticos de f son de la
forma k7, k € Z. Luego, los valores criticos de f son w = f(kw) = cos(km), es decir,
el conjunto {—1,1}. Para esta funciéon hay infinitos puntos criticos y una cantidad
finita de valores criticos.

Ejemplo 1.9. Tomemos la funcion g(z) = e* y consideremos la curva 7 : [0, 00) —
C dada por v(t) = —t. Cuando t — oo, se tiene que f(y(t)) = e~ " — 0. Asi, cero es
un valor asintotico de la funcion e®.
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Definicién 1.17. El conjunto de los walores singulares de f, denotado por VS,
estd definido como la clausura de la union de los valores criticos VC y los valores
asintoticos VA de f, esto es:

VS =VCUVA.

A. Eremenko y M. Y. Lyubich en [19] definen una clase de funciones que a
continuacion enunciaremos.

Definicién 1.18. Una funciéon holomorfa f : A C C — C pertenece a la clase S
o es de tipo finito, si el conjunto de valores singulares de la funciéon f contiene un
ntmero finito de elementos.

Observacion 1.2. Las funciones trascendentes enteras que pertenecen a la clase
S se denominan funciones trascendentes enteras de tipo finito. El conjunto de las
funciones trascendentes enteras de tipo finito se denotara por £NS.

1.4. Teoremas de Picard

Sabemos que para funciones racionales no constantes, la ecuacion f(z) = a,
para o € C,, siempre tiene solucion. Esto no sucede en general para otro tipo de
funciones, por ejemplo, consideremos la funcion f(z) = e*, observemos que f no
toma los valores cero e infinito, asi el nimero de puntos que la funcion f “omite”
son dos. La teoria propuesta por C. E. Picard se centra en el comportamiento de
la funcion relacionada a esos valores; como referencias para el lector véase [1], [15],

[25] v [34].

Definicién 1.19. Un niimero complejo zy es wvalor omitido o valor excepcional de
Picard de una funcion f si f(z) # zo para cada z en la region donde f esta definida.
El conjunto de valores excepcionales de Picard se denota por PV (f).

Ejemplo 1.10. La funcion f(z) = €* tiene a cero e oo como valores omitidos o
valores excepcionales de Picard.

Teorema 1.6 (/3/]. Pequenio de Picard). El nimero de valores excepcionales de una
funcion meromorfa no constante f en C es a lo mds dos.

Para funciones holomorfas con una singularidad esencial aislada, se enuncia el
siguiente resultado.

Teorema 1.7 (/34]. Grande de Picard). Si una funcion analitica f : AC C — C
tiene una singularidad esencial aislada en zy, entonces la funcion toma cualquier
valor finito, a excepcion de a lo mds un valor, para cada entorno arbitrario de 2y .

Ejemplo 1.11. La funciéon e® tiene una singularidad esencial en oco. Los valores
omitidos son cero e infinito.
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1.5. Superficies de Riemann

La teoria de superficies de Riemann estd relacionada con esta tesis porque los
espacios donde estudiamos las funciones holomorfas son superficies de Riemann.
En esta seccion se definird el concepto de superficie de Riemann desde un punto
vista algebraico y algunas de sus propiedades importantes, como referencias para el
lector véase [17], [20] v [23].

Una variedad de dimension n es un espacio topolégico de Hausdorff X tal que ca-
da punto a € X tiene una vecindad abierta, la cual es homeomorfa a un subconjunto
abierto de R™.

Definicién 1.20. Sea X una variedad de dimensiéon dos. Una carta compleja en X
es un homeomorfismo ¢ : U — V de un abierto U C X hacia un abierto V' C C.
Dos cartas complejas ¢; : U; — V;, 1@ = 1,2 se dicen holomdrficamente compatibles
si la aplicaciéon

pao it o1 (Ui NUs) — ¢ (U N Uy)

es biholomorfa, véase Figura 1.3.

U, Yy

Figura 1.3: Aplicacién biholomorfa ¢, o ¢t

Un atlas complejo en X es un sistema 4 = {¢; : U; — V, i € I} de cartas las
cuales son holomoérficamente compatibles y cubren a X, esto es, | J,.,; U; = X.
Dos atlas complejos L y ' en X son holomdrficamente (analiticamente) equiva-

lentes si cada carta de U es holomorficamente compatible con toda carta de L.

Como la composicion de aplicaciones biholomorfas es una aplicacién biholomorfa,
la nocién de la equivalencia holomorfa entre atlas es una relacién de equivalencia.

Definicion 1.21. La estructura compleja en una variedad de dimension dos X es
la clase de equivalencia de atlas holomorficamente (analiticamente) equivalentes en
X.
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Asi, se puede obtener una estructura compleja ¥ en X mediante la eleccion de
un atlas 4 y se sigue del Lema de Zorn que el atlas il en X puede ser extendido a
un atlas maximal 4* en X.

Definicién 1.22. Una superficie de Riemann es un par (X,3), donde X es una
variedad conexa de dimension dos y X es una estructura compleja en X.

Usualmente se escribe X en lugar de (X, X) cuando se tiene clara la estructura
compleja y, algunas veces se escribe (X, 4l) donde 4 es un representante de X.

Observacion 1.3. Una superficie de Riemann compacta es llamada cerrada, mien-
tras que una superficie que no es compacta se dice abierta.

A continuacién, presentamos ejemplos de superficies de Riemann.

Ejemplos 1.1. 1. El plano complejo C es una superficie de Riemann abierta. Su
estructura compleja estd definida por el atlas que tiene como tnica carta la
funcién identidad id : C — C.

2. Dada una superficie de Riemann M, entonces un dominio D (subconjunto
abierto conexo) en M es también una superficie de Riemann, tomando como

atlas en D el obtenido de la restriccién de todas las cartas complejas de M a
D.

3. La esfera de Riemann C., es una superficie de Riemann cerrada. Introducimos
la topologia del Teorema 1.1, obteniendo que C,, es un espacio topologico de
Hausdorff. Para definir las cartas complejas, sean

U, =C,
Uy = (C\ {0}) U {00},

Definimos ¢; : U; — C, 7 = 1,2, como: ¢ es la identidad y

1
—, para z € C\ {0}
z
pa2(z) =
0, paraz = oo.

Asi, ¢; son homeomorfismos y C., es una variedad de dimension dos. Ya que
U; y U, son conexos y tienen intersecciéon no vacia, C,, es también conexo.

La estructura compleja en C., estd definida por el atlas que consiste de to-
das las cartas ¢; : U, — C, i = 1,2. Se debe probar que dos cartas son
holomérficamente compatibles, pero ¢ (U NUs) = o (U1 NUz) = C\ {0} y

paopr !t C\ {0} — C\ {0}
.

es biholomorfa.
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Definicién 1.23. Dos superficies de Riemann U y V son conformemente equivalen-
tes si existe una funcidén holomorfa e inyectiva f : U — V con inversa holomorfa.

De acuerdo al Teorema de Uniformizacion de Riemann-Koebe, véase [20], se tiene
que toda superficie de Riemann simplemente conexa es conformemente equivalente
a uno de los siguientes espacios:

1. la esfera C,, = CU {oo},
2. el plano C,
3. el disco A ={z : |z| < 1}.
La superficie de Riemann M es llamada:
1. Eliptica, para la esfera.
2. Parabolica, para el plano.
3. Hiperbolica, para el disco.

Las siguientes métricas Riemannianas se trabajan en superficies de Riemann
simplemente conexas. Sea M una superficie de Riemann simplemente conexa, la
métrica en M es de la forma

Az)|dz|, ze€ M.

Se establece lo siguiente:

2
Az) = NP para M = C,
A(z) =1, para M =C,
2
A(z) = T oF para M = A ={z : |z| < 1}.
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Capitulo 2

Normalidad

En este capitulo, enunciaremos algunas definiciones y resultados relacionados con
sucesiones de funciones de variable compleja, para enunciar resultados de la teoria
de familias normales, como referencias para el lector véase [1], [2], [8], [15] ¥ [34].

2.1. Sucesiones de funciones complejas

Dado A C C, si para cada n € N existe una funcion compleja f, : A — C se dice
que {f,}52, es una sucesion de funciones complejas sobre A. De igual forma, para
z € A fijo la sucesion de funciones nos define {f,(z)}5°, una sucesion de nimeros
complejos.

Cuando nos referimos a sucesiones es natural preguntarnos sobre el comporta-
miento que tienen o hacia donde se aproximan los elementos de la sucesion, para
ello veamos las siguientes definiciones.

Definicién 2.1. Sean {f,}>°, una sucesion de funciones complejas sobre A C Cy
f: A — C una funciéon compleja. La sucesion {f,}5°, converge a f en z € A, sila
sucesion {f,(z)}>2, converge a f(z), es decir, si dado € > 0 existe N € N tal que si
n > N, entonces

[fn(2) = f(2)] <e.
La sucesion de funciones converge en A si converge para cada punto en el conjunto

Ay la funcion

f(z) = lim f,(z),

n—oo
es llamada la funcion limite de {f,}5°, en z € A y se denota como:
f=1m f, o f,— f cuando n — oo.
n—oo

Definicion 2.2. Dada {f,}>2; una sucesion de funciones complejas sobre A C C,

la sucesion converge uniformemente en A a una funciéon compleja f si para cualquier
e >0 existe N € N tal quesin > N y z € A, entonces

[fn(2) = f(2)] <e.
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2.2 Familias normales

En el contexto de sucesion de funciones nos encontramos con dos tipos de con-
vergencia. En la convergencia de la Definicion 2.1 el ntiimero natural N depende de
€ y del punto z € A, mientras que para la convergencia uniforme, el nimero N
solo depende de €. De igual forma, se sigue que la convergencia uniforme implica
la convergencia en el sentido de la Definicion 2.1, el reciproco en general, no se
satisface.

Definicién 2.3. Dada una sucesion de funciones {f,}>2; en Ay z € A, la sucesion
{fn(2)}2, C C es una sucesidn de Cauchy si para toda ¢ > 0 existe N € N tal que
si m,n > N, entonces

[fm(2) = [u(2)] <e.
Teorema 2.1. [3/].

1. Una sucesion {f,}>2, de funciones complejas en A converge uniformemente
si y solo si la sucesion {f.(2)}°2, es una sucesion de Cauchy.

n=

2. Si{fu}2, una sucesion de funciones complejas continuas en A converge uni-
formemente, entonces la funcion limite f = lim, . f, es continua.

Definicién 2.4. Una sucesion {f,}>2, de funciones complejas en A es uniforme-
mente acotada si existe M > 0 tal que paratodan e Ny z¢e€ A

|[fn(2)] < M.

Recordemos que para una sucesion de ntimeros complejos, si la sucesion es aco-
tada, entonces existe una subsucesion convergente, la prueba se realiza utilizando la
correspondencia del Teorema de Weirstrass para nimeros reales y por propiedades
de los niimeros complejos y sucesiones de los mismos. Entonces, se esperaria que para
sucesiones de funciones uniformemente acotadas ocurriera lo mismo, pero en gene-
ral, no es asi. Para garantizarlo necesitamos de otras condiciones que enunciaremos
en la siguiente seccion.

2.2. Familias normales

Paul Montel naci6 en Nice en 1876 y muridé en Paris en 1975. Realizd sus
estudios en la Ecole Normale Supérieure en 1897 y no trabajé en su doctorado
hasta anos después. Sin embargo, utiliz6 su tiempo viajando, en la literatura y
ensenando matematicas. Fue hasta 1907 que recibi6é su doctorado en la Universidad
de Paris. Montel pertenecié a la nueva generacion de matematicos franceses junto
con P. Fatou, R. L. Baire, E. Borel y H. L. Lebesgue. La principal aportaciéon de P.
Montel se referia a las sucesiones infinitas de funciones tanto reales como complejas
y a pesar de que explicitamente no utilizo el concepto de “familias normales”, él lo
manejo a lo largo de su tesis en [30].
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P. Montel trabajoé principalmente en la teoria de funciones complejas y su teoria
de familias normales fue la que tuvo relevancia, aplicindola a convergencia de
sucesiones y series, la teoria de Picard y funciones conformes.

En esta seccion incluiremos las definiciones y resultados més relevantes sobre la
teoria de familias normales de P. Montel que usaremos en esta tesis. Como referencias
para el lector véase [1], [2], [8], [25] v [34]

Definicién 2.5. Una familia F de funciones complejas es equicontinua en A C C
si para cualquier € > 0 existe § > 0 tal que para toda f € F

zzw€eA |z—wl<i = |f(z) - f(w)] <e.

Con la notacion de la definicién anterior tenemos que toda f en una familia
equicontinua F es uniformemente continua.

Teorema 2.2. [3/]. Si una sucesion { f,}°°, de funciones complejas en un conjunto
compacto A es uniformemente acotada y equicontinua, entonces {f,}5°, tiene una
subsucesion uniformemente convergente.

Definicién 2.6. Una familia F de funciones complejas es normal en A si cada
sucesion {f,,}5°, en F contiene una subsucesion la cual converge uniformemente en
cada subconjunto compacto de A.

De la definicion anterior se puede observar que no se requiere que la funcion
limite de las subsucesiones convergentes pertenezca a la familia F. Para zy € A, si
existe una vecindad V5 C A de zg tal que F es normal en V{, entonces F es normal
en zjp.

Teorema 2.3 (/1]. Propiedad de Bolzano-Weierstrass). Un espacio métrico es com-
pacto si y solo si toda sucesion infinita tiene una subsucesion convergente.

Hay una gran similitud entre la normalidad de una familia de funciones y la
propiedad de Bolzano-Weierstrass [1]. Como hacemos referencia a espacios métricos,
debemos definir una métrica en el espacio de las funciones complejas continuas sobre
A C C abierto, a 2 = C, C, para la cual la convergencia con respecto a dicha
métrica coincida con la convergencia uniforme en conjuntos compactos.

Proposicion 2.1. Sea C(A,Q) el conjunto de todas las funciones complejas conti-
nuas sobre A C C abierto, entonces (C(A, ), p) es un espacio métrico, donde

o) =S TP 0 = sp L)),

con cada E, compacto.
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La métrica p(f,g) de la Proposicion 2.1 tiene la propiedad que buscamos, véase
[1]. Ademas, si (€2,d) es un espacio métrico completo, es decir, toda sucesion de
Cauchy converge a un elemento del espacio, entonces se sigue el siguiente resultado.

Proposicion 2.2. Sean (€, d) un espacio métrico completo y C(A, Q) el conjunto de
todas las funciones complejas continuas sobre A C C abierto, entonces (C(A,Q),p)
es un espacio métrico completo.

Aplicando el Teorema 2.3 a una familia de funciones complejas F, equipada con
la métrica p, definida en la Ecuacion (2.1), se obtiene el siguiente resultado.

Proposicion 2.3. Sea F una familia de funciones complejas continuas. (F,p) es
un espacio métrico compacto si y solo si F es normal.

El siguiente teorema es una caracterizacion de familias normales.

Teorema 2.4. Una familia F C C(A, Q) es normal si y solo si su clausura F, con
respecto a la métrica p (Ecuacidn (2.1)), es compacto.

Recordemos que conjuntos compactos en cualquier espacio métrico son completos
y totalmente acotados. La siguiente relacion entre familias normales y conjuntos
totalmente acotados se enuncia como sigue.

Proposicion 2.4. Si (Q,d) es un espacio métrico completo, entonces F C C(A, Q)
es normal si y solo si es totalmente acotado.

El siguiente resultado relaciona las Definiciones 2.5 y 2.6.
Teorema 2.5 ([1]. Arzela-Ascoli). Una familia F C C(A, Q) es normal si y solo si
1. F es equicontinua en cada subconjunto compacto E de A;

2. para cualquier z € A los valores f(z2), para f € F, se encuentran en un
subconjunto compacto de §2.

Si consideramos 2 = C con la distancia euclidea, entonces sabemos que los
subconjuntos compactos de C son cerrados y acotados, asi la condiciéon 2 del Teorema
2.5 se cumple si y solo si los valores de f(z) estan acotados para cada z € A, donde
la cota puede depender del punto, véase [1].

Teorema 2.6. Una familia F de funciones analiticas que van de A C C a C es nor-
mal st y solo si las funciones en F son uniformemente acotadas en cada subconjunto
compacto de C.

En particular, la normalidad es una propiedad local. Basado en el Teorema de
Arzela-Ascoli, P. Montel en 1907 observo que para una familia de funciones holo-
morfas que sean localmente acotadas se implica la equicontinuidad. Obteniendo los
siguientes resultados.
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Teorema 2.7 (/25]. Montel). Si F es una familia de funciones holomorfas local-
mente acotadas en un dominio A, entonces F es normal en A. Reciprocamente, si
F es normal en A y es acotada en un subconjunto de A, entonces F es localmente
acotada.

Uno de los resultados importantes de P. Montel es su Criterio de normalidad.
Para enunciar el criterio, necesitamos la siguiente definicion.

Definicién 2.7. Un ntimero complejo wy es un valor excepcional de una familia de
funciones analiticas o meromorfas F definidas en un dominio A si

wo & | J f(A).

feFr

Teorema 2.8 (/2/. Criterio de normalidad de Montel). Sea F una familia de fun-
ciones analiticas en un dominio A. St F tiene al menos dos valores excepcionales en
A, entonces es normal. Si F consiste de funciones meromorfas, entonces un criterio
de normalidad suficiente es que haya al menos tres valores excepcionales.

A continuacion, se muestran algunos ejemplos de normalidad.

Ejemplo 2.1. La familia F = {f(z) = 2" : n € N} esnormal en C\ {z : |z| = 1},
ya que la sucesion converge uniformemente a cero dentro del circulo unitario y
converge uniformemente a oo fuera del circulo unitario.

Ejemplo 2.2. La familia 7 = {f(z) = nz : n € N} no es normal en ningin
conjunto que contenga al origen, ya que si consideramos el disco unitario D(0, 1),
entonces para z # 0, nz converge puntualmente a co y, para z = 0, nz converge
puntualmente a cero.

19






Capitulo 3

Dicotomia en la dinamica de
funciones trascendentes enteras

La teoria de iteracion de funciones complejas fue estudiada para funciones
racionales definidas en C,, por P. Fatou y G. Julia. Posteriormente con los estudios
realizados por P. Fatou en 1926, se introdujo la iteracion de funciones trascendentes
enteras definidas en C, donde la principal diferencia entre estos dos estudios es la
presencia de singularidades esenciales. El estudio de funciones trascendentes enteras
fue retomado posteriormente por I. N. Baker en 1959. Mas tarde por A. Eremenko y
M. Y. Lyubich, entre otros, véase [36]. En este capitulo el objeto de estudio son las
funciones trascendentes enteras de tipo finito, sus propiedades y algunos resultados
importantes. Para algunas demostraciones referimos al lector a [4], [10], [19], [25],
[32] ¥ [36]. Las superficies de Riemann utilizadas en este capitulo son la esfera y el
plano complejo.

Dada una funcién holomorfa f, la sucesion de iteradas de f se denota por

{f"}ol1, donde fl=f fP=fof ..., f=flof.

No se debe confundir f™ con la potenciacion, la cual dado z € C, explicitamente
se escribe como (f(2))". Observemos que dada una funciéon f : C — C, la n—ésima
iterada de f para cada z € C, esto es f"(z), esta bien definida. De aqui y en adelante,
dada una funcién f denotaremos a la sucesion de iteradas {f"}°°, como {f"}.

3.1. Puntos fijos

El estudio de la dindmica holomorfa inicia con la descripciéon del comportamiento
local de una funcién cerca de sus puntos fijos. En esta seccion estaremos interesados
en la existencia y distribuciéon de los puntos fijos.

21
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Recordemos la equivalencia entre funcion holomorfa y funcién analitica del Teo-
rema 1.5.

Definicién 3.1. Sean una funcién holomorfa f : A C C — Cy 2y € C, se
consideran los siguientes conjuntos:

1. La drbita hacia adelante de zy se define como el conjunto
O%(20) = {20 = ["(20) : n € N}.
2. La orbita hacia atrds de zy se define como el conjunto
O (z0) ={z : f"(z) = 20, n € N}.
3. La gran orbita de zy se define como

O(Z()) = O+(Z()) U O_(Zo).

Observe que para zy € C, la 6rbita hacia adelante es la coleccion de las imégenes
de zy bajo f, f2, ..., mientras que la 6rbita hacia atras es la coleccion de las
pre-imagenes de 2z, bajo f, f2,....

La notacion del conjunto de funciones trascendentes enteras estd dado por £ y
el conjunto de funciones trascendentes enteras de tipo finito por £ NS (revisar el
Capitulo 1: Definicion 1.14 y Observacion 1.2).

Definicién 3.2. Sean una funcién f € £ y un punto 2, € C.

1. z es llamado punto periddico si f"(z9) = 29, para algiin n € N. El menor n
que lo cumple es llamado periodo.

2. Como caso particular de 1, si n = 1, entonces 2y es llamado punto fijo de f,
esto es, f(z) = zo.

3. 2g es llamado punto pre-periddico si f*(zy) es punto perioédico para algin entero
k> 0.

Definiciéon 3.3. Sea f : A C C — C. Un punto zy € A es un punto excepcional de
f sila orbita hacia atras O~ (zp) tiene una cantidad finita de elementos. Al conjunto
de puntos excepcionales de f se le denota por E(f).

En general, O~ (z) contiene infinitos puntos, pero en algunos casos O~ (z) puede
constar de un nimero finito de puntos, por ejemplo: para f(z) = 2% y 2y = 0, se
tiene que O~ (z) = {0}.

Teorema 3.1. [32]. Si f € £, entonces
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(a) Ezisten a lo mds dos puntos excepcionales para f.
(b) f tiene a 0o como un punto excepcional.

(¢) Si f tiene la forma
f(z) = 2Med)

con m un entero no negativo y g es una funcion entera, entonces f tiene dos
puntos excepcionales: oo y cero.

Un ejemplo del Teorema 3.1 es la funcion f(z) = e*, la cual tiene dos puntos
excepcionales: cero e infinito.

Definicién 3.4. Dado 2z, un punto periodico de periodo n, la o6rbita
Ot (20) ={20, -+, 2n=2n_1}

es llamada ciclo.

El multiplicador X en zy de f esta definido por:
A= (f")(#0)-

Dependiendo el valor del moédulo del multiplicador se tiene la siguiente clasificacion
de un punto fijo (o periodico) zy de la funcion f € € (anélogo para ciclos):

1. 2o es super atractor, si |A| = 0.

2. zp es atractor, si 0 < |A\| < 1.

3. 2z es repulsor, si |A| > 1.

4. zg es indiferente, si || = 1. Dentro de este caso encontramos que se subdividen
en dos situaciones:

(a) Racional indiferente o punto parabdlico, si A'™ = 1 para algin m € N.
(b) Irracional indiferente, si X = > 0 € R\ Q.

Observaciéon 3.1. El multiplicador en zy es el mismo que en cualquier otro punto
en el ciclo de z.

P. C. Rosenbloom en [35], fue el primero en utilizar el método de la teoria de
Nevanlinna para estudiar la existencia y niimero de puntos fijos de funciones trascen-
dentes enteras. Demostré que cualquier funcion trascendente entera tiene infinitos
puntos periodicos de periodo 1 o 2, véase [39]. Posteriormente, I. N. Baker en [4],
generalizo el resultado demostrando el siguiente teorema.

Teorema 3.2. Cualquier funcion f € € tiene infinitos puntos periddicos de exacta-
mente periodo n (n > 2), con excepcion de a lo mds un valor de n.

23
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De igual manera, I. N. Baker en [4] plante6 la siguiente conjetura.
Conjetura 1. Paratodan > 2y f € &, f siempre tiene infinitos puntos fijos.

Observaciéon 3.2. La Conjetura 1, en general no se cumple, para n = 1, por ejemplo
al considerar la funcion f(z) = e*+z, observemos que f no tiene puntos fijos, porque
la ecuaciéon e* = 0 no tiene solucion.

W. Bergweiler en |9] demostro la Conjetura 1 y ademés probo el siguiente resul-
tado.

Teorema 3.3. 57 f € £ yn > 2, entonces f* tiene infinitos puntos fijos repulsores.

3.2. Los conjuntos de Fatou y Julia

La teoria desarrollada por P. Fatou y G. Julia respecto a la iteraciéon de funciones
complejas, estuvo apoyada principalmente en la teoria de familias normales de P.
Montel, donde para una funcién de variable compleja resulta tutil particionar la
esfera de Riemann C,, en dos conjuntos: el primero donde la familia de iteradas
es normal y el segundo donde no. Estos conjuntos fueron denominadas como el
conjunto estable e inestable, respectivamente. El estudio de dicha dicotomia se
encontro en el centro de los trabajos realizados por P. Fatou en [21, 22] y G. Julia
en [26].

Las regiones de normalidad y no normalidad en la que se particiona a C (o C),
son los principales objetos de estudio en la teoria de iteracion de funciones, llamados
el conjunto de Fatou y el conjunto de Julia. El conjunto de Fatou es donde el com-
portamiento iterativo de la funcién es relativamente “bonito”, en el sentido de que
los puntos cercanos se comportan de forma similar; mientras que el conjunto de Julia
es donde ocurren los fend6menos cadticos. Las definiciones formales son las siguientes.

Dada una funciéon f € &, el conjunto de Fatou esta definido como:
§(f)={z€C : {f"} estd bien definida y es normal en alguna vecindad de z}.

El conjunto de Julia se define como el complemento del conjunto de Fatou, esto es,

I(f) =C\3(f).

3.3. Propiedades basicas de los conjuntos de Fatou
y Julia

En esta subseccion demostraremos algunas propiedades importantes de los con-
juntos de Fatou y Julia para el conjunto de funciones trascendentes enteras, denotado
por €. Un primer resultado que podemos enunciar es el siguiente.
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3.3 Propiedades basicas de los conjuntos de Fatou y Julia

Proposicion 3.1. Si f € £, entonces

donde V, es una vecindad de z y {f"} estd bien definida y es normal en V.

Demostracion. Por la definicion del conjunto de Fatou, se tiene que §(f) C
Usesn) Ve-

Por otro lado, sean zy € §F(f) y Vs, una vecindad de zy, la cual es abierta, por tanto
para cada punto z € V,, existe una vecindad V, tal que V, C V, . Ademés, como
{f™} esta bien definida y es normal en V, , entonces también lo sera en V. Por lo

tanto, ,czp) Vo € $(f). Finalmente, se concluye que §(f) = U, 55 V> O

A continuacion, presentamos cinco propiedades basicas de los conjuntos de Fatou
y Julia, con sus respectivas demostraciones para f € £.

I. F(f) es abierto y J(f) es cerrado.

Demostracion. De acuerdo a la Proposicion 3.1, se tiene que §(f) es unién
arbitraria de conjuntos abiertos, por lo tanto F(f) es abierto y asi, J(f) es
cerrado. O

II. F(f) v 3(f) son completamente invariantes.

Demostracion. Primero, probaremos que F(f) es completamente invariante,

es decir, zo € F(f) si y solo si f(z0) € F(f).

[=>] Sea zy € F(f), entonces existe Vo = {z : |z — 29| < 1o} vecindad de z,
donde la familia {f"} es normal.

Sea Vi ={z : |z—f(20)| <ri} talque Vs C f ({z : |z — 2| < 2}), entonces
la familia { f"~'} es normal en Vi, esto es, f(z0) € F(f).

[<=] Sea f(z0) € F(f) para algin z; € C. Como F(f) es abierto, existe un
abierto W de §(f) tal que f(z9) € W. De igual forma, como W es abierto,
existe 1o > 0 tal que V = {2z : |z — f(20)] < 10} C W, entonces la familia
{f"} es normal en V.

Elijamos U = {z : |z — 2| < r} tal que [f(2) — f(20)] < % para z € U,
entonces la familia { "1} es normal en U, es decir, zy € F(f).

Por lo tanto, §(f) es completamente invariante y como J(f) = C\ F(f), se
sigue que J(f) es también completamente invariante. O
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I1I.

IV.

Para toda ¢ € N, §(f1) = §(f) y 3(f*) = 3I(f)-

Demostracion. Observemos que la familia {(f9)"} C {f"}, porque {(f9)"} es
normal donde {f"} lo sea, es decir, F(f) C §(f9) y asi, J(f?) C J(f).

Ahora, sea zp € J(f) y supongamos que zo ¢ J(f?), entonces existe una
vecindad de zp, digamos Vy = {2 : |z — 29| <}, en la cual la familia {(f7)"}
es normal. Como {f"} no es normal en Vj, entonces por la Conjetura 1 y
Teorema 2.8, existe un punto w € V;, un punto fijo o de f? y una funcién

fP e {f"} tales que
frlw) =a=fa).

Para cualquier entero n con nqg > p, existe m € N tal que ng = p+ 2m o
np =p+2m+ 1.

= Sing =p+ 2m, entonces
fri(w) = "o fP(w) = f*"(a) = o
= Sinp=p+2m+ 1, entonces
fri(w) = fo f*™o fP(w) = fo f(a) = f(a).

En cualquier caso, la sucesion {f™?(w)} es acotada para cada n € N, por lo
que es localmente uniformemente acotada en Vj. Entonces existe una constante
M>0talqueparaz€U:{z |z — 2o <§},

F9(z)| < M. (3.1)

Para cualquier n > 1, tenemos que n =mq+ k, con m € Ny 0 < k < ¢q. Asi,

fr(z) = ffo fmi(z) = fH(f™(2)). (3.2)

De la Ecuacion (3.1) se sigue que {f"} es uniformemente acotada en U y por
el Teorema 2.7 se tiene que zg € F(f), lo cual es una contradiccion. Por lo
tanto, se concluye que J(f9) = J(f).

Luego, F(f9) = C\ J(f9) = C\ I(f) = F(f). —~

Si zp € J(f) no es punto excepcional, entonces J(f) = O~ (zp).

Demostracion. Tomemos zy € J(f) que no es punto excepcional. Observe-
mos que O~ (z9) C J(f), como J(f) es completamente invariante y es cerrado
entonces, se cumple la primera contenciéon a demostrar.
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Sea z; € J(f) y U una vencindad de z;. Por hipotesis, como zy no es punto
excepcional, tenemos que O~ (zy) contiene infinitos puntos y, por el Teorema
2.8 obtenemos que |J,—, f*(U) interseca a O~ (zy). Asi,

UNO™(20) #0,

entonces z; € O~ (zp). Por lo tanto, J(f) € O~ (2). O

V. J(f) es perfecto.

El conjunto de Julia J(f) es perfecto si cumple lo siguiente:

J(f) es cerrado.
J(f) # 0 y es infinito.
J

(f) no contiene puntos aislados.

—~ —~
9} S Q
- = =

Demostracion. (a) Por la propiedad I, el conjunto de Julia J(f) es cerrado.

(b) Si f € &, entonces por la Conjetura 1 existen infinitos puntos fijos para
f?, es decir, f?(z;) = z; para i € A un conjunto infinito de indices.
Si existe ig € A tal que z;, no es punto excepcional y pertenece a J(f),
entonces por la propiedad IV, se tiene que J(f) contiene infinitos puntos.
Ahora, supongamos que existen iy, is € A tales que z;,, 2, € F(f), en-
tonces deben estar contenidos en diferentes componentes peridédicas de
Fatou y, por tanto J(f) contiene de nuevo, infinitos puntos. Teniendo asi
lo que deseamos.

(¢) Sean zy € J(f) y U una vecindad de z. Se afirma que existen infinitos
puntos de J(f) no contenidos en O (z).
En efecto, es claro si f(z9) = 2z0. Y si f(z0) # 2o, entonces por Teorema
3.1 al menos uno de estos no es punto excepcional. Por tanto, O~ (z) o
O~ (f(z)) contiene infinitos puntos que pertenecen a J(f) \ OT(zy), por
lo que podemos tomar tres puntos distintos ahi, y por el Teorema 2.8 se
tiene que (J 2, f*(U) contiene uno de esos tres puntos, lo cual implica
que:

(U\A{=}H) NI(f) # 0.
Por lo tanto, zg € J(f) no es aislado. Asi, J(f) es perfecto.
]

De acuerdo a la Seccion 3.1 sobre puntos fijos, se tiene el siguiente resultado.

Teorema 3.4. [32] Sea f € €. Cada punto periddico repulsor o racional indiferente
de f pertenece al conjunto de Julia. Cada punto periddico (super) atractor pertenece
al conjunto de Fatou.
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3.4. Componentes del conjunto de Fatou

Todo conjunto abierto tiene componentes, en particular el conjunto de Fatou. Un
dominio maximo de normalidad U de las iteradas de f es llamada una componente
del conjunto de Fatou. Si U es una componente de Fatou, entonces fP(U), donde p
es la p—ésima iterada de f, estd contenida en una componente de Fatou, denotada
por U,.

La siguiente definicion estd dada para funciones meromorfas, véase [25]

Definicién 3.5. Dada una funciéon meromorfa f y una componente de Fatou U, se
tienen las siguientes posibilidades para la 6rbita de U bajo f:

a. Si U™ C U para algin entero n > 1, entonces U es periddica. El minimo entero
n que satisface la condicion es el periodo de la componente, véase Figura 3.1(a).

b. Si U™ es periddica para algin entero m > 0, entonces U es pre-periddica, véase
Figura 3.1(b).

c. Si U no es periddica ni pre-periddica, entonces U es errante, véase Figura

3.1(c).
f F
7 N f -

L Jr [

R N : A s -

£
; o~ WP

(a) Componente peridédica. (b) Componente pre-periodica. (c) Componente errante.

Figura 3.1: Componentes de Fatou

Sea D una componente de Fatou de una funciéon meromorfa f de periodo p. La
clasificacion de D tiene cinco posibilidades, véase [10] y [25].

1. D contiene un punto periodico atractor zo de periodo p. Entonces f"7(z) — 2
para z € D cuando n — oo y D es llamado un dominio atractor de z,, véase
Figura 3.2.

2. 0D contiene un punto periddico zo de periodo py f™(z) — 2z para z € D
cuando n — oo, entonces (f?)(z9) = 1, en este caso, D es llamado un dominio
parabdlico, véase Figura 3.3.

3. D es un disco de Siegel, si existe un homeomorfismo analitico ¢ : D — U,
donde U = {z : |z| < 1} es un disco unitario, que satisface lo siguiente:
& (fP(¢p71(2))) = €™z para algin o € R\ Q, véase Figura 3.4.
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Figura 3.2: Dominio atractor.
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Figura 3.3: Dominio parabdlico.
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Figura 3.4: Disco de Siegel.

4. D es un anillo de Herman, si existe un homeomorfismo analitico ¢ : D — A,
donde A ={z : 1 < |z] <r}conr >1esun anillo, que satisface lo siguiente:
& (fP(p(2))) = €™z para algin o € R\ Q, véase Figura 3.5.

5. D es un dominio de Baker, si existe zg € D tal que f"(z) — zy para z € D
cuando n — oo, pero fP(zy) no esta definido. En particular, si p = 1, entonces
zp = 00, véase Figura 3.6.

Cuando D satisface 1 o 2, con el punto periodico (stper) atractor o racional
indiferente zo de la clasificacion anterior, se denota por A(zp) al conjunto de los z

tales que

lim f**(2) = 2,
n—00

para algin j. A(zo) es llamada la cuenca de (siper) atraccion o cuenca parabdlica,
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w lqs
O — G

Figura 3.5: Anillo de Herman.

Figura 3.6: Dominio de Baker.

respectivamente. La union de componentes A(zp) que contiene un punto del ciclo
de zp se denomina cuenca inmediata del ciclo de zp.

De acuerdo a la clasificacion de componentes periddicas de Fatou, tenemos los
siguientes resultados importantes demostrados por A. Eremenko y M. Y. Lyubich
en [19], para funciones trascendentes enteras de tipo finito.

Teorema 3.5. [19]. Si f € £ENS, entonces no eziste una componente U de §(f)
tal que f*|y — oo cuando n — oo.

Corolario 3.1. 5@ f € £ENS, entonces [ no tiene dominios de Baker.

3.5. Algunos resultados de los conjuntos de Fatou y
Julia

En esta secciéon se enunciaran y demostrardn algunos resultados importantes
relacionados con las propiedades de los conjuntos de Fatou y Julia para funciones
trascendentes enteras, véase [5], [6], [18], [19] ¥ [32].

Proposicion 3.2. Si f € &, el conjunto de Julia J(f) no es acotado en C.

Demostracion. Sea f € E. Elijamos £ € J(f) que no es valor excepcional en el
sentido de Picard. Sea U cualquier vecindad del punto infinito. Por el Teorema de
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Picard, existe un punto n € U tal que f(n) = £ y debido a que J(f) es completamente
invariante, en particular, invariante hacia atras, n € J(f). Por lo tanto, J(f) es no
acotado. O]

Por definicién, los discos de Siegel son simplemente conexos y los anillos de
Herman son doblemente conexos, es importante considerar la conexidad de otras
componentes de Fatou, destacando el siguiente resultado establecido por I. N. Baker.

Teorema 3.6. [6]. Si f € &, entonces F(f) no tiene componentes miltiplemente
conexas no acotadas.

Teorema 3.7. Si f € &, el conjunto de Fatou §(f) no tiene anillos de Herman.

Demostracion. Supoéngase que existe un anillo de Herman H, esto es, exis-
te un homeomorfismo analitico ¢ : H — A, con A un anillo de la forma
A={z : 1< |z| <r},r>1,tal que ¢ (f* (¢7'(2))) = ™2z para algiin a € R\ Q.
Luego, el complemento de H tiene dos componentes: una acotada y una no acotada,
llamémosle A y B, respectivamente.

Como {f"} es uniformemente acotada en H, porque H C F(f), el Principio
del Modulo Maximo muestra que {f"} es también uniformemente acotada en la
componente acotada A, lo cual es una contradiccion, debido a que A contiene puntos
de J(f) y se sigue de la Proposicion 3.2. O

El Teorema 3.7 no implica la no existencia de componentes de Fatou miltiple-
mente conexas para funciones trascendentes enteras. I. N. Baker en [7] construyo el
primer ejemplo de una funcion trascendente entera donde el conjunto de Fatou tiene
una componente miultiplemente conexa que es una componente errante. También
demostro el siguiente resultado.

Teorema 3.8. [32]. Si f € £ y U es una componente multiplemente conexa de F(f),
entonces U es un dominio errante.

Posteriormente, A. Eremenko y M. Y. Lyubich en [18] establecieron el siguiente
resultado para funciones trascendentes enteras de tipo finito usando la teoria casi-
conforme. Dennis Sullivan en [37] aplico esta teoria por primera vez para probar que
funciones racionales no tienen dominios errantes.

Teorema 3.9. [18]. Una funcion f € €N S no tiene componentes errantes en el
conjunto de Fatou F(f).

Observacion 3.3. Por los Teoremas 3.5, 3.7 y 3.9, se sigue que las funciones tras-
cendentes enteras de tipo finito solamente pueden tener componentes de Fatou que
son: atractoras, parabélicas y discos de Siegel.

Recordemos que un conjunto U es completamente invariante con respecto a la
funcién f si cumple que a € U siy solo si f(a) € U. En [19] A. Eremenko y M. Y.
Lyubich establecieron el siguiente resultado.
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Teorema 3.10. [19]. Si f € ENS tiene una componente completamente invariante
D en el conjunto §(f), entonces D = §(f).

Ejemplo 3.1. R. Devaney y M. Krych en [14], estudiaron que la funcién Ae? tiene
una componente completamente invariante si 0 < A < %

3.6. Movimiento holomorfo

La nocion de movimiento holomorfo explica de una manera llamativa las
conexiones que las aplicaciones casi-conformes tienen con la dindmica holomorta,
la teoria de Teichmiiller y otras areas. En esta tesis no incluimos la teoria de
aplicaciones casi-conformes pero enunciamos lo siguiente que posteriormente
usaremos en el estudio de este trabajo.

Los siguientes resultados fueron investigados en [29] y [32] para funciones racio-
nales, pero se aplica a funciones trascendentes enteras.

Definicién 3.6. Sea X una variedad compleja. Una familia de funciones racionales
X = {fa(2)} es una familia holomorfa sobre X si el mapeo

(A, 2) — fa(z)
es un mapeo holomorfo de X x C,, a C.

Definiciéon 3.7. Un movimiento holomorfo de un conjunto E en U con centro « es
una familia de inyecciones
QZ5)\ EF— (Coo,

para cada A\ € U, tal que ¢, = id y ¢(2) es holomorfa en U para cada fijo z € E.

Teorema 3.11 ([32] A—Lema). Un movimiento holomorfo de E en U tiene una
unica extension a un movimiento holomorfo de E en U, el cual da un mapeo continuo

¢:UxE — Co.

Definicién 3.8. Dada una familia holomorfa xy = {f\(z)} sobre X y o € X. Se dice
que el correspondiente conjunto de Julia J(f,) C C., se mueve holomdrficamente si
existe un movimiento holomorfo

¢a J(fx) — (COO
tal que ¢o (J(f2)) = I(fa) ¥
$a © fx(z) = fao© ¢a(z)

para toda z € J(f.). Asi, ¢, da una conjugacion entre f, y f, en sus respectivos
conjuntos de Julia.
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El conjunto de Julia se mueve holomorficamente en x si se mueve holomorfica-
mente en alguna vecindad U de x € X.

Definicién 3.9. Un punto periodico z de f, de periodo p es persistente indiferente
si existe un mapeo holomorfo w : V. — C, tal que

Rw) =w), [[(FR) v =1,

para alguna vecindad V de a. Se denota por X7 el conjunto de todos los puntos
J—estables en X.

Definicion 3.10. Sea X una variedad compleja y una familia holomorfa x = {fi(2)}
sobre X. f\ es J—estable si existe una vecindad U de A\ en X tal que para cada o € U,
cada punto periodico de f, es atractor, repulsor o persistente indiferente.

Proposicion 3.3 (/32] Caracterizacion de estabilidad). Sean x = {f\(2)} una
familia holomorfa sobre X y o € X. Entonces f, es J—estable si y solo si alguna
de las siquientes condiciones se satisface:

(1) El conjunto de Julia se mueve holomdrficamente en .

(13) El nimero de ciclos atractores y super atractores de fy es constante en una
vecindad de o

(1ii) El periodo mdzimo de cualquier ciclo (super) atractor es localmente acotado
cerca de o.

3.7. Plano de parametros y plano dinAmico de una
familia de funciones

En esta seccion definimos el plano de parametros y el plano dindmico para una
familia de funciones trascendentes enteras.

El plano de pardmetros de una familia f), € £ se define como:
P ={Ae€C : {fl(c)} esacotada},

donde ¢ es un valor critico de f).

El plano dindmico de f\ € £ para un parametro fijo \g € C, se define como:
Dy, ={# € C : {f{ ()} es acotada}.

El plano de pardmetros brinda informacion sobre la localizacion de los parametros
que estan acotados de una familia de funciones. El plano dindmico, para un
parametro fijo \g € C, da informacion de los conjuntos de Fatou y Julia.

A continuacion, se ilustran algunos ejemplos de planos de parametros y planos
dindmicos para algunas familias de funciones trascendentes enteras.
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Ejemplo 3.2. P. Dominguez y G. Sienra en [16], investigaron la dinamica de la
familia de funciones trascendentes enteras de tipo finito fi(z) = Asinz, con A €
C\ {0}. El plano de parametros se muestra en la Figura 3.7.

Figura 3.7: Plano de parametros de fy(z) = Asin z.

Para algunos pardmetros de la Figura 3.7 podemos encontrar componentes atrac-
tora y parabolica. A continuaciéon, se muestran algunos de estas componentes.

» Componente atractora: En [16] se demuestra que para la familia f\, =
Asinz, con 0 < |A] < 1, el conjunto de Fatou consiste de una componen-
te atractora simplemente conexa y completamente invariante. La Figura 3.8
muestra el plano dindmico para A = %

Figura 3.8: Componente atractora con /\:%.
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» Componente parabdlica: Bhattacharyya en [11] estudio el comportamiento
dindamico de la funcién f(z) = sin z, encontrando que el cero es un punto fijo
parabolico. El conjunto de Fatou §( f) tiene dos hojas, las cuales son invariantes
acotadas y donde f" —— 0. Ademés, estas hojas contienen los tnicos dos
valores criticos 1 y —1. Véase Figura 3.9

Figura 3.9: Componente parabolica con A = 1.

Ejemplo 3.3. R. Devaney y M. Krych en [14] estudiaron el comportamiento dinami-
co de la funcion trascendente entera e”. Considerando los puntos fijos y la iteracion
de Ae® con x € R, véase Figura 3.10. Observemos que cuando \ = %, existe un tinico
punto fijo para la funcion Ae” en z = 1.

R

~Y 3=7\€,

1 1
A=g 0< A~
Figura 3.10: Puntos fijos e iteracion de la funcion Ae®, x € R.

La familia \e® tiene las siguientes componentes:

= Componente atractora: Para 0 < A < % se tienen dos puntos fijos: un

atractor p y un repulsor ¢. El plano dinamico se puede observar en la Figura
3.11.
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= Componente paraboélica: Para A = %, el plano dindmico es similar a la

Figura 3.11, solo que hay un punto fijo parabdlico en el conjunto de Julia.

Figura 3.11: Componente atractora con 0 < A < %
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Capitulo 4
Funci6n senoidal elevada al cuadrado

En este capitulo estudiaremos primero la funcién real sin?z y algunas de sus
propiedades. Posteriormente, estudiaremos la funcién compleja sin® z con algunas
de sus propiedades que nos seran de utilidad en los siguientes capitulos.

4.1. Funcién sin?z y algunas propiedades

Observemos que dadas las funciones reales g(x) = sinz y h(z) = 22, la compo-
sicion es:
f(@) = (ho g)(x) = sin’a.
La funcion f(z) = sin?x, con 2 € R es una funcién positiva y su grafica puede
apreciarse en la Figura 4.1.

Figura 4.1: Gréafica de la funciéon f(x) = sin?x, con x € R,

A continuacién, se enuncian algunas propiedades de la funcion sin? z, con = € R.

Proposicioén 4.1. La funcién sin’ x, con © € R es simétrica, es decir, sin®(—xz) =

sin? .

Demostracion. Si x € R, se tiene que: sin?(—x) = (sin(—x))? = (—sinx)? = sin® r.
[l
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Proposicién 4.2. La funcidn sin® z, con x € R es periddica con periodo m, esto es,
sin?(z + «) = sin®x, donde o = km y k € Z.

Demostracion. Sea x € Ry a = km, con k € 7Z, se tiene que:

sin?(z 4+ ) = sin(x + ) - sin(z + a)
= sin(z + k) - sin(x + kn)
= (sinz - cos km + cosx - sinkm) - (sinx - cos km + cos x - sin k)
=sinz-sinx
= sin? z.
Observemos que cos km puede tomar el valor de 1 y —1, dependiendo si k es par o
impar, respectivamente, pero se sigue cumpliendo el argumento anterior. O

Recordemos el siguiente teorema para funciones reales sobre la propiedad del
punto fijo.

Teorema 4.1 (/28]. Teorema del punto fijo para funciones reales derivables). Sean
a, b € R tales que a < b y sea g : [a,b] — R una funcidn continua en [a,b] y
derivable en (a,b) que cumple las siguientes condiciones:

1. Eziste un nimero C' € [0,1) tal que para cualquier x € (a,b) se cumple la
desigualdad |¢'(x)| < C.

2. Para cualquier punto x € [a,b], se tiene que g(x) € |a, b].
Entonces existe un inico punto p € (a,b) tal que g(p) = p.

Utilizaremos el Teorema 4.1 para probar el siguiente resultado.
Proposicion 4.3. La funcidn f(z) = sin®z tiene un punto fijo en [—3,1].

Demostracion. Consideremos a la funcion f(x) = sin®z restringida al intervalo
[ L l}, al ser composicion de funciones continuas y derivables, se sigue que f(x) es

T 202
también continua y derivable en [—l l] y (—%, %), respectivamente, asi podemos

22
aplicar el Teorema 4.1. La derivada de la funcién f es

f'(z) = 2sinz - cosz = sin 2.

Observemos que f’ cumple que |f'(x)| < 1 para cada = € R, véase Figura 4.2.

Asi, como f’ en el intervalo [—%, %} alcanza sus valores maximo y minimo en i%,

podemos calcular el méximo de su valor absoluto:

C= mix |f'(z)| <

e(-44)

1
7 <i§>‘ ~0.8414 < 1.
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;
m /
ER P D 3 B p 5 A I 7o 1 P T &
=
4
I,

Figura 4.2: Gréaficas de las funciones reales fy f.

£:y=2sen(x) cos(x)

Luego, hay que demostrar que f [—

:]) € [-3.%]. Calculando los valores minimo
y maximo de f en el intervalo [—%,

min _f(z)=f(0)=0y mix f(z)=7f (:l:%) ~ 0.2298.

oef-44] oel-44]

f ([_%’%D — [0,0.2298] C [_%é] |

Por lo tanto, f cumple las condiciones del Teorema 4.1 y asi, tiene un tnico punto

fijo en el intervalo [—%, %}, siendo el punto fijo xg = 0. O

Asi,

Analizando la sucesion de iteradas de la funcion f(r) = sin®z, se tiene que
f™(x) > 0 para cada n € N y la sucesion se aproxima a la recta y = 0, cuando
n — 00. Ademas, el modulo del multiplicador del punto fijo o = 0 es:

A=1f'(0)] =12-sin0-cos0| =0,

por tanto, cero es un punto fijo stiper atractor; véase Figura 4.3.

Figura 4.3: Grafica de iteradas de la funcion f(z) = sin?x, con # € R y la recta
identidad.
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Proposicién 4.4. La funcidn sin®x tiene un desarrollo en serie de potencias.

Demostracion. Dada la funcion f(z) = sin® z, vamos aproximar la expresion para
la n—ésima derivada de la funcion:

f(z) =sin’x
fO(x) =2 (sinz cos x)
fA(z) =2 (cos® z — sin® z)
O (x) = —2° (sinz cos x)
fO(z) = —2° (cos® z — sin® z)
f®(x) = 2° (sinz cos x)
fO@z)=2° (cos® z — sin® )
fO(x) = —2° (sinz cos )
f®(z) = —2° (cos® z — sin® z)

Obtenemos que la expresion de la n—ésima derivada de f esta dada por:

(—1)F (2%“) (sinzcos ), sin=2k+1parak=0,1,2,...

F(a) =
(—=1)% (2% (cos®x —sin’z), sin=2k+2parak=0,1,2,...

Por lo anterior, la funcién f(z) = sin?z, tomando N = 1y M = 2, cumple lo
siguiente:

|f™(2)] < NM? = 2",

para cadan > 0y toda x € R. Asi, tomando xg = 0 en la Proposiciéon 1.4, se deduce
que

n

f(z) = sin® Z

Obteniendo que:

0, sin=2k+1parak=0,1,2,...

(—1)" (2%“) , sin=2k+2parak=0,1,2,...
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Por lo tanto,

[
hgE
i}
S
=
S—
K
3

f(z) =sin*z

‘ n!
:i(_l)k (2%“) 2k+2
|
£ (2k + 2)!
2, 23 4 25 6 27 8

4.2. Funcién sin? z y algunas propiedades

En esta seccion estudiaremos propiedades importantes de la funcién de variable
compleja seno elevada al cuadrado.

La funcion f(z) = sin? z, tiene parte real y parte imaginaria para z = 2 +iy € C
con z, y € R, dada por:
sin® z = sin®(z + iy)
= (sinz - coshy + i cos x - sinh y)?
= sin? z - cosh® y — cos® x - sinh® iy + 4 2sinz - coshy - cos x - sinh y

1
2:1c-sinh2y+z'ésilr12yc-sinh2y

= (1 — cos® x) cosh® iy — cos
= cosh? y — cos? & - cosh? y — cos® z - sinh? y + i % sin 2z - sinh 2y
= cosh®y — cos® z(cosh® y + sinh® ) + i % sin 2z - sinh 2y

= (cos.h2 y — cos® x - cosh 2y) +1 <% sin 2z - sinh 2y)

=u(z,y) +iv(z,y).

Observemos que por la representacion de las funciones seno hiperbdlico y coseno
hiperbolico con la funcién exponencial, la parte real e imaginaria de la funcion sin® z
se pueden representar de la siguiente forma:

y —y\ 2 2y —2y ; 2y _ =2y
sin? z = cere’y) cos® x et + lsinor (S ). (4.3)
2 2 2 2

De lo anterior, los ejes real e imaginario son enviados bajo la funcion sin® z al
semi-eje real positivo y negativo, respectivamente, véase Figura 4.4.
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Figura 4.4: Imagen del eje real e imaginario, con ¢ € R, bajo la funcién sin? z.

2

Proposicion 4.5. La funcion f(z) = sin® z no tiene un valor finito asintdtico.

Demostracion. Procederemos por contradiccion, supongamos que w es un valor asin-
totico de sin? z. Asi, por la Definicién 1.16 existe una curva v : [0, 00) — C tal que
7(t) — oo cuando t — oo y sin®(y(¢)) — w cuando t — oco. Sea y(t) = z(t) + iy(t).
Debido a que |sin® z| — oo cuando [Im z| — oo se sigue que |y(¢)| < M para alguna
constante M > 0, lo que implica que z(t) — oo. Observemos que por la Ecuacién

4.3
y(t) 4 o=yt 2 2y(t) 4 —2y(t)
sin?(y(t)) = (%) — cos® x(t) (%)

; 2y(t) _ o—2y(t)
+%sin 21 (t) (%) .

Como z(t) — oo , existe una sucesion t; — oo tal que z(ty) = km. Realizando
calculos y simplificaciones se obtiene:

' V) 4 eyt N\ 2/ e2u(te) 4 o2yt
e - (L) (2 )

ev(te) _ o=y(ti)\ 2
()

= —sinh® y(ty),

asi Re w = Re limy, o sin?(y(t;)) < 0. Por otro lado, existe una sucesion ¢ — 00

(2k'—1)

tal que x(t) = “==—=, realizando célculos se obtiene:

. ey(tk/) + efy(tk/)
sin?(y(t)) = (

2
5 ) = cosh? y(t),

asi Rew = Re limy,, sin?(y(ty)) > 1. Lo cual es una contradiccion, por tanto la
funcion f(z) = sin® z no tiene un valor finito asintético. O

Como consecuencia de la Proposicion 4.5, restard comprobar que las fami-
lias de funciones, F\(z) y Ga(z), tienen una cantidad finita de valores criticos,
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para que asi, pertenezcan a la clase de funciones trascendentes enteras de tipo finito.

A continuacién, enunciaremos algunas propiedades para la funcién sin z y cos z.
Proposicion 4.6. Para toda z =x + iy € C, con x, y € R, se cumple que
|sinhy| < |sinz|, |cos z| < |coshyl.
Demostracion. Sea z =x + iy € C, con x, y € R. Primero, para la funcion sin z.

|sin z|? = | sin(x +iy)|* = |sinx - cos(iy) + cos x - sin(iy)|?
= sinz - cosh? y + cos? z - sinh? y

= sin’x (1 + sinh? y) + cos? z - sinh? y
= sin? z + sin® z - sinh? y 4 cos® = - sinh? y

= sin?z + sinh?y (sin2 T + cos? x)

= sin® z 4 sinh?y.
De aqui, obtenemos que sinh?y < sin? z + sinh?y = | sin 2|2, por lo que se sigue la
primera desigualdad:

|sinh y| < |sin z|.
Luego,
| sin z|* = sin? z + sinh?y
= sin?x + cosh?y — 1
= cosh®y — (1 — sin? x)
= cosh?y — cos? .
Asi, |sin z|? = cosh? y — cos® x < cosh?y, por lo que se obtiene la otra desigualdad:
|sin z| < |coshy].

De manera analoga se realiza el argumento para probar las desigualdades de la
funcion cos z. O

Proposiciéon 4.7. Para cada z =x +iy € C, con x, y € R, se cumple que:
2sin z - cos z = sin 2z.

Demostracion. Sea z = x+iy € C, con z, y € R. Primero, desarrollando la expresion
2sin z - cos z, obtenemos:

2sinz - cosz = 2sin(z +1y) - cos (z +1y)
= 2 (sinx - cos(iy) + cosx - sin(iy)) (cos x - cos(iy) — sinx - sin(iy))
= 2(sinx - coshy + icosx - sinhy) (cosx - coshy — i sinx - sinh y)

=2 (sin X - CoST (cosh2 y + sinh? y) +i¢sinhy - coshy (cos2 x — sin? x)) .
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Por otro lado, desarrollando la expresion sin 2z, obtenemos:

sin2z = sin(z + z)
= sin (2z + i 2y)
= sin 2z - cos(i 2y) + cos 2z - sin(i 2y)
= sin 2z - cosh 2y + i cos 2x - sinh 2y

=2 (sin X - CoSx (cosh2 y + sinh? y) + ¢sinh y - coshy (COS2 x — sin? a:)) .

Asi, ambas expresiones tienen el mismo desarrollo, por lo tanto se sigue la igualdad.
O
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Capitulo 5

La familia F)(z) = Asin?z, A € C\ {0}

En este capitulo se estudia la dindmica de la familia de funciones trascendentes
enteras de tipo finito F)(z) = Asin” z. Investigaremos y analizaremos el plano de
parametros y algunos planos dinamicos (conjuntos de Fatou y Julia) y también
enunciaremos algunas conjeturas. Los planos de parametros y planos dinamicos fue-
ron realizados con apoyo de Renato Leriche de la Facultad de Ciencias de la UNAM.

Tomemos las siguientes funciones:
f)=sinz vy ga(2) = A2,
con A € C\ {0}, la composicion de f y g es la siguiente familia de funciones:
F\(2) = Asin® 2 = (gy o f)(2).

A continuacion, encontraremos los puntos fijos, los puntos criticos y los valores
criticos de la familia F).

A. Puntos fijos

De acuerdo a la Definicion 3.2, dado A € C, un punto fijo para F) es zg € C si
y solo si

Fy(z) =20 <= sin? 2 = 2
<— 2z =0.

Asi, un punto fijo de F) es zg = 0.

Graficando algunas funciones de variable real para diferentes valores del paré-
metro A € R, véase las Figuras 5.1 y 5.2, se tiene lo siguiente.

Proposiciéon 5.1. Sea Fy(z). Para A € R, si 0 < |\ < 1.38, la funcion tiene
a cero como unico punto fijo real, véase Figura 5.1.

Antes de realizar la demostracion de la Proposicion, recordemos lo siguiente.

45



La familia F)(z) = Asin®z, A € C\ {0}

® ry-x
® g:y=13sen’(x)
® h:y=sen’(x)

= 2
0 piy= gy seni(s)
® q:y=05sen’(x)

®r:y= lﬁ sen’(x)

Figura 5.1: Puntos fijos reales para distintos A € R, con 0 < |A\| < 1.38.

Definicién 5.1. Sea (X,d) un espacio métrico. Una funcion f : D — D
continuamente diferenciable en un subconjunto cerrado D C X es contractiva
en D si existe una constante positiva K < 1 tal que

d(f'(z), f'(y)) < K,
para cada x, y € D.

Teorema 5.1 (Punto fijo de Banach). Si (X, d) es un espacio métrico completo
y f: X — X es una funcion contractiva en X, entonces f tiene un unico
punto fijo x € X.

Demostracion. (Proposicion 5.1) Sea U una vecindad pequena alrededor del
cero, la derivada de la funcion F) es

F\(z) = Asin z - cos 2 = Asin 22.

Para valores de z cercanos a cero, se tiene que sin 2z & 2z, esto por su desarrollo
en serie de potencias. Por tanto, en Uy se sigue que |F}(z)| — 0 cuando z — 0.
Asi, F actia como una contraccion en Uy, y por el Teorema 5.1, z = 0 es el
unico punto fijo en U,. O

Conjetura 2. Sea F\(z). Para A € R, si |\| > 1.38, la funcion aumenta sus
puntos fijos reales, véase Figura 5.2.

Con la teoria de aproximacion se puede analizar la Conjetura 2 para puntos
fijos distintos de cero.

B. Puntos criticos

De acuerdo a la Definiciéon 1.15, un punto critico para F\ es un cero de la
derivada de la funcion, asi tenemos:

(F\)(2) =2Asinz - cosz = 0.

Obtenemos dos tipos de puntos criticos:
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<< o< o<

~ a2 = = om o=

Figura 5.2: Puntos fijos reales para distintos A € R, con |A| > 1.38.

(a) z:@,conkez.

(a) z=km, con k € Z.

C. Valores criticos

Los valores criticos para la funciéon F) son los puntos criticos, dados por (a) y
(b) de B, valuados en F)(z). Asi, tenemos dos casos:

(i) Siz="22U" con k € Z, entonces

L ((% - 1)7T> - ((% - 1)7r>

= \(£1)?
=\

(74) Si z = km, con k € Z, entonces

Fy\(km) = Asin?(km) = 0.
Para cualquiera de los dos casos, (i) y (i), y como sin®z no tiene valores
asintoticos, se tiene que la familia F) tiene una cantidad finita de valores
criticos, ademas F), es trascendente entera, por tanto Fy € €N S.

5.1. Dinamica de la familia F)

El plano de parametros para la familia F)\ tomando el punto critico 7, véase
Figura 5.3, es el siguiente:

Pr, = {)\ eC: {F/{1 <g>} es acotada} .
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La familia F)(z) = Asin®z, A € C\ {0}
5.1 Dinamica de la familia F)

=14

-2 4

-3 4

4

—; o 9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Figura 5.3: Plano de parametros de F).

Un acercamiento a la region central del plano de parametros Pr,, es la Figura
5.4.

1.50
1.25 4
1.00 A
0.75 -
0.50
0.25
0.00 -
-0.25
-0.50
-0.75
-1.00

-1.25 A

-1.50

T T T T T T T T T T T T T
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00 2.25 2.50 2.75 3.00

Figura 5.4: Region central del plano de pardmetros de F).

Teorema 5.2. Si A cumple una de las siquientes condiciones:
(i) AeR con 0 < |A| < 1.3.
(i1) A€ C con 0 < A <0.75.
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La familia Fy(z) = Asin®z, A € C\ {0}
5.1 Dinamica de la familia F)

Entonces el conjunto de Fatou §(F)\) tiene una componente atractora simplemente
conexa y completamente invariante.

Demostracion. Observe que para A en cualquiera de los casos (i) y (i7), el cero es
un punto fijo siper atractor, porque

|F5(0)] = |2Asin0 - cos 0] = 0.

Entonces existe U cuenca de atraccion de §(F)) que contiene a zy = 0 punto fijo
stiper atractor. Primero, probaremos que U es simplemente conexa, dividiéndolo en
los casos (i) y (7).

(i) Para A € R tal que 0 < |A| < 1.3, la cuenca de atracciéon U que contiene a
cero debe contener el valor critico A que bajo iteracion debe converger a cero.
Vamos a probar que F}'(A\) — 0 para 0 < |A] < 1.3.

Sea A € R tal que 0 < |A\| < 1.3 y denotemos a, = F{(\). Sea I} = [0,\] =
[x1, 2] y tomemos a; € I3, asi tenemos que:

as = Asin? a;.
Debido a que Asin® |, o es una funcién creciente y se tiene que
as € [Fr(0), F\(\)] = [Fa(z1), Fax(2})] = [Asin? 2y, Asin? 2] = |19, 7)) = L.
Repitiendo este procedimiento para as, ay, ..., obtenemos que
ay, € I, = [z, 2]

donde

T, = Asin’x,, y ), =Asin®2/_ .

Observe que Asin?z < x para x € (0,1.3), véase Figura 5.5.

® q:y=105 sen’(x)

® r:y=0.3 sen’(x)
® A=(13,0

o

. /\ /

05 - N > —
05 1 '15 2 2i5 3 35 4 45

Figura 5.5: Asin?z < z para x € (0, 1.3).
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La familia F)(z) = Asin®z, A € C\ {0}
5.1 Dinamica de la familia F)

Observe que z,, = 0 para cada n € N. Por otro lado, la sucesion de z/, es
decreciente y tiene una cota inferior, asi que z/, converge a un limite, digamos
L, es decir,
7 /
S, = L.

Mas atin, Asin? z es una funciéon continua en (0, 1.3), asi se tiene que Asin® L =
L, lo que significa que L es un punto fijo de F), pero cero es el tinico punto
fijo para 0 < |A| < 1.3, por tanto L = 0. El argumento anterior prueba que
lim,, .o a, = 0. Asi, el valor critico A estd en la cuenca de atraccion U para
A € (0,1.3), por lo que no hay otro ciclo atractor y U es una componente
simplemente conexa.

Ahora, tomando la rama F, '(0) = 0 y continuando analiticamente dentro
de U para llegar a la rama de F} '(z) para cualquier z en U. Como F(F))
es completamente invariante, se sigue que cada F/\’l(z) € U, es decir, U es
completamente invariante y, por el Teorema 3.10 tenemos que U = F(F)).

(77) Para el caso complejo, observemos que por el punto anterior el niimero de ciclos
atractores de I\ es uno y por la Proposicion 3.3 el conjunto de Julia se mueve
holomérficamente para A € R con 0 < |A| < 0.75, en particular podemos tomar
Ao = %, por la Proposicion 3.3 existe un mapeo casi-conforme ¢, : J,, — C
tal que

O(Jng) =3I ¥ ProF)(2) = Froda(2)
para cada z € J),. Asi, ¢, da una conjugacion entre I, y F\ en sus respectivos
conjuntos de Julia. El movimiento holomorfo ¢, es tnico, si existe, por la
densidad de ciclos perioddicos en J,,. Por el Teorema 3.11, ¢, se extiende a
una vecindad de Ag. Asi, para A € C con 0 < |\g| < 0.75, el conjunto de
Fatou §(F\) contiene una componente simplemente conexa y completamente
invariante.

Asi, la componente simplemente conexa y completamente invariante existe y es
tnica, tanto para A real como compleja con las condiciones (7) y (i7), ya que tomando
U, C U y por la invarianza de §, se tiene que U; C Fy '(Uy). ]

Se presentan los siguientes ejemplos del Teorema 5.2.

Ejemplo 5.1. Para A = 0.75i, por el Teorema 5.2 se tiene que F) tiene una com-
ponente atractora simplemente conexa y completamente invariante, véase Figura
5.6.

Ejemplo 5.2. Para A = 1, por el Teorema 5.2 tenemos que F) tiene una componente
atractora simplemente conexa y completamente invariante, véase Figura 5.7.

A continuacién, se enuncian algunas conjeturas relacionadas con la familia F)(z).

Conjetura 3. Existe A € C tal que en el conjunto de Fatou §(F)) coexisten dos
componentes periédicas acotadas.
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La familia Fy(z) = Asin®z, A € C\ {0}
5.1 Dinamica de la familia F)

Figura 5.7: Plano dindmico de F) con A = 1.

Un ejemplo de la Conjetura 3 serfa el siguiente.

Ejemplo 5.3. Si A = 1.280051, entonces 1.16 es punto parabdlico y cero es punto
atractor de F). Asi, el conjunto de Fatou F(F)) tiene una componente parabolica y
una componente atractora acotadas, véase Figura 5.8.

En el plano dindmico de F) con A\ = 1.280051, la Figura 5.9 muestra las 6rbitas para
los puntos z; = 0.9 (verde), zo = § + 0.54 (rojo), 23 = —1.75 — 0.54 (naranja) y
2y = —3+0.51¢ (cian). Donde z; y z3 convergen al atractor cero y, zo y 24 convergen
al parabolico, el cual es muy cercano a 1.16.

Conjetura 4. Las familias de funciones fy(z) = Asinz y F)(z) = Asin®z son
casi-conformes conjugadas para algin A € C, donde 0 < |A| < 0.75.
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Asin? 2z, A € C\ {0}
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Capitulo 6

La familia G (z) =sin?z+ X, A € C

En este capitulo se estudia la dindmica de la familia de funciones trascendentes
enteras de tipo finito G\(2) = sin® z + \. Investigaremos y analizaremos el plano
de parametros y algunos planos dinamicos (conjuntos de Fatou y Julia) y también
enunciaremos algunas conjeturas. Los planos de parametros y planos dinamicos fue-
ron realizados con apoyo de Renato Leriche de la Facultad de Ciencias de la UNAM.

Tomemos las siguientes funciones:
f(z)=sinz v g\2) =22+,
con A € C, entonces podemos hacer la composicion de f y g\ para obtener la familia
Gi(z) =sin®z + X = (g o f)(2).

A continuacién, encontraremos puntos fijos, puntos criticos y valores criticos para
la familia G.

A. Puntos fijos

De acuerdo a la Definicion 3.2, dado A € C, un punto fijo para G es zg € C
si y solo si
Ga(20) = 20 <= sin®z + \ = 2.

Graficando algunas funciones de variable real para diferentes valores del para-
metro A € R la familia tiene un solo punto fijo real, véase Figura 6.1.

Observacion 6.1. Para toda A\ € C, los puntos fijos, digamos p, de la familia G,

cumplen:
A =p —sin®p. (6.1)

Tomando el multiplicador de GG en el punto fijo p, se tiene:
|G\(p)| = [2sinp - cosp| = | sin 2p),
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La familia G)(2) =sin’ 2+ A\, A€ C

® fy=x
® gy =sen’(x)
® t:y=sen’(x)+ ";

° .:y:se..i(xu";z
3w—-2
° ﬁ:y:mz(x)JrTT

® g1y =sen(x)+ =
-2 R

® s:y=sen’(x)+ 7
a
\—/\—/\

Figura 6.1: Puntos fijos reales de GG, con distintos valores de A € R.

y por la Proposicion 4.6, si p = x, + i y,, con z,, y, € R, entonces
| sinh 2y,| < |sin2p| < |cosh2y,|.

Asi, para p € R, se tiene que 0 < |G\ (p)| < 1, esto es, p puede ser un punto fijo
siper atractor, atractor o indiferente.

Por la Observacion 6.1 se deduce el siguiente resultado.

Proposicion 6.1. Sip € R es punto fijo de G, entonces se cumple solo una de las
stquientes condiciones:

1 p=-"= Z o km, con k € Z, es punto fijo siper atractor, véase Figura 6.2(a).

2. p= (kal)ﬂ, con k € Z, es punto fijo indiferente, véase Figura 6.2(b).

3. En cualquier otro caso, p es punto fijo atractor.

(a) Puntos fijos stiper atractores. (b) Puntos fijos indiferentes.

Figura 6.2: Puntos fijos para distintos valores de A € R.
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La familia G(z) =sinz+ A\, A€ C

Figura 6.3: Grafica de la funcion real sin 2.

Demostracion. Sea p € R punto fijo de G. Notemos que G\ (z) = 2sinx - cosx =
sin 2, por la Proposiciéon 4.7, donde se cumple que

—1 <sin2x <1,

para cada x € R, véase Figura 6.3.
Asi, tenemos lo siguiente:

o ) 2k—1
1. La funcion tiene sus raices en z = k7, %

63 m1 = |63 (#57) | =0

, con k € 7, es decir,

(2k—1)

por lo que z = k7, *—;

, con k € Z, son puntos fijos stper atractores.

. (o .. 2k—1
2. La funcién alcanza sus valores maximos y minimos en x = ( 1 )”,

es decir,
, 2k — 1w
B —————— e ]_
G)\ ( 4 )
(2k

—11)”, con k € Z, son puntos fijos indiferentes.

con k € Z,

por lo que x =

3. En cualquier otro punto distinto de los anteriores, se tiene que 0 < |G} (p)| < 1,
asi, p es punto fijo atractor.

]

Observacion 6.2. Para A € R, por la Proposiciéon 6.1 y la Ecuaciéon 6.1 se sigue
que:

k—1)m
2

1. Si )= M o km, con k € Z, entonces p = &
es punto fijo super atractor.

o km, respectivamente,

(2k—1)7
4

2. Si A= ZE=Dm=2 o) k€ Z, entonces p =

1 es punto fijo indiferente.
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La familia G)(2) =sin’ 2+ A\, A€ C

Figura 6.4: Grafica de A = p — sin® p, para p € R.

3. En cualquier otro caso para A, el punto fijo esta en el caso & de la Proposicion
6.1. Véase Figura 6.4.

B. Puntos criticos

De acuerdo a la Definiciéon 1.15, los puntos criticos de G son los ceros de la
derivada de G,(z), esto es,

(G))(z) =2sinz - cosz = 0,
Asi, obtenemos dos tipos de puntos criticos:

(a) z=km, con k € Z.

(b) z:@,conkez

C. Valores criticos
Los valores criticos para la familia son los puntos criticos, dados por (a) y (b)
de B, valuados en G,(z). Asi, tenemos dos casos:

(1) Si z = km, con k € Z, entonces

Gy(km) = sin®(k7) + A = \.

(ii) Siz=E=U" con k € Z, entonces

2 - ((2k;1)7r) o ((%gm) oy

= (£1)>+ A
=1+
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La familia G(z) =sinz+ A\, A€ C
6.1 Dinamica de la familia G

En cualquiera de los casos, (i) y (i), y como sin® z no tiene valores asintéticos,
se tiene que la familia GG, tiene una cantidad finita de valores criticos, ademas
G es trascendente entera, por tanto G, € £EN S.

6.1. Dinamica de la familia G,

Para el estudio de la dindmica de la familia de funciones G, se grafica el plano
de parametros para el punto critico cero, es el siguiente:

Pe, ={\ : {G}(0)} es acotada}

La Figura 6.5 muestra el plano de parametros Pg, .

3.0 1
2.5
2.0
1.5 1
1.0
0.5 -
0.0
-0.5 1
-1.0 1
-1.5
-2.0

-2.5 1

-3.0 1

6.0 -55-5.0-45-40-35-3.0 25 -20-15-1.0-05 00 05 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60
Figura 6.5: Plano de parametros de G.

Un acercamiento a la region central del plano de parametros de GG se muestra
en la Figura 6.6.

000.102030405060708091.01.112131.41516171.8192021222324252627282930

Figura 6.6: Region central del plano de parametros de G).
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La familia G(z) =sin?z+ A\, A€ C
6.1 Dinamica de la familia G

Observacién 6.3. Cuando A = 0, notemos que Go(z) = sin? z coincide con F;(z) =
sin® z. Asi, del Teorema 5.2 se sigue que para A = 0, G tiene una componente
atractora simplemente conexa y completamente invariante, véase Figura 6.7.

Figura 6.7: Plano dindmico de GG, con A = 0.

Notemos que el plano de pardmetros de G sugiere un comportamiento periédico
para el valor de los pardmetros. De la Observacion 6.2 se deduce que los parametros
reales de (G, tienen periodo 7 y los intervalos son de la forma:

2k —1)r—2 (2k+3)7—2
4 ’ 4 ’

conk=0,1,2,...,

donde los extremos del intervalo corresponden con valores de A que tienen asociados
puntos fijos indiferentes.

Tomando la region del plano de parametros delimitada por los puntos extremos

A= (_31_2, 0) y B = (”7_2, 0), véase Figura 6.8. De la Observacion 6.2, los valores

reales de A y sus puntos fijos asociados se distribuyen de izquierda a derecha de la
siguiente forma:

3
o

)\ = _31_2, con punto fijo indiferente —

A€ (_31_2, _7"2_2), con sus respectivos puntos fijos atractores.

_ —m=2 3 d ™
» A\ = =5, con punto fijo stiper atractor —37.

A€ (_”2_2, _71_2), con sus respectivos puntos fijos atractores.

A= _71_2, con punto fijo indiferente —

™

4

A€ (_721_2, 0), con sus respectivos puntos fijos atractores.
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La familia G(z) =sinz+ A\, A€ C
6.1 Dinamica de la familia G

= )\ =0, con punto fijo stiper atractor cero.

= )\ € (0, “7_2), con sus respectivos puntos fijos atractores.

0.5

0.0

-0.5 1

-1.0 1

-1.5

-2.0

-2.5

-3.0

—E;.O —5I.5 —5I.0 —4I.5 —4I.0 —3:.5 —3I.0 —2I.5 —2I.0 —1I.5 —1l.0 —(;.5 0{0 015
Figura 6.8: Extremos de una regién del plano de parametros de G,.

Asi, delimitando una region del plano de parametros en donde los valores reales
de )\ tienen puntos fijos (stper) atractores asociados, surge la siguiente conjetura.
. . . (m—l—l)z 2 .
Conjetura 5. Sidez=x+1yc C: (ﬂ—§2 + # < 1 ¢, entonces el conjunto
I 1
de Fatou §(G,) tiene una componente atractora simplemente conexa y completa-
mente invariante.

El conjunto

A=<z +1y :

(e +5)° o
CHRE

. . . 1 « . o .
corresponde al interior de la elipse con centro —; y con semieje mayor 7 y semieje

menor ;11, que se encuentra inmersa en una de las regiones del plano de parametros

de G, véase Figura 6.9.
Un ejemplo de la Conjetura 5, es el siguiente.

s <1¢,

Ejemplo 6.1. Para A = 0.1, de la Conjetura 5 se tendria que GG, tiene una com-
ponente atractora simplemente conexa y completamente invariante, véase Figura
6.10.

Conjetura 6. Si A = FT_Q ~ (.285, entonces p = 7 es punto fijo parabélico de G y
el conjunto de Fatou §(G)) tiene una componente parabolica, véase Figura 6.11.
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Capitulo 7
Conclusiones y trabajo a futuro

En este capitulo se enuncian las conclusiones de la tesis y el trabajo a futuro a
realizar.

A. Conclusiones

A lo largo del presente trabajo se revisaron y estudiaron las principales defini-
ciones y resultados dentro de la clase de funciones trascendentes enteras de tipo
finito. Se investig6 la dinamica de dos familias de funciones correspondientes a una
homotecia y una traslacion compleja de la funcién sin? z, esto es:

Fy(z) = Asin?z, con A€ C\ {0} 'y Gi(z) =sin®*z+ ), con ) € C.

Por los Teoremas 3.5, 3.7 y 3.9, las funciones trascendentes enteras de tipo finito
tienen componentes de Fatou, que solamente pueden ser: atractoras, parabolicas y
discos de Siegel.

En el estudio de este trabajo nos enfocamos en obtener las condiciones sobre
el pardmetro A para obtener componentes atractoras del conjunto de Fatou de las
familias de funciones antes mencionadas.

Un resultado importante fue la Proposicion 4.5, la cual nos asegura que la funcion
sin? z no tiene valores finitos asintéticos, en consecuencia, las familias de funciones
F\ y G, también satisfacen ese resultado. En los Capitulos 5 y 6 se comprobd que
las familias de funciones F y G tienen una cantidad finita de valores criticos, por
lo que pertenecen a la clase de funciones trascendentes enteras de tipo finito.

Familia F)(z) = Asin®z, A € C\ {0}

Se demostro la Proposicion 5.1, que enuncia: para A € R con 0 < |\ < 1.38,
la familia tiene a cero como tnico punto fijo real. Eso dio pie para demostrar el

61



Conclusiones y trabajo a futuro

Teorema 5.2 como principal resultado del Capitulo 5, el cual muestra la condicion
sobre el pardmetro A\ para la existencia de la componente atractora del conjunto de
Fatou §(F\) que resulta ser simplemente conexa y completamente invariante.

Familia G)(z) =sin’z + )\, A € C

Se demostrd la Proposicion 6.1 que muestra que la familia de funciones G, tiene
una cantidad infinita de puntos fijos reales, obteniendo la forma de estos puntos y
su clasificacion en stper atractores, atractores e indiferentes. Ademas, al relacionar
la forma de los puntos fijos con la Ecuacion 6.1, se dedujo la condicién sobre el
parametro A\ para las posibles componentes atractora y parabélica. De igual forma se
destacd que Go(2) y Fi(z) coinciden, por lo que para A = 0 se tiene una componente
atractora simplemente conexa y completamente invariante, como consecuencia del
Teorema 5.2.

B. Trabajo a futuro

En la investigacion surgieron conjeturas sobre cada una de las familias, F) y G,
estudiadas. Para la familia F) la Conjetura 4 enuncia la posible existencia de una
aplicacion conforme ¢ tal que

(9o Fy) = (fro@)(2),

donde fy(z) = Asin z.

Para la componente atractora de la familia G, se enuncia la Conjetura 5, que
delimita el interior de una elipse inmersa en una regiéon del plano de parametros.
Debemos encontrar condiciones sobre el parametro A para la existencia de dicha
componente. Observe que los planos dindmicos muestran ese comportamiento, véase
Figura 6.10.

Para la componente parabolica, se enuncian las Conjeturas 3 y 6, para cada
una de las familias de funciones F\ y G, respectivamente. Los planos dinamicos
muestran los comportamientos enunciados en las conjeturas, véase Figuras 5.8 y 6.11.

Las condiciones sobre el parametro para obtener discos de Siegel en cada una
de las familias de funciones, F\ y G, es un problema que no se estudi6 en la tesis.

Por otro lado, S. Morosawa en |31], investigé la cirugia casi-conforme que es
una aplicacién en la dindmica holomorfa. En un trabajo a futuro se estudiara la
técnica de la cirugia casi-conforme para aplicarlo a la dindmica de diferentes clases
de funciones.
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Conclusiones y trabajo a futuro

Finalmente, el conjunto residual del conjunto de Julia es un subconjunto del con-
junto de Julia cuyos puntos no se intersectan en la frontera de ninguna componente
del conjunto de Fatou. Basandonos en el articulo [31], en el trabajo a futuro, espe-
ramos encontrar las condiciones sobre el pardmetro A y la curva que se encuentre
contenida en el conjunto residual del conjunto de Julia para alguna de las familias
de funciones F\ o (G, las cuales son trascendentes enteras de tipo finito.
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