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Resumen

El incremento acelerado en el uso de teléfonos méviles desde la decada de los 90’s hasta la
fecha, ha causado cierta inquietud en algunas personas, llevando a que se pregunten si este tipo
de tecnologia pudiese llegar a causar algin efecto que pueda resultar perjudicial para la salud
publica. Al respecto se han llevado a cabo estudios y revisiones, sin embargo, estas no han sido
concluyentes para determinar si, en efecto, existe algin riesgo al usar estos aparatos. En concreto,
todas estas investigaciones han estado enfocadas en verificar si existe algin tipo de relacién entre
la radiofrecuencia de estos teléfonos y la formacién de tumores cerebrales como consecuencia de su
uso constante.

En este trabajo, se buscé analizar, por medio de la mecédnica cudntica, si los campos
eléctricos asociados a la radiofrecuencia de los teléfonos moviles son suficientes para alterar
significativamente la molécula del agua, la cual se encuentra presente en la mayor parte de
nuestro cuerpo. Para realizar el analisis se utilizé como herramienta la teoria de perturbaciones,
de modo que se consideré al campo eléctrico emitido por los teléfonos como una perturbacién
a la cual se expone el sistema principal, la molécula del agua. Los resultados de este anilisis,
hecho tanto para las energias con degeneracion como para las que no la tuviesen, sugieren que la
magnitud de los campos eléctricos asociados a la radiofrecuencia de los teléfonos méviles no altera
significativamente los eigenvalores ni los eigenestados de la molécula del agua y, por lo tanto, no
son capaces de causar algun efecto sobre la salud.

Palabras clave: Teoria de perturbaciones, campo eléctrico, molécula de agua, mecanica cuanti-
ca.
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Capitulo 1

Introduccion

El estudio de los campos electromgnéticos ha sido de gran importancia para la fisica desde
el siglo XIX, donde las investigaciones referentes a la teorfa electromagnética se intensificaron,
desde la invension de la bateria, por Alessandro Volta, hasta la unificacién de las investigaciones
experimentales hechas al respecto realizada por James Clerk Maxwell en 1864 (y su posterior
confirmacién experimental al cargo de Heinrich Hertz en 1887) [1]. Dicha unificacién consistié
en tomar los resultados obtenidos en cuanto al estudio de los campos eléctricos y magnéticos
para mostrar que estos conformaban un mismo fenémeno: el electromagnetismo [2]. Un campo
electromagnético, entonces, puede entenderse como el resultado de la interaccion mutua entre
campos eléctricos y campos magnéticos. Este cuenta con su propia existencia en el espacio de
manera independiente a las cargas o corrientes con las cuales pudiese estar relacionado [3]. Por
si solo, el término “campo” se utiliza para describir una distribucién de fuerza que atraviesa una
regién del espacio. De esta forma, el campo eléctrico corresponderia a la fuerza por unidad de carga
eléctrica, y el campo magnético a la fuerza ejercida sobre un dipolo magnético [1].

Como consecuencia de la relevancia que obtuvo el estudio de los campos electromagnéticos, des-
de el siglo XX hasta nuestros dias hemos presenciado un intenso aumento de aparatos tecnoldgicos
que exigen una gran demanda de energia eléctrica, asi como los distintos cambios en nuestro estilo
de vida para poder adaptar estos aparatos a nuestra vida cotidiana. Contemplando esto, es mas que
evidente que las fuentes artificiales que emiten campos electromagnéticos y, en consecuencia, nues-
tra exposicién a estos también ha ido en aumento [4]. Actualmente, estamos totalmente rodeados
de aparatos tales como televisores, radios, médems de internet inaldmbrico, hornos de microondas,
sensores, teléfonos celulares, audifonos inalambricos, la senal bluetooth, la misma corriente eléctri-
ca y un largo etcétera; podemos encontrar emisores de campos electromagnéticos a casi cualquier
lado que miremos.

De todos los aparatos mencionados anteriormente, existe uno cuyo uso se ha ido extendiendo en
la sociedad desde la mitad de la década de los anos 80’s hasta la actualidad; los teléfonos méviles
(y, més recientemente, los teléfonos celulares o inteligentes) [5]. Es claro que, en la actualidad, los
teléfonos méviles forman parte de nuestro sistema moderno de telecomunicaciones haciendo que el
nimero de usuarios aumente a nivel mundial en los tltimos anos, en especial, desde el surgimiento
de los teléfonos inteligentes. Ante este hecho, la OMS ha declarado que “es importante investigar,
comprender y seguir de cerca las repercusiones que podrian tener en la salud publica” [6].

Dada la demanda de la necesidad de saber si estos aparatos y los campos electromagnéticos
asociados con los mismos representan realmente un riesgo para la salud o no, se han llevado a
cabo diversos estudios al respecto. Por una parte, se han hecho revisiones para poder conocer las
consecuencias a la exposicién de los campos electromagnéticos de la radiofrecuencia |5], es decir,
aquellos campos asociados con las senales telefénicas. Asimismo, respecto a este mismo tema, se
han llevado a cabo experimentos en ratas y ratones para conocer estos mismos efectos [7, 8], los
cuales afirman que existe un calentamiento de los tejidos de los animales en cuestion e, incluso, se
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pudieron observar algunas lesiones renales.

Ahora, al hacer un enfoque especifico en el estudio del potencial riesgo que pudiese tener el uso
del teléfono celular, es posible encontrar trbajos interesantes al respecto. Por ejemplo, en el 2010 la
Agencia Internacional de la Investigacién del Céncer (IARC, por sus siglas en inglés) llevé a cabo
el estudio INTERPHONE, siendo este el “estudio mas grande de casos y controles de teléfonos
moéviles y tumores cerebrales conducido a la fecha que incluye el mayor niimero de usuarios con al
menos 10 afios de exposicién y la mayor cantidad de horas de uso que cualquier otro estudio” [5].
Dicho estudio concluyé que la evidencia no era determinante para afirmar la asociacién entre los
campos electromagnéticos de la radiofrecuencia (RF) bajo la cual funcionan los teléfonos mdéviles
y los tumores cerebrales. Por otra parte, también se ha estudiado si es que existe alguna relacién
entre el uso de esta tecnologia y el aumento en el nimero de casos del cancer de tiroides, tanto a
nivel local [9] como internacional [10]. No obstante, no ha sido posible afirmar que, efectivamente,
estos dos fenémenos guarden entre ellos una relacién causal. Con base a los estudios que se conocen
en el tema, es posible afirmar que en lo ultimos anos este ha sido un tema de profundo interés
para conocer qué tan riesgoso podria ser un aparato cuya presencia se ha vuelto de muchisima
importancia en nuestros dias.

Un problema que pudo notarse en todos los estudios anteriores (al menos en los que fueron
hechos en humanos), es que los errores (estadisticamente hablando) los limitaban para poder afir-
mar que el diagnéstico de los pacientes era, en efecto, una consecuencia del uso prolongado del
teléfono movil. Entonces, jcomo es posible estudiar los efectos de esta radiacién en el humano de
una manera mas directa sin tener que recurrir a realizar entrevistas a los pacientes para evitar
estos sesgos? Pues bien, se sabe que las células del cuerpo humano estdn compuestas por distintos
elementos, se sabe que el 80 % del organismo es agua [11]. Teniendo esto en cuenta, el estudio de
los efectos de la radiacién en el cuerpo humano se puede simplificar al estudio de la interaccién
entre la radiacién y la molécula del agua. Si la radiacion es lo suficientemente energética como
para poder ionizar la molécula del agua, entonces es posible hablar que esta acaba de pasar por
un proceso conocido como radidlisis. A su vez, la radidlisis del agua es de particular interés en
este trabajo ya que es posible, gracias a su entendimiento, detectar el dano a nivel genémico en un
orgnanismo expuesto a la radiacién [11].

Si se da la radidlisis del agua, entonces, como se coment6 antes, la molécula queda ionizada, lo
cual implica que se ha formado un radical libre. Por definicién, un radical libre es “una molécula
que contiene, al menos, un electrén desapareado”|12]. La presencia excesiva de radicales libres
en el cuerpo humano estd asociada con distintas efermedades créonico-degenerativas como lo son
la diabetes, diversas patologias cardiovasculares y, por supuesto, cdncer [13]. Esta tltima es de
interés para este trabajo, ya que, en concreto, se plantea indagar si es posible que los campos
electromagnéticos emitidos por los teléfonos celulares sean capaces de aumentar la cantidad de
radicales libres en el cuerpo humano por medio de la radidlisis del agua y, como consecuencia, de
favorecer el aumento en la probabilidad de padecer algin tipo de cancer. Conocer cémo cambia
la molécula del agua bajo la accién de estos campos podria dar indicios de aquello que se esta
buscando.

Al tratarse este asunto de salud publica en términos de de la interaccion de la radiacién con la
materia, es posible estudiarlo desde el punto de vista de la fisica, en particular, desde la mecéanica
cuantica. Ahora bien, dado que no todos los problemas en mecédnica cudntica tienen solucién exacta,
se hace necesario tener un método de aproximacién capaz de tomar en cuenta las perturbaciones
generadas por los campos externos sobre los estados estacionarios. Un método que cumple con los
requisitos anteriores es la teorfa de perturbaciones independiente del tiempo [14]. Asi, bajo este
método, el estudio de los campos provenientes de la radiofrecuencia emitida por la telefonia movil
y su relacién con la formacién de células cancerigenas por medio de los radicales libres se reduce al
estudio del cambio en los eigenvalores y eigenestados de la molécula del agua como consecuencia
de su interaccién con los campos antes mencionados. Por 1ltimo, cabe aclarar que en el presente
trabajo, por mera simplicidad, se consideran tinicamente los campos eléctricos emitidos por los
teléfonos méviles, el cudl, de acuerdo con las mediciones que se le han realizado [15], va de 1 a
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1.1. Antecedentes

1.1.1. Exposicién a la radiacién electromagnética no ionizante

En nuestro organismo se producen naturalmente corrientes eléctricas mintsculas, de modo que
los campos eléctricos de baja frecuencia son capaces de influir en el organismo afectando la dis-
tribucién de las cargas eléctricas en su superficie (como lo hace con cualquier conductor). En
consecuencia, es posible que estos campos puedan hacer que se forme una corriente que logre atra-
vesar al organismo y llegar hasta el suelo. Por su parte, los campos magnéticos de baja frecuencia
son capaces de inducir corrientes eléctricas en el organismo. Si bien ambos campos tienen efectos
similares sobre nuestro cuerpo, las corrientes inducidas por estos suelen ser insignificantes.

Ahora bien, es importante diferenciar adecuadamente entre los efectos biolégicos y los efec-
tos sobre la salud que pudiesen causar los campos antes mencionados. Por una parte, los efectos
biolégicos simplemente corresponderian a quellas respuestas perceptibles ante un estimulo externo
vy que no necesariamente representarian un riesgo para la salud. Por otra parte, los cambios irres-
versibles asi como aquellos que perfjudican al organismo, son los que constituyen los efectos sobre
la salud. Se dice que un efecto es perjudicial si este produce algin tipo de disfuncién detectable ya
sea en las personas expuestas o en sus descendientes. En resumen, todo efecto sobre la salud es un
efecto biolégico, en cambio, no todo efecto bioldgico es un efecto sobre la salud.

De acuerdo con lo anterior, se sabe que “el principal efecto bioldgico de los campos electro-
magnénicos de radiofrecuencia es el calentamiento” [4]. Sin embargo, en general, las magnitudes de
estos campos son inferiores a los que se necesitan para producir un calentamiento apreciable en los
tejidos de los seres vivos. Al menos hasta 2016, la OMS no ha confirmado la presencia de efectos
adversos asociados con una exposicién prolongada, es decir, no hay evidencia de que estos efectos
pudiesen ocurrir como una consecuencia, a largo plazo, de la exposicién ante estos campos de baja
frecuencia [4]. A pesar de ello, la investigacién permanece abierta para verificar si una exposicién
a largo plazo puede, o no, ser perjudicial para la salud.

Como consecuncia de la constante preocupacion que existe por parte de la sociedad respecto a
los posibles efectos perjudiciales relacionados con una exposicién prolongada a distintas fuentes de
campos electromagnéticos, en 1996 la OMS dié inicio al Proyecto Internacional CEM. Este proyecto
“retine los conocimientos y recursos disponibles actuales de organismos e instituciones cientificas
de clave internacionales y nacionales” [4]. Su objetivo principal es coordinar las investigaciones a
nivel mundial e integrar los distintos tipos de estudios para evaluar lo mejor posible si existen
riesgos para la salud asociados con la exposicién a largo plazo a campos electromagnéticos débiles.

De acuerdo con la OMS, de la revisiéon hecha a los, aproximadamente, 25000 articulos publi-
cados de 1986 a 2016 respecto a los efectos biolégicos y aplicaciones médicas de la radiaciéon no
ionizante, se concluyé que los resultados de estos no confirman el hecho de que los campos elec-
tromagnéticos de baja frecuencia sean responsables de algin efecto perjudicial para la salud. Sin
embargo, también se sugiere que “los conocimientos sobre los efectos bioldgicos presentan algunas
lagunas que requieren mds investigaciones” [4].

Un par de anos después, bajo la premisa de que la exposicién a la radiacién de radiofrecuen-
cias (RRF) es capaz de causar un aumento en la temperatura de los tejidos de los seres vivos e
incluso, bajo una exposicién excesivamente prolongada, la disrupcién de la termorregulacién en los
animales, se llev6 a cabo un estudio para conocer los efectos térmicos de la absorcién de la energia
proveniente de la RRF en los seres vivos. Para dicho estudio, se utilizaron ratas y ratones, los
cuales fueron expuestos a distintas radiofrecuancias (RF, 900 MHz y 1900 MHz, respectivamente)
y en distintas cantidades para, posteriormente, medir su temperatura coorporal |7]. De acuerdo
con los resultados de este estudio, se observé que que los efectos asociados con el aumento de la
temperatura dependen de las caracteristicas del animal (como lo son la edad, el tamano, la especie,
la masa, el mecanismo de regulacién de su organismo, etc.) y los pardmetros de la senal de RF
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(como la potencia, la frecuencia o la modulacién). Por ejemplo, las ratas macho y, en general,
las més grandes (usualmente las ratas macho son mayores en longitud que las hembras), son més
sensibles a este tipo de senales. Adicionalmente, las ratas, en general, fueron mas sensibles que los
ratones a la RF.

En ese mismo ano, se realizé otro estudio con ratas para intentar conocer los posibles efectos de
la radiofrecuancia en los seres vivos [§]. Este consistié en tomar un grupo de 24 ratas y dividirlos
en 3 grupos con la misma cantidad de individuos: uno de control, uno expuesto a un campo
electromagnético (CEM) con frecuencia de 2100 MHz 6 horas al dia, y otro expuesto al mismo
CEM pero 12 horas al dia. Todos los grupos estuvieron expuestos a estas condiciones durante un
lapso de 30 dias. Al final del periodo indicado se pudo observar un deterioro en el borde de los
tubulos renales en los grupos expuestos al CEM, es decir, la exposiciéon a un CEM por periodos de
6 y 12 horas al dia fueron capaces de inducir una lesién renal aguda mediada por estrés oxidativo.

Por otra parte, en 2019 se llevé a cabo una amplia revisién de articulos de investigacién con el
objetivo de sefialar la interaccién de la radiacién electromagnética (REM) con los seres vivos, asi
como sus aplicaciones, en particular, en las telecomunicaciones y las practicas clinicas, aportando,
de esta forma, mas datos a la discusién sobre los beneficios y peligros de los efectos de la REM. De
acuerdo con este estudio, “se identificé que los efectos a largo plazo de la EMR puede, posiblemente,
causar diferentes enfermedades en los seres vivos”. Ademds, en esta revisién, se recomienda a
la poblacién seguir las pautas de seguridad propuestas por instituciones como la Organizacién
Mundial de la Salud (OMS), la Comisién Federal de Comunicacién (FCC, por sus siglas en inglés)
y la Comisién Internacional de Proteccién de la Radiacién No Ionizante (ICNIRP, por sus siglas
en inglés) [16].

1.1.2. Estudio de la molécula del agua
Modelo de la molécula

Por lo general, a la molécula del agua se le considera como un dipolo eléctrico [17]; los protones
de los atomos de hidrégeno constituyen la parte positiva, mientras que el &tomo de oxigeno y los dos
electrones conforman a la parte negativa. Estos elementos, los dos protones y el oxigeno, forman
una estructura triangular como resultado de la interaccién (repulsién) electrostética entre ellos
mismos [18]. Se considera que distancia entre protones es de, aproximadamente, d, ~ 151,05 pm,
mientras que la distancia entre cualquiera de los protones y el nnticleo del oxigeno es d, = 95,60 pm.
Dado que estas distnacias suponen como constantes, es posible considerar al movimiento de los
protones en torno al oxigeno como si fuesen un cuerpo rigido (evitando caer en el problema de los
tres cuerpos).

Con todos los elementos geométricos anteriormente descritos, lo més sencillo es colocar el origen
del sistema de referencia en el nicleo del atomo de oxigeno. Como se mencioné antes, no se considera
que las distancias en el sistema estén cambiando, de modo que tampoco habria razén para afirmar
que la energia potencial es variable, en consecuencia, esta se toma como constante. Con estos
puntos ya tomados en cuenta, el hamiltoniano de la molécula del agua estaria constituido de la
forma [19):

NS i
Hy=H, + H; = <2mdg + %(do,d,,)> + <2md3 + %(do,dp)> (1.1)
donde los subindices 1 y 2 hacen referencia a cada protén. Finalmente, el potencial estd dado por:
. 1 (e 4e?
V(d,,dy) = — | — — 1.2
(o) = o (=) (12)

Sustituyendo los valores descritos anteriormente para d, y d, se obtiene que el valor para el po-
tencial corresponde a V = —23,4eV.
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Con todo lo anterior ya determinado, se puede escribir una ecuacién de Schrédinger para cada
uno de los protones, esta tendra la siguiente forma:

oo
[deg +V

Vi(0i, i) = €vi(0;,3) (1.3)

donde i = 1,2y f)? es el operador de momento angular orbital de los protones. La energia total
del sistema estd dada por E = €1 +€2. Ya que V' < 0, entonces €; —V > 0. Luego, la soluciéon a las
ecuaciones representadas en representan las eigenfunciones del momento angular orbital, las
cuales corresponden a los armonicos esféricos:

P, 0;)e'™® 1.4
i Ui D (cosB0)e (14)

1/%'(‘9@7 9011) = )/lmu(eiy ‘Pi) = (_1)mi\/

donde P, (cosf;) son los polinomios asociados de Legendre. Entonces, la eigenfuncién total del
sistema es:

Uiy myite,ms (01,015 02, 02) = Yim, (01, 01)Yi,,m, (02, ©2) (1.5)
donde m; = —I;, —l; + 1,...,1; — 1,1;. La energia del sistema estd expresada de la forma:
2 2
Ey, ., = mll(ll +1)+ S, Lile+1)+V (1.6)

Es importante notar que la degeneracién para los valores dados por Iy y g es (213 +1) x (2l3+1)
[19].

Finalmente, es conveniente recordar primero que:

(01 d1|li m1)(O2 P2|la ma) = (O1 ¢1 B2 Pa|li my la ma) =Y m, (01, 01) Yigm, (02, p2) (1.7)

donde Y., son los arménicos esféricos. Luego, al eliminar los subindices 1 y 2, dejando esta
expresion en términos de, Unicamente, dos variables en vez de cuatro (cuyo procedimeinto estd
completamente detallado en el apéndice A), es posible ver cémo se obtiene la siguiente expresion,
la cual estd basada en la ecuacién hallada en el apéndice C:

(ly ma b mo| Z|1y miy 1y mb) = [V,

Y22m22’Yl/1m/1Y7 , dS) (1.8)

22

Esta ecuacion sera la base de una gran cantidad de los célculos mostrados posteriormente en
este trabajo.

Radidlisis del agua y radicales libres

Los organismos vivos estdn compuestos de, aproximadamente, un 80 % de agua en peso [11],
por lo tanto, si se requiere investigar los efectos de la radiacién en los seres vivos (lo cual incluye,
por supuesto, a los humanos), se debe tomar en cuenta la interaccién entre los CEM y la molécula
del agua. Es importante comprender esta tltima interaccién ya que es de bastante utilidad, en
particular, en areas afines a la medicina. El mecanismo por el cual se realizan las imagnes de
resonancia magnética, por ejemplo, hace uso de esta interaccion para excitar los protones dentro
de las moléculas de agua del organismo, haciendo que estos, posteriormente, emitan una senal de
ondas de radio la cual es detectable por el dispositivo, haciendo posible que se construyan estas
imdgenes [19).

Ahora bien, para este trabajo resulta de interés analizar al cdncer y su asociacién con la ra-
diacion, esto debido a que es un problema de salud que preocupa a gran parte de la poblacion,
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esto debido a que puede comprometer la vida de las puersonas al ser directamente un conjunto de
enfermedades de origen multifactorial [13]. Precisamente, para sefialar a la radiacién, en especial, a
la ionizante, como un integrante de esa variedad de factores capaces de causar el cancer, es necesa-
rio comprender un fenémeno en concreto: la radidlisis del agua. Esta es un fenémeno quimico que
debe contemplarse ya que estd presente cuando la materia que se encuentra en un medio acuoso
interacciona con la energia. La radidlisis del agua puede entenderse simplemente como la ruptura
de los enlaces quimicos de la molécula como consecuencia de la radiacién. Al ocurrir este proceso,
el agua queda ionizada, lo cual contribuye a la formacién del OH [11].

Como se sabe, el atomo de oxigeno tiene dos electrones de valencia, mientras que el atomo
de hidrégeno tiene sélo uno, entonces, es sencillo ver que la molécula de OH tiene un electrén
libre o desapareado. Lo anterior implica que, por definicién, la molécula de OH es un radical
libre. Justamente, los radicales libres resultan de suma importancia para el estudio de algunas
enfermedades crénico-degenerativas como lo pueden ser el cancer, la diabetes o las cardiopatias
[13], por lo tanto, la formacién de OH en el organismo es de interés para este trabajo. Para tener
claras las razones por las cuales el OH y, en general, los radicales libres pueden causar danos al
organismo es necesario comprender, en primer lugar, que en nuestro organismo se producen, de
manera completamente natural, este tipo de sustancias oxidantes las cuales son altamente reactivas
y, de hecho, son importantes en algunos procesos fisiolégicos [13].

El cuerpo humano es capaz de neutralizar a los radicales libres por medio de la produccién
de enzimas antioxidantes y es por ello que, por si solos, los radicales libres no representan un
peligro para este. No obstante, cuando las especies oxidantes superan a las defensas antioxidantes
se produce el estrés oxidativo, el cual tiene el potencial de danar a las células y a las biomoléculas
como lo pueden ser los acidos nucléicos, los lipidos o las proteinas. Este estrés oxidante es capaz
de causar la oxidacién del material genético, esto hace que guarde una profunda relaciéon con el
proceso tumoral presente en el cancer. Existen algunos cambios metabdlicos presentes en las células
tumorales, entre los cuales se pueden resaltar el incremento en cuanto a la produccién de perdxido
de hidrégeno y la reduccién apreciable de sistemas antioxidantes. En suma, se puede decir que
el extres oxidante afecta a las moléculas de nuestro organismo y puede causar, entre otras cosas,
“diversas mutaciones en el ADN, oxidacién de moléculas de glucosa o peroxidacién de lipidos”[13]
lo cual conduce a las enfermedades cronico-degenerativas mencionadas anteriormente.

1.1.3. Teléfonos moéviles

De todos los dispositivos presentes en el dia a dia que son capaces de emitir ondas electro-
magnéticas, hay uno en especifico que resalta dado el aumento acelerado en su uso en los ultimos
anos. Desde la mitad de la década de los 80’s, el uso de los teléfonos moviles ha ido incrementando-
se de manera acelerada y, junto con ello, las preocupaciones al respecto en cuanto a temas como
lo son la salud y la seguridad. A finales de la década de los 90’s, se llev6 a cabo una revisién en
cuanto a los efectos en la salud asociados con la exposicion de los campos de la radiofrecuencia, la
cual llevé a la necesidad de investigar a fondo, y de manera especifica, los efectos asociados con la
telefonia [5)].

En primer lugar, es conviente saber que los teléfonos moviles funcionan en un intervalo de
450 y 2700 MHz y tienen un pico de potencia de 0.1 a 2 W, siendo capaces de transmitir energia
unicamente cuando estan encendidos. Si se quiere reducir la exposicion a la intensidad de los CEM,
es necesario saber que esta varia con la distancia, de modo que la exposicién a la energia de estos
es menor a medida que el usuario aumente su distancia respecto al teléfono. Otra medida util es
utilizar el celular en zonas que tengan buena recepcién [6].

De acuerdo con la OMS [6], el primer efecto apreciable, a corto plazo, por la interaccién entre
la energia de los CEM y el cuerpo humano, deberia de ser el calentamiento de los tejidos. Para
las frecuancias con las que trabajan este tipo de teléfonos, la energia es absorbida en mayor parte
por los tejidos superficiales, como la piel, asi que es despreciable el calentamiento de los érganos
internos, ya que gran parte de la energia ya habra sido absorbida. Por otro lado, se ha investigado si
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estos campos intervienen en la actividad eléctrica cerebral, la funcién cognitiva, el suefio, el ritmo
cardiaco y la presién arterial. Hasta el afo en que se realizaron estas investigaciones (2014) no
existian pruebas claras de que estos campos de baja intensidad causasen los efectos antes descritos.

Por otra parte, también se han estudiado los efectos a largo plazo. Por ejemplo, la Agencia
Internacional de la Investigacién del Céncer (IARC, en inglés) comenz6 el proyecto INTERPHONE
[5], realizado a partir de un conjunto internacional de estudios de casos y controles enfocado en
cuatro tipos de tumores que podrian asociarse con la absorcién de la energia emitida por los
teléfonos méviles: cerebrales (glioma y meningioma), del nervio acistico (schwannoma) y de la
glandula parétida. El objetivo fue verificar si el uso del teléfono mévil es capaz de incrementar el
riesgo de la aparicién de los tumores antes mencionados y ver las condiciones bajo las cuales la
energia de la RF es tumorigénica. Este estudio convocé a personas que pudiesen haber utilizado
de manera continua un teléfono mévil durante 5 a 10 anos, es decir, personas de 30 a 59 anos
de edad, ademéas de que viviesen en regiones donde el uso de esta tecnologia fuese muy comun
y prolongado, asi como a aquellos pacientes a los que se les habia diagnosticado un glioma o un
meningioma en un periodo de 2 a 4 anos entre el 2000 y el 2004. Al final, se concluye que no
se observo una asociacion determinante entre los teléfonos méviles y el aumento en el riesgo de
contraer un glioma o un meningioma, esto debido a los sesgos presentes. De cualquier forma, la
TARC clasificé a los campos electromagnéticos de radiofrecuencia como posiblemente carcinégenos
para los seres humanos, es decir, dentro del grupo 2B, la cual es una categoria utilizada cuando “se
considera que una asociacén causal es creible, pero el azar, los sesgos o los factores de confusién
no pueden descartarse con una confianza razonable” 6} |10].

Un estudio similar al de INTERPHONE fue publicado en 2019 [9]. Este tenia como objetivo
averiguar si es que existe una relacion entre el uso de los teléfonos celulares y el cancer tiroidal. Fue
también un estudio de casos y controles, pero estuvo basado en la poblacién de Connecticut (fue
un estudio de cardcter local, a diferencia de INTERPHONE que lo hizo a nivel internacional) del
2010 al 2011, donde se incluyeron 462 casos confirmados de cancer de tiroides y 498 controles de
la poblacién. Los resutados arrojaron que no fue posible asociar de manera significativa al cdncer
tiroidal con el uso del teléfono celular. Tampoco se pudo hallar, de manera satisfactoria, relacién
alguna con el nimero de llamadas al dia, el uso de los dispositivos de manos libres o la edad
que tenian los participantes en el estudio cuando usaron, por primera vez, un teléfono mévil. No
obstante, al comparar a los usuarios de teléfonos celulares con personas que no lo son, si es posible
sugerir que existe un aumento en el riesgo de padecer cancer tiroidal para aquellos usuarios cuyo
tiempo uso del aparato es muy gande a lo largo del dia.

Otro trabajo que intenté verificar la misma relacién que se mencioné anteriormente fue publi-
cado un ano maés tarde. Este estudio fue enfocado completamente en la poblacion de los paises
nérdicos dado el aumento abrutpto de casos de cancer tiroidal en estos paises. Se tomo en cuenta a
la poblacién con dicho diagnéstico en el periodo de 1970 a 2017. Se hace mencién se que el uso tan
frecuente de los teléfonos moviles y, en particular, de los teléfonos inteligentes expone continua-
mente a la glandula tiroidal a la RRF. Esto lleva a concluir que lo anterior podria ser un indicio
de que existe una asociacién entre estos teléfonos y el aumento en los casos de cancer tiroidal en
la regién geogréfica en que se llevé a cabo el estudio [10].

1.1.4. Teoria de perturbaciones independiente del tiempo

Dentro de la mecanica cuantica, existen muchisimos sistemas a los cuales no se les pueden hallar
soluciones haciendo uso de los métodos exactos. Para poder resolver problemas cuyos sistemas
presenten esta caracteristica, se hace necesario recurrir a los métodos de aproximaciéon. Un método
de este tipo que resultard de bastante utilidad en lo siguiente es la teoria de perturbaciones, la
cual se basa en suponer que el sistema a tratar es muy similar a un sistema equivalente que pueda
resolverse exactamente. Si la variacién entre ambos problemas no es mucha, entonces la teoria de
perturbaciones sera de gran ayuda para poder encontrar una solucion.

Al resolver problemas con este método, es posible notar que aparece una contribucién que se
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anade como una correcién a la energia y a la funciéon de onda del hamiltoniano asociado al sistema
que si tiene una solucién exacta. En si, lo que se busca al utilizar este (y cualquier otro) método de
aproximacién es hallar los eigenvalores de la energia E,, y las eigenfunciones |, ) asociadas a un
hamiltoniano independiente del tiempo H que no tiene soluciones exactas, esto es, el hamiltoniano
del sistema al que se le esta aplicando este método, de tal modo que se pueda resolver la ecuacién
de eigenvalores:

gl"/}n> = Enlwn> (1-9)

Sea Hy el hamiltoniano perteneciente al sistema que tiene solucién exacta (el cual recibe el
nombre de sisterna no perturbado), entonces:

I;[:H()-i-]?[p

donde H, es muy pequefio en comparacién con Hy. H, corresponde entonces a la minuscula
diferencia que existe entre el sistema por estudiar y el sistema no perturbado, por tanto, a esta
pequeina variacién le llamaremos Hamiltoniano de la perturbacion. Notemos entonces que si Hy, es
pequeno, entonces su efecto sobre el espectro de energia y las eigenfunciones también lo son. Es
posible poner a H en termlnos de un parametro real adimensional A, de modo que H = )\W
para A < 1. La ecuacién (1.9) quedaria entonces de la forma:

(Ho + AW)|¢n) = Enlthn) (1.10)

El resto del procedimiento dependerd del tipo de sistema no perturbado con el que se esté
tratando, en concreto, de si Hy presenta eigenvalores degenerados o no. Los cédlculos presentados
a continuacion son basados en los desarrollos hechos en el libro Quantum Mechanics de N. Zettili
[14].

Teoria de perturbaciones sin degeneraciéon

En lo siguiente, se considera que Hj no tiene eigenvalores degenerados, esto es, que a cada

(0)

eigenvalor de la energia Fy "’ le corresponde sélo un eigenestado |¢y,):

ﬁ0|¢n> = ET(LO)|¢n> (1'11)

donde B ¥ |én) son exactos y conocidos.

A continuacién, se procede con la idea de que tanto los eigenvalores perturbados como los
eigenestados pueden expandirse en una serie de potencias respecto al parametro A, de modo que
se pueden expresar como:

E,=EY + \ELD + N2 E® 4+ . (1.12)
[¥n) = [6n) +ADL) + N E) + .. (1.13)

Se deben de tomar en cuenta los siguientes puntos importantes:

= No es necesariamente cierto que las expresiones ((1.12)) y (|1.13) pueden realizarse para toda
publicacion que sea suficientemente débil.

» Las series ((1.12)) y[L.13|con frecuencia no son convergentes. Sin embargo, para un A lo suficien-
temente pequeno, es conveniente que se tomen solamente los primeros terminos del sistema
ya que estos bastan para tener una buena descripcion del sistema.
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De acuerdo con lo antes mencionado, la teoria de perturbaciones se reduce a calcular inicamente
los ET(LD, ET(LZ), .y |1p7(11), |¢£L2), .... Suponiendo que los estados no perturbados |¢,, son no degenerados

y sustituyendo (1.12)) y (1.13]) en la ecuacién de eigenvalores (1.11]), se obtiene que:

(Ho + AW)(|¢n) + Ay + X2 P) +...)
= (EQ + XEW + X2E@ + ) (|6n) + Np®D) + X2p@) + ) (1.14)

Tomando como referencia los coeficientes A\ de cada lado de la ecuacién, podemos separar las
ecuaciones de modo que se tenga una para orden cero:

Holn) = B ) (1.15)
para el primer orden: X R
Holt V) + Wlgn) = EP[)) + BV |6n) (1.16)
y para el segundo orden:
Holo D) + W) = ED[wE) + EP o) + ER|6,) (1.17)

De acuerdo con lo que se ha hecho hasta ahora, la escuacién (1.13)) implica que |¢,,) no es muy
diferente de |, ), en consecuencia se puede afirmar que:

(Pnltn) = 1 (1.18)
Sustituyendo la expresién (1.13)) en la ((1.18]) obtenemos:

M oWy + 22, [6@) + .. =0

de modo que, para los coeficientes de A se cumple que:

(GnlD) = ($nltp?)) = ... =0
Con todo los resultados anteriores ya determinados, es posible hallar los eigenvalores Efll),

Er(?) y el eigenestado |w511)>, respectivamente. Utilizando la correcién a primer orden, es decir, la
ecuacion ([1.16]), y multiplicindola por (¢, | se obtiene:

Al combinar las expresiones (|1.19) con (|1.12), es posible obtener la perturbacién de la energia a
primer orden:
En = EY + (¢ul Hyldn) (1.20)

Debido a que el conjunto de los estados no perturbados forma una base completa y ortonormal,
: (1) .
podemos expandir |y, ’) en la base {|¢,)}:

i) = 3 (Gmlui)|ém) (121)
m#n
Luego, el coeficiente <¢m|¢1(11)> se puede obtener mediante la ecuacién (|1.16) al multiplicarla
por (¢m|:
(& |Wen)

(BmlPV) = “——rt (1.22)
B - BY
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Sustituyendo esto tltimo en (1.21]) se llega a que:

G| W )
iy = 3 8l Wion) (1.23)

Por lo tanto, la eigenfuncién [¢,) de H a primer orden puede ser obtenida combinando las

expresiones (1.23) y (1.13)):

(%IH |¢n>

77l

[¥n) = |¢n) + Zm;en 1 6m) (1.24)

Ahora bien, para poder determinar E,(LQ), es necesario multiplicar ambos lados de la ecuacién
(1.17) por (¢pn]:

E® = (¢, |W]pD) (1.25)

Combinando ([1.23)) con (|1.25) se obtiene:

2 ( ¢m\W|¢n>|2
EP =Y S ON O (1.26)
m#n "

La eigenenergia a segundo orden de Hp se obtiene sustituyendo las expresiones (|1.26) y (1.19))

(G| W [0)]2

_ 1(0) 3
E, =FEy, + <¢n‘Hp|¢n> + ZM#H E7(10) _ E,Sg)

(1.27)

Teoria de perturbaciones con degeneracién

A continuacién, se aplicard la toeria de perturbaciones a los estados de un hamiltoniano Hy el
cual se considera como degenerado:

) tiene una degeneracién de grado f, esto es, que existe un conjunto de f

Si el nivel de energia Ej,
eigenestados distintos |¢, ), donde v = 1,2, ..., f, que corresponden a la misma eigenenergia E( )
entonces tenemos lo siguiente:

Hol¢n,) = EP|¢n..) (1.29)

donde a = 1,2, ..., f se mantiene para uno o m&s numeros cuanticos, pero, por otro lado, los
eigenvalores de energia son independientes de «.

Para la aproximacién a orden cero, es posible escribir la eigenfuncién [¢,,) como una combina-
cién lineal en términos de |¢y,,, ):

f
|wn> = Zaa|¢na> (130)

Considerando a los estados |¢,,, ) como ortonormales respecto al subindice a y que |,,) esta
normalizado, podemos ver que los coeficientes cumplen la siguiente relacién:

(Yn|thn) = Za agdap = Z|aa|2 (1.31)

10
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Haciendo uso de las ecuaciones (1.28)), (1.29)) y (1.30)), es posible hallar estos coeficienetes asi
como las correcciones de la energia a primer orden:

> (BD16n.) + Blon.)) a0 = B> aalén.) (1.32)
Al multiplicar ambos lados por (¢,,| y simplificar los resultados, se llega a:
! )
agE, = agEL + Z o {Pny | Hpldn.,) (1.33)
a=1

Esta tltima ecuacion puede reescribirse de la forma:

f
Z(Hpﬂa - Ew(z,l)daﬁ)aa =0 (1.34)
a=1

donde 8 = 1,2,.... f, prxa = <¢nﬂ|ﬁp\¢na> v Eﬁl) =FE, — Eflo). Este es un sistema de f ecua-
ciones lineales homogéneas para los coeficientes a,. Dichos coeficientes no son cero si y sélo si el

determinante |H,, — Efll)éaﬂ es cero, esto es:

Ba
N 1 N N
lelA_ E’f(l ) . HP12 ) I:‘rplf
H,,, H,, —E, H.
P P =0 (1.35)
A A A ’ 1
pr1 HPf2 HPff - ET(L :

Esta es una ecuacién de grado f para E,(ll) y en general tiene f raices reales distintas, Eflla)

. , . . . 1 ;
Dichas raices son las correcciones a primer orden de los eigenvalores Ey(,a) de H. Para hallar los

coeficientes a,, basta con sustituir las raices en (|1.34]) y resolver. Al obtener los coeficientes, ya
podemos determinar las eigenfunciones con (|1.30]).

Las raices de Er(Ll)

o

son distintas en general. En este caso, los eigenvalores de H no estén dege-
nerados, en consecuencia la degeneracion de grado f del nivel Er(LO) del problema no perturbado se
divide en f niveles distintos: E,_ = Er(LO) + Ey(lla), con a = 1,2, ..., f. Podemos decir entonces que la
perturbacion se encarga de ”descomponer”la degeneracién. Dicha ”descomposicion” puede ser total
o parcial segun si todas las raices son distintas o si sélo algunas de ellas lo son [14].
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Capitulo 2

Metodologia

Como se ha mencionado anteriormente, muchos de los problemas de la mecédnica cudntica no
pueden resolverse de manera exacta, de manera que se vuelve indispensable recurrir a los métodos
de aproximacién para lograr hacerlo. Bajo este argumento, lo primero que se realizé fue revisar
la teoria de perturbaciones independiente del tiempo tanto para sistemas degenerados como para
los que no lo son. La aplicacién de este método permite suponer que el sistema por estudiar
es ligeramente distinto a la solucién de manera exacta, de manera que se pudieron hallar los
eigenvalores F,, y las eigenfunciones |¢,,) de un hamiltoniano sin solucién exacta. Una vez hecha
y entendida la revision anterior, fue posible analizar lo ocurrido en el efecto Stark para el atomo
de hidrégeno. La eleccién de este elemento se debi6 a: 1) su simplicidad -tener un solo electrén
orbitando al nicleo lo hace méds simple que cualquier otro elemento- y 2) porque conforma a la
molécula del agua, que es el principal objeto de estudio de este trabajo.

Posteriormente, se llevé a cabo una revision del comportamiento de los protones de la molécula
del agua bajo la interaccién de esta con un campo magnético, para ello se tomé como referencia
el proceso ocurrido en las imégenes de resonancia magnética (MRI) [19], proceso en el cual, las
moléculas de agua del cuerpo humano interactiian con un campo magnético externo. De esta
revisiéon fue muy importante poner atencién a la forma en la que se model6 la molécula del agua,
ya que de esto deribaron datos muy relevantes asociados con esta, como lo son su estructura dipolar,
su geometria, la forma en la que se considera el movimiento de los protones, la carga eléctrica del
sistema, el hamiltoniano sin la presencia de alguna perturbacién y el valor del potencial. Ya con
esta informacion, junto con el repaso de algunas herramientas matematicas necesarias, se tuvo todo
listo para abordar el problema principal.

Se comenzd utilizando todos los datos mencionados anteriormente respecto a la molécula del
agua y se hizo uso de la expresién con la cual se puede calcular la energia de este sistema para
cualquier estado en el que este se encuentre, es decir, la ecuacién . De esta forma, las bases de
esta investigacion estdn conformadas por el hamiltoniano del sistema sin perturbacion y la energia
para cualquier estado en el que se encuentren los protones, definido por los nimeros cuanticos l1 y
l2, asociados con los protones 1 y 2, respectivamente. Con esto en mente, se construy6 el hamilto-
niano del sistema, ocupando el hamiltoniano no perturbado y el hamiltoniano de la perturbacion,
recordando que este ultimo representa, en este caso, la energia de un campo eléctrico uniforme en
direccion del eje z. A partir de esto, se hizo el andlisis del comportamiento de la molécula del agua
tanto en el sistema sin degeneracién como en el que si la presenta. Debido a la diferencia entre
ambos procedimientos (la cual queda més explicita en la teorfa de perturbaciones), es conveniente
dividir este trabajo en dos partes.

Antes de proceder con la descripcién de los procesos seguidos para el analisis de cada tipo de
sistema, es importante comentar el uso de un teorema bastante relevante. Se hizo la propuesta de
este mientras se iban haciendo los cédlculos ya que, al obtener varios resultados iguales a cero, en los
cuales destacaba la presencia de la funcién exponencial en los arménicos esféricos que conformaban
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a los estados del sistema utilizados en el momento. Por otra parte, posteriormente se comenzé
a notar otro patrén similar (en cuanto a resultados nulos) en el que se vefan involucrados los
polinémios asociados de Legendre, de modo que esto llevé a la elaboracién de un teorema general
para los armonicos esféricos. La formulacién completa y detallada del mismo puede encontrarse en
el apéndice B, asi como su respectiva demostracion. Este teorema representa un pilar importante
dentro de este trabajo ya que, si bien forma parte del proceso de los célculos realizados, resulta
fundamental para poder explicar los resultados y las conclusiones presentadas posteriormente. En
lo siguiente, se hard uso y mencién del mismo pues, como se indicé antes, ayuda a reducir el niimero
de célculos que deben hacerse. Cabe resaltar que se desconoce si este teorema ya exista, el mismo
no fue hallado ni mencionado en las referencias consultadas.

2.1. Sistema sin degeneracién

Acorde con la teoria de perturbaciones, lo primero que se llevé a cabo fue conocer la expresién
de la eigenenergia correspondiente al estado base, pues lo que queremos calcular son los términos
a primer y segundo orden de la ecuacién . Para el término a primer orden no hay mayor
problema ya que sélo hay un elemento por calcular, simplemente se sustituy6 por los arménicos
esféricos correspondientes y se resolvié la integral resultante. Sin embargo, para el término a se-
gundo orden, se tiene una sumatoria que, en principio, es infinita. Afortunadamente, gracias al
teorema que aparece en el apéndice B, se noté que la mayor parte de estos son cero. Para los pocos
términos distintos de cero se puede apreciar que, cuanto mayor eran los valores que se tomaron
de I;, menor era el resultado obtenido, por lo tanto, se consideraron como representativos los dos
valores més grandes (es decir, los dos primeros valores distintos de cero que se obtuvieron) de la
serie.

Para los estados que dieron un resultado distinto de cero, se buscé calcular su energia corres-
pondiente por medio de la ecuacién , asi, esta pudo compararse con la energia del estado base,
Ep,0. Se sustituyeron los resultados obtenidos para las respectivas energias en la ecuacién
de tal forma que la expresion resultante correspondiese a la correccion de la energia de nuestro
sistema, debida a la perturbaciéon producida por la presencia de un campo eléctrico constante.

Después de lo anterior, se procedié a determinar los eigenestados aproximados al primer orden
para este sistema. Estos se obtuvieron mediante la expresién . Para ello simplemente se hizo
uso de los resultados ya calculados previamente pues, en esencia, son los mismos, sélo hay que
recordar que, en este contexto, |¢,) corresponde al estado base y |¢,,) a cualquier otro estado.
Siguiendo este procedimiento, se volvieron a usar los resultados obtenidos para los elementos de
la forma (I; my ly ma|H,|0 0 0 0), asf como los valores de las energfas asociados a los mismos.
Sustituyendo estos resultados en la ecuacién (1.24) y, una vez més, tomando sélo los dos términos
representativos utilizados anteriormente, se logré obtener la ecuaciéon que describe los eigenestados
de este sistema.

2.2. Sistema degenerado

Ahora bien, haciendo uso de la expresién (|1.6)), se puede conocer la energia asociada a los
estados correspondientes al sistema con degeneracién. Es conveniente recordar que esta solamente
depende de los nimeros cuanticos I; y la degeneracién la determinan los m;, en consecuencia, de
esta manera se tienen tanto la energia como el nimero de estados asociados a la misma, es decir,
su grado de degeneracién. Esto tltimo es muy importante ya que es el criterio mediante el cual se
puede determinar la forma que tiene la matriz de la perturbacién H,. Una vez obtenido lo anterior,
se procedié a hallar los elementos que conforman a la matriz H, con ayuda de la expersién ,
los cuales, a su vez, estan determinados por los estados asociados a la energia obtenida.

Al igual que en el apartado anterior, resulté conveniente hacer uso del teorema del apéndice B
para determinar inmediatamente los elementos nulos, de modo que se calculasen sélo los elementos
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2.2 Sistema degenerado

que, en apariencia, serian distintos de cero (en este punto, el teorema no estaba completo, de modo
que unicamente estaba formulado y demostrado todo aquello que hace referencia a la variable ¢).
A pesar de que se intentaron las combinaciones (I1 =0,lo =1), (1 =1,lo=1), (1 =0,12=2) y
(I =1, I3 = 2), se determiné que la matriz de perturacién es nula para todos los casos (cosa que
se lleg6 a confirmar después cuando el teorema tomé su forma final). Cabe destacar que la dltima
combinacién, (I3 = 1, Il = 2), requirié de un procedimiento demasiado laborioso puesto que se
trataba de determinar los elementos de una matriz de 25 x 25, es decir, esta tarea exigia calcular
625 elementos (aunque, de manera honesta, el niimero de elementos por calcular es menor a este
si se considera el criterio mencionado anteriormente para la variable ).

Prestando atencién a los célculos, tras determinar todos los estados posibles, se podia ver que
algunos elementos conducian a las mismas integrales pero con los armonicos esféricos en un orden
distinto, de modo que fue bastante til clasificar estas integrales para simplificar el trabajo y evitar
repetir elementos que, a final de cuentas, estaban repetidos. Dicha clasificacién, asi como la lista
de estados posibles, fueron plasmados en una tabla con el fin de mantener el orden, en esta se
muestran los valores de m/}, mb, my y ma, asi como la clasificacién asignada en la columna con
el nombre ”Grupo”, la cual va desde la A hasta la M, afiadiendo un elemento especial clasificado
como T (que corresponde al caso trivial donde todos los nimeros valen cero). Como se mencioné
anteriormente, para todas las combinaciones que se intentaron se obtuvo que las matrices H,
con nulas, por lo tanto, fue imposible obtener eigenvalores para la energia. En consecuencia, sus
respectivos eigenestados asociados tampoco pudieron ser hallados con este método, de manera que
este apartado queda inconcluso para el sistema degenerado.

Tras todo el andlisis realizado, se procedié a buscar una aplicacién practica dentro de algin
aparato o instrumento de la vida cotidiana. Se eligié a los teléfonos celulares por su uso tan
comun y extendido en el mundo durante las ultimas décadas, el objetivo entonces se transformo
en verificar si, de acuerdo con lo obtenido en este trabajo de manera tedrica, es posible que los
campos eléctricos asociados a estos aparatos puedan causar alteraciones en la molécula del agua
y, en consecuencia, que representen algin tipo riesgo para la salud publica. Se comenz6 entonces
una recopilacién de informacién al respecto, en concreto, sobre la asociacién entre el uso de los
teléfonos celulares y el desarrollo de los tumores cerebrales mas comunes asociados con la absorcién
de la energia prveniente de la RF. Adicionalmente, se hizo una busqueda de las magnitudes del
campo eléctrico que manejan los celulares para tener todas las cantidades necesarias para hacer los
céalculos. En seguida, se buscé verificar si la contribucion del campo eléctrico de un teléfono celular
es significativa como para modificar la energia asociada con el estado base asi como el eigenestado
asociado. Por supuesto, sélo se estd considerando el sistema sin degeneracién, para el cudl si se
tiene una expresion detallada tanto para la correccion de la energia debido a la perturbacion, como
para la eigenfuncion asociada al hamiltoniano de este sistema.
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Capitulo 3

La molécula del agua en un campo
eléctrico

Se anade el campo eléctrico como una perturbacion en el sistema, de esta forma, el hamiltoniano
de la perturbacién es H = qu Siguiendo el método de teoria de perturbaciones, obtenemos que

H=Hy+H,=Hy+qZ (3.1)

3.1. Sistema no degenerado

Se analizara primero el caso del estado base ya que no tiene degeneracién. De acuerdo con la
ecuacion la energfa correspondiente a este estado es:

EW) =v (3.2)

0 , L
donde E( ) corresponde a Er(L ) en este contexto. En adelante se hard uso de esta notacion. Ahora
bien, de acuerdo con la teoria de perturbaciones, la energia asociada a este estado seria:

la m2|Z]0 0 0 0)]2

~ ll mi
Eoo = B 4+ e(0000[2]0 0 0 0) + g2 I 3.3
00 = Ego ( |Z] > Foo— Fin, (3.3)
Se obtendra primero el término lineal. Recordemos primero que:
\ll m1>|l2 m2> = |ll my lo m2> = Yllmlylzmg (3-4)
donde Y7,,,, son los armoénicos esféricos. Ademas,
(1 b mal 210 s 8 108 = [ i, Yiams 2Yigg i 40 (3.5)

Dado el modelo que se esta considerando, df2 corresponde al diferencial de superficie angular
en coordenadas esféricas. Sin embargo, sélo se pretende integrar dentro del espacio correspodiente
a las orbitas de los protones, por tanto, se va a considerar que, r = ag, donde ag es el radio de la
molécula del agua. En lo siguiente, la integral sélo se hara sobre el cascarén esférico, es decir sélo
se usaran las coordenadas angulares 6 y . Cabe aclarar que, en lo siguiente, se hard uso de las
condiciones sobre el sistema de referencia hechas en el apéndice A, esto es, en todos los célculos
presentados a partir de este punto se partira de los resultados obtenidos en dicha seccion, los cuales
estan representados en las ecuaciones y Haciendo uso de 7 se obtiene el término lineal:
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La molécula del agua en un campo eléctrico
3.1 Sistema no degenerado

(0000[Z]0000) = /myooz%o%’% s
_ [ 0 sin6 do d
= | ap Ccos i sin )

™ 2
= 1267072/() cosfsin 6 d9/0 dp =20

Es decir, el término lineal es nulo. Se calcularan ahora algunos términos de la sumatoria para
la parte cuadratica. Se tomard primero Iy = 1, asi m; = —1,0,1 y I3 = mg = 0. De esta forma:

(1000]Z0000) = /Yf;)Yooz%oYo’B ds

T 27
_00V3 [T 6 sind df / d
16772 0 0

V3

~ 127"

(1 £100/20000) = /Yl*ﬂyoozmoyo*o dQ
3 2m
\/;16 2/ cos 0 sin 62 d@/ eF% dp =0

(2000/Z]0 00 0) = /n*oyoozyooyoz o
Vbag

= 3272

™ 2m
/ (3cos 0 sin @ — cos Osin ) dH/ dp =0
0 0

(2 £100/Z]0000) = /Y;ﬂmozyooyo’g s
15 2m
\/ 5 16 2/ cos #% sin 62 dﬁ/ eT% dp =0
n

(2 £200[Z[0000) = /n*ﬁyoozyooyoz dQ

27
=4/ 516 2/ cos 0 sin 63 d9/ eT22 dp =0

Noétese que aquellos términos donde m; = 41,42, ... son autométicamente cero, tal como se
menciona en la ecuacién del apéndice C. En lo siguiente se hard uso de ello. Se tomara ahora
el caso donde [y =1y =1, luego, m; = —1,0,1 para i =1, 2.

(1010[Z/0000) = /Y;;)szyooyo’g s
™ 2m
= 3a02/ cos 02 sin 6 d9/ de =20
167 0 0
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La molécula del agua en un campo eléctrico
3.1 Sistema no degenerado

(101 +£1]Z[0000)=0

(1 £11 £1/Z/0000)=0

(2010/Z]0000) = /ggylozyooygg .

3ag [15 /“ 4 5 . 2
= — [ (3cosBsinf — cos 0 sinf) df dy
1672V 1 J, )

ao

= oV/Ibr

Se continua el procedimiento obteniendo la energia correspondiente a los estados distintos de
cero, para ello se utiliza la ecuacién (L.6):

Entonces:

h2
md?

o

Eoo—FEo1 =—4

Juntando todos los resultados anteriores, se pueden obtener algunos de los términos de la
sumatoria:

1000|2000 0)? 2010[Z]000 0|2
E(gl):EO’ﬁngg(K 21000 )P , {201 0[Z[000 0)] +>

0 0
Egp — Bl Ego — B3}
2,22 72
g e“agmds; [ 1 1
=V-——"=+——=+..
h2m2 (48 + 240 +

O bien, simplificando y aproximando al primer término,

2
qged?\" m
Ey=V — ) — .
o~V (fm) 48 (36)
3.1.1. Eigenestados del sistema no degenerado
Se hallara el eigenestado |t,,) mediente la ecuacién:
S| Hplon
o) = 1gn) + 3 mlHplon) (37)
m#n By’ — En
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La molécula del agua en un campo eléctrico
3.2 Sitema con degeneracién

lo cual es una aproximacion a primer orden. Para ello, se ocuparan algunos de los valores
calculados anteriormente. Asi:

Iy my by mo|H
o) =10000)+ > (I ma 1y ma| 4000 0 0)

|l1 my o m2>

L0120 Eoo = Eiy i,
(1000[Z[0000) (2010[Z[00 0 0)
=10000)+qe + .
| )+ < Eoo—FEip Eoo—FEip
O bien,
qeagmd? /
|¢0’0>:|OOOO>_W(%1000”%'2010”“) (3.8)

que corresponde al eigenestado a primer orden del sistema no degenerado.

3.2. Sitema con degeneracién

Es conveniente recordar que la energia de la molécula del agua depende unicamente de los
ndmeros cuanticos l; y que m; = —l;, —l; +1,...,1; —1,1;, donde ¢ = 1,2. Se comenzara por analizar
el caso donde I; =0, m; =0, =1y my = —1,0,1. Como se sabe, la energia del sistema esta
dada por la ecuacién , de modo que, la energia correspondiente al caso que estd por estudiarse
esta dada por:

h? h? h?
Eyi=—00)+—012)+V=—=5+V
0,1 2md2()()+2md3()()+ omaz +
Es importante notar que hay 3 estados asociados a esta energia, es decir, este nivel de energia
tiene una degenercacion de grado 3, de manera que se puede construir una matriz 3 x 3. Recordemos
que H, =qeZ.Sean [1) =001 —1),]2) =]0010) y|3) =|001 1) los estados asociados a esta
energia, la matriz debe tener la siguiente forma:

WUH) (QH[2) (1H,[3)
H,= | QUL QIE,2) (6,3
(B1H,1) (3|H[2) (3]A,I3)

Se calcularan los elementos de la matriz con ayuda de la expresién , para ello, con el
objetivo de reducir la cantidad de elementos por determinar, se hara uso del resultado expuesto en
el apéndice C, en especifico, de la condicién descrita en [].

Con este resultado ya contemplado, se pretende hallar entonces los elementos de matriz que,
al menos en principio, serfan distintos de cero de acuerdo con el cirterio antes mencionado. De
este punto en adelante, se mostraran solamente los calculos relacionados a los elementos de matriz
donde a = 0:

mmmzw/mmqmmiwa

27 1
=qe / / e ¥ sinf e’ sin fag cos @sin @ db dy

= 73(]6 / sin® @ cosh do =0
167T 0
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La molécula del agua en un campo eléctrico
3.2 Sitema con degeneracién

(2|H,|2) = ¢¢ / Yo Yi02YooYsh dQ

s 1 3 2m
=qc / — — cos®fag cos Hsin @ db dy

3gea’® [T
_ 248 / cos® fsinf df =0
8t Jo

(3|H,|3) = ¢¢ / Yo Yi12Yo0 Y7y dQ

™ 2
1 / , / ,
= qs/ / — (— 3) e'¥sinf (— 3) e " sinfagcosOsin @ db dp
o Jo A4m 8T 3T

3qea®
167

/ sin®@cosh df =0
0

Se puede concluir entonces que H), es una matriz nula. Es posible pasar, entonces, al siguiente
nivel de energia para el cual [y =1 y Iy = 1, de modo que:

2 h2 h2
Ei1=—71)2)+ —1)2)+V =2—7+V
Los estados correspondientes a esta energfa tienen la forma |1 m; 1 ms), donde m; = —1,0,1
y mo = —1,0,1, es decir, son 9 estados distintos con lo cual se construye una matriz de 9 x 9

cuyos elementos tienen la forma (1 m} 1 m5|Hy|1 my 1 mg). Los Unicos elementos que vale la pena
analizar son los siguientes:

(1010|H,|1010)= qe/Y;gszYwY;g s

T 3 2 27
= qe/ <4> cos* Qag cos 0 sin O d9/ do
0 0 0

9 T
— 24590 / cos® fsinh do =0
0

8w

T111H —11 —1) = q&:/Yl*lYHzYl_lYl*_l dQ

T 3 2 2
= qe / <8) sin* fag cos 0 sin 0 d9/ dy
0 u 0

3 ™
= 9qeay / sin® O cosh df = 0
3271' 0

(1110[H)1 —110)= q@/Yl*lszYHYfB s

™ 3 3 2m
= qs/ — sin” #— cos® fag cos O sin 6 dH/ dy
o 8m dr 0
3 iy
=— 94cdy / cos® fsin® 0 df = 0
167 0
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El resto de los elementos son cero y, en consecuencia, esta matriz también es nula. Se tomaran
ahora los valores I = 0 y lo = 2, asi, la energia correspondiente a estos valores esta dada como:

2 h? h?
Eys = o2 (0)(1) + S (2)(3)+V = 3mTlg +V

Los estados asociados a esta energia tienen la forma |0 0 2 mso), donde me = -2, —1, 0, 1, 2,
lo cual implica que la matriz H, es una matriz 5 X 5. A continuacién, se calcularan entonces los
elementos que, en principio, serian distintos de cero:

(0020|H,|0020)= qa/YO*OYQOzYOOY;b s

T 1 5 2
= qs/ — ——(3cos®0 — 1)%ag cosfsin b d@/ dy
0 0

47 167
_ Dasao {9/ cos® fsin 6 d9—6/ cos® fsin 6 d0+/ cos fsin de]
32 0 0 0
=0

(002-1/H,J0021) = qe/Yo’mlew)@ﬁ iy

™ 1 1 1 27
:qe/ —\/jcosf)sin@ﬂjcosf)sin@aocosf)siHH dQ/ dy
o 4wV 8w 8m 0

1 3.
= b4=dy / cos® fsinf df =0
327T 0

(002 —2/H,0022) = qs/YO*OYQQZK,O}g*Q o

1 (" 5. 3 T e 2
= geayg cos” fsin” 6 df e “¥e”? dp
0 0

32m Ar
1 3
= bg<ay / cos®0sin® 6 df =0
6471' 0
De modo que esta matriz también es nula. Se ocupara ahora el caso donde I; =1y Iy = 2, asi
m; =—1,0,1y myg=—2,-1,0,1,2. La energia estaria dada de la forma:
h? h? h?
Eio=—712)+ —2)3)+V=4——+V
1,2 2md%()()Jrzmdg()()Jr maz t

Se puede apreciar que existirian 15 estados asociados a esta, los cuales tendrian la forma
|1 my 2 mg), esto implica que la matriz formada deberfa de ser de 15 x 15. Se buscan algunos
estados que serian distintos de cero, para ello se investigaron los estados donde la suma de los
nimeros m, en la forma en la que se define para la variable o (como se expuso en el apéndice C),
en (1 m} 2 mb|Hpy|1 my 2 msy) sea igual a cero y se concentraron en la tabla mostrada en el cuadro
B1).

En esta, se puede apreciar que aparecen los posibles valores para los nimeros m segin su
posicién y, por lo tanto, todas las configuraciones posibles. Asimismo, puede verse que se han
clasificado en la columna ”Grupo”de acuerdo a su similitud, cada grupo es un tipo de integral
que depende de la variable 6, es decir, cada grupo indica cudles de las integrales tienen, por
su composicién, los mismos exponentes para las funciones trigonométricas sinf y cosf, tras la
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simplificacién del producto de polinomios asociados de Legendre que se tenga, sin tomar en cuenta
las constantes que los acompanen. La intencién es que no se calculen las integrales para 6 maés
veces de las necesarias. Por ejemplo, se considera que la configuraciéon m; = 1,ms = —2,m} =
1,m4 = —2 es la misma que m; = 1,ms = 2,m} = 1, m} = 2 ya que ambas hacen que aparezca el
factor sin’ @ cos @ en el integrando. Por lo tanto, la integral de la primera configuracién sers igual
a la de la segunda, no asi sus constantes, por ello ambas estan clasificadas dentro del grupo A.

~

mb | Grupo

-2
-2
-1
-2

mi | M2
-2

-1

r—\O»—AS
=

I
—_

(e}
= =)

1

—

1
[y

1
—_

—_
= o
(=)

1
—_

= o=

1

=
|

[N}

1
—_
= O
1
—_

I
—_

I
—_

1
—_

—_
= o

1
—_

o

1

—_
1

[\

1
[\
= O
1
—

1
—_

1
—_

1
—
= o
o

I
—_

(an)
= O

1
[y

1
2

o

e}
(a=)
= O
(e}
2> | | O Q) H| W Q] | T | »=| 8| ) W) = Q| Q| 1| Q] Q) | 8| 9| T3] »=| 09| O | Q] 9| = Q O 9] 3| =

I
—_

Tabla 3.1: Configuraciones para los nimeros m las cuales pueden dar resultados distintos de cero.
Cada una de estas clasificaciones estd configurada dentro de un grupo que las clasifica de acuerdo a
los resultados que produzcan, es decir, las configuraciones de un mismo Grupo producen el mismo
resultado por que los elementos que conforman las integrales que producen son los mismos.

Con base en la tabla antes vista, en lo siguiente se procede a determinar sélo una integral
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representativa de cada grupo. Con los resultados ya depurados, se tiene:
= Clasificacién A

(11220H,)1 —12 —2) = qe/YanzzYl_lYQ_g o

_ 45qeay
T 1287
=0

/ sin” @ cos @ d
0

» Clasificacién B

(1 —122/H,102 —1) = qe/Yl_lYgnglng_l dQ

_ 45qeay

82
=0

/ sin® 6 cos® 6 doO
0

» Clasificacién C

(1 —120H,1021)= qg/Yl_lygozYm}@l dQ

15v3 T
= —\[qm/ sin® 0 cos® 0(3 cos? 0 — 1) db
327'(' 0
15v/3¢ead i "
:_M 3/ sin® 6 cos® 0 dQ—/ sin® @ cos® 6 do
327 0 0

=0

» Clasificacién D

(1 —120H,1 —122) = qg/yl,lygozyl,lyzg dQ

315geag ™ . & 2

—4/2 1
e /0 sin” 6 cos (3 cos® 6 — 1) df

_ \/315(]8@0 3/ sin® @ cos® @ db — / sin® @ cos 6 do
2 64r o 0

=0

» Clasificacion E

(1 —120/H,1120)= qa/Yl_lYgozYano dQ

15 g .
— _24¢% / cos fsin® A(3 cos? 6 — 1)% db
64 Jg

15 T . < g
_ 6q4an / [9sin® 6 cos® 6 — 6sin® @ cos® § + sin® 6 cos 0] df
T Jo

=0
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s Clasificacién F
<]. 02 — 1|]£Ip|]. 02 ].> = q¢c /Y10Y2_1ZY10Y21 dS)

45 g
— 2% / cos® fsin® @ do
167T 0

=0

El resto de los elementos de matriz calculados también vale cero. Por lo tanto, se concluye que
esta matriz es nula.
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Capitulo 4
Discusion y conclusion

4.1. Sistema sin degeneracion

La energia del estado base de la molécula del agua, donde [; = Iy = 0, estd dada de la siguiente
forma:

El) =V =—234eV

Luego, la eigenenergia del hamiltoniano de la perturbacién para la molécula del agua, donde
la perturbacién corresponde a un campo eléctrico externo, obtenida por medio de la teoria de
perturbaciones y manejada a segundo orden seria:

2
qed2\" m
Egp =V — —
00 ( hr ) 48
En consecuencia, es posible encontrar que el eigenestado del sistema no degenerado, aproximado
a primer orden, esta dado de la forma:

1000)+ 212010 +
4mh? 3 30

[o.0) =000 0) — geagmdy <\/§ JI5 )

4.2. Sistema con degeneracion

Es imposible construir una matriz de estados H, distinta a la matriz nula para los estados
correspondientes a las energias Ey 1 Fq 1, Eo2 ¥ E1,2 las cuales tienen degeneracién. De hecho, por
la forma en que estdn construidos los estados que se estdn tomando en cuenta, donde I; = If y
lg = 1/2, (6] bien, ll = 13 y ZQ = l4, entonces, 5 = l1 + ZQ + 13 + l4 = 2l1 + 2[2 = 2(11 + lg), el cual
es un numero par sin importar los valores de I y ls, haciendo que se cumpla siempre la condicién
expresada en dentro del teorema ubicado en el apéndice C. Como consecuencia de lo anterior,
el resultado de las integrales resultantes siempre va a ser cero, lo cual impica que los elementos
de la matriz de perturbacién, H,, seran unicamente ceros. Por lo tanto, dada la imposibilidad de
construir una matriz de la perturbacién distinta a la matriz nula para cualquier estado que se
proponga, determinar los eigenvalores de esa matriz y las funciones de onda asociadas a los estados
correspondientes tampoco es posible.
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4.3 Interaccién del campo eléctrico de un teléfono celular con la molécula del agua

4.3. Interaccion del campo eléctrico de un teléfono celular
con la molécula del agua

Como se puede apreciar en los resultados descritos anteriormente, sélo es posible obtener valores
concretos con la parte del sistema que no presenta degeneracién. A continuacién, se usard lo que ya
se ha obtenido para determinar si existe algin tipo de alteracién significativa en la molécula del agua
debido a los campos eléctricos emitidos por los teléfonos celulares, en concreto, se intentaran ver
estas alteraciones en los eigenvalores de la energia y sus eigenestados. Es importante tener presente
en todo momento que, si la presencia de estos campos eléctricos altera de manera significativa a
la molécula del agua, esto podria representar un riesgo para la salud publica. Estas alteraciones
podrén apreciarse en la correcién al eigenvalor de la energia del sistema no perturbado, es decir,
determinando qué tanta energia se obtiene por parte de la perturbacién, y en la forma en la que
cambia la eigenfuncién de este mismo sistema.

Los teléfonos celulares convencionales emiten un campo eléctrico con una magnitud que va
de 1 a 13V/m, de modo que, en lo siguiente, se trabajard con este rango de magnitudes. Otras
cantidades que es necesario precisar son: ag = dy (por la forma en la que de model$ la molécula)
y m = 2,99 x 1072%kg (lo cual corresponde a 18 uma que es la masa de una molécula de agua).

2
ed?\ " m ., .
qh O) T dentro de la ecuacién (3.6). Se comenzard
™
utilizando la cantidad de 13 V/m para obtener el valor maximo. Sustituyendo todas las cantidades

se obtiene que:

De esta manera, ya es posible obtener <

ged®\* m
°) — x1,29x107%"eV
( hm ) 48

Es importante notar que, siendo este el valor maximo para la magnitud del campo eléctrico,
al sustituir con el valor minimo, 1V/m, el resultado obtenido serd aun menor. Ambos resultados,
entonces, estdn muy lejos (a varios ordenes de magnitud) de poder ser parecidos a la magnitud del
potencial V. En consecuencia,

~ —234eV

ged2\* m
48

Eo ~V —
hm
Por lo tanto, los eigenvalores de la energia de la molécula del agua practicamente no se ven
modificados debido a la interaccién con los campos eléctricos de estas magnitudes.
Ahora, es turno de realizar este mismo proceso para los eigenestados. Nétese que, de acuerdo

con los resutlados de la primera seccién de este capitulo, la cantidad por determinar ahora es

3
o

2 Sustituyendo con los valores ya conocidos y ocupando la magnitud méxima del campo
T

eléctrico, se obtiene que:

gemd3

T 392 % 1077
T

Una vez més, ocupar la magnitud minima haria que el resultado fuese menor. Luego, ambos resul-
tados son tan pequenos que no aportan una contribucién significativa para modificar el eigenestado
de la molécula del agua, asi:

[Y0.0) =000 0) — qeagmd? <\/§ VI

1000)+ 512010 +..)~[0000)
47h? 3 30 )T
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4.4 Conclusiones

4.4. Conclusiones

Las herramientas proporcionadas por la teoria de perturbaciones, en conjunto con las consi-
deraciones que se tomaron para poder modelar el sistema en cuestién (el cual, por su puesto, ha
permitido obtener el hamiltoniano que caracteriza a este sistema), han sido de utilidad para anali-
zar la forma en la que un campo eléctrico interactia con la molécula del agua a nivel cudntico. Por
una parte, es claro ver que, tras el estudio que se realizd de la tnica configuracién de la molécula
del agua a la cual le corresponde una energia sin degeneracion, se puede mostrar que, para el caso
de interés, el campo eléctrico de los teléfonos celulares, anadidos como una perturbacién, es incapaz
de alterar significativamente los eigenvalores y los eigenestados asociados con el hamiltoniano no
perturbado de la molécula.

En el primer caso, la correccion que se hace a los eigenvalores de la energia, tomando como
perturbacién un campo eléctrico de 13 V/m, es de 1,29 x 10727 eV, la cual es una cantidad infima
en comparacién a los —23,4eV del estado base. En el segundo caso, los eigenestados asociados
con el hamiltoniano de la perturbacién tienen como factor comun una cosntante cuyo valor es de
3,92 x 10~7 (una vez mds, asociada con el valor de 13V /m para el campo eléctrico), la cual es
muy pequena comparada con 1, por lo tanto, es posible despreciar a estos eigenestados ya que
no representan una contribucién importante. En consecuencia, el campo eléctrico de un teléfono
celular dificilmente podria llegar a hacer que la molécula del agua, estando en el estado base, inicie
el proceso de la radidlisis y que forme un radical libre. Lo anterior sugiere que la radiacién asociada
a los teléfonos inteligentes dificilmente podria llegar a contribuir en el aumento de la probabilidad
de padecer algin tipo de cancer, al menos, a corto plazo.

Por otra parte, para las energias que si presentan degeneracién no fue posible formar una
matriz de perturbacién para poder aplicar el método de la teoria de perturbaciones. Lo anterior
se debe a que todos los estados posibles en los que pudiese estar la molécula del agua, descritos
por los nimeros cudnticos corespondientes a cada protén, l;, m;, I y m}, donde i = 1,2, cumplen,
de una manera u otra, las condiciones y expresadas en el teorema del apéndice C.
Es conveniente recordar que dichas condiciones son, por si solas, suficientes para obtener un cero
como resutado. En otras palabras, todas las configuraciones posibles llevan obtener elementos nulos
dentro de la matriz de perturbaciones. Ahora bien, al analizar este problema en los ejes restantes,
se llega a un resultado andlogo al andlisis realizado en el eje z. Al final, se determina que las
condiciones y , junto con y , son idénticas entre si dada la simetria con la
que fue construido el presente anélisis.

Finalmente, se concluye que, de acuerdo con la teoria de perturbaciones y los analisis tedricos
que se siguen de esta, la molécula del agua es incapaz de ser alterada considerablemente al inter-
accionar con los campos eléctricos. En consecuencia, los campos eléctricos asociados a la telefonia
dificilmente podrian llegar a ser un riesgo considerable para la salud publica dado que, en el cuerpo
humano, esta molécula se encuentra en su estado base, razén por la cudl este fue el estado de mayor
interés a lo largo de este trabajo. Sin embargo, no se descarta la posibilidad de que este problema
deba ser estudiado con algin otro método de aproximacion o, incluso, de manera experimental con
el objetivo de que se puedan corroborar los resultados que se han presentado.
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Apéndice A

Consideraciones sobre el sistema
de referencia

En esta seccion se detallara el proceso mediante el cual fue posible reducir la cantidad de
variables angulares. Recordemos que, de acuerdo con la ecuacién (1.4]), los arménicos esféricos
estan dados de la forma:

Vim, (01,00) = (1) V s P cost)e™

donde i = 1,2, es decir, la ecuacién anterior en realidad concentra 2 ecuaciones de dos variables
cada una. Como se ha mencionado anteriormente, cada subindice hace referencia a cada uno de los
protones los cuales no se mueven de manera libre, pues ya se dijo que existe una restriccion la cual
hace que las distancias entre los protones y de cada uno de estos al ntcleo de oxigeno permamezcan
inmutables. Conocer las limitantes que presenta nuestro sistema en cuanto a su moviemiento resulta
de bastante importancia, ya que con esto podemos esperar que la forma triangular que caracteriza
a la molécula del agua se mantenga en todo momento.

Anteriormente, se habia comentado que el sistema de referencia esta centrado en el nicleo del
atomo de oxigeno, asi que si mantenemos esta idea, ya se tiene el lugar donde se ha posicionado el
marco inercial, lo inico que falta por determinar es su orientacién. Juntando los hechos de que los
protones orbitan al 4tomo de oxigeno, que la forma entre estos cuerpos siempre se mantiene igual
y que se cuenta con la libertad de poder elegir la orientacién del sistema de referencia, se tienen
todos los elementos necesarios para obtener el resultado deseado. Por 1ltimo, es conveniente, por
simplicidad, escribir la ecuacién de la siguiente forma:

leim'm (01’ <107) = Alﬂ"z 13177"1 (COS 97)sz (901) (Al)

En primer lugar, los primeros dos hechos que se consideraron en el parrafo pasado aseguran
que siempre podamos hallar un plano en el que los protones estén orbitando al oxigeno. Si estos
protones se mueven siempre en un plano en comun, entonces la variable 8; queda fija tanto para
el protén 1 como para el 2, por lo tanto, no tiene sentido mantener un subindice que indique el
angulo azimutal de cada proton si es el mismo en ambos casos. De lo anterior se concluye entonces
que 61 =05 = 4.

En segundo lugar, se verd que resulta conveniente acomodar el sistema de referencia de la
manera que se muestra en la figura Como se puede apreciar en dicha figura, el angulo ¢; y
el o son, esencialmente, los mismos, pues se estd ocupando al eje x como la bisectriz del dngulo
formado por la configuracién protén-oxigeno-protén. Sin embargo, de acuerdo con la convencién
utilizada, en realidad se tiene que ¢ = —¢;. De acuerdo con la ecuacion , este cambio sélo
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puede repercutir en las funciones exponenciales, de tal forma que, para estas, cuando i = 2, se
tiene lo siguiente:

Qs (p2) = M2
— ¢im2(=¢1)
—imap

=€

Es facil notar que esto ultimo corresponderia al conjugado de la funcién @,,,, pero con la
variable 1, entonces:

Qm, (p2) = @, (01)

. x ‘

Py | P
\\.:

—_—
»

Figura A.1: El sistema de referencia se orienta de tal forma que el eje x actia como una bisectriz,
haciendo que p3 = —¢;.

Sustituyendo con lo obtenido anteriormente, respecto a 0 y Qm, (¢2), en la ecuacién (A.1) con
i = 2, se obtiene lo siguiente:

Yi,m. (027 802) = Al2m2 Piym, (COS 92)sz (902)
= Al2m2Pl2m2 (COS al)Q:ng ((Pl)
= le;ng (917 901)

Siendo que para i = 1 se tiene:

}/llml (917 (Pl) = Al1m11311m1 (COS el)Qﬁn (901)

no tiene sentido mantener el subindice en los dngulos como se habia mencionado anteriormente.
De esta forma, obtenemos las expresiones para los arménicos esféricos en términos de dos variables
angulares:

‘ Y21m1 (01, 901) = }/llml (0, (p) = Allml B1m1 (COS 0) Q’rnl (<P) ‘ (AQ)

Y22mz (027 902) = leng (97 (P) = Al2m2 Plzmz (COS 9) :;12 (<P) (A3)
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Apéndice B

Teorema de las integrales de senos
y COSenos

En este apartado se determinara si, en general, las integrales de senos y cosenos en donde estas
funciones trigonométricas tienen exponentes impares, es decir, las integrales de la forma

sin 6 r+l cos 2s+1 df
( )
0

son iguales a cero, siendo 7 y s valores enteros no negativos. A continuacién, se muestra el proceso
para resolver la integral:

1 :/ (sin 0)%" 1 (cos )25t df
0
= / (cos 0)?*T1(sin% 0)" sin @ d
0

= / (cos 0)?5T(1 — cos? §)" sin 6 db
0

donde se ha hecho uso de la identidad pitagérica sin? @ + cos? § = 1. Haciendo uso del binomio de
Newton se obtiene lo siguiente:

1 :/ (cos§)?t1 Z (T> (1)" % (= cos? 0)* sinh d
0 k
k=0
= i cos 0)* 1! (T> —1)k(cos?)* sin 6 db
| (eost) > () -0ttees

= Z (Z) (—1)k/ (cos §)2+R)+Lgin g dp
k=0 0

Se hace el cambio de variable u = cos § = du = — sin § df. Adicionalmente, es necesario cambiar
los limites de la integral; veamos que si § = 0 entonces u = 1 y, por otra parte, si § = 7, entonces
u = —1. Aplicando estos cambios en la integral se obtiene:
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1
(71)k/ u2(s+k)+1 du

[ 2(s+k)+1)+1 ]1
-1

[2(s+k)+1)+1

(+)
(+)

[(1)20sHk+D) (1) 2sth+D)
( ) 2(s+k+1)+1 }

ya que 2(s+k+1) es un ndmero par para cualquier valor que tome k. Por lo tanto, en este apartado

se concluye que:

o Jy (sin )27 (cos )5 df = 0, Vr,s € N
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Apéndice C

Teorema para los nimeros
cuanticos

En este apéndice se probara el teorema formulado como resultado de los calculos realizados en
este trabajo y que, a su vez, sustenta las conclusiones del mismo asi como a los propios resultados.
Como se podra apreciar, en lo siguiente se utilizan los resultados obtenidos de los apéndices
anteriores. Finalmente, antes de enunciar el teorema, es conveniente presentar primero algunas
definiciones: I35 = 1}; 4y = 1lb; a = —my +mo +m3 —my; = Z?Zl l;.

Teorema: Si « # 0 o  es un ndmero par, entonces (I3 my lo m2|Z|l3 ms Iy mg) = 0.

Demostracion:
Se desarrolla primero la integral relacionada con los estados involucrados:

(i s Ly |2l g L s} = [ Vi, (61,00 Yi, (82,9202 61, 01) Vi B2 )
= [ it (0, Yiana (6.9)00 8 6Yig (0, 90V, (6.9) O (C)
donde se ha hecho uso de los resultados expuestos en las ecuaciones (A.2) y (A.3]). Posteriormente,

usando la ecuacién (A.1]), es posible separar la integral para 6 de la integral para ¢ obteniendo lo
siguiente:

4 T 4 2 ) ) ) )
= ap H Alim, / cosfsin 6 H Py, | dO / TP etM2P MY o =M (]
=i 0 0

j=i

Se le asigna un nombre a cada integral de la siguiente forma:

2
Il(go):/O e imiggimap pimsp o —imaip ., (C.2)
x 4
12(9)2/0 cosOsing | [ Piym, | a6 (C.3)
j=i

de tal forma que se tiene la siguiente ecuacion:

35



Teorema para los nimeros cuanticos

4
<ll mia l2 m2|Z|13 ms l4 W’L4> = Qo HAljmj 11(90)12(0) (04)

j=i

Se puede ver claramente que la ecuacién (C.4) es cero siy sélo si I1(¢) = 0 o I3(f) = 0, de modo
que se procede a buscar las condiciones para las cuales se dan los casos anteriores. Se comenzara
analizando el caso de I;(¢) en primer lugar. Partiendo de la ecuacién (C.2) se obtiene:

2T
Il(@) :/ e~ iM1p pimap Jimsp p—imap dtp
0

2w
:/ et(=mitmotms—ma)p dy
0

27
= / e dyp
0

donde o = —my + mo + mg — my. Luego:
2
1 .
I — | —_ptap
o) = e
_ et — 1
T a

cos 2w + i sin 2wra — 1

xe’
Es necesario notar que « es, por definicién, un nimero entero, por lo tanto, 2wa son multiplos
pares de 7w, de modo que:

Q0

0

Ii ()

para a # 0. Finalmente, la conclusién del anédlisis de la integral I;(p) es:

la#0=L(p) =0] (C.5)

Ahora bien, se procede a continuar con el andlisis para la integral I5(0), para ello es conveniente
recordar que los polinomios asociados de Legendre se pueden representar, en este caso, como:

dl+m )

le(COS 0) _ (*1) m/2

Tl! (1 — C082 0) W (C082 60— 1)

donde se estd tomando la convencién donde aparece la fase de Condon-Shortley, (—1)™, y se estd
considerando m > 0. Los polinomios asociados de Legendre cuando m < 0 son proporcionales a
los anteriores:

(L —Im))!

|);P”m|(cos )

Py (cos§) = (—1)I™! T+ m)!

es decir,

(=121 (1 = |m]|)! . dt+iml !

Py (cos) = sinf™g——— (cos®6 — 1

i ) 200 (I +|m|)! d(cos §)1+Iml ( )

Como se puede ver, lo que diferencia a estos polinomios del caso donde m es positivo es un factor
constante el cual no altera el exponente de sin @ ni el orden del polinomio.
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Se define Zy,,, como:

I B iy

Slm —

cuando m <0

1 cuando m >0

de tal forma que

— |
(—1)‘m|(§7|m|);P”m‘(cos 0) cuando m <0
le(COS 9) = Elmpl‘nﬂ(cos 0) = ( + |m|)

Py (cos ) cuando m >0

Entonces, I5(0) se expresa de la forma:

4
™ . ( )‘7”J| lJmJ . 9 |m‘/2 dlj‘Hmj‘ 1.
12(0) = A df cos 0 sin 6 H lw (Sln 9) 7 W (COS29 — 1) J
i=1

_1)|mj\ 4 = 4 dlitlm;l

_ " : : Z?:1|mj\< =ljm; 29 lj
_/O df cos 0 sin 0(sin 0) S Jl;[l o jl;[l [d(cos@)ljﬂmﬂ (cos®6 — 1) ]

dlitIms

4 = 4
(_1))\ ':lamj " : A+1 2 l;
=5 H N df cos f(sin 9) H d(cos QYT (cos®6 —1)
j=1

j=1 0

donde 3 = Z?:l Liyi= Z?Zl |m;|. Usando el binomio de Newton se obtiene:

12(9):(*1) H:l”’“) d@cow(sme)A+1

dli +[m;|

4

j —k; :
H d(cos 0)l d(cos §)l+Imsl { , (cos 9) (=DM
j=1 k;=0

1) =
:( D) H b J) dt9cost9(s1n€)/\Jrl

Jj=1

Ly ( l)kjler—lmJl(COSQ)Q(l].,kj)
j=1 | k;=0 kj d(cos&)lj-l-lmj\

Notemos que, al derivar, el limite superior de la sumatoria debe cambiar pues se tiene la
restriccién de que el orden de la derivada debe ser menor o igual al orden maximo del polinomio,
de lo contrario, el resultado de la derivacién serfa cero directamente, es decir, I; +|m;| < 2(I; —k;),

b= myl _

entonces se tiene que —I; + |m;| < —2k;, o bien, k; < = l;j, lo cual constituye el valor

méximo que podria adquirir k;. Los valores mayores a este harfan que el exponente de la funcién
coseno sea negativo, cosa que en este contexto no tendria sentido. Entonces:
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—
—

Ly / df cos O(sin )1

4
11 <lj>(_1)kj (2(L; — k;))! - cos gl Imsl-24
i[5 \Ks (Lj — Imy| — 2k;)!

_ (71))\ = =l;m; ﬂ—de 0 sin 6
= 25 H N COS U S1n
= b 0

H f: <lj>(_]—)kj( (Q(Zj - kj))! (Sing)lmy‘\(Cosa)ljﬂm”,gkj

lj = |mj| — 2k;)!

A continuacién se probara que los exponentes correspondietes a los términos del polinomio que
resulta de la productoria son pares tanto para el seno como para el coseno. Por una parte, se puede
ver que 3 siempre es par ya que, por la forma en la que se eligen los estados, Iy = I3 y ls = 4,
luego, de acuerdo con la forma en la que se definié 3:

4
B = E L=bh+lh+ls+l=20+2=2( +12)
Jj=1
que es un numero par para cualquier valor que tomen l; y ls.

Ahora bien, es posible probar que A es para dado que @ = 0. Es necesario recordar que a =
—my + mo + mg — my. Sean My = —my, Mo = Mg, M3 = M3 y My = —my, entonces o =
47 = . ~ 4 R o —
> j—1 My = 0. Luego, es posible ver que || = [m;|, entonces A= 37, m; =32 m;. Sia=0,
esto quiere decir que el valor absoluto de la suma de los nimeros positivos es igual a la de los
nimeros negativos para que asi puedan anularse entre si, entonces, es posible reescribir a como:

4 4
= Zélmﬂﬂng‘ |m]| - 26_‘mj|7mj |mJ| =0
j=1 Jj=1

donde 0 es la delta de Kronecker. Entonces, se deduce que:

4 4
Z Olmy|,m, 5] = Z O frmy|m; ;]
j=1 j=1

Reescribiendo A de forma andloga se obtiene:

4 4 4 4
A= ij = Z Olm|m; ;] + Zé—lmﬂ»mj ;| = 225|mj\,mj |4
j=1 j=1 j=1 j=1

donde se ha utilizado el resultado proveniente de la ecuaciéon para «. Este tltimo resultado de-
muestra que, efectivamente, A siempre es un ntimero par, en consecuencia, (sin 9)>‘ siempre tiene
exponente par y, luego, (sin#)**! tiene exponente impar.

Finalmente, el exponente de cosf de cualquier término del polinomio resultante de la produc-

. 4 ; .
toria se puede expresar de la forma f — A -2 =1 k; el cual siempre es un nimero ya que, como

) . 4 o

se prob6 anteriormente, 5 y A lo son, y 2ZJ—:1 k; lo es por definicién. Luego, se puede ver que

(cos 0)67/\72(2?:1 ki)+1 tiene exponente impar. Esto conduce a que dentro de la integral se tenga

un polinomio cuyos términos estén representados por (sin§)**1(cos H)ﬁ A=2(05=1 k) + donde los
exponentes son impares. Es decir, lo anterior nos da una integral de la forma:
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/ (sin0)?" ! cos §* ! dp
0

la cual, como se mostré en el apéndice B, vale cero, entonces I5(6) = 0.
La conclusién del andlisis para la integral I5(6) es:

‘ Si 8 es un numero par = I (0) = O‘ (C.6)

Finalmente, de acuerdo con las condiciones expresadas en (C.5) y (C.6), se puede deducir
facilmente, de la ecuacién (C.4), que (I my Iy ma|Z|l3 m3 Iy my4) vale cero si « es distinto de cero
0 si B es un numero par.

Q.E.D
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Apéndice D

Analisis para las otras dos
direcciones espaciales

A manera de complemento, vale la pena indagar qué es lo que sucede tanto en el eje x como en
el y al aplicar la teoria de perturbaciones. En otras palabras, es interesante saber si este método
puede ayudar a encontrar algo importante en todo el espacio tridimensional. Se comienza con el
eje x, para ello es importante recordar que x = rsin 6 cos 6. Luego:

(i my Iy mo|X|lz mg 1y my) = /YzimlYZQ,mQIYla,nglZ,,M aq

donde:

Resolviendo I;(¢) por partes se obtiene:
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27
Iz(@)=/o e’ cos p dp

2

1. 1 )
o [em@ cos gp] zﬁ + o €' *?sinp dp
0
1 /1 1 [
= — < [ew‘“" sin @}(2) - — e'*? cos dgp)
i \ i ia Jy
1
= 7Ix(¢)

= I.(p) = ?Ix«o)

N (1_;2) L(p) =0

Lo primero que se puede notar es que este procedimiento no es valido para a = 0, ya que habria
una indefinicién. En dicho caso, el valor de la integral vale cero puesto que conduce a la forma:

27
/ cos @ dy
0

Por otra parte, si @ = £1 entonces tenemos el caso mas interesante, puesto que la integral se
vuelve de la forma:

27
L(p) = / e*¥ cosp dyp

/ (cos? ¢ 4 isin @ cos @) dp

[}

2m 2
/ cos? ¢ dcp:ﬁ:z/ sin @ cos ¢ dp
0 0

@ sin2p
5+,
0

1
Finalmente, de la condicién (1 - I.(¢) = 0 se puede ver que para cualquier caso, que
e

sea distinto a los tratados anteriormente, I,(¢) el resultado es directamente cero. Por lo tanto, la
condicién que se obtiene de este analisis es:

la# +1 = L(p) =0 (D.1)

Siguiendo el mismo proceso que para el eje z, la integral I,.(0) puede obtenerse de la forma:

. 4
L(6) = /0 sin0 [ T Py, | a0
Jj=t

(fl)lmjlgljmj dlitlm;l

: lmg|__ %"~ 20 l;
L (sin ) d(cos )57 (cos®8 —1)

= / df sin? 6 sin? 0 sin” 0
0

_ = uzm] w“ t [ & IV U I,
~ o L 1 /d9 9H g_:o(kj)( 1) (lj—|mj|—2kj)!( 6)mil (cos 0)b
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Anadlisis para las otras dos direcciones espaciales

Recordando que o = %1, siguiendo las mismas definiciones que antes para m; se tiene:

J=1
o bien,
4 4
@= Zéhhjlﬂhj‘mﬂ - E 5—\fn]~\,rhj|mj‘ =41
Jj=1 j=1
4 4
- Z 5‘7;”"7;” [yl = &1+ Z 5_|77lj|777bj ||
j=1 =
Luego:

4
A= Jmy
Jj=1
4 4
= Z 5\fn,j\,ﬁ:,] |m3‘ + Z 5_|7h3 [, |m]|
j=1 j=1

4
=+l+ QZé—lﬁwlﬁbg‘ |75

Jj=1

es decir, A siempre es impar. Adicionalmente, se sabe que [ siempre es par para los casos
con degeneracién. Entonces, las funciones (sin §)**2 dentro de I,.(f) tienen siempre un exponente
impar.

Finalmente, el exponente de cosf, § — XA — 2 2?21 k; también es impar, para todo k; pues es
la suma de dos nuimeros pares y un impar. En consecuencia, los términos del polinomio resultante
forman integrales del tipo foﬂ (sin 0)2" 1 (cos §)%T1 df, luego, de acuerdo con lo demostrado en el
apéndice B, I,(0) = 0. La conclusién para la integral I,.(6) es:

’Si B es un nimero par = I,(0) = O‘ (D.2)

Por lo tanto, al juntar las condiciones y , se concluye de este andlisis en la direccion
del eje x que (Iy mq lo m2|X|lg ms Iy mg) =0si a# £1 osi B es un nimero par.

Ahora bien, por otra parte, para el andlisis en el eje y se debe recordar que y = rsin#@sinf.
Después:

Iy mq Iy m2|ff|l3 mg la mq) = /Kf,mlyl%nmyylg,mgyziml dQ
4 T 4 27
= ap H Aljm, / sin? 0 H Piim, d9/ ' sin p dp
j=1 0 j=1 0

4
=ao | [ Aim, | LO)1,(¢)
j=1

donde:
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Analisis para las otras dos direcciones espaciales

- 4
Iy(e):/o sin20 [ T] Py, | 0
j=1

27
Iy(p) = /0 e sin g dip

Resolviendo primero la integral I,,(¢) se tiene:

2m
I,(¢) :/o e sin p dyp
1. g
= {,e“w SiIl(,D:| - — e**? cosp dp
i o ta Jg
1
= a[x(@)

+ir cuando o = *£1

0 cuando o # 1

Es importante aclarar que el caso donde @ = 0 no sigue este mismo procedimiento, ya que
conducirfa a una indefinicién, sin embargo, si conduce al mismo resultado. Entonces, la primera
condiciéon seria:

la# 41 = I(p) = 0] (D.3)

Es notable que I,(0) = I,(6), por lo tanto, las condiciones para ésta integral son las mismas,
asi:

’ Si B es un ndmero par = I,(0) = 0‘ (D.4)

En consecuencia, las condiciones (D.3)) y (D.4) son las mismas que (D.1) y (D.2), respectiva-
mente, entonces (I1 m1 lo ma|Y|l3 m3 Iy my) =0si @ # 1 osi S es un ntmero par. Por lo tanto,
las condiciones para x y y son las mismas puesto que el sistema tiene simetria respecto al eje z.
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