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v
RESUMEN

En este trabajo se muestra un método de relatividad general para estimar la razén de la
masa de un agujero negro entre la distancia que nos separa del mismo. Dicha estimacion se realiza
mediante el uso de datos registrados para corrimientos al rojo y azul, los cuales estan presentes en
fotones emitidos por méseres de agua que orbitan dicho agujero negro en trayectorias geodésicas.
En este caso se estudiaran algunos sistemas astrofisicos registrados en el Megamaser Cosmology
Project, como son UGC3789 y ESO558-G009, en los cuales consideraremos que existe un agujero
negro super masivo en el ntcleo de cada uno de estos sistemas galacticos astrofisicos.
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Introduccion

Durante mucho tiempo la teoria de la Gravedad de Newton ha sido una de las herramientas
mas utiles para describir el movimiento de los cuerpos celestes, ademés de que dicha teoria ha
demostrado ser muy precisa en cuanto a la prediccion de diversos fenémenos astronémicos. Debido
a esto, el modelo de Newton es de los mas empleados para el estudio de sistemas astrofisicos, sin
embargo existen fenomenos que esta teoria no puede describir, como lo son la precesion del perihelio
de la 6rbita de Mercurio y el corrimiento al rojo gravitacional [2], los cuales fueron algunas de las
primeras pruebas para Relatividad General, lo cual nos muestra que en realidad la naturaleza de
la gravedad es méas compleja de lo que parece.

En este trabajo se haré uso de la Relatividad General, la teoria mas completa en la actualidad
para describir la gravedad y el espacio-tiempo, ya que las ecuaciones de Einstein nos muestran que
hay una diferencia entre la gravedad y las demas fuerzas de la naturaleza, siendo esta un efecto
debido a la curvatura del espacio y el tiempo, la cual a su vez es generada por la distribucién
de los objetos en el mismo. De esta forma, los cuerpos masivos y, de manera general, la energia
deforma el espacio-tiempo a su alrededor. Dichas ecuaciones nos permiten ver, de forma clara,
la relacién que existe entre estos objetos y la curvatura generada por los mismos. Asimismo esta
teoria permite la existencia de agujeros negros los cuales serdn estudiados aqui.

Se empleard un modelo Relativista General a sistemas astrofisicos y asi poder determinar la
razon masa/distancia (M/D) de agujeros negros en los discos de acrecion que estan ubicados
en el centro de sistemas galacticos, como lo son UGC3789 y ESO558 — G009. Esto con datos
observacionales registrados en el Megamaser Cosmology Project (MCP), dichos datos son obtenidos
debido a fotones emitidos por objetos que orbitan estos agujeros negros en oOrbitas geodésicas, en
este caso concreto dichos objetos son maéseres de agua de los cuales se conoce su frecuencia de
emision en reposo. Asi, podemos determinar los corrimientos al rojo o al azul que experimentan
estos fotones y con el modelo propuesto se encuentra que la masa del agujero negro esta relacionada
con dichos corrimientos, y al implementar un andlisis estadistico sobre los datos reportados se puede
estimar la masa de dicho agujero.

También otro de los objetivos de este trabajo, ademés de determinar la masa de los agujeros
negros en los sistemas antes mencionados, es mostrar algunas de las diferencias entre modelos
empleados, ya que muchas de las estimaciones para la masa del agujero negro central han sido
realizadas bajo un modelo newtoniano. Ademads de tratar de encontrar contribuciones “notables”
de algunos de los efectos propios de la Relatividad General como el corrimiento gravitacional.






Capitulo 1

Meétrica de Kerr y vectores de Killing

1.1. Meétrica de Kerr

Una solucién a las ecuaciones de Einstein, es la métrica de un agujero negro de Kerr, que
describe el campo gravitatorio generado por objetos que ademéas de poseer una masa, también
tienen un momento angular. Dicha métrica est4 dada por

ds? = gudt® + 2gt,dtdy + Grrdr? + gogdb?* + gw,dcpz, (1.1)
donde

B 1 2Mr B 2Marsen?6 >

gt = ) ) Gt = n ) Grr = Av
2M a’rsen?
999 =2, Gop = {7”2 +a®+ — 5 sen?0,
en las cuales las expresiones para X y A son:
Y =12+ a®cos® 0, A=r%+a®>—2Mr.

Cabe mencionar que las componentes de esta métrica, dependen de M y a, la masa del agujero
negro y el parametro de rotacion de Kerr, este tltimo es dado por a = J/M, aqui J es el momento
angular del objeto masivo. Ademas la métrica aqui mencionada es descrita en el Sistema Natural
de Unidades (G = ¢ = 1), donde G es la constante de gravitacion universal de Newton y ¢ es la
velocidad de la luz.

La métrica de Kerr esta expresada en el sistema coordenado de Boyer—Lindquist, (¢, r, 0, ),
con ello se recurrira a la convencién de sumas de Einstein para la operacion entre los cuadrivectores
para los indices repetidos.

Otro aspecto a notar es que todas las componentes de esta métrica son independientes de ¢
y de ¢. Asi, mediante los vectores de Killing [2], se puede deducir que existen cantidades que se
conservan a lo largo de trayectorias geodésicas.

1.2. Vectores de Killing y cantidades conservadas

Un resultado que se presenta en las diferentes métricas, las cuales son solucién a las ecuaciones
de Einstein, es inferido por medio la ecuacion de las geodésicas,

p"'V,p” =0,
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con la cual se puede llegar a que

m% - %(auguA)pApu-
De esta relaciéon notamos que para trayectorias geodésicas, si las componentes de la métrica son
independientes de la coordenada z7*, entonces la componente del momento, p,,, es una cantidad
conservada [2].
Para este caso, como ya se ha mencionado, la métrica de Kerr es independiente de t y ¢, por
lo cual presenta dos vectores de Killing, dados por

& =(1,0,0,0) (Campo vectorial de Killing temporal), (1.2)

P* =(0,0,0,1) (Campo vectorial de Killing rotacional). (1.3)

Dadas las ecuaciones anteriores, podemos ver que cumplen la siguiente relacién, K*p, = p,,,
donde K* es un vector de Killing, p* es el cuadrimomento de una particula, y p,, es una cantidad
conservada de movimiento. Con ello notamos que en la métrica de Kerr, se pueden definir dos
cantidades conservadas [2].

Ahora con, p*/m = UF = (U, U, U?, U¥), la cuadrivelocidad de una particula, y los vectores
de Killing dados anteriormente, se pueden definir dichas cantidades conservadas por

=-LU" =—g,8"U", L=—=¢U0"=g.,y9"U". (1.4)

Podemos encontrar los valores para F y L al sustituir (1.2) y (1.3) en (1.4). Asi, obtenemos que
E=—g,U? —guU', L=g,U"+gy,U?. (1.5)
Al resolver el anterior sistema de ecuaciones para U? y U¥ se puede llegar a que

_ YeeEt gl o Bt gul

Ut
2 ) 2 :
G — GopJit Jtp — GepJtt

(1.6)
Podemos notar que el sistema anterior de ecuaciones expresa las componentes U¥ y U de la

cuadrivelocidad para una particula en trayectorias geodésicas; las cuales estan en términos de la
métrica de Kerr y de las cantidades conservadas de movimiento dadas por los vectores de Killing.




Capitulo 2

Campos tensoriales de Killing y
oOrbitas en la métrica de Kerr

2.1. Campo tensorial de Killing en la métrica de Kerr

La métrica de Kerr posee un campo tensorial de Killing [2], este campo satisface la ecuacion
de Killing, V(5 K,y = 0, el cual esta dado por

K = 251,n) + 77 g, (2.1)

R A A o\
"= = +<la=) +{=)
A ot A \ Oy or

g (0N a (9N A0
2% ot 2% \ 0y 2v \or /) ’

estos son vectores nulos, los cuales cumplen que [,l* =0, n,n* =0y *n, = ,n* = —1. [2]. Esto
se puede verificar usando la métrica de Kerr (1.1), y también del hecho de que para A® y B%,
cuadrivectores, B, A% = g,3B” A [11].

Dado el campo tensorial de Killing, la cuadrivelocidad de una particula y las componentes de
la métrica de Kerr en (1.1), podemos ver que existe una constante de movimiento C [2], la cual
estd dada por

donde

C =K, UrU” =2%(1,U")(n,U") — 12, (2.2)

donde K, es el campo tensorial de Killing en (2.1). Se pueden deducir las expresiones para [, U*
y n,U?, al sustituir sus expresiones correspondientes. Asi, tenemos que

a A -

2 2 2 2
rta E+2L+grrUT7 np«UH:_T‘ il

[
WU A A

Podemos sustituir los resultados anteriores en la ecuacién (2.2), para llegar a que

1

C= ([ +a))E - aL]® = $2(U")?) =12, (2.3)

Asi, dada la constante de Carter, ), definida en [§], se puede encontrar que

1

C=(L-aE)’+Q= 5 ([(" +a*)E - aL]® = S2(U)?) — 2. (2.4)
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2.2. Orbitas geodésicas en la Métrica de Kerr

Las orbitas en la métrica de Kerr satisfacen la ecuaciéon de las geodésicas dada en la seccion
1.2 [2], asimismo, las expresiones encontradas en (1.6) para las componentes de la cuadrivelocidad
de una particula, corresponden a trayectorias (u érbitas) que también satisfacen la ecuaciéon de
las geodésicas. Ahora en la métrica de Kerr se puede definir un potencial efectivo (Ver), tal como
es mencionado en [5]. Dicho potencial resulta de normalizar la cuadrivelocidad de una particula,
cuya trayectoria es geodésica, es decir, de U,U* = g, U"U" = —1 y de las expresiones dadas en
(1.6) tenemos que

96 (U")? + 2g0,U'U% + g (U)? + 906 (U°)? + 9p (U#)? = -1, (2.5)
y con ello
. E?g,,+2ELgy, + L?
—grr(U")? = goo(U)? + 1 — < Yoo T 222Gty T2 It (2.6)
Gt — Gtt9pep
Por lo que podemos definir una expresién V, ¢ mediante la siguiente expresion.
E? 2EL L?
Vers = 900U +1— ( Igp + 220Gt + gtt) : (2.7)
fr 2
Gt — GttGpe

Cabe notar que Veyy = Veyyp(r,0, E, L, M,a), pero los pardmetros M y a son propiedades del
objeto masivo central, y con ello constantes. También se puede ver que E y L son el producto
interior de cuadrivectores, y por lo tanto invariantes de Lorentz.

Por otra parte también podemos definir un par de funciones en términos de la constante de
Carter [8]. Al utilizar la ecuacion (2.4) y despejar ¥2(U")?, podemos definir V (r) como sigue

V()= [P +a®)E—aLl]’ = A[(L —aE) +Q+1%]. (2.8)

Ahora al sustituir la expresion para $?(U")? dada por la anterior expresién en (2.6), y al despejar
¥2(U%)2, podemos definir una funcién ©(6) de la siguiente forma

2

0)=Q — |a*(1 - E*) + cos?0. (2.9)

sen20

Ademaés, al escribir de forma explicita Ut y U¥, sustituyendo las expresiones de las componentes
de la métrica de Kerr en (1.6), obtenemos las siguientes relaciones:

Ut — = ([(Tz +a?)? - Aa256n29] E_ 2MarL) 7 (2.10)
1
Uv = ASsin2d ([2Mar56n29] E+ [A — a286n29} L) . (2.11)

De esta forma las ecuaciones (2.8), (2.9), (2.10) y (2.11) rigen la trayectoria geodésica de una
particula.

Dado que parte de este trabajo es analizar los fotones detectados provenientes de diferentes
galaxias, podemos obtener las ecuaciones que rijan las trayectorias geodésicas seguidas por estos.
Por lo que consideraremos el cuadrivector de onda de los fotones, el cual, a diferencia de la
cuadrivelocidad de una particula masiva, este cumple que k,k* = 0, con k* = (k*, k", k% k) el
cuadrivector para el momento de un fotén [2, [12].

Al normalizar el cuadrado de dicho cuadrivector, k%, tenemos de manera similar a la ecuacion
(2.5), que

Get (kD)2 + 291,k K + grr(K7) 4 goa (K?)? 4 g (k9)? = 0. (2.12)
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De forma anéloga a lo realizado para una particula masiva, podemos obtener las componentes k*
y k% por medio de los vectores de Killing en (1.2) y (1.3). Asi, tenemos un sistema de ecuaciones
dado por

Ey = —gpik? — guk’, L, = gtcpkt + Gppk?.

Al resolver el sistema de ecuaciones para k¥ y k' tenemos que

_ 9o by + gro Ly

E L
it a | ke = Sl gutn (2.13)
G — GopJit Gtp — GepJtt
Ahora, al sustituir las ecuaciones anteriores en (2.12), podemos llegar a que
E2900 +2E Ly gip + L2 gy
_grr(kv")Q — 999(k9>2 _ YIPP 5 v ILe 0d . (214)
Gitp — GttGpyp

También, podemos hacer uso de la constante de Carter, (), para poder determinar las cantidades
correspondientes a ¥2(k")?, ¥2(k%)?, k!, k¥ (analogamente al analisis de una particula masiva)
y con ello, las ecuaciones geodésicas que regirdn el movimiento de un fotén. Para ello podemos
ver que dado k k" = g, k*kY =0y C, = K, k"k”, donde K, estd dado por la ecuacion (2.1),
tenemos que

Cy = 25(1, k") (ny kY). (2.15)

Dadas las expresiones para " y n* en la seccion 2.1, para I, k" y n, k" de forma analoga a particulas
masivas obtenemos que

r2 +a? a - r?2 + a2 a A ,
luk'u = — A E»y —+ ZL»-Y —+ grrk‘ y nuk# = — 22 Efy + EL’Y — ﬁgrrk .
Al sustituir las anteriores expresiones en la ecuacién (2.15), obtenemos que
1
¢, = z([0* +a*)E, - aL,]? — 2 (k")%). (2.16)
Siendo ahora, la constante de Carter, @), para fotones, se puede llegar a que
1
Cy = (Ly = aB,)* +Qy = 5 ([(7 + @) B, — aL,]® = S2(k")?), (2.17)
de la cual podemos despejar el valor de ¥2(k")? obteniendo la siguiente expresiéon
S2(k)2 = [(r2 + a®) By — aLy]” — A((Ly — aBy)* + Q). (2.18)

Al ser k, k" = 0, podemos tomar la ecuacién (2.14) y sustituir la expresion para %?(k")%. Asi,
podemos despejar Y2 (k?)? para obtener que

2
L"/

%0, 2.1
won?d cos 0 (2.19)

2 22
aEW

22(k9)2 =Qy - [

Al sustituir los valores de las componentes de la métrica en (2.13) obtenemos que

1
k' = Ay ([(r* + a*)® — a®sen®0A] E, — 2MarL.)), (2.20)
1
Y= 2 2 2
k AT son?d [(2Marsen®0)Ey + (A — a”sen®6) L, ] . (2.21)

De forma similar a una particula masiva, las ecuaciones (2.18), (2.19), (2.20) y (2.21) son las
ecuaciones que rigen el movimiento de los fotones en la métrica de Kerr.
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Como ya hemos visto tenemos las ecuaciones que gobiernan el movimiento, tanto para parti-
culas masivas como para fotones. Como nota, se tiene que tomar en cuenta la forma en la que se
definen las cantidades F y L, para particulas masivas en movimiento. Las cuales estdn definidas
en términos de las cantidades L y E, estas son correspondientes a las constantes definidas por los
vectores de Killing, ya que p® = mU*~ [2].

Por lo tanto, E y L corresponden a las constantes F y L por unidad de masa respectiva-
mente, esto es, m = 1, lo cual es importante ya que el Sistema Natural de Unidades tiene como
caracteristica que, G = c=h = 1.

Asi, podemos “juntar” las ecuaciones para particulas masivas y fotones (que no poseen masa)
y utilizar las ecuaciones obtenidas para realizar nuestro anélisis.

2.3. Orbitas circulares para particulas masivas

Una vez realizado el anterior andlisis. En esta seccién veremos el tipo de trayectorias mas
simples e importantes, las cuales son 6rbitas circulares en el plano ecuatorial, ya que, como se
verd, son un tipo de trayectorias geodésicas estables y acotadas. Estas cumplen que r = cte. y
0=m/2.

Podemos obtener las ecuaciones para 6rbitas circulares que necesitaremos para este anélisis,
por medio de la ecuaciéon de las geodésicas, la cual estd dada por

UtV U = U9, U + T, UPT =0
[12]. Al reescribir esta ecuacion, dado que U = 2 = dz®/dr, obtenemos la siguiente expresién
F* 4TS, =0, (2.22)

la cual describe un conjunto de ecuaciones para los distintos valores de a.

Para simplificar las expresiones, propondremos la cuadrivelocidad para una particula en una
orbita circular en el plano ecuatorial. Dicha cuadrivelocidad estara dada por U® = (U?,0,0,U%),
ya que, U" =dr/dr =0y U? = df/dr = 0.

Asi, escribiendo los términos de la ecuacion (2.22), tenemos que

P+ T5(UN? 420, U'U? +T3,(U?)? =0. (2.23)

Para deducir las expresiones de los simbolos de Christoffel, podemos usar la ecuaciéon donde estos
se expresan en funcion de las componentes de la métrica [2], la cual esta dada de la siguiente forma

(6% 1 (6708
re, = 39 (Ougvo + Ovguo — OsGuv)- (2.24)

Podemos notar que la anterior expresion depende de las componentes de la métrica en su forma
contravariante (o matriz inversa). Asi, para la métrica de Kerr tenemos que

9\? o\ B ) 9\> 2\? a\?
(32) =0 (&) =2 (&) (5a) + o () +o" (@) +o (5) - e

[1], donde
1 2Mar A
tt__ 2 2\2 2 29A to _ L —
gt = (07 @) —atsen?0a], o= PR gl D
1 1
00 _ — PP A_Z 2
g ¥’ g Y Asen? ( a*sen”f).

8
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Dado que la métrica es independiente de ¢ y , al tomar en cuenta que, g*?g,, = ¢, donde dicha
cantidad cumple lo siguiente: si p = v, 6% =1y si u # v, 6% = 0 [11]. De la expresion (2.24), se
puede notar que, cuando « = r, 6, los simbolos de Christoffel para (2.23) son distintos de cero.
Ahora utilizando la ecuacién (2.23), obtenemos las siguientes expresiones para las componentes r
y 0:

i+ T3, (UN? 42, U'U% + 17, ,(U?)? =0, (2.26)

donde a partir de la definicion (2.24), al sustituir las expresiones de la métrica en (1.1) y (2.25),
obtenemos

Iy, = ]\g—?(rz — a’cos?0), Iy, = ;Masenzﬂ(a%OSQG —r?),
e, = %senQG r+ 7Ma2;§nz€ (a*cos®0 —1?)| ;
# +TLUY)? + 20U U? + T (U)? =0, (2.27)
donde 0 2Ma?rsenfcost 0 2Mar
I = T ys i, = SE (r? 4 a*)senfcosb,
sz == 867129;089 ([(7“2 +a?)? — a’sen®A] + 2Ma2r86n;0(7'2 + a2)> .

Las expresiones anteriores estan dadas para un r y 6 fijos, ya que U = (Ut 0,0,U%). De esta
forma eligiendo r = cte. y § = 7/2, tenemos que, r = 2" =cte., i =0y 0§ = 2% = 7r/2 0 =0.
Por consiguiente tenemos solo la siguiente expresion para (2. 23)

MAa A

MA
—U'U¥ - 3 (U#)? =0, (2.28)

—(U"? -

ya que todos los simbolos de Christoffel para la expresion (2.27) tienen un factor de cosf el cual
es igual a cero.

Ahora, al considerar la normalizacion de la cuadrivelocidad U* = (U*,0,0,U%), esto es, U, U* =
—1, con r = cte. y 8 = 7/2 (6rbitas circulares en el plano ecuatorial), obtenemos que

oM
}U*U*" {r +a®+ r“ (U#)? = —1. (2.29)

B {1_ 2Mr

] U+ [ 2]\;[ar

Al resolver el sistema de ecuaciones dado por (2.28) y (2.29) para U? y U¥, podemos obtener que

:|:M1/2
Y _
U* = 703/4(,,a3/2 —3Mrl/2 4+ 2M1/2a)1/2’ (2~30)

‘ r3/2 £ MY2q
Ut = r3/4(r3/2 — 3Mr1/2 £ 2M1/2a)1/2 (2.31)

Debemos mencionar que para el andlisis general, en el cual se toma en cuenta la constante de Car-
ter, también se da cabida a las ecuaciones obtenidas anteriormente. Ya que para o6rbitas circulares
en el plano ecuatorial (§ = /2 y r = cte). Al tomar esto en cuenta para las expresiones en (2.10)
y (2.11), tenemos que

(r® +a®r + 2Ma?)E — 2MalL

Ut = ,
r(r2 +a? — 2Mr)

(2.32)

9
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_ 2MaE+ (r —2M)L

U¢ 2.33
r(r2 +a? — 2Mr) (2:33)
Mientras que las expresiones para E y L dadas por
3/2 _ oprl/2 4 a2

E=— " r_=a 7 (2.34)

r3/4(r3/2 — 3Mr1/2 & 2M1/2q)1/2

EMY2(52 = 2a MY/ 21 /2 2

(r* ¥ 2a /% 4+ a®) (2.35)

= r3/4(r3/2 — 3Mr1/2 £ 2M1/2q)1/2

son soluciones al sistema de ecuaciones generado por
V(iry=0y V'(r)=0,

con V(r) dado en (2.8) y la constante de Carter (Q) es igual a cero (esto se puede ver en (2.9)
para estas orbitas [I]). Las ultimas dos expresiones para V(r) son las condiciones para orbitas
circulares y estables.

También se puede notar que esto es equivalente a lo establecido por el potencial V. ;¢ dado por
(2.7). Al fijar el valor de 0, tenemos V.ys = Veys(r), y al considerar que dr/dr = U” = 0 para
r = cle. se encuentran orbitas estables circulares [3], bajo las siguientes condiciones

Veff(r) =0, e/ff(r) =0.

Mediante este analisis general, para obtener las ecuaciones en (2.30) y (2.31), solo sustituimos las
expresiones de 'y L en (2.32) y (2.33) [1].

Cabe senalar que las expresiones dadas en (2.30) y (2.31), los signos arriba y abajo que acompa-
nan a la constante a, corresponden a movimientos en corrotaciéon y contrarrotaciéon de los objetos
orbitantes, dada la direccién de rotacion del objeto masivo (agujero negro).

En el caso para L, al igual que U¥ en la ecuacion (2.30), donde se muestran estos signos
arriba y abajo en el factor de M'/2, dichos signos hacen referencia al sentido de la rotacion, en la
direccion de .
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Capitulo 3

Relaciones entre observables y
propiedades de un agujero negro de
Kerr

3.1. Emisién y deteccidon de fotones (métrica de Kerr)

En esta seccion se considerara el corrimiento de los fotones provenientes de otras galaxias, en
el caso especifico donde un observador sobre el plano ecuatorial no experimenta un alejamiento
del sistema de interés. De esta forma deduciremos los corrimientos que registra dicho observador
de fotones provenientes de fuentes de emision conocidas como son los maseres de agua que orbitan
ciertos nticleos galacticos [9], ya que se conoce su espectro.

Al conocerse su frecuencia de emision en reposo, podemos medir los corrimientos al rojo y al
azul que presentan dichos fotones, debido al movimiento de estos maseres alrededor de un agujero
negro, en este caso considerando una métrica de Kerr.

Para un observador en movimiento, con cuadrivelocidad en el punto C' dada por U§&, este
medira la frecuencia de un fotén, con un cuadrivector de onda k* = (kt, k", k% k¥), mediante la
siguiente expresion,

we = —(k}HU‘U’)C

[2]. Asi, para los puntos de emision y deteccion usaremos los subindices (e) y (d) respectivamente.
Ahora tomaremos la definicién para el corrimiento (al rojo o al azul) dada por

1+ we  [9uUK" + g1o(U'k? + UPE') + g UTE™ + goo UK + g,,Uk?]
2= — = .
wa  [guUkt + g1 (Uth® + UPKY) + g, UTk™ + goaUk? + g,,Uk?]

(3.1)

Aqui, podemos sustituir tanto las expresiones para Ut y U¥, como las de k! y k¥, las cuales estan
dadas por las ecuaciones (1.6) y (2.13), obteniendo asi la siguiente relacion

- [Ek' — Lk? — g, UTk" — gooU°K?] | [E,U" — LyU? — g, UTK" — goaUK?] (3.2)
z = = . .
[Ekt — Lk? — g, Uk™ — gogU?k?), — [E,U' — LyU? — g, UTk" — gopU%k?],,

Como hemos estado haciendo, para este caso supondremos que las orbitas de los objetos que
emiten estos fotones, asi como las de los observadores, son circulares en el plano ecuatorial. Por lo
que U" =0y U =0, lo cual nos deja la siguiente expresion

[E, U — L, U?),

1+ 2= ",
[EvUt o LVUw]d

(3.3)
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Relaciones entre observables y propiedades de un agujero negro de Kerr
3.1 Emision y deteccion de fotones (métrica de Kerr)

Ahora introduciremos el parametro de deflexion de la luz, b, el cual estd dado para un punto
C como sigue,

bo = [Ly/ By (3.4)

Cabe notar que, dada la definicién del pardmetro de deflexién de la luz, podemos reescribir la
ecuacion para el corrimiento en (3.3) de la siguiente forma

E.,. [U"—bU?],

1 =
i Evd[Ut_bUgo]d’

(3.5)

usando el hecho de que los fotones siguen trayectorias geodésicas, y que las cantidades E, y L,
dadas en la seccién 2.2 son cantidades conservadas a lo largo de todo el camino de los fotones.
Notemos que la cantidad b, como esta definida, se conserva a lo largo de la trayectoria del foton,
esto es, b, = by, donde e y d son los puntos de emision y deteccion [5], por lo que la expresion
para el corrimiento total queda de la siguiente forma

Ut - bU),

14+ 2= —7F1—7-—-35.
Ut —bU?],

(3.6)

Ahora fijaremos un punto ¢ sobre el plano ecuatorial a una distancia r del agujero negro. Para
encontrar la cantidad b. consideraremos como un primer caso los fotones que se emiten en dicho
punto con un cuadrivector de onda, k* = (k*, k",0,0). Asi, estos fotones se emiten sobre el plano
ecuatorial, en la direccién radial del agujero negro.

De esta forma, podemos obtener el pardmetro b., al considerar las expresiones para E, y L.,
dadas en la secciéon 2.2. Para dichos fotones obtenemos que

Gte
b = —F+. 3.7
gt (8.7)

También, consideraremos los fotones emitidos en la direccién de ¢, sobre el plano ecuatorial,
cuyo cuadrivector de onda estd dado de la siguiente forma k* = (k*,0,0,k¥). Cabe notar que la
componente k¥ del cuadrimomento es perpendicular al vector de posicién de su fuente de emision,
la cual es medida con respecto al agujero negro. Para obtener el pardmetro de deflexion de la luz,
podemos usar las expresiones dadas en (2.12) y (2.13), donde se puede resolver una ecuacion para
b. Asi, al usar la definicién para b, obtenemos que

—9tp £ 1/ 92y — Gtt9pyp
z . (3.8)

Jtt

bio =

De esta forma podemos ver que b(r) es un mapeo entre el pardmetro de deflexion de la luz y el
radio, donde r depende del vector de posicion r de los maseres detectados. Asi, podemos notar
que dicho mapeo para un punto dado, alcanza sus valores maximos donde los fotones son emitidos
de forma perpendicular a la linea media (ver figura .

Ahora podemos sustituir las expresiones para las componentes de la métrica, en (3.7) y (3.8) para
el caso donde se toma en cuenta que los fotones se emiten en el plano ecuatorial (0 = 7/2). Asi,
en las ecuaciones para b obtenemos las siguientes expresiones

2Ma
b = — , 3.9
r—2m (3.9)

—2Ma £ rvVr?2 +a? —2Mr
r—2M '

b=
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Relaciones entre observables y propiedades de un agujero negro de Kerr
3.2 Corrimientos (al rojo o al azul) en términos de las propiedades de un agujero negro de Kerr

De las anteriores relaciones se puede notar que b. es proporcional al pardmetro a, con lo cual
la expresion (3.9) contiene informacion sobre el arrastre debido a la rotacion del agujero negro,
ademas de un efecto gravitacional debido a la presencia de la masa del agujero negro.

También se puede ver que los dos valores obtenidos para b; » estan relacionados a objetos que
se acercan o alejan de un observador lejano [5] .

Observador

Figura 3.1: Se muestra el sistema con un observador muy lejano donde las cantidades z; y z_
corresponden a los corrimientos al rojo y al azul respectivamente, ya que los fotones emitidos en
estos puntos son tangentes a la 6rbita. Por esta razén el corrimiento al rojo corresponde a objetos
que se alejan, mientras que el corrimiento al azul corresponde a los objetos que se acercan. Esto
se puede notar més claramente en las expresiones (3.20) y (3.21).

Con base en lo encontrado anteriormente, al reescribir by 2 como by 2 = b, £ |b.|, donde |by| es
el segundo término de by 2 en (3.8). Notamos que de manera general, el corrimiento dado en (3.6)
estard dado de la siguiente forma

[U' —b12U%], (U —bU?], £ [|b|U?],

1 = - .
A= bi2U?], (U — bU%), % [[b2|U],

(3.11)

Por otra parte, usando el hecho de que U* = dz®/dr, podemos definir la cantidad Q = U¥/U*.
Ahora tomando en cuenta las ecuaciones (2.30) y (2.31) tenemos que
Ue d +M1/?
_ 2 _ I (3.12)
Ut dt  r3/24+ M2
la cual es la velocidad angular de un objeto que orbita el agujero negro en una trayectoria circular
en el plano ecuatorial.

Qi

3.2. Corrimientos (al rojo o al azul) en términos de las pro-
piedades de un agujero negro de Kerr

Las galaxias registradas en el Megamaser Cosmology Project, son sistemas astrofisicos que en
su mayoria tienen un ntcleo galactico activo (AGN por sus siglas en inglés), es decir, la radiacion
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Relaciones entre observables y propiedades de un agujero negro de Kerr
3.2 Corrimientos (al rojo o al azul) en términos de las propiedades de un agujero negro de Kerr

que podemos observar de ellas se debe principalmente a la materia en el disco de acrecién, la cual
es una regién cercana al agujero negro de la galaxia.

En dichas galaxias se pudo identificar radiacién proveniente de maseres (nubes) de agua, los
cuales se encuentran orbitando en el disco de acreciéon del sistema. Al considerar que la frecuencia
en reposo de estas “nubes” de agua es 22,23508G H z [7], se pueden medir los corrimientos al rojo
y al azul de los fotones emitidos por estos objetos.

En esta seccion nos encargaremos de encontrar las expresiones para los corrimientos al rojo y
al azul, presentes en los fotones emitidos por los méaseres de agua que orbitan el agujero negro.
Estos corrimientos estardn dados en términos de las propiedades que posee dicho agujero negro.

Consideremos el caso mas simple, esto es, un observador sobre el plano ecuatorial que no expe-
rimenta alejamiento o acercamiento al sistema galactico a una distancia r; del agujero negro. Te-
nemos que para este observador la forma de su cuadrivelocidad esta dada por U* = (U?,0,0,U*),
la cual es congruente para érbitas circulares en el plano ecuatorial.

Dado el anterior argumento, podemos usar las expresiones dadas en (2.30) y (2.31) notando
asi que Ut — 1y U¥ — 0, cuando 74 — oo.

Por esta razon, la cuadrivelocidad de un observador muy lejano quedaria de la forma

U* = (1,0,0,0). (3.13)

Ahora con este resultado en mano, podemos sustituir las expresiones de las componentes de la
cuadrivelocidad para este observador en la relacion (3.11). En este caso el observador es quien
detecta los fotones emitidos por los méaseres de agua, obteniendo asi que el corrimiento total (al
rojo o al azul) esta dado por

14210 = [U' = bU?]_ +[|b£|U?],. (3.14)

e

De la anterior expresién, podemos notar que la contribucion del corrimiento central, para este caso,
esta dada de la siguiente forma, 1+ z. = [U* — b.U%],. Por lo que podemos definir la cantidad z4
como sigue

zg = UL |bx]e. (3.15)
Notemos aqui que el corrimiento central z. nos provee informacioén sobre el campo gravitacional,
y 2+, nos aporta informacion debida al movimiento de las fuentes emisoras (maseres que se alejan
o acercan al observador).

Con esta nueva variable introducida, notamos que para el corrimiento total z; 2, se obtiene la

siguiente relacién

21,2 — % = 4. (3.16)

Ahora, como siguiente paso, se deduciran las expresiones para z. y z4.
Para z. podemos introducir la cantidad, Q. en (3.12). Asi, obtenemos que

142.=(1—=0b.9..)U. 3.17
c + e

Al ser ecuaciones para fotones emitidos sobre el plano ecuatorial, podemos sustituir las expresiones
en (2.31), (3.9) y (3.12) en la anterior ecuaciéon para el radio r. de una fuente emisora. De esta
forma, obtenemos la siguiente expresién

1—-9M 4 a /M
Te Te Te

142, = . (3.18)
(1—2%) \/1—3%12 Ma

Por consiguiente se deducird la ecuaciéon para zi. Dado el resultado en (3.15), al sustituir las
expresiones correspondientes para oOrbitas en el plano ecuatorial, como se hizo anteriormente,
podemos encontrar que z4+ estd dado por

/M /14 ()2 — oM
(£) = - R (3.19)
(1-25{)\/1—3i‘ji22 M

14
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Relaciones entre observables y propiedades de un agujero negro de Kerr
3.2 Corrimientos (al rojo o al azul) en términos de las propiedades de un agujero negro de Kerr

Para las anteriores expresiones podemos asignar los corrimientos al rojo y al azul de la siguiente
manera

Zred = Ze + 2+, (3.20)
Zblue = Z¢ + 2—, (321)
(ver figura [3.1).

Como podemos observar, las anteriores ecuaciones para los corrimientos estdn dadas en tér-
minos de los pardmetros que definen al agujero negro. De esta forma, podemos determinar el
corrimiento total (al azul o al rojo), medido por el observador, el cual esta expresado en (3.16).
Con esto se tendria una prueba para el régimen de campo fuerte de la hipoétesis de Kerr. La cual
nos dice que todos los agujeros negros estacionarios y axisimétricos en relatividad general estan
dados por la soluciéon de Kerr.

Supongamos ahora que los valores méas probables para M y rg (rg es la posicion del agujero
negro en los sistemas de referencia que toman los astréonomos) arrojados por un ajuste estadistico
y reportados en [7), 10 4] son “buenos ajustes”; ademas de considerar el caso méas simple, donde
un observador muy lejano no se mueve con respecto al sistema galdctico, podemos analizar los
corrimientos dados en (3.20) y (3.21) para los datos registrados de las posiciones de los méseres
conjuntamente con las estimaciones de M y rg obtenidas por los astrénomos, con ello notamos que
las cotas inferior y superior del parametro de rotacion de Kerr, dadas por la relaciéon, 0 < a < M
(M es la masa del agujero negro), imponen a su vez cotas sobre estos corrimientos, es decir, les
imponen un valor minimo y un valor maximo para el caso corrotante y contrarrotante, de esta
manera se puede verificar que para z; 2:

i) Con a = 0, los corrimientos al rojo y al azul toman sus valores maximos para los casos de
corrotacién y contrarrotacién respectivamente y sus valores minimos en el caso contrario.

ii) Mientras que para a = M, los corrimientos al rojo y al azul toman sus valores maximos para
los casos de contrarotacién y corrotacién respectivamente y sus valores mininos en el caso
contrario.

De esta forma, se puede notar que las diferencias entre los corrimientos al considerar el parametro
de rotacion @ = M y a = 0 para estos sistemas galacticos, es del orden de ~ 107° km/s, para
orbitas registradas cercanas al agujero negro.

Debemos notar que para este analisis se consider6 que a posea su valor maximo lo cual puede
0 no ser cierto, ya que a puede tomar cualquier valor entre 0 y M, de este modo la contribucién
del corrimiento al considerar el parametro de rotacién de Kerr seria incluso mas pequena que lo
antes encontrado.

Mientras tanto los detectores en la Tierra realizan mediciones del orden de hasta 103 km/s
con una precision de 1 km/s para discos de acrecion con maseres de agua orbitando un agujero
negro. De este modo el error asociado puede ser mucho mas grande que las diferencias entre los
corrimientos paraa = M y a = 0.

Por lo tanto, podemos concluir que cuando nuestros instrumentos de medicién mejoren su
precision, tanto para medir los corrimientos como las posiciones de las fuentes emisoras, o puedan
detectar nubes de agua (si es que las hay) que orbiten muy cerca del agujero negro, podremos
tomar en cuenta los efectos del parametro a.

Dado lo anterior, podemos notar que el corrimiento cuando a = M, corresponde practicamente
al corrimiento tedrico z1,2]q=0-

Cabe mencionar que los corrimientos aqui expresados, estan dados mediante la definicién 6p-
tica, esto es, z = v/c, donde z es el corrimiento medido, v es su velocidad asociada, y ¢ es la
velocidad de la luz.

En el siguiente capitulo, se formulard un método para determinar algunos parametros como
M/D y ro de forma estadistica, ademas de otros parametros que se incluirdn debido al modelo
propuesto, que en este caso serd el correspondiente a un agujero negro de Schwarzschild (a = 0).
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Relaciones entre observables y propiedades de un agujero negro de Kerr
3.2 Corrimientos (al rojo o al azul) en términos de las propiedades de un agujero negro de Kerr

Al escribir los corrimientos para la métrica de Schwarzschild tenemos las siguientes expresiones:

1
1+ 2, = ———u (3.22)

\/ﬁ (3.23)

zx = (&) — :
\/1 - 2%\/1 —3M

Para el corrimiento total (al rojo o al azul) se consideraré la expresién dada por la suma de estos

corrimientos, es decir,
1 \/

i
L e
J1-3M \/1—2%\/1—3TM

21,2 = Z2et+ 24 =
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Capitulo 4

Estimacion de Parametros

4.1. Modelando Sistemas astrofisicos galacticos del Megama-
ser Cosmology Project

Los sistemas reportados en el Megamaser Cosmology Proyect, en su mayoria estan en flujo de
Hubble, es decir, cada sistema esta estrictamente a una distancia mayor a 30 Mpc [10], lo cual es
importante, ya que las ecuaciones obtenidas para los corrimientos estan dadas para un observador
muy lejano, pero que a la vez no se mueve con respecto al sistema de estudio, esto no es del
todo cierto. Por tal razén, tomaremos en cuenta el corrimiento debido al movimiento del sistema
con respecto a un sistema de referencia estatico, el cual es llamado en los articulos del Megamaser
Cosmology Project como local standard of rest (LSR) sobre el que se realizan todas sus mediciones.
Los corrimientos asociados al movimiento de recesion de la galaxia como un todo son debidos a la
expansion del universo y al movimiento local de la propia galaxia [3]. Ademaés se puede agregar la
contribucién de los corrimientos al rojo y al azul de objetos que orbitan un agujero negro, para este
caso de Schwarzschild. Para el corrimiento debido a la expansion del universo solo consideraremos
la velocidad asociada a este corrimiento, es decir, Veosm = Zcosm * €, donde veoms Se tomara solo
como un parametro a estimar. Para el corrimiento debido al movimiento local de la galaxia se
considerard la velocidad correspondiente al efecto Doppler vy, donde vg es la componente sobre la
linea de vision de velocidad peculiar descrita en [3], la cual serd otro parametro a estimar.

También hay que notar que puede existir un angulo de inclinacién del disco, el cual es comple-
mentario al d&ngulo formado por el plano del disco de acrecion y la linea de visiéon, siendo ig = 90°
para los discos que estan completamente de canto (ver ﬁgura, dicho angulo de inclinacion ¢,
es reportado para cada galaxia en los articulos del Megamaser Cosmology Project.

Notemos ahora que, en el caso donde el observador es muy lejano, para los corrimientos al
rojo y al azul expresados en (3.20) y (3.21), se consideran objetos emisores de fotones (nubes de
agua) que estan sobre la linea media, es decir, la linea definida para el angulo azimutal ¢ = +90°,
donde ¢ es medido en el plano del disco de acrecion (ver ﬁgura. Sin embargo, para un sistema
real no siempre los emisores de fotones estan sobre la linea media por lo que consideraremos un
angulo de dispersion de los méaseres gy (el cual serd propuesto en este modelo). Dado que dicho
adngulo no puede ser medido, propondremos una distribucién uniforme para los méseres dentro
del area que subtiende el angulo de dispersion sobre la linea media [0].

Para poder deducir los parametros de interés, tenemos que reescribir la ecuaciones para los

corrimientos dados en (3.22) y (3.23), las cuales estan dadas en el Sistema Natural de Unidades.
Por lo tanto, al reescribir estas ecuaciones en unidades del SI tenemos lo siguiente

T
V Te = =2
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Estimacién de Parametros
4.1 Modelando Sistemas astrofisicos galacticos del Megamaser Cosmology Project

Observador

Figura 4.1: Se muestra una representacién simple de como es medido el angulo de inclinacién del
disco de acrecion para un sistema astrofisico.

2y = (i)\/(

donde G es la constante de Gravitacion Universal y ¢ es la velocidad de la luz.

Los datos observacionales reportados, para las posiciones de los méseres, estdn dados en mi-
liarcosegundos (mas), por lo cual se deben escribir nuevamente, estas expresiones para usar los
datos reportados.

Para angulos muy pequenos podemos obtener la siguiente relacién, r. = Dr,, donde 7. es la
distancia medida desde el agujero negro hasta el emisor de fotones (para este caso méaseres de
agua). Asi, 74, es el arco medido en radianes y D la distancia al sistema en metros (m).

Con base en el argumento anterior, podemos reescribir las expresiones anteriores como

S)re

)( 3GM)

é (4.2)

Te
D
Itz = e _ 3GM
D~ Dec2
Ta
= 3GM
Ta = ez

De forma anéloga a este procedimiento podemos obtener que

GM .
_ c2D'a
Zx = (i) ( _ ZGM)( _ 3GM)'
roz Dc2 Ta Dc2

Dadas las formas anteriores para los corrimientos, podemos multiplicar el numerador y el denomi-
nador dentro de la raiz por el factor de conversion de radianes a miliarcosegundos (8). Por ende
podremos usar los datos directamente de las mediciones dadas por los astréonomos. Asi, tenemos
que

Bra
ltze= | —2 0,
Bra —3p %10\/2[
(ﬁra - 25 D2 )(ﬁra - 38 gjcvg)
Cabe notar que en estas expresiones el parametro M /D a estimar, estd dado en 107 M /Mpc por
lo que se debe multiplicar este pardmetro por el factor de conversion de 107 Mg /Mpc a kg/m (g).
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4.1 Modelando Sistemas astrofisicos galacticos del Megamaser Cosmology Project

Asi, con fBry, =1y a = C%s. Dadas las ecuaciones anteriores, para los corrimientos, se puede

llegar a que
r
14 2=, | —=—F,
\| 7 — Bl

ol
o (i)\/w— =20

donde « es el factor de conversion de (107 My /Mpc) a (mas).

De esta manera, r, es el arco medido en (mas) el cual estard dado por r =
V(@ —20)2 + (y — yo)?, donde z¢ y yo determinan la posicién del agujero negro, los cuales también
serdn parametros a estimar, asi como vy Y Veosm -

Los pardmetros para estas velocidades, estaran dados dentro del corrimiento debido al aleja-
miento del sistema (2), el cual es conformado por los efectos debidos a la expansion del universo
y al movimiento local de la galaxia [3]. De esta forma, que tenemos que

14+ 2=+ zcosm)(1 + 2zp), (4.3)
donde
_ Y !
1+zD_(1+C) h (4.4)
T2

Ahora, tomando en cuenta la composicién de los corrimientos para, Z y z1,2. Tenemos la siguiente
relacién para el corrimiento total,

14 21t = 1+ 2)(1 4+ 212) = (1 + Zeosm) (1 + 2p) (1 + 21,2), (4.5)

donde z; 2 es el corrimiento medido por un observador muy lejano al sistema estudiado, el cual no
experimenta un alejamiento (o acercamiento) al sistema de interés. Este corrimiento total se debe
a objetos emisores que rotan en torno a un agujero negro en la métrica de Schwarzschild.

Ahora, siendo z4 (dado dentro de z;2), el corrimiento que nos aporta informacién sobre el
movimiento de los méseres alrededor del agujero negro, tomando en cuenta la inclinacién del disco
de acrecion ig y el angulo de dispersion de los méseres oy, el cual se considerard pequeiio [6],
tenemos que

1+ 219 = (1+ 2.+ esin(ip)zs), (4.6)
donde ) A
g g
~1-— 240, 4.
¢ 2 T o4 (47)

Asi, el corrimiento total medido estara dado de la siguiente forma

Ztot = (14 Zeosm) (1 + 2p) (1 + 2. + esin(io)z4) — 1. (4.8)

Para la eleccién de un sistema de referencia en los sistemas astrofisicos que vamos a estudiar se
rotaran los datos usando el position angle (P.A.), siendo este el angulo de inclinaciéon del sistema,
medido desde la linea vertical Norte-Sur en las observaciones realizadas por los astronomos. Al
rotar la posicién de los méaseres de agua nos deja el sistema sobre el eje horizontal.

El siguiente paso es elegir como origen en la direccién x, el promedio geométrico de los maseres
sistémicos (méseres centrales) y como origen en la direccién y, el promedio geométrico de los
méseres corridos al rojo y al azul. Este andlisis es analogo al realizado en el articulo [7] para
curvas de Kepler, el cual es solo un argumento geométrico (ver figura , yva que los objetos que
rotan un objeto masivo estan aproximadamente sobre el disco de acrecion.
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Aqui los errores asociados a las mediciones estaran propagados como se indica en [14], lo cual nos
deja un nuevo conjunto de observaciones en un sistema de referencia que esta rotado y trasladado.
Cabe recalcar que la forma en la que est& dado este nuevo origen, no necesariamente implica que el
objeto central masivo esté ubicado en el origen, pero si se puede inferir que esté en su proximidad.
Notemos ahora que para los datos observados y registrados por los astrénomos, la cantidad de
parametros con sus respectivos errores a estimar dados por (4.8), son: M/D, xo, Yo, Vo Y Vcosm.-
Este hecho nos obliga a realizar un andlisis Bayesiano para obtener los valores de los parametros
més probables que se ajusten al modelo relativista general propuesto para estos sistemas usando
un método de y2.

4.2. Meétodo de ?

Por lo establecido en la anterior seccién y teniendo en cuenta que el corrimiento total esta
distribuido de forma gaussiana o normal, ademés de considerar cada medicién independiente,
podemos proponer un modelo de x? [13] dado por

o=y (4.9)

k Tk

donde {z1} y {0k} es el conjunto de datos observados y sus errores asociados, aqui u serd la
propuesta tedrica para estos sistemas.

En este trabajo consideraremos densidades de probabilidad a priori planas, por lo que el minimi-
zar la funcion y? es equivalente a maximizar la probabilidad dada prob(u|{zs}, {ok}) e:vp{f%2
[13].

En el caso de UGC3789, se considerard una densidad de probabilidad a priori plana para la
velocidad peculiar dada por 151 + 200 km/s, debido a los resultados obtenidos en [10]. Para el
mismo parametro en el sistema ESO558-G009, al no tener informacion previa sobre la velocidad
peculiar, se propondra una densidad de probabilidad a priori plana dada por 0 + 400 km/s. Por
otro lado, para resto de los pardmetros se consideraran densidades de probabilidad a priori planas
de tal forma que los datos reportados hasta ahora estén en sus respectivos intervalos, los cuales
seran considerablemente grandes comparados con dichos datos reportados.

Para los corrimientos de alta velocidad (correspondientes a los maseres en ¢ = £90°) tenemos
que el modelo de x? esta dado de la siguiente manera

9 [2: — (1 + z¢ + €sin(io)z+ ) (1 + 2p) (1 + Zeosm) — 1)}2
Xred,blue = Z

, 4.10
02+ 122 (1 + Zeoom) (1 + 2p))200 (410)

i

donde

T

2 _ (esin(io)zi n %(1 + 2o + esin(io)ze ) (1 + 26)2)2 ((

1 + Zcosm)(l + ZD) 2 0_2
2(1—2M) ' 2

,
siendo
o2 (x —x0)%02 + (y — yo)20§
T r2 )
- _ (M/D)a
’r‘ b)
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Aqui z; esta dado por la definicion 6ptica, ya que los astronomos reportan la velocidad asociada a
este, es decir, z; = v;/c (z; es el corrimiento registrado por los astronomos para el i-ésimo dato).
Ademss, el error asociado a la medicion del corrimiento va a estar inferido por los errores en las
posiciones de los maseres, ya que solo tenemos registro de estos ultimos.

Cabe notar que la expresion para x? esta dada para las mediciones realizadas por los astréno-
mos, esto es 7 y M estan dados en mas por la reescritura para z; » dada previamente.

Por otro lado hay dos expresiones para la x2, que corresponden a los corrimientos al rojo y al
azul dados por z; y 22 de manera analoga a las expresiones (3.20) y (3.21). Por lo tanto el modelo
para los datos de los corrimientos al azul y al rojo estard dado por x? = x2.; + X7.,., donde X2,
esta definida para los datos de los corrimientos al rojo y x%,,. para los datos de los corrimientos
al azul. Al minimizar la funcién x2 con respecto a las variables a estimar, se obtienen sus valores
més probables. Esto se lograria de forma analitica derivando esta funcion, igualdndola a cero y
calculando los valores mas probables, asi como su error asociado [13], con ello se determinaria
las densidades de probabilidad a posteriori, dada la distribucién gaussiana de observables. Sin
embargo en la realidad no se pueden expresar de forma analitica los valores méas probables de los
parametros a estimar, por la forma en que x? estd dada. Por consecuente se recurre al método
computacional Markov Chain Monte Carlo (MCMC) para minimizar dicha funcion.
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Capitulo 5

Resultados y conclusiones

5.1. Resultados obtenidos

Se realizaron varias pruebas para los sistemas mencionados, al variar el d&ngulo de dispersion de
los méseres incluyendo oy = 0, para ambos sistemas de acrecion galacticos. La x? reducida, dada
por x2 = x2/N (donde N es el numero de grados de libertad del sistema) [13], es una medida de
cuan buena es una estimaciéon. Por la forma en la x2 que estd definida, se puede inferir que una
estimacion es buena cuando su valor es cercano a 1.

Se puede notar que una de las diferencias entre estos sistemas es que el angulo de dispersion,
ya que es menor para ESO558-G009 porque que muestra un mejor ajuste a dngulos mas pequenos,
lo que significa que los méseres de este sistema estan mas cercanos a la linea media. Por otro lado
para UGC3789 se requiere de dngulos mas grandes para tener un buen ajuste, lo cual nos dice que
los méseres de este sistema estdn mas alejados de la linea media en comparaciéon con ESO558-G009
(ver Tablas y[.2).

En ambos casos también podemos notar que la estimacion en las velocidades vy ¥ Veosm S€
reflejan densidades de probabilidad a posteriori aproximadamente planas en cierto intervalo, por
lo que podemos observar que no hay la suficiente informacion para establecer una forma concreta
para estimar estos parametros.

Ademas también notamos que para los pardmetros M /D, xg, yo, se obtuvieron densidades
de probabilidad a posteriori gaussianas (ver figuras y por lo que se pueden considerar
buenas estimaciones para estos parametros, notando también que se definieron adecuadamente
sus regiones de confianza.

Cabe mencionar que dichas regiones de confianza y las densidades de probabilidad a posteriori
de cada sistema fueron similares para los diferentes dngulos utilizados en las estimaciones.

» UGC3789

UGC3789 es un sistema a una distancia de 49,9 Mpc y una masa del objeto masivo
central reportada de 1,16 & 0,12 x 107 M, [10] de este modo podemos inferir el pardmetro
M/D = 0,02324 & 0,0024 x 107 My /Mpc con una x? reducida, x2 = 1,50 para las esti-
maciones realizadas por estos astrénomos, por lo que podemos observar que se obtuvieron
resultados distintos a la formulacién de Relatividad General.

Ademas también se obtuvo un error para la M/D de hasta 2 6rdenes de magnitud menor
para x2 ~ 1 (ver tabla en este trabajo.
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5.1 Resultados obtenidos

g9 % Zo Yo Vo Vcosm XE
") (10" M, /Mpc) (mas) (mas) (km/s) (km/s)

0 0,0220472071077 0 0486575001 —0,005987 500  149,33715722  3129,52F13022 1623
5 0,0222172%21070 0 04845+5:9%2  _0,0113673511  151,48F13038  3197,60713848 51
6 0,02230F20T107% 0 0487370008 _0,01246+0911 147,157 15037 313234713042 413
7 0,022417888 1070 0 04899F5:9%%  —0,0124671% 15146713304 3128,08713528 2,61
8 0,022527 5201070 0 0489970005 _0,01174702 150,557 13055 312858113938 168
9 0,022657 1081070 04906000 —0,0103975028  151,84713520 312750713861 111

—1,006-10—4

Tabla 5.1: Se muestran las estimaciones realizadas para el sistema UGC3789 al variar el angulo
de dispersion de los maseres.

» ES0558-G009

Para este sistema se tienen registradas una distancia de 107,6 + 5,9 Mpc y una masa
del objeto central de M = 1,74 0,1 x 10”7 Mg [4]. De esta forma, podemos deducir que
M/D = 0,0157 £ 0,0012 x 107 M /Mpc. Asi, notamos que al igual que UGC3789, hay una
diferencia en el error, ya que para todos los dngulos de dispersion de los méseres de este
sistema, el error en la masa es al menos un orden de magnitud mas chico en el andlisis
realizado en este trabajo (ver tabla[5.2).
Ademés, los astrénomos registran una x2 = 1,28 la cual es un poco mayor a la mejor
estimacion dada aqui, la cual tiene un valor de x2 = 1,05.

o % To Yo Vo Veosm X,2,
() (10" My /Mpc) (mas) (mas) (km/s) (km/s)

0 001570100005 0,0741750:038  0,08920100:%  —3,992720073%  7618,30157508 1,31
5 0,015827000052 0068667002 0,085407001s  1,802%37297  7609,707379°50 1,26
6 0,015807 000058 00625170012 0,0818970080  4,67473300%  7604,67T5T00 1,21
7001596700005 0,05518T001%  0,074627 004 —7.9737 3012 761475750037 1,14
8 0,0160375:0002%  0,043907003%  0,0644010052 3379727201 7598 43727802 1 05

Tabla 5.2: Se muestran las estimaciones realizadas para el sistema ESO558-G009 al variar el
angulo de dispersiéon de los méseres.
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Figura 5.1: Se muestran las distribuciones a posteriori del anélisis Bayesiano para el sistema
UGC3789 con un angulo de dispersion de los maseres oy =9°.

5.2. Conclusiones

De este trabajo se puede concluir que las observaciones por nuestros instrumentos actualmente
(al menos para UGC3789 y ESO558-G009) no tienen la precision necesaria para detectar efectos
del corrimiento debido al parametro de rotacién de Kerr. Esto debido a que al realizar pruebas
con los datos obtenidos podemos deducir que nuestros instrumentos deben mejorar su precisién en
al menos un orden de magnitud para los corrimientos detectados y con ello los efectos debidos al
corrimiento gravitacional z. de Schwarzschild en estos sistemas. Ademas de mejorar la precision en
la posicién de las fuentes de emision ya que el error asociado al corrimiento es propagado mediante
el modelo establecido y con el hecho de que solo conocemos errores en las posiciones resultando
que el error es mayor a la contribucién del corrimiento z..

También un aspecto a resaltar de este método es la precisiéon en los pardmetros obtenidos para
el agujero negro central de cada sistema con respecto a los resultados obtenidos por los astrénomos
con un método kepleriano, ya que los valores para M/D aqui presentados mejoran la precision en
al menos un orden de magnitud.
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Figura 5.2: Se muestran las distribuciones a posteriori del anélisis Bayesiano para el sistema
ESO558-G009 con un angulo de dispersion de los maseres oy =8°.

26



Bibliografia

[1] James M. Bardeen, William H. Press, and Saul A. Teukolsky. Rotating black holes: Locally
nonrotating frames, energy extraction, and scalar synchrotron radiation. The Astrophysical
Journal, 178, dec 1972.

[2] Sean M. Carroll. Spacetime and Geometry: An Introduction to General Relativity. Cambridge
University Press, 2019.

[3] Tamara Davis and Morag Scrimgeour. Deriving accurate peculiar velocities (even at high
redshift). Monthly Notices of the Royal Astronomical Society, 442, jun 2014.

[4] F. Gao, J. A. Braatz, M. J. Reid, J. J. Condon, J. E. Greene, C. Henkel, C. M. V. Impellizzeri,
K. Y. Lo, C. Y. Kuo, D. W. Pesce, J. Wagner, and W. Zhao. THE MEGAMASER COSMO-
LOGY PROJECT. IX. BLACK HOLE MASSES FOR THREE MASER GALAXIES. The
Astrophysical Journal, 834, dec 2016.

[5] Alfredo Herrera-Aguilar and Ulises Nucamendi. Kerr black hole parameters in terms of the
redshift /blueshift of photons emitted by geodesic particles. Physical Review D, 92, aug 2015.

[6] J. R. Herrnstein, J. M. Moran, L. J. Greenhill, and Adam S. Trotter. The geometry of
and mass accretion rate through the maser accretion disk in NGC 4258. The Astrophysical
Journal, 629, aug 2005.

[7] C.Y. Kuo, J. A. Braatz, J. J. Condon, C. M. V. Impellizzeri, K. Y. Lo, I. Zaw, M. Schenker,
C. Henkel, M. J. Reid, and J. E. Greene. THE MEGAMASER COSMOLOGY PROJECT.
III. ACCURATE MASSES OF SEVEN SUPERMASSIVE BLACK HOLES IN ACTIVE
GALAXIES WITH CIRCUMNUCLEAR MEGAMASER DISKS. The Astrophysical Journal,
727, dec 2010.

[8] Brandon Carter. Global Structure of the Kerr Family of Gravitational Fields. Physical Review,
174, oct 1968.

[9] M. J. Reid, J. A. Braatz, J. J. Condon, L. J. Greenhill, C. Henkel, and K. Y. Lo. The
megamaser cosmology project. i. very long baseline interferometric observations of UGC 3789.
The Astrophysical Journal, 695, mar 2009.

[10] M. J. Reid, J. A. Braatz, J. J. Condon, K. Y. Lo, C. Y. Kuo, C. M. V. Impellizzeri, and
C. Henkel. THE MEGAMASER COSMOLOGY PROJECT. IV. a DIRECT MEASURE-
MENT OF THE HUBBLE CONSTANT FROM UGC 3789. The Astrophysical Journal, 767,
apr 2013.

[11] W. Rindler. Relativity: Special, General, and Cosmological. OUP Oxford, 2006.
[12] Bernard Schutz. A First Course in General Relativity. Cambridge University Press, 2009.
[13] D. Sivia and J. Skilling. Data Analysis: A Bayesian Tutorial. OUP Oxford, 2006.

[14] J.R. Taylor. An Introduction to Error Analysis: The Study of Uncertainties in Physical
Measurements. University Science Books, 1997.

27



	Métrica de Kerr y vectores de Killing
	Métrica de Kerr
	Vectores de Killing y cantidades conservadas

	Campos tensoriales de Killing y órbitas en la métrica de Kerr
	Campo tensorial de Killing en la métrica de Kerr
	Órbitas geodésicas en la Métrica de Kerr
	Órbitas circulares para partículas masivas

	Relaciones entre observables y propiedades de un agujero negro de Kerr
	Emisión y detección de fotones (métrica de Kerr)
	Corrimientos (al rojo o al azul) en términos de las propiedades de un agujero negro de Kerr

	Estimación de Parámetros
	Modelando Sistemas astrofísicos galácticos del Megamaser Cosmology Project
	Método de 2

	Resultados y conclusiones
	Resultados obtenidos
	Conclusiones

	Bibliografía

